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Prefacio

El objetivo de este trabajo es presentar algunos aspectos del problema de la cons-
tante cosmolégica en el contexto de las teorias tenso-escalares, las cuales en los
ultimos anos han experimentado un renovado interés en base a sus implicaciones en

cosmologia.

Recientes progresos en el campo de la astrofisica y cosmologia experimentales,
como los llevados a cabo por el satélite COBE ( “Cosmic Background Explorer”), por
el telescopio espacial Hubble (HST) y de la observacién de las estrellas Supernovas
clase Ia, han hecho posible una determinacién maés confiable de pardmetros cos-
moldgicos, constituyendo una guia para la construccién de escenarios cosmoldgicos

mas realistas.

Por otra parte, uno de los problemas que enfrenta la cosmologia tedrica moderna
es explicar los pequefios valores de la constante cosmoldgica que se obtienen de
métodos observacionales y que contradicen las predicciones de las teorias cuanticas

y de fisica de particulas.

El renovado interés en las teorias tenso-escalares, particularmente la teoria de
Brans-Dicke, se debe esencialmente a su posible relevancia durante un periodo de
expansion inflacionaria en el universo tempramno, asi como a la caracteristica de
permitir una transicién de fase desde una inflacién exponencial a una inflaciéon de
ley de potencias. Otros problemas, como el relacionado a la materia obscura, han
encontrado posibles explicaciones en estas teorias, o como las teorias de cuerdas que

han encontrado un contexto mas adecuado en las teorias tenso-escalares.

El problema de la constante cosmoldgica, por su parte, tiene una larga historia
que ha pasado por diferentes fases desde que fue propuesta por Einstein en 1917.
Los grandes valores del término cosmolégico predichos por las teorias de particulas

v sus pequenos valores medidos actualmente, han hecho surgir la idea de que dicha
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“constante” no sea tal, si no una funcién del tiempo. Esta idea también ha sido
ampliamente estudiada en ¢l contexto de la teorfa de Relatividad General en que
surgié y en el que es necesario imponer tal dependencia temporal. Esto no sucede
asi en el contexto de las teorias tenso-escalares en las que tal dependencia temporal
surge de manera natural al introducirse como un potencial que es funcién del campo

escalar. Este es el hecho que motiva a este trabajo.

La primera parte de este trabajo se dedica a establecer las bases que dieron
origen a la idea de una constante cosmolégica dinamica, haciendo una revisién de
los antecedentes historicos asi como de los problemas actuales de la constante cos-
moldgica (capitulo 1). También se hace una revisién de las teorias tenso-escalares,
haciendo particular énfasis en la teoria de Brans-Dicke y de la constante cosmolédgica
en el contexto de estas teorias (capitulo 2). En el capitulo 3 presentamos un resumen
de generalidades sobre las ideas de inflacién haciendo énfasis en las caracteristicas
del campo escalar y discutiendo los criterios en base a los cuales es posible tratar a

los campos escalares en forma clasica.

La segunda parte de este trabajo se dedica a la presentacién de dos modelos
cosmolégicos que consideran a una constante cosmolégica dinamica en el contexto
de la teoria tenso-escalar de Brans-Dicke. Proponiendo un potencial simple (pro-
porcional al campo escalar), con el objeto de obtener soluciones exactas, se obtienen
modelos cosmolégicos validos durante un periodo “coasting”. Todas las soluciones
obtenidas presentan la caracteristica de tener una constante cosmolégica que decae
con el cuadrado del tiempo, hecho que resulta importante si se busca consisten-
cla con las observaciones, de acuerdo a las cuales la constante cosmoldgica es muy

pequena hoy en dia.

Para un modelo cosmoldgico es importante predecir pardmetros que puedan ser
comparados con sus valores deducidos de observaciones. Con este propésito, ademas
del de ampliar el periodo de validez de los modelos cosmolégicos, asi como evitar
la limitacién de un potencial demasiado ideal, en el capitulo 5 proponemos otro
modelo cosmolégico en el que usamos un potencial que es una funcién binomial del
campo escalar. Consideramos también que el universo estd vacio o contiene a un
fluido perfecto con una ecuacion de estado barotrépica. En cada caso presentamos
soluciones exactas y parametros cosmolégicos que podemos comparar con observa-

ciones, lo cual nos permite descartar algunos de los modelos cosmoldégicos obtenidos
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o acotar su validez para alguna etapa de la evolucién del universo. Para alguna
ecuacién de estado particular las soluciones no presentan singularidad, siendo otra
caracteristica importante de los modelos presentados. Sin embargo la ausencia de
singularidad no es caracteristica de todas las soluciones aqui presentadas, asi es que
también estudiamos las regiones donde algunas soluciones son singulares.

La mayoria de los modelos cosmolégicos obtenidos tienen la caracteristica de pre-
sentar una constante cosmolégica que decrece con el tiempo, ademas de pardmetros
cosmoldgicos que esan en relativo acuerdo con las observaciones. En algunos otros
casos resueltos no se tiene tal acuerdo, haciendo posible acotar mejor las condiciones
de aplicabilidad de la teoria dando asi una mejor perspectiva de las caracteristicas
bajo las cuales una constante cosmoldgica dindmica queda mejor descrita en el
contexto de una teoria tenso-escalar.

En el capitulo 6 hacemos un resumen de los resultados obtenidos en este trabajo
y de sus perspectivas. En el apéndice A se presenta la demostraciéon de que si
se satisface la condicién de no divergencia, entonces las ecuaciones de campo de
los capitulos 4 y 5 se satisfacen también. En el apéndice B se demuestra que la
accién utilizada en los modelos presentados en los capitulos 4 y 5, se transforma
en la accién correspondiente a las teorias de cuerdas a bajas energias, cuando se
considera el caso de vacio y una relacion especifica entre los campos escalares. En
el apéndice C se dan las definiciones de los invariantes de curvaturas utilizadas en
el capitulo 5.

En este trabajo usaremos signatura +2 (-,4+,+,+) y unidades naturales ¢ = h =
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Parte 1

Bases de las teorias tenso-escalares
con constante cosmolégica



Capitulo 1

Antecedentes

1.1 Antecedentes histéricos

La constante cosmoldgica fue introducida primeramente por Einstein en 1917 [1],
cuando aplicando su nueva teoria al universo, consideré necesario imponer la res-
triccion de que el universo debia ser estatico. Este hecho era aceptado en base a
que las velocidades relativas de las estrellas son muy pequenas comparadas a la
velocidad de la luz. Sin embargo dichas soluciones estaticas no se obtenian de las
ecuaciones originales de Einstein, de modo que las modificé agregando un nuevo
término que involucraba un parametro libre A, la constante cosmolégica.

Casi inmediatamente surgid una inconsistencia. En el modelo de Einstein habia
una conexion entre la densidad de masa del universo y su geometria, porque siguien-
do el principio de Mach, Einstein esperaba que la distribucién de masa del universo
estableciera sistemas inerciales. En 1917 de Sitter propuso otro modelo cosmolégico
aparentemente estatico, sin materia, cuyo elemento de linea (usando el mismo sis-
tema de coordenadas que la conocida métrica de de Sitter, pero con una notaciéon
diferente [2]) estaba dado por di? = cosh *(Hr)[dt? — dr® — H ?tanh*(Hr)(d6* +
sin® g dp?)], donde H es un pardmetro que sc relaciona a la constante cosmoldgica
por H = /A/3. Como se trataba de un modelo para vacio, claramente no se
necesitaba materia para producir inercia.

Aproximadamente en la misma época Slipher descubrié el corrimiento al rojo
de objetos distantes. De 1910 a 1920, Slipher [3] observé que algunas galaxias
(entonices conocidas como nebulosas espirales), tenian corrimientos al rojo de apro-

ximadamente 6 % v muy pocas tenian corrimientos al azul. En 1923 Weil senalo
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que el modelo de de Sitter predecia tales corrimientos al rojo que se incrementaban
con la distancia ya que la métrica, en el sistema de coordenadas de de Sitter,
es dependiente del tiempo y los objetos de prueba no estan en reposo. Asi, hay
una componente no nula de la conexién afin, resultando un corrimiento al rojo

proporcional a la distancia.

La constante cosmolégica habia sido necesaria para un universo estatico, pero
no era necesaria para un universo en expansién. En 1922 Friedmann [4] present6
una clase de modelos cosmolégicos de acuerdo a los cuales el universo se expande
o contrae, pero las galaxias mantienen coordenadas fijas. El modelo de de Sitter
resulta ser el caso particular de los modelos de Friedmann para un universo plano y
vacio. De esta manera se demostrd que pueden encontrarse soluciones con expansiéon
si A = 0 y se considera a un universo no vacio. El conclusivo descubrimiento de
Hubble en 1929, de la ley de expansién lineal que relaciona al corrimiento al rojo
con la distancia, hizo que los modelos de Friedmann fueran el marco geométrico de
referencia estandar en el cual el descubrimiento de Hubble fue interpretado subse-

cuentemente.

Sin embargo no es trivial quitar simplemente la constante cosmolégica, ya que
“cualquier cosa” que contribuya a la densidad de energia del vacio, actia justa-
mente como una constante cosmolégica. Una de las primeras publicaciones donde
se discutié la contribucién de fluctuaciones cuanticas a la constante cosmoldgica,
surgié de observaciones astronémicas. Al final de los 60’s, se observé una cantidad
“excesiva” de cuasares con corrimiento al rojo de ~ 2. Puesto que 1+ z es la razon
entre el factor de escala césmica a(t) hoy en dia y su valor en el momento en que
su luz fue emitida, esta excesiva cantidad de cuasares con dicho corrimiento al rojo
podria explicarse si el universo tuviera un valor de a(t) igual a aproximadamente
1/3 de su valor actual. En 1927 Lemaitre habia propuesto un modelo en expansién
que se originaba en un estado asintéticamente estatico. En tal modelo se proponia
una constante cosmoldgica efectiva y curvatura positiva, precisamente como en los
modelos de Einstein. Cuando la densidad de masa de este modelo toma el valor
de la densidad de masa del universo de Einstein, el modelo se comporta como el
universo estatico de Einstein, hasta que tiene lugar una inestabilidad y el universo
empieza a expandirse nuevamente. Para que esta idea explique una preponderancia

de corrimientos al rojo de ~ 2, la densidad de energia del vacio tendria que ser de
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~ 3 veces la presente densidad de masa. Fue precisamente esta consideracién que
condujo a Zeldovich en 1967 a tratar de tomar en cuanta la densidad de energia del
vacio en términos de fluctuaciones cuanticas. Pero la verdadera preocupacion acer-
ca de la densidad de energia del vacio surgié del éxito de la idea del rompimiento
espontaneo de simetria en la teoria electro-débil.

De acuerdo con la teoria electro-débil, para tener una constante cosmoldgica
igual a cero hoy en dia, tiene que partirse de un valor muy grande de ésta en la
etapa anterior a la transicion de fase electrodébil. Este hecho tiene ventajas pues,
un valor grande de la constante cosmoldgica en el universo temprano controlaria la
inflacién, resolviendo varios de los problemas de la teoria cosmolégica [5].

Con la introduccion de la constante cosmoldgica en la teoria electo-débil surgen
otros problemas y como resultado del esfuerzo para resolver estos problemas se re-
curre a ofras teorias, como las teorias de supersimetria, supergravedad, supercuer-
das, consideraciones antropicas, mecanismos de ajuste, otras teorias de gravedad
distintas a la relatividad general v teorfas de cosmologia cuantica [6].

Con la intencidn de hacer compatibles a las teorias inflacionarias y de fisica de
particulas que predicen grandes valores de la constante cosmolédgica, con los muy
pequenos valores obtenidos de las observaciones, en 1933 se propuso una constante
cosmolégica dependiente del tiempo [57]. A estas teorfas se les ha dedicado mucha
atencién (ver e.g. [58]-[97]); pues son capaces de resolver algunos de los proble-
mas de la constante cosmologica, sin embargo en la mayoria de ellas prevalece la
caracteristica de introducir tal dependencia temporal de manera ad hoc.

Fis en este punto que las teorias escalares tensoriales tienen mas éxito al tratar
el problema de la constante cosmolégica. Un modelo donde A decae dinamicamente
fue propuesto por Dolgov en 1983 [7], de modo que en el limite cuando ¢t — oo,
Acfectiva — 0. Sin embargo el mecanismo que hace decrecer a la constante cos-
moldgica en estas teorias, también hace decrecer a la constante gravitacional efec-
tiva, volviéndose dependiente del tiempo, como sucede en las teorias tenso-escalares.
El modelo mas simple y natural en teorias de campos es el modelos de un campo
escalar ¢ con un potencial de auto-interacciéon V(¢) minimamente acoplado a la
gravedad.

Aun prevalecen argumentos en favor y en contra de estas teorias de gravedad,

principalmente de caricter observacional, las cuales revisaremos a lo largo de este
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trabajo.

1.2 Problemas actuales de la constante
cosmologica

Uno de los principales problemas en torno a las teorias que consideran una constante
cosmologica es lograr que dichas teorias predigan el pequenio valor de la constante
cosmologica obtenido de las observaciones actuales.

Recientes observaciones de supernovas tipo la (SN Ia), que indican que el uni-
verso se esta acelerando, han motivado la reconsideracién de un valor actual no nulo,
si no pequernio, de la constante cosmoldgica. Los modelos de teorlas de particulas
predicen valores muy grandes de A. Las teorias cuanticas de campos toman en
cuenta grados de libertad con energias menores a 100 GeV tnicamente, donde to-
das las correcciones radiativas de altas energias estdn escondidas en los distintos
parametros del lagrangiano efectivo. En tal teoria efectiva de campo, la densidad
de energia del vacio que sirve como fuente del campo gravitacional de largo alcance,

se escribe como sigue

o = _557(&5 + %Ehw, (1.1)
donde A es la constante cosmolégica y el segundo término de la ecuacién representa
la contribucién de las fluctuaciones cudnticas en los campos de la teorfa, tomados
hasta una energia de particulas igual a 100 GeV. La teoria efectiva de campos es
el conocido modelo estandar, del que se sabe que las fluctuaciones cudnticas no se

cancelan, de modo que asumiendo A = ¢ = 1, dimensionalmente se tiene que

1
-2—Zhw ~ (100 GeV)* (1.2)

Por otra parte, las observaciones restringen a p, a valores no mayores que la densidad
critica, que corresponde al valor ~ 107%® GeV?, asl es que A debe ajustarse en
la ecuacién (1.1) para satisfacer la igualdad, es decir, A debe ser tal que los dos
términos que no contienen a A en esta ecuacién deben cancelarse hasta 56 decimales.
Entender esta cancelacién es lo que se conoce como el problema de la constante

cosmoldgica. Las predicciones teéricas del valor de la constante cosmolégica excede
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a sus valores observacionales en aproximadamente 120 6rdenes de magnitud. Fste
problema ha sido discutido y revisado en varios trabajos (ver e.g. [6], [8], [9]), en
los que se han mencionado al menos cuatro posibles aproximaciones para resolver
el problema de la constante cosmologica. A continuacién describiremos dichas pro-
puestas sin deducir con detalle sus resultados, los cuales pueden revisarse en las

referencias correspondientes.

1.2.1 Teorias propuestas.

(i) Supersimetria, Supergravedad y supercuerdas.

De acuerdo con la teoria de supersimetria global

{Qa: Qats = (0,)agP" (1.3)

donde (), ¥ ¢ son los generadores de supersimetria, en los que o y  son subindice
espinoriales, o, son las matrices de Pauli y P* es el operador energia-momento. Sin

rompimiento de simetria el estado de vacio satisface

Qul0 >= QL0 >= 0, 1.4
£

esto implica un valor nulo del vacfo para < P, > y por lo tanto una energfa del
vacio cero, como se requiere para que se anule A.

Cuando la supersimetria se rompe, a una energia ~ 1 TeV (T-tera = 10'?), se
espera que ||p,| > (1TeV)? lo cual es nuevamente 10°* veces demasiado grande. Asi
es que aunque supersimetria no rota parece una buena soluciéon, rompimiento de
supersimetria no permite resolver el problema. Una situacién semejante sucede con

supercuerdas.

(ii) Cosmologia cuéntica.

En 1984 Hawking [11] propuso una descripcién en el marco de una teorfa cuan-
tica, de cémo podria obtenerse una distribuciéon de valores para la constante cos-
moldgica efectiva, con un enorme pico o Mmaximo en Agfective = 0. La idea detras de
las propuestas basadas en cosmologia cuantica tienen como fundamento a la funciéon
de onda del universo W[k, ¢|. que es una funcién de la 3-métrica hy; y de los campos

W/

de materia en una superlicie espacialoide.
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Para describir la idea esencial de esta propuesta, supondremos un universo vacio,
i.e.  sin campos de materia ni radiacién, para el que se trata de determinar la
funcién de onda para la configuracién del universo en un momento particular. La
configuracién de tal universo en Relatividad General esta dada por la 3-geometria
de una superficie espacialoide y dicha geometria estd descrita por una 3-métrica
huu(x). La cantidad x(t) es una 4-geometria Lorentziana, especificada por una
4-métrica g5, la cual induce la 3-geometria h,, en sus limites.

En Relatividad General la accién depende explicitamente de la 4-métrica g;;, de
modo que en analogia con la mecéanica cuantica para obtener la funcién de onda, se

construye la integral que es una funcién de hy,

Wit ()] = [ gy expli S (g (1.5)

el espacio sobre el cual se toma esta integral es un espacio de 4-geometrias per-
mitidas. La funcién de onda W se define sobre el espacio de todas las posibles
3-geometrias, consistentes con las suposiciones iniciales. A este espacio se le llama
super-espacio. Para incluir materia en esta formulacién debe escribirse W[k, @],
donde ® representa al campo de materia en x. La integral se toma sobre las 4-
geometrias apropiadas consistentes con las 3-geometrias hy,. La funcién de onda de
la mecéanica cuantica usual ¢, evoluciona de acuerdo a la ecuacién de Schrodringer,
mientras que la funcién de onda del universo ¥ evoluciona de acuerdo a la ecuacion
de Wheeler-de Witt. La esencia del problema consiste en determinar lo que cons-
tituye “el conjunto de trayectorias adecuadas” sobre las cuales integrar, ésto es
lo mismo que el problema de condiciones iniciales en cosmologia cuantica y que
permanece sin resolver.

La sugerencia de Hawking y Coleman consiste en que la suma del lado derecho de
la ecuacién (1.5), se lleve a cabo sobre la 4-geometria Euclidiana compacta, lo cual
implica un cambio de t — —i7 con respecto a los calculos Lorentzianos usuales. En
este caso la 4-geometria no tiene limite y se le llama frecuentemente la conjetura de
no limite. Entre otras ventajas, las integrales enclideanas relevantes pueden hacer-
se converger en alguna forma tal que las integrales Lorentzianas aparentemente no
pueden hacerlo. Sin embargo Vilenkin [12], entre otros, ha propuesto otra eleccién
de condicién inicial con un modelo en el que el universo sufre una especie de efecto

tinel cudntico desde un estado de vacio (modelos de “agujeros de gusano”). Esto
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corresponde a una “creacion” definida mientras que la propuesta de Hawking no
tiene “creacion”.

El uso de “agujeros de gusano” no ha tenido éxito para derivar A — 0, debido
a que se ha cuestionado el uso de Gravedad Fuclidiana, ademas de que los agujeros
de gusano, si es que existen, se vuelven macroscépicamente grandes y estrechamente

cercanos para que las observaciones noten variaciones en A.

(iii) Gravedad Cambiante.

Algunos autores han sugerido la posibilidad de cambiar las reglas de Relatividad
General clasica, de modo que la constante cosmoldgica aparezca como una constante
de integracién sin relacién a los parametros de la accién. Esto no resuelve el pro-
blema de la constante cosmoldgica si no que lo cambia de manera sugerente.

Un ejemplo de gravedad cambiante [13] es hacer no dindmico al término g =
det g,,, en la accién generalizada

iﬁ—ia/dm [R+L(g—1)] (1.6)

donde R es el escalar de Ricci y I es un multiplicador de Lagrange. Por variacién

Agj‘

se encuentra que R = —4 A = constante. Minimizando la accién se tiene A =
2v 671 /VV, donde V es el volumen del espacio tiempo.

En la integral de trayectoria

7 - /'du(m exp(37 /G A), (1.7)

favoreciendo al valor A — 0T,

(IV) Principio antrépico.

De acuerdo con el principio antrépico [14], si §24 > 1, la expansién exponencial
rapida evita que se formen grumos de materia por condensaciones gravitacionales,
requiriendo al menos que 24 < 400 para que ésto suceda. Por otra parte, si {24 < 0,
el universo se colapsa en un tiempo finito, sin haber suficiente tiempo para que
evolucione la vida. Por ejemplo, si A = —(]prlanck»,)zl, el factor de escala a llegaria
a tener solamente 0.1 mm, (~ 107 veces su valor actual). Tomando en cuenta

ambas consideraciones, se establece la condicidén

1< Qp < 400, (1.8)
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ésta es una fuerte restriceién de acuerdo a la cual, valores de A muy cercanos a
cero son mas favorable para la vida, en comparacién con grandes valores como
(M Planck)4-

(V) Teorias invariantes de escala.

Recientemente Guendelman [15] ha investigado las condiciones necesarias que
debe cumplir un potencial escalar para tener invariancia de escala. Usando el sis-
tema conforme de Einstein, ha obtenido modelos en los que A es una funcién que
decae con el tiempo, ademaés de tener un escenario inflacionario para el universo
temprano. Es decir, el requerimiento de invariancia de escala determina la forma
del potencial escalar que garantiza modelos cosmoldgicos libres del problema de la
constante cosmoldgica.

Transformando esta teoria al sistema conforme de Jordan, obtenemos teorias
tenso-escalares para las que G es variable [105]. Estas teorias seran discutidas con

mayor detalle en el siguiente capitulo.

1.2.2 Restricciones observacionales.

Es importante mencionar ademads, algunas implicaciones, derivadas de resultados
observacionales, en las teorias que tratan de resolver el problema de la constante
cosmoldgica, como la anisotropia en la temperatura de la radiacién césmica de fondo

y los resultados derivados de las supernovas tipo la con grandes corrimientos al rojo.

(i) Anisotropia de la temperatura de la radiacién césmica de fondo.

La radiacién de fondo césmica fue descubierta en 1965 [16] y fue hasta 1992
cuando el satélite COBE (Cosmic Background Explorer) detecté anisotropia en la
temperatura de la radiacién de fondo. Los resultados de COBE son cousistentes
con un espectro de fluctuaciones escalares primordiales de densidad, que debieron
haber sido generadas por fluctuaciones cuanticas durante la inflacién [17). El satélite
COBE obtuvo sus resultados con una sensibilidad angular de 1°. Esto motivé otra
serie de experimentos con mayor sensibilidad angular, por ejemplo el satélite MAP
(Microwave Anisotropy Probe) de la NASA que funcionard en el afio 2000, o el
explorador Plank de ESA que funcionara en el afio 2005. Hasta el momento los
resultados de COBE apoyan al modelo de Big Bang, sin embargo aunque el éxito del

modelo del Big Bang “caliente” se debe a que resuelve importantes cuestiones como
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la expansion del universo, la radiacién césmica de fondo y céalculos de nucleosintesis,
éste deja sin respuesta a dos importantes problemas: el problema de horizontes y
el problema de planidad.
El problema de horizontes. Cuando tuvo lugar la dltima dispersién de la radiacion
cosmica de fondo, la edad del universo era de alrededor de ~ 100,000 anos. FEl
tamano del horizonte en la etapa de la recombinaciéon subtendria ahora un dngulo de
~ 7 /200 radianes. La esfera celeste subtiene 40 000 regiones que nunca estuvieron
conectadas causalmente de acuerdo con el modelo de Big Bang, sin embargo de
acuerdo a las observaciones, su temperatura es la misma menos una parte en 10°.
La cuestion es, ; como llego a ser esto posible de acuerdo con el modelo de Big
Bang?.
El problema de planidad. De la ecuacion de Friedmann con A = 0,
2

oL (1.9

a* a
donde a(t) es el factor de escala, k es el escalar de curvatura y §) es el pardmetro

de densidad. Evaluando para el tiempo ¢ y el tiempo actual tq:

y u T2
(Q—1) ':4H§tzT—OQ(QO— 1), (1.10)

donde se ha usado @ ~ t ~ T°! v donde T es la temperatura durante la etapa

dominada por la radiacién. Para altas densidades se tiene

23 6

donde o = 7.56x107% erg m?K % es la constante de radiacién. De ésto se encuentra

0> 8iGp 8nGaT! (1)

<

t(segundos) = (2.42x107%) g7 /2 7 (CeV) ™2 (1.12)

asi es que

(Q— 1) = (3.64x 102N R2 g1 T (GeV) (- 1). (1.13)

Esto significa que si se toma ¢ = 1 s, cuando T ~ 1MeV, entonces debe cumplirse
19, — 1]] < 107 para Qy ~ 1 como sucede ahora. En etapas més tempranas,

el “fine tuning” de ; sec vuelve mas fuerte si se quiere que el presente universo
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sea compatible con las observaciones. La cuestién es, ;porqué entonces §); es tan

extremadamente cercana a {2; = 1 en el universo temprano?.

(ii) Supernovas tipo Ia con grandes corrimientos al rojo.

Recientemente se descubrieron estrellas supernovas tipo Ia (SN Ia) [18], con
grandes corrimientos al rojo (z > 0.3).

La importancia de este descubrimiento surge del hecho de que la relaciéon lu-
minosidad-distancia es de trascendental importancia para determinar parametros
cosmolégicos, una vez que se ha determinado el brillo absoluto de alguna clase
de objetos astronémicos. La relacién magnitud - corrimiento al rojo relaciona la

magnitud aparente m de un objeto, con su magnitud absoluta M:

m — M = 5logy, + 25, (1.14)

Mpc
dy, es la luminosidad distancia. Puesto que dj depende de la geometria del espacio
v su contenido de materia, la relacién magnitud - corrimiento al rojo puede usarse
para determinar Q4 v Q¢otal, Sim y M se conocen.

Las SN Ta se pueden calibrar para usarse como fuentes estandares para obtener
estimaciones de la relaciéon luminosidad - distancia dj. Las supernovas la son es-
trellas que han explotado y de las cuales ha surgido una estrella enana blanca, la
cual ha cruzado el limite de estabilidad de Chandrasekhar, mientras acreta mate-
ria desde una estrella companera [19]. La gran magnitud absoluta de las estrellas
SN la (Mg ~ —19.5 mag), sugiere que se pueden observar a grandes distancias,
haciéndolas muy 1tiles para medir y restringir parametros cosmoldgicos. Las carac-
teristicas de las estrellas SN Ia, que hacen posible la medida de dj,, son las siguientes:
(i)La dispersién en su luminosidad en el mdximo de su luz es extremadamente
pequetia (< 0.3 mag); () La amplitud de la curva de luz de las supernovas estd
extremadamente correlacionada con su luminosidad intrinseca, 7.e. una supernova
mas brillante tendra una curva de luz mdas amplia, indicativa de un declinamiento
mas gradual de su brillantes [20]. Las caracteristicas mencionadas en (i) y (%),
reducen la dispersién en la luminosidad absoluta de las supernovas la, a ~ 10%.

De acuerdo con el modelo cosmolégico estandar dominado por la materia, el

corrimiento al rojo puede escribirse como sigue
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ez (8
sy S () (1.15)

ay t
para las SN la z = 0.83, de modo que la edad de estas estrellas es t = 1;/2.83.
Asumiendo que la edad del universo es de tg ~ 14 Gy, resulta que t ~ 6 Gy, lo cual
significa que las estrellas SN a son mas viejas que el sistema solar y se encuentran
a aproximadamente la mitad de la distancia al Big Bang.
De la observacién de un grupo de estrellas SN la, Perlmutter et ol [103] encontré
que la union de las distribuciones de probabilidad de los pardmetros 2y v Q,, se

puede aproximar por la relacién

0.8, — 060, ~—-02+01. (1.16)

De acuerdo con los datos observacionales, el mejor ajuste favorece a los valores
O =~ 04 v Q4 ~ 0.6, Cuando se combinan estos resultados con los obtenidos de
COBE (ver i.e. [109]), se encuentra que Qp + §,, =~ 1 [110].

Estos resultados dan una importante visién acerca de la dinamica de la expansion
del universo. Un modelo del universo que pasa por una etapa dominada por la
materia, antes de que sea dominado por A, debe pasar por un punto de inflexién en
el cual la expansion del universo cambia de desaceleracién (a(t) < 0) a aceleracién
( (L(t) > 0). El parametro de desaceleracién qp se define como sigue

aa
= "73 (1.17)
este pardmetro caracteriza la desviacion de la relacién lineal de Hubble 2 ~ dy/Hg:
Hy ~ é [z+%(1+qo)zﬂ. En el modelo cosmoldgico stdndar mds simple (con A = 0),
se espera que ¢y = 1/2, indicando una desaceleraciéon en la razén de expansion. Uno
de los mas importantes resultados de SN la, es que el parametro de desaceleracién
resulta ser negativo gy ~ —1/2, indicando una razén de expansién acelerada. Si las

unicas fuentes de energia que modulan la expansién son £, y 24, hay una relacién

entre ellas

1
4y — §Qm - Q‘A: (118)
asl es que qo = 1/2 favorece los valores €}, ~ 0.3 y Q4 ~ 0.7. Podemos notar

que 24 actiia como una presién negativa la cual acelera la expansién, ya que un
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incremento en el volumen aunado a un incremento en la energia, sélo es posible si
la presién es negativa.

Por otra parte, los datos de las SN ITa pueden usarse para restringir los modelos
en los que se propone una dependencia temporal de A. En el caso de modelos con
campo escalar y potencial del tipo V(¢) ~ ¢7P, la densidad del campo escalar en un
modelo espacialmente plano, estd restringida al intervalo Q4 € (0.6,0.7) [21], [22].
Estos datos combinados con datos obtenidos de lentes gravitacionales, favorecen
al modelo cosmoldgico espacialmente plano con constante cosmolégica distinta de

cero.



Capitulo 2

Teorias tenso-escalares (TST)

2.1 Constante cosmolégica dependiente
del tiempo

Con las evidencias observacionales que favorecen a un valor de A pequeno pero dis-
tinto de cero, y las predicciones de los modelos de inflacién segin las cuales A debid
tener valores grandes en el universo temprano, resulta natural proponer la existen-
cia de un término cosmoldgico que no es constante en el tiempo, y que representa
un nuevo grado de libertad dindmico. Hasta ahora los resultados observacionales e
incluso los modelos de inflacién, no han demostrado que A deba ser constante, de
hecho la constante cosmolégica efectiva que aparece en el escenario inflacionario del
universo temprano, no es exactamente una constante, sino que cambia lentamente
con el tiempo [22].

El término cosmolégico se ha considerado como constante por la siguiente razon:

partiendo de las ecuaciones de Einstein

G+ Ngp = 81 G, (2.1)

donde &, es el tensor de Einstein y 7, cs el tensor energia momento de la materia.
Tomando la divergencia covarianie de esta ecuacién y tomando en cuenta que la
divergencia covariante del tensor de Einstein estd garantizada por las identidades de
Bianchi, ademéas de que el tensor energia-momento satisface la ley de conservacion
V¥T,w = 0, resulta que la divergencia covariante de Ag,, debe ser igual a cero y por

lo tanto A = constante. Este argumento, que sitda a A en el lado izquierdo de las
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ecuaciones de campo, es una interpretacién geométrica del término cosmolégico.
Otros tratamientos [23] colocan al término cosmolégico en el lado derecho de las

ecuaciones de campo:

G = 871G T,

A

donde ZFW = T/w—gﬁ'gww

(2.2)

Esto equivale a interpretar a A como parte del contenido de materia del universo.
Con esta interpretaciéon no hay alguna razén « priori por la cual A no deba variar,
mientras que el tensor energia-momento satisfaga la condicién de conservaciéon de
energia.

En los dltimos anos se han dedicado muchos trabajos a los modelos cosmolégicos
con counstante cosmoldgica dependiente del tiempo (e.g. [58]-[97)). Recientemente
Overduin {98] hizo una amplia revisién de los modelos donde el término cosmolégico
depende del tiempo o de distintos parametros a su vez dependientes del tiempo,
como aft), H o ¢, sigulendo una ley de decaimiento impuesta a priori. Overduin
propone leyes de decaimiento impuestas, obteniendo soluciones exactas o numeérica
en algunos casos. Kstos modelos, como la mayoria de los modelos propuestos,
con A dinédmica en el contexto de la teoria de Relatividad General, tienen la carac-
teristica de introducir dicha dependencia temporal de manera ad hoc. En las teorias
tensoriales-escalares dicha dependencia ocurre de manera natural, como discutire-

mos en la siguiente seccidn.

2.2 Teorias tenso-escalares con constante
cosmolégica dependiente del tiempo.

Desde el tiempo en que Dirac propuso su hipétesis acerca de la extrana relacién entre
constantes fundamentales, surgié la idea de una “constante” gravitacional variable
[30]. Aproximadamente 20 afios después, tal variacién temporal fue introducida en
las teorias relativistas por Brans y Dicke [27], en la cual la “constante” gravitacional
se vuelve un campo variable.

La teorfa de Dirac motivé numerosos intentos de formular una teoria de campos

de gravitacion en la cual la “constante” de gravitacion efectiva fuera alguna funcién
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del campo escalar. Jordan [28] propuso una teorfa que involucraba a un tensor
energia-momento no conservado, por lo que fue muy criticado. La teoria tenso-
escalar mas completa es la de Brans-Dicke, que se vuelve equivalente a la teoria de
Jordan en el caso especial de un tensor energia-momento con traza nula.

Lia generalizacion mas simple de la teoria de gravedad de Einstein se expresa en
las teorias tenso- escalares, que contienen al tensor métrico g,,, v a un campo escalar
adicional ¢. La intensidad del acoplamiento entre la gravedad y el campo escalar
estd determinado por una funcién arbitraria de acoplamiento w(¢), que distingue a
las diferentes teorias tenso - escalares.

En 1983 Dolgov [7] consideré un campo escalar sin masa y no minimamente

acoplado, de modo que la densidad Lagrangiana esta dada por

1 .
{= §(¢:(¢,l — wR¢%), (2.3)

resultando la siguiente ecuacién de movimiento

Oé 4+ whRd =0, (2.4)

donde R es el escalar de curvatura y w es el acoplamiento a la gravedad. Con-

siderando el caso de un campo escalar homogéneo, las ecuaciones de Finstein son

3H? - A + 8/((;(,0@ + Pmateria): (25)

donde la densidad de energia del campo escalar es

1. . _
po = 50° + 3wl + 6wl 4 (2.6)

Asi la ecuacion de campo escalar se reduce a la siguiente

. q . ‘7 A 2
b1+ 3%¢ 4 6w |+ (5‘—> ¢ = 0. (2.7)
a a a

De acuerdo con el trabajo de Dolgov, valores negativos de w implican campos es-
calares inestables, es decir, su densidad de energia py se vuelve grande y negativa,
compensada por la constante cosmoldgica, de modo que la constante cosmoldgica
efectiva resultante decde a cero. El término 3wH %¢? en la expresién para pg, puede

incluirse en el lado izquierdo de la ecuacién (2.5), resultando
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A

3H? ~ —
1 — 81Guwe?

(2.8)

Como Dolgov demostré en su trabajo, si w < 0, entonces ¢(t) crece con el tiempo,
de modo que Acfectiva = A/(1+ 871G |w|p?) decrece. Para p,, < pg, (2.5) y (2.7), se

tienen ([7], [24]) las siguientes formas asintéticas

a(t) ~t1, g=5+—, ¢~t (2.9)

Asi, en el limite cuando t — 00, Acfectiva — 0, es decir, el término cosmoldgico se
anula para grandes valores de t.

Este mecanismo tiene otras consecuencias, pues no solo hace decrecer al término
cosmoldgico, si no también a la constante gravitacional efectiva, pues de la ecuacién

(2.5) se tiene

G
1 - 8nGuwg?

como consecuencia, la constante gravitacional se vuelve una funcién del tiempo:

Glefectiva = — 0, cuando t — oo, (2.10)

G efectiva) Gefectiva = —2/t. Otro problema es que el “ocultamiento” de A no es
suficiente. La parte restante de A es del orden del tensor de Ricci para todo tiempo,
mientras que lo que se necesita es que sea mucho menor que el tensor de Ricci
durante la época dominada por la materia, para obtener suficiente crecimiento de
las perturbaciones escalares.

Algunos de los procedimientos mas exitosos para introducir una constante cos-
moldgica dinamica son “fenomenoldgicos”, ésto significa que no se intenta derivar
estos modelos de alguna teoria cuantica de campos. El primero de ellos se basa en
el teorema “no-hair” propuesto por Hoyle y Narlikar en 1963 [53], el cual esencial-
mente establece que si existe una constante cosmoldgica positiva, la expansién de
todo modelo de universo tenderd a un estado de de Sitter, es decir, si existe una
constante cosmoldgica el universo se volvera homogéneo e isotrépico, sin importar
las condiciones iniciales. Es decir, se asume una constante cosmolégica y se deter-
minan las condiciones para tener un comportamiento asintético de un estado de de
Sitter [54].

El segundo procedimiento consiste en introducir un conjunto de condiciones que

permitan obtener asintéticamente un comportamiento de de Sitter para el factor de
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escala. Fsto se logra introduciendo una constante cosmolégica efectiva mediante la
expansién asintdtica de de Sitter {99].

Existen otros métodos, como el método de modelos cineméticos, en el cual se
asume que A es una funcién del tiempo cdsmico o del factor de escala del modelo de
Friedman-Robertson-Walker (FRW). Otro método es el de modelos hidrodindmicos.
Iin éste, el término A se describe por un fluido perfecto barotrépico con ecuacién de
estado pp = ep, donde € es una constante. Un tercer tipo de método corresponde a
modelos de campos tedricos; en este método se asume que el término A es un nuevo
campo clésico fisico, lamado ¢l campo lambda, con un lagrangiano fenomenolégico.
Fn este método el modelo mas simple v natural es el que usa un campo escalar ¢ con
alguin potencial de auto-interaccién V (¢), minimamente acoplado a la gravedad y no
a alglin otro campo fisico. En un universo de FRW| todos los métodos mencionado
convergen.

Existe un renovado interés en las teorias tenso-escalares debido a sus resultados
en cosmologia inflacionaria, ya que proveen de un mecanismo para “salir” de la
fase inflacionaria sin problema “finc-tuned”, ademas de que la mayoria de las mas
recientes teorias de unificacion predicen la existencia de parejas escalares de la teoria
tensorial de Relatividad general. Tal es el caso de varias de las teorias de Kaluza-
Klein [25] as{ como de las teorfas de super simetria con dimensiones extra, y de las
teorias de super cuerdas, en las que las teorias tenso-escalares aparecen de manera
natural como limite de bajas energias. Ofra caracteristica que hace interesantes a
las teorias tenso-escalares es el hecho de que pueden satisfacer los experimentos de

campo débil del sistema solar, asi como otras observaciones [26].

2.3 Teoria de Brans-Dicke

La més simple de las teorfas tenso - escalares es la teorfa de Brans-Dicke [27], para
la cual la constante de acoplamiento del campo escalar con la gravedad es una
constante: w == constante.

Las ecuaciones de relatividad Gemneral de Einstein pueden obtenerse también

aplicando un principio variacional a la funcién lagrangiana dada por

1

- ——R, (2.11)
16 G

(e = 1
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donde ¢ es la funcién lagrangiana de la materia y R es el escalar de curvatura. En

la teoria de Brans-Dicke la funcién lagrangiana correspondiente estd dada por

(pp =+ —¢ R — ——mat 800
BD = b 7ed 1670 ¢

donde ¢ es un campo escalar sin masa y w es la ya mencionada funcién de acopla-

(2.12)

miento, que en este caso es una constante. Comparando las funciones lagrangianas
de Relatividad General y de Brans-Dicke, puede notarse que el inverso del campo
escalar ¢ juega el papel de la constante gravitacional G. Las ecuaciones de campo

derivadas de la funcién lagrangiana de Brans-Dicke estan dadas por

87

¢ g ¢, ik 3 + Qw i ( )
de donde se obtienen
1 8 w I 1
Ry — Egz’jR = ? Ti; — gg((ﬁ;i(ﬁ;g‘ — gijbud) — E(@j - 9;;0¢), (2.14)

donde T¥ es el tensor energia momento de un fluido perfecto y barotrépico, apropia-
do para /, de hecho la traza del tensor energia-momento es la fuente del escalar ¢.

Introduciendo la métrica de Robertson-Walker se obtienen las siguientes ecuaciones

de campo [29]
i 8 1 | $\2 ¢
33 = —3.+2wg[(2+w)p+3(1+w)p}—w($> -3
, — 32
po= 3a(pfrp), |
e Bp i widye
<Z> e T 3 ¢a+6<¢)’
d - 7
70 = gygple— e’ (2.15)

En el marco de la aproximacién Newtoniana, el potencial debe ser Go M /7, lo cual

se obtiene si la constante gravitacional se identifica como

Go

1 <4+2w>.

- ¢—0 3+ 2w (2.16)
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Los modelos cosmolégicos que resuelven el sistema de ecuaciones (2.15), depende de
las cantidades g, ag, ¢o ¥ po, ademas de los parametros k (constante de curvatura)
y w. Asi, el conjunto de soluciones a la teoria de Brans-Dicke constituye una familia
de soluciones mas amplia que la correspondiente a los modelos de Friedman. La
toria de relatividad general se recupera en el limite cuando w — oc.

El término cosmoldgico se introduce en esta teoria como una funcién potencial que
dependen del campo escalar, de donde adquiere su cardcter dindmico de manera
natural, como lo mostramos en los capitulos 4 y 5.

Comparando las teorias de Finstein y de Brans-Dicke encontramos que en ambas
teorias se satisface la ley de conservacién de energia-momento. El corrimiento al
rojo gravitacional predicho por BD es exactamente el mismo que el obtenido de
la teoria de Einstein. La desviacion de la luz en la teoria de Brans-Dicke es (3 +
2w)/(4+2w) veces el valor predicho por Einstein. Por otra parte, la teoria de Brans-
Dicke deja libre al parametro w, siendo necesario determinarlo mediante métodos
observacionales.

Una de las pruebas mas importantes de la validez de esta teoria estd relacionada
con la variacién temporal de G, por ejemplo, el comportamiento orbital de Mercu-
rio v Venus, datos antiguos de eclipses lunares, datos de fésiles, evolucion estelar
(en particular del Sol), defleccién de la luz por cuerpos celestes y el avance del
perihelio de Mercurio. Todas estas observaciones y datos experimentales no pro-
porcionan bases para descartar a la teoria de Brans-Dicke, pero limitan fuertemente
al parametro de acoplamiento ||w| &~ 500. Sin embargo es necesario llevar a cabo
mejores estimaciones de este parametro para restringir més precisamente su valor,
por ejemplo, obteniendo éste de otros pardmetro cosmolégicos [101]. Por otra parte,
teorfas del universo temprano, como las teorias de cuerdas, se describen mucho mejor
en el contexto de la teoria de Jordan-Brans-Dicke y muestran que el parametro w
puede tomar valores negativos [102]. 1in el apéndice B mostramos que para w = —1,
las soluciones obtenidas en los capitulos 4 v 5 corresponden a las soluciones de las
teorias de cuerdas a bajas energias, para una especifica relacién entre los campos

escalares y los potenciales de ambas teorias.
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Capitulo 3

Restricciones para un tratamiento
clasico

3.1 Generalidades sobre inflacion

La mayor parte de nuestro actual entendimiento del Universo es consistente y her-
mosamente resumido por el modelo cosmolégico del “Big-Bang” caliente. Esta
descripcién matematica se basa en las soluciones de Robertson-Walker para las
ecuaciones de Einstein de relatividad general en el caso de un universo homogéneo
¢ isotrépico. La evolucidén del Universo estd contenida en el factor de escala césmica
a(t), que describe escalas mayores a todas las distancias fisicas en el Universo, desde
la longitud de onda de fotones hasta la separacion de galaxias. El éxito de este mo-
delo se debe a que supera algunas pruebas observacionales entre las que destacan

las siguientes
e La expansiéon del Universo.
e l.a existencia de la radiacién de fondo en microondas y su espectro.
e La abundancia de elementos ligeros en el Universo (nucleosintesis).

e [La edad del Universo predicha por este modelo es comparable a medidas

directas de la edad de objetos astrondémicos.

e [xiste una explicacién razonable para el desarrollo de estructuras en el Uni-
verso, dadas las irregularidades de la radiacién de fondo en microondas detec-

tadas por COBE.

23
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Todas estas caracteristicas hacen del modelo del “Big-Bang” caliente , uno de los
més exitosos. Sin embargo este modelos esta limitado a épocas en las que el Universo
es suficientemente frio para que los procesos fisicos que tienes lugar durante esta
etapa sean bién entendidos por medio de experimentos realizados en la Tierra.
Actualmente el Universo est4a dominado por la materia y debido a que la ra-
diacién disminuye méas rapidamente que la materia cuando tiene lugar la expansion,
se deduce que en épocas mas tempranas de la evoluciéon del Universo, éste estuvo
dominado por la radiacién. Durante la era dominada por la radiacién la tempera-

tura y el tiempo estan relacionados por

t 100K \ 2

Las energias mas altas accesibles por experimentos terrestres, generadas en ace-

leradores de particulas, corresponden a una temperatura del orden de 10'° K, la
cual existia cuando el Universo tenia una edad de 107'% s. Antes de este tiempo,
no se tienen evidencias directas de la aplicabilidad de las leyes de la fisica, de
modo que para construir modelos, deben hacerse extrapolaciones basadas en fisica
de particulas. Asi es que el modelo del “Big-Bang” caliente describe con éxito la

historia del Universo resumida en los siguientes eventos:

e 107*s. Condensacién de Quarks para formar protones v neutrones.

e 1 s. Il Universo se ha enfriado lo suficiente para que tenga lugar la formacién

de nicleos ligeros, via el proceso de nucleosintesis.

e 10% afios. La densidad de radiacién disminuye al nivel de la densidad de la
materia. Iista época se conoce como la igualdad radiacién-materia. Subse-

cuentemente el Universo es dominado por la materia.

5 ~ . . -
e 10 anos. La radiacién se desacopla de la materia, dando como resultado la
formacién del fondo en microondas. Este evento coincide mas o menos con la
recombinacién cuando los electrones libres se combinan con los nicleos para

formar a4tomos.

e 10'0 afios. Actualmente.
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Antes de esta etapa, se ha podido entender la historia del Universo hasta 1074
s después de su comienzo, pero a tiempos mas tempranos la densidad de energia
habria sido tan grande que la teoria de relatividad general de Einstein tendria que
ser reemplazada por una teoria cuantica de gravedad, la cual aun no se establece

consistentemente.

Cuando el modelo estandar del “Big-Bang” se extiende a estas épocas muy tem-
pranas de la evolucion del Universo, surgen varios problemas. El primero de ellos
es que se hace evidente que el modelo requiere varias suposiciones muy rigurosas
sobre las condiciones iniciales del Universo. El hecho de que el modelo no explica el
porqué de la existencia de dichas condiciones iniciales tan especiales, hace pensar
que el modelo no es completo. El problema de planidad y el problema de hori-
zontes descritos brevemente en la seccién 1.2.2, son dos importantes problemas de
este modelo. Ademads, la mayoria de las teorias modernas de particulas elemen-
tales predicen que en el universo muy temprano se producirian particulas exdticas
conocidas como monopolos magnéticos. En el modelo estandar del “Big-Bang” el
nimero de monopolos seria tan grande que sus masas alterarian dramaticamente
la evolucién del Universo, con resultados que evidentemente son inconsistentes con

las observaciones.

El modelo del universo inflacionario se dasarrollé con el propdsito de superar estos
problemas. La dindmica que gobierna al periodo de inflacién tiene caracteristicas
muy interesantes: el universo evoluciona desde un conjunto de condiciones iniciales
hasta un estado que es precisamente el que tiene que ser postulado como condicién
inicial en el modelo estandar. Por otra parte, la densidad de monopolos magnéticos
predicha, se vuelve suficientemente pequena para no ser observada. El modelo infla-
cionario parece ser una solucién simple y natural, en el contexto de los desarrollos
recientes de las teorias de particulas elementales, para la solucién de muchos de los

problemas del modelo del “Big-Bang” caliente.

.a idea de inflacién fue propuesta originalmente por Guth en 1980. Una manera de
plantear la idea de inflacién cs considerar la ecuacién de Friedmann como se utiliza

para analizar el problema de planidad:

10— 1] = = (3.2)
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En el modelo del “Big-Bang” caliente a H siempre decrece, de modo que ) siempre
se aleja del valor 1; invirtiendo dicho comportamiento se resolveria el problema.
La inflaciéon se define como una época en que la expansién es acelerada a > 0;
esta condiciéon se puede escribir de diferentes maneras: inflacién =—= a > 0, =
d(H 'a™Y)/dt < 0, = p < —p/3.

Un periodo de expansion inflacionaria es suficiente para resolver numerosos proble-
mas cosmoldgicos, pero es necesario un escenario para llevar a cabo tal expansién,
el cual es proporcionado por un campo escalar cosmologico.

En fisica de particulas se utiliza un campo escalar para representar particulas de
espin cero, éste se transforma como un campo escalar (sin cambios) bajo transfor-
macién de coordenadas. En un universo homogéneo el campo escalar es una funcion
s6lo del tiempo.

En teorias de particulas, los campos escalares son cruciales para el rompimiento
espontaneo de simetria. Uno de los ejemplos mejor conocidos es el campo de Higgs
que rompe la simetria electro-débil. También se espera que los campos escalares
estén asociados con el rompimiento de otras simetrias, como las de las teorias de
gran unificacién o de super-simetria, entre otras.

Considerando a aun campo escalar homogéneo ¢. La densidad de energia efectiva y
presion de este campo escalar se obtienen de un tensor energia-momento construido

para ¢ en analogia con el tensor energia-momento de un fluido perfecto:

1.
P = §¢2+V(¢),
ve = 58 -V(9) (33)

Bl primer término en cada una de estas expresiones se puede interpretar como una
energia cinética y el segundo como una energia potencial. La energia potencial
V(¢) puede visualizarse como una forma de energfa “configuracional” o que da
forma. Esta mide la cantidad de energia interna asociada con un valor de un campo
particular. Normalmente, como todos los sistemas, los campos escalares tratan de
minimizar esta energia, pero una caracteristica crucial que permite que la inflacién
tenga lugar, es que los campos escalares no son siempre muy eficientes para alcanzar
este estado de energia minima. Debe mencionarse también que un campo escalar

no puede representarse en general por una ecuacién de estado, pues no hay un tinico



3.1. GENERALIDADES SOBRE INFLACION 27

valor de p que pueda asociarse con una valor dado de p, pues la densidad de energia
puede dividirse en diferentes formas en energia potencial y energia cinética.

En una teoria dada, V (¢) es una funcién que se escoge arbitrariamente; distintas
elecciones de la forma de V (¢) corresponden a diferentes modelos de inflacién. Como

algunos ejemplos se tiene

V(p) = L(¢*—M?%?  Potencial de Higgs,
1 5.
Vig) = —Q—m‘qﬁ“), Campo escalar masivo,
V(g) = Le¢*  Campo escalar autointeractuante, (3.4)

Con esta eleccion arbitraria de V{¢) es posible lograr muchas de las propiedades
claves de la inflacién, buscando algin potencial simple o mas realista.
Las ecuaciones para un universo en expansion que contiene a un campo escalar ho-

mogéneo se obtienen al utilizar las ecuaciones (3.3) en las ecuaciones de Friedmann:

87 1.
H2 - vV T2
3 py? (¢)+ Z(b J
R (3.5

donde la prima indica derivada respecto a ¢. El término de curvatura se ha igno-
rado porque se sabe que por definicién éste se hara despreciable cuando empiece la

inflacion. Entonces

i>0«—p< —§<::><;52<\/f(¢), (3.6)

(8

habr4 inflacién donde quiera que domine la energia potencial. Esto debe ser posible
en la medida en que el potencial sea suficientemente plano para que el campo escalar
ruede lentamente. Fl potencial debe tener también un minimo en el que la inflacién
pueda terminar.

La manera estdndar de resolver las ecuaciones (3.5) es usando la aproximaciéon de
lento rodamiento (“slow-roll”), que asume que en cada una de las ecuaciones de

movimiento se puede despreciar un término obteniendo simplemente
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0 8 )
i =~ 3m%lV(¢), (3.7)
3H¢ ~ —V'(¢). (3.8)

definiendo los pardmetros de lento rodamiento

i

16IT \ V
m, V"
St Vo

o -

(3.9)

El primer pardmetro mide la pendiente del potencial y el segundo la curvatura. Asi

la condicién necesaria para que se cumpla la condicién de lento rodamiento es

e<1, <l (3.10)

Estas condiciones para la aproximacién de lento rodamiento son necesarias, pero no
son suficientes. Una versiéon mas elaborada de la aproximacién de lento rodamiento
se basa en el formalismo para la inflacién de Hamilton-Jacobi [32], derivandose una
condicién necesaria y suficiente.

La aplicabilidad de la condicién de lento rodamiento esté relacionada estrechamente
con la condicién para que tenga lugar la inflacién, y en muchos contextos las condi-
ciones pueden considerarse equivalentes. La condicién inflacionaria i > 0 se satis-
face para un rango muy amplio de comportamientos del factor de escala que indican
que el modelo de universo estan en expansién. Un ejemplo es la inflacién de ley

de potencial a o tP para p > 1, la cual es una solucién exacta para un potencial

i
V{(¢) = Vi exp [— _p_ﬂ’rrzppl} (3.11)

La condicién para inflacién puede escribirse como

exponencial

S+ H>0

a
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2 8 ,
H = 3m2PlV(¢), (3.7)
3H ~ —V'(¢). (3.8)

definiendo los parametros de lento rodamiento

o

) = T (Y—)

If

1611 \ V
m, V"
8¢ V.

=
S
I

(3.9)

El primer parametro mide la pendiente del potencial y el segundo la curvatura. Asi

la condicién necesaria para que se cumpla la condicién de lento rodamiento es

e 1, In| < 1. (3.10)

Fistas condiciones para la aproximacién de lento rodamiento son necesarias, pero no
son suficientes. Una versién maés elaborada de la aproximacién de lento rodamiento
se basa en el formalismo para la inflacién de Hamilton-Jacobi [32], derivindose una
condicién necesaria y suficiente.

La aplicabilidad de la condicién de lento rodamiento esta relacionada estrechamente
con la condicién para que tenga lugar la inflacién, v en muchos contextos las condi-
ciones pueden considerarse equivalentes. La condicién inflacionaria ¢ > 0 se satis-
face para un rango muy amplio de comportamientos del factor de escala que indican
que el modelo de universo estan en expansién. Un ejemplo es la inflacién de ley

de potencial ¢ « tP para p > 1, la cual es una solucién exacta para un potencial

V({g) =Wy exp{—\/-mp—ﬂ-%} (3.11)

La condicién para inflacién puede escribirse como

exponencial

S H+HE>0
a
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— —m <1
5 2
mypy (V'
L — <1 3.
16 \ V (3.12)

donde en el utimo rengléon se utilizé la aproximacién de lento rodamiento. La
condicion final es justamente la condicién de lento rodamiento ¢ < 1, de modo que
podemos afirmar: lento rodamiento == inflacién.

Asf ocurrird inflacién cuando se satisfaga la condicién de lento rodamiento (excepto
algunas restricciones), sin embargo lo contrario no es estrictamente cierto.

En los ultimos 15 anos aproximadamente, han surgido una gran cantidad de mo-
delos inflacionarios con diferentes caracteristicas, algunos de cuyos nombres solo

mencionaremos:
e Inflacién cadtica [33].
e Teoria de campos multiples [34].
e Inflacién abierta [35].

Otras teorias que introducen un campo escalar explicito son las teorias tenso-
escalares de las cuales forma parte la teoria de Brans-Dicke. Con una transformacién
conforme [36] es posible expresar a estas teorias tenso-escalares como relatividad

general mas uno o mas campos escalares con algun potencial.

Por otra parte, el periodo de expansion acelerada o inflacién que dura unas frac-
ciones de segundo de la evolucién del Universo, tiene consecuencias de gran impor-
tancia como lo es la produccién de un espectro de perturbaciones de densidad y de
ondas gravitacionales. Las perturbaciones de densidad pueden ser las responsables
de la formacién de galaxias y cumulos de galaxias asi como de la anisotropia de
la radiacién de fondo en microondas. Las ondas gravitacionales no influyen en la
formacién de galaxias y sus cimulos, pero pueden contribuir con anisotropias extras

en microondas.

3.2 Condiciones para un campo escalar clasico

Como mencionamos sin profundizar en la seccién anterior, una de las caracteristicas

claves de los modelos inflacionarios es la fase llamada lento rodamiento, en la que
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un campo escalar evoluciona rodando lentamente por la pendiente de un potencial.
En general este campo escalar no es completamente cldasico, de modo que deben
tomarse en cuenta fluctuaciones cuanticas respecto a la solucién clasica.

Dichos efectos cuanticos pueden ser importantes por varias razones, entre las prin-
cipales puede mencionarse que controlan el tiempo que el campo escalar permanece
cerca del maximo de la pendiente del potencial escalar, de modo que determinan la
duraciéon de la era inflacionaria, ademas de que las fluctuaciones cuanticas propor-
cionan la fuente de fluctuaciones en la densidad de masa, las cuales eventualmente
dan origen a la formacién de grandes estructuras.

En 1985 Guth y Pi [38] hicieron un andlisis de las condiciones bajo las cuales este
campo escalar cuantico en general, puede tratarse como un campo clasico. En la
segunda parte de este trabajo se presentan dos modelos cosmolégicos que utilizan
un campo escalar cldsico, de modo que con el objeto de situar el marco de validez
de dichos modelos, describiremos brevemente la discusién del Guth y Pi a este
respecto.

Se inicia la discusién considerando a una particula moviéndose en un potencial

1
Viz) = —51«1:2 (3.13)

donde k > 0. En t = 0 la particula se describe por una funcién de onda la cual se
centra y adquiere su méaximo en z = (. Se escoge una funciéon de onda gaussiana
por simplicidad. La evolucién de la funcién de onda estd gobernada por la ecuacién
de Schrodinger
2
oY RTo%y 1

i = ——— — —kz%). 3.
"o om oz2 2 ¢ (3.14)

Bsta ecuacién se satisface por una ecuacién de onda de la forma

Yo, 1) = A(t) expl-B(t) Y, (3.15)
cuando
ihA = h?ﬁ)
m
. K B?
i hB = = 2r°=—, :
i 2+ - (3.16)
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donde el punto sobre las variables indica diferenciaciéon respecto al tiempo. La

solucion de estas ecuaciones estda dada como sigue

1
20
1 sin(2¢) — i sinh(2wt)
20 cos(2¢) + cosh(2wt)

tan|¢ — i wt|

=

(3.17)

donde ¢ es una counstante de integracién real que se relaciona con la amplitud del

paquete de ondas en t == (. Los parametros o y w se definen como sigue

2
=t

il

3=
a
2\.

«”
(3.18)

El parametro « describe una longitud de escala natural mecanica cuéntica, analoga
al radio de Bohr del dtomo de hidrégeno. De hecho, el sistema sera clasico cuando
se aplique a escalas de longitud grandes comparadas con «.

El paquete de ondas esté en su minimo de amplitud cuando ¢ = 0. Para una funcion

de onda propiamente normalizada se tiene

A= (20) Y4 b cos(e — iwt)] V2 (3.19)

donde

b = osin24) Y2 (3.20)

El comportamiento de ¥ (z,t) para valores grandes de ¢ esta dado por la siguiente

ecuacion
Pz, t) ~p (2/7()1/41771/2 exp [l(wz‘ + gb)] exp | —e >t I—Z + Zig ‘ (3.21)
’ o 2" b2 202
La distribucién de probabilidades para = es gaussiana con
2 1 2 2wt ¢
() ~ Zb ™", (3.22)
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Cuando se varia ¢, b® es minimizado cuando ¢ = 7 /4 con b = a. Este modelo tiene
por objeto mostrar que para tiempos grandes la funcién de onda mecénica cuantica
estd descrita de manera exacta por la fisica clasica.

Considérese el conmutador de los operadores z y p

8
p=ih=— (3.23)

notando que

hzx ot
pY = =¥+ O,
o
= Vmrzy +0(e ), (3.24)
donde v/mxzx es el momento que corresponderia a una particula clasica que rodara

desde el reposo hasta el maximo del potencial correspondiente al punto z. FExami-

nando la conmutatividad de z y p:

wpy = Vmrz*y 4 O0(e” ), (3.25)
pry = Vmraiy —ihy 4+ O(e ). (3.26)

La contribucién del conmutador i iy serd insignificante comparada a la del otro
término, si h < \/mrz?, o utilizando la definicién del pardmetro o se tendra e-
quivalentemente a*< 22 Asl para tiempos grandes en la regién z2 > a2, el
conmutador [z, p| se hace despreciable, de modo que no hay restricciones para una
descripcién clasica del sistema. La regla general es que la fisica clasica se aplica
cada vez que la distancia sobre la cual la fase de la funcién de onda cambia en 27
(es decir, en una longitud de onda de de Broglie) sea mucho méas corta que alguna
otra longitud relevante. Alternativamente se puede decir que la fisica clasica se
aplica cada vez que sea posible ignorar las incertidumbres Az v Ap que satisfacen
AzAp = k. De hecho, para grandes valores de t, el comportamiento del sistema,
debe describirse no sélo por una trayectoria clasica, si no por una distribucién de

probabilidades clasica:

[apt) = We,0)fsp - Vinrs) (3.27)
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2

= 2/ e “texp {—-— Qe"gwti—g} Slp — vVmrz]. (3.28)

Para verificar que esta distribucién de probabilidad proporciona una descripcién
clasica exacta del sistema para grandes valores de t, deben comprobarse dos aspec-

tos:
o f(z,p,t) obedece la ecuacién clisica de movimiento

of of af ,
— to—4p— =0 3.29
ot Oz dp ( )
e ] valor de espectacién de alguna variable dinamica ) puede calcularse usando
una funcién de onda mecanica-cuantica ¢ o una distribucion de probabilidades

clasica f:

Q) = (@[t + O™, (3.30)

En los siguientes dos capitulos describiremos dos modelos cosmoldgicos que consi-

deran un campo escalar clasico.
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Parte 11

Modelos cosmoldgicos con
constante cosmoldgica
dependiente del tiempo



Capitulo 4

Cosmologia “coasting” con
constante cosmoldgica
dependiente del tiempo

4.1 LResumen

En este capitulo consideramos el efecto de una constante cosmoldgica dependiente
del tiempo, en el contexto de la teoria tenso-escalar de Brans-Dicke. Obtenemos
modelos cosmoldgicos para un universo homogéneo e isotrépico vacio o que contiene
a un fluido perfecto. Dichos modelos tienen un factor de expansién lineal, es decir,
corresponden a una cosmologia “coasting”. Ademads, la “constante” gravitacional
decrece con el tiempo, es decir, nuestros modelos satisfacen la hipdtesis de Dirac.
La “ constante” cosmoldgica, por su parte, decrece inversamente con el cuadrado

del tiempo, de modo que se tiene un valor muy pequeno de ella actualmente.

4.2 Introduccion

Como ya hemos mencionado, existe un renovado interés en las teorias de gravi-
tacién tenso-escalares, por dos principales razones: En primer lugar, la mayoria
de las teorias unificadas, incluyendo teorias de super-cuerdas, contienen un campo
escalar que juega un papel similar al campo escalar de las teorias tenso-escalares.
En segundo lugar, el nuevo escenario de inflacién extendida que resuelve el proble-
ma “fine turning” de las llamadas “vieja inflacién”, “nueva inflacién” e “inflacién

cadtica”, tiene un campo escalar que disminuye la tasa de expansién del universo

37
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desde exponerncial a polindmica, permitiendo la transicién de fase desde un mode-
lo de de Sitter a un modelo de universo dominado por la radiacién, el problema
llamado “graceful exit”.

Por otra parte, como es bién sabido, ademas de la solucién estética con cons-
tante cosmoldgica obtenida por Einstein, existen varias soluciones dindmicas con
constante cosmoldgica, muchas de las cuales fueron estudiadas por Lemaitre. En el
caso particular de un universo con constante de curvatura positiva k£ = 1, Lemaitre
obtuvo un modelo con la propiedad de tener un periodo “coasting”, i.e. , un periodo
en el que la expansion es priacticamente constante. En 1970 este modelo desperté
gran interés pues parecla explicar la aparente concentracion de cuasares con corri-
miento al rojo de ~ 2 [50] descubierta por Slipher [3], va que en dicho modelo de
Lemaitre, pueden ajustarse los parametro tal que el periodo “coasting” produzca
un exceso de cuasares con corrimiento al rojo precisamente de ~ 2. Posteriormente
desaparecieron tales evidencias estadisticas para el exceso de dicho tipo de cuasares,
haciendo qgue este modelo tenga solo interés histérico. Sin embargo existen otros
modelos y otras teotias que predicen un periodo “coasting” [51], [52], como la que
estudiamos en este trabajo.

Recientemente varios autores [58]-[97] han considerado las consecuencias de una
constante cosmolégica dependiente del tiempo, pero la mayoria de ellos introducen
tal dependencia de manera ad hoc. En este capitulo consideraremos una familia
de teorias tenso-escalares con un potencial que es equivalente a una constante cos-

molodgica dependiente del tiempo, obteniendo tal dependencia de forma natural.

4.3 FEcuaciones de campo

Iniciamos nuestra discusién con la accién de la teoria tenso-escalar de gravitacion

més general [107]

1 .
S T / Lo/ gI6R — 6 wg™ 0,00,6 + 26M()) + Sve (A1)
LOT .

donde g = det ( gu) G es la constante de Newton, Sy es la accién de la materia
no gravitacional. Las funciones arbitrarias w(¢) y A(¢) distinguen las diferentes
teorias tenso-escalares de gravitacién. A(¢) es una funcién potencial que juega

el papel de una constante cosmoldgica, w(¢) es la funcién de acoplamiento de la
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teorfa particular. Relatividad General es el limite de esta teoria cuando |w| — ooy
A(¢) — 0. Experimentos llevados a cabo en el sistema solar, implican que |jw| > 500

[100]. Las ecuaciones de campo explicitas son

87T _ 1 _
Gur = =5 EM9) gt 097 (B~ 50w820™) +6 (B — 0 D9), (42)
Ly L(eledy L ¢ 4 -
06 + 56 16 d¢1n< y >+2w(¢> [R+2d¢(¢>\(¢))}v0, (4.3)

donde (7, es el tensor de Einstein. La 1dltima ecuacién puede sustituirse por

20%d)/dg — 20M(¢) 1 e,
3+ 2w(e) 34 2w(¢) (87(7 d¢ ud ) ’ (14)

donde T' = T} es la traza del tensor tensién-energia de la materia. La condicién de

O¢ +

no divergencia del tensor tensién-energia de la materia se satisface si la ecuacion de
campo (4.3) se satisface también (como se demuestra en el apéndice A), de modo
que nuestras ecuaciones de campo son (4.2) y (4.4).

La mayoria de los estudios recientes de la teoria de Jordan Brans Dicke se han
enfocado en el comportamiento cualitativo de la cosmologia en esta teorfa, con o
sin constante cosmoldgica. Sin embargo, generalmente se cree que el dilatén debe
ser masivo para fijarlo al presente valor de la constante de Newton, asi es que
los modelos de Jordan-Brans-Dicke mas realistas, incluyen a un potencial para el

dilatén:

S = Sapp — [ d'sVTGV(9) (4.5)
La forma especifica de este potencial no es conocida, pero a altas temperaturas se
estima razonable [42] que dicho potencial deberia tener una forma como la siguiente:
V =V, ¢™. Con estos antecedentes y con el propésito de obtener soluciones exactas

de las ecuaciones de campo, en este capitulo asumiremos las siguientes funciones:

w(¢) = w = constante,
M) = co™,
¢ = o1t (4.6)
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con ¢, m y ¢ coustantes, (para resultados recientes cuando w es una funcién del
tiempo ver por ejemplo [43]).
Las ecuaciones de campo para esta eleccion de w y A, con un fluido barotrépico

perfecto como contenido de materia en un elemento de linea homogéneo e isotrépico

. . dr? . ] .
ds® = dt* — a*(1) [—1——%? 1 72(d6? + sin® g dcbz)} , (4.7)
las ecuaciones de campo son
Csane 3k 8np w2 _ad
3(2) 4 B —m = 2 2 (2) — 32l 48
<a> by —co p + 2(¢> ad (4.8)
a av2 ok m STp W P2 ¢ a ¢
) B G e - 2 (L L4922 9
a <a> (1)+PQ) 1% 2(qﬁ) +q5+ a ¢ (4.9)
b ag m ST(p—3
[f— + 335?—} (3 +2w) = 2¢(1 — m)¢™ + Srle = 3p) (4.10)
@ @@ ¢

Las derivadas respecto al tiempo se denotan por puntos sobre las variables. En las
siguientes secciones de este capitulo encontraremos soluciones exactas para estas e-
cuaciones de campo, considerando a un fluido perfecto con una ecuacién barotrépica

de estado p == ¢p, ademads del caso de vacio.

4.4 Soluciones para vacio

4.4.1 Caso plano k=0

Como primer caso cousideraremos un universo vacio (p = 0) y plano (k = 0), de

modo que las ecuaciones de campo (4.8)-(4.10) tienen la siguiente solucién

o = apt,
6 = ot T,
Ay
= ‘[-2-7 (4.11)

donde a; y ¢1, son constantes positivas arbitrarias y

B 3+ 2w

AN o= .
: w2+ /34 2w
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En cuanto a las constantes que aparecen en las ecuaciones de campo, éstas tienen

las siguientes relaciones

m = 1+vV3+ 2w,
c = —-——Q(m;i)g. (4.12)
meeY

Como puede notarse de esta solucién, a(t) es lineal en el tiempo, garantizando

un periodo “coasting ”. El campo escalar, por su parte, es una funcién creciente

del tiempo cuando el exponente estd dado por —2/(1 — v/3 + 2w), donde w > ~1.

Por el contrario, es una funcién decreciente del tiempo cuando el exponente es

—2/(1 £ /34 2w), con w > —3/2 cuando se toma el signo negativo de la ra’iz en

el exponente, y —1 > w > —1.5 cuando se toma el signo positivo. A(¢) decrece con

el cuadrado del tiempo haciendo posible obtenerse valores pequerios de ella hoy en
dia.

Por otra parte, puesto que en el marco de la aproximacién newtoniana la constante

de gravitacién puede aproximarse como

*2w+41
2w H+3¢

(4.13)

y usando la definicién de la constante de Hubble

a 1
Hoy = (-) L (4.14)
a/, to

el valor de ¢; puede relacionarse con parametros observacionales, si se expresa en

términos del valor actual de G y del pardmetro de Hubble [55], [56], [60], [79]

1 4+ 2w
H02/(1i\/3+2w)G0 3+ 2w’

¢y = (4.15)

cuyo valor numérico estéd en términos del pardmetro w.

4.4.2 Soluciones para el caso no plano, k£ # 0

La solucién en este caso estd dada de la siguiente manera
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a = ayt,
¢ = g,
Ay
A= 7 (4.16)
donde
km?
ap = )
2+2m+ 2w —m?
2(3 + 2w)
e
m?

v ¢ es una constante positiva arbitraria. [£n cuanto a las constantes introducidas
en las ecuaciones de campo, éstas cumplen las siguiente relacion

2(3 4 2w)

c =
&Tm?

donde ademds m es una constante arbitraria, de cuyo signo depende si el campo
escalar es una funcién del tiempo, creciente o decreciente. Para tener valores reales

de aq, los valores de w estdn restringidos a los siguiente valores en términos de m

m? ,
w o > —2—~—m—1, para k = 1,
2
m
wo < -Q——m,—l, para k = —1. (4.17)

Como en el caso anterior, esta solucién corresponde a un periodo “coasting”,
con una constante cosmoldgica que decrece con el cuadrado del tiempo. Kl campo
escalar es funcién del tiempo, que decrece o crece dependiendo del valor que tome
la constante m.

También en este caso damos el valor de ¢; en términos de los valores hoy en dia del
pardmetro de Hubble v de la constante gravitacional. Asi, de acuerdo a la ecuacién
(4.13) se obtiene el valor de la constante ¢,

1 4 + 2w

¢ = —— 418
1 ]{OZ/WLGOJ +2Lo’ ( )
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4.5 Soluciones para un fluido con ecuacidén de
estado barotropica

Ahora consideramos un fluido perfecto con ecuacién de estado barotrépica p = ep.
Tomando en cuenta la ecuacién de conservacién p = s/a*¢*1) en las ecuaciones de

campo, obtenemos la siguiente solucién

a = alt,
¢ — ¢1t~(1+36)>
- 8
= AT
A1
A = ?5» (4.19)

donde a, y ¢; son constantes positivas y A; depende de los parametros w y ¢, de la
siguiente manera
A = a?[w(l + 5e + 3€? — 9¢%) + 2(:236 + 1)) 4 2k(1 + 3e). (4.20)
2(1 +¢)ay

Para esta solucién las constantes satisfacen las siguientes relaciones

a?lw(1 + 5e + 362 — 9¢®) + 2(3¢ + 1)] + 2k(1 + 3¢)

c = 2 3
2(1 + €)aip
§ = m{Qk—al[w(Qe +66+1)+‘)6 +12€+1]},
2
= , 4.21
1+ 3¢ ( )

Como en el caso de vacio, la solucién corresponde a un modelo “coasting” con una
constante cosmolégica que decrece con el cuadrado del tiempo. El campo escalar es
una funcién creciente del tiempo si —1 < € < —1/3 y decreciente si 1 > € > —1/3,
donde el limite izquierdo en ambas condiciones es un requerimiento de causalidad.
También en este caso expresamos la constante ¢; en términos de pardmetros obser-

vacionales cuyos valores hoy en dia se denotan por el subindice cero

B 1 44 2w

¢ (4.22)
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La solucién anterior excluye el valor € = —1, que corresponde a la ecuacién de estado

del vacio cudntico. Iin la siguiente seccidon consideraremos este caso particular.

4.6 Fluido de falso vacio

En la presente seccion consideraremos el caso p = —p, que corresponde al bién
conocido caso de vacio cuantico. Este caso significa que ademdés de la contribucién
de la teoria gravitacional a la constante cosmoldgica, se tienen otras contribuciones
debidas al valor de espectacién del vacio de algunos campos cuanticos. De esta

forma, se tiene una constante cosmolégica efectiva dada por Ag = 8uwp/¢ + cd™.

Con ¢ = —1 obtenemos la siguiente solucién,
a = o,
(ré - (bth:
p = pg = constanie,
Ay .
- (4.23)
esta solucién es vélida para k # 0, con
k
a1 P —
2 —1
01 (2w + 3)| — 4w
A - plaCe ) - e (4.24)
¢1
y
¢ = (6 + dw) — 87 po,
m = —1 (4.25)
La constante cosmoldgica efectiva estd dada entonces por
8 2(3 + 2w ,
hep = B2 g g - 212 (126
& 2
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Nuestra solucién corresponde a un periodo “coasting”, de modo que H = 1/t, asi

es que

Aeff = 2(3+2u))H, (427)

podemos ver ahora que, de acuerdo con este modelo, a pesar de qué tan grande sea
la contribucién de la energia del vacio de los campos cuanticos a la constante cos-
molégica, la contribucién gravitacional reduce el valor de la constante cosmolégica
efectiva, cuyo actual valor es ~ 4wH¢.

En este caso ¢; puede relacionarse también al actual valor de la constante gra-

vitacional,

 HEA 2w
G333+ 2w

(4.28)

1

4.7 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una familia de soluciones en el marco de una
teoria general tenso-escalar, con un potencial que juega el papel de una constante
cosmoldgica dependiente del tiempo.

La dependencia temporal de la constante cosmoldgica en cada solucién obtenida
tiene la forma A ~ t~2. Dicha dependencia ocurre en forma natural cuando se usa
un campo potencial ¢ ~ t? y nos limitamos a a ~ t, que garantiza un periodo
“coasting”, en el cual las soluciones son validas. Hace algin tiempo, este tipo de
soluciones fueron estudiadas en relatividad general [44], [45] donde la dependencia
temporal de A es introducida ad hoc.

La edad del universo tg = 1/H no esta en conflicto con las determinaciones ob-
servacionales [46]-[48]. Algunas otras consecuencias astrofisicas, como nucleosintesis
[49], en los modelos aqui presentados, permanecen sin ser exploradas atin.

Un potencial méas realista seria necesario para obtener una familia de soluciones
mas generales y analizar otros pardmetros cosmoldgicos que nos permitan comparar
las soluciones teéricamente obtenidas con valores obtenidos de las observaciones.

Este es el propdsito del siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Modelos Cosmolégicos con A
dinamica en teorias
tenso-escalares

5.1 Resumen

En este capitulo consideramos una familia de teorias tenso-escalares, en cuyo con-
texto usamos una constante cosmolégica dinamica, cuya dependencia temporal es
introducida a través de una funcién binomial en ¢(t). Usando una ecuacién de es-
tado barotrépica de un fluido perfecto p = (v —1)p, para el contenido de materia del
universo, obtenemos soluciones exactas para un universo homogéneo e isotrépico.
Para tales soluciones el factor de escala tiene una dependencia temporal en forma
exponencial o de ley de potencias y algunos de los modelos aqui presentados no
tienen singularidad. Calculamos también algunos pardmetros cosmoldgicos como

Qs A, q0 v Ho, que comparamos con valores obtenidos de datos observacionales.

5.2 Introduccidén

Las teorias de unificacién consideran una constante cosmoldgica que es 120 érdenes
de magnitud mas grande que los valores observados de A. Esto se conoce como
el problema de la constante cosmolégica [55]-[56]. Con el propésito de explicar y
resolver este problema, y hacer compatible a los recientes resultados observacionales
con las predicciones de los escenarios inflacionarios y de fisica de particulas, se

propuso una constante cosmoldgica dependiente del tiempo [57]. Esta idea no es

47
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nueva y se le ha dedicado mucha atencién (ver e.g. [58]-|97]). Esencialmente,
esta idea consiste en hacer la energia del vacio dindmica, de modo que durante la
evolucion del universo la densidad de energia del vacio decae en particulas y como
consecuencia la constante cosmoldgica decrece, creandose particulas como resultado,
aungue en pequella proporcion.

Un amplio resumen y revision de modelos con “constante” cosmoldgica depen-
diente del tiempo, fue hecha por Overduin y Cooperstock [98], prestando particular
atencion a la evolucién del factor de escala cuando A es una funcidn del tiempo ¢, del
factor de escala a(t), de la constante de Hubble H | o del parametro de desaceleracion
g. En dicho trabajo se consideré una ecuacién de estado v se obtuvieron soluciones
numéricas, pero como sucede en la mayoria de los trabajos anteriores que tratan
este problema, la dependencia temporal del término cosmolégico se introduce de

{orma ad hoc.

Una alternativa para introducir la constante cosmolégica de modo natural, con-
siste en considerar una “constante” cosmoldgica efectiva y dependiente del tiempo
en el contexto de las teorias tenso-escalares, la cual se transforma en una verdadera

constante cuando ¢ > 0 [99].

Usando la teoria de Jordan-Brans-Dicke (JBD), puede resolverse el problema
conocido como “gracefull exit” de la cosmologia de la llamada vieja inflacién. Sin
embargo permanece el problema de determinar el parametro w de JBD, que de
acnerdo a experimentos realizados en el sistema solar [100], su valor es de |jw|| ~
500. Una mejor estimacién de este parametro se obtendria de la medida de otros
pardmetros cosmolégicos, para restringir mejor el valor de w de lo que lo hacen los
experimentos dentro del sistema solar [101]. Sin embargo, teorias del universo muy
temprano, como teorias de cuerdas, se describen mucho mejor en el contexto de
JBD, mostrando ademds que w puede tomar valores negativos [102].

Asi, las teorfas tenso-escalares v en particular la teoria de JBD, permiten intro-
ducir a la constante cosmoldgica de manera natural. Recientes resultados observa-
cionales restringen a estas teorfas (y a cualquier otra). Por ejemplo, los resultados
obtenidos en 1998 de supernovas tipo la (SN Ia), muestran que 24 ~ 0.6 [103}, ésto
implica que nuestro universo se expande aceleradamente, de modo que cualquier
modelo que describa el comportamiento de la constante cosmologica, debe tomar

en cuanta las evidencia observacionales. En el capitulo anterior [104], investiga-
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mos el efecto de una constante cosmolégica dependiente del tiempo, en el contexto
de una familia de teorias tenso-escalares. En ese trabajo obtuvimos modelos cos-
molégicos validos durante el periodo “coasting”, donde la dependencia temporal de
la “constante” cosmoldégica surge de modo natural. En tales modelos suponemos
una expresién simple para el término cosmolégico A(¢) = cé(t)", (con ¢ y n cons-
tantes).

La existencia de inflacién en teorias tenso-escalares (TST) fue investigada por
Pimentel y Stein-Schabes [105], quienes encontraron fases inflacionarias cuando el
potencial es un polinomio en el campo escalar, en el marco de una TST general que
incluye modelos de Brans-Dicke con constante cosmolégica diferente de cero.

Motivados por esta idea, en este capitulo consideramos una TST general, como
en el capitulo anterior, pero ahora consideraremos una funcién potencial A que es
binomial en ¢, para obtener soluciones exactas de las ecuaciones de campo, de las
cuales obtenemos modelos cosmoldgicos inflacionarios v algunos pardmetros cos-
molégicos relacionados. De hecho, en la mayoria de nuestras soluciones obtenemos
un factor de escala que crece de acuerdo a una ley de potencias a(t) ~ t7, de donde
se requiere 0 > 1 para modelos inflacionarios. Como es bién sabido, ésta es una
caracteristica genérica de una clase de modelos que trata de resolver dindmicamente
el problema de la constante cosmoldgica. En la mayoria de nuestros modelos o es
un parametro libre, que puede ser ajustado por condiciones fisicas, para estar de
acuerdo con datos obtenidos de las observaciones de SN Ia, de acuerdo a los cuales
o & 1, lo cual es consistente con resultados obtenidos de nucleosintesis [106].

La mayoria de nuestras soluciones predicen una expansién acelerada, lo cual
estd de acuerdo con resultados observacionales obtenidos de SN la, pero (2, y
2z dependen de parametros libres de nuestra teoria. En algunos casos especificos

obtenemos soluciones cuyo factor de escala crece exponencialmente.

5.3 Ecuaciones de campo

Como en el capitulo anterior, iniciaremos nuestra discusién con la accién mas general

de las teorfas tenso-escalares [107]

1
S = — / d*zy/=g [$R — ¢ wg" 0,60,6 + 20M(8)] + Sn,  (5.1)
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donde el significado de las variables se d4 en el parrafo bajo la ecuacién (4.1). De
la misma manera en que se explica en el capitulo anterior, las ecuaciones de campo

estan dadas explicitamente por

&l , Y 1 1, :
Gpu - ¢,LL -+ /\(QD)DQW, 1 wo 2(@7#(;0,1/ - 59;;1/975,)\(}5,)\) + ¢ l(@;pl/ - guuD @); (52)
262d )/ dp — 26 M) 1 dw
D + - el 8 T — — holt . r.g
¢ 3+ 20(0) T 200 \ T T gt (5:3)
En el resto del capitulo supondremos que w(¢) = constante y A = A(¢).

Las ecuaciones de campo correspondientes, considerando a un fluido perfecto con
ecuacién de estado barotrépica p = (v — 1)p como el contenido de la materia y un

elemento de linea homogéneo e isotrépico

2

1 — kr?

ds® = —dt* + a*(1) [ +r2(d6* + sin® 0 d(/)Q)} , (5.4)

las ecuaciones de campo correspondientes son

LN Bk Bip wdNe Gad
3(;) Fo oMo - - 2(¢) +322 -0, (5.5)
_a a2 k 3np u)<ll52 ¢ d_éi
2= Q) - g —g g 60
b ad dA\y 87
Z 4 3=Z|@B+2w)—2(A—¢—) — —(p—3p) =0 5.7
{@, w}( w) =2(A = d52) = = (o = 3p) (5.7)

Donde hemos supuesto ¢ = ¢(t); las derivadas respecto a ¢ se denotaran por un

punto sobre las variables. Transformando al tiempo 7 definido como

T = /qbl/th, (5.8)
el conjunto de ecuaciones (5.5)-(5.7) se reescriben como sigue
a2 3k A(¢ 87 w2z a ¢

3(_> T S Qp - —(_) 35 =0 (5.9)
@ a*¢ ¢ ¢ 219 a ¢
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donde el significado de las variables se d4d en el parrafo bajo la ecuacién (4.1). De
Ja misma manera en que se explica en el capitulo anterior, las ecuaciones de campo

estan dadas explicitamente por

87Ty _ 1 _
Gy = == 4 (&) Dg + 06 b6 = 59826 +6 (b = 90 6), (5.2)
262X/ d¢ — 26 \(¢) 1 dw
0O = T — — G 53
P TR () 31 2(9) (87{ 157 ) (5:3)
En el resto del capitulo supondremos que w($) = constante y A = A(¢).

Las ecuaciones de campo correspondientes, considerando a un fluido perfecto con
ecuacién de estado barotrépica p = (7 — 1)p como el contenido de la materia y un

elemento de linea homogéneo e isotrépico

2

1 —kr?

ds® — —di® 1 a2(1) [ + r2(dh* + sin® 9 d¢2)] : (5.4)

las ecuaciones de campo correspondientes son

av2 3k 81p w N2 _ag
3(= — —A¢)— — - —(— 3—— = .
(5) += ) y 2<¢) +322 =0, (5.5)
& sane  k 87p  w e\ b _ad
e (=) m — M) — —— - () L9l 5
() mEthe -5 a0 69
¢ _ag d\y 87
—+3——B3+2w) - 2{A—¢—) — —(p—3p) = 0. .
[¢+ m}( +2w) =2(A = 975) = —(p—3p) = 0 (5.7)
Donde hemos supuesto ¢ = ¢(t); las derivadas respecto a t se denotaran por un

punto sobre las variables. Transformando al tiempo 7 definido como

r= /¢1/2dt, (5.8)

el conjunto de ecuaciones (5.5)-(5.7) se reescriben como sigue

alp ¢ ¢ 2

3(@_/)2+ 3k A¢)  8mp w(ci>2+(a’¢’

=5 =0 (5.9)
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o ¢ a2 1 ¢\ a'dt ko M) Sap(y—1)
22— (=) —=(14w)(—) —3——— -~ =0, (5.10
e @) a0 alg) ATt 7 (5:10)
" 1,¢N\2 _a¢ Ae)  di(¢) & p(4 — 3v)
3+ 2w)|—+={—) +3——| -2 — — - =0, (5.11
B (R R e R
donde las derivadas respecto a 7 se denotan por una prima.
En este capitulo consideraremos dos importantes suposiciones:
ag™ = a, (5.12)
A(@) = Ao™ + g™, (5.13)

donde m, «, A1, Ao, 11 v e son constantes. La primera suposiciéon es muy bién cono-
cida (ver e.g. [108] y referencias dadas ahi), la cual ha sido usada como una condicién
para que el parametro de desaceleracién sea constante para modelos planos en la
teoria de Brans-Dicke. Ademads, con esta condicién nuestras ecuaciones de campo
se simplifican notablemente v nos permiten obtener soluciones exactas. La segunda
condicién es la principal suposicién de este trabajo y es motivada por el teorema
cosmoldgico “no-hair” [105], con el objeto de estudiar soluciones inflacionarias, para
las cuales la dependencia temporal de la “constante” cosmoldgica surge de manera

natural. Con estas suposiciones obtenemos de las ecuaciones (5.9)-(5.11)

\2 5 / 3k 9 8
(i) lzg’lflvu) et 37” — %} -+ _2¢—7ﬂ"1 . Al(bn.lfl - Agéngfl _ _ﬁ_r)ﬁ . 0" (514)

@ o 52

7 /

A P w1 koo o
%(ZWL - 1) + (E) - 57712 + T — 5 — 5 — EE 2m-1 + Alqsnl 1 ,#
8w -1
Aogp™2 ! ﬂp(;g ) _ 0, (5.15)

q/)// (ﬁf ) l
—@ 2w) + (;) (3 + Z“)(E —3m) = 208" =206 ¢

8rp{4 — 3v)

20§k Dhanag™ ! - ———

—0.  (5.16)
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En las siguientes secciones encontraremos soluciones exactas en diferentes ca-
sos, asi como parametros cosmolégicos que podamos comparar con valores obser-
vacionales, por ejemplo, el parametro de Hubble H, el parametro de desaceleracion
qo, el parametro de densidad €2,,, asi como el valor del parametro de densidad de

la energia del vacio {24.

5.4 El parametro de densidad

Antes de calcular soluciones exactas del conjunto de nuestras ecuaciones de campo
(5.14)- (5.16), obtendremos la ecuacién general para §2,, y §4, de acuerdo al modelo
que estamos proponiendo.

Suponiendo k = 0, la ecuacién (5.5) se reescribe como sigue

8rG M)  p w N2 3H ¢
]l = ——=|——=+ — - - —=1 5.17
3H? {8%(? * Go + 167G <¢>> 87G ¢ (5.17)
Definiendo
Q, - 8T Pm 1,
3H? ¢
B 1 w ¢ 2 (]5
W = e+ 5(3) -] (5.18)
obtenemos
1= Q,, + Q. (5.19)
Tomando en cuanta la relacién propuesta (5.12), obtenemos
8Tpm 1 7P\ 2
Qp = —(=
3m?2 ¢(¢> !
1 /é\2 W 1
0, = ——(ZY" = 4 = :
¢ 3m? (¢> (¢) + Grn? + m (5:20)

De acuerdo a las observaciones de SN Ia [103], el valor favorecido del pardmetro
de densidad es §2,, ~ 0.4 £ 0.1, este valor representa una restriccién a la constante

cosmolégica, de acuerdo a la siguiente ecuacién
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4 1 1
Qp = =0 -+ = 21
A 3 m + 3 + 6, (5 2])

esto implica 2, ~ 0.85+0.2. Estos valores significan que los resultados obtenidos de
SN Ia son sensibles a la aceleracién de la expansion y restringen a 4€2,,/3 — 04, que
corresponde al parametro de desaceleracion cuando el corrimiento al rojo promedio
para estos objetos es z ~ 0.4, Asi la combinacion g = €, 42, esté restringida por
la anisotropia de la radiacién de fondo césmica (CBR). De modo que Q¢ ~ 1 +0.2,
obtenida de COBE y otras medidas (ver e.g., [109]), asi como §2,, ~ 0.4, definen una
region de concordancia para 25 ~ 0.6, siendo éste el mejor ajuste para un modelo
del universo [110].

A continuacién calcularemos ambos parametros de densidad, ademaés de las solu-
clones exactas de nuestras ecuaciones de campo en cada uno de los casos que con-

sideramos en este capitulo.

5.5 Caso de vacio

Considerando el caso de vacio (p = 0), de las ecuaciones (5.14)-(5.16) obtenemos el
siguiente conjunto de ecuaciones

N

2, 3k . i (
(%) [3’[’7’1~ — 3m — _‘(;i} + Q_Q(‘DQWL*l _ Al(lsnl 1 A2¢7L2 1 _ 0, (522)

d)” ¢/ 2 2 w 1 k 2m—1 ny—1 ny—1 o
S @m= 1 () = 3m o g ST NG g = 0, (5.23)

" . ¢'\2 1 1 -1
S B2+ (7,5‘> (3 + 2uw) (-2- —3m) = 2™ = 8™+

A @™t 4 Qdoned™ ! = 0. (5.24)

Naturalmente, para vacio la densidad de energia se debe a la contribucion del campo
escalar ¢(t): Qs = 1. Nosotros encontramos soluciones exactas de este conjunto de

ecuaciones en los siguientes casos:

1. k=20
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e m = 1/2. Esta solucién no es relevante para nuestro propésito porque

A(¢) se anula.

o m =2/3

¢<t) _ ¢1t~1/(5+3w)’
(l(t) _ a1t2/3(5+3w))
M) = Ap ()20 (5.25)

donde ¢ = [—c1 (5 + 3w)] Ve g a¢f2/3, A= —c3(2/3 + w/2),
Ao = 0, y c1 es una constante de integracién. KEsta solucién se escribié
directamente en términos del tiempo t, de acuerdo con (5.8). Aqui el
factor de escala crece con el tiempo para w > —5/3. Por su parte X

decrece como t~? para cualquier valor de w.
El escalar de Ricci para este caso estd dado por la siguiente expresion
—4 11+% _,

—t 5.26
3 (5+3w)? (5.26)

de donde podemos ver que existe una singularidad inicial. Cuando el
factor de escala corresponde a un modelo en expansion, el parametro de
desaceleracién actual tiene un valor negativo, i.e. |, la solucién corres-

ponde a un modelo cosmolégico acelerado

1
ty! (5.27)

1 2
— _ (1349w He — 2 —
90 2( w), 0 3 (54 3w) 0>

de acuerdo con esta expresiéon para el pardmetro de Hubble actual,
to ~ 1/Hg implica que w = —13/6, que es un valor muy pequefio en
comparacion con los correspondientes valores obtenidos de experimentos

en el sistema solar.
om #£1/2, 2/3

En este caso obtenemos dos familias de soluciones:

(a) w#—(m+1).
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59
¢(t) = g1t
alt) = a t ™™,
M) = Mélt) 7, (5.28)
donde
H # __2]/3
o = p/(p+2v),
a, = Ck(]rjrl'm,
L 2
b= [¢TE G 2 2T,
A= (3m® = 3m — w/2),u2c/2(1+73'), Ao = 0,
po= 12m* — m 44,
v o= —12m°+ 5m + dw — 6mw + 2, (5.29)

v ¢ es una constante de integracién. De acuerdo a la solucién del
presente caso, A se reduce a una funcién monomial en ¢(t) que decée
con el tiempo. Claramente, para que la presente solucién sea infla-
clonaria se requiere que mo < 0.

Por otra parte, el escalar de Ricci esta dado por

R = 12mo (4mo + 1)t~ (5.30)

De acuerdo con esta expresion, la solucién correspondiente tiene una
singularidad inicial. Los valores actuales del parametro de Hubble
y parametro de desaceleracién, de acuerdo con este modelo, estan

dado por

1

2mo’

1
(]() = —1 — H(] = _27”(7 (t(]>\]7 tO = _Qm”an (531)
Ho

De esta ultima ecuacién podemos ver que para el presente modelo,

el universo se expande con aceleraciéon si mo < —1/2. Por otra
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2. k#0

parte, utilizando Hy ~ 65 + 5 km s 'Mpc ™ [112], tendremos que
to ~ 15.05 & 1.96 ||mo|| Gy, de modo que la edad estimada del
universo, de acuerdo con este modelo, es menor que el valor aceptado
hoy en dia.

p=—2v=w=—(1+m).

Para esta particular relacién entre w y m obtenemos la siguiente

solucion

#(t) = < exp|got],

a(t) = aqexp|l—mgat],

Ae) = holt), (5.32)
donde ¢o = ¢p, ag = ad™™, Ay = 0, A} = 4c'(3m2—3m—w/2)v? y
¢’ es una constante de integracién. En este caso tenemos una solucién

inflacionaria exponencial, si m¢o < 0 = m < 06 1/2 < m < 2/3.

Este modelo no es singular, como podemos ver del escalar de Ricci

R = 24 m*(6m” — Tm + 2). (5.33)

Los valores del pardmetro de Hubble y el pardmetro de desacelera-

cién hoy en dia, de acuerdo con la presente solucién, son

q = —1, Hy = c'm(12m? — 14m + 4), (5.34)

asi, este modelo se expande con aceleracién constante desde un es-

tado no singular, y con pardmetro de Hubble constante.

e m =1/2

(t) = ¢t 2
a(t) = ayt,
Ao) = Aio(t), (5.35)
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donde

53 + 2w k 1/2
¢1 “ T “ (3+2w> !
2k
A1 - T )\2:()'
(07

De acuerdo con esta solucién, a(t) crece linealmente con el tiempo, a
una razdén constante, mientras que la “constante” cosmolédgica decrece
con el tiempo. [Ss claro que a(t) debe de ser real y positiva, al igual que
¢(t), ast es que debe satisfacerse k/(3 -+ 2w) > 0. La presente solucién
corresponde a una cosmologia “coasting” con singularidad inicial, como

puede verse del escalar de Rieei

R =12(3 +2w)t = (5.36)
Por otra parte, como yva hemos mencionado, el actual valor del parametro
de desaceleracion se anula y el parametro de Hubble estd dado por

0="0H=t5" (5.37)
de modo que, tg = 1/Hy ~ 15.05 Gy, lo cual esta en relativo acuerdo con

los valores observacionales aceptados actualmente.

5.6 Soluciones exactas para el caso de una
ecuacion de estado barotrépica

A continuacién consideraremos p 0, de modo que regresando al conjunto de

ecuaciones (5.14)-(5.16), de la ecuacién (5.14) tenemos

8 '\ 2 : 3k . - . .
R A

Usando esta expresién en las ecuaciones (5.15) y (5.16), el conjunto de ecuaciones

de campo se reduce a las siguientes dos ecuaciones
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¢/I d)/ w

_q5_(2 _IH(}?) [—Zm—w——— v (3m —3m——2-)j| +

= —a?)"k " 4y (Ae™ T A" ) = 0, (5.39)
QSN ¢/ 2 5 v 3 . 5 2
E—(3+2w) + <?¢;> [— 12m~ + 3m — 6wm + 3w +§+57<3m —3m — 2)}

k

F3(3y = 4)—¢™ 1 (2= ) (g™ 4 dee™ )
2(A 1™ T 4 Agg™ ) = 0. (5.40)

De la ecuacién (5.39) con v # 0 (el caso de falso vacio serd considerado en la seccion

5.8 ), tenemos que

1—2m¢"1 1 &
g™ gt = - m%:;[ —2m —w — 7 7(3m2 - 3m — %)]%2— —
_(1137”_’“.(,52%1, (5.41)
Y&

Usando esta expresién y sus derivadas en la ecuacién (5.40), obtenemos la siguiente

ecuaciéon

%(1 - 2m)%”§ + %[%(m +w+ 1)+ 6m(2m — 1))+
(%)2[ —12m* = 3m — 6mw] + &k—2¢2m1 [12m — %(Qm +1)] = 0. (5.42)

Con el propdsito de resolver esta ecuacién diferencial en forma analitica, considera-

remos el valor m = 1/2, de modo que la ecuacién (5.42) se reduce a la siguiente

" By,d\z 3y—4k
?'T@) e (5.43)

De esta ecuacién diferencial tenemos dos posibles casos: kK = 0y k # 0. El caso

v = 4/3 se considerara en la seccién 5.7.
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1. Para k = 0 tenemos la siguiente solucion, la cual escribimos en términos del

tiempo ¢ como sigue

¢t) = ¢:11%,
a(l) = art
Mo) = Mg(r) e
p o= pa(t)™
donde
3"‘/“2 1/2) 7=55
i = ol By -4 |77
4
g = .
2 =3y
o 3y — 2 1/2Y5 =2
@ /1/2[_ 3 1 ] ’
Pl 1 _1-2 2T o
T4 —3y)2
] 1 11 3 4
A Ly (==
' “n/ 5% 2(~, QK 4-3y

Cy 2; /\2:01

(5.44)

(5.45)

donde ademés ¢, es una constante de integracién. De esta solucion, pode-

mos ver que la condicién para que la solucién corresponda a un modelo en

expansion es o < 0, lo cual implica, de acuerdo a (5.45), que v > 2/3.

Fn este caso, el escalar de Ricel y los pardmetros de desaceleracion y de Hubble

estdn dados por las sigulentes expresiones

R — ’36(_2i.]_
(3y —2)2t%

2 1
3“/ -2 lL.o’

v — 2, Hy -

Lo

2 1

T3y —2Hy

(5.46)

(5.47)

Ia condicién de causalidad requiere 0 < v < 2, de modo que esta solucién

corresponde a un modelo acelerado para v < 4/3. Por otra parte, ty ~ 1/Hg ~
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15.05 Gy paray ~ 4/3. Asi es que esta solucion es del tipo de soluciones donde
la expansién césmica es manejada por el impulso originado en el Big-Bang.

El pardmetro de densidad de energfa v la contribucién del campo escalar ¢(t)

estan dados como sigue

2 A4
Q, = —_—
3y 3y
4 2
Oy = ——— +1. (5.48)
37 3y ‘

Para tener un valor positivo de §2,, se requiere w < 1/2, incluyendo valores
negativos de w. Por otra parte, 0, ~ 0.4+0.1y 0 < v <2, por lo tanto de la

ecuacién para Qp, v 4, obtenemos una restriccién para w: —0.1 < w < 1/2.

. Considerando ahora el caso k # 0, de Eq. (5.43), obtenemos la siguiente

solucién en términos del parametro 7:

o Para =5~ > 0

342w
o(1) = cl[cosh (ﬁT)ld‘/ k#0,v#0,4/3 (5.49)
donde ahora o = Zﬁ%—i’ g = @2;—41 ;%—;, y ¢; es una constante de

integraciéon. De acuerdo a la Ecuacién (5.12) tenemos

alr) = ax[eosh (51)] 7, k£ 0,7 £0,4/3, (5.50)

Fl escalar de Ricci para este caso estd dado por

R =ri(ro+rs) cosh” 7] — rire cosh” 107]. (5.51)

—-1/2 ¢ .
donde a; = ac; / , T = %3-3+k2w, ro=3(247),yrs = 3y+2+4w. Para
obtener las singularidades de esta solucion, calculamos los invariantes de
curvatura no nulos definidos en el apéndice C [113], los cuales para este

caso estan dados por
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3ra ] k2
Ry z[%—(%)z—;zr=

1 am
Ry = ——R
2 \/g 1
Ry = s (5.52)
‘ 127" '
de donde claramente es suficiente calcular R;:
Ry = si(se— s3)? cosh® *[g7] + s1(s3 + s4)? cosh™ [B7] +
251(s0 — s3)(53 4 54) cosh?7 2 [67]. (5.53)
donde
3 cf
§1 = —— :
: 4 o3+ 2w)?
3
So = k(2 - 5’“/)
sy =k,
54 = k(34 2w). (5.54)

de la ecuacién (5.51), B — oo si 7 — =£oo, y al menos uno de los
exponentes es positivo, i.e. ., o > 0o 0 > 2. Por otra parte, de los
invariantes de curvatura Ec. (5.53), Ri — oo requiere que 7 — =£00,
yo>2(y>2/3),0>0r<4/3)oc>1(y> 0). Asi es que las
soluciones de este caso son singulares para 0 < v < 4/3 y 7 — Foo0.

k
3+2w

e Para <0

o) = [ cos (4], K # 0,7 #0,4/3 (5.55)

_Z
2

a(r) = wfcos (1)) T k£ 0,7 £0,4/3 (5.56)

donde o y a; se definen en el parrafo bajo las ecuaciones (5.49) y (5.51).

En este caso, § = %,/Hﬁ%&“
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R =r1(r3 —ro) cos? [G7] + 7o cos? 2 [67], (5.57)
donde ahora
. 301 k H
o= a2 13 4 2wl
ro = 3(2-17),
rg = (4—37v)+2|3+ 2w (5.58)

De acuerdo a (5.52), como en el caso anterior, se requiere calcular sola-

mente R, que para este caso esta dado por

R, = si{so+ 83)2 cos? 4 [B7) + s1(s4 — 53)2 cos’® 67] +
251(s2 + 83) (54 — 53) cos™® 2 [A7], (5.59)
donde
B 3 (%
L= 4 a3 + 2w|?’
3

s = K2 - 29),
ss = |lkl|,
sqg = k|34 2w (5.60)

de las ecuaciones (5.57) y (5.59), ® — oo asi como R; — oo, si [§7] —
+(2n+ 1) /2 y al menos un exponente en las expresiones respectivas de
Ry Ry es negativo: 0 <2 (y <2/3),0 <1 (y<0)60<0(y>4/3).
Entonces tenemos dos intervalos de 7y para los cuales las soluciones del
presente caso son singulares: 0 < v < 2/3 y 4/3 < v < 2; ademaés

la condicién de causalidad requiere que vy se encuentre en el intervalo
0<y <2

Por otra parte, de las ecuaciones (5.38) y (5.41) tenemos para cualquiera de

los dos casos respectivos e < 0 6 =~ > 0

342w 342w
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p=pa(r)", (5.61)
M) = Mé(r) T+ Aao(7), (5.62)
donde
22 y_ 3
key * o kel 2 2k
- >\ — 1 - =, )\) = R
~ 471'06‘)")’ ! ag < ’)/> < a2

Como podemos ver, A(¢) permanece como una funcién binomial de ¢ si v #
4/3. Para analizar el comportamiento de la solucién obtenida, en términos

del tiempo cosmolégico , en la siguiente seccién daremos algunos ejemplos.

5.6.1 Fluido de polvo

Una aplicacién interesante de la ecuacién de estado barotrdpica, corresponde a un

fluido de polvo para el cual (v = 1), en tal caso la solucién es la siguiente:

1. k=20

ot) = ¢t
alt) = a1,
Moy = Mg(t)'2
p o= pualt) (5.63)

1 1/2 1/2 1—9%2w 1/2 3
Donde ¢ = ¢, a; = a(;]/ c A = 42w — 5)@1/ L Ao =0, pp = —==¢c) 0, y a1
es una constante de integracién. Esta es una solucién que presenta inflacién
extendida, con una constante cosmolégica que decrece con el tiempo y tiene

singularidad inicial, como puede verse del correspondiente escalar de Ricci

R =36t (5.64)
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y ¢ es una coustante de integracion. Claramente a(t) y ¢(t) deben ser
positivos, para due la solucidn tenga signilicado {{sico, asi es que esta
coudicion restringe el rango de valores que puede tomar 1: ¢ < (/)-;1/‘2) y
¢; > 0, como podemos ver de Ja definicion de ¢). ISu este caso, a pesar
de que el (érmino cosmoldgico es una funcidén binomial en ¢, éste decde

cou el Liempo.

55

Figura 5.1 Grilica del factor de ecscala como funcidn del tiempo. Las constanbes
ban sido normalizadas a 1. ‘

Los correspondientes escalar de Ricei ¢ invariante de curvabura mueshran

que esta solucion es singular:

- § B k
R == 704705 = 261 1 ], (5.69)
[J — (/)1_ (,ZJ aj
X 3 i o k12
Iy =< — 271 = 29, - =" (5.70)

4 = c’zr af
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Lia expansién tiene lugar con una aceleracién constante

1 Iy 2 2 (
(]0 == -, p o= —, S f“ M ———— 5“5
2 to Iy )

con My ~ 65 =5 km s~ 'Mpe™

demasiado grande comparado con la edad obtenida de los etimulos globulares,

, obtenemos Ly ~ 30.1 Gy, que es un valor

[Los pardmetros de densidad para un fluido de polvo estan dados por

2 ‘/I(L)
g)'u o )
' 3003
Ao |
0, - b (5.66
’ T3 (5.66)

fin este caso como en el caso pencral, para tener valores positivos de £,

de

se requiere que w < 1/2) incluyendo valores negativos. Por otra parte,
acuerdo a resultados observacionales, €, ~ 0.4 4 0.1 y Qy ~ 0.6, entonces w

estd restringida a w ~ 1/5.

9 k£ 0

e k
© P(Ll i\ “ﬂl"l(d > U

Las soluciones en términos de ¢ estin dadas por

“)

¢(t) = e[l =4 ﬁgl i

(L(I‘.) B (I,]lrl — (/11 (21,
My — M) Ao (1)
po=opyalt)™ (H.67)
donde
. I
g ]
ay = oofeyT FPCEEEN
2k /;:(::/2
/\1 ey 7 ,\2 TID e T
- v
Lz
P }\,('1 ””3} (5.(;3)
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De acuerdo con nuestro andlisis de la solucién para nuna ecnacion de
estado general, donde o = 4/(4 — 3v), con v = 1 obtenemos o = 4,
Tomando en cuenta las cenaciones pgenerales del escalar de Ricei v los
invariantes de curvatura, Ies. (5.51) v (6.53), ¥ — oo v I} — o0
cuando o =4y 7 — 00, lo cual corresponde a un valor linito de ¢, de
acuerdo a la solucién dependiente del tiempo (5.67).

Ademds v = 1 < 4/3, es cousistente con nuestro requerimicnto para la
existencia de sinpularidades, en nuestra discusion para el caso peneral
con ,“‘) > ).

Los valores actuales de los pardmetro de Hubble y desaceleracion, de

acuerdo con este modcelo, estan dados por las siguientes expresiones

1,1 2ty
—1 I Ly =
o = <(/>1 60 ), 0= (/) , ~ l (0

Puesto que ¢t < 1, entonces qp > 0. Como puede verse de la fipnra 5.1,
en la regidn de validez de esta solucion (a(t) > 0), este modelo se expande
desde ¢ = —(/)1“1/2 (normalizado a 1 en la fipura correspondiente), liasta

= {), entonces se contrie hasta t = (/.f,’ ", cnanbos casos con paramebro
de desaceleracidn positivo. Los valores mumdéricos de 1y dependen de los

valores de las constantes libres de nuestro modelo,

Para 5 M" <0
La correspoudiente solucién en términos del tiempo ¢ estd dada como

sigue

Pty = et v t7]

(L(() == (H!l l (/‘] I/Ql,
)\((/)) B ,\1(/)([) 1 )\2(/,([‘)!/2)
/) - l{)](l'(!’)”:H (572)

donde
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Pigura 5.2: Gralica del factor de escala como (uncién del tiempo. lLas constantes

Lan sido normalizadas a L.

(/) 1

o3}

1

v

C| k
dar? I 3 - 2w
(,Y./Ci/z,
2k
—(;72)
I.i(’.:/z

a
li:(,:l,/z

H)

3
—a’
A1 o

y ¢, ¢s una coustante de inbegracion. 1on este caso no se lienen resbric-

ciones en ¢l valor que puede tomar (. De la ligura 5.2 puede verse que

a(l) cs uua fincidu crecicute, para la que la expansidén tiene lugar cu

forma acclerada, desde un estado no singular, como se verifica por las

expresiones del escalar de Riccl y el invariante de curvalura
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6 5 k
R=—ros {6(15% t° + 2¢1 + '—2}, (5.73)
[1 + @1 fg} “
3 1 k12
R, = ————-—4[ — 2¢€ 2 4 241 — _2] : (5.74)
4 [1 + ¢ tQ] U

De acuerdo a nuestro andlisis general de este caso, de (5.57) y (5.59),
R y R; no divergen para 0 = 4 y [f7] — £(2n + 1)7/2, ésto esta de
acuerdo con la solucién dependiente del tiempo (5.72) la cual no tiene
singularidades. Para este modelo v = 1 < 4/3, ésto es consistente con la

condicién y > 4/3, para que existan singularidades.

Para esta solucién, los valores actuales del parametro de desaceleracion

y del parametro de Hubble estan dados por

1 1 2¢1 to 1 1 1
= —— - — 7% Hy=—r—" ty=—=£,———. (575
=Ty T g 0 s Rl k|7

Como en el caso anterior, el valor de ty depende de las constantes libres

de nuestro modelo, pero en este caso, si Hg ~ ¢ =>tg~ 1/H,.

5.6.2 Fluido “Stiff matter”

Otra interesante aplicacién de una ecuacién de estado barotrdpica, es un fluido “stiff
matter” para el cual v = 2. En tal caso las soluciones (5.44),(5.49), (5.50), (5.55),

y (5.56) son las siguientes

1. k=0

La solucién en términos del tiempo fisico ¢ esta dada por

t) = ¢i(c—1t)7"

t) = ai(c—0)'*

AMe) = Mie(t)?,

p = pa(t)® (5.76)
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donde ahora

o
¢ = T’
av 2
a = )
c}/4
4
A1 - T T,
C1
Ao = 0,
pl g — [0
8r ¢

Esta solucién tiene significado fisico para t < ¢, donde ¢ es una constante de
integracién. El factor de escala crece lentamente con el tiempo y el parametro
de desaceleracion es constante. El escalar de Ricci y el parametro de Hubble

estan dados por

R =0, (5.77)
= 1 Hy = L1 (5.78)
qo == 1, 0¥2t0_c-
Los parametros de densidad correspondientes son
1 2w
Qp = =——=—
" 33
2 2
Q =+ —; (5.79)

Se requiere que w < 1/2 para tener valores positivos de {1, como hemos
sefialado en la discusién de la solucién general. Los resultados observacionales

=04y Q4 = 0.6, determinan w = —0.1.

2. k£ 0
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e Para =£- >0

3+2w

La solucién para este caso en términos del tiempo t estd dada por

(1) = afl +ar]
a(t) = 01[1 + &1 tz} 1/2>
>‘(¢) = A1<Z5(t),

p = pa(t)" (5.80)

~1/2
donde ¢; = %ﬁ, (¢1 > 0 para ¢; > 0), a) = acg /, A = %},
Xo =0, pp = 871:61 o, y ¢ es una constante de integracién. Aqui a(t)

crece con el tiempo desde un radio minimo a; y no hay singularidades.
La grafica de esta solucién es andloga a la figura 5.2, donde la expansion
tiene lugar con aceleraciéon partiendo de un estado no singular. Para
este caso se tiene la restriccion k/(3 + 2w) > 0, si consideramos que
w tiene valores positivos, entonces k = 1, implicando que la solucién
en cuestién corresponde a un universo cerrado pero sin singularidades,
como se verifica de los correspondientes escalar de Ricci e invariante de

curvatura que estan dados por

- 6 k?Cl
R m<¢ ¥ a—) (5:81)
R, = g——— t2 —-—Clk ke : 5.82
14U+¢MW_¢L<%+cﬂ>+¢“'M | (5.82)

Por el contrario, si w es negativa, especificamente w < —3/2, se tendrd

k = —1 y la solucién corresponderd a un universo abierto sin singulari-
dades.
En este caso v = 2 lo cual implica que ¢ = —2. De las ecuaciones

(5.51) y (5.53) con este valor de o, ni ® ni R, divergen para 7 — o0,
lo cual es consistente con nuestro requerimiento v > 4/3 para evitar
singularidades. Este andlisis estd de acuerdo con la inspeccién de las
ecuaciones (5.81) y (5.82).
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La gréfica de esta solucién es andloga a la grafica de la figura 5.2 (con

las constantes de proporcionalidad normalizadas a 1), correspondiente al

k
3ep2w

caso de polvo con < 0.

Los pardametros de Hubble y de desaceleracién estdn dados por las sigu-

lentes expresiones

Ly
qo = __Z;_to :
1
, c1 k to
Hy = = ,
’ 023+ 2w 1+ Skt
1 1 a?3 4 2w
g = + . - — — . 5.83
0 2H, \/4151@2 ok (5:83)

e Para T < 0

(t) = Cl[l—ﬁbltgrla
}1/2

3

a(t) = al[l — ¢y t*
Me) = Mo(t),
p= palt)’ (5.84)

donde ¢, = a—(jn'#é—w” Para que la solucién sea fisicamente significativa,
se requiere que ¢1 < 0 = ¢ < 0. El escalar de Ricci y el invariante de

curvatura correspondientes al presente caso, estan dadas por

R — —-5——<ﬁ - ¢1), (5.85)

1= 612 \e?
I — ort* (¢ clk) n-tal )
oA — g ) o a2 T oa | '
En este caso v = 2, de modo que o0 = —2; de modo que en la solucién

general ( Egs. (5.55)- (5.59)), R — oo v Ry — o0, l.e., la soluciéon es
singular para este caso si [37] = +(2n + 1)7/2, lo cual corresponde a

-1/2 . ., . . ,
t = ¢, /2. De acuerdo a nuestra discusién de singularidades en el parrafo
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bajo la ecuacién (5.59), para 7 = 2 la correspondiente solucién debe ser

singular, como podemos verificar de la inspeccién de la ecuacién (5.85)
y (5.86).

La gréfica de esta solucién es equivalente a la grafica dada en la figura
5.1 (con las constantes normalizadas a 1). Si consideramos que w toma
valores grandes y positivos, de la condiciéon para la presente solucién
Z%—Jr]'CQ_w < 0, notamos que k debe ser negativa, correspondiendo a un modelo
de universo abierto pero que se colapsa en una singularidad. Por el
contrario si w toma valores negativos (w < —3/2), k puede ser positiva y
la solucién corresponderia a un universo cerrado que se recolapsa en una

singularidad.

Para este modelo los valores actuales de los pardmetros de desaceleraciéon
y de Hubble son

I
o = —t2
¢ "
C1 k fo
Hy = —— ’
e Et ey
1 1 a23+2w
o . o | 5.87
. T \/;54 — (5.87)

Como podemos ver, ¢; < 0 = ¢qg < 0, asi es que este modelo esté
acelerado. Los valores numérico de Hy y tq dependen de los valores de

las constantes libres en nuestro modelo.

5.7 Fluido de radiacion

En esta seccién consideraremos el caso de un fluido de radiacion para el cual v = 4/3,

de modo que regresando a las ecuaciones (5.14)-(5.16) y siguiendo un procedimiento

analogo al de la seccién 5.6, obtenemos la ecuacién (5.42) con v = 4/3. Para resolver

esta ecuacion diferencial supondremos m = 1/2, asi es que en tal caso tendremos
¢// ¢/

; <Z)2 0, (5.88)
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en la cual w # —3/2. Esta ecuacién diferencial tiene la siguiente solucién

&(1) = 17, (5.89)

donde ¢ y ¢; son constantes de integracion. De acuerdo a las ecuaciones (5.12),

(5.38) y (5.41), con v = 4/3 y m = 1/2 obtenemos respectivamente

a(r) = ape 2
o) = Melr),
po= pa(n)™ (5.90)
donde
a; == acfl/z,
oL, 3k B
Al = [—8-(3 -+ 2&)) + 5'&—2:’, )\2 = 0,
3 rk we? 3e? 4 B
= — — — — — " 91
m 167 [a? 5 4 Jo (5.91)

En términos del tiempo ¢, esta solucién estd dada como sigue

o) = ¢t 7
a(t) = ait,
AMe) = Md(l),

po= pl.a(t)rll: (592>
donde
; 4
oy = =,
£ 1 CQ“
oc
Gy = —.
g 2

Esta solucién tiene singularidades, como se puede ver del escalar de Ricel, que

para este caso esta dado por
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R=6(1+ %) 2. (5.93)

ay
El pardmetro de desaceleracién se anula, mientras que el valor actual del pardmetro
de Hubble esta dado por

1
q0=0  Ho=—, (5.94)
to
asi es que tg = 1/Ho ~ 15.05 Gy, valor que estd en razonable acuerdo con las

medidas observacionales.
El caso k¥ = 0 no estd excluido de la solucién (5.92). Para k = 0 obtenemos los

pardmetros de densidad de la materia y el campo escalar

3
‘Qm = —WwW—=

2

5
Qy = w + 5 (5.95)

Se requiere que w < —3/2, para tener ), > 0, y los valores observacionales acep-

tados actualmente para €2, y {1y, implican que w = ~1.9.

5.8 El caso de falso vacio

En esta seccién analizaremos el caso v = 0. Seguiremos un procedimiento similar
al de la seccién 5.6, entonces de las ecuaciones (5.39) y (5.40) con v = 0, obtenemos

el siguiente conjunto de ecuaciones.

" '\ 2 1 ,
%(Q'm — 1)+ (%) [- 2m —w — -Q-J + %‘Iz_¢2m~1 =0, (5.96)
¢j(3 + 2w) + (%)2{— 12m® + 3m — 6wm + 3w + %:l +
12k
=T+ 2A;¢) + 2%2’” = 0. (5.97)

Primeramente consideraremos el caso k = 0.
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e k=10

El conjunto de ecuaciones (5.96)-(5.97) con k& = 0 tiene dos posibles soluciones

dependiendo de la relacidn entre m y w:

l. w=-1-=m
o(t) = crexplert],
a(t) = ajexp|—maeit],
A1
Me) = == 4,
C1
= —— H.98
p ot (5.98)
donde
b Aem 1)
a; = acy'

Al e,
1 3
Ao = -—2—(2m —1)°(3m —1).

Esta es una solucién inflacionaria si m¢; < 0. Esta condicién significa
que 0 < m < 1/2, lo cual implica una restriccién en el rango de valores
que puede tomar w: 1/2 < w < 1. Para tener soluciones fisicas es
necesario que ¢; > 0, lo cual significa que p < (. Por supuesto estas
soluciones no tienen singularidades, como podemos ver del escalar de

Ricei para este caso

R = 12¢1m(2m — 1)% (5.99)
Los parametros de Hubble y de desaceleracién estan dados por

go=—1,  Ho=m(l—2m)ci? (5.100)
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asi es que el modelo es acelerado. Por otra parte, los pardmetros de
densidad debido a la materia y el campo escalar, para esta solucién estan

dados como sigue

1 w
Qy, = T3 co ¢y ? exp|—¢1t],
1
Qp = = co ¢t exp[—¢it] + 1. (5.101)
3m

Aqui, se requiere que co/ca < 0, para tener valores positivos de 2.
Como hemos visto, 0 < m < 1/2=m > 0y ¢1 < 0, lo cual significa que
Q. v §y crecen exponencialmente con el tiempo, manteniendo §2,, {24 =
1.

LwFE—1—-m

con esta condicién y k£ = 0, las correspondientes soluciones exactas al

conjunto de ecuaciones (5.96)-(5.97) son

o(t) = é1(c—1)7,
a(t) = ay(e—1t) ™
A2
Me) = Mo(t)" + —=,
€1
= —— 5.102
p 87’ (5.102)
donde
1—2m
g = —
m4+w+1
1/2 o
¢ = c1[61 (m+w+1)],
a = Oégsl_ma
2w+ 3 L1 2
T = o —
! 2m — 1 o’
1-ny 2
o (2m —1)° . 1
A= = 3 2 —
! 4fszmHL%[(*2“’)(7”“%2)+

(2m — 1)(—=12m? + 3m — 6mw + 3w + %)],

/\2 = Ca.
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Esta solucién corresponde a un modelo de inflacién extendida si mao < 0.
Para tener soluciones [isicamente significativas, se requiere t < c. La
constante cosmoldgica es una funcién que decrece con el tiempo: A ~
t2 479, si 0 > 0, implicando, por la condicién mencionada més arriba
mo < 0, que m debe ser negativa.

Este conjunto de soluciones es singular justamente en ¢t = ¢, como pode-

maos ver del escalar de Ricci

Am? —3m —w — 1 1
(m+w+1)2 (c—1)%

R =6m(2m — 1) (5.103)

Los valores actuales de los parametros de Hubble y desaceleracion para

este modelo, estan dados por el siguiente conjunto de expresiones

m+w+1
0 m2m — 1)
, m(l —2m) 1
H A e
’ m+ w 4 1 (e =to)™,
1-—-2 1
o - e mi=2m) 1 (5.104)
m+w+ 1 HQ

De acuerdo a estos resultados, la expansién en este modelo tiene lugar
en forma acelerada si gy = 14+ 1/mo < 0, pero hemos visto que mo < 0,
entonces |ma|l < 1 es la condicidon requerida para que el universo sea
acelerado. [l valor de ty depende claramente del valor de m y w, pero
sabemos que debido a las restricciones en t, este modelo no es relevante
hoy en dia.

Los correspondientes pardmetros de densidad debidos a la materia y al

campo escalar en el presente caso, estan dados por

1 1

_9/a 42wl
Qm = ,%—W;;T—Q(% / [87TP1 — cop(t)” To2m ]
l 1 9 Amt 2wl W 1
§2¢ = - - —é; 2/ [Al + qus(t) 1—2m ] + ——2 + —. (5105)
3m*o* 6m m

Ambos valores dependen de las constantes libres del modelo, pero para

todo valor de t se satisface €2, + Q4 = 1.
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o k£0

Para resolver analiticamente el conjunto de ecuaciones (5.96)-(5.97) con k # 0,

supondremos m = 1/2, de modo que tendremos respectivamente

(%'>2(3 2w - 452_ _ (5.106)
ALY L CO (5.107)
¢ a? ¢ d¢ .
De la ecuacién (5.106) tenemos
¢I B 4k 1/2
¢ [a9(3+2w)} | (5.108)

La solucién de esta ecuacion estd dada por

Ny
¢(r) = cre™ VI (5.109)
De la ecuacién (5.108) tenemos

d)// — 4]{'

Usando esta ultima ecuacién en (5.107) obtenemos una ecuacién diferencial
para A(¢):

dr(¢) M) 4k B
2 +_¢—_-O;Z-*O, (5.111)

Esta ecuacién diferencial tiene la siguiente solucién

M) = i—@«b(ﬂ T (5.112)

&(1)

De las ecuaciones (5.12) y (5.38) con m = 1/2, tenemos respectivamente

1 k

a(r) = are VI, (5.113)



5.8. EL CASO DE FALSO VACIO 79

p=—— (5.114)

—1/2 . . , .
donde a; = ac, . Bsta solucion, en términos de £, estd dada como sigue

t) - Qsltiza

t) — (th,

M) = Mgt) + Xad(t)
Cy

P g (5.115)

donde

2
(0]
¢ T(‘% + 2w),
k
a1 B
34 2w
2k
A1 )
(87
/\2 Cy.

Esta solucién tiene una singularidad inicial, como puede verse del escalar de
Ricci
R=12(2 +w)t ™2 (5.116)

A(¢) se incrementa con el tiempo, en contradiceién con las observaciones ac-
tuales. Sin embargo, para una combinacién particular de los valores actuales

de las constantes libres de este modelo, puede tenerse un valor pequerio de Xg

2
a2

Los valores actuales de los pardmetros de desaceleracién y de Hubble, para el

k

C

1/4
be} ~ tg. (5.117)
0

presente modelo estan dados por las siguientes ecuaciones
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q =0, Hyp=—, (5.118)

tal que to = 1/Hy ~ 15.05 Gy.

5.9 Conclusiones

Hemos considerado la teoria tenso-escalar de Brans-Dicke, obteniendo modelos cos-
moloégicos de Friedman-Robertson-Walker con constante cosmoldgica dependiente
del tiempo. La dependencia temporal surge de manera natural. Para obtener solu-
ciones inflacionarias exactas de las ecuaciones de campo, hicimos dos suposiciones:
a¢™ = «, con « constante, y A(t) = A1¢(t)™ + X2¢(1)™?, con una ecuacién de estado
barotrépica p = (v ~ 1)p. Nuestro conjunto de soluciones exactas dependen de los
valores de v, k, m y w.

Hemos clasificado las soluciones exactas de cada caso que hemos tratado, de
acuerdo a los valores de las constantes libres de nuestro modelo. Para vacio con
k =0y m = 1/2, obtenemos una solucién no relevante para nuestros propdsitos,
ya que A = 0. Para k = 0 y m = 2/3 obtenemos una solucién con singularidades
para la cual el factor de escala crece con el tiempo como a(t) ~ t1/(5+3) eop forma
acelerada.

También para vacio obtenemos en el caso plano, una solucién de inflacién exten-
dida con singularidad inicial. Para el caso no plano obtenemos una solucién singular
“coasting”. Fn todos estos modelos el valor de tg y €y (usualmente llamado 24)
son similares a los valores aceptados actualmente.

También obtenemos soluciones exactas cuando utilizamos una ecuacién de es-
tado barotrépica general p = (y — 1)p. En el caso plano (k = 0) obtenemos una
solucién de inflacién extendida con singularidad inicial. La expansién de este mo-
delo ocurre aceleradamente, independientemente de la ecuacién de estado. El valor
de {24 depende de los valores no determinados de las constantes v y w.

La solucién del caso no plano no puede expresarse en términos del tiempo cos-
moldgico, si no en términos del pardmetro 7. En tales modelos las singularidades
iniciales pueden evitarse para algunos valores de 7.

Como ejemplos de nuestras soluciones generales, hemos calculado los modelos

para un fluido perfecto de polvo y de “stiff matter”. Para el modelo de polvo,
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en el caso plano, obtenemos una solucién de inflacién extendida que se expande
lentamente con aceleraciéon y cuya constante cosmoldgica decde con el tiempo. Esta
solucién tiene una singularidad inicial y su edad estimada es ty ~ 2/Hg, la cual
resulta muy grande comparada con las valores aceptados hoy en dia. Se requeriria
una razon de crecimiento mas rapida para tener valores mds pequenos de ty y ser

consistente con las observaciones actuales.

Por otra parte, para un modelo de polvo no plano obtenemos una solucién que
se expande lentamente a(t) ~ t%, con aceleracién o desaceleracién no constante,
dependiendo de la relacién entre las constantes libres de nuestro modelo: k/(3 4
2wy > 06 k/(3 + 2w) < 0 respectivamente. Los modelos son singulares o no

singulares dependiendo también de los valores de las constantes libres «, k y w.

Como otra aplicacién de nuestra solucidn con una ecuacion de estado barotro-
pica, consideramos un fluido de “stiff matter” para el cual v = 2. La solucién
correspondiente al caso plano es un modelo que se expande lentamente a(t) ~ 12,
con aceleracién, sin singularidades y con constante cosmoldgica que decae con el
tiempo A ~ /2. La validez de este modelo estd restringida a algunos valores de
t. La edad actual del universo, segtin este modelo, es tg ~ 1/2Hy ~ 7.5 Gy, con
Hg~ 6545 km s '"Mpe !, Claramente este modelo no es aplicable hoy en dfa, no

solo por el valor obtenido para tg, si por el tipo de fluido en consideracién.

En el caso no plano para el mismo fluido “stiff matter”, obtenemos modelos
cosmologicos para los cuales el factor de escala crece con el tiempo desde un radio
minimo y cuya constante cosmologica decrece con el tiempo, pero como en el modelo
para el fluido de polvo, tenemos un conjunto de constantes libres cuyos valores
determinan las caracteristicas de este modelo. Asi, para k/(3 4 2w) > 0 tenemos
un modelo con aceleracién no constante y sin singularidades, mientras que para
k/(3 4+ 2w) < 0, nuestro modelo tiene una aceleracién no constante también, pero
con singularidades iniciales v cuya validez estd restringida a algunos valores de .
Fn ambos casos la edad del universo, segiin este modelo, dependen de los valores
numéricos de las constantes libres.

Separadamente resolvemos los casos de un fluido de radiacién (v = 4/3) y de
“falso vacio” (v = (). Para el fluido de radiacién obtenemos un modelo “coasting”
a(t) ~ t, con una constante cosmoldgica que decrece con el tiempo y con singulari-

dad inicial, independientemente de la curvatura. El valor de ty ~ 15.05 Gy obtenido
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de este modelo, esta en relativo acuerdo con las observaciones actuales.

Para el fluido de falso vacio, obtenemos un conjunto de soluciones que clasifi-
camos dependiendo del rango de valores que pueden tomar las constantes libres de
nuestro modelo. Para el caso plano, obtenemos dos familias de soluciones, una de
ellas corresponde a un modelo de inflaciéon exponencial con aceleracién y sin sin-
gularidades. Otro conjunto de soluciones obtenidas para este caso es un modelo
inflacionario del tipo ley de potencias: a(t) ~ (¢ — 1), donde ¢ depende de las cons-
tantes “libres” m y w, que realmente estan restringidas por requerimientos fisicos.
Para esta ultima solucién , la constante cosmolégica es una funcién binomial en ¢,
la cual decrece bajo condiciones especificas dependiendo de las constantes libres.

Adicionalmente, obtenemos una solucién para el caso no plano de un fluido
de “falso vacio”. En tal caso obtenemos un modelos “coasting” a(t) ~ t, el cual
tiene singularidad inicial y constante cosmoldgica que es una funciéon binomial en
t: XA~ At72 4 Xot?. La constante cosmoldgica de este modelo crece con el tiempo,
en contradiccién con las observaciones actuales de A. Sin embargo, para una com-
binacién particular de los valores hoy en dia de las constantes libres del modelo, es
posible obtener un valor pequeno de Ay. El valor de ty, de acuerdo con este modelo,
es tg ~ 15.05 Gy, el cual eséd en relativo acuerdo con el valor aceptado actualmente.

Asi, como hemos visto de la descripcién de nuestras soluciones, algunas de e-
llas no tienen significado fisico hoy en dia, algunas otras estdn restringidas a un
periodo especifico de la evolucién del Universo. La mayoria de ellas son validas
desde una singularidad inicial hasta hoy, prediciendo una época inflacionaria, una
“constante” cosmoldgica que decrece con el tiempo, ademas de un valor negativo
del parametro de desaceleracién, en concordancia con el reciente resultado observa-
cional, de acuerdo con el cual el universo estd acelerdndose actualmente. La edad
del universo predicha por estos modelos depende, en algunos de los casos, de algu-
nas constantes libres de nuestros modelos, sin embargo debe tomarse en cuenta el

tipo de fluido para el que se evalia tg.



Capitulo 6

Resumen, conclusiones y
perspectivas

En este trabajo hemos considerado a la constante cosmolégica como una funcién
del tiempo y hemos investigado sus implicaciones en el contexto de la teoria tenso-
escalar de Brans-Dicke. Nos hemos enfocado en la obtencién de soluciones exactas,
de modo que la complicacién de las ecuaciones diferenciales no lineales que consti-
tuyen las ecuaciones de campo de nuestro sistema, nos limita a ciertas funciones
del potencial escalar. Asi, en ¢l capitulo 4 hemos presentado una familia de mode-
los cosmolégicos con un potencial proporcional a una potencia del campo escalar,
obteniendo soluciones validas durante un periodo “coasting”. Dichas soluciones
presentan la caracteristica de tener una constante cosmolégica que decrece con el
cuadrado del tiempo, de modo que se pueden obtener pequenios valores de A hoy
en dia.

Con el objeto de obtener modelos validos durante mas amplios periodos de la
evolucién del universo y de obtener parametros cosmolégicos que puedan compa-
rarse con valores obtenidos de observaciones, en el capitulo 5 hemos presentado una
familia de modelos cosmoldgicos con un potencial que e¢s una funcién binomial del
-ampo escalar. Hemos considerado a un universo vacio o que contiene a un flu-
ido perfecto con ecuacién de estado barotrépica. En este contexto hemos obtenido
una familia de soluciones exactas que corresponden tanto a modelos de inflacion
exponencial como a inflacién extendida, asi como un conjunto de pardmetros cos-
molégicos para cada caso cousiderado.

Cada solucién difiere dependiendo del tipo de fluido a que corresponda. Algunos

83
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modelos obtenidos en este trabajo han sido descartados en base a la comparacién
entre los valores de los parametros cosmolégicos obtenidos de nuestros modelos y los
conocidos de las observaciones. Sin embargo la mayoria de nuestros modelos estan
en relativo buen acuerdo con las expectativas observacionales, presentando una
constante cosmolégica que decrece con el tiempo y un pardmetro de desaceleracién
negativo, implicando que tales modelos cosmolégicos corresponden a un universo
acelerado, lo cual es importante en base a los recientes descubrimientos obtenidos
de las observaciones de las estrellas supernovas la, segin los cuales nuestro universo
se encuentra en una fase de aceleracién y con una constante cosmologica distinta
de cero.

También hemos hecho un andlisis de las singularidades de las soluciones obteni-
das del modelo presentado en el capitulo 5. Hemos encontrado que la mayoria de
los modelos presenta una singularidad tipo “Big-Bang”, aunque alguno de nuestras
soluciones corresponden a modelos cosmolégicos no singulares. Es importante seguir
investigando las caracteristicas de este tipo de modelos sin singularidad, ya que en
algunos trabajos anteriores se ha argumentado la posibilidad de que la existencia
de una constante cosmolégica permita evitar singularidades y permita la creacién
del universo.

En los modelos presentados en el capitulo 5 hemos encontrado un conjunto de
soluciones exactas para fluidos perfectos con ecuacién de estado barotrépica. A lo
largo de la evolucién del universo, distintos fluidos dominan en cada etapa. Asi, un
aspecto que ain permanece abierto en la investigacién iniciada en este trabajo es el

analisis de la etapa evolutiva del universo en la que cada solucién tendria sentido.



Apéndice A

Condicién de no divergencia

En este apéndice demostramos que la condicién de no divergencia se cumple si la
ecuacion de campo (4.3) se satisface.
Iniciamos nuestra demostracion con la expresién del tensor tensién-energia de

la materia, el cual partiendo de la ecuacién (4.2) puede escribirse como sigue
L

1
STl = p(RE = S8ER) 2 (06, 2586 56%) ~ (8~ 94D O) Aok (A1)
Calculando la divergencia de esta tltima ecuacién, y reordenando términos, tenemos
que
I Z5PR (,U(QD) b §Ha 1A dw(¢) 1 r A w(¢) e
0 (bu 6 2¢2 POy P AP -+ dgb 2¢ P VQb Gb ¢ ¢ ;H(ré,u
o ) e o6)
DG — s, — A B) G + B, R e
5 GF o — ¢ P (@) + ¢ 7 "0,
dw(¢) 1 w(¢)
— b 0" +—-—<z> czﬁ —¢¥ 4+ (O¢),, A2
b0+ (@) (A2)
simplificando esta ultima ecuacion:
1 1w(¢) A dw(g) 1 w(d)
0 = ——¢ R+ -——50,0,0" — ———0¢, Hobw
2625, 5 m 2¢¢¢ ¢¢,,¢,
dA .
—Qs_dgﬂ(b;v - )‘(Cb)(b;u + é;uRlzj - Qb;u;y.u + (D Qﬁ);V‘ (A-d)

Usando las identidades ¢, B, = O(¢,,) — (O ¢),,, en la ecuacién anterior, obte-

nemos
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0= -2 log+ %eé,w’*iln(

w(@)\ |1 ¢
¢ d¢ ) {

)T

g0
R <¢A<¢>>H. (A1)

d¢

Esta es la ecuacién de campo (4.4) multiplicada por el factor ——%@gbgy. De este
modo se demuestra que si esta ecuacién se satisface, entonces la condicién de no
divergencia se satisface también, de modo que las ecuaciones de (4.2) y (4.4) son las
ecuaciones de campo correspondiente a nuestro sistema, de las cuales se obtienen
las ecuaciones (4.8)-(4.10).



Apéndice B

Aplicacién a teorias de cuerdas

En este apéndice demostramos que las soluciones obtenidas para el caso de vacio
con w = —1, corresponden a soluciones de modelos de cuerdas a bajas energias.

Llevaremos a cabo esta demostracién probando que la accién usada en nuestros
modelos puede transformarse en la accidn de las teorias de cuerdas a bajas energias,
notando que hay una relacién entre nuestro campo escalar y el campo escalar de
las teorias de cuerdas.

Iniciamos nuestra demostracion con la accion de la teoria tenso-escalar de gra-
vitacién més general [107] que hemos usado en los modelos presentados en los

capitulos 4 y 5:
1 ,
= /(14:,;\/:,'9' [6R — ¢ wgh0,00,¢ + 20Md)] + Swe. (B.1)
LY E
Considerando un campo escalar ¢ tal que ¢ = ¢ el valor de la constante de

acoplamiento w = —1 y tomado en cuenta el caso de vacio, la accién dada en la

ecuacion anterior se reescribe como sigue

1 ) U I
_ /d4x\/——g Y[R+ g™ 0,00, + 2M(é)). (B.2)
1onG
Si ahora identificamos la siguiente relacién: A(¢) = —V (¥), la ecuacién anterior se
reduce a la siguiente
1 ,
S = — /d‘*m/—' Ge VIR 4 g™ a8, — 2V ()], (B.3)
s
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Esta es precisamente la accién correspondiente a las teorfas de cuerdas a bajas
energias, a la que hemos llegado identificando la relacién entre los campos ¢ = e,
los potenciales A(¢) = =V () y usando el valor w = —1.

s claro entonces que las soluciones de las ecuaciones de campo obtenidas de la
accién dada en (4.1), satisfacen también a las ecuaciones de campo obtenidas de la
accién dada en (B.3).

Fn los capitulo 4 y 5 obtuvimos una familia de soluciones para el caso de vacio.
A continuacién reescribiremos esas soluciones en términos del campo escalar y el

potencial de las teorias de cuerdas.

1. Soluci’on del modelos de cosmologia “coasting” para vacio y k = 0.

Con ¢ =e ¥, A¢) = =V (¢) y usando el valor w = —1 se tiene:

a = at,
t
¢ = In|z]
V) = —le (B.4)
&

donde a; y ¢1, son constantes positivas arbitrarias y A\; = %

con

m = 2

2(m — 1)?
, o Hm-o 17 (B.5)

mar
2. Soluci’on del modelos de cosmologia “coasting” para vacio y k # 0.

La solucién en este caso estd dada de la siguiente manera

a = apt,
tQ/m
v = ln[¢l },
V() = —alemw (B.6)
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donde

km

a1 = R

2—m
A = —
)
m?
¢, v m constantes arbitraria y ¢ = ;—ni‘m

-1

3. Soluciones para vacio en las que hemos usado la relacién a¢™ = « (capitulo
5).

o k=0, m=2/3

¢1
a(t) = altl/g
V(g) = —xe? (B.7)
donde ¢, = {—2@‘1]’1/9, @) = aqﬁl—g/g, M = —c2, Ay = 0, v ¢ es una

constante de integracién con valor negativo.

Del escalar de Ricci puede notarse que la presente soluciéon tiene una

singularidad:

e =i (B.8)

o k=0,m #1/2, 2/3

En este caso obtenemos dos familias de soluciones:

(a) m # 0, 2/3.

V() = —Aer, (B.9)
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donde

7

o
a1
¢1
A

o

14

—2v,
1/ (p+2v)

ag ™,

[ (1 + 20) /2]
(3m? — 3m + 1/2) %00

3

2
u+2v ,

12m? — 1dm + 4,

—12m° + 1

Im — 2,

(B.10)

y ¢’ es una constante de integracién. Por otra parte, el escalar de

Ricci estd dado por

R = 12mo(dmo + 1)t 2,

(B.11)

De acuerdo con esta expresién, la solucién correspondiente tiene una

singularidad inicial.

(b) o= —=2v=-m =06 m = 2/3. El valor m = 2/3 estd excluido

para este caso, asi es que sélo resta considerar el caso m = 0. Este

valor de m reduce la solucién correspondiente a un resultado trivial

por lo que no mostraremos los detalles de ella.

o k#O0ym=1/2

donde

t*Q
= In [—-},
1
= aj t,
= _)‘l e;d))
) a; = kl/g
Ao = 0.

(B.12)
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Como puede verse k debe ser positivo. Existe una singularidad como se

verifica del escalar de Ricci

R =121 (B.13)

Asi, hemos mostrado que las soluciones (al menos en vacio) en el contexto de las
teorias de campos escalares, se reducen a soluciones de teorias de cuerdas a bajas

energias.
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Apéndice C

Invariantes de curvatura

En este apéndice damos las definiciones de los invariantes de curvatura de acuerdo

al] formalismo y notacion de Carminati y McLenaghan [113].

R = ¢"¢" Rapa, (C.1)
r1oi= DapapdABAB %sahs “ (C.2)
ry = B apap®BoBDOACA _ M%Sabsbcsca, (C.3)
o = Bapap®BeBadC )C B APA _ %Sabsbcscdsda’ (C.4)
wy, = WapepPABP = i(:'abcd(f“b"d, (C.5)
wy = WapcpUCP ppWPlraB —%Cabcdccdefcef ab, (C.6)
mi = Wapep®Pop®P = Cong SIS, (©7)
e = Uapen®CL o WAL L HEFCD % S0, P (C.8)
ma = WY g U0, YY = %’CacthCdaaebeEf, (C.9)
my = VB pp®PE B pC pp® P ER A = —éém/.dbscdébefgsef S°9(C.10)
ms = WU ppd B g WP @ 4 g = %CaefbcacdbSCdégethleC.11)
donde

o ®spap denota el espinor equivalente a Sy,
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e VU pcp denota el espinor equivalente a Cpeq,

. Nade = %(Cabcd — @ % Capeq) denota al tensor autodual de Weyl, y Clabed €8 SU

complejo conjugado.

Los invariantes R, ry, rg, 73, m3 y m4 son reales, mientras que wi, wo, my, Mo y M3
son complejos. Asi, el conjunto de invariantes dados es equivalente a un conjunto de
16 invariantes reales. La realcién explicita entre los invariantes dados por Carminati

y los dados por Géhéniau y Debever [114] estdn dadas en [113].
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The effect of a time dependent cosmological constant is considered in a family of
scalar-tensor theories. Friedmann—-Robertson-Walker cosmological models for vacuum
and perfect fluid matter are found. They have a linear expansion factor, the so-called
coasting cosmology, the gravitational “constant” decreases inversely with time; that
is these models satisfy the Dirac Hypotheses. The cosmological “constant” decreases
inversely with the square of time, therefore we can have a very small value for it at

present time.

1. Introduction

The renewed interest in the scalar-tensor theories of gravitation is caused by two
main factors: Firstly, most of the unified theories, including super-string theories
contain a scalar field (dilaton, size of the extra compact space in Kaluza-Klein
theories) which play a similar role to the scalar field of the scalar-tensor theories.
Secondly, the new scenario of extended inflation which solves the fine tuning prob-
lem of the old, new and chaotic inflation has a scalar field that slows the expansion
rate of the universe, from exponential to polynomial, allowing the completion of
the phase transition from the de Sitter phase to a radiation dominated universe,
the graceful exit problem.

In this work we want to consider a family of scalar-tensor theories with a poten-
tial that is equivalent to a time dependent cosmological constant. Recently several
authors!™!2 have considered the cosmological consequences of a time varying cos-
mological constant. Most of them introduce the time dependence in an ad hoc
manner. In this work we consider an equivalent problem in the well known general
scalar-tensor theory of gravity where the time dependence can occur in a natural
way, without any new assumption or modification of the theory.
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2. Field Equations

We start our discussion with the action for the most general scalar-tensor theory
of gravitation'?

1
167G
where g = det(g,,) G is Newton's constant, Sxg is the action for the nongravi-
tational matter. We shall use the signature (—,+,+, +). The arbitrary functions
w(®) and A(#) distinguish the different scalar-tensor theories of gravitation; A(¢)
is a potential function and plays the role of a cosmological constant, w(¢) is the
coupling function of the particular theory. Generzl relativiiy is the limit of this
theory when |w| — oc and A(¢) — 0; and as it is well known, the solar system
experiments imply that jw| > 500.

The explicit field equations are

87T, -2 1
Gu.u = éA -+ /\(Qé)gp.u + we - (@yu(.b,lj - _Z—gl—”’(bvkgb’/\)

S = /d4zxf—g_[cz§R — ¢ wgt 8,80, ¢ + 20M(0)] + Sxa (1)

+ ¢~1(¢:uu - gpuDd)) ) (2)

o1 d w{@) 1 ¢ d
¢+ —d s —ln| == |« ~——=[R+2—(pA =0, 3
o+ doaet o (A2} 12 R oen| <0, @

where G, is the Einstein tensor. The last equation can be substituted by
26%dA/dd — 26\(6) 1 dew
L ’ ’ ! — 7 T — i

o+ LI L (5T Soss)), (32)

where T' = T/ is the trace of the stress-energy matter tensor. The divergenceless
condition of the stress-energy matter tensor is satisfied if the fleld equation (3) is
satisfied (as is shown in appendix), therefore we shall consider Egs. (2) and (32) as
our field equations.

In what follows we shall assume that w(¢) = wg = constant, A¢) = co™,
¢ = ¢1t?, with ¢, m and ¢ constants {for recent results when w is variable see
Ref. 14). The field equations for this choice of w and A and with a perfect fluid for the
matter content in the isotropic and homogeneous line element will be considered,

2
ds? = dt® — a*(t) [1 ar

Tz 7 (d9® +sin’ 6’d¢2)] . 4)

The field equations are

a\® 3k o 8mp [w\[é\’ a\ [/ é
o(z) +5-em =2 (5)(3) (D)) @
a a\? & . .m  B8mp W ¢ 2 003 a (D
2(2)-(2) -m o= (5)(8) +2 (1) (3) ©
0 (2N (9\] g ~ 901 — o™+ 3T = 3D)
) @) remmen B







\r-tensor theory
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r the nongravi-
itrary functions ’
ravitation; A(¢)
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he limit of this
he solar system

)

=0, 3)

(2)

uted by

) (32)

e divergenceless
equation (3) is
(2) and (3a) as

t, ’\(¢’) = co™,
+ is variable see
fect fluid for the
be considered,

(4)
5o
BIOMC

(7)
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where B = 3 + 2w. In the next sections we show some exact solutions for these
equations when the fluid is a barotropic one, p = 2p, including the vacuum case.

3. The Vacuum Solutions

In the case where we neglect all the nongravitational matter we have obtained the
following solutions.

31. K£0
km?
a_‘-alt, al-—i\/Q—{~2771—4—‘.2&4—#/,"3y ()
~2/m 2(3 + 2w
¢ =¢rt™¥™, C=*€¢)—1,;—n,7)w 9)
A 2(3 + 2uw) \
/\=22‘, /\I:T (10)

where ¢1 and m are arbitrary constants. In order to have real ay, the values of w
are restricted in the following way,

2
w>m7—m—1, fork =1,
. (11)
m
w<—2———m—1, fork=-1.
The value of ¢; can be related to present day observations if we recall that
relation of ¢ at the present time, ¢
4+ 2w
'_‘1
=Gy — 12
o =Co 3as (12)
and the definition of the Hubble constant,
. )
a/g to
(here to is the age of the universe), we obtain the value of the constant ¢y,
, 1 4 4+ 2w
1 = — i . (14)

HOQ/T”GO 342w’

3.2. k = 0 solutions

e =ai, (15)

$ = bt TEAT (16)

m=1%+3+2w, C:2(m2—1i)2, (17)
megy

=3 = (18)
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here a; and ¢, are arbitrary constants. The value of ¢; for this case is determined
in terms of present day values of G and the Hubble parameter, as above, to be

1 44+ 2w

by = ‘ — . 19
o1 F2UER G 3+ % (19)
4. Barotropic Equation of State
Assuming the equation of state p = =zp we have from the conservation equation
p = 5/a=*Y; substituting into the field equations we obtain the following solution
a=ait, ¢=¢itTU,
s
p= a3+e) (20)
A a?lw(l -+ 52 + 322 — 92%) + 2(3c + 1)] + 2&(1 + 32)
A = =5, )\1 = - - 3 H
t2 2(1 +¢€)as
where
.- a?lw(l + 55+ 3¢ — 923) + 2(3c + 1)] + 2k(1 + 3¢)
- 2 )
2(1 + =)ais >V
ai+3601 57 2 2, 2 / ] (21)
= +E>{~/~c —aflw(9e® + 6+ 1) + 9e° + 122 + 1]},
2
m =
1+ 3¢
and
1 4+ 2w
$r = (1+3) 4 3+ 9 (22)
Hy Gy =)
The above solution is not valid for ¢ = -1, that is for the equation of state

that corresponds to the quantum vacuum. In the next section we consider this
particular case.

5. Vacuum Fluid

Here we want to consider the case when p = —p, i.e. the well-known equaticn of
state for the quantum vacuum. This case means that in addition to the contribution
of the gravitational theory to the cosmological constant we have some other contri-
bution(s) from the vacuum spectation value of some quantum fields. Therefore the
effective cosmolegical constant is Aeg = 87p/ @ + co™.

For ¢ = —1 we have obtained the following solution,

a=a,t, b = ¢t?, p = pg = coust, A== (23)
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with

/&

alz\/ﬁy c= ¢1(6 4+ dw) — 87pq,
[61(2w + 3)] — 47pg

Ar=2 , =-1.

o1
The effective cosmological constant is
& , 2(3 + 2w

We can see now that in this model regardless of how large is the contribution to
the cosmological constant of the vacuum energy of quantum fields the gravitational

* contribution reduce the value of the effective cosr.ological constant to the present

value of ~ dwH§.
In this case ¢1 can also be related to the present value of the gravitational
constant,
H24+2w
- —C-?—o— 3+2w

®1 (26)

6. Final Remarks

In this work we have presented a family of solutions to the general scalar-tensor
theory of gravity with a potential which plays the role of a time dependent cosmo-
logical constant,.

The time dependence of the cosmological constant in each obtained solutions
has the form A ~ t72. This dependence occurs in a natural way when we use
a field potential ¢ ~ t? and we limited to ourself to a ~ t that guarantees a
coasting period in which the solutions are true. This type of solutions in general
relativity were studied some time ago,'®!® where the time dependence of \ is chosen
ad hoc. The resulting age of the universe, t; = 1/Hy is not in conflict with the
observational determination.!”!® Some other astrophysical consequences of the
models, like nucleosynthesis,?? remain to be explored.
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Appendix

In this appendix we show that the divergenceless condition is satisfied if the field
equation (3) is satisfied.

We start our demonstration with the expression of the stress-energy matter
tensor, which can be written from Eq. (2) as

sty = o (R - 302R) = 2 (omo, Loy,

[

= (%]

1

=~ 64TI0) — A(g)6 o, (A1)
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-,

taking the divergence of this last equation and rearranging terms, we get

= st S0y s+ PO Ly g0

242 Tdg 24
dA (¢
- A g4 L, - g2,
@b + Rl + S g,
_dw()l ( $) ,
7 ¢¢>u¢“¢ v+ T¢,\u¢’\ S o (B (A.2)
simplifying this last equation:
_ 1 1lw(g) A dw(d) 1 A
O—_'Z‘¢;u +2¢2¢¢¢ d(ﬁ 2¢ u¢¢
dA
w(¢) /5#,;;,(]51’ _¢ d(dib) _ )‘((b)
+ ¢;uR3 - ¢§L;U;u + (D(b);,, . (A-3)

Taking into account the identities ¢,,RE = U(¢,,) — (0¢).., in the previous
equation, we have

)

w@)\ 1 ¢
5w |00+ ¢ Ad™ ¢ <-——>+§—~[R+2

¢ (#) dp
This is the field equation (3) times the factor —3%‘22@,,, therefore if this field

equation is satisfied, then the divergenceless condition is satisfied too and it is

enough to use Eqgs. (2) and (3a) as the field equations of our system from which we
obtain Eqgs. (5)-(7).

(¢A(¢>)H L (A4)
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Cosmological models with dynamical A in scalar-tensor theories.
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In the context of a family of scalar-tensor theories with a dynamical A, that is a binomial on
the scalar field, the cosmological equations are considered. A general barotropic state equation
p = (v — 1)p, for a perfect fluid is used for the matter content of the Universe. Some Friedmann-
Robertson-Walker exact solutions are found, they have scale factor which shows exponential or power
law dependence on time. For some models the singularity can be avoided. Cosmological parameters
as Om, Q4, go and to are obtained and compared with observational data.

I. INTRODUCTION

Unification theories have a nonzero cosmological constant that is about 120 orders of magnitude larger than the
observed value for A, this constitutes the cosmological constant problem [1]- [2]. In order to explain and solve such
a problem, and to make compatible the actual observational data with the inflationary scenario and particle physics
expectations, a time dependent cosmological constant was proposed [3|. This old idea has received a lot of attention
(see e.g. [4]- [43]). What people have in mind is to make the vacuum energy dynamical. In such a way, during the
evolution of the universe, the energy density of the vacuum decays into particles, thus leading to the decrease of the
cosmological constant, obtaining as a result, although small, a creation of particles.

A broad summary of cosmological models with time dependent cosmological “constant” is given by Overduin and
Cooperstock [44], re-examining there, the evolution of the scale factor when X is given as function of ¢, a(t), H, or
g. A fairly general equation of state is considered and new numerical solutions are obtained, but as in most of the
previous works, the time dependence of the cosmological term is introduced ad hoc.

An alternative is an effective time dependent cosmological “constant” in the context of a scalar-tensor theories,
which becomes a true constant for ¢t > 0 [45]. Using Jordan-Brans-Dicke theory (JBD) in particular, the “graceful
exit” problem of old inflationary cosmology might be improved. It remains the problem of determining the JBD
parameter w, that according to solar system experiments its value is ||w|| &~ 500, which has been derived from timing
experiments using the Viking space probe [46]. A better estimation of this parameter should be obtained from measure
of others cosmological parameters in order to constrain w more strongly than by means of solar system experiments
[47]. However, theories of very early universe as string theory, are better described in the context of JBD, and shows
that w can take negative valies [48].

Thus, scalar-tensor theories, and in particular JBD, are better theories, in order to get, in a natural way, a time
dependent cosmological constant. Clearly, recent observational results restrict this kind of theory, e.g. the type la
super nova (SN Ia) results, which in 1998 show that Q5 ~ 0.6 [49] implying that our universe is speeding up. Thus,
a model which attempts to describe the cosmological constant behavior, should take into account the observational
evidences.

In a recent work [50] we investigated the effect of a time dependent cosmological constant, in a family of scalar-tensor
theories. There, we get cosmological models in the coasting period, where the time dependence on the cosmological
constant occurs in a natural way. In such a models we assumed a simple relation A(¢) = c¢(¢)", (with ¢ and n
constants).

The existence of inflationary phase in scalar-tensor theories (STT) has been investigated by Pimentel and Stein-
Schabes [51], finding inflationary phases for a polynomial cosmological constant in a general STT, which includes
Brans-Dicke model with non-zero cosmological constant. On the other hand, Guendelman [52] has investigated the
requirements of the potentials in order to have scale invariance. There was found the form of the potential needed
by the global invariance, which in addition, its energy in the conformal Einstein frame has the characteristics for a
suitable inflationary universe and A decaying scenario for the late universe.

Motivated by these ideas, we shall consider a general STT as in our previous work [50], but now we shall consider a
binomial A function on ¢(t), in order to obtain exact solutions of the field equations, from which we obtain sorme kind
of inflationary cosmological models and related cosmological parameters. In fact, we obtain in most of our solutions, a



power law growth for the cosmological scale factor a(t) ~ t7, where o 2 1 implies inflationary models. As it is known,
this is a generic feature of a class of models that attempt dynamically to solve the cosmological constant problem. In
our models o is a free parameter (at least in most of our models), in order to be adjusted by physical conditions and
to be in agreement with recent data for SN [a, that implies ¢ ~ 1, and which is consistent with the nucleosynthesis
[53].

Most of our solutions predict an accelerated expansion, such solutions are in agreement with the SN Ia results, but
., and Q. depend on free parameters of our model. In some specific cases we get solutions with exponential growth
of the scale factor.

In section 1 we obtain the field equations and introduce our main ansatz. Section III is devoted to obtain an
expression of the density parameter and the corresponding contributions of the matter and scalar field. In section IV
we consider the vacuum case and obtain a set of exact solutions as well as cosmological parameters. In section V we
consider the general case of a barotropic equation of state and obtain exact solutions for this general case. As example,
we caleulate specifically the case of a dust finid and a stiff matter fluid. Also, we get and discuss the solutions of the
radiation case in section VI and false vacuum case in section VIL. Finally in section VIII we summarize our results.

II. FIELD EQUATIONS

We start with the action for the most general scalar-tensor theory of gravitation [54]

1

S =
167G

/d4:m/—g [pR — ¢ 'wgh0,00,¢ +2¢A(¢)] + Sna, (2.1)

where g = det ( gu), G is Newton’s constant, Syg is the action for the non-gravitational matter. We use the
signature (—,+,+,+). The arbitrary functions w(¢) and M(¢) distinguish the different scalar-tensor theories of
gravitation; A(¢) is a potential function and plays the role of a cosmological constant, w(¢$) is the coupling function
of the particular theory.

The explicit field equations are

8T, s 1 - ‘
G,LLV = —#/' + /\(Qf))ng/ +we Z(¢,/t¢,u e gguu¢,>\¢7>\) +¢ 1(¢;/_w - QWDGb), (22)
U oad . qwle)y L ¢ d
SPRRPRPRRRWE )\ I NE PR Ao s
¢+ goae” oin( == )+ g R 200 (¢)) (2.3)
where G, is the Einstein tensor. The last equation can be substituted by

2¢%d0/d¢ — 267 () 1 dw
O -+ i = 8T — —¢ " |, 2.4
T ) T 20(s) o T gt @4)

where T = T} is the trace of the stress-energy tensor. In a previous work [50] was demonstrated that the divergence-
Jess condition of the stress-energy matter tensor is satisfied if the field equation (2.3) is satisfied too, although our
field equations are given by Egs. (2.2) and (2.4).

In what follows we shall assume w(¢) = constant, A = A(¢). The corresponding field equations with a perfect fluid
for the matter content in the isotropic and homogeneous line element

. dr? .
ds? = —dt® + a*(t) {T—TA—Z + 72(d6? + sin® 9d¢2)} , (2.5)
- KT
will be considered. Thus the field equations are
a2 3k 87p w O\ Lad
3= — — A ——————(—) 4+ 3—-==0, 2.6
(a) + a? 2 1) 2 \¢ a ¢ (2.6)
. s or, S, o
_‘ﬂ_<3> __3+/\(¢)__ﬂﬁ_ﬂ<f> _¢_ ﬁ.di,()} 2.7)
a a a o 2\¢ ¢ a ¢



6 ag A\ 8r o
{5+3;g (3+2w)-—2<A—¢d—¢;>—?(p—dp)—o. (2.8)

Where we have assumed ¢ = ¢(t), and the derivatives respect ¢ are denoted by a dot.
Assuming a barotropic equation of state p = (v — 1)p and transforming to the time 7 defined as

T= /¢1/2dt, (2.9)
the set of equations (2.6)-(2.8) are rewritten in the following way

o ¢ ad\N2 1 ¢\ 2 a ¢ k ,\(¢) 87rp("/ - l)
YA LA R VI € NPT _o, 211
s @) atrelg) T ety 77 &1
A A(g) dra(@) ) _ 8rp(d—3v)
342 [—-+—(—) +3——}—2 - - —0, 9.12
GrealT+als ad 6 ds ¢ 212
where the derivatives respect to 7 are denoted by a prime.
In what follows we shall consider two important assumptions:
ag™ = «, (2.13)
Ag) = A1d™ + Aog™, (2.14)

where m, o, A1, Ao, n1 and ng are constants. The first assumption is a very well known one (see e.g. [55] and
reference therein), and it has been used as a condition for the deceleration parameter to be constant for flat models
in Brans-Dicke theory. Furthermore, with this condition our field equations simplify notoriously and allows us to
obtain exact solutions. The second condition is the main assumption of the present work which is motivated by the
cosmolegical no-hair theorem for scalar-tensor theories [51], in order to study inflationary solutions in a theory of
gravitation with a naturally dynamical cosmological constant. In this work we always work in the Jordan frame,
where ( is variable, however we could make a conformal transformation to the Einstein frame where G is constant
and we have General Relativity plus a minimally coupled scalar field, then our potential becomes an exponential one,
ie, Vi+ Vo ~ exp(enide) + exp(engd.) (where ¢ is a constant and ¢, is a canonically defined scalar field). This is the
type of potential according to Guendelman [52], that is necesary to have scale invariance in a theory of gravitation
free of the cosmological constant problem, that is, one with an early expanding phase and a A-decaying for late times.
Details of the conformal transformation for STT can be seen in Ref. [51]. With these assumptions, from equations
(2.10)-(2.12) we get

(%)2[37712 _ 3m — %] n -i%qa?m—l I LSS %ﬂ — 0, (2.15)
%/-(Qm — 1)+ (%)2[— 3m? +m — % - %} - Ekgcz)?m*l N
Agp™2 T — 8”—"(52—_-1-)- =0, (2.16)
%,1(3 F2u) (%/-)2(3 +2w)(% - 3m> C9hpgm L S onggme !
2xn16™ 1 +2,\2n2¢”2'1§1p—(1—2_3—7) =0. (2.17)

In the following sections we shall find exact solutions on different cases, as well as cosmological parameters which
allow us to compare with actual observations of today value of Hubble parameter Hg, the actual value of deceleration
parameter gg, the density parameter ., as well as the value of the vacuum energy density parameter Q4.



III. THE DENSITY PARAMETER

Before we compute exact solutions of the set of field equations (2.15)- (2.17), we shall get a general equation for
Q. and Qg4, according to our proposed model.
Assuming k = 0, Eq.(2.6) is written as

8r G | A¢) 0 w  (é\2  3H ¢
1= £ ——-(—> LAl .
3H? [SWG + Go + 167G \ ¢ 871G ¢ (3.1)
Defining
87 1
Slnl = ‘ﬂpﬂ e
SH? §
! AT
Q»:——‘[Aaﬁ -(-) ~—3H—], 3.
el A ¢ ¢ (8:2)
then we get
1= Qp, + 0. (3.3)
Taking into account the proposed relation (2.13), we get
i 2
Q'mj Sﬂpm_l—(£> )
Im? ¢ o
1 /7672 W 1
0y = ——(-) Ao — 3.4
¢ 32 & (9) + Hm.2 b m (3.4)

According to the SN Ia observations [49], the favored value of Q,, ~ 0.440.1 is given as a constrain to a cosmological
constant
Qp = %Qm + %i %, (3.5)

this implies 24 ~ 0.85 +0.2. It means that the SN Ia results are sensitive to the acceleration of the expansion, and
constrain 4€,,,/3—Qa, which corresponds to the acceleration parameter at the median redshift of this objects, z ~ 0.4.
Then the combination Qp = Q,,, + Q4 is constrained by the microwave background radiation (CBR) anisotropy. So
that, Qg ~ 1 £ 0.2 obtained from COBE and other measurements {see e.g., [56]), and together with Q,,, ~ 0.4, define
a concordance region for 24 ~ 0.6, becoming the best fit for the universe model [57].

In what follows, we shall compute both parameters of density in addition to the exact solutions of our field equations,
in the different cases which we consider in this work.

IV. THE VACUUM CASE

Considering a vacuum case (p = 0), we get from Eqgs. (2.15)-(2.17) the corresponding set of equations

N2 . ) 3k
(5) o> = om = 5]+ 202t = diemt —aag T o, (4.1)
12 2 . | 1 ]\3
?;—(Qm -1+ (%) l:— 3m? Fm— % — §:| — ?¢2'm~] +Ap™m T 4 >\2¢n271 =0, (4.2)

!

1" 2 ].
%(3 ¥ 2w) (%) (34 2w)(E - 3m> — oM™ = 2096™ 4 2agng g™
2Aonad™ 1 = 0. (4.3)

Naturally for vacuum, the energy density is due to the contribution of the scalar field ¢(¢): Q5 = 1. We found exact
solutions of this set of equations in the following cases:



1.

k=20

m = 1/2 This solution is not relevant for our purpose because A(¢) becomes null.
m=2/3

w=~T7/3, (4.4)

where ¢1 = +/2¢1, a1 = « (201)‘1/3, A = ¢2/2, Ay = 0, and ¢; is an integration constant. This solution
was written directly in terms of time ¢, according to (2.9). Here the expansion factor is decaying with the
time, in conflict with observations, and w has a negative values. A discussion of the meaning of negative
values of w is given in [48].

The Ricci scalar for this case is given by the following expression

10
R=—1¢2

2 , (4.5)

where we can see that there is an initial singularity. The today deceleration parameter has a negative value,
i.e., the present solution is an accelerated cosmological model

qo = -4, Hy= —= tg (46)

according to this solution, the actual Hubble parameter has negative values, then we conclude that this
model has not physical meaning.

om £1/2, 2/3

On this case we get two families of solutions:

(a) w # 3m2im(2'

2—3m
o(t) = 1%,
a(t) = a1 t_Zm”,
M) = A o(t)F (4.7)
where
1 # '_21/)
o= p/(p+2v),

ay = ag; ",
v 244
61— [+ 20)/2) 7
A= (3m? = 3m —w/2)p2PHE) A, =0,
p=12m? — 14m + 4,
v=—=12m2% + 5m + 4w — bmw + 2, (4.8)
and ¢’ is an integration constant. According to the solution of the present case, A is a monomial
function on ¢(t), although a time decaying one. Clearly the present solution requires mo < 0 in order

to be expanding.
On the other hand, the Ricci scalar is given by

R = 12mo(dmo + 1)t 72 (4.9)

According to this expression, the corresponding solution for the curvature scalar has an initial singu-
larity. For this model, the present deceleration and Hubble parameter, are



1

2o’

1
gp = —1— Hy= —2mo (to)” ', to= —2m]|o|. (4.10)
Hy
From these last equations we can see that the present model expands with acceleration if mo < —1/2.
On the other hand, assuming Ho ~ 654 5 km s~ "Mpc ! [59], we get tg ~ 15.05 % 1.96 ||mo|| Gy, then
the estimated age from this model is small compared with actual accepted values of {g.

_ _ 3miim—2
(b) == v = w = B - ve—

For this particular relation between w and m, we get the following solution

¢(t) = < explgat],
a(t) = ag exp[—mdat],
A(¢) = Aié(t), (4.11)

where ¢o = V2, as = ac™™, Ay = 0, A\; = 4/ (3m? — 3m — w/2)¥? and ¢ is an integration
constant. In this case we get an inflationary exponential solution provided that m¢e < 0 == m < 0
or 1/2 < m < 2/3. This model is non-singular, as we can see from the Ricci scalar

R =24 m?(6m? — Tm +2). (4.12)
The present deceleration and Hubble parameters are given by

qo=—1, Ho=cm(12m? - 14m + 4), (4.13)

thus, this model expands with constant acceleration from a non-singular state, and with constant
Hubble parameter.

2. k#0
e m =1/2
$(t) = g1t 2,
a(t) = a1 t,
Ag) = Mo(t), (4.14)
where
32w RV
ST ‘”:(3+2w>
2k
>‘l — '—Qa AQ - O
a

According to this solution, a(t) grows linearly with the time at a constant rate. The cosmological “constant”
A decreases with the time. In order to have a real a(t), we must have k/(3 4+ 2w) > 0. This is a coasting
cosmological solution which has initial singularities as it is shown from the corresponding Ricci scalar

R=12(3+2w)t 2 (4.15)

On the other hand, as we have said, the today deceleration parameter becomes null, and the Hubble
parameter is given by

=0 H=t', (4.16)

then, tg = 1/Hy ~ 15.05 Gy, in relative agreement with actual observations.
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V. EXACT SOLUTIONS FOR THE CASE WITH A BAROTROPIC EQUATION OF STATE

In what follows we shall consider p # 0, so that returning to the set of equations (2.15)-(2.17), we get from Eq.
(2.15)

8 N2 3k .
_(;;_p: (%) [3m2_3m_§}+§¢2m—l_Al¢n1—l_>\2¢nz T (5.1)

Using this expression in equations (2.16) and (2.17), the set of field equations are reduced to the following two field
equations

%I(Zm——l)Jr (%)2{—2m—w—%—y<3m2_3m—%):\ +

2 — 3v)k
( O‘!QA/) ¢2m—l +,_Y(Al¢”11*1+/\2¢”2‘1): 0 (52)

¢l

¢// 2 3 w
(3+2w)+<?> ——12m2+3m—6wm+3w+§+37(3m2—3m—5)

o
k
+3(3y — 4)71—2¢>2m‘1 +(2=37)(A16™ 4 Age™ ) 420 n1g™ T Agd™ ) = 0 (5.3)

From equation (5.2) with v # 0 (the false vacuum case will be consider in section VII ), we have

- L l=2mg¢" 1 1 w\1¢"?
e I |
19 + Aqg 7 ) y m w 9 Ty\om m 2 ¢2
2 =39)k om-
L=k _ 5.4
¢ (5.4)
Using this expression and its derivative in Eq. (5.3) we get the following equation
2 1" 1" 4
Z0-2m) L & m w4 1) + 6m(em - 1]+
gl ¢ ¢ 4Ly
'\2 k 4
(gﬁ;) [— 12m? — 3m — Gme + —2-¢2m7] [12m - —(2m + 1)} =0. (5.5)
¢ a gl

In order to solve this differential equation, we shall consider the value m = 1/2, so that equation (5.5) is reduced to
the following one

" I\ 2 .
¢—~31<¢) yhoAk (5.6)

6 4\g 3+ 2wa?

From this differential equation we have the two possible cases: k = 0 and k # 0. The case v = 4/3 will be consider
in section VI.

1. For k£ = 0 we get the following solution which we write in terms of time ¢ as

p=pra(t)”", (5.7)

where



‘57—2 1/22-3~
¢1;f«’1[ 33‘401/]
4
o =
2 — 3y
« [ 3y~ 2 ]/2}37—2
a) == — e
Rl Byt
I 1—2w 2.3 4
P17 = P c y O
w4 —3y)2
11 1,1 3 4 25 3y
O LR
! wﬁ) 2) 2(7 2) 4 — 3y ! 2

and ¢y is an integration constant. From this solution the expansion condition is ¢ < 0 == ~ > 2/3.
In this case, the Ricci scalar and deceleration and Hubble parameters are given by the following expressions

. ap (2 '\/) 1
"N = 36—t 5.
R )(37 %) 1% (5.8)

2 1,2 1
’ O Ry 2 Hy

(5.9)

Causality requires 0 <y < 2, so that this is an accelerated model for v < 4/3, just at v = 4/3, g0 = 0. On the
other hand, tg ~ 1/Hy ~ 15.05 Gy for v ~ 4/3. Then this is a kind of solution where the cosmic expansion is
driven by the big-bang impulse.

The energy density parameter and the contribution of the scalar field ¢(¢) are given as follow

o 2o
3y 3y
4w 2
Qp—= —— —+ 1. 5.10
¢ 3v 3y t ( )

In order to have a positive values of Q,,, w < 1/2 is required, including negative values of w. On the other hand,
Q,, ~04+£0.1, and 0 < v <2, from our equations for £,,, and €, we get a restriction for w: —0.1 <w < 1/2.

2. Considering now the case & # 0 from Eq. (5.6), we get the following solution in terms of the parameter 7:

. _k
o for 3750 >0
o
é(r) = [(zosh (ﬁT)] . k#£0,v#£0,4/3 (5.11)
where now ¢ = 44_437, g = (3;;4) :;+f”f2w, and o1 is an integration constant. According to Eq. (2.13) we get
a(r) = aj [cosh (,87)]77, k#0,v=£0,4/3 (5.12)

The Ricci scalar on this case is given by

R = r1(ry + r3) cosh? [37] — ryry cosh” 2 [A7]. (5.13)

where a1 = ac;l/Q, ry = %}sfh ro = 3(2+7), and r3 = 37 4 2 + 4w. In order to know the singularities
of this solution, we calculate the nonzero curvature invariant [60], which for this case, are given by



m=gle-G)-5)
1¥4 a \a a2’

1 30
Ry = ——=R;",
2 \/3 1
7
Ra = =AY, (5.14)

then, it is enough to calculate Ri:

Ry =s1(s2— 53)2 cosh?? 4 [B7] + s1(s3 + 54)2 cosh?? 187] +

251 (s9 — s3)(s3 + s4) cosh?® 2 [37]. (5.15)
where
3 c%
1= T 4770 a0
401(3 -+ 2w)?
3
= k(2 - =),
sp = k( 2“/),
s3 =k,
S4 = k(3 + 2w)

From equation (5.13), ® — oo provided that 7 — Zoo, and at least one exponent is positive, i.e., ¢ > 0
or o > 2. On the other hand, from the curvature invariant, Eq. (5.15), Ry — oo requires that r — oo,
and o > 2 (y > 2/3), 0 > 0(y < 4/3) or ¢ > 1 (v > 0). So that the solutions of this case, are singular for
0 < v <«4/3, and 7 — *oo.

forﬁ;<0

6(7) = e [cos (,@T)] k0,7 0,4/3 (5.16)
a(r) = ar[eos (57)] 7, k£0, v 0,473 (5.17)
where ¢ and a; are defined as in the paragraph under equation (5.11) and (5.13). In this case, 8 =
gt Tl
2a 2w
R = r1(r3 — ro) cos® |67) + r1rg cos® "2 |87], (5.18)
where now
-l
e a2 3+ 20l
rg=3(2 — ),
ra= (4—3y) +2|[3 42|

According to (5.14), as in the previous case, we need to calculate R; only, which for this case is given by

R1=s1(s2+ 83)2 cos? 4 [B7] + s1(s4 — 53)2cos2” [B7] +

2s1(s2 + s3) (s4 — s3) cos®* 2 [37], (5.19)
where
3 c?
81 = w—gm—r,
o3 + 202
3
sz = ||kll,
sS4 = k”?) +2w||



From Eqs. (5.18) and (5.19), R — oo as well as Ry — oo, if |87] — £(2n+ 1)7/2 and at least one exponent
on the respective expressions of R and R1 is negative: ¢ < 2 (y < 2/3), 0 <1 (v < 0)or o <0 (y > 4/3).
Then we have the two ranges of v for which the solutions of the present case, are singular: 0 < v < 2/3
and 4/3 < v < 2, since furthermore causality requires v to be in the interval 0 < v < 2.

On the other hand, from equations (5.1) and (5.4) we get respectively, for both possibilities S-L <Oor—2->0

-+ 2w 34+2w
p= pra(r)™™, (5.20)
Me) = Me(r) T 4 dap(r), (5.21)
where
-2 el
key 3y key 2 ( 2 2k
O (O A V-
7 Ao’y “ ! a? v/ 2L

As we can see, A(¢) remains as a binomial function of ¢ if v = 4/3. In order to analyze the behavior of the
obtained solution in terms of the cosmological time ¢, we shall give some examples.

A. Dust fluid

Oue interesting application of a barotropic equation of state corresponds to a dust fluid (y = 1), on that case the
solution reads as follows

1. k=0
o(t) = ¢t
a(t) = a1 t2,
A(g) = Mg ()2,
p=pa(t)”’ (5.22)

_ 1/2 1/2 o 1/2 4 . . .
Where ¢1 = ¢ Vg = acl/ , A = 42w — 5)(;1/ , da=0, pp = 172—‘3-01/ «®, and ¢q is an integration constant.

This is an extended inflationary solution, with a time decaying cosmological constant and initial singularity, as
it is shown by the corresponding Ricci scalar

=362 (5.23)

The expansion takes place with a constant acceleration

1 2 2
D — H = — = [y ~~ — 5.24
a0 = — 3 0= 0~ (5.24)

With Hy ~ 65 £ 5 km s™'Mpe ™!, we obtain to ~ 30.1 Gy, which is too big value compared with the globular
cluster age.

The density parameters for a dust fluid are given by

2 4w
U = = — —,
3 3
4w 1
Qp = —+ =. 5.25
o= 5 3 (5.25)

On this case, as in the general case, in order to have a positive values of Q,,, it is required that w < 1/2,
including negative values. On the other hand, according to observational results, 2, ~0.4:4+0.1 and Q4 ~ 0.6,
then w is restricted to be w ~ 1/5.
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2. k#0

k
oForm>0

The solutions in terms of the time ¢ is given by

o(t) = 1]l — ¢1 ¢ 72,
):

a(t al[l -_ (ﬁl tz},
M) = Mg () + Aao (1) /2
o= pra(t)" (5.26)
where
1/2 1/2
_ 1/2 0 k B 2k B ke ke g
a1 =a/cy’’, ¢174a2§+—2:: M= =g Ae= e g1 = el

and ¢ is an integration constant. Clearly a(t) and ¢(t) must be positive, in order to be physically significant;

this requirement restricts the range of values which ¢ can take: t < ¢4 1 2, and c¢; > 0 as we can see from
the definition of ¢1. In this case the cosmological term, in spite of being a binomial function on ¢, decays
with the time.

The corresponding Ricei scalar and curvature invariant show that this solution is singular:

6 k
R = ——— [6(;5% 2 — 261 + —2], (5.27)
[1 - & t2] “
3 1 k12
Ri= g———x {— 20212~ 2¢, — ;5] ) (5.28)
= 1

According to our analysis of the general solution, for o = 4/(4 — 3v), with v = 1 we get ¢ = 4. Taking into
account the general equations of the Ricci scalar and curvature invariant, Egs. (5.13) and (5.15), R —
and Ry — oo for 0 = 4 and 7 — =00, which corresponds to a finite value of ¢, according to the time
dependent solution (5.26). Furthermorke v =1 < 4/3, is consistent with our singularity requirement in our

discussion for the general case with 7755 > 0

The today values of the deceleration and Hubble parameters are given by the following expressions

1/ 1 261 to 1 1 1
qOI—(——l), Hop= —"— tg=—=+,/— + —. 5.29
2\¢1t5 g1tg—1 " Hy Hy ¢ (529)
Because ¢1t3 < 1, then go > 0. This model expands from ¢ = _¢;1/2 until ¢ = 0, then it contracts until

-1/2 . " . .
t= ¢, v , in both cases with positive deceleration parameter. The numerical value for t; depends on the
values of the free constants.

k
OFOI‘m<0

The corresponding solution in terms of the time ¢ is given as
(t) = e[l + 611777,
a(t) = a1 4 61 t7,
M) = Ao (t) + A2 (t)'/?

p=pra(t)”?, (5.30)
where
e1y k BRY 2%k L key/? kel/?
b= 4a2|l3+2w “} a=afe’ A= a2’ A2= - oz 1T 4 o?



and ¢; is an integration constant. In this case we have not restrictions on the values which ¢ can take. If
—1/¢1 < (to + c)?, the expansion takes place with non-constant acceleration and without singnlarity, as it
is shown from the corresponding Ricei scalar and curvature invariant

6 k ,
k= —“—-5[6¢%t2+2¢1 + 'r—z}, (5.31)
[1 4 ¢1 t?jl aq
3 1 . k12
H1\Z——————T{—2¢ﬁ2+2¢1——ﬂ : (5.32)
{J + ¢ LQ} “

According to our general analysis of this case, from (5.18) and (5.19), ® and Ry do not diverge for o = 4

and [#r] — £(2n+1)7/2, in agreement with the time dependent solution (5.30) which has not singularities.
v = 1< 4/3 in this model, which is consistent with our condition v > 4/3 as requirement for existence of
singularities.

For this solution, the corresponding present values of the density and Hubble parameters are given as

[ T 21 to 1 11
— oy Ho— —2L0 e g = - — 5.33
="y 79 0 CT 2+ YT Hy a2~ 4 (5-33)

As in the previous case, the values of {5 depends on the free constants of our model, but in this case, for
HE ~ ¢ == to ~ 1/ Hy.

B. Stiff matter fluid

Another interesting application of a barotropic equation of state is a stiff matter fluid for which v = 2. In such a
case, the solutions (5.7), (5.11),(5.12), (5.16), and (5.17) are the following ones

1. k=0

The solution in terms of the physical time ¢ is given by
(t)= qbl(cft)il’
(t) = ar{e =)'
M) = M (1)?,

4

a

p=pa(t)”5, (5.34)
where now
1/2 7
e a2 4 1 1-2w 4
— 1 A= —— Ap=0. — 7,8
¢1 9 a1 61/4 s 1 Cli 2 v Pl S N «

This solution has a physical meaning for ¢ < ¢, where ¢ is an integration constant and the scale factor increases
very slowly with the time, and with constant deceleration. The Ricci scalar and Hubble parameter, are given
by

R =0, (5.35)

1

1
=1, Hy= = .
90 . 0 20— ¢

(5.36)

Naturally this model is not valid today becaunse it shrink for the allowed range of .
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The corresponding density parameters are

1 2w
Q= = — —
m 3 37
2 2w
O = — 4 — 5.37
e=313 (5.37)

In order to have a positive values of £,,, then w < 1/2, as we have claimed in the discussion of the general
solution. The observational results €2,, = 0.4 and 2 = 0.6, determine w = —0.1.

2. k0

k
e For 0w >0
The solution of this case, in terms of the time ¢ is given as

-1

b(0) =1+ o1t7]
1/2

a(t) = ay [1 + ¢1 tiz] ,

A4

I
e >
_
-
—
o~
~—

1a(t)™, (5.38)

_ e _k _ o2 _ 2k _ k.4 ;
where ¢1 = Zhg=%=, (¢1 > 0 for ¢y > 0), a1 = ac; /%, A\ = 53, A2 = 0, p1 = giz-a®, and ¢ is an
integration constant. Here a(t) grows with the time, from a minimum radius a; there is a non-singular
state. The expansion takes place with non-constant acceleration, as we can see from the corresponding

Ricci scalar and curvature invariant, which are given by

- ke
"o [1 + ¢1 tg] (d)] + a? )’ (5-39)
3 1 k k 2
N S IR ar _a
Ry = ) [1+¢1 t2]4 l Pt <¢1 + a2> + ¢ a2:| . (540)

In this case v = 2 implies ¢ = —2. from Egs. (5.13) and (5.13) with this value of o, neither ® nor R,
diverge for 7 — oo which is consistent with our requirement v > 4/3 for the avoidance of singularities.
This analysis is in agreement with the inspection of Egs. (5.39) and (5.40).

The deceleration and Hubble parameters are

I o
q0 — ——1 3
$1 °
C1 k to
Ho= _2-3 2 c k 27
&3 +2w 1+ Eﬁ-m;to
1 1 a2 3+ 2w
to = + _— . .
°” 2H, \/41{3 ek (5.41)

OForS—fﬁ-<0

$(t) = 1 [1 —W]-l,
}1/2

a(t) = aj [1 —¢>1 t2 s
A(¢) = Ao (t),

p=pra(t)” ", (5.42)
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where ¢4 = =5 H%” In order to have a ph}fsically solution, it is required that ¢; < 0 = ¢ < 0. The
corresponding Ricci scalar and curvature invariant in the present case, are given by

6 ke
o — 0 (— . ) .49

2
3 1 Clk‘ .ICCI
Ri=e————— | —1t* (1 — — )| — 1 — — | . 5.44
1 4[]~q‘51t2]4|: 3} (@1 a2> ¢ 2] ( )
In this case y = 2, then ¢ = —2; such that in the general solution ( Egs. (5.16)- (5.19)), ® — oo and
R1 — oo, L.e., the solution for this case is singular provided that [37] == +(2n+1)7 /2, which corresponds
to t = ¢;1/2. According to our singularity discussion under equation (5.19), for v = 2 the corresponding
solution should being singular, as we can verify from inspection of Eq. (5.43) and (5.44).
the present deceleration and Hubble parameters are

L,
qo= —ty ",
1 0
cq k to
SO
o? 13 4+ 201111 — E"FHsfzw Httz)
1 1 a? 3+ 2w
ty = + -4 — : 5.45
"= 9H, \/4Hg o Tk (5.45)

As we can see, ¢1 < 0 = q¢ < 0, then this model is accelerated. The numerical values of Hy and tg
depend on the values of the {ree constants.

VI. THE RADIATION CASE

We shall consider the radiation case for which v = 4/3, so that returning to Eqs. (2.15)-(2.17) and following a
similar procedure as in section V, we get Eq. (5.5) with v = 4/3. In order to solve this differential equation, we shall
assume m = 1/2, then we have for this case

7 Iy 2
g (¢_) =0, (6.1)
¢ ¢
for which w # —3/2. This differential equation has the following solution
¢(r) = e1e”, (6.2)

where ¢ and ¢y are integration constants. According to Equations (2.13), (5.1) and (5.4) with v = 4/3 and m = 1/2
we get respectively

a(r) = (Llra"T/Q7
Me) = Mo(r), A2=0,
p=pra(r)”4, (6.3)
where a1 = m,:;_l/g, = {1;—(3 + 2w) + %7,57 and pp = ﬁ |:Ek§ - “’—2‘3 - %—2 a?. In terms of the time ¢, this solution
is given as follows
() = o1t 2,
(l(l) = a1 t,
M) = (1),
p=praft)”?, (6.4)
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where ¢, = p%, ag = %% and Ay = 0. This is a singular solution according to the Ricci scalar which for this case is
given by

R=6(1+ %) L2, (6.5)

ay

The deceleration parameter becomes null, instead the today Hubble parameter is given as

=0, Hp=—, (6.6)
to

and therefore tg = 1/Hp ~ 15.05 Gy.
The case k = 0 is not excluded from the solution (6.4). For k = 0 we get the density parameter from the matter and
the scalar field as

Qp=—-w-—=

Qp= wh= (6.7)

It is required that w < —3/2, in order to have Q,, > 0, and the observational accepted values of 2,,, and Q4, determine
w=—1.9.

VII. THE FALSE VACUUM CASE

We analyze now the case v = 0. We shall follow a similar procedure as in section V, then we get from Egs. (5.2)
and (5.3) with v = 0, the following set of equations

1" ro9 5

S (2 a8 oo
¢ 2y 2 o B3] 12k sy A(9) | dA(e)
¢(3+2w)+(¢> [—12m +3m—6wm+5w+2J+ R (7.2)

‘We consider first the case k = 0

o k=20
The set of equations (7.1)-(7.2) with k = 0 has the two possible set of solution depending on the relation between
m and w:
l.Lw=—-1-m
¢(t) = crexplgr ],
a(t) = arexp[-m¢1 t],
A
M) = ===+ X2,
()
- _ ;
P = 7 ’ (75)
where

o1 = c§/2(2m —1), a1=ac;™, A1=c1, Az= %(2m — 1)3(3m —1).

This is an inflationary solution if m¢; < 0. This condition means 0 < m < 1/2, which implies a condition
on the range of the values of w: 1/2 < w < 1. In order to have physical solutions, ¢; > 0, which means
p < 0. Of course, these solutions have not singularities, as we can see from the Ricci scalar

15



R = 12¢;m%@2m — 1)2. (7.4)

The deceleration and Hubble parameters are given by

qo=—1, Hy=m(l—- 2m)ci/21 (7:5)

thus the model is accelerated. On the other hand, the density parameter due to the matter and scalar field,
are

Qpy = — 2 (r/)i? BXP[“Cblt];

3m?

Q4 = oy 2 expl—git] + L. (7.6)

Im?2

Here, it is required c3/c3 < 0, in order to have a positive values of £2,,,. As we have seen, 0 < m < 1/2 =
m > 0 and ¢, < 0, which means Q,, and Q¢ increase exponentially with the time, keeping Q,,, + Qg = L
LwHF —1—m

with this condition and & = 0, the corresponding exact solutions to the set of equations (7.1)-(7.2) are

$(t) = ¢1(c—t)%,
alt) = ay (e — )™,
Ag

M) = A1 g(t)" + m)

C1

p=-g— (7.7)
where
1~2m
0= ————
m+w+1
b1 = [c}/Q(m +w +1)]7,
ay = ag ™,
2wt 3 [ = 2
nliZm—l g
A (am 1) :
A= — FR——YT) l:(‘} +2w)(2m + w + 1/2) + 2m — 1)(=12m° + 3m — 6mw + 3w + 3/2)1,
Ag = ¢

This solution corresponds to an extended inflationary model if mo < 0. In order to have a physical solution,
it is required t < ¢. The cosmological constant is a decaying function of time: A ~ 72 4177 with ¢ > 0.
But according to the above mentioned condition mo < 0, it is clear that m should be negative.

This set of solutions is singular just at ¢t = ¢, as we can see from the Ricci scalar

Am2 - 3m —w — 1 1

== 6m(2m — 1 =. 7.8
s (2m ) CESTE S AR Ay (7.8)
The present deceleration and Hubble parameters for this model, are given as
m +w+ 1 m(l—Qm) 1 m(l—Qm) 1
=l-—— Ijy=——=(c—t , tg=ec— —m— ———= — 7.9
b m@2m — 1)’ v mtw+1 (e = to) 0T M te +1 Ho (7.9)

According to this results, the expansion of this model takes place in accelerated way if g = 1 +1/mo < 0,
but we have seen that mo < 0, then ||mc]| < 1 is the required coundition for accelerated expansion. The
value of ¢ clearly depend on the value of m and w, but we know that, because the restriction on ¢, this
model is not relevant at present times.
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The corresponding density parameters due to the matter and scalar field for the present case, are given by

Q= ¢_2/0 [87TP1 - CW(ﬁﬂiﬂ{zfl]
3m2 02
1 -2/o 4mt 20+l w 1
— Y A = Tt —_ — 7.10
Qo= g0y Y7 [ 4 nag (0T 4 — (7.10)

Both values depend on the free constants, but for all time, it is satisfied that Q. + Qg = 1.

k0
. In order to solve the set of equations (7.1)- (7.2) with k # 0, we shall assume m = 1/2, then we have respectively
%1(3+2w)—u—k+2 Ef) +2%((T¢)=0. (7.12)
From Eq. (7.11) we get
, 1/2
% - (?ﬁ = (7.13)
solution to this equation is given by
$(r) = cre T (7.14)
From Eq. (7.13) we get
¢ 4k (7.15)

¢ - a?(3+2w)’

We use this last equation in Eq. (7.12) from which we get a differential equation for A(¢):

NONRIONEL

L )
¥ ; - , (7.16)
the solution of this equation reads as follows
ME) = Tag(r) + (7.17)
5 =) .
From Eqgs. (2.13) and (5.1) with m = 1/2, we get respectively
a(r) = aje TV I, (7.18)
P=—g (7.19)

-1/2 . .
where a1 = ac, /2 n terms of ¢, this solution becomes
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t) = ajt,
A(g) = 21g(t) + Aag (1) 7!
J= —g, (7.20)
where ¢1 = %(3 4+ 2w), ay = /5= Ay = 2% and Ay — ¢ e . ,
1 — (< w), ap 7790 A1 = 5z and Ag = ¢p. This solution has an initial singularity, as we can
see from the Ricei scalar
R=122+w)t 2 (7.21)

X(¢) increases with the time, in contradiction with the actual observations. However, for a particular combination
of the today values of the free constants in this model we can get a small value of Aq

1/4

2 2
¢ 1 ~ tg (722)
0

(Y2

k

C

The today values of the corresponding deceleration and Hubble parameters are given by

qo = Y, HU - Z—; (7.23)
0

such that to = 1/Hg ~ 15.05 Gy.

VIII. FINAL REMARKS

We have considered a Brans-Dicke scalar-tensor theory, obtaining Friedmann-Robertson-Walker cosmological models
with time dependent cosmological constant. The time dependence occurs in a natural way. Two ansatz were proposed:
ad™ = a, with « constant, and A(t) = A16()™ + A9é(£)"2, in order to get exact inflationary solutions of the field
equations, with a general state equation p = (7 — 1)p. Our set of exact solutions depend on the values of ., k, m and
w.

We classify the exact solutions of each case which we deal, according to the values of the free constants of our
model. For vacuum with & = 0 and m = 1/2, we get a non-relevant solution (according to our goal), with A = 0.
For k = 0, m = 2/3, we get a singular solution for which the scale factor decreases with the time as a(t) ~ ¢~/ in
accelerated way, but its predicted age is a negative value, then we conclude that this model has not physical meaning
today.

Furthermore for vacuum, we get for a flat case, an extended inflationary solution with initial singularity, and an
exponential inflationary solution without singularity. For a not flat case we get a coasting singular solution. In all
this models, the values of tp and Q4 (usually called Q4} are similar to the actual accepted values.

We obtain exact solutions for a general equation of state p = (v — [}p. In the flat case (k = 0) we get an extended
inflationary solution with initial singularity. The expansion of this model occurs in a accelerated way, independently
of the equation of state. The values of ¢y, ,, and Q, depend on the value of the undetermined constants v, and w.

The solution of the non-flat case cannot be expressed in terms of the cosmological time, but in terms of the parameter
7. In such models the initial singularities can be avoided for some values of ~.

As examples of our general solutions, we calculate the models for a dust and stiff matter fluid. For a flat dust model
we get a slow extended inflationary solution with acceleration and time decaying cosmological constant. This solution
has an initial singularity and its estimated age is ¢y ~ 2/Hg, which is too big according to actual known values. A
bigger growth rate is required in order to have smaller values of ¢y and to be consistent with actual observations.

On the other hand, for a non-flat dust model we get a slowly expanding solution a(t) ~ t2, with non-constant
acceleration or deceleration depending on the relation between our free constants k/(3 +2w) > 0 or £/(3 +2w) < 0
respectively. The models are singular or non-singular depending on the free constants a, k and w.

As another application of our solutions with a general state equation, we consider a stiff matter fluid for which
~ = 2. The solution of the corresponding flat case is a slowly expanding model a(t) ~ /2 with acceleration, without
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singularities and with a time decaying cosmological “constant”: A ~ t1/2. The validity of this model is restricted to
some values of t. The actual age of the Universe predicted by this model, tg ~ 1/2Hg ~ 7.5 Gy, with Hg ~ 65 £ 5 km
s~ ™Mpec™ 1 clearly this model is not applicable today.

In the non-flat case for a stiff matter fluid, we get cosmological models for which the scale factor grows with the time
from a minimum radius, and the cosmological “constant” decreases with the time, but as in the dust model, we have
a set of free constants, whose values should determine the characteristics of this model. Thus, for k/(3 + 2w) > 0 we
have a non-constant accelerated model without singularities, while for k/(3 + 2w) < 0, our solution is a non-constant
accelerated model with initial singularities and which validity is restricted to some values of t. In both cases the
actual predicted age of the Universe, depend on the numerical value of the free constants.

We solve separately the case of a radiation fluid (y = 4/3) and a false vacuum fluid (y = 0). For the radiation fluid
we get a coasting model a(¢) ~ ¢, with a decaying cosmological “constant” and with initial singularity, independently
of the curvature. The value of tg ~ 15.05 Gy, obtained from this model is in fair agreement with actual observations.

For a false vacuum fluid, we obtain a set of solutions which we classify depending on the range of values which
our free constants may take. For the flat case, we get two family of solutions, one of them, corresponds to an
exponential inflationary model with acceleration and without singularities. Another set of solutions is a kind of
power law inflationary model a(t) ~ (c — t)¢, where ¢ depend on the “free” constants m and w, restricted by physical
requirements. For this last solution the cosmological constant is a binomial function of ¢, which decreases under
specific conditions on the free constants.

Additionally, we get a solution for the not flat case of a false vacuum fluid. In such a case we get a coasting
model a(t) ~ t, which has initial singularity and with cosmological “constant” which is a binomial function of ¢:
A~ A1t % 4+ 2qt?. Such a cosmological “constant” would increases with the time in contradiction with the actual
accepted value of A. For a particular combination of the today values of the free constants in this model, it is possible
to obtain small values of A\g. The actual age predicted by this model is tg ~ 15.05 Gy, which is again in fair agreement
with the actual accepted value.

Then, as we can see from the description of our exact solutions, some of them have not physical meaning today, some
others are restricted to be valid during a specific period. Most of them are valid from an initial singularity until today,
predicting an inflationary epoch, a cosmological “constant” which decreases with the time and the today observed
acceleration, as well as an actual age of the universe which is in reasonable agreement with the actual observations.
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