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Introduccion

La Mecéanica Cuéntica estudia el comportamiento de la materia a escala
muy pequena, concretamente, a escalas en las que no es posible determi-
nar con exactitud, de manera simultanea, la posiciéon y el momento de una
particula (contrario al campo de estudio de la Mecanica Clasica o Newto-
niana, en dénde ésto si es posible). En Mecanica Cudntica, el conjunto de
los estados posibles en un sistema se representa por un espacio de Hilbert
complejo 7, donde cualquier estado se describe por un vector unitario en
este espacio. Una observable (propiedad del estado de un sistema que puede
ser determinada por alguna secuencia de operaciones fisicas, por ejemplo,
energias, posicién, momento) se representa por un operador autoadjunto A
definido sobre un subespacio denso de .77. El valor esperado de una observ-
able A en un estado ¢ es el nimero real (p, Ap). En la representacién de
Schrodinger la evolucion de un sistema cuédntico se especifica indicando como
cambian los estados en el transcurso del tiempo. Dicho movimiento se realiza
mediante una familia de operadores unitarios U(t) : & — S generada por
un operador autoadjunto H (segin el Teorema de Stone) que se denomina
Hamiltoniano del sistema.

Un problema clasico en la teoria espectral de operadores lineales es la
caracterizacién de los vectores propios y/o los valores propios asociados a
un operador. Este problema ha probado ser bastante dificil en general. De
hecho, no existe método alguno para su solucién y unicamente los métodos
perturbativos ofrecen una respuesta parcial a la caracterizacion de los eigen-
valores. En el caso en que se tiene una familia de operadores dependiente
de un parametro, el problema se complica ain mas. A falta de una teoria
general es particularmente interesante considerar ejemplos que puedan re-
solverse exactamente para poder inducir propiedades generales. Este es uno
de los objetivos de este trabajo. Consideramos un Hamiltoniano dependi-
ente del tiempo para el cual se caracteriza el valor propio asociado al estado



fundamental, siguiendo técnicas empleadas en otros trabajos, principalmente
[Arrl] y [AS].

En el articulo de Arredondo[Arrl], se estudia el modelo del parametro de
impacto para la dispersion de una particula ligera y dos particulas pesadas.
En particular, se analiza el comportamiento asintotico de la probabilidad
de transicion cuando la velocidad relativa de las particulas pesadas tien-
den a cero. En la primera parte de este trabajo, estudiamos el hamiltoniano
dependiente del tiempo asociado a este problema. En el modelo que men-
cionamos, se asume que cada particula pesada tiene masa muy grande y que
sus movimientos a lo largo de una trayectoria clasica, no se afectan por la
particula ligera. En tal aproximacion, la influencia de cada particula pesada
sobre la ligera se representa por potenciales dependientes del tiempo. En este
trabajo se desprecian los efectos magnéticos y se toman los potenciales de
interaccion entre la particula ligera y las pesadas, como separables.

Sobre el espacio de las funciones complejas de cuadrado integrables (re-
specto a la medida de Lebesgue dx) sobre R™, denotado por L*(R"), se define
para cadat € R, el operador H,(t) con dominio H%(R") (el espacio de Sobolev
de orden 2), con

1
Hy(t) = —5 A=AV = AV, (1)

donde A es el operador de Laplace, A := 8‘9—; + o+ 66722. Las constantes,
1 n
A, A2 € RT y Ay > \y. El operador V esta definido por

Vo =(g9,9)g, Vee L*R"),

donde g es una funcién no nula en L*(R"), (f,9) = [g. f(x) g(x) dz denota
el producto escalar en L*(R"), y el operador V, se define como

Vop = (9p,9)9p, Vo € L*(R")
donde
90(T) = g(T = p(1)).
La funcién p(t) se considera de R a R™, dos veces continuamente diferenciable
y tal que, para algin t. > 0,
Co

|p(t) - C_:;I - tU_:H < |t|0"

Vt, con |t| >t
dk

ﬁ(p(t) —cq —tig)| < Cpof, Vi, con |t > ty, ypara k =1,2.



En las condiciones anteriores, o > 0, c1,v: € R"™ con vy # 0. Ademss,
vi=|vi] <1ly
@p(t) <o VWt con |t| > ty, y para k =1,2.
Se asume que t4, [c1| y C} estdn acotadas por un nimero positivo M.

El vector de estado de la particula ligera satisface la ecuacion de Schrodinger

)
i V() = H,(O)U(2).

La solucion de la ecuacion anterior esta dada por una familia de operadores
unitarios con dos parametros

Uy(t,s), t,seR.

Sea H; el operador autoadjunto sobre H*(R") definido por
1
H1 - —§A - )\1‘/

El operador —%A tiene como espectro esencial el conjunto [0, +00). También,
H es positivo ¢ tiene un tnico valor propio negativo —(Q);.

Sea P el proyector ortogonal sobre el espacio fundamental no degenerado
de H;. La existencia de operadores de onda (o de Moller)

Qi(v) =s — lim U,(0,t)e "1 P,
t—+oo
se prueba en [Arrl], donde s — lim indica convergencia fuerte. Sea ¢ un estado
fundamental normalizado de H;. Asumiendo que inicialmente la particula
ligera se encuentra en el estado dado por ¢, se tiene que la probabilidad
que después de la interaccién la particula ligera permanezca en el estado ¢
esta dado por

P(v) = | (¢,21(0)" Q- (0)9) |* = | (2 (v), Q- (v)9) |*.

En [Arrl] se prueba que para velocidades v (= O) pequenas, la posibilidad
de una transicion de estado es improbable:

lim P(v) = 1.

v—0



Este resultado es una justificacion tedrica rigurosa del criterio de Massey en
fisica experimental.

Este trabajo esta dividido en tres capitulos. En el primero se recogen los
conceptos y resultados basicos que usaremos. La mayor parte de los resultados
no son demostrados porque los consideramos clasicos y pueden leerse en los
libros usuales de Analisis Funcional.

En el capitulo 2 justificamos partes importantes de lo que hemos men-
cionado al inicio de la introduccion, estudiando el hamiltoniano definido en
(1), asociado a este problema. Caracterizamos principalmente el estado fun-
damental y los eigenvalores asociados.

En el capitulo 3 se estudia un hamiltoniano méas complicado que el es-
tudiado en el capitulo 2. El hamiltoniano que se estudia en el capitulo 3
estd definido de la siguiente manera: Para t € R, sea

1
H(t) = _QA — Vi = XVi, — Vo — Vo, (2)

donde A es el operador de Laplace en R" y, \; y p;, con ¢ = 1,2, son con-
stantes positivas. El operador H(t) esta definido sobre L*(R", dz) con do-
minio H?*(R™) también. Los operadores V; y V3, definidos por

Vie = (gi9)gi» Vo € L*(R*,dx), i=1,2, (3)

y las funciones g¢;, (i = 1,2), son funciones no nulas de L*(R", dz).
Ademas,

Vi = (Gips©)9ip, con g ,(x) = gi(xz — p(t)).

Donde p(t) es una funcién continua de R a R™, que para simplificar la no-
tacién, suponemos que p(0) =0 € R" y

lim |p(t)| = oco.
[t|—~00
Como se observa, los hamiltonianos son similares por lo que se espera que

mediante técnicas semejantes se puedan obtener y demostrar propiedades que
ellos tienen. Asi es como caracterizamos también los eigenvalores asociados
al estado fundamental del hamitoniano (2) y obtenemos un un resultado
original. Mostramos que el estado fundamental de H(t) es no degenerado
para todo t € R.



Capitulo 1

Teoria basica para el analisis de
operadores

En este capitulo reunimos elementos previos (definiciones, ejemplos, teo-
remas, etc.) que consideramos béasicos e importantes para el desarrollo de
este trabajo. Estos temas pueden encontrarse en libros de andlisis funcional
o de fisica matemadtica, por ejemplo, [Arr2], [Do], [HS], [RS1], [We], [Ka] y
[Yo].

1.1. La transformada de Fourier

Sea . (R") el espacio de Schwarz definido por
S (R™) = {f € C®(R")| sup |z*(D’f)(x)| < oo, para cada a, 3 € N}
Dado que el espacio de las funciones en C*°(R"™) con soporte compacto,

C3°(R™), es subconjunto de .#(R™), entonces el espacio de Schwarz es denso
en L*(R").

Definicién 1.1. Un espacio localmente convexo sobre C es un espacio
vectorial complejo X y una familia de seminormas {p; };cr en X tal que

pi(x) =0, Vi € I implica que x = 0.

El espacio . (R™) es un espacio localmente convexo donde la familia de
seminormas [Do] estd dada por la expresion (k € N)

1111 = D N+ ) D f ()] oo

lor| <k



Considerando que la topologia en .’(R") estd generada por una familia nu-
merable de seminormas, la topologia anterior es metrizable. Para este caso,
7 (R™) es un espacio métrico completo. Una de las tranformaciones méas im-
portantes sobre L?*(R™) que usaremos en este trabajo es la transformada de

Fourier. Esta se define inicialmente en .(R") y se extiende por continuidad
a todo L*(R").

Definicién 1.2. El operador transformada de Fourier F, aplica en la
funcién f € . (R™), como Ff = f, donde

~

f(é) = (27r)_”/2/n e " f(x)dx, VEER, (1.1)

dOHdG[If'fZZ:?:ll'igi slx = (xla"' 7xn) yé-:(gla 7571)

La integral en (1.1) se toma respecto a la medida de Lebesgue. De he-
cho, en todo este trabajo la integracion se tomara respecto a la medida
de Lebesgue dz, a menos que se especifique algo diferente. Se tiene que
fes (R™). Se define la transformada inversa de Fourier ! como
F1f = f, para f € #(R"), donde

flz) = (2m) /2 / e f(&)de, VaeR™
Las integrales en las definiciones de f y f tienen sentido pues f es una fun-

cién continua y de rapido decrecimiento, por tanto, integrable. Las funciones

f y f se conocen como, la transformada de Fourier de f y la transforma-

da inversa de Fourier de f, respectivamente. A continuacién presentamos

algunos resultados importantes sobre estos operadores. Las pruebas de las

proposiciones en este caso se pueden leer en libros como [RS1], [RS2] y [Do].
Para f € .Z(R™), se cumplen las siguientes igualdades:

(D*H)Mp) = (ip)*f(p) v (2°f(z)"(p) =i D*f(p).

Se tiene asi, que el mapeo F : .7 (R") — #(R™) es biyectivo y bicontinuo.
De hecho, F~! es precisamente el operador inverso de F. Enunciamos en
seguida una proposicién que afirma que F es unitario en .%(R"), fundamental
en el desarrollo de nuestro trabajo.

Proposicién 1.1 (Identidad de Parseval). Para f y g en #(R"), se
cumple la igualdad

~

(9, 1) = (g, h).
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En particular, si || - ||» denota la norma usual en L?(R"),

L2 = |1 fl]2,Vf € 7 (R™).

Proposicién 1.2 (Lema de Riemann-Lebesgue). La transformada de
Fourier se extiende de manera tnica a un operador acotado de L'(R", dz),
las funciones Lebesgue-integrables, en C,(R"), las funciones continuas que
se anulan en el infinito.

Definicién 1.3. Un operador acotado U sobre un espacio de Hilbert .5 con
producto escalar (-, ), es unitario si (a) (U¢, Uy)) = (¢, 1)), para cualesquiera
o, € Ay, (b) RanU = .

Segin el teorema de Plancherel, el operador transformada de Fourier
se define sobre L?(R") como la isometria obtenida al extender la transformada
de Fourier en el espacio .(R™) a todo el espacio L?*(R"). Esta extension es
tinica pues . (R") es denso en L*(R"™). El operador F : L*(R") — L?(R")
obtenido asi es unitario. Explicitamente, si f € L*(R"), f puede tomarse
como

~

7€) = lim (27)72 /| o

k—oo

donde el limite se considera respecto a la topologia inducida por la norma
usual en L*(R").

Ejemplo 1.1. Aplicamos la teoria anterior al operador de Laplace (Lapla-
ciano) A, operador diferencial de segundo orden, que en coordenadas carte-
sianas sobre R™ esta definido (formalmente) por

Este operador es de gran interés en Fisica Cuantica dado que se utiliza para
definir el operador de Schrodinger de un sistema cudntico (ver [HS]). Para
f € Z(R"™), aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
[AW, p. 126], se obtienen las siguientes propiedades para la transformada de
Fourier

L F(Of 0xy)(§) = —i &(F [)(E)-
2. Flxnf)(€) =i (O(F[f) /0 ().



donde x = (z1, -+ ,z,) y £ = (&1, -+, & ). Cuando aplicamos repetidamente
estas propiedades, hallamos que

F(Af)(@) = —2*(Ff)(x),

donde 22 := 2% + -+ + 22. Puesto que f(k) = (21)""2 [, e* f(x) d, el
lado izquierdo de la igualdad anterior puede escribirse como

A~

(FAF ) f(z) = —2*f(x)

FAF ' = —2° (1.2)
Otro ejemplo més interesante es el siguiente

Ejemplo 1.2. Consideremos la ecuaciéon de Klein-Gordon con potencial es-
calar,

o2
—@\P(x,t) =(-A—FE-z+q(x))¥(z,t) (1.3)
conx € R",t € R. El vector E € R" es constante. Ademas, A es el Laplaciano

y q(x) — E - x es un campo escalar. Consideremos el caso particular E :=

¢y = (1,0,---,0), de manera que (1.3) se reduce a
82
D (1) = (<A =y () () (1.4

La ecuacién (1.4) describe una particula relativista con espin cero y masa
cero en la presencia de un potencial escalar. Haciendo

(1.4) es equivalente a

0.
@Ef—Gf (1.5)
con G dado por
0 1
(1)
donde
L=—-A—-2x+q. (1.6)



Consideremos el caso en que g = 0. Asi, de (1.6), definimos Ly = —A — 24,
operador que tomamos con dominio el espacio .(R"). Por el Ejemplo 1.1,
—A = ',F_l(ff +£i):'r> donde f = <£17€J_> = <€17" ’ 7£n> Para 1/1 € y(R”)’
al integrar por partes se obtiene

(Fli%f@b)(x) — (2m) "2 / n ie“'fa%(fw)(é) dé = 21(x).

De manera similar,
Lot = e 13(E7 — )€™/,
Observemos que
(62— wul(a) = (2m) 00 [ G ) (FL) ) di,
R

donde F| denota la transformada de Fourier respecto a las variables x; =
(x9,+++ ,x,). Puesto que F | es un operador unitario y se tiene también que
e~%1/3 es unitario, se concluye que Lo es unitariamente equivalente al oper-
ador de multiplicacién por la funcién &2 — ;.

1.2. Teorema Espectral y Teorema de Stone

La teoria espectral se considerara sobre operadores autoadjuntos.

Definicién 1.4. Sea ## un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-). La
grafica de una transformacién lineal T : D(T) — ## con D(T) C A, es
el conjunto

N(T) = {{¢,Td)|p € D(T)} C A x .
El espacio .77 x ¢ es un espacio de Hilbert con producto escalar

((P1,91), (D2, 9)) = (P1, P2) + (Y1, ¥2). (1.7)

Decimos que el operador T' es cerrado cuando su grafica, I'(T), es un sub-
espacio cerrado de 77 x ¢ respecto a la topologia generada por la norma

(e, DI = VI8l + 1%,

misma que se obtiene de (1.7).

!Supondremos siempre que D(T') es un subespacio denso en 7.
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Asociado a cada operador A existe un uinico operador, llamado su adjunto,
que es una herramienta poderosa en el estudio del espectro.

Definiciéon 1.5. Sea T un operador en un espacio de Hilbert .77 con producto
escalar (+,-) y dominio D(T'), un subespacio denso en 7.

1. D(T™) es el conjunto de vectores ¢ € # para los cuales existe un vector
n € J tal que

(TY,¢) = (¥,n), paratodo o € D(T).

En este caso, definimos T*¢ = 7. El operador T™* se denomina el ope-
rador adjunto de 7T

2. T es simétrico si T* es una extension de T', es decir, D(T) C D(T*)
y T*|D(T) =1T.

3. T se llama autoadjunto si T'=T".

El siguiente teorema ofrece un criterio muy util para determinar cuando
un operador simétrico es autoadjunto.

Proposicién 1.3 (Criterio para operadores autoadjuntos). Sea T un
operador simétrico en un espacio de Hilbert JZ. T' es autoadjunto si y solo si
T es cerrado y Nuc(T* F i) := {¢p € D(T*)|(T* Fi)» = 0} = {0}, o bien, de
manera equivalente, T es cerrado y Ran(T'+i) := {(T+i)¢|y € D(T)} = .

Definicién 1.6 (Espacio de Sobolev). Consideremos el espacio normado
de las funciones ¢ € C™(R") tal que ||@||,n < 0o, donde

1/p

[Ellpm = | D DI

0<|a|<m

Aqui, ||¢||, es la norma en el espacio LP(R",dx), para 1 < p < oo. Se
define el espacio de Sobolev de orden m, HP"™(R™), como la completitud de
(C™R™), || - ||psm)- Sip =2, se denota el espacio de Sobolev de orden m por
H™(R™). El espacio H™(R™) es un espacio de Hilbert [HS].

Definicién 1.7. Sean (M, u) un espacio de medida y f : M — R una
funciéon medible. Decimos que x € R pertenece al rango esencial de f, siy
sélo si, para todo € > 0,

0 <p({meM|[[f(m)—z| <e}).

10



En el caso en que f es continua, el rango esencial de f es igual a la
cerradura de su rango.

Definicién 1.8 (Espectro y espectro esencial de un operador). Sea
A un operador cerrado en un espacio de Hilbert ¢, con dominio D(A),

1. Decimos que un nimero complejo A pertenece al conjunto resolvente
de A, p(A), si el operador (A—\I)~! existe y es acotado (I es el operador
identidad). El espectro de A, 0(A), se define como o(A) = C\ p(A).

2. Un vector u no nulo que satisface Au = Au, con A € C, se denomina
vector propio y A es el valor propio correspondiente.

3. Si A es un punto aislado de o(A) y es un valor propio de multiplicidad
finita?, entonces decimos que A € g4(A), el espectro discreto de A. El
espectro esencial de A, o (A), se define como es(A) = o(A)\og(A).

Las transformaciones isométricas (mapeos que preservan norma) son muy
utiles en mecanica cuantica. Cuando U es unitario, es decir, es un operador
isométrico, acotado y sobreyectivo, y, A un operador cerrado, la conjugacién
del operador A por U, definido por

AU = UAUil,

con D(Ay) = U(D(A), es 1til en el andlisis espectral de A, tal como lo
muestra el siguiente teorema.

Proposicién 1.4. Sea A un operador cerrado y U un operador unitario.
Entonces se cumplen:

1. Ay es cerrado sobre D(Ay) v o(Ay) = o(A);
2. Si A es autoadjunto, Ay es autoadjunto.

Proposicién 1.5. Consideremos un espacio de medida finita (M, u). Si f :
M — R es una funcién medible y, finita casi en todas partes, entonces el
operador T(p) := f¢ sobre L?(M, du), con dominio

D(Ty) = {¢|fp € L*(M,dp)},

es autoadjunto y su espectro o(7) coincide con el rango esencial de f.

2Esto significa que el subespacio {¢ € H#|A¢ = ¢} es de dimensién finita.

11



Teorema 1.1 (Teorema Espectral en su forma de operador de mul-
tiplicacién). Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert
separable # con dominio D(A). Entonces existen un espacio de medida
(M, u), con medida finita u, un operador unitario U : 2 — L*(M,du), y
una funcién f : M — R = RU{=£oo}, finita casi en todas partes, tales que,

(a) ¢ € D(A) siysolosi f(-)(Up)(-) € L*(M,dpu).
(b) Si ¢ € U[D(A)], entonces (UAU '¢)(m) = f(m)p(m).

Ejemplo 1.3. Aplicaremos el resultado anterior a nuestros dos ejemplos.
Considerando que la medida de Lebesgue no es finita, podemos construir un
mapeo unitario del espacio de medida o-finita (R", dx) a un espacio de medida
finita (R", ;1) finita de la siguiente manera. Sea h € L'(R"™, dz) con h > 0.
Hagamos dy := hdx. Consideremos el mapeo V : L*(R™, dz) — L*(R",du),
donde

f

Observemos que

IS
IV Alirenan = [ d

R'n
= ||V fll L2 &n da)-

Asi, en los ejemplos 1.1 y 1.2 que hemos estado considerando, el operador
unitario V' al que se refiere el teorema anterior es la composiciéon de la trans-
formada de Fourier con el operador V.

Ejemplo 1.4. Considerando que los operadores de los ejemplos 1.1 y 1.2 son
unitariamente equivalentes a los operadores de multiplicacién por f(x) = —x?
y por f(z) = (x3+- - -+x2)—x1, respectivamente, se deduce, segtin el teorema
anterior, que los operadores —A y Ly son autoadjuntos. Ademds, o(—A) =
[0, +00) y o(Lo) = R, pues las funciones f(z) = 2%y f(z) = (23+ - -+22)—xy
son continuas y sus imdgenes son [0, 00) y R, respectivamente.

En relacién con el teorema 1.1, para cualquier operador autoadjunto A,
dada una funcién de Borel acotada h sobre R, se define

h(A) :== U '"Ty U, (1.9)
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donde T}y es el operador sobre L*(M,dp) el cual actia por multiplicacién
por la funcion h o f. De esta observacion y del teorema 1.1, se sigue otra
version del teorema espectral. Denotemos por

L) ={T : H# — H|T es operador lineal continuo}.

Teorema 1.2 (Teorema espectral en su forma de cédlculo funcional).
Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert separable 7. En-
tonces existe un inico mapeo ¢ : B,(R) — Z(5¢), donde B, (R) representa
el conjunto de las funciones complejas de Borel acotadas, y cumpliendo

(a) ¢ es un *-homomorfismo algebraico, es decir, ¢ cumple

(b) ¢ es continuo, esto es, ||¢(h)||2(x) < ||h||, para cada h € B,(R).

(c) Sea {h,(x): n € N} C B,(R) con h,(z) — z para cada x y |h,(z)| < |z
para toda x y toda n. Entonces, para cualquier ¢ € D(A),

lim ¢(h) = Av.
(d) Si hy(z) — h(z) para toda x y si la sucesién {||h,||} es acotada,
entonces ||¢(hn) — @(h)|| 2(x) — 0.
(e) Si Ay = A\ entonces ¢(h)) = h(\).
(f) Si h >0 entonces ¢(h) > 0.

El teorema espectral en su forma de medida valuada sobre proyecciones
se sigue del cdlculo funcional. Sea P, el operador xqo(A), donde xq es la
funcién caracteristica del conjunto Borel medible €2 C R. Para cada ¢ € 72,
Q — (¢, Pag) es una medida de Borel sobre R que se denota por d(¢, Py¢).
La medida compleja d(¢, Py¢) esta definida por la identidad de polarizacion.
Ahora, dada una funcién de Borel acotada g, definimos g(A) por

(6. 9(A)9) = / 9(N) d(6, Pro)
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donde g(A) coincide con la definicién dada anteriormente en el teorema (1.1),
es decir, g(A) = U 'T,pU. Cuando la funcién g de Borel no es acotada, se
define

D, ={oc 1 [ liVPdie. o) < oo}

Asi, D, es denso en S y el operador g(A) sobre D, se define como

wgmwwaémnﬂ¢a@.

Denotamos ¢g(A) definida previamente como

o) = [ gy an,

En particular, para ¢, 1 € D(A),

(6, Au) = /R Ad(6, Py,

El siguiente teorema resume lo anterior.

Teorema 1.3 (Teorema espectral en su forma de medida valuada so-
bre proyecciones). Existe una correspondencia uno a uno entre operadores
autoadjuntos A y medidas valuadas sobre proyecciones { Py} sobre ¢, dada

por la correspondencia
A= / AdPy.
R

Si g es una funcién a valores reales de Borel sobre R, entonces

MA%iéﬂMdﬂ

definida sobre D,, es autoadjunto.
El siguiente teorema usa el calculo funcional para definir 4, en un es-

pacio de Hilbert, cuando A es autoadjunto.

Teorema 1.4. Sea A un operador autoadjunto y definimos (usando (1.9))
U(t) = 4. Entonces
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(a) Para cada t € R, U(t) es un operador unitario y U(t + s) = U(t)U(s)
para cualesquiera t, s € R.

(b) Sip € H yt— ty, entonces U(t)p — Ul(ty)yp, en la norma de 7.

t —
(c) Paray € D(A), w — 1Ay cuando t — 0, en la norma de 7.
t —
(d) Silimy;_ W existe en la norma de J#, entonces ¥ € D(A).

Teorema 1.5 (Teorema de Stone). Sea U(t) cumpliendo los incisos (a)
y (b) del teorema anterior, sobre un espacio de Hilbert . Entonces, existe
un tnico operador autoadjunto A sobre S tal que U(t) = 4.

1.3. Espectro esencial y teorema de Weyl

El teorema de Weyl garantiza la estabilidad del espectro esencial de o-
peradores autoadjuntos bajo ciertas perturbaciones llamadas perturbaciones
relativamente compactas. Consideremos operadores autoadjuntos sobre un
espacio de Hilbert 7.

Definamos antes la norma de un operador. Sean 77 y .74 espacios nor-
mados. Un operador A : D(A) C 74 — 7 se dice acotado si existe C' > 0
tal que ||T'¢|| < C'||¢|| para todo ¢ € D(A). Para un operador acotado A de
A en 5 se define la norma ||A|| por

||| = mf{C > 0 [|T6]| < C 16| para todo ¢ € D(A)}.

Ahora recordamos la definicién de un operador compacto. Un conjunto se
dice precompacto cuando su clausura es compacto. Sean X e Y espacios de
Banach. Un operador T' € Z(X,Y) se llama compacto si manda conjuntos
acotados de X en conjuntos precompactos de Y. Equivalentemente, T es
compacto si y solo si para cada sucesién acotada {z,} C X, {T z,} tiene una
subsucesion convergente en Y. Pero en espacios de Hilbert, ésta es equivalente
a la siguiente [AJS].

Definicién 1.9. Un operador T de la forma

m

Te =Y (¢i,0) i, V€L, (1.10)

=1
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donde {¢;,¥;} C F y m es finito, se llama operador de rango finito. Un
operador acotado A se llama compacto si existe una sucesién de operadores
de rango finito {7}, }.men tal que

lfm ||T;, — Al| = 0.

Definicién 1.10. Sea A un operador cerrado con p(A) # 0. Un operador B
es llamado A-compacto si,

1. D(A) C D(B);
2. B Ra(2) es compacto para algin z € p(A), donde Ra(z) := (A—2I)71,

Enunciamos el resultado sobre la invariancia del espectro esencial que
hemos mencionado.

Teorema 1.6 (Teorema de Weyl). Sean A un operador autoadjunto y B
un operador simétrico. Si B es A-compacto. Entonces,

Uess(A + B) = Oess(A)~

Un resultado importante que usaremos (combinado con el teorema de
Weyl) en los capitulos posteriores es el siguiente.

Teorema 1.7. [HS, p.73] El espectro del operador autoadjunto —A sobre
H2(R") es 0(—A) = 0ess(—A) = [0, 00).

1.4. Convergencia de operadores no acotados

En esta seccién, definimos ciertos tipos de convergencia de operadores y
enunciamos algunos teoremas al respecto.

Definicién 1.11. Sea A = {A4,|n € N} una familia numerable de operadores
autoadjuntos. Decimos que A,, converge al operador A en el sentido de la
resolvente en norma si Ry(A,) — Rx(A) en norma, para cada A € C\ R.
Decimos que A,, converge al operador A en el sentido de la resolvente
fuertemente si R)(A,) — R\(A) fuertemente para cada A € C\ R.

Teorema 1.8. Sean A, y A operadores autoadjuntos.
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1. Si A, — A en el sentido de la resolvente en norma y f es una funcion
continua sobre R que se anula en +o00, entonces

[1f(An) = F(A)]] = 0.

2. Si A, — A en el sentido de la resolvente fuertemente y f es una funcion
continua y acotada sobre R, entonces

f(An)p — f(A)gp, Vo € H.

Un resultado que usaremos frecuentemente en el trabajo esta dado por el
siguiente teorema.

Teorema 1.9. Sea P4(t) un operador continuo en la norma de operadores
para cada t € R. Si Pi(t) = Pa(t) y P;(t) = Pa(t), Vt € R, entonces
dim P4(t) es constante.

Demostracion. Sea tg € R. Sin pérdida de generalidad, podemos consid-

erar que dim P4(ty) = n, para algin n € N.
Consideremos 0 < € < 1. En este caso, existe § > 0 tal que

€

t—to] < =||Pa(t) — Pato)|| < —=-

|t — to ||Pa(t) — Pa(to)ll Tn
Supongamos que {p1(to), ..., pn(to)} es una base ortonormal de Ran Py(tp).
Entonces, si para alguna combinacion lineal de esta base se cumple

n

> ciPalt)pilto)

=1

:O,

entonces, puesto que Pa(to)pi(to) = wil(to), Yi=1,...,n,

n 1/2
= (Z |Ci|2)
i=1

D cilPa(t) = Palto)gilto)

n

Z ciPa(to)pi(to)

i=1

<

& (1.11)
< Z |cill|(Pa(t) — Pal(to))l]

n 1/2
< (Z ycf) €.
i=1
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lo cual es una contradiccién. Por tanto, Ran Pa(tg) < Ran P4(t). Intercam-
biando ¢ por ty obtenemos la otra desigualdad. O
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Capitulo 2

Estudio del espectro discreto de
un hamiltoniano dependiente
del tiempo asociado al modelo
del parametro de impacto

2.1. Introduccion

Consideramos un proceso donde para cada tiempo t la energia del sistema
estd representada por el operador H(t). Si ¢ es el estado inicial del sistema
para t = —oo con energia asociada Fj;, y si se sabe que durante el proceso la
variacion de la energia v (H(t)) := E; — E; satisface para algin € > 0,

—e<v(H(t)) <e,

donde E; es la energia asociada a H(t), entonces los estados energéticos
probables durante el proceso corresponderan a los estados del sistema con
energfa asociada F; en el intervalo (F; — €, E; +¢). Esos estados se aproximan
asintéticamente al estado final ¢ (es decir, cuando t = +00). La aprozimacion
nos permite dar una estimacion de la probabilidad de transicion entre el esta-
do inicial y el final. Por esta razén, se necesita tener un conocimiento preciso
del espectro discreto del operador H (t). Asi, nos proponemos en este capitu-
lo estudiar el espectro de un operador dependiente del tiempo asociado al
modelo del paramtero de impacto, y caracterizar los valores propios corre-
spondientes al espectro discreto.
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2.2. Definicion del Hamiltoniano

En [Arrl] se considera para todo t € R el operador
1
H,(t) = ~3 A =NV =XV, (2.1)

con dominio D(H,(t)) = H?(R"). Los nimeros reales Aj, Ay, cumplen \; >
Ay > 0. El operador V' se define por

Vo =1(9,9)9, Vo€ L*R"), (2:2)

donde g es un vector fijo no nulo en L?(R") y (-, ) denota el producto escalar
usual en el espacio de Hilbert L*(R™). El operador V, se define como

Voo = (9, )gp. Vo € L*(R") (2.3)

donde
9p(z) = g(z — p(t)). (2.4)

con p una funcién continua de R a R", dos veces diferenciable que cumple,
para algin t4 > 0,

ﬁ V& t>1tg; (25)

jt*’

lp(t) — €4 — Vit <

dk
|%(p(t) —Cr — Vi) S OWF, VEt>ty ypara k=12 (2.6)

donde a € R*,E, Ve R", V£ 0, v := V| <1y

dk
ﬁp(t)’ <ob, —t_ <t<t, parak=12 (2.7)

Llamamos M a la constante definida por
M = max{ts, |c+|, Co, C1, Co}. (2.8)
Asi, p se comporta como la recta €y + V.t para t suficientemente grande.
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2.3. Interpretacion fisica

El operador H,(t) esta asociado al modelo del pardmetro de impacto para
la dispersion de una particula ligera y dos particulas pesadas. En este mod-
elo se asume que las particulas pesadas se mueven a lo largo de trayectorias
clasicas y que no son afectadas por la presencia de la particula ligera. Se
supone también que las particulas pesadas tienen una masa muy grande y
su influencia sobre la particula ligera esta representada por potenciales que
dependen del tiempo. Consideraremos que los potenciales son separables. El
vector propio correspondiente al infimo del espectro de H,(t) es llamado el
estado fundamental del sistema H,(t).

2.4. Espectros de operadores asociados

Primero, estudiaremos el espectro de operadores menos complejos que nos
permitirdn demostrar ciertas propiedades de H,(t) en lo sucesivo. Conside-
raremos los operadores

1

con V defininido como en (2.2), con dominio H*(R"). Es bien conocido que
el operador Laplaciano,
1 1~ 07
Hy:=—A=—= —
0 2 2 & Ox?’
con dominio D(Hy) = H?(R"), es autoadjunto [HS] y su espectro o(Hy)
coincide con su espectro esencial o.45(Hp) = [0, 00).
Usando el teorema de Weyl para V', el cual es compacto por tener rango
de dimensién finita, se tiene para i = 1, 2,

Uess(Hi) = Uess(HO) = [0700) (21())

Interesa saber ahora cudl es el espectro discreto de H;, © = 1,2. La sigu-
iente proposicion sera de vital importancia en éste trabajo.

Proposiciéon 2.1. El operador H, tiene a lo mas un valor propio negativo,
—(@2, v es de multiplicidad uno.
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Demostracion. Si —Q es un valor propio negativo, existe 0 # ¢ € D(Hy)
tal que

Hyp = —Qp (2.11)

Sustituyendo Hs y aplicando transformada de Fourier en ambos lados, obten-

emos
1

519295(29) — a2(9,9)9(p) = —Qe(p)

donde p? := pi+---+p2, p = (p1, -+ ,Pn) € R™. Aqui usamos el hecho de
que la transformada de Fourier de —%A(gp) es %p%. Lo anterior implica

~

g(p)

Tito (2.12)

o(p) = Xa(g, )

Entonces

70 +Q
— Mo, g 7 g
2(9, ) ((%pQ—i—Q)I/Z (% 9 Q)I/Q)
. 2
= (g,
2(9 ()0) (%p2—|—Q)1/2

Obtenemos asi,
2

1/2
(3 +Q)"
Consideremos la funcién « : Rt — R dependiente de (), definida por

2

~

9
(32 + Q)"

Derivando « respecto a () y usando el teorema de la convergencia dominada

de Lebesgue, se obtiene
1 -
(5172 + Q) g

22

a(Q) == ‘ (2.13)

o (Q) = - ‘




9(p)

Por tanto, o es monétona decreciente y Ran(a) = (0, 1), con

=2
n| D

donde I puede ser +o00. De esta manera, para /\1—2 € (0,1), existe un tnico
5 € RT tal que a(Q2) = <. En este caso, —Q es valor propio tnico de Hy
A2
y el vector propio correspondiente ¢ cumple

dp,

‘ 2

A

. g
p=15—
502+ Q2
En efecto, si a(Qs) = %2, entonces
— 1 g g ) .
Hop = ~pP 52— = o 15—
R 502+ Qs 2(9 50?2+ Qo g
2
IR ; A
= 1
2" 12 1 Q, (Lp? + Qo) (2.14)
Ly, g N
20 pP+ Qo
= —(Qa2¢
Entonces Hap = —Qayp, pues la transformada es inyectiva en D(Hjy) [RS1].
De (2.12) vemos que la multiplicidad de —Qs es 1. O

Ahora usamos la demostracién anterior para probar el siguiente corolario
que se refiere al espectro discreto de operadores definidos de manera similar.

Corolario 2.1. Si H, tiene un unico valor propio —()2, entonces los oper-

adores Hy y H = —%A — (A1 + A2)V tambien tienen un tnico valor propio
de multiplicidad 1,— Q1 y —Qo, respectivamente. Ademas,
—Qo < —Q1 < —Qs.
Demostracion. Como A\ + Ay > A1 > Xy > 0, entonces
1 1 1

< — < —.
M+ A A
Dado que la funcién «, definida en (2.13), es mondtona decreciente, la ex-

istencia de —@)5, valor propio de H,, implica la existencia de —Q¢ y —Qy,
valores propios de Hy y Hy, de multiplicidad 1, respectivamente. Ademas,

Q2 < Q1 < Qo. O
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2.5. Caracterizacion del espectro discreto del
hamiltoniano

En esta seccidn, enunciamos y demostramos un resultado que caracteriza
el espectro discreto de H,(t).
Teorema 2.1. Sean g y p como en (2.1)—(2.4) y
—E(t) =inf{a e R|a € a(H,(t))}.

Supongamos que Hs tiene valor propio —Qs. Si Ay > Ay > 0, entonces —E/(t)
es de multiplicidad 1 y

_E(t) S [_E07 _Q1]7 vt € Ra
donde —F) es el infimo del espectro del operador autoadjunto
1
_QA — (M + )V

y —@Q; es el infimo del espectro de Hj.
Ademas, si existe otro valor propio negativo de H,(t), éste se halla en [—Qs, 0).
Tambien, el vector propio para —FE(t) puede ser tomado como

V(1) = F 1Ot (pP/2+ E() " (c(t)g, + §) (2.15)

Xz (30, (77/2+ E() ' 9)
(/2 + E() 5|

y Q; ! como un factor de normalizacién para que ||¥(t)|| = 1. Se tienen
tambien las siguientes desigualdades,

= (2.16)
1— Xy

2
1 < g i

< < VteR. (2.17)
N 1/2 ’
y
P’ -
o - | (5+50) g, +9
N B (2.18)
s A
_(1 )\1)H<2—1—E0) gll, VteR
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Demostracién. Supongamos que ¥(t) es un vector propio con valor propio
—E(t), E(t) > 0, es decir,

H,(H)T(t) = —E(t)U(t) (2.19)

Para simplificar la notacién, escribimos E y U en lugar de E(t) y ¥(t). La
ecuacion anterior es equivalente a

1
—§A\I] — /\1(97 \I/)g - /\2<gp’ \I/)gﬂ = —EV

Aplicamos transformada de Fourier a ambos lados para obtener

1

§p2¢f(p) — Mg, )g(p) — Aa(g,, V)ip(p) = —ET(p), YpeR" (2:20)

donde p? := p? + -+ p? para p = (p1, -+ ,pn) € R™. Entonces

~ ~

T g gp
U= \(g,U)—2— + N\y(g,, U)—22—
1y )§p2+E + Aa(g, >§p2+E

Usando la expresién de ¥ dada en (2.21) y considerando que (§, ) = (g, ¥)

A

v (G, ¥) = (g,, V), obtenemos el sistema de ecuaciones

A e g i (s 9
U) =\ (g, U ——— |+ v
(9, V) 1(9, V) <97 %pQ E) 2(9p, V) <97 %p2 E)

. . (2.22)
(95 9) = (3, 9) (g ﬁ) + Aol ) (g ﬁ)
Que en notacién matricial se expresa como
M (9,90 +E)) =1 X (9,9,(30° + E) V) (9, 9) .
A1 (f]p,fj(%ﬁ + E)_1> A2 (gmgp(%p? + E)_l) —1 (gm \i’) (;23>

Notemos que
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2

.1 _
gp(§p2+E) 1/2

| _
(gp,gp(§p2+E) 1) =
Expresamos (2.23) como
~ _ 2 A A _ P
MaGp2+E)7 2 -1 A (6, 9,(30° + E)7Y) (g, %)
~ ~ _ ~ _ 2 ~
M (G0 0GP+ B N||9,G02+ E)TV2 =11 L (30 7)
Ademas,
P —1 oLy -1
9p(5p + E) 9p79(§p + E)
2 —1/2 L, —1/2 .1y —1/2 » L, —1/2
p°+E) ,gp(gp + E) gp(§p + E) ,9(51) + E)
2 1
= ‘(g:gp(§p2 + E)_l)

En consecuencia, el sistema anterior tiene solucién no trivial si, y solo si,
el determinante de la matriz anterior es cero, esto es, si se cumple

(b (-

—~

2

1 _ 1 _
_ ‘(g(§p2+E) 1/2,gp(§p2+E) 1/2)

1 ) 1 .
Go(5p° + B) 72 a(Gp* + EB)*

2

= M Ao <g, gp(%p2 + E)—l) (2.25)
Ademas, parat € R
i) = (27 [ gt = ptt) da
= (277)—71/2/ €—i<p,y+p(t)>g(y) dy (2.26)
— 0> g(p) Yp e R™.
De esta manera se tiene que
[tz - | @)
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Asi, la ecuacién (2.25) es equivalente a
2 2
<1 Y ) <1 .Y )
PN 1 2 E -1
9:9p(50" + E)

= Ao
Mostraremos que —FE/(t) satisface —E(t) < —Q1 < —Q2. Del corolario
3.5, sabemos que —(@); es negativo. Tomemos E > 0 independiente de t.

1 ) 1 )
a(5p° + ) 12 a(5p* + ) 12

: (2.28)

Definamos
Di(t) = (M + M)a+ Mo (f(t) — a?), (2.29)
donde
g 2
a = H (_p2 + E')l/2 (230)

1 A/
0= (3.0, + £ (231
Observemos que en la ultima ecuacién, aunque E es independiente de t, la
dependencia en g, de ¢, implica la de f. La funcién Dg(t) viene de desarrollar
(2.28) de tal manera que la ecuacién (2.28) se cumple si Dg(t) = 1.
Notese que

ft)—a*<0, VteR (2.32)
pues, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por (2.27),

L e
" 1,2 = 1(1,2 1/2 1.2 1/2
P+ p*+E p*+ E
? G A ) ) & ) (2.33)
9
|tz
Por tanto,
sup Dg(t) < (A1 + A2)a (2.34)

teR

Ademas, desarrollando f(t) se obtiene,

~ 2 2
—i p R
[ e B8 4 = psote

£(t) = vy
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con s en L'(R") y definida como

9(p)[*
o + B

s(p) = Vp € R™

Segun la definicién de p, limy 4o |p(t)] = o0, y del lema de Riemann-
Lesbesgue se obtiene lim, .4 |h(p(t))| = 0. Se sigue que,

Entonces se cumple
inf DE(t) = DE(:EOO> == ()\1 + /\2)@ - )\1)\2&2. (235)

teR

Por tanto, —E es valor propio de H,(t), si y sélo si,

(/\1 + /\2)(1 — )\1/\26L2 S 1 S sup DE(t) S ()\1 + /\Q)CL. (236)

teR
También se tiene
sup(A1 + A2)a — A Aaa® = (A1 + A2)a — A Aaa®) oz 1a0)/200 00

B ()\1 +/\2)2 - (237)
AN '

La primera desigualdad en (2.36) es equivalente a la desigualdad

(1)

misma que tiene solucion

a < (2.38)

1 , S 1
" 6 a> N
Observemos que (A; + Ao)a — MAea®? = 1siysélosia=1/\; 6 a=1/)\,.
Ahora considerando la desigualdad 1 < (A;+Az)a en (2.36), junto con (2.38),

se obtiene que los valores de a en los que (2.36) se cumplen, son:

1 1
<a —_
A+ T A

IN

1
4 > 2.39
6 az+ (2.39)
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Sabemos de (2.13) que a es mondétona decreciente como funcién de E en-

tonces, se cumple
—Ey < —E(t) < =

o)
—Qy < —E(t) <0.
De la demostracion de la proposicion 2.1 y el corolario 2.1 se sigue que
. 2
g 1
_J || == 2.40
‘ (%pz + Q)12 A ( )
g 1
_— | = — 2.41
‘ (30% + Ep)'/? AL+ A (2.41)

De (2.30), (2.39), (2.40) y (2.41), se obtiene (2.17).

Ahora probamos que hay solamente un valor propio en el intervalo [— Ey, — Q]
y es de multiplicidad 1. Sea h(t) una funcién continua de R a R" tal que
h(t) = p(t) si |t| > to para algin to > 0 y h(0) = 0 € R"”. Ahora considere-
mos el operador H,(t) definido como H,(t) con h en lugar de p. Aplicando
el corolario (2.1) obtenemos que

dim P_p, _0,(0) = 1, (2.42)

donde P(t) es el proyector espectral de H,(t) asociado al conjunto de Borel
A. Por el teorema (1.9) se obtiene

dim P_g, o, (t) = 1,Vt € R. (2.43)
Por (2.43) se tiene que si [t]| > o,
dim P_p, g, (t) = dim P_g, _o,(t) =1, (2.44)

donde Py es el proyector espectral de H,(t) asociado con el conjunto de Borel
A. Aplicando el teorema (1.9) otra vez, se concluye que

dim P[—EO,—Ql}(t) =1,Vt € R. (245)

Dado que (2.24) tiene solucién no trivial, se deduce que es equivalente a

N (G, 922+ B)Y) (3,9) + (o [[g,2/2 + B)2|” = 1) (9, 9) = 0.
(2.46)
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De donde se obtiene

Mg, W) (9, 9(0°/2 + E() )

G, 0) = (g,, ) = 2.47
) = 08 = a2 B
Sustituyendo la igualdad (2.47) en (2.21), se obtiene

V=g, 0)(P*/2+ B(1) " (e()g, + ). (2.48)

donde ¢(t) esta definido como en (2.16). Aplicando transformada inversa de
Fourier, 7!, en (2.48), obtenemos (2.15) con Q; definido como en 2.18. O

2.6. Caracterizacion del estado fundamental

Probamos algunas estimaciones respecto a la variable temporal del estado
fundamental y su valor propio correspondiente del operador H,(t). Esto nos
permite estudiar la probabilidad de transicion del estado inicial.

Teorema 2.2. Sean g y p definidos en (2.2)—(2.4). Consideremos el oper-
ador definido en (2.1). Las siguientes relaciones son vélidas para su estado
fundamental 1 (t) y el correspondiente valor propio —E(t): para k = 1,2,

& [t .

dkE(y)‘ch v sup dtk ()H<C’M (2.50)

ek | dt* teR
donde las constantes Cys y Ths solo dependen de la M tomada como en (2.8).

teR

Demostracion. Las desigualdades (2.50) se siguen directamente de (2.5)—
(2.7) y de las ecuaciones de abajo.
Nos concentramos ahora en probar (2.49). Primero para

dv [t Cu .
No hay pérdida de generalidad si tomamos p(t) de la forma
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dk

Notemos que
t
%pl (;)‘ < CI,M YVt € R,k} =1,2.

13 .
pl <;>‘ S1 TM < |t’, y,
(2.53)

Considerando que H,(t/v) V(t/v) = —E(t/v) ¥(t/v) con ||¥|| = 1, se tiene
que

1
—t| <
2

(U(t/v), Hy(t/0)W(t/v)) = —E(t/v), ¥teR (2.54)

y luego,
B )0 =~ (1) = 4 (/). Hule0)ue/)

(W'(t/v), Hy(t/v)W(t/v)) + (¥(t/v), H,(t/v)¥(t/v))
(W'(t/v), B(t/v)¥(t/v)) + (U (t/v), H,(t/0)¥(t/v) + Hy(t/0)¥'(t/v))
0+ (W(t/v), Hy(t/v)¥(t/v)) + (Hy(t/v)¥(t/v), ¥'(t/v))

—o (e (D)o (f) e (L)) (259

donde hemos usado el hecho de que H, es autoadjunto y que (V(t), V'(t)) =
De la ecuacién (2.55) se obtiene una expresién més explicita para di (%)

E
P2 (5ot 1) a0 00) (% 0/0).5,) = (B 0/0) 50 110) 35) (0 0/0) ]
donde - denota el producto escalar usual en R". De (2.53) y (2.15)—(2. 12)56
tiene

-1 (ﬁ. p(t/v) g, \if(t/v))‘ < dile(t/v))

(Y

st [P 0P 62 + Eefe) '] (257
El segundo término de la desigualdad previa es igual a
o AR /_ezwt/”p G (/2 + Et/v)) " d'p| =
0?
t P-pt/v) ~ 2/24 E(t/v)) " d" t|>T
s A [ TR S )P 2 B ) ) < B> T
(2.58)
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donde hemos usado (2.53) y la hip6tesis sobre g. De manera similar, podemos
probar usando (2.16) y (2.17) que

t C
(D)1= 1> (2.50)

Obtenemos (2.51) de (2.55)~(2.59). Ahora probemos (2.49) para %W (t/v).
De (2.15)-(2.18) podemos observar que

d d t d t
— VU (tj)=F ' |=-9Q,} G- =G (- 2.60
grem=rgona(t)repia(t)] e
donde F~! denota la transformada inversa de Fourier y

G(t) = (p*/2 = E(t)) " (c(t)g, + 9)-

La derivada de Qt’/}] se comporta para || > T como la derivada de E(t/v) y

de c(t/v). Aqui usamos (2.18). La norma L? de la derivada de G(¢/v) también
se comporta de esta manera. Usando (2.17) y una estimacién como en (2.58)
podemos ver que la primera derivada c(t/v) se comporta como O(1/t?). Dado
que hemos visto ya que que 4 E(t/v) es de éste orden, obtenemos (2.49) para
k = 1. Notemos ahora que

A ONUORIRING)
(v () [ ()] v (5)) e
(o)l ) ()
De (2.30) y la hip6tesis sobre la funcién g se obtiene

“ bl <e k=12 (2.62)
g Y| == |

d
De la desigualdad previa (2.62) y la estimacién obtenida para %\D(t/v) se

deduce que los ltimos términos del lado derecho de la ecuacién (2.61) son
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de orden 1/t?. Para estimar el primer término de (2.61) se puede proceder
como arriba: notemos que

d2 —1 P A s —1
pTE = F! Z (dt’” PPy, )%e POPGF. (2.63)
r4+s=2
Ademas, sir =1, 2,
d . o~ d

L intr? = L mistrs S (s (f - (269
B1+2082=r

Aqui f;,i = 1,2, son enteros no negativos. Por tanto, como en (2.57)—(2.59)
con (2.15)—(2.18) y (2.53) se obtiene
<t> ‘
C —
v

(o Geem) 5 ()] <o

. a dr ) . p2 ¢ -1
p(t/v)-p —Zﬂ(t/v)'P_ —ipt/) P 1N (L L B2 d"
ferersge e (5o () o

donde hemos usado (2.6)—(2.7), (2.64), y la hipdtesis sobre la funcién g.

d?
Usando (2.61)—(2.65) probamos que ﬁE( ) se comporta como O(1/t?),
para [t| > Tj;. Un argumento muy similar como la dada para la primera

d?
derivada de ¥(¢/v) puede ser usado para probar que ﬁ\lf ( ) es de orden
1/t%. Con ésto se prueba el teorema. O
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Capitulo 3

Sobre los valores propios de un
operador dependiente del
tiempo

En este capitulo consideramos un hamiltoniano més complejo respecto al
estudiado en capitulos anteriores, generalizando ademés algunos resultados
obtenidos previamente por [Arrl].

3.1. La definicién del operador

En esta seccién definimos el hamiltoniano con el cual trabajaremos a lo
largo de este capitulo.
Para cada t € R, sea el operador

1
H(t) = —§A - )\1‘/1 - )\2‘/i,p - ,LLI‘/Q — :u2‘/2,p7 (31)

donde, como en el capitulo anterior, A es el operador de Laplace en R" y, \;
y i, con ¢ = 1,2, son constantes reales positivas. Consideramos el operador
H (t) definido sobre L*(R™, dx), con dominio H?(R™). Los operadores V; estan

definidos por
Vie = (9i, )9, Vo € L*(R",dx), i=1,2, (3.2)

donde las funciones g;, (i = 1,2), son funciones no nulas de L*(R", dz), y son

tales que
plgi(p) € L*(R", dx).
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Ademas,

Vip = (Gips ©)Gips  con  gip(z) = gix — p(1)).
En la definicién de g;,, p(t) es una funcién continua de R a R", que para
simplificar la notacién suponemos que p(0) =0 € R" y
lim |p(t)| = oo.

[t| =00

3.2. El teorema

Por el teorema de Weyl se tiene que el espectro esencial de H(t), para
cada t € R, coincide con el espectro esencial de A, [0,00). Asi, el espectro
discreto de H(t) es subconjunto de (—o0,0).

En el capitulo anterior vimos que para una funcién g € L*(R"™, dz) no
nula, existe una constante positiva suficientemente grande oy tal que el op-
erador

—%A—a(g,-)g (3.3)

tiene un unico valor propio negativo —F, := FE para a > «ag. De hecho,
probamos que —FE es un valor propio negativo si y solo si

1 2
1A E B
(aes)
También vimos que para g fijo, la funciéon

1
1 2
—-A+FE

es estrictamente decreciente. Ademas, la dimensién del espacio correspondi-
ente a F es 1.

(3.4)

2

hE) =

Teorema 3.1. Sean g; € L*(R™, dz) y ¢; funciones no negativas, tales que
Iplg; € L*(R™ dz) para i = 1,2. Supongamos que las constantes \;, u;
cumplen Ay > puq + po > pp > Ay > e > 0. Ademads, asumimos que
0< Ep(2) <Eyy0<E)\ <E,,donde —E,—Ey(2),—E), y —E,, son los
valores propios de los estados fundamentales de los operadores

1 1 1 1
—§A—/\1V1; —§A—(M1+M2)V27 —§A—>\2V1, —§A—N1V2,

respectivamente. Entonces, los siguientes enunciados se cumplen
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1. Si —E(t) es valor propio correspondiente al estado fundamental del
operador H(t), con t € R, entonces

—E(t) € [=Ey, —Ex),

donde —E(0) y —E4 son estados fundamentales de H(0) y —1A —
M V1 — p1 Vs, respectivamente.

2. En elintervalo (— E, —F1] no hay valores propios de H (t), para cualquier
teR.

3.3. La demostracion

En esta seccion desarrollamos la demostracion del teorema 3.1, siguien-
do la técnica usada en el teorema 2.1. Para ello, probamos previamente los
siguientes lemas.

Lema 3.1. El espectro discreto del operador autoadjunto H(t), es un sub-
conjunto del intervalo (—o0, 0).

Demostracién. Dado que —A es un operador autoadjunto en H?(R")
y Vi, Vi, con ¢ = 1,2, son operadores autodajuntos compactos, el teorema
de Katto-Rellich asegura que H(t), t € R, es autoadjunto. Puesto que —A
tiene espectro esencial [0, 00), al aplicar el teorema de Weyl se deduce que el
espectro discreto de H(t) es subconjunto de (—oc,0). O

Cuando ¢ — =£00, g;, se anula (por el lema de Riemann-Lebesgue), y
por tanto V; , = 0 en este caso. Esto justifica la definicién de H(+o00) que
consideramos en el siguiente teorema.

Lema 3.2. El valor propio —Ej, correspondiente al estado fundamental del
operador

1
H(0) = —QA — (M A+ 2)Vi = (1 + po) Vs,

y el valor propio —F,,, correspondiente al estado fundamental del operador
1
H(iOO) = —§A — Vi — Vo,
son negativos y, se cumple la desigualdad —Fy < —F..
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Demostracion. Supongamos que —F(t) := —F es un valor propio de
H(t) para algtin ¢ > 0. Entonces existe algiin vector propio no nulo ¥(t) =
Y € L*(R"™) tal que

H(t)y = —E4. (3.5)
No escribimos la dependencia de E y de ¥ en t para simplificar la notacion.
Ahora, como en el capitulo anterior, aplicamos la transformada de Fourier
en ambos lados de la ecuacion (3.5), para obtener

2
%w — M(g1, V)51 — A2(g1,p, V) G1,p — 11(92, ) G2 — 112(92,p, V) G2,y = —E1).

Asi, una expresion para la transformada de Fourier del vector propio 1, es

~ A ~

A 9 J1,p g2 G2,
P = A1(917¢)% +E+)\2(91 pal/))%z n E+M1(Q27¢)%2 +E+M2(92,p;¢)%2 ey
(3.6)

Con la expresién anterior y considerando que la transformada de Fourier es
un operador unitario, se obtienen las siguientes relaciones

(91,%) = M(G1,9) (91, (P*/2 + B) " 01) + Aa(G1,, ) (91, (P*/2 + E) " 'g1,)
+u1(gz, D) (g1, (/2 + E) 7' go) + p12(G2.p, 1) (91, (07 /2 + E) o)
= M (91,9 H( /24 B)"? ‘ + Xa(G1 ) (@1, (0°/2+ E) 'g1,p)

+ 11 (92, 9) (91, (P2/2 + E) ' g2) + b2, ©) (G1, (0% /2 + E) 1 G2,p).
(3.7)

(G100 ) = M (@1, ) (G1,0, (0/2+ B) 1) + X310 ) (1,0 (0°/2+ E) i)

~

g
+ f1 (92 w)(gl 0 (p 2+ E)” 92) + M2(§2 P r@)(gl,p? (p2/2 + E)ilglp)
= M (61, D) Gy (P12 + E)'51) + a1, ) || 02 + E) %41, ]|

~

1
+ 11(G2, V) (G100 (P22 + E) ' G2) + p12(G2,p0 ) (1,9, (P2/2 + E) ).
(3.9)

+u1(g2,1ﬁ(gz,(p /24 E) ') + pa(G2,0,0) (G2, (02/2 + E) ' Gn)
A1 (91, 9) (G2, (p%/2 + E) )+/\2(91p,¢)(92,( 2/2+ E) " 'g1,)

+ 11 (50, ) || 0712 + B) 20| |* + 12(80.p, ) (30, (0/2 + E) ).
(3.9)

(G2, %) = M (G1,9) (G2, (P*/2 + B) ') + Aa(G1.p, %) (G2, (0° /2 + E) ' gn,p)
)
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+ 11(G2, ) (Gp (072 + E)72G0) + 112329, ©) (G2, (0°/2 + E) G2 )
= M (01, 0) (G2, (07 /2 4+ E)701) + N1,y D) (G2, (07 /2 4+ E) V61 ,)

0D 072+ ) 50) + ) 10?24+ B) g, ||
(3.10)

(G200 ) = M(G1,9) (G200 (072 + E)101) + Aa(G1,90 ¥) (G, (022 + B) " G1)
)

Las ecuaciones (3.7)—(3.10) deben cumplirse si ¢ es vector propio corres-
pondiente al valor propio —FE. Para simplificar notacién hacemos
1 .12
an:——H /2+E) 1/2 |
A

a2 = —(q1, (P2/2 + E)_lgl,p)a
1 .
Qg2 = N H(p2/2 + E)_1/291
biy = —(g1, (0°/2 + E) " go),
bio = —(g2, (P°/2+ E) ' G1,),
bor = —(Gop, °/2+ E) '),

1 N
du=— —||(p*/2+ E)*
M1
diy = —(go, (/24 E) ' G2,),
1 N
dog = — — H(p2/2 + E)_1/292
M2

2
"

2
o| |

| 2

Considerando la hipétesis de que las funciones ¢; son no negativas, y puesto
que el operador (—% + E)~! preserva positividad[RS4, pg. 201-203] se tiene

(96, (0° /24 E) g ) = (gu (‘% + E) gi(z - P(t))) = (Gi,p, (P*/2+E) "' G;).
(3.11)

La ecuaciéon anterior justifica el hecho de que a2 v di2 son niimeros reales.
Tambien,

eipp(t) 0 (p)

dp = (g 2/24E)7g).

(3.12)

(gg,p,(p2/2+E)—1ng) — / eirr(t) gy (p)
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De manera que el sistema de ecuaciones formada por (3.7), (3.8), (3.9) y
(3.10), se expresa matricialmente como

~

Aair Aoz pabin poba (5717"9[7)

A

Marg Aotz nbia pobin | | (91 ¥) | _ (3.13)

~

AMbit Aobiy puudin piadiz | | (§o, 1))

A

)\1b21 )\lel ,uld12 /’L2d22 (g?,/ﬂ 1/))

De esta manera, — F es un valor propio de H (t) siy sélo si, el determinante
de la matriz con entradas reales M tiene determinante igual a cero, con

ayp aiz b by

M= a1z age bia by _ A BT
b1 bz din dio B D |’
bar b dia dao

Haciendo céalculos se obtiene
det(M) = (an1az — a¥y)(diidas — diy) + (b} — bioba)?
- a22(b§1d11 — 2b11b21d12 + bfldm)

— 2a12(—by1bardyy + bfldm + biabardiz — b11b12das)
— CL11(b%161511 — 2b11b12d12 + b%2d22)'

(3.14)

Observemos que
bot| = |— [ eire®)g gl—(m d
bl = |- [ 502
= g1(p)
< _ SN
- / g2(p)p2/2 +F
Y S 92(p)
B /gl(p)pQ/Z +F
= (g1, (0°/2+ E)'g2) = —bu1.

De manera analoga, se obtiene que

‘ ap (3.15)

|b12| S —b11 (316)

Observemos que, los niimeros ais, bi2, bo1 v di2 son negativos pues g; son
no negativas y ( —%A + E)~! preserva positividad.
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Ademas, por hipétesis A\; < A\; + Ao. Por el corolario 2.1 obtenemos que
existe Fy(1) > Eq, valor propio del operador —%A — (A + A2) V1, que cumple

1
A1+ A

y . (3.17)

- =[] /2+ Eol(1)) 41

Entonces, si Ey(1) < E,

1
A+ A T

| 2

> ||(*/2+ E) g

y por tanto,

>0, parai=1,2 siFE(l)<E. (3.18)

1
i = 3=~ |(*/2 + B)" g

También, Fy(2) < E en este caso, pues por hipdtesis Fy > Ey(2), asi que por
analogia se tiene

1
diyy = — — H(p2/2+E) 1724, } >0, parai=1,2. (3.19)
M

De (3.14), (3.15),(3.16),(3.18) y (3.19) se obtiene, para E > Ey(1),

det(M) <a11a22 a12>(d11d22 — d%2> + (b%1 — b12621)2
— Cl22511(d11 — 2dyg + dos) — 2a12b51(—d11 +2diy — dga)  (3.20)
- (111b%1(d11 — 2dy2 + dao)

Considerando que

age(dyy — 2d1g + dag) + 2a12(—dy1 + 2dys — daa) + ag1(din — 2dy2 + dasg)
= (CLQQ — 2(112 + (le)(du — 2d12 -+ d22) (321)

(91, (P*/2+ E)'g1,) = (a0, (0/2 + B) L) < |(0°/2 + B) 24,2
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se sigue, por (3.20), que

det(M) > (anaz — aty)(dude — diy) + (b — bizba)?
- aQQbu(dll — 2dy2 + dao) — 2a12b31(—d11 + 2d15 — da2)
— anbiy(din — 2di2 + da2)
> (anazz — afy)(dirdas — diy) + (b7} — biabar)?

bQ<1+1)(1+1)
H Al Ao M1 2

> <&11&22 - H P*/2+ E) g
1 1 1 1
M A1 A2 H1 o 2

donde, en la ultima desigualdad usamos el hecho de que

") (dndee = (|62 + )23 |)

(3.22)

(1—()\1+)\2 (%12 + E)" 4

1 .
e y)>m$E>Emm

2
a11Q22 — a12

i — dy > < (1= (1 + o) || 7/2 + )25

f>>Q$E>EL
(3.23)

1
A1 A2

Ademas, cuando ¢t = 0 se cumple que g; = g¢; ,, para i = 1,2, pues p(0) =0,
de manera que en este caso la desigualdad (3.20) se convierte en una igualdad.
Al simplificar el lado derecho de la desigualdad (3.22) se obtiene
. 2
g1 )

2
1
- 1_ R ;
A1 Ag i o ( ;)\ (p?/2 + E)'/? ) ( ZM 2/2+E)1/2
1 1 1 1
b (—+— ) (—+—). (32
b1y ()\1 + )\2) (,Ul + qu) (3.24)

Podemos ver a la expresién anterior como una funciéon de E. Derivamos

respecto de F
5 S [ ()

=—||(*/2+ E)” (3.25)

— (||@*/2+ E)2g
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donde hemos aplicado el teorema de Lebesgue intercambiar la derivada con
la integral [AW]. De manera similar se obtiene

di;<b11> ((*/2+E)'9i, 0*/2+ E)7'5) - (3.26)

La expresion (3.26) es positiva pues g; son funciones positivas. Al derivar la
expresion (3.24) se obtiene que ésta es monétona creciente como funcién de
E, de manera que por la proposicién (2.1) se concluye que es negativa en el
intervalo [Ey(2), Eo(1)], pues E > Ey(1) implica

L= (A2 |[0%/2+ B) 20" > 0
y, de manera similar, £ < Fj(2) implica
12
1— (m + p2) |[|(0°/2+ E) || <.

Por lo tanto, existe un tnico valor Ey > Ey(1) que es una raiz de (3.24).
Ademds, si existe otra raiz E diferente, debe cumplirse que F < Ey(2).

Observemos que (3.24) nos da una cota inferior de (3.14), el determinante
de M. Ahora buscaremos una cota superior.

Considerando que g;, © = 1,2 son funciones no negativas, y del hecho
de que (—%A + E)~! es un operador que preserva positividad, se tiene que
(p?/24+E) gy (p*/2+E) " §; , son positivos. Por hipétesis, 0 < p1+us < A1,
de manera que

1 1 2
2 /2A _ - _ 2 —1/2 4
H( /2+ Ey)” | )\1<M1+M2 H(P/Q‘f‘Eo(z)) 92|
Ademas, si E > FE;, entonces
1
6?72+ B) 2| < -
1

Se tiene también (hipdtesis) que, Ay > p; > Ay > s > 0 por lo que,
tomando en cuenta las consideraciones previas, a1, a2, d11 y dog son positivos
si B > Eyy, ajs,bi1, 012,091 vy dy2 son negativos. Por lo tanto, si By < E,

det M = (a11a22 — a12)(d11d22 d%Z) —+ (b%l — b12b21>2 — (allbfldll + CLQQb%ldQQ) —

< (a11@22 - @12)(d11d22 - d%Q) + (531 - 512521)2 - (allb%1d11 + azzbzldm)
< apyagn(dindes — d%g) + (bfl — b12521)2 — (Clnb%ldn + GQQbidm)

< (ar1dyy — b7))(aaday — b3)).
(3.27)
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donde P es una expresion positiva obtenida de (3.14). La segunda desigualdad
se justifica por (3.23).
Observemos que

agaday — 531 = fzz(E) =

1 A — A
o L 22 |07/24 E)7 200 [) (1= e ||(7/2 4 )7 200 |) — Aamabt]
(3.28)
Para E = E; > FEy(2) se tiene
1 1 12 1 o
fe(Br) 2 70 = */2+B)" g - N |(?/2 + E)~24,]
> b 1 o
T oz Aa(pr +pe)  Arpe
_ A — Aol A o) =0
Ao A pta (i + pu2) '
(3.29)

La primera desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad de Schwarz,

2 < ||0?/2+ B) V0|72 + B)20||

La segunda porque E > Fy(2), que implica
1 1
— >
M2 1t 2

La ultima desigualdad en (3.29) se deduce de

> (|22 + B) 24|

ya que por hipotesis Ay > p1 + o > 0y pg > Ay > 0.

Derivando fas(E) respecto a E, se tiene que “2E) ZQESE) es

[2;@ (1 — X H(p2/2 + E)_1/2§1

Aofio
+

Aofly
+2(91, */2+ E)'32) (91, ®*/2+ E)2go)
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la cual es no negativa si £ > Ey, pues en este caso, - > | ‘ (p*/2+4+ E)~ 1/291
v o > |02+ E) g
E > E; y, por (3.29), positiva en dicho intervalo. Procediendo de manera
similar se obtiene que

2
. Por tanto, fo(FE ) es monotona creciente si

f11(E) = aj1d — 5%1
1 A
= (3 - w2+ By,

— (91, (0*/2+ B)'n)”

P) (5 = a2+ By

)

(3.30)

es una funcién mondtona estrictamente creciente si £ > FE;. Ademas, si

E € [E,,, Ey], entonces

<t

F oy w2 B <

1
- > 24+ E)" Y24,
1 _H / +E)

por lo que foo(E) es negativa en [E,,, E1] y debe ser cero para un unico valor
E. > E;. Esto permite afirmar que

fll(E)f22(E) = (&11(111 — b%l)(CLQQdQQ — b%l) >0 si E>FE,. (331)
Ahora probaremos que Ey > FE.,. Para ello, sustituimos la identidad

Mnbiy (Boo) = (1 — M ||(0%/2 + Ex)V?41|| ) (1 — || (/2 + Eao) 20
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en la expresion (3.24) y obtenemos
(1= O+ ) [[02/2 4 Eo)

= (M1 + A2) (1 + p12)bin (B )?
=1 =X ||0?/2 4 B ]| = || 07/2 4 Bx) g
+A1u1(|\(p2/2+E 25| (022 + Ew) 00| — 03 (E ))
=M [[@*/2+ B gl — g |72 + Br) V20|
+ (Arpz + Ao (per + p2)) (H )2+ Ex) VP | H (P*/2+ Ex) %9
== o||(0*/2+ E) 00| = o || 07/2 + Eo) 00|
M [2/2 + Bo) 200" + || 07/2 + Boo) 1%

o \2) <1_(N1+ﬂ2)H 212+ Eo) "2,

)

‘ 2

* = 0, (E))

|—1

+ (Aipse + Aa(pr + p2))

A
p2(A1 + Ag) ( 2 Y-SRI | )
’ H(P / ) g1 N
A2 (p1 + o) ( 2 -1/25 1|2 1 )
4 = T2 2+ E)Y — .
A1 H(p/ ) 92‘ 1+ 2

La expresion anterior es negativa pues Fy(2) < E; < Fu. Esto implica que
E., < Ey pues ya vimos que la expresion (3.24) es positiva si £ > Ej. O

Ahora si, probamos el teorema 3.1.
Demostracion.

(3.32)

f(E,t) :==det M = det ( A B )

B C

La funcién f(E,t) es tal que f(E,0) no cambia de signo en el intervalo
[Eo(2), Ep] segin vimos en el andlisis previo pues la expresion (3.24) es pre-
cisamente f(£,0). Ademads, observamos que

f(E,0) <0, si Eyn<FE<E,. (3.33)

pues las desigualdades en (3.22) se convierten en identidades cuando ¢t =0y
f(Ex,0) < 0. Por la proposicién 1.2, se sigue que ajs, bia, ba1, dio tienden a
cero si t — Fo00. Por tanto

f(E, OO) = tlgl:noo f(E, t) = ((ledu — b%1)<a22d22 — b%l) (334)
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De la relacién (3.31) se desprende que
f(E,00) >0, para FE. <FE < Ej. (3.35)

De (3.33) y (3.35), aplicando el teorema de valor medio del célculo diferencial,
se concluye que existe t € R tal que

f(E;t)=0, con Ey <E<E,

es decir, si F € [Fy, Ey], entonces existe ¢t € R tal que —F es valor propio
de H(t).

La otra parte del teorema se sigue de (3.22), (3.23) y (3.24) se sigue que
—FE no puede ser un valor propio de H(t) si Ey < F pues para E > E,
f(E,t) > 0. De (3.27) se deduce que

FEt) < f(E,00) <0, si Ey<E<Ex, (3.36)

lo que muestra que en el intervalo (—FE,, —F1]| no existen valores propios
para toda t € R. O

3.4. Resultado principal. La dimensiéon de la
proyeccion espectral sobre [—FE), —FE.] y
el vector propio correspondiente

En esta seccién enunciamos el resultado principal que hemos obtenido en

este trabajo. Este se refiere a la dimensién del espacio propio correspondiente
al valor propio —E(t).

Lema 3.3. La dimensién del espacio correspondiente al valor propio —FE(0)
es 1.

Demostracion. Consideremos los siguientes vectores ¥ = (x1,x92) =

<<g17¢)7 (ng’&»T y ?j = <y17y2> = <(.€7271ﬁ>7 (g2,p71ﬁ)>T' De esta manera,
(3.13) puede expresarse como

GO e



— . 8

Observemos que si Fy(2) < E, entonces

1
) (2 = o2+ )2

)

}4

1 .
det(D) = (E — H(p2/2 + E)"Y?g,

— (G2, (P*/2+ E) " §a,)

1
e H 2/2—|—E)_1/2§2
M2 a2

— (92, (P* )2+ E) ' gap)?

P+ || /2 + B4,

1
> B e gz, )
12 12
1
:M1+H2( —Hp/2—|—E) 1/2A }2)>0.
iz \ pa + 2

(3.39)
Hemos usado, para justificar la desigualdad, el hecho de que
la cual es obtenida por la desigualdad de Schwarz y que a su vez implica
|4

Esto significa que para E € [Ey, Fy], la matriz inversa de D, D™!, existe.
De (3.38) se sigue que

(32, (072 + B) " g2,)| < [|(0°/2+ E) 7125

0< —(g2 (P*/24 E)g2,)? + || (0*/2 + E) %5,

= -D'BZ (3.40)

por lo que
(A-B'D'B)¥=0 (3.41)

Hagamos C' := A — BTD71B. Se tiene que C' es una matriz simétrica pues
Ay D7!lo son, de manera que tiene la forma siguiente

€11 C12
C =
C12 (€22
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donde

Ci1 — a1 — (det D)il (b%ldgg — 2611b21d12 + bgldu)
12 = ap — (det D) (byibiadas + biibardyy — biydia — biabadia)  (3.42)
Cog = agg — (det D) (b7 d1y — 2b11b12dys + b5 das)

Ademads, det C' = 0 pues —FE es valor propio de H(t), por lo que los
renglones de C' son multiplos, es decir,

C:( o ) (3.43)

]{7011 k612

para alguna constante k.
Observemos que la matriz C' es no nula cuando t = 0. En efecto, el valor
propio correspondiente —FE, cumple

012——HP/2‘|’E) 1/2A ‘2
d12:—Hp/2+EO) 1/2532‘
by = bia = b1y = — (G1, (P?/2 + Eo) ' 92) -

Asi, para este caso se tiene que

bfl(dn + daa) — 2d12b13
det D
— —||0*/2+ Eo) ||’

(o 072+ E) )" (Mt 2] 02/2 + B)

H1p2
det D
C12a 12 /4 1.
C2|](0*/2 + Bo) Ve[ (a1, (072 + Ey) 1g2)”
det D

C12 = Q12 —

) e

<0

Para justificar la desigualdad en (3.44) usamos el hecho de que

| H1 + o

2+ E) %,
|(*/2+ E)~ i

la cual se debe a que Ey > E,, y Ey > Ey(2) (se ha probado ya) y ésto
implica que
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(i) det(D) > 0;

(i) ||(0*/2+ E)"" 2,

Ahora, de (3.41), (3.43) y usando ya el hecho de que ¢12 # 0, se tiene que
Ty = —%xl, es decir,

|2 < 1 p1tpo
S
M1 12

<g1,p7172) S (fhﬂﬁ) (3.45)

C12
De (3.40) se deduce que

i 1 doz  —di2 bii b 1
Yo det D \ —diz dn bar a2 T
de donde obtenemos (considerando también (3.45)) las siguientes expresiones

(QQ#&) _ _budzz — ba1dio <§]1,12> I c11(bradas — baadi2) (f]l,?@

det D c1o det D (3.46)
 (c12bardia + cribiadoy) — (crobiidoy + ciibdia) (. '
- (gla TP)
C12 det D
<§2,p, A) _ _bmdn — biidio <A17¢) 4 c11(boadry — b12di2) <A17 A)
det D C12 det D (3 47)
 (exbiidin + cribopdiy) — (crobordiy + ciibiadia) (. .
= <glu ¢) :
C12 det D

Sustituimos (3.45), (3.46) y (3.47) en (3.6) para obtener (puesto que la con-
stante (g1,) # 0)

s a1 g1, go 92,
1#—)\1;%2 E+>\2]€11%2+E+M1]€21§+E+/L2/€3p; E’ (348)
donde
-
C12
fey = (c12ba1dia + cr1biadag) — (c12biidag + cr1baadio) (3.49)
C12 det D
fon — (c12b11d12 + c11b2adiy) — (c12b21d1y + c11b1adia)
3= )
C12 det D
Tomando transformada de Fourier en (3.48) se obtiene el valor propio corre-
spondiente 1(0). O
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Teorema 3.2. El espacio correspondiente al vector propio —FE(t) del oper-
ador H(t) es unidimensional, para cada t € R.

Demostracion. Probamos que en t = 0, el espacio correspondiente a
—FE(0) es de dimensién 1. Aplicando nuevamente el teorema (1.9) usado en
la demostracion del teorema (2.1), concluimos que el espacio correspondiente
a —FE(t) es también de dimensién 1, para cada t € R. O

Finalizamos éste capitulo con la siguiente observacién.

Observacién. El teorema anterior garantiza que la matriz C' (3.43) es
no nula, para cada ¢t € R. En este caso, tomando la entrada no nula para
despejar z, se obtiene una expresién para el vector propio ¥ (t).
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Conclusiones

En nuestro trabajo hemos generalizado resultados previamente obtenidos
para Hamiltonianos dependientes del tiempo, donde se caracteriza al eigen-
valor asociado al estado fundamental. El mérito fudamental del trabajo ha
sido probar que el Hamiltoniano preserva la misma propiedad sobre la di-
mensién del proyector espectral sobre el espectro discreto del Hamiltoniano.

No fué posible ofrecer una forma explicita de los estados fundamentales
para el Hamiltoniano estudiado en el capitulo 3, a diferencia del estudiado
en el capitulo 2, debido a la complejidad de los calculos.

Las propiedades del Hamiltoniano que hemos probado se utilizan para
comprobar a partir de primeros principios el famoso criterio de Massey en
fisica experimental que afirma:

Una transicion de estado es improbable, si hv/d < 1.

donde d es el rango de la interaccion y v es la velocidad relativa entre las
particulas y el proceso de dispersion.

Seria deseable poder extender estos resultados para Hamiltonianos mas
generales, por ejemplo con potenciales V; a traza. Se espera que ciertas
propiedades se preserven y en las demostraciones puedan usarse alguna de
las técnicas usadas en éste trabajo. También se espera que los cédlculos sean
mucho més complejos.
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