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Resumen

Este trabajo pretende dar una pequena introducciéon a las variedades to-
poldgicas: definicién, ejemplos, propiedades y dos teoremas de metrizacion. Esen-
cialmente esta dividido en tres partes principales:

En la primera parte, se dara la definicién de variedad y se presentaran varios
ejemplos clasicos: los espacios euclideanos, la circunferencia, la banda de Mobius
y el toro. Ademas se presentardn dos ejemplos que no son tan conocidos: el rayo
largo y la linea larga. Y veremos algunas propiedades importantes de estas dos
ultimas variedades. En esta parte también hablaremos de la construccién de los
espacios adjuncién, la cual nos permitira definir algunos ejemplos de variedades.

En la segunda parte, se dard un teorema de caracterizacién para variedades
metrizables, el cual involucra las propiedades de Lindelof, paracompacidad y
segundo numerabilidad. Mientras estudiamos este teorema, también probaremos
algunas propiedades importantes de las variedades topoldgicas, en particular,
que son completamente regulares.

En la dltima parte que corresponde al capitulo 4, definiremos la compacta-
cién de Freudenthal de un espacio topoldégico Tychonoff y de borde compacto,
con el objetivo de definir los extremos de una variedad. Daremos tres ejemplos
concretos, es decir, describiremos la compactacién de Freudenthal de tres espa-
cios topoldgicos de los cuales dos son variedades y uno que no lo es. Definiremos
extremo corto y largo y daremos un ejemplo de una variedad que tiene un ex-
tremo corto y uno largo. Y finalizaremos enunciando un teorema de metrizacién
para variedades en términos de sus extremos aunque no lo demostraremos.



Introduccion

Las variedades topolégicas se pueden estudiar usando las herramientas de la
topologia algebraica o de la teoria de conjuntos. En este trabajo estudiaremos a
las variedades topoldgicas usando las herramientas de la teoria de conjuntos. Por
ese motivo, en el primer capitulo se dan algunos conceptos fundamentales de la
topologia general, incluyendo una secciéon de la teoria de conjuntos; conjuntos
linealmente ordenados y su topologia.

La definicién de variedad topolégica que usaremos a lo largo de este trabajo
es la siguiente, que se presta para estudiar variedades no metrizables:

Si X es un espacio topoldgico y n € w \ {0}, diremos que X es una
n-variedad si X es conexo, Hausdorff y localmente homeomorfo a
R™.

Las variedades resultan ser regulares, mas atin, Tychonoff. Asi que del famoso
teorema de metrizacién de Urysohn podemos deducir que una variedad segundo
numerable es metrizable. De hecho, para variedades la segunda numerabilidad
resulta ser equivalente a la metrizabilidad, como veremos en un teorema de
caracterizacion para variedades metrizables en el capitulo 3.

Es importante mencionar que las variedades pueden clasificarse en dos tipos:
las que tienen frontera y las que no tienen. Nosotros estudiaremos las variedades
sin frontera, aunque si definiremos las variedades con frontera, solo con la in-
tencion de ilustrar la interpretacion geométrica que tiene la frontera en algunos
de los ejemplos de variedades que daremos. Pero solo eso y nada mas, ya que
las variedades con frontera no son de nuestro interés en este trabajo.

Estudiar variedades metrizables o no metrizables puede decirse que es una
cuestion de gustos, asi que nosotros elegimos estudiar las variedades no metri-
zables.

Un libro que nos parecié muy importante y que nos motivé para estudiar las
variedades no metrizables es el libro de David Gauld con titulo “Non-metrisable
Manifolds”. En este texto se menciona el rayo largo y la linea larga, espacios que
definimos en el capitulo 2 y de los cuales damos varias propiedades importantes.
Otra referencia importante para este trabajo es el articulo de David Fernandez
y Nicholas Vlamis intitulado “Ends of non-metrizable manifolds: A generalized
bagpipe theorem”. De este articulo, citamos el teorema més importante de esta
tesis: teorema de caracterizacién para variedades metrizables en términos de sus
extremos.



Indice general

Agradecimientos 3
Resumen 5
Introduccién 6
1. Preliminares 8
1.1. Hechos bésicos de topologia . . . . . .. ... .. .. ... ... 8
1.2, Conexidad . . . . . . . .. L 17
1.3. Espacioscociente . . . . . . . . . ... ... ... 20
1.4. Conjuntos linealmente ordenados y su topologia . . . . . . .. .. 22
2. Conceptos basicos de variedades 27
2.1. Definicién y primeros ejemplos . . . . . . ... 27
2.2. Elrayolargo . . . .. . . ... .. 40
2.3. Ejemplos de espacios adjunciéon que son variedades . . . . . . . . 48
24. Lalinealarga . . . . . . . .. . .. . 57
3. Caracterizacion de variedades metrizables 64
3.1. Hechos generales . . . ... ... ... ... ... ... ... 64
3.2. Paracompacidad . . .. ... ... L oo 69
3.3. Paracompacidad y Variedades . . . . . ... ... ... ... ... 75
4. La compactacién de Freudenthal y extremos de variedades 77
4.1. La compactacién de Freudenthal . . . .. ... ... ... .. .. 77
4.2. Ejemplos de compactaciones de Freudenthal metrizables . . . . . 91
4.3. La compactacién de Freudenthal de una variedad que no es me-
trizable . . . . ... 107
4.4. Extremos de variedades: extremo corto y largo . . . . . .. ... 114
Conclusiones y perspectivas 117
Bibliografia 118



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se pretende dar algunos conceptos y resultados que nos
seran fundamentales para el desarrollo de los capitulos posteriores.

Dada una funcién f : A — B y un subconjunto C' C B, se define la imagen
inversa de C' como el conjunto

flCl={zecA: f(zx)€C}.

Observacion 1.0.1. Si f: A — B es sobreyectiva y C' C B, entonces
Frte): el —c

también es sobreyectiva.

Se dice que dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = ().
La cardinalidad de un conjunto A es el nimero de elementos de A y se denota
como |A|. Si existe una funcién inyectiva de A a los nimeros naturales N, se
dice que A es numerable y se escribe como |A| < Ng.

1.1. Hechos basicos de topologia

Un espacio topoldgico es un par (X, 7), donde X es un conjunto y 7 una
coleccién de subconjuntos de X tal que cumple las siguientes propiedades:

l.heryXer.
2. SiU,V €71, entonces UNV € 7.

3. Sild C 7, entonces JU € 7.



Los elementos de 7 son llamados abiertos.
Si X es un espacio topologico y = € X, entonces un conjunto A se llama vecin-
dad del punto z si existe un abierto U en X tal que z € U C A.

Sea (X, 7) es un espacio topoldgico. Una familia B C 7 se dice que es una
base de 7 si, para cada U € T existe una subfamilia B' C B tal que U =J B.
Como cada elemento de la topologia es una unién de una familia de la base, si
conocemos una base, entonces conocemos a todos los abiertos.

Proposicién 1.1.1. [11, Teorema 1.1.9, p. 5] Sea (X, T) un espacio topoldgico.
Si B es una base de T, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(1) UB=X,y
(2) siUV eByxeUNV, entonces existe W € B tal quex e W CUNV.

Por otra parte, si X es un conjunto y B es una familia de subconjuntos de X
que cumple las propiedades (1) y (2), entonces existe una Unica topologia T en
X, tal que B es base para T.

Si (X, 7) es un espacio topolégico y x € X, decimos que una familia B C 7
es una base local para z si, x € (| B y para cada abierto U que contenga a z,
existe un B € B tal que B C U.
Se dice que un espacio topologico X es primero numerable si cada z € X
tiene una base local numerable.

Definicién 1.1.2. Si X es un espacio topoldgico y A C X, se define la cerra-
dura de A como el conjunto

cx(A) = n{F : Fes cerrado en X y A C F}.

Notemos que la cerradura de un conjunto A es el cerrado méas pequeno
que contiene a A. También, de la definicién se sigue que si A C B, entonces
clx(A) C clx(B). A continuacién enunciamos un par de propiedades importan-
tes acerca de la cerradura de un conjunto.

Proposicién 1.1.3. [7, Teorema 17.4, p. 93] Sea X un espacio topoldgico y
A C X. Entonces,

(1) si M C A, entonces cla(M)=ANclx(M), y

(2) si U es un abierto tal que UN A =0, entonces clx(A)NU = 0.

Teorema 1.1.4. [11, Proposicion 1.2.5, p. 12] Para todo espacio topoldgico X
y todo A C X son equivalentes:



(1) z € clx(A);
(2) si U es una vecindad de = en X, entonces U N A # ().

Sea X un espacio topoldgico y A C X. Un elemento = € X se dice que es
un punto de acumulacién de A si z € clx(A\ {z}). Al conjunto de puntos
de acumulacién de A se denota como A<

Proposicién 1.1.5. [10, Proposicion 1.1.3, p. 24] Un punto x € A? si y sdlo
si cada abierto U de X tal que x € U contiene al menos un punto de A distinto
al punto x.

Definicién 1.1.6. Sea X un espacio topoldgico y A C X. La frontera de A se
define como el conjunto

FI‘)((A) = Clx(A) n Clx(X\A)

Proposicién 1.1.7. [10, Teorema 1.3.1, p. 24] Sea X un espacio topoldgico y
A C X. Un elemento x € Frx(A) si y sdlo si, para toda vecindad U de x se
tiene que UNA £ D AU\ A.

Lema 1.1.8. [10, Teorema 1.8.2, p. 24] Si X es un espacio topoldgico y A, B C
X, entonces

(]) Clx(A) :AUFI)((A), Y
(2) Frx(AUB) C Frx(A)UFrx(B).

Observemos que el inciso 2 del lema anterior, nos permite decir algo mas
general: la frontera de una unién finita de conjuntos esta contenida en la unién
de las fronteras de estos conjuntos.

Definicién 1.1.9. Si X es un espacio topoldgico y A C X, se define el interior
de A como el conjunto

intx(A) = U{U : U es abierto en X y U C A}.

Notemos que el interior de un conjunto A es el abierto mas grande contenido
en A. También, de la definicién se sigue que si A C B, entonces intx(A) C
intx(B). A continuacién enunciaremos algunas propiedades importantes acerca
del interior de un conjunto.

Proposicién 1.1.10. Sea X un espacio topoldgico y B C A C X. Entonces
1. [11, Teorema 1.2.11, p. 15] intx(A) = X \ clx (X \ A), y
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2. [2, Teorema 7.2, p. T7] ANintx(B) C inta(B).

Teorema 1.1.11. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Si B = intx(clx(A)),
entonces B = intx (clx(B)).

Demostracion. Sea A C X y hagamos B = intx (clx(A)).
C] Como intx (clx(A)) C clx(A) se tiene que

ch(intX(ch(A))) C Clx(Clx(A)) = Clx(A)

Entonces

intx(clx(intx(ch(A)))) C intx(ch(A))
<~ intX(ch(B)) C B.

D] Como intx(clx(A4)) C clx(intx(clx(A))) se tiene que
intx(intx(clx(A))) C intX(ch(intX(ch(A)))) (1.1)

Ya que B es abierto, se tiene que intx (B) = B. Y como B = intx(clx(A)), de
1.1 se tiene que B C intx(clx(B)).
Y por lo tanto B = intx (clx(B)) como se queria probar.

Si X es un espacio topoldgico, decimos que

(1) X es Fréchet o T; si para cada x € X, se tiene que el conjunto {z} es
cerrado en X.

(2) X es Hausdorff o T» si para cualesquiera z,y € X con x # y, existen
abiertos disjuntos U,V en X talesquey e VyzeU.

(3) X es regular si para cada x € X y cada conjunto cerrado F' C X tal
que x ¢ F, existen abiertos disjuntos U, V tales que x € Uy F C V. Si
ademas X es T7 se dice que X es un espacio T5.

(4) X es completamente regular si para cada x € X y cada conjunto
cerrado F' C X tal que z ¢ F, existe una funcién continua f : X — [0, 1]
tal que f(z) =1y f[F] C {0}. Si ademds X es T se dice que X es un
espacio de Tychonoff o T3 5.

(5) X es normal si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados disjuntos F'
y G en X, existen abiertos disjuntos U, V en X talesque FC Uy G C V.
Si ademés X es T3 se dice que X es un espacio Ty.

Teorema 1.1.12. Sea X un espacio topolégico.

1. [11, Teorema 4.1.8, p. 109] Si X es T;, entonces X es T; para cualquier
j<i,i€{23,3.5}.
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2. [11, Corolario 4.1.10, p. 114] Todo espacio Ty es Tychonoff.

Proposicién 1.1.13. [2, Teorema 2.2, p. 141] Sea X un espacio topoldgico.
El espacio X es regular st y solo si para cada x € X y cada abierto V' tal que
x €V, existe un abierto en U en X tal que

zeUcCecx(U)cCV.

Sea X un espacio topoldgico y F una colecciéon de subconjuntos de X. Se
dice que F es localmente finita si para todo punto z € X, existe una vecindad
V de x tal que V intersecta sélo una cantidad finita de elementos de F.

Dados espacios topolégicos X y Y y una funcién f: X — Y, se dice que f
es continua si y sélo si para cada abierto U en Y, el conjunto f~![U] es abierto
en X.Y decimos que f es continua en el punto x € X, si para toda vecindad
V del punto f(z) existe una vecindad U del punto z tal que f[U] C V.

Observacién 1.1.14. Sean X, Y espacios topoldgicos y f : X — Y continua.
Si A es un subconjunto abierto en X, entonces f | A es continua si y solo si f
es continua en cada punto de A.

Proposicién 1.1.15. [11, Teorema 2.2.5, p. 31] Sean X yY espacios topoldgi-
cosy f: X =Y. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es continua;
(2) cx(f~1[B])  f~t[cly(B)] para todo B CY;

(3) existe una base B enY tal que f~1[U] es un abierto en X para cada U € B.

Proposicién 1.1.16. [7, Teorema 18.2 (d), p. 105] Sean X y Y espacios to-
polégicos. Si f: X — Y es continua, y si A es un subespacio de X, entonces la
funcion restringida f | A: A —Y es continua.

Un resultado muy 1util para probar que cierto tipo de funciones son continuas
es el teorema que presentamos a continuaciéon y que recibe el nombre de lema
de pegado.

Teorema 1.1.17. [7, Teorema 18.3, p. 106] Sea X = AU B, donde A y B
son subconjuntos cerrados de X. Sean f : A - Y yg: B — Y continuas.
Si f(x) = g(x) para todo x € AN B, entonces existe una funcidn continua
h: X =Y, definida como

[ fl@), st xzeAy
h(w) { g(z), si xz€B.



El teorema anterior es el lema de pegado mas conocido, pero hay una ge-
neralizacién de este teorema que presentaremos a continuacién. Pero antes da-
remos una definicién: Si X es un espacio topoldgico y A C X, una familia
U = {U; : i € I} de subconjuntos de X se dice que es cubierta de A si
A C |JU. Cabe notar que en el caso que A = X, una familia U es cubierta de
Asiysélosi X = JU.

Teorema 1.1.18. [2, Teorema 9.4, p. 83] Sea X un espacio topoldgico y {A; :
i € I} una cubierta de X tal que los conjuntos A; son cerrados y forman una
familia localmente finita. Para cada i € I, sea f; : A; — Y continua tal que

filAinA;=f; 1 AinA; para cada (3,5) € I x I.

Entonces existe una unica funcion continua f : X — Y, la cual es una extension
de cada f;, es decir, f | A; = f; para todo i € I.

Si X y Y son espacios topolégicos y f : X — Y una funcién continua, de-
cimos que f es un homeomorfismo si f es una biyeccién y su inversa f~! es
continua. Notemos que si f es un homeomorfismo, entonces f~! también es un
homeomorfismo. Y si f y g son homeomorfismos, entonces f o g también es un
homeomorfismo.

Decimos que una funcién f : X — Y es abierta si, para cada abierto U C X
se tiene que f[U] es abierto en Y. Y decimos que f es cerrada si, para cada
cerrado G C X se tiene que f[G] es cerrado en Y.

Observemos que si f es continua, biyectiva y abierta (cerrada), entonces f es
un homeomorfismo.

Definicién 1.1.19. Una propiedad P es llamada propiedad topolégica si,
dado un espacio topologico X que tiene P, cualquier espacio homeomorfo a X
también tiene P.

Teorema 1.1.20. [2, Teorema 12.4, p. 89] Sea f : X — Y un homeomorfismo y
A C X. Entonces las funciones f | A: A— f[A] y f ] X\A: X\A—Y\[f[4]
son homeomorfismos.

Es bien sabido que los intervalos cerrados en R son equipotentes entre si,
es decir, existe una funcién biyectiva entre ellos. Y ya que estamos hablando
de homeomorfismos, presentamos una funcién que es un homeomorfismo entre
intervalos cerrados de R en el siguiente teorema, cuya prueba se puede consultar
en [1, Lema 1.0.33, p. 14].

Teorema 1.1.21. Sean a,b,c,d € R, con a < b y ¢ < d. Entonces la funcion
f :[a,b] = [e,d] dada por
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b—-a
cumple las siguientes propiedades:

1. fla) =cy f(b) =d,

2. f es creciente,

3. f es sobreyectiva, y

4. [ es un homeomorfismo.

Ahora enunciamos el teorema de invarianza del dominio de Brouwer
que nos serd util para verificar una de las condiciones para que un espacio sea
o no una variedad, cuyo concepto se introducird en el capitulo 2.

Teorema 1.1.22. [6, Teorema 4.6.7, p. 168] Sean € N y sea U un subconjunto
abierto de R™. Entonces para cada funcion continua inyectiva f : U — R™ se
cumple lo siguiente:

(1) f[U] es abierto en R™, y
(2) f:U — flU] es un homeomorfismo.

Sea X un espacio topoldgico y A C X. Si U es una cubierta de A, diremos
que es cubierta abierta de A si todos sus elementos son abiertos. Por otro
lado, si V es otra cubierta de A, diremos que V es subcubierta de U si V C U.

Definicién 1.1.23. Diremos que un espacio topoldgico X es compacto, si toda
cubierta abierta U de X tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.1.24. Sea X un espacio topoldgico y B una base de X. Entonces,
X es compacto si y solo si toda cubierta abierta U C B tiene subcubierta finita.

Demostracion. =] Se sigue directamente de la definicién de compacidad.

<] Sean U una cubierta abierta de X y B una base de X. Como U es cubierta,
para cada x € X, existe un U, € U tal que = € U,. Luego, como B es base,
existe un B, € B tal que « € B, C U,. Notemos que la familia {B, : © € X} es
cubierta abierta de X. Por hipétesis existe una coleccién finita F de X tal que
{B; : © € F} es cubierta. Entonces si tomamos

U ={U, el :xeF}

se tiene qued C U y es cubierta abierta finita de X. Por lo tanto X es compacto.
O
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A continuacién enunciamos maés resultados importantes que involucran las
propiedades de compacidad, Hausdorff, entre otras.

Teorema 1.1.25. [2, Teorema 2.1, p. 226] Sean X y Y espacios topoldgicos
con X compacto, Y Hausdorffy f : X — Y continua. Entonces:

(1) f es cerrada.

(2) Si f es biyectiva, entonces [ es un homeomorfismo.

Teorema 1.1.26. [10, Teorema 3.1.6, p. 124] Si A es un subespacio compacto
de un espacio reqular X, entonces para cada conjunto cerrado B disjunto a A
existen conjuntos abiertos U,V C X tales que ACU, BCV yUNV =0.5;
ademds B es subespacio compacto de X, entonces es suficiente suponer que X
es un espacio Hausdorff.

Teorema 1.1.27. Sea X un espacio topologico Hausdorff.
(1) [7, Teorema 32.3, p. 200] Si X es compacto, entonces X es normal.

(2) [2, Teorema 1.5, p. 225] Si Ay,....,A, C X tal que A; es compacto con
i€{l,...,n}, entonces |J_, A; es compacto.

Teorema 1.1.28. [2, Teorema 1.4, p. 224] Un subespacio de un espacio com-
pacto Hausdorff es compacto si y sélo si es cerrado.

Sea X un espacio topoldgico y F = {F; : i € I} una familia de subconjuntos
de X. Diremos que F tiene la propiedad de la interseccién finita (pif) si
F # 0 y para cada conjunto finito {ig, .., 4%} C I se tiene que

Fi,NFy,Nn---NE;, 75@

Teorema 1.1.29. [10, Teorema 3.1.1, p. 123] Un espacio topoldgico Hausdorff
X es compacto si y solo si toda familia de subconjuntos cerrados de X con la
pif, tiene interseccion mo vacia.

Si X es un espacio topoldgico, decimos que una sucesién {z; : i € w} C X
converge a punto x en X si, para cada abierto U que contenga a x existe un
n € N tal que z,, € U para todo n < m. O equivalentemente, el conjunto
{i €ew:x; €U} es finito.

Proposicién 1.1.30. [2, Teorema 6.2, p. 218] Sea X un espacio topoldgico
primero numerable y A C X. Entonces, x € clx(A) si y sdlo si eriste una
sucesion en A que converge a x.
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Lema 1.1.31. [7, Teorema 17.10, p. 99] Si X es un espacio topoldgico Haus-
dorff, toda sucesion convergente en X converge a un unico punto en X.

Un teorema importante acerca de las sucesiones en espacios euclideanos, es
el teorema de Bolzano - Weierstrass que enunciamos a continuacién.

Teorema 1.1.32. [9, Teorema 3.6, p. 51] Toda sucesion acotada en R™ con
n € Z™T tiene una subsucesién convergente.

Sea X; un conjunto no vacio para cada i € I. El producto cartesiano de
los conjuntos X;, es el conjunto de todas las funciones

z:1— U X;
i€l
tales que (i) € X; para cada i € I. Este conjunto se denota como [[;.; Xi.
Para cada = € [[,.; X; y cada i € I, el valor x(i) lo llamaremos la i-ésima

coordenada de z. Se suele denotar a la i-ésima coordenada de x por x;. Por
conveniencia, en ocaciones denotaremos a la funcién z por {(x;);e;s.

Definicién 1.1.33. Sea {X; : ¢ € I} una familia de espacios topoldgicos. Sea

B el conjunto de todos los subconjuntos de [[;.; X; de la forma

Uio X H Xi7
iel\{io}

donde U;, es un subconjunto abierto de X;,. La topologia en []|
por B como sub-base recibe el nombre de topologia producto.

ic1 Xi generada

Observemos que la base generada por B como sub-base, es la coleccién de
todos los subconjuntos de la forma Hiel U;, en donde U; es abierto en X; y
U; = X, salvo un ntumero finito de indices.

Definicién 1.1.34. Sea [[;c; Xi el producto topoldgico de una familia {X; :
i € I} de espacios topoldgicos. Para cada j € I, la funcidn

Tt HXZ — Xj
il
dada por mj((x;)icr) = x; se llama la j-ésima proyeccion.
Proposicién 1.1.35. [2, Teorema 2.1, p. 101] Si {X; : i € I} es una familia
espacios topoldgicos, para cada j € I, la proyeccion

T - HXZ — Xj7
i€l

es una funcidn continua y abierta.
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Proposicién 1.1.36. Sean X, Y espacios topoldgicos y x € X. Si consideramos
{z} xY como subespacio de X XY, entonces los espacios {x} xY yY son
homeomorfos.

Demostracion. Hagamos Y, = {z} x Y y consideremos la funcién 7, : Y, =Y
definida como 7, ({x,y)) = y. Veamos que 7, es un homeomorfismo.

Como 7, es la proyeccién sobre Y, de la proposicién 1.1.35 se sigue que m, es
continua. Ademdas notemos que 7, es biyectiva. Ahora, sea y € Y. Probemos
que 7, ! es continua en y: sea U una vecindad abierta de 7 !(y) = (z,y) en
Y,. Como U es abierto en Y,, entonces existe un abierto V en X x Y tal que

Y, NV =U. Como la familia
{W x G:W esabiertoen X y G es abierto en Y}

es una base para X X Y, existen abiertos W y G de X y Y respectivamente
tales que

(x,y) e WxGC V.

Notemos que * € W y y € G. Veamos que 7, }[G] C U : sea z € G. Como

77 1(2) = (x, z) tenemos que

(,2) e WxG)NY,CcVNY,=U.

1

Y se sigue que m;}[G] C U. Por lo tanto 7! es continua en y. Asf, podemos

concluir que 7, es un homeomorfismo.

O

1.2. Conexidad

Un espacio topoldgico X se dice que es conexo si cada vez que X =U UV
donde U y V son abiertos en X tal que UNV =0, entonces U =0 o V = 0.
Un ejemplo de espacio conexo es el de los nimeros reales y la prueba se ve en
un curso bésico, el lector lo puede consultar en [12, Ejemplo 26.9, p. 193].

A continuacién daremos algunos resultados importantes acerca de conexidad.

Teorema 1.2.1. La imagen continua de un espacio topoldgico conexo es conexo.

Demostracion. Sean X, Y espacios topoldgicos con X conexoy f: X — Y
continua y sobreyectiva. Supongamos que Y no es conexo, es decir, existen
U,V C Y abiertos disjuntos no vacios tales que Y = UUV. Como f es continua,
f7YU] y f7Y[V] son abiertos no vacios en X. Luego, notamos que

AN ivi=fHunvl= 1) = 0.
Por otro lado tenemos que
OO fVI= T UuV] = Y] = X,

Pero esto contradice la conexidad de X. Por lo tanto Y es conexo. O
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Teorema 1.2.2. La union de subespacios conexos cuya interseccion es no vacia,
es conexo.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico y sea {Y; : t € T} C X una familia
de subespacios conexos que se intersectan. Hagamos

A=Y vy B=(Y,

teT teT

Probemos que A es conexo: Supongamos que A = CUD con C, D C X abiertos
tales que C N D = (. Como B # () podemos tomar un x € B. Entonces x € C
o x € D. Sin pérdida de generalidad supongamos que x € C. Ahora, fijemos un
t € T'y hagamos ' =Y,nC y D' =Y,ND. Notemos que ' y D’ son abiertos
en Y;. Luego vemos que

C'nD =Y,n(CND)=0.
Por otro lado tenemos que
C'UD =Y,n(CUD)=Y,NA=Y,.

Asi, tenemos que c' y D’ son abiertos disjuntos en Y; tales que c'uD =Y,
Pero como Y; es conexo, se sigue que ¢ =0 o D' = (). Si C' = 0 se sigue que
Y, C D. Y si D =0 se sigue que Y; C C. Pero como x € C entonces Y; no
puede estar contenido en D, ya que x € Y;. Entonces Y; C C. De esto se sigue
que Y; C C para todo t € T, lo cual implica que | J,. ¥; C C. Asi, tenemos que
D =0y por lo tanto A es conexo.

O

Teorema 1.2.3. El producto de dos espacios topolégicos coneros es conexo.

Demostracion. Sean X,Y espacios conexos. Para cadax € X, seaY, = {z} xY.
Fijamos yg € Y y definimos Xy = X x {yo}. Por la proposicién 1.1.36 se tiene
que Y y Y, son homeomorfos. Entonces Y, es conexo por ser la imagen continua
de un conexo. Por un argumento similar al anterior se tiene que X es conexo.
Luego vemos que

() YaUuXo) = Xou<ﬂ YI>

zeX reX
= X,uUl
= XO)

es decir, la interseccién de los subconjuntos Y, U Xy de X x Y haciendo variar
x € X es no vacio. Ademads, notemos que

XxY:U{YwUXO:xeX}.

Por lo tanto, del teorema 1.2.2 se sigue que X X Y es conexo.
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Corolario 1.2.4. FEl producto finito de espacios coneros es conexo.

Demostracion. Sea X, conexo para cada n € N. Hagamos induccién sobre n:
para n = 2, aplicamos el teorema 1.2.3 y tenemos que X7 x X5 es conexo. Ahora
supongamos que para n = k el producto de los primeros k-factores es conexo.
Notemos que

Xy oo X Xppyr = (X x - o x Xyp) X Xy

Como X; X -+ x X es conexo (por hip6tesis de induccién) y X1 es conexo,
de nuevo aplicando el teorema 1.2.3 se sigue que X; X --- X Xjy1 es conexo.
Esto completa la induccion. Por lo tanto, el producto finito de espacios conexos
es conexo.

O
Corolario 1.2.5. R” es conezo sin € Z+.

Notemos que el corolario anterior se sigue directamente del hecho que R es
conexo y del corolario 1.2.4.

Teorema 1.2.6. [2, Teorema 1.6, p. 109] Sea A C X conexo. Entonces cual-
quier conjunto B que satisface que A C B C clx(A) es también conexo. En
particular, la cerradura de un conjunto conexo es conexo.

Hasta ahora, para probar que un espacio topoldgico es conexo, solo conoce-
mos la definicién. El siguiente resultado, nos da una técnica para probar que un
espacio topoldgico es conexo.

Teorema 1.2.7. Si dos puntos cualesquiera de un espacio topolégico X estdn
contenidos en un subespacio conexo de X, entonces el espacio X es conexo.

Demostracion. Sea xy € X fijo. Por hipétesis, para cada x € X existe un
subespacio conexo C, de X que contiene a x y a xy. Luego, como

To € m Cq,

zeX
es decir, la interseccién de la familia {C, }.cx es no vacfa y ademads
x=Ue.
zeX

del teorema 1.2.2 se sigue que X es conexo.

O

Con la ayuda del teorema anterior es facil probar que las bolas abiertas en
R"™ son conexas.

Corolario 1.2.8. Toda bola abierta en R™ con n € Zt es un conexo.
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Demostracion. Consideremos la bola abierta con centro en el origen B,.(0) C R™
con r € Rt y n € Z*. Probemos que B,.(0) es conexa: sean z,y € B,(0) con
= (21, Zn) Yy = (Y1,..., Yn). Hagamos

A={(1—-t)x+ty:te][0,1]}.
Notemos que = y y estén en A. Ahora definimos una funcién f : [0,1] — A como

f@) = (1 = t)z +ty,

para cada t € [0, 1]. Notemos que f es sobreyectiva por la definicién de A. Para
ver que f es continua, basta observar que

ft) = A-tz+ty
((1 - t)l‘l + ty1, ..., (1 — t)xn + tyn).

Es decir, cada componente de f(t) es un polinomio de grado 1 en R. Por lo tanto
cada componente de f(t) es continuo. De esto se sigue que f es continua. Luego,
como [0, 1] es conexo, del teorema 1.2.1 se sigue que A es conexo. Veamos que
A C B;(0). Sea p € A, entonces p = (1 — t)x + ty para algin ¢ € [0, 1]. Luego,
vemos que

lpll =11 —=t)z +tyl|
< @ =9l +tllyll
< (1=t)+t
= 1

De esto se sigue que p € B,.(0). Y por lo tanto A C B,-(0). De esta manera hemos
encontrado un subconjunto conexo en B,.(0) que contiene a z y y. Entonces, por
el teorema 1.2.7 se sigue que B, (0) es conexo.

Por dltimo, observemos que B,.(0) y B,(z) son homeomorfos para cualquier
x € R™. De esta ultima observacién se sigue que las bolas abiertas en R™ son
CONExos.

1.3. Espacios cociente

Definicién 1.3.1. Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y wuna funcion
sobreyectiva. Decimos que f es una tdentificacion si

YU CY :U esabierto en Y <= f'[U] es abierto en X.

Ahora, definiremos dos nociones de saturacién de conjuntos:

Sea P una particién en un conjunto X. Un subconjunto V' C X se denomina
saturado para P si cumple que BNV # () implica B C V para todo B € P.
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Por otro lado, si X y Y son espacios topolégicos y f : X — Y es una funcién
sobreyectiva, decimos que A C X es saturadosi A = f~![B] paraalgtin B C Y.

En realidad las dos nociones de conjuntos saturados que acabamos de dar
son equivalentes, ya que si f : X — Y es una funcién sobreyectiva, entonces la
familia de fibras {f~!(y) : y € Y} es una particién de X.

Una relacién de equivalencia en un conjunto dado induce una particién del
conjunto. Usaremos este hecho para que, a partir de las particiones de un espa-
cio topoldgico dado, podamos construir otros espacios topoldgicos.

Definicién 1.3.2. Sea R una relacion de equivalencia en un espacio topolégico
X. Sea P = {[z]g : ® € X} el conjunto de clases de equivalencia y II : X — P
definida por I(x) = [z]. Entonces la topologia cociente en P es

{UCP:TT"U] es abierto en X}.

A la funcién II de la definicién anterior se le llama funcién cociente.

Observacion 1.3.3. En la definicion anterior, 11 es una identificacion.

Proposicién 1.3.4. [10, Proposicion 2.4.15, p. 95] Si f : X — Y es una
identificacion, entonces para cualquier conjunto B C 'Y cerrado o abierto, la
restriccion f|g-1(p) : f~1[B] = B es una identificacion.

Teorema 1.3.5. [2, Teorema 3.1, p. 123] Sean X,Y espacios topoldgicos y sea
f: X =Y continua y sobreyectiva. Entonces [ es una identificacion si y solo
si: para cada espacio topoldgico Z y cada funcion g : Y — Z, la continuidad de
go f implica la continuidad de g.

Teorema 1.3.6. [2, Teorema 3.2, p. 123] Sea Il : X — Y wuna identificacion y
h:X — Z. Supongamos que si x,y € X yI(z) =1(y) entonces h(z) = h(y).

x"2oy

|

zZ
(a) Sih es continua, entonces existe H : Y — Z continua tal que H oII = h.

(b) La funcion H es abierta (cerrada) si y sdlo si h[U] es abierta (cerrada)
para cada abierto (cerrado) saturado U.
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1.4. Conjuntos linealmente ordenados y su to-
pologia

Consideremos un conjunto X y una relacién binaria < entre elementos de
X. Diremos que < es un orden estricto en X si

e < es antireflexiva: x £ x para todoz € X,y

e < es transitiva: si z,y,z € X son tales que x < y y y < z, entonces
T < z.

Y diremos que < es un orden parcial en X si < es transitiva,
e < esreflexiva: z < x paratodox € X,y

e < es antisimétrica: si x,y € X son tales que z < y y y < x, entonces
T =1y.

Si < es un orden estricto en X, diremos que es un orden lineal si cuales-
quiera dos elementos son comparables, es decir: si z,y € X entonces

r=y ozxz<yoy<uwc,

y solo una de estas tres opciones; diremos también que (X, <) es un conjunto
linealmente ordenado.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Una cadena en X es un
subconjunto Y C X que estd linealmente ordenado por <, es decir, si z,y € Y
entonces r <yoy < .

Dimos la definicién de cadena con la intencién de hablar del lema de Zorn.
Presentaremos el lema de Zorn, como se da en [4, Definicién 7.7, p. 146].

Lema 1.4.1 (Lema de Zorn). Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado
con X # ). Supongamos que toda cadena de X tiene cota superior. Entonces
existe un elemento mazimal en (X, <).

Definicién 1.4.2. Sean (X, <) un conjunto linealmente ordenado y A C X.
(i) A es un segmento inicial siVa € AVb e X, (b<a=bec A).

(ii) A es un segmento final siVa € AVb € X, (a<b=be A).

Diremos que < es un buen orden en un conjunto X si < es un orden
estricto y ademads, si A C X es tal que A # () entonces existe a € A minimo con
la propiedad de que si x € A entonces a < x. En este caso vamos a decir que
(X, <) es un conjunto bien ordenado.
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Observacién 1.4.3. Todo buen orden es lineal.

En efecto, si (X, <) es un conjunto bien ordenado y x,y € X entonces el
conjunto A = {x,y} tiene un elemento minimo. Si = es el minimo de A, entonces
x <y.Y siyesel mnimo de A, entonces y < x.

Proposicién 1.4.4. Sea (X, <) un conjunto bien ordenado y sea J un segmento
inicial propio de X. Entonces existe un elemento x € X tal que

J={yeX:y<zx}

Demostracion. Sea J un segmento inicial propiode X y A={ye X :z & J}.
Como J es segmento inicial propio, se tiene que A # ). Entonces, como A C X
y A # (), existe un elemento x € A tal que x < a para todo a € A. Hagamos

K={yeX:y<uz}.

Probemos que J = K.
D] Seay € K. Siy ¢ J, entonces y € A, lo cual implica que x < y, pero esto
contradice el hecho que y € K. Por lo tanto y € J y se tiene que K C J.
C] Sea y € J. Como el orden es lineal por la observacién 1.4.3, se tiene que
r=y,0ox <y, oy <z Comox € A, no puede pasar que x = y. Si & < y,
esto implica que z € J ya que J es segmento inicial. Pero esto contradice el
hecho que z € A. Entonces y < z, lo cual implica directamente que y € K. Asi,
tenemos que J C K y por lo tanto J = K.

O

Corolario 1.4.5. [4, Proposicién 5.18, p. 90] Sean (X, <) un conjunto bien
ordenado y J C X un segmento inicial. Entonces, J es isomorfo a X si y solo
st X =J.

Es importante mencionar que el corolario anterior se debe al hecho que los
isomorfismos entre conjuntos bien ordenados son unicos y la proposicién 1.4.4.

Un ejemplo de un conjunto bien ordenado es el conjunto de ntimeros natu-
rales N. También existe una clase de conjuntos bien ordenados, llamados ordi-
nales. La definicién de ordinal dada por John von Neumann, en este trabajo no
es importante darla, pero si es importante entender cudles son sus consecuen-
cias. Sucede que la relacién € en un ordinal es una relaciéon de orden estricto, y
ademas cualesquiera dos ordinales distintos son comparables con esta relacion.
En particular, cada ordinal es igual al conjunto de los ordinales menores que
el. La propiedad mas importante de los ordinales es que todo conjunto bien
ordenado admite una biyeccién que preserva el orden sobre un tinico ordinal [4,
Teorema 5.50, p. 107]. Otra propiedad importante acerca de la contencién C de
ordinales es la siguiente:

Lema 1.4.6. [4, Lema 5.24, p. 97] Sean x, y ordinales. Entonces © C y si y
solosix =y ox €y.
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Sucede que el conjunto N también es un ordinal, y en la teoria de conjuntos
se denota como w. Ademas, dado un ordinal « hay uno que es sucesor inmediato
el cual denotaremos por a + 1. Entonces como w es un ordinal, tenemos que

wH+lw+2,..,w+w,..

también son ordinales y son mayores que w. Estos ordinales, aunque no se de-
finirdn, son numerables. Sucede que existe un ordinal, denotado por wi, que
es igual al conjunto de todos los ordinales numerables. Ademaés existen dos ti-
pos de ordinales, los que son sucesor de algin otro ordinal y los que no lo son.
Los ordinales que no son sucesor de otro ordinal son llamados ordinales limite.

Proposicién 1.4.7. [4, Proposicidn 5.53, p. 109] Existe un conjunto bien or-
denado wy y es el primer ordinal no numerable.

No nos detendremos a probar la proposicién anterior, ya que no es nuestro
propdsito probar la existencia de wi, si no mas bien, conocer algunas de sus
propiedades mas importantes.

En el articulo de divulgacién [5, Definicién 3.2, p. 41] se presenta a w; de
manera axiomdética. Vamos a basarnos en este trabajo para enunciar algunas
propiedades de w; a continuacion.

Teorema 1.4.8. El conjunto bien ordenado (w1, <) cumple las siguientes pro-
piedades:

(a) Cada subconjunto numerable tiene una cota fuera de ese subconjunto, es
decir, si {ay, : n € N} C wy, entonces existe B € wy tal que a,, < 8 para
todo n € N.

(b) Cada segmento inicial propio es numerable, es decir, para cada o € wy el
congunto {fB € wy : B < a} es numerable.

Demostracion. (a) Sean

A = {ap:nc€w}Cuw y
s = Ja

La prueba de que S es un ordinal se puede encontrar en [4, Lema 5.42, p. 105].
Veamos entonces que S es cota superior de A: sea o € A. Por definicién tenemos
que a C [JA = S. Pero como el orden de la contencién estricta C coincide con
el orden € de los ordinales por el lema 1.4.6, entonces o € S. De esto se sigue
que S es cota superior de A.

(b) Sea J un segmento inicial propio de w;. Como J es segmento inicial
propio, tenemos que J # w; y entonces el corolario 1.4.5 implica que J no es
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isomorfo a w;. Luego, como J es bien ordenado se tiene que J es isomorfo a
un ordinal, digamos «a. La prueba de la ltima afirmacién se puede ver en [4,
Teorema 5.50, p. 107]. Por otro lado, como J es subconjunto de wq, hay una
funcién inyectiva de J a w;. Entonces hay una funcién inyectiva de a a wq, lo cual
implica que a es menor que wy. Y como w; es el primer ordinal no numerable
por la proposicién 1.4.7, se sigue que « es numerable. Y por lo tanto J también
es numerable.

O

El inciso (a) del teorema anterior, nos habla acerca de sucesiones en w; y
nos dice un propiedad importante: que son acotadas. Otra propiedad también
importante de las sucesiones es cuando se tiene un ordinal limite en w;, como
veremos en la siguiente proposicion, existe una sucesion de ordinales que no solo
estd acotada por este ordinal, si no que ademdas converge a él en el siguiente
sentido.

Proposicién 1.4.9. [5, Propiedad 3.6, p. 42] Si o € wy es limite, entonces
existe una coleccion {a, :n < w} C [0,a) con las siguientes propiedades:

(I) la sucesidn es estrictamente creciente, es decir, m < n < w implica que
Qm < Op, Y

(II) dado 8 € w1 con B < « existe m € N tal que 8 < auy,.

En este momento lo que sigue es darle una topologia a los ordinales.

Definicién 1.4.10. Si (X, <) es linealmente ordenado, la topologia del orden
es la generada por los conjuntos

(«,a)={reX:z<a}
b,=)={reX :b<a}

donde a,b € X.

Observacion 1.4.11. Notemos que si X tiene elemento minimo, digamos m,
entonces el subconjunto [m,a) es abierto en X para todo a € X.

Terminamos esta seccién con una propiedad de los espacios linealmente or-
denados que nos sera de mucha utilidad en algunos ejemplos que daremos en el
préximo capitulo.

Lema 1.4.12. Todo espacio linealmente ordenado es Hausdorff.

Demostracion. Sea (X, <) un espacio linealmente ordenado y sean z,y € X con
x # y. Sin pérdida de generalidad supongamos que x < y. Consideremos los
siguientes casos:

Caso 1. Existe z € X tal que x < z < y. Entonces tomamos los siguientes
abiertos: U = («,2) y V = (2,—). Notemos que x e U, y € V y UNV = 0.
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Caso 2. No hay elementos entre z y y. Entonces tomamos U = (+—,y) y V =
(z,—). Notemos que z € U,y e VyUNV =0.
En ambos casos podemos separar los puntos por abiertos ajenos. Por lo tanto
X es Hausdorff.

O

Definicién 1.4.13. Sean (X, <x), (Y, <y) dos conjuntos linealmente ordena-
dosy f: X =Y. Entonces decimos que

(i) [ es una funcion creciente si para cada x,y € X tales que x <x y, se
tiene que f(x) <y f(y).

(i) [ es una funcidn decreciente si para cada x,y € X tales que x <x y, se
tiene que f(y) <y f(x).
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Capitulo 2

Conceptos basicos de
variedades

2.1. Definicién y primeros ejemplos

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio topolégico y n € N. Decimos que X es
localmente homeomorfo a R™ si para cada x € X existe una vecindad abierta
U de x, un abierto V.C R"™ y un homeomorfismo ¢ : U — V.

Definicién 2.1.2. Sea n € N. Una n-variedad es un espacio topolégico cone-
zo, Hausdorff y localmente homeomorfo a R™.

Un caso particular de variedades son las 2-variedades, a las cuales se les
llama superficies. A continuacién mostramos varios ejemplos clasicos de varie-
dades y espacios que son cercanos a ser variedades pero que no cumplen todas
las propiedades de la definicion.

Ejemplo 2.1.3. El espacio R™ es una n-variedad para toda n € N.

Demostracion. Del hecho que R™ es metrizable se sigue que R™ es Hausdorff.
Luego, del corolario 1.2.5 se sigue que R™ es conexo.

Por ultimo, veamos que R™ es localmente homeomorfo a R™: sea x € R".
Tomemos U =V =R"y ¢ : U = V como ¢ = Iz (la identidad en R™). Evi-
dentemente U es vecindad abierta de x, V es abierto y ¢ es un homeomorfismo
por ser la funcién identidad.

Por lo tanto R™ es una n-variedad para toda n € N.
O

Ahora consideremos X = R U {x}, donde x ¢ R y definimos una coleccién 3
de subconjuntos de X tal que para cada V C X;
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1. Si V C R entonces V € B si y solo si es abierto en la topologia euclidiana.

2. Si x € V entonces V € B siy solo si (V \ {*}) U {0} es abierto en la
topologia euclidiana.

Notemos que 8 es una topologia en X. Si U € 8 es como en 1, lo llamaremos
abierto de tipo I. Y si U € 5 es como en 2, lo llamaremos abierto de tipo II.

Ejemplo 2.1.4. FEl espacio X = RU {x} con la topologia B definida anterior-
mente es conexo, localmente homeomorfo a R pero no es Hausdorff.

Demostracion. Primero hagamos la siguiente observacién: la topologia de R
como subespacio de X esta dada por la coleccion

r={UNR:U € B}

Luego, si g es la topologia euclidiana, entonces 7g = 7. Probemos esta afirma-
cion. Sea U NR € 7 con U € 3. Consideremos dos casos:

Caso 1. Si U C R. Entonces UNR = U € 7r ya que U es abierto en la
topologia euclidiana.
Caso 2. Si x € U. Entonces pensamos en dos casos. Si 0 € U tenemos que

UNR=(U\{x}) U{0},

el cual es abierto en la topologia euclidiana y por lo tanto U NR € 7r. Y si
0 ¢ U tenemos que U NR = U \ {*}. Ademds notemos que

(RA{0}) MU\ {+}) U{0}] = U\ {x},

es decir, U \ {*} es la interseccién de dos abiertos en la topologia euclidiana, lo
cual implica que U NR € k. Asi, tenemos que 7 C Tg.

Por otro lado, si V' € g, entonces V' es abierto en la topologia euclidiana, lo
cual implica que V € fy como V = V NR, se sigue que V € 7. Asi, tenemos
que 7 C 1. Por lo tanto 7o = 7, es decir, la topologia euclidiana coincide con
la topologia de R como subespacio de X.

Veamos que X es localmente homeomorfo a R: sea x € X. Consideremos los
siguientes casos:

Caso 1. Si ¢ # *. Tomamos U =V =Ry ¢ : U — V como ¢ = Ig. Como la
topologia de R como subespacio de X coincide con la topologia euclidiana por
la observacién anterior y, como ¢ es la funcién identidad, se sigue que ¢ es un
homeomorfismo. De esta manera, para x # * hemos encontrado una vecindad
abierta de z que es homeomorfo a un subconjunto abierto de R.

Caso 2. Si z = *. Tomamos U = (R\ {0}) U{*}, V =R y definimos la funcién
p: U —V como
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Sy, si y#FExy
go(y){o’ st Yy =x.

Veamos que ¢ es continua: tomemos un abierto W en V. Notemos que si 0 ¢ W
entonces o1 [W] = W, el cual es un abierto de tipo I en U. Y si 0 € W entonces
@ 1 [W] = WU {x}, el cual es un abierto de tipo II en U. De esto se sigue que ¢
es continua. Ademds notemos que ¢ es biyectiva. Ahora, si tomamos un abierto
W de tipo I en U, entonces ¢[W] = W, el cual es abierto en V.Y si W es un
abierto de tipo IT en U, entonces o[W] = (W \ {x}) U {0}, el cual es abierto en
V. Por lo tanto ¢ es abierta y asi tenemos que ¢ es un homeomorfismo y por
tanto X es localmente homeomorfo a R.

Ahora vemos que X es conexo: supongamos que X = UUV,conUNV =0
y U,V abiertos en X. Hagamos U = U NRy V =V NR. Notemos que

UnV =RNUNV)=RNO =0,

Yy que
UuV =RN(UUV)=RNX =R.

Como U,V € S, entonces U, V' € 7. Luego tenemos que 7 = 7 por nuestra
observacion, lo cual implica que U ' y V' son abiertos en R. Entonces, como R es
conexo tenemos que U "=0oV =0. Supongamos sin pérdida de generalidad
que U’ = 0. Entonces R C V. Ahora notemos que si * € Vsesigueque U =0y
asi X es conexo. Y si* € U, como UNV = {), entonces x € U para todaz € Ry
se sigue que U = {x}, lo que implica que (U \ {*})U{0} = {0} es abierto en R, lo
cual es una contradiccién. Asi concluimos que U = () y por lo tanto X es conexo.

Por tltimo mostramos que X no es Hausdorff: probemos que los elementos 0
v * no se pueden separar por abiertos ajenos. Sean U, V vecindades abiertas de
x y y respectivamente. Como * € V', entonces (V' \ {*}) U {0} es abierto en R y
ademsés es vecindad abierta de 0. Pero también 0 € U, entonces U N[(V \ {*}) U
{0}] también es una vecindad abierta de 0. Luego, como U N [(V \ {*}) U {0}]
es abierto en R, existe ¢ > 0 tal que

(—e,) CUN[(V\{}) U{0}].

Luego notamos que § € (—¢,€) y como § # 0 entonces § € V' \ {x}, y se sigue

que 5 € V. Entonces § € UNV y se sigue que X no es Hausdorff.
Y por lo tanto X = RU {*} no es una variedad.
O

Un ejemplo clasico de variedad es el toro. Nuestra intencién es presentar
al toro como una 2-variedad, pero para ello haremos uso de un teorema y un
ejemplo que presentamos a continuacién.
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Ejemplo 2.1.5. La circunferencia S' = {(x1,22) € R? : 23+ 23 = 1} es una
1-variedad.

Demostracion. Del hecho que S' es subespacio métrico de R?, se sigue que S!
es Hausdorff.

Ahora veamos que S! es conexo: consideremos H = [0,27] y la funcién
¢ : H — S' dada por

o(t) = (cos(t), sen(t)), t € H. (2.1)

Como cada componente de la funcién ¢ es una funcién continua, entonces ¢
es continua. Luego notamos que p[H] = S, es decir, ¢ es sobreyectiva. Por lo
tanto, como H es conexo y S! es la imagen continua de H, por el teorema 1.2.1
se sigue que S! es conexo.

Por tltimo veamos que S' es localmente homeomorfo a R: sea z € St,
y=(1,0) y U =S!\ {y}. Consideremos dos casos.

Caso 1. = # y. Notemos que = € U y que U es abierto en S'. Consideremos
V=(0,2r) y ¢ | V:V — U la restriccién de la funcién definida como en 2.1.
Como ¢ es continua y ¢[V] = U, por la proposicién 1.1.16 se sigue que ¢ | V es
continua. Ademds notemos que la funcién ¢ | V es biyectiva. Ahora tomemos
W = (t1,t2) C (0,27). Notemos que geométricamente se puede notar que

@W] =S"NBc(p((t1 +t2) /2)) donde €= |l¢((t1 +t2) /2) — @ (t1)]],

es decir, la imagen de W es la interseccién de la circunferencia S! con una bola
abierta en R? y, por lo tanto ¢[W] es abierto.

O<to—ti<m T<ty—t <27
Figura 2.1: Representacién geométrica de ¢[W]

En la figura 2.1, el arco de la circunferencia de color rojo representa al
conjunto abierto ¢[W]. Representamos al abierto ¢[WW] de dos maneras distintas,
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dependiendo de los valores de t5 — t1. Luego, como W es un abierto bésico, se
sigue que la funcién ¢ es abierta. Asi, como ¢ [ V es biyectiva y abierta, entonces
@ [ V es un homeomorfismo.

Caso 2. x = y. Tomemos z = (0,1), H = S' \ {2} y definimos o : U — H como
o(u) = Rzu, donde u = (u1,u) y Rz es la matriz de rotacién en R? dada por

0 -1
(V)
Entonces tenemos que

_ 0 -1 (51 Y )
o= (0 ()= ()
para cada u = (ug,u2) € U. Como o es restriccién de una transformacién lineal
del plano, entonces o es continua. Notemos también que o es biyectiva. Ademas,
como la inversa de una transformacion lineal es una transformacién lineal, la
inversa también es continua y se sigue que o es un homeomorfismo. Asi, tene-

mos que (0, 27) es homeomorfo a U y U es homeomorfo a H, lo que implica que
(0,27) es homeomorfo a H.

Por lo tanto S! es localmente homeomorfo a R! y entonces ya podemos
concluir que S! es una 1-variedad.

O

A continuacién damos un teorema que nos permite dar muchos ejemplos de
variedades, en particular nos ayudara a presentar el ejemplo del toro como una
2-variedad como mencionamos anteriormente.

Teorema 2.1.6. Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es una n-variedad y
Y es una m-variedad, entonces X XY es una (n + m)-variedad.

Demostracion. Sean X una n-variedad y Y una m-variedad. Como X y Y son
conexos, del teorema 1.2.3 se sigue que X X Y es conexo.

Veamos que X xY es Hausdorff: sean (z1, 2), (y1,y2) € X XY con (x1, z3) #
(y1,y2). Sin pérdida de generalidad supongamos que ;1 # y;. Como X es Haus-
dorff, existen vecindades abiertas U’ y V' de 2, v y1 respectivamente tales que
U'NV' = 0. Ahora hagamos U = U'xY,V =V xY.Notamos que U’ y V' son
vecindades de (z1,%2) y (y1,y2) respectivamente. Como U’ es abierto en X y
Y es abierto, se sigue que U es abierto en X x Y. Por un argumento similar, V'
es abierto en X x Y. Luego, si existe (zl,z2> e UNYV, entonces (z1,22) € U y
(21, 22> €V, es decir z; € U’ y 21 € V' 1o cual es una contradiccién ya que U
y V' son disjuntos. As{ tenemos que UNV = @) y por lo tanto X XY es Hausdorff.

Ahora veamos que X X Y es localmente homeomorfo a R"*™: sea (1, z2) €
X xY. Como X es localmente homeomorfo a R™, existe una vecindad abierta
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U de x4 y un abierto V' c R" tal que ¢ : U — V' es homeomorfismo.
De la misma manera, como Y es localmente homeomorfo a R™, existe una
vecindad abierta W' de zo y un abierto G C R™ tal que ¥ : W = G es
homeomorfismo. Notamos que U x W y V' x G son abiertos de X x Y y
R™xR™ respectivamente, ademas U'xW' es vecindad abierta del punto (x1,x2).
Definimos o : U x W' — V' x G como o({y1,y2)) = (¢(y1),¥(y2)) para cada
(y1,92) € U x W'. Del hecho que ¢ y ¥ son homeomorfismos se sigue que o es
homeomorfismo. Asi, tenemos que X XY es localmente homeomorfo a R™ x R™.
Pero como los espacios R” x R™ y R™™™ son homeomorfos, se sigue que X x Y’
es localmente homeomorfo a R,

Por lo tanto X x Y es una (n + m)-variedad.
O

Ejemplo 2.1.7. El toro T? = S' x S' con la topologia producto es una 2-
variedad.

Demostracion. En el ejemplo 2.1.5 se probé que S! es una 1-variedad. Entonces

por el teorema 2.1.6 se sigue que S! x S! es una 2-variedad.
O

Otro ejemplo cldsico de variedad (con frontera) es la banda de Mdbius.
Probaremos que la banda de M&bius menos su frontera es una 2-variedad, pero
antes de esto, definiremos este espacio topolégico y tomaremos en cuenta algu-
nas consideraciones.

Consideramos a I? = [0, 1] x [0,1] € R? como subespacio topolégico. Defi-
nimos una relacién ~ en I? de la siguiente manera: diremos que dos elementos
(w1, 22), (y1,y2) € I? estan relacionados si y solo si

(1) zi=y1 N T2=1y2, O
(@) A{x1,y1}=1{0,1} A z2+y2=1

<1, 1-— JI2>

<0, £C2>

Figura 2.2: Relacion de equivalencia para la banda de Mobius

Es facil verificar que la relacién ~ es de equivalencia. Denotaremos simple-
mente [z] en lugar de [z]. a la clase de equivalencia de z. Ahora, hagamos
M = {[z] : # € I?} y definimos la funcién II : 1> — M como II(z) = [z]. El
conjunto M con la topologia cociente es llamada banda de Mobius.
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La funcién IT es una funcién cociente (por definicién) y notemos que IT es
sobreyectiva, es decir I1[I?] = M. Ahora, consideremos los conjuntos

L = T[0,1} x[0,1]
F = TJ[0,1] x {0,1}].

Figura 2.3: Banda de Md&bius

En la figura 2.3 podemos ver geométricamente a los conjuntos L y F' los
cuales son subconjuntos de M. El conjunto F' es llamado la frontera de M.
Antes de probar que M\ F' es una 2-variedad, hacemos una tltima observacién:
sea [(x1,x2)] € M, entonces

1. si [(z1,22)] € L, entonces II~[(z1, 22)]] = {{z1, x2), (1 — 21,1 — x2)},
-

2. si [(z1,292)] € L, entonces I~ [[(w1, 22)]] (x1,29)}.

Ejemplo 2.1.8. La banda de Mdbius M menos su frontera, es decir M\ F, es
una 2-variedad.

Demostracion. Veamos que M\ F es conexo: primero notemos que
12\ ([0,1] x {0,1}) = [0,1] x (0,1).

Como [0,1] ¥ (0,1) son conexos, por el teorema 1.2.3 se sigue que [0, 1] x (0, 1)
es conexo, es decir, 12\ ([0, 1] x {0,1}) es conexo.
Por otro lado tenemos que II es continua por ser funcién cociente. Entonces

|2\ ((0,1)x {0,13) : 12\ ([0,1] x {0,1}) = M\ F

es continua por la proposicién 1.1.16. Ademds, como IT es sobreyectiva entonces
-1 [n\ ) €s sobreyectiva por la observacién 1.0.1. Asi, tenemos que M\ F es la
imagen continua del conexo 12 \ ([0, 1] x {0,1}). Entonces, por el teorema 1.2.1
se sigue que M\ F es conexo.
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Veamos que M \ F es localmente homeomorfo a R?: sea [z] € M\ F. Vamos
a considerar dos casos:

Caso 1. [z] € L. Hagamos U = M\ (L U F). Veamos que II7}[U] = (0,1) x
(0,1): sea (x1,z2) € II7[U]. Entonces [(z1,72)] = H((x1,22)) € U, lo que
implica que [(z1,22)] € L y [(z1,22)] € F. Como [(z1,x2)] € L se tiene que

0<a <1 (2.2)
Por otro lado, como [{z1,z2)] € F se tiene que
0<z <1 (2.3)

Entonces de (2.2) y (2.3) se sigue que 3 € (0,1) y 2 € (0,1) es decir,
(r1,72) € (0,1) x (0,1). Y por tanto ITI"1[U] C (0,1) x (0,1).

Ahora tomemos (z1,22) € (0,1) x (0,1). Como 0 < z; < 1 entonces
[(z1,x2)] ¢ L. También como 0 < zy < 1 se sigue que [{(x1,z2)] ¢ F. Por
lo tanto TI((z1,x2)) = [(x1,22)] e M\ (LUF) =TU.

Entonces, como II({z1,73)) € U se sigue que (z1,72) € II71[U] y por lo tanto
(0,1) x (0,1) C O~ LU].

Entonces ya podemos concluir que II7[U] = (0,1) x (0,1). Ahora hagamos
g= Hlﬂfl[U] : H_l[U] — U.

Veamos que g es un homeomorfismo: como II es continua, por la proposicién
1.1.16 se sigue que g también es continua. Ademas II es sobreyectiva y, por la
observacién 1.0.1 se sigue que g también es sobreyectiva. Ahora veamos que g es

inyectiva: tomemos (1, z2), (y1,y2) € II U] tal que g({x1,72)) = g({y1,y2))-
Luego, como [{(x1,22)] ¥ [{y1,y2)] no estdn en L se sigue que

O [z, 22)]] = {(z1,20)}
H’l[[<y1,yz>]] = {(y1,92)}

Asi, tenemos que

(1, 29))] = T [, 2)]) = {(w1, 22)} (2.4)
I I (Y, 2))] = T [y, 2)]] = {1, 92) (2.5)

De (2.4), (2.5) y del hecho que II({x1, z2)) = II({y1,y2)) se sigue que
{(z1,22)} = {(y1,92)}

lo que implica que (z1,z2) = (y1,y2). Y por tanto g es inyectiva.
Por otro lado, como U es abierto en M y II es funcién cociente y en particular

una identificacién por la observacién 1.3.3, entonces por la proposicién 1.3.4, se
tiene que g es una identificacién. Luego, si g~! es la inversa de g entonces
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g log= Iy

Como Iyj-1(y) es continua y g es una identificacién, por el teorema 1.3.5 se sigue
que g~ ! es continua. Por lo tanto g es un homeomorfismo.

Caso 2. Si [x] € L\ F. Sea ¢ = (x1,22). Como [z] € L, sin pérdida de
generalidad supongamos que 117 [[x]] = {(0, z2), (1,1 — ) }.

Sea,
., [x2 11—
€ =min<{ —=, )
2 2

Notemos que, como € < %, se tiene que Be((0,22)) UB((1,1—x2)) C Rx (0,1)
y ademas

B.((0,22)) N B.((1,1 — z)) = 0.

Ahora hagamos

Vi = I*NB(0,x5)),
‘/2 = H2ﬂ36(<1,1—1}2>)7
V = VUV,

y definimos una funcién ¢ : V.— B.({0,0)) como

_ (y1,y2 — x2), i (y1,y2) € V1, ¥
@(<y1,y2>)—{ T G i DI ot ey (2.6)

Véase la figura 2.4.

Figura 2.4: Dominio e imagen de ¢

A continuacién hacemos algunas observaciones acerca de la funcién ¢:
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Observacién 2.1.9. La funcidn ¢ es sobreyectiva, es decir, o[V] = B.({0,0)).

Observacién 2.1.10. SiU C V es un abierto tal que U = I~ [II[U]], entonces
plU] es abierto en B.((0,0)).

La observacion anterior se debe al hecho que los abiertos U en V' de la forma
U = I~ II[U]] no intersectan al conjunto

({0} > [0, 1)) U ({1} x [0,1]) .

Observacion 2.1.11. La funcion ¢ es continua.

Demostracion. Como el conjunto V; es abierto en I2 y V; = V1NV, entonces V;
es abierto en V' y por lo tanto V' \ V; es cerrado en V. Pero como V \ V; = Vs,
se sigue que V5 es cerrado en V. Por un argumento similar al anterior se llega
a que Vi es cerrado en V. Luego, notemos que para el conjunto V; la funcién
¢ hace una traslaciéon de los puntos. Y como las traslaciones son continuas,
se sigue que ¢ [ Vi es continua. Para el conjunto V5 la funcién ¢ hace una
traslacién y una reflexion de los puntos. Y como las traslaciones y reflexiones
son continuas, se sigue que ¢ [ Vo es continua. Ademads, por vacuidad se tiene
que ¢ | Vi(z) = ¢ | Va(x) para cada x € V3 N V5 ya que Vi N Vs = (). Entonces,
por teorema 1.1.17 (lema de pegado) se sigue que ¢ es continua.

O

Lo que haremos ahora serd utilizar el teorema 1.3.6 para construir un ho-
meomorfismo entre el abierto B.({0,0)) de R? y un abierto alrededor de [z].

Notemos que V es abierto en I? y ademds es saturado, es decir, V =
I~ Y[I1[V]]. Entonces por el teorema 1.3.4, se sigue que I | V es una identifica-
cién. Veamos que se cumple la hipétesis del teorema 1.3.6. Sean y = (y1,y2), 2z =
(21,22) € V tales que II | V(y) =11 | V(2), es decir [y] = [z]. Como la clase de
equivalencia de y es igual a la clase de equivalencia de z, entonces y ~ z y debe
cumplirse una de las siguientes condiciones (por definicién de ~):

(i) y1=2 A Y2=2, 0
(it) {y1, 21} =1{0,1} A yoa+ 2z =1.

Si se cumple la condicién (i), es decir, y = z, evidentemente ¢(y) = ©(z).
Supongamos que se cumple la condicién (ii). Si y; = 0, entonces z; = 1 y se
sigue que y € V; y z € Va. Luego, vemos que
o(y) (Y1,y2 — 72)
= <0’ Y2 — $2>
<1 — ]., (]. — ZQ) — LL’2>
<Zl 71,172’2 71‘2>

= (2),
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por lo tanto ¢(y) = ¢(z). Para el caso y3 = 0 y 23 = 1, de manera similar
al caso anterior se llega a que ¢(y) = ¢(z). Asi, hemos probado que para todo
y,z € Vtal que II | V(y) =TI | V(2), implica que p(y) = ¢(2). Entonces, por
el teorema 1.3.6 (a), existe una funcién continua H : II[V] — B((0,0)) tal que
H oIl | V = ¢. Probaremos que la funcién H es un homeomorfismo. Primero
probemos que H es biyectiva: sean [y], [z] € II[V] con y = (y1,y2), 2 = (21, 22) €
V tal que H([y]) = H([z]). Entonces

H(ly)) = H([z]) <= HI[V(y)=H[V(z))
= (Holl|V)(y)=(Holl [ V)(z)
= py) =»(2).

Ahora consideremos los subconjuntos A C Vi y B C V5 definidos como

A = {{y1,y2) € Vi:y1 =0}
B = {<y17y2>€V21y1=1}.

Por definicién de la funcién ¢, se tiene que ¢(y) = ¢(z) si y solo si

(1) y==z0
(2) yeA ze€By zo=1—ys 0
(B) z€A, yeBy y=1—2,

Si se cumple la condicién (1), es decir y = z, evidentemente [y] = [z]. Ahora
notemos que cualquiera de las dos condiciones (2) y (3) es equivalente a que
y ~ 2y y # z. Entonces si se cumple la condicién (2) o (3) tenemos que

] = {y, 2} = [2],

y se sigue que [y] = [z]. Y por lo tanto la funcién H es inyectiva.

Ahora, sea y € B((0,0)). Por la observacién 2.1.9 se tiene que ¢ es sobre-
yectiva, entonces existe z € V' tal que ¢(z) = y. Luego, vemos que

H([z]) = HIT[ V(2)) = (HoIl [ V)(2) = ¢(2) = v.

Asi, tenemos que H es sobreyectiva y por lo tanto biyectiva. Ahora probemos
que H es abierta: sea K un abierto en II[V]. Como II [ V es una identificacién se
sigue que IT | V71[K] es abierto en V. Sea G = II | V~1[K]. Notemos que G es
abierto saturado. Luego, por la observacién 2.1.10 se tiene que ¢[G] es abierto.
Asi, por el teorema 1.3.6 (b) se sigue que H es abierta. Y por lo tanto H es un
homeomorfismo.

De esta manera, para cualquier € M\ F' pudimos encontrar una vecindad

abierta de & homeomorfa a un subconjunto abierto de R?. Entonces ya podemos
concluir que M\ F es localmente homeomorfo a R?.
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Veamos que M \ F' es Hausdorfl: sean [z],[y] € M\ F con z = (z1,22) y
y = (y1,y2) tales que [x] # [y]. Solo usaremos figuras para mostrar como deben
ser las vecindades abiertas de los puntos = y y, ya que son muchos casos para
analizar y ademas, en cada caso habria que hacer muchos detalles.

2
I? I I?
~. g
s - ) g
’ \\ / V11 '\“2
lze ) At w2 y s
; L S
- N - I eZT) -
Y
/y ) @ L ~. _
° 1
/’ : up l/'UQ
Seo- L~ / \
4
|~ Se

Figura 2.5: Imagen inversa de [z] y [y]

En el primer cuadro de la izquierda de la figura 2.5, se muestran las imagenes
inversas de [z] y [y] cuando [z],[y] € L. En el cuadro de en medio, se muestran
las imdgenes inversas de [x] y [y] cuando [x] € L y [y] € L, donde II71[[y]] =
{ug,uz}, uz1 = (0,y2) y u2 = (1,1 — y2). Y en el tltimo cuadro (de izquierda
a derecha), se muestran las imdgenes inversas de [z] y [y] cuando [z],[y] € L,
donde I {[y]] = {u, uz}, T~ H[[2]] = {1, v},

up = <07y2>7 Uz = <17 1- y2>7
v = <0,I‘2> Yy vy = <1, 1— 1172>.

En los 3 casos, notemos que basta elegir el € de manera adecuada para que los
abiertos en 12 (los discos y semidiscos en rojo y azul) que contienen a los puntos
no se intersecten. Una vez elegido el ¢ adecuado, como II es una identificacién,
las imAgenes de estos abiertos también son abiertos en M \ F. Mds atn, son
abiertos disjuntos en M\ F. De las observaciones anteriores podemos concluir
que M\ F' es Hausdorff. Y por lo tanto M\ F es una 2-variedad.

O

En el ejemplo anterior, hablamos de la frontera de una variedad, pe-
ro solo tenemos la idea intuitiva de lo que significa. Daremos la definicién de
frontera de una variedad y para ello, definiremos variedad con frontera,
pero cabe aclarar que solo es con la intencién de dejar claro que tiene un signifi-
cado diferente a la definicién de frontera de un conjunto dada en 1.1.6 (pagina 4).

Definicién 2.1.12. Sea X un espacio topologico X yn € N. Se dice que X es
una n-variedad con frontera si X es conero, Hausdorff y para cada x € X
eziste una vecindad abierta U C X de x, un abierto

Vc{(z1,...,xn) ER" : 2, >0}
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y un homeomorfismo ¢ : U — V. Y se dice que un elemento x € X estd en la
frontera de X si

o(x) € {{z1,...,xn) € R® : x,, = 0}.

El conjunto de puntos frontera de una variedad X se suele denotar como 0X.

Retomando la banda de Mobius M del ejemplo anterior, es importante men-
cionar qué sucede si tomamos un elemento en su frontera. Como veremos a
continuacion, cualquier elemento en F' no tiene una vecindad que sea homeo-
morfa a un abierto de R?. Sea [z] € F' y U una vecindad abierta de [z] en M.
Consideremos dos casos:

Caso 1. [z] € F N L. Siempre podemos encontrar un abierto U’ tal que

[x] € Ucu y que su imagen inversa bajo II es de tipo I o de tipo II como se
muestra en la figura 2.6.

2 2

Tipo | Tipo I
. . ’
Figura 2.6: Imagen inversa de U

Sea K un abierto de I? de tipo I (o tipo II) tal que K = II~![U’]. Hagamos
g=1I| K. Notemosque g : K = U " es un homeomorfismo. Ahora supongamos
que existe un abierto V' en R? (con la topologia euclidiana) y un homeomorfismo
¢ : U — V. Hagamos h = ¢ | U . Entonces h : U — h[U'] también es un
homeomorfismo. Asi, tenemos que

hog: K — hU']
es un homeomorfismo. Entonces la funcién
f=gloh ' :hU] =K,

también es un homeomorfismo. Luego, como h[U /] es abierto en R? y f es bi-
yectiva (en particular inyectiva), por el teorema de la invarianza del dominio de
Brouwer (teorema 1.1.22), tenemos que f[h[U’]] es abierto en R2, lo cual es una
contradiccion, ya que f[h[U']] = K, el cual no es abierto en R2. Por lo tanto no
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puede existir el homeomorfismo .
Caso 2. [z] € F N L. Siempre podemos encontrar un abierto U’ tal que

[x] € Ucu y que su imagen inversa bajo II es de tipo III o de tipo IV como
se muestra en la figura 2.7.

1’ 2

Tipo I Tipo IV
. . /
Figura 2.7: Imagen inversa de U

Sea K; un abierto de I? de tipo III (o tipo IV) como en la figura 2.7 y sea
K3 un abierto de tipo I (o tipo II) como en la figura 2.6. Podemos definir una
funcién

QﬁZKl—)Kg

similar a la funcién ¢ dada en la pagina 28 (ecuacién 2.6) tal que cumpla
con las hipétesis del teorema 1.1.22. Y asi, encontrar una funcién h tal que
h:T[U /] — K3 sea un homeomorfismo. Lo que queremos decir, es que este caso
es equivalente al anterior, ya que un abierto de tipo III o tipo IV es homeomorfo
a un abierto de tipo I o II de la figura 2.6.

Entonces M no es localmente homeomorfo a R? en los puntos de su frontera
F.
2.2. El rayo largo

Consideremos el espacio L=° = w; x [0,1), donde w; estd equipado con la
topologia de orden y el [0, 1) tiene la topologia de subespacio de R . Definimos el
orden < en .20 de la siguiente manera: dados (ay,t), (e, t2) € L=, decimos
que (a1,t1) < {ag,te) siy sblo si

a; < ag 6 (Otlzag y t1<t2).

Este orden es llamado orden lexicografico. De ahora en adelante vamos a
pensar al espacio LZ° como un espacio topolégico con la topologia del orden
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(lexicografico). Al espacio topolégico L=9 se le conoce como rayo largo cerra-
do. Ahora, sea («a,t) € L2°. Definimos una coleccién B,y de subconjuntos de
=9 alrededor de {(a,t) de la siguiente manera:

(1) Si {a,t) = (0,0), los elementos de By, s son de la forma

[(0,0), (0, 5)) = {0} x [0, 5),
donde 0 < s < 1.

(2) Si0<t<1,los elementos de By, 4 son de la forma

(e, 1), (e, 8)) = {a} x (r,s),
donde 0 <r<t<s<l.

(3) Sia=p+1yt=0,los elementos de B, 4 son de la forma

((B,7), (a, 8)) = ({B} > (r, 1)) U ({a} x [0,5)),
donde 0 <r<lyO0<s<l.

(4) Si «es limite y t = 0, los elementos de B, ¢+ son de la forma

(8.0 (es)) = {8y x (0. ))U (U} x 0.1 : 8 <7 < a})
U{a} x [0,9)).
donde 0 <s<1lyf<a.

A los elementos de B, s de la definicién (1), los llamaremos de tipo I, a los
de la definicién (2) de tipo II y asi sucesivamente. Ahora hagamos algunas
observaciones acerca de la coleccién B, 4y: sea U € B ). Como (0,0) es minimo
en 2%, si U es de tipo I, entonces por la observacién 1.4.11, se tiene que U es un
abierto. Si U es de tipo II, es decir U = ({«, 1), (@, 8)), donde 0 < r < t < s < 1,
entonces

U= (<_7 <a7 S>) N ((a,r>7 _>)

Y por lo tanto U es abierto. Si U es de tipo III o tipo IV, de manera similar
al caso anterior se justifica que U es abierto. Asi, tenemos que los elementos de
Ba,) son abiertos de L2% més ain, B,y es una base local para (a,t). Este
resultado lo enunciamos a continuacién pero sin demostracion ya que después
de un momento de reflexién esto resulta ser muy claro.

Lema 2.2.1. Sea (a,t) € L2°. La coleccion Bty definida anteriomente es una
base local para {a,t).

Lo que hemos hecho hasta ahora es conocer los tipos de vecindades abiertas
de un punto dado en L=Z°. Esto nos ayudard para probar una de las propie-
dades de L=° para que sea una l-variedad, que es uno de nuestros objetivos
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principales de este capitulo. Entonces, a partir de ahora probaremos que LZ2° es
una l-variedad y para ello comenzaremos probando un lema que enunciamos a
continuacion.

Lema 2.2.2. Para cada o € wy con 0 < a, existe un homeomorfismo creciente
h:[0,1] — [(0,0), («, 0)] tal que

h(0) = (0,0) y h(1) = («,0). (2.7)
Demostracion. Sea o € wy con 0 < a. Haremos la prueba por induccién sobre « :
Caso base. o = 1: definimos h : [0, 1] — [(0,0), (1, 0)] como
0,t), si 0<t<1,
ht) = (0,¢) st y
(1,0), si t=1.

Por definicién de h tenemos que h(0) = (0,0) y h(1) = {«,0). Ademds note-
mos que h es biyectiva y creciente. Ahora tomemos un abierto V en [{0,0), (1, 0)].
Si V es de tipo I, es decir V = [(0,0), (0, s)) con 0 < s < 1, tenemos que

R7HV] =10,s) = (-1,5)N[0,1],

el cual es abierto en [0,1]. Si V es de tipo II, es decir V = {0} x (r,s) con
0<r<s<1, tenemos que

R=HV] = (r,s) = (r,8) N[0, 1],

el cual es abierto en [0,1]. Y si V es de tipo III, es decir V = ({0} x (r,1)) U
{(1,0)} con 0 < r < 1, tenemos que

RHV] = (r,1] = (r,2) N [0,1],

el cual es abierto en [0, 1]. Asi, tenemos que para cualquier abierto V en el con-
junto [(0,0), (1,0)] se tiene que h=1[V] es abierto en [0, 1], lo cual implica que
h es continua. Por otro lado, como LZ° es linealmente ordenado, por el lema
1.4.12 se tiene que L=° es Hausdorff. Luego, como [{0,0), (1,0)] es subespacio
de L=0 se sigue que [(0,0), (1,0)] es Hausdorff. Y como [0, 1] es compacto, por
el lema 1.1.25 se sigue que h es un homeomorfismo y cumple con la condiciéon 2.7.

Para el paso inductivo vamos a considerar dos casos:

Caso 1. a es sucesor. Sea € w; tal que @ = S + 1. Supongamos que
existe un homeomorfismo creciente ¢ : [0,1] — [(0,0), (3, 0)] con ©(0) = (0,0) y
(1) = (B,0). Luego, si definimos p : [0,1] — [(8,0), {a, 0)] como

o ) (B, st 0st<Ly
olE) = (a,0), si t=1,
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de manera similar a la del caso base, se prueba que p es un homeomorfismo
creciente tal que p(0) = (5,0) y p(1) = («,0). Ahora definimos h : [0,1] —
[(0,0), (a, 0)] como

1
©(2t), si OStS§7 y
h(t) = X
p(2t — 1), si §§t§1
Notemos que si h(t1) = ¢(2t1) y h(t1) = p(2t; — 1), por definicién de h se

tiene que t; = % Luego, vemos que
(2t)],—y = (8,0) = p(2t — )|,y (2.8)

Por lo que h es funcién. Ademaés h esta bien definida, ya que en ty = % las dos
opciones nos dan el mismo resultado, como se muestra en 2.8.

Hagamos otras observaciones acerca de h: es biyectiva y ademds es creciente, ya
que tanto ¢ como p son crecientes. Luego, tenemos que la funcién ¢(2t) es conti-
nua, ya que es la composicién de la funcién ¢ con la funcién que manda ¢t — 2t,
la cual es continua en [0, %] También la funcién p(2t — 1) es continua, ya que es
la composicién de la funcién p con la funcién que manda ¢t — 2t — 1, la cual es
continua en [3,1]. Ahora notemos que los conjuntos [0, 1] y [4,1] son cerrados
en [0,1] y ademas [0, 4] N [3,1] = {3}. Luego, como e(2t)|;=1 = p(2t = 1)[;—1
por 2.8, el teorema 1.1.17 (lema de pegado) implica que h es continua.

Por otro lado, como LZ° es linealmente ordenado, por el lema 1.4.12 se tiene
que L=° es Hausdorff. Entonces el subespacio [(0,0), (a, 0)] también es Haus-
dorff. Y como [0, 1] es compacto, por el teorema 1.1.25 se sigue que h es un
homeomorfismo. Por tltimo vemos que

h(0) = ¢(2-0) = ¢(0) = (0,0)
h(1) = p(2-1-1) = p(1) = (a,0).

Y por tanto h también cumple la condicién 2.7.

Caso 2. «a es limite. Supongamos que existe un homeomorfismo creciente
hx : [0,1] — [{0,0), (X, 0)] tal que h)(0) = (0,0) y ha(1l) = (A\,0) para cada
A < a. Como «a es limite, por la proposicién 1.4.9, existe una sucesién creciente
{an tnew cuyo limite es a. Podemos suponer que ap = 0.

Ahora, notemos que para cada homeomorfismo creciente h,, : [0,1] —
[(0,0), {ap,0)] con n € w\ {0}, existe tq, € [0,1] tal que

ha, [[ta, 1] = [{@n—1,0), (n, 0)].

Y por el teorema 1.1.20 se sigue que

ha, T [ta,,1]: [ta,, 1] = [(@n-1,0), {an, 0)]
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es un homeomorfismo. Hagamos g,, = ha,, | [ta,,1]. Notemos que por definicién
Ja, €S creciente y

Jon (ta,) = (@n-1,0) ¥ Ga, (1) = (an,0).

Por otro lado, del teorema 1.1.21 se tiene que existe un homeomorfismo creciente

1 1
nt|1——,1— — ta,, 1
/ [ n n—&-l} [ " }

1 1
fn<1—n>_tan y fn(l—n+1>_l.

Asi, se tiene que la funcién

tal que

1 1
a n * ]-_77]-_
Yo, © [ [ - i

} s 0), (0, 0)]

es un homeomorfismo creciente para cada n € w\ {0}. Ahora observemos que

1= U {11,11] U {1}.

new\{0} " n+1

Entonces definimos b : [0, 1] — [(0, 0), («, 0)] como

1 1
(9o, © fr) (2), si 1—E§$§1—n7 conl<n<w,y

+1’

h(z) =

(a,0), si z=1.

Notemos que si h(z1) = (9o, © fn) (z1) ¥ h(21) = (9o, © fm) (1), por defi-
niciéon de h se tiene que

(1) [(11;) y(n=m+lom=n+D|, o

(2) (x:1_ni1> y(n=m+1lom=n+1).

Sin pérdida de generalidad supongamos que z =1 — n%rl y m = n+ 1. Luego,

vemos que
1 1
(ganofn) <1_n+1) = Ya, <fn <1_n+1>)

= Yo, (1)
= ({ap,0).

44



Por otro lado tenemos que

(00 f) (1= )

e (0-2)
= Jam (ta,,)

= <047n—170>-
= (an,0).

Asi, tenemos que

(0r f) (1= 1) =m0 £ (1= 7). (29)
Por lo que h es funcién. Y ademaés esta bien definida, ya que la funcién h eva-
luada en los extremos de los intervalos manda a un solo valor.
Probemos que h es biyectiva y creciente: notemos que por definicién, h es so-
breyectiva en [0,1] e inyectiva en [0, 1). Luego, si tomamos z € [0,1) y y = 1,
tenemos que existe m € w \ {0} tal que

L S G
m m+1
lo cual implica que
(am-1,0) < h(z) < (am,0) < (o, 0) = h(y). (2.10)

Asi, tenemos que h(x) # h(y) y se sigue que h es inyectiva en [0, 1] y por lo tanto
biyectiva en [0,1]. Notemos que por definicién, h es creciente en [0, 1). Ahora,
si tomamos x € [0,1) y y = 1, de la desigualdad 2.10 se sigue que h(z) < h(y)
y por lo tanto h es creciente en [0, 1].

Ahora probaremos que h es continua, y para esto, vamos a probar dos cosas;
la continuidad de h en [0,1) y la continuidad puntual de h en 1.

Veamos que h es continua en [0,1): hagamos

1 1
—(F, : donde F, = [1—=,1— .
F=A n €w\ {0}} donde [ - -

Entonces
0,1)=7F

es decir, F es una cubierta para [0,1) y ademads los elementos de F son cerra-
dos en [0,1). Ahora veamos que F es una familia localmente finita en [0, 1).
Sea z € [0,1). Analizaremos 4 casos y, en cada caso, elegiremos una vecindad
adecuada V, de x que intersecta solo una cantidad finita de F,.
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eSi0<z< % Elegimos

1
Vx:Flz |:O,2:|

Y en este caso, V, intersecta a 2 elementos de F: a Fy y F5.

e Si z = 1. Elegimos
2
V, = P UF, = [0,3] .

Y en este caso, V,, intersecta a 3 elementos de F: a F, Fy y F3.

OSil—%<x<l—n%r17conl<n.ElegimOSVz:Fnyenestecason

intersecta a 3 elementos de F: a F,_1,F, vy F,41.

eSiz=1- ﬁ, con 1 < n. Elegimos V, = F,, U F,,11 y en este caso V,
intersecta a 4 elementos de F: a Fy,_1, Fy,, Fr,11 v Fhio.

Por lo tanto F es una familia localmente finita en [0, 1). Hagamos otra obser-
vacién: sean n,m € w \ {0} con n # m. Sin pérdida de generalidad supongamos
que n < m. Entonces tenemos que

1
{1—}, si m=n+1,y
F,NF, = m

0, si n+1<m.

Ademds ya hemos visto (en 2.9) que las funciones son iguales en el punto de
interseccién 1 — % conm=n+1.Y si F,NF,, =0, por vacuidad las funciones
coinciden en la interseccién. Asi, tenemos que

(gozn,ofn) anﬁFm:(gamofm) I F,NEy,

para cada n,m € w\ {0}. Por lo tanto, del teorema 1.1.18 se sigue que h [ [0,1)
es continua. Y como [0,1) es abierto en [0,1], de la observacién 1.1.14 se sigue
que h es continua en cada punto de [0, 1).

Veamos que h es continua en 1: sea V una vecindad abierta bésica de h(1) =
(e, 0) en [(0,0), (a, 0)]. Notemos que existe una vecindad abierta basica U de
tipo IV en L=° tal que

V. = UN[0,0),{«x,0)]
({8} x 0. 1) u (Ut x [0.1): 8 <7 < a}) U {0}

donde 8 < a. Como f < «, existe , € {nfnew\foy tal que B < a,, < .
Luego, tenemos que
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A ((am,0)) = (fin'ogal)((am,0))
Fon (9o ({om, 0)))
= f.t(1)
1
= 1- —
m+1

_1
m—+1?

es vecindad abierta de 1 en [0,1] y ademés

MUY = am} x 0,1 U (U} < 0,1): am < 7 < a}) U{{a,0)}
c W

Entonces tomamos U = (1 — 1] Luego, por la eleccién de U, se tiene que

De este modo hemos probado que h es continua en 1. Y entonces ya podemos
concluir que h es continua en [0, 1]. Luego, como L=° es linealmente ordenado,
por el lema 1.4.12 se sigue que L=Y es Hausdorff y como [(0,0), (o, 0)] es subes-
pacio de L=°, se sigue que [(0,0), (o, 0)] es Hausdorff. Por otro lado, tenemos
que h es continua en [0, 1], biyectiva y como [0, 1] es compacto, por el teorema
1.1.25 se sigue que h es un homeomorfismo. Solo falta probar que h cumple la
condicion 2.7. Notemos que

h0) = (9o © f1) (0) = 9o, (f1(0)) = ga, (tay) = (@0, 0) = {0,0).

Y por definicién de h se tiene que h(1) = («,0). Por lo tanto h cumple con la
condicién 2.7 como se queria probar. Y esto termina la prueba del lema.
O

Con el lema anterior, ya estamos listos para probar que el rayo largo cerrado
menos su frontera es una 1-variedad, pero antes, hagamos algunos comentarios.
A partir de ahora, cada elemento (o, t) € L=° lo denotaremos como a +t donde
acw ytelol).

Cualquier niimero real no negativo x € [0,00) se puede representar como
x =m+tdonde m € wyte€|0,1), de manera tnica. Entonces, si tomamos
a € wi podemos definir

at+z=(a+m)+t,

donde a4+ m € wy es el m-ésimo sucesor de a. Con esta notacién, podemos dar
un encaje ¢ : [0,00) — LZ% como ¢(x) = 0+ x. De esta manera, L=9 tiene un
segmento inicial isomorfo a los reales no negativos [0, c0).

Ejemplo 2.2.3. El espacio L=°\ {0} es una 1-variedad.

Demostracion. Como L=\ {0} es linealmente ordenado, del lema 1.4.12 se sigue
que =9\ {0} es Hausdorff.
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Veamos que =%\ {0} es localmente homeomorfo a R: sea o+t € L=\ {0}
con a € wy y t €[0,1). Por el lema anterior, existe un homeomorfismo creciente

h:[0,a+ 1] — [0,1]
tal que
h(0)=0 y h(a+1)=1.

Luego, notemos que, como h es creciente, se tiene que h[(0,a + 1)] = (0,1).
Entonces, por el teorema 1.1.20, la funcién

h1(O0,a+1):(0,a+1)—(0,1)

es un homeomorfismo y ademds el subconjunto (0, «+ 1) es vecindad abierta de
a+ten L2%\ {0}. Por lo tanto, =% \ {0} es localmente homeomorfo a R.

Por 1iltimo, veamos que =%\ {0} es conexo: veamos que para cualesquiera
dos elementos distintos de L=° \ {0}, existe un subconjunto conexo que los
contiene. Sean a+s, 3+t € L=\ {0}. Consideremos el caso en que a+s # S+,
ya que si &+ s = 8 + t simplemente tomamos el singulete {a + s}. Sin pérdida
de generalidad supongamos que a + s < [ + t. Por el lema 2.2.2 existe un
homeomorfismo

h:[0,1] = [0,8 + 1]

tal que h(0) = 0y h(1) = S+ 1. Luego, por el teorema 1.1.20 se tiene que
h(o,1) : (0,1] = (0, 8 + 1] es un homeomorfismo. Asi, como (0, 1] es conexo, del
teorema 1.2.1 se sigue que (0, 8+ 1] es conexo y ademds v+ s, 8+t € (0, 8+ 1].
Por lo tanto, del teorema 1.2.7 se sigue que L=%\ {0} es conexo.
Por lo tanto .Z° \ {0} es una 1-variedad.

O

De los ejemplos 2.1.5, 2.2.3 y del teorema 2.1.6 se sigue que S' x (L=%\ {0})
es una 2-variedad. Esta variedad la retomaremos en el capitulo 4, ya que tie-
ne una propiedad importante; un extremo corto y un extremo largo. Estos
conceptos también los definiremos en el capitulo 4.

2.3. Ejemplos de espacios adjunciéon que son va-
riedades

En esta seccién formalizaremos el concepto de pegar dos espacios topoldgi-
cos. A manera de motivacién comenzaremos dando un ejemplo de manera in-
formal. Consideremos los intervalos [2, 3], [5,7] con la topologia de subespacio
de R y consideremos la circunferencia

St = {{z,y) e R? : 2% + 4> = 1}.
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Figura 2.8: Representaciéon geométrica

En la figura 2.8 podemos ver geométricamente que S! es la unién de sus
arcos que estan de color rojo y negro. Como los intervalos [2,3] y [5, 7] son ho-
meomorfos a los arcos rojo y negro, podriamos decir que la circunferencia S' es
el resultado de pegar dos intervalos cerrados disjuntos por sus extremos. Como
hemos mencionado anteriormente, pretendemos que este ejemplo sirva de moti-
vacién para tener una idea de lo que significa pegar dos espacios topoldgicos.
Sean X y Y espacios topolédgicos disjuntos. Se define el espacio topolégico X &Y
como el conjunto X UY con la topologia: U C X @ Y es abierto si y sélo si
UNX es abiertoen X y UNY es abierto en Y.

Definicién 2.3.1. Sean X y Y espacios topolégicos disjuntos, A C X un sub-
conjunto cerrado y f : A — 'Y continua. Definimos una relacion de equivalencia
~ en X @Y de la siguiente manera: diremos que dos elementos v,y € X @Y
estdn relacionados si y solo si

(i) z=y, 0
(1) z€A N y=f(z), 0
(i) yeA A x=f(y), o

(i) wyeAd A flx)=[f(y)

Al espacio (X @Y)/~ se le llama espacio adjuncion. A este espacio también
se le denota como X Uy Y y a la funcion f se le llama funcion de pegado.

La idea de espacio adjunto es bastante intuitiva, ya que como su nombre
lo dice, adjuntamos o pegamos dos espacios topoldgicos. Nuestra intencién en
este capitulo es presentar un par de ejemplos de espacios adjunciéon que ademas
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son variedades. Pero antes, es importante hacer algunos comentarios; en la de-
finicién anterior se pide que los espacios topoldgicos sean disjuntos, pero hay
ejemplos clasicos donde se adjunta un espacio consigo mismo. Lo que queremos
decir es que, si consideramos un espacio topoldgico X y lo queremos adjuntar
consigo mismo, esto a primera instancia no es posible, pero hay manera sutil de
hacerlo, que es tomar dos copias homeomorfas de X: X x {0} y X x {1}. De
este modo, tenemos que (X x {0}) N (X x {1}) = @ y podemos adjuntar estas
dos copias de X.

Hagamos algunas observaciones acerca del espacio adjuncion: consideremos
la funcién cociente (natural) II: XUY — X U;Y, donde f : A — Y es continua
y A C X es cerrado. Entonces, tenemos que

(i) XUy Y =X\ AJUIY] y OX\ A NIY] = 0.
(i) I X\A: X\A— XU;Y es un encaje y II[X \ A] es abierto.
(iii) II[Y : Y — X Uy Y es un encaje y II[Y] es cerrado.

El inciso (i) es bastante claro y la prueba de los incisos (ii) y (iii) se puede
encontrar en [2, teorema 6.3, p. 128].

Ahora, es natural preguntarse ;qué propiedades topolégicas preserva el espa-
cio adjuncién con la funcién cociente natural? Aunque no entraremos en detalle
con esta pregunta, ya que se sale de nuestro objetivo, vamos a dar un teore-
ma que nos da condiciones bajo las cuales el espacio adjuncién es Hausdorff y
conexo, pero necesitaremos hacer uso de un lema que damos a continuacién.

Teorema 2.3.2. Sean X, Y espacios topologicos y p : X — Y wuna funcion
cerrada y sobreyectiva. Si X es Hausdorff y para cada y €Y se tiene que p~*(y)
es compacto, entonces Y es Hausdorff.

Demostracion. Sean yg,y1 € Y con yo # y1. Hagamos

A; =p '{y;}], con i€ {1,2}.

Notemos que A1 NAy = (. Luego, como X es Hausdorff y A; y Ay son compactos
en X, el teorema 1.1.26 implica que existen abiertos disjuntos Uy, Us en X tales
que A; C Uy y Ay C Us. Hagamos

Vi=Y \p[X\U], con iec{l,2}.
Como U; es abierto, entonces X \ U; es cerrado y se sigue que p[X \ U;] es ce-

rrado, ya que p es cerrada. Por lo tanto V; =Y \ p[X \ U,] es abierto en Y.

Notemos que y; ¢ p[X \ U;]. Suponiendo por contrario que y; € p[X \ Uy,
por ser p sobreyectiva, existe z; € X \ U; tal que p(z;) = y;. Pero por definicién
de A; se tiene que z; € A;. Y como A; C U; se sigue que z; € U; lo cual es una
contradiccién. Asi, tenemos y; ¢ p[X \ U;], lo cual implica que

yi € Y\p[X\Ui] = Vi.
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Ahora veamos que p~1[V;] C U;: sea z € p~![V;]. Entonces p(x) € V;, lo cual
implica que p(x) ¢ p[X \ U;] v entonces = ¢ X \ U;. Asi, tenemos que z € U; y
por lo tanto p~1[V;] C U;. Notemos también que V; N Vo = ), ya que si existe
x € V1 N Va, entonces

0#£p Hz) Cp tVilnp i [Va] C UL N Uy,

lo cual es una contradiccién, ya que Uy N Uy = (. Asi, tenemos que V; y V3 son
abiertos disjuntos en Y que contienen a y; y y2 respectivamente. Por lo tanto
Y es Hausdorft.

O

Teorema 2.3.3. Sean X, Y espacios topoldgicos disjuntos, A un subespacio
cerrado de X y f: A —'Y continua. Entonces

(a) XUy Y es Hausdorff si X yY son Hausdorff y A es compacto.

(b) X Us Y es conexo si X yY son conexos.

Demostracion. Consideremos la funcién cociente II : X @Y — X Ur Y.

(a) Sean X y Y espacios Hausdorfl. Notemos que del hecho que X y Y son
Hausdorff se sigue que X @Y es Hausdorff. Para poder aplicar el teorema 2.3.2,
probemos que II es cerrada, sobreyectiva y que para cada [y] € X U Y se tiene
que IT71[{[y]}] es compacto. La sobreyectividad de I se sigue directamente de la
definicién, ya que dada una clase [z] € X Uy Y, al menos el elemento z € X &Y
es tal que II(x) = [z].

Veamos que para cada [y] € X Uy Y se tiene que II"*[{[y]}] es compacto.
Sea [y] € X Uy Y. Analicemos dos casos:
Caso 1. i T [{[y]}] N 4 = 0. Entonces T [{[y]}] = {y} y sigue aue T [{[y]}]
es compacto por ser finito.
Caso 2. Si ITI7[{[y]}] € AU f[A]. Entonces

I {lyl = () Uz},

para algin z € Y. Como z € [y] podemos suponer que z = y. Notemos que {y}
es compacto por ser finito. Luego, como X @& Y es Hausdorff, entonces en parti-
cular es T7 y se sigue que {y} es cerrado en X @Y. Ademds como f es continua
se sigue que f~1[{y}] cerrado en A y como A es compacto, del teorema 1.1.28
se sigue que f~![{y}] es compacto. Asf tenemos que II"![{[y]}] es la unién de
dos compactos que esta contenido en el espacio Hausdorff X &Y. Por lo tanto,
del teorema 1.1.27 se sigue que II71[{[y]}] es compacto.

Ahora veamos que II es cerrada. Sea F' C X &Y cerrado. Hagamos

Dy = fIFNA]
D, = Fnfl4]
D = DyUD; y
c = fD).
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Tomemos G = II[F] y probemos que II"}[G] = FUDUC.

Veamos que [I7}G] D FUDUC. Sea x € FUDUC. Analicemos los 3 casos.
Caso 1. x € F. Entonces Il[z] € TI[F] = G y se sigue que x € II7}[G].
Caso 2. z € D. Siz € D1, entonces x € F'y tenemos el caso anterior. Si x € Dy,
entonces existe y € F N A tal que z = f(y). Como y € Ay z = f(y), entonces
x ~y vy se tiene que II(x) = II(y). Luego, como y € F se tiene que

I(z) = II(y) € TI[F] = G,

lo cual implica que x € II71[G].

Caso 3. z € C. Entonces = € dom(f) = Ay f(z) € D. Luego, por el caso 2, se
tiene que II(f(z)) € G. Y como x ~ f(z) se tiene que II(x) = I(f(z)) € G, lo
cual implica que x € II7}[G].

Entonces ya podemos concluir que II7}[G] D FUD UC.

Ahora veamos que II71[G] € FUD UC: sea z € II"1[G]. Entonces II(z) €
G = TI[F] por lo que existe y € F tal que I(x) = TI(y). Si © = y, se tiene
directamente que x € F'. Entonces consideremos el caso x # y. Por definicién de
I, se tiene que = ~ y. Notemos que por definicién de la relacion de equivalencia,
ambos x y y no pueden estar en Y. Analicemos todos los casos.
Casol. 2z € X yy €Y. Entonces © € Ay y = f(x). Entonces y € f[A] y como
y € F, se sigue que y € f[A] N F = D;. Entonces

ze [Ty c D] c D =C.

Asi, tenemos que z € C.
Caso 2.z €Y yye X. Entonces y € Ay z = f(y) € f[A]. Comoy € ANF,
se tiene que

x=f(y) € f[ANF] =Dy C D.

Asi, tenemos que z € D.
Caso 3. z,y € X. Entonces z y y estdn en Ay f(z) = f(y). Como y € F N A,
se tiene que

f(x) = fy) € fIF N A] = Dy,
lo cual implica que
z e Do) C f7HD] = C.

Asi, tenemos que z € C.
Entonces ya podemos concluir que II"1[G] € FUDUC y por lo tanto II71[G] =
FuDuUC.

Ahora afirmamos que los conjuntos Dy, D, y D son cerrados. Probemos esta
afirmacién. Como A es compacto, f[A] es Hausdorff y f : A — f[A] es continua,
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por el teorema 1.1.25 se tiene que f es cerrada. Entonces como F'N A es cerrado
en A, se sigue que f[F N A] es cerrado en f[A]. Y como f[A] es cerrado en Y,
se sigue que Dy es cerrado en Y. Y por lo tanto, Dy es cerrado en X @Y.
Notemos que D; es cerrado por ser la intersecciéon de los cerrados F y f[A].
Notemos también que D es cerrado por ser la unién de los cerrados Dy y D;.
Por lo tanto Dy, D1 y D son cerrados.

Por otro lado, como f es continua y D es cerrado, se tiene que f~[D] = C
es cerrado. Entonces II71[G] es cerrado por ser la unién de los cerrados F, D
y C.Y como II es una identificacién, se sigue que II[F] es cerrado en X Uy Y.
Entonces, como II es cerrada y para cada [y] € X Uy Y se tiene que p~![{[y]}]
es compacto, por el teorema 2.3.2 se sigue que X Uy Y es Hausdorff.

(b) Sean X y Y espacios conexos. Como X es conexo y II es continua, el
teorema 1.2.1 implica que II[X] es conexo. Por un argumento similar al anterior,
se tiene que II[Y] es conexo. Ademds tenemos que

X Uy Y =TI[X]UTI[Y].
Y como
H[X]NI[Y] = T1[A] # 0,

del teorema 1.2.2 se sigue que X Uy Y es conexo.
Esto completa la demostracién del teorema.
O

En los ejemplos que daremos a continuacién, vamos a omitir algunos detalles
en la demostracién, ya que nuestra intencion esta més enfocada en mostrar la
aplicacién e interpretacién geométrica de la adjuncién de dos espacios.

Ejemplo 2.3.4. La adjuncion de dos copias homeomorfas del espacio
Dy = {(z,y) e R?: 22 +y2 < 1}
por su frontera, mediante la funcién identidad, da como resultado la esfera S?.

Demostracion. Hagamos

X = Djx {O},

Y = Dyx {1}a y

A = stx{o0}.
Notemos que A es subconjunto cerrado de X. Ahora consideremos la funcién
f A = Y definida como f({x,y,0)) = (z,y,1). Notemos que la funcién f

es continua, ya que es la suma de la funcién identidad Id4 : A — A con una
funcién constante ¢ que manda (z,y,0) — (0,0, 1), esto es
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f(<xaya0>) = (IdA +c)(<x,y,0>) = <$,y,0> + <0707 1> = (x,y,1>.

Ademds, por definicién de f se tiene que f[A] = S x{1}. De este modo, podemos
entonces considerar el espacio X Uy Y con la topologia cociente.

SQ

XUfY

Figura 2.9: Representacién geométrica de X Uy Y

En la figura 2.8, la circunferencia de color rojo que aparece en el conjunto X
es el subconjunto cerrado A. Ademds aparecen dos funciones; una es la funcién
cociente IT : X @Y — X Uy Y dada por II(z) = [z], y la otra es la funcién
©: XUy Y — S? que estd definida como

<$»y7v1—$2—y2>7 si Z:Ly
o([(2,y,9)]) =
(r,y,—v/1—22—y?), si i=0.

Notemos que cuando ¢ = 1, los puntos de X Uy Y son enviados al hemisferio
superior de la esfera y cuando ¢ = 0, los puntos son enviados al hemisferio infe-
rior. Entonces, de la observacion anterior, es claro que la funcién ¢ es biyectiva,
mas aun, es un homeomorfismo.

O

En el ejemplo anterior, adjuntamos dos copias homeomorfas a Dy por su
frontera, pero pudimos haberlo hecho por algin otro subconjunto cerrado. En
el siguiente ejemplo, adjuntamos dos copias homeomorfas de T \ int(D) por la
frontera de D, donde D es un disco cerrado. Pero antes de dar el ejemplo, va-
mos a identificar el subconjunto D por el que haremos la adjunciéon. Y esto lo
haremos por medio de otro subconjunto cerrado del toro que es homeomorfo a
D. Entonces, hagamos la siguiente observacién:

Consideremos la funcién ¢ : (—m,7) — S dada como
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() = (cos(t), sen(?)).

Notemos que si tomamos el subconjunto cerrado [—1,1] C [—m, 7], tenemos
que ¢[[—1,1]] es cerrado y es un arco de S'. Ahora, si hacemos I = p[[—1,1]],
tenemos que I x I C T y ademaés es cerrado, ya que I es cerrado.

T T
Fr(I x I)E \ | FrU)

Figura 2.10: Subconjunto de adjuncion

En el toro del lado izquierdo de la figura 2.10, estd representado con rojo la
frontera del conjunto I x I. Y en el toro del lado derecho, la frontera del disco
cerrado D. Dado que existe un homeomorfismo v : I x I — D tal que

IFr(I x I)] = Fr(D),

podemos pensar a D como subconjunto de T y de esta manera podemos hacer
la adjuncién de dos copias homeomorfas del espacio T \ int(D). Notemos que
geométricamente, el espacio T \ int(D) resulta de quitarle a T la cipula que
forma con el disco cerrado D.

Con las observaciones anteriores, ya tenemos clara la idea geométrica de lo que
se quiere hacer. Entonces ya podemos dar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.5. Sea D un disco cerrado contenido en T. La adjuncion de dos
copias homeomorfas del espacio T\int(D), por la frontera de D es una superficie
conocida como “toro de género 2”, que geométricamente se ve como un toro con
dos agujeros.

Demostracion. Hagamos

Z = T\ (int D),
X = Zx{0}y
Y = Zx{1}.

Ahora, consideremos el subconjunto cerrado A = Fr(D) x {0} de X y la funcién
g : A = Y definida como ¢({z,0)) = (z,1). Veamos que ¢ es continua. Por la
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proposicién 1.1.36 se tiene que las funciones ¢ : X — Z y ¢ : Y — Z dadas
por ¢((z,0)) = z y ¥((2,1)) = z respectivamente son homeomorfismos. Luego,
la inversa de 1 es la funcién =1 : Z — Y dada por ¥ 1(z) = (z,1). Entonces
como ~! es homeomorfismo, se tiene que la funcién 1o : X — Y es un
homeomorfismo. Tomemos (z,0) € X. Vemos que

o p((2,0) =¥ He((2,0) =7 (2) = (2, 1).
Como A C X, por la proposicién 1.1.20 se tiene que
vlopl A A= poypl[A]

es un homeomorfismo. Pero notemos que precisamente g = 1)~ *op | A y ademds
g[A] = Fr(D) x{1}. Por lo tanto g es continua. De este modo, podemos entonces
considerar el espacio X U, Y con la topologia cociente.

Y
| XU, Y
g[4] ) <
I - \ -
X \
A> ~_ >

Figura 2.11: Representacion geométrica del espacio adjuncion

En la figura 2.10, los subespacios cerrados A y g[A] de X y Y respectivamente
estdn representados de color rojo. Y la funcién I : X®Y — X'U,Y es la funcién
cociente dada por II(z) = [z].

O

El siguiente ejemplo de espacio adjuncién es la botella de Klein que, como
veremos a continuacion, es resultado de hacer la adjuncion por la frontera de dos
copias homeomorfas de la banda de Moébius M. La banda de Mobius la definimos
en el ejemplo 2.1.8. Solo hagamos un pequeno recordatorio: la banda de M&bius
es el conjunto M = {[z] : # € I?} con la topologia cociente, donde I? es el cua-
drado unitario de R2. La frontera de M es el subconjunto F' = II[[0, 1]] x {0,1}],
donde IT : 1?2 — M es la funcién cociente. Ver figura 2.3 (pagina 26).

En el ejemplo 2.1.8 también se probé que

oM\ F] = (0,1) x (0,1).
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Entonces, como (0,1) x (0,1) es abierto en 12, se sigue que M\ F es abierto en
M y por lo tanto F' es cerrado en M. De esta manera, ya tenemos claro cual es
el subconjunto cerrado de M por el que haremos la adjuncion.

Ejemplo 2.3.6. La adjuncion de dos copias homeomorfas de la banda de Mdbius
M por su frontera mediante la funcion identidad, da como resultado la botella
de Klein.

Demostracion. Hagamos

X = Mx {0},

Y = Mx {1},
y consideremos el subconjunto cerrado G = F x {0} de X. Ahora, definimos
una funcién f : G — Y como f({x,0)) = (x,1). Un argumento similar al que
dimos en el ejemplo 2.3.5 para que la funcién g fuera continua, muestra que f
es continua y ademds f[G] = G x {1}.
De esta manera, podemos entonces considerar el espacio adjuncién X Uy Y.

XUy

Figura 2.12: Representacién geométrica de la botella de Klein

En la figura 2.11, los conjuntos G y f[G] los cuales representan la frontera
de X y Y respectivamente, estan representados de color negro. Y la funcién
I:X8Y — XU, Y es la funcién cociente dada por II(z) = [z].

O

2.4. La linea larga
En términos generales, la linea larga es la unién de dos copias homeomorfas

de .29, Una de estas copias es precisamente L=° y la otra copia la vamos a
definir a continuacion.
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Definicién 2.4.1. Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado. Se define el
orden reverso <* en X de la siguiente manera: si v,y € X, diremos que
x <*y siysolosiy <.

Dado que w; es linealmente ordenado, podemos considerar el orden reverso
en este conjunto. Al conjunto (wq,<*) se le denota por wj. Si pensamos en los
reales positivos RT con su orden usual y consideramos el conjunto (RT,<*),
este conjunto es isomorfo de manera natural al de los reales negativos. Entonces
es natural pensar en los elementos de wj como “los negativos” del conjunto w.
Con esta idea escribiremos a w} como

wi ={—a:a€w}.

Por convencién, supondremos que —0 = 0, w; Nwj = {0} y que se cumplen las
siguientes propiedades:

(i) Si o, B € wy con a < B, entonces —f < —av.
(i) Si«, B € wq, entonces —a < .

Notemos que el conjunto (wq, <*) cumple una propiedad dual a la del conjunto
(w1, <): para todo A C w7y, existe un a € A tal que x < a para cada z € A; es
decir, todo subconjunto de w; tiene maximo.

Con la definicién del orden reverso y las observaciones anteriores, ya podemos
definir el otro conjunto que, como veremos es homeomorfo a L.=°.
Hagamos

L=0 = wi x (—1,0]. (2.11)

Para escribir a los elementos de L= utilizaremos la misma notacién que usa-
mos con los elementos de L=Y. Entonces si tomamos {(«,t) € L<0 con (a,t) =
(—B, —s) para algunos 8 € w;y y s € [0,1), escribiremos a + ¢ en lugar de («, t).
Notemos que L<0 N L0 = {0} y que del hecho que podamos escribir a los
elementos de w; como —a con a € w, junto con la definicién de L=C en 2.11,
podemos escribir a L<° como

L0 = {-z:2€ LZO}.

Lo que hacemos ahora es extender el orden en L% en el conjunto L=C de la
siguiente manera: sean o +t1, ag +to € L=9. Diremos que a1 +t1 < ag +tg si
y solo si

(%5} <* as 6 (a1:a2 y t1<t2).

De esta manera, se define la linea larga L como el conjunto L = L= UL=°
con el orden definido de la siguiente manera:

(i) Si z,y € L2Y entonces = < y en el sentido del orden de L=°.
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(i) Siz,y € L= entonces x < y si y sélo si & <* y.
(iii) Siz € L=0y y € L=\ {0} se define z < y en el sentido del orden de L=°.

Notemos que por definicién, el orden en L es lineal.

] J .
; 0 1 2

LS()

Figura 2.13: Cémo imaginamos a L

Las lineas verticales de color rojo y azul de la figura 2.11 representan a los
conjuntos L=0 y .20 respectivamente. El punto en el cero representa el punto
de interseccion de estos dos conjuntos. Ahora hagamos una observacion; si con-
sideramos la funcién f : L2° — L=° dada por f(z) = —z, esta funcién resulta
ser un homeomorfismo que, geométricamente podemos imaginar de la misma
manera que multiplicar por —1 en el plano: una reflexién con respecto al origen.

Lo que sigue, es dar algunas propiedades importantes de la linea larga. Co-
menzamos con la mas importante de este capitulo, que es el de variedad.

Proposicion 2.4.2. La linea larga I es una 1-variedad.

Demostracién. Por definicién, L es linealmente ordenado, entonces por el lema
1.4.12 se sigue que L es Hausdorff .

Veamos que L es localmente homeomorfo a R. Sea z € L y consideremos el
homeomorfismo f : L=% — L= dado por f(y) = —y. Analicemos varios casos:

Caso 1. Si z € L=%\ {0}. En el lema 2.2.3 se prob6 que L=9\ {0} es local-
mente homeomorfo a R. Entonces, como L=° \ {0} es abierto en L, la prueba
del lema 2.2.3 sirve para este caso.
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Caso 2. Si z € L=%\ {0}. Como la funcién f es un homeomorfismo, entonces
por el teorema 1.1.20 se tiene que

FILEO\{0} - L=\ {0} — fIL=°\ {0}]

es un homeomorfismo. Pero como f(0) = 0, se sigue que f[L=°\{0}] = L=<\ {0},
es decir, los espacios L=°\ {0} y L=%\ {0} son homeomorfos. Y como L=\ {0}
es abierto en L, este caso queda resuelto.

Caso 3. Si z = 0. Tomamos U = Uy U Uy donde
U= (_170] y U = [Oal) :

Notemos que U es vecindad abierta de x en L y ademéds U; ¢ L=0 y U, C
L29. Luego, del lema 2.2.2 tenemos que existe un homeomorfismo creciente
h: UsU{1} — [0,1] tal que h(0) =0y h(1) = 1, donde [0, 1] en el contradominio
de h se toma como subespacio de R. Del hecho que h(1) = 1, se sigue que
h[Us] = [0,1). Y por el teorema 1.1.20 se tiene que h [ Uy : Uy — [0,1) es un
homeomorfismo.

Por otro lado, notemos que la funcién g : [0,1) — (—1,0] dada por g(z) = —x
es un homeomorfismo, donde [0,1) y (—1,0] son subconjuntos de R. Entonces
la funcion

goh | Uso f71: U — (—1,0]

es un homeomorfismo por ser composicién de homeomorfismos, donde (—1,0] C
R. Hagamos ¢ = goh | Uy o f~1. Notemos que los subconjuntos U; y U son
cerrados en U y que ademés

0(0) =0 =h | Us(0). (2.12)

Luego, como U; N Uy = {0}, el teorema 1.1.17 implica que existe una funcién
continua ¢ : U — (—1,1) tal que

o (P(J?), 51 .I‘EUl, y
1Z’(I)_{hrUz(x), si z € Us.

donde (—1,1) C R. Veamos que v es biyectiva y abierta:

1) es biyectiva: notemos que por definicion, la funcién i es sobreyectiva en
U y biyectiva en U \ {0}. Ahora, tomemos z,y € U con © = 0y y # x. Entonces
y € U\ {0} oy € Uz\ {0}. Vamos a hacer el caso en el que y € Us\ {0} ya que el
otro se puede argumentar de forma muy parecida. Entonces ¥(y) = h | Ua(y).
Pero como h | Us(z) = 0 si y sélo si z = 0, se sigue que 1(y) # 0. Por otro
lado, como x = 0, de la ecuacién 2.12 se sigue que ¢(x) = 0, lo cual implica que
¥(x) # (y). De este modo hemos probado que v es biyectiva en U.
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1) es abierta: tomemos un abierto basico W en U. Notemos que W es de la
forma W = (t1,t2) con t1,t2 € (—1,0] U [0,1) y ¢; < t2. Entonces

’(/J[W] = (tl,t2> C R,

el cual es abierto en (—1,1) como subconjunto de R. Como tomamos un abierto
baésico, se sigue que ¥ es abierta.

Como ¥ es biyectiva y abierta se sigue que ¥ es un homeomorfismo. De esta
manera hemos probado que todo elemento de L tiene una vecindad abierta que
es homeomorfa a un abierto de R. Por lo tanto, L es localmente homeomorfo a R.

Por dltimo, veamos que L es conexo: primero notemos que
cly, (L= {0}) = L=°.

Luego, en el ejemplo 2.2.3 se prob6 que L=°\ {0} es conexo. Entonces, del
teorema 1.2.6 se sigue que L= es conexo. Ademads, como L=° y L=% son homeo-
morfos, se sigue que L= también es conexo. Asi, tenemos que L es la unién de
dos conexos y como L2° N L= = {0} # (), del teorema 1.2.2 se sigue que L es
conexo.

O

A continuacién probaremos algunas propiedades bésicas de la linea larga que
muestran su similitud y diferencia con la recta real.

Definicién 2.4.3. Si X es un espacio topoldgico, se dice que X es secuen-
ctalmente compacto (SC) si cada sucesion en X tiene una subsucesion con-
vergente.

Notemos que la unién de dos espacios topolégicos SC es SC. Esto es sencillo
de probar, asi que solo haremos un bosquejo de la prueba: sean X, Y espacios
SCy {Zn}tnew C X UY. Hagamos

A = {iew:z; € X}y
B = {icw:z; €Y}

Entonces AU B = w, lo cual implica que A o B es infinito. Dependiendo de cuél
de A o B es infinito, se puede encontrar una subsucesién convergente ya sea en
X oY y esta subsucesién también es subsucesién convergente en X UY'.

Teorema 2.4.4. [7, Teorema 28.2, p. 179] Sea X un espacio topoldgico metri-
zable. Entonces los siguientes son equivalentes:

(i) X es compacto.

(i) X es secuencialmente compacto.
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Un espacio topolégico X es w-acotado si para cada N C X numerable, la
cerradura de N es compacto.

Notemos que un espacio métrico w-acotado es secuencialmente compacto.
En efecto, si X es espacio métrico w-acotado y {z,}ne, C X, entonces por
hipétesis tenemos que clx ({Zn}new) €8s compacto. Luego, como el conjunto
clx ({&n}new) €s compacto y es espacio métrico con la métrica heredada de X,
del teorema 2.4.4 se sigue que clx ({Zn}necw) es SC. Entonces existe un limite
de alguna subsucesion de {x, }new y cuyo limite esta en X.

Proposicion 2.4.5. La linea larga L es w-acotada y SC.

Demostracion. Sea A un conjunto numerable en L. Podemos escribir a A como
A ={a; € A:i € w}. Hagamos

A = {icw:a;€L=% y

Ay = {icw:a; €L}
Veamos que {a;}ica, es acotado en L2%: como a; = a; +t; para cada i € As,
con o; € wy y t; €10,1), por la proposicién 1.4.8 existe o € wy tal que o; <
para cada ¢ € Ay. De este hecho se sigue que {a;}ica, C [0, @]. Luego, por el
lema 2.2.2, existe un homeomorfismo creciente h : [0,1] — [0, o] tal que h(0) =0

y h(1) = 1. Por otro lado, como [0, 1] es compacto, el subconjunto [0, a] también
es compacto. Ademas

cljo,o) ({@i}ica,) = clizo ({ai}tica,)

y como

CZ[O,a] ({ai}iGAg) - [Oa a]?

por el teorema 1.1.28 se sigue que cly>o ({a;}ica,) es compacto. Aplicando un
procedimiento similar al anterior, se llega a que ¢l <o ({a;}ica,) es compacto.
Asi, tenemos que

ci(A) = el ({aitica, U{aitica,)
cly, {aitiea,) Ul ({aitica,)
= cp>o ({ai}iea,) U clp<o ({aitica, ),

es decir, el conjunto cl,(A) es la unién de dos compactos, entonces del teorema
1.1.27 se sigue que cl(A) es compacto. Por lo tanto L es w-acotado.

Por tltimo veamos que L es SC: Recordemos que, como L = L=<0 y L=
y ademds estos dos subconjuntos son homeomorfos, basta probar que L=° es
SC. Sin pérdida de generalidad, tomemos la sucesién {a; € A :i € Az} del caso
anterior. Ya vimos que {a;};ca, C [0, @] y que los subconjuntos [0, ] y [0, 1] son
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homeomorfos. Entonces, como [0, 1] es espacio métrico con la métrica heredada
de R y ademés es compacto, del teorema 2.4.4 se sigue que [0,1] es SC y por
lo tanto también lo es [0, a]. De esta manera hemos probado que L=° es SC y
entonces también lo es L=0. Por lo tanto, como L es la unién de dos espacios
SC, se sigue que L es SC.

O

Proposicion 2.4.6. La linea larga I no es compacta.

Demostracion. Tomemos la cubierta abierta
B={(-a,a):aelL}
de L y una subcoleccién finita de B:

€ = {(-a1,a2), s (an-1,00)}

con (—a;,a;41) € Beie€ {1,..,n}. Como L es linealmente ordenado y C es
finito, existe un m € {1,...,n} tal que a; < a,y, para cada ¢ € {1,...,n} con
i # m. Ya que q,, es numerable por estar en wy, entonces su sucesor a,, + 1
también es numerable, es decir, o, + 1 € w;. Entonces, como a,,, + 1 ¢ |JC,
C no es cubierta de .. Y como C fue arbitrario, la cubierta abierta B no tiene

subcubierta finita. Por lo tanto L no es compacto.
O

Corolario 2.4.7. La linea larga no es un espacio metrizable.

Demostracion. Si L fuera metrizable, entonces como L no es compacta por
la proposicién 2.4.6, el teorema 2.4.4 implicaria que L no es SC. Pero esto

contradice la proposiciéon 2.4.5. Por lo tanto I no es metrizable.
O
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Capitulo 3

Caracterizacion de
variedades metrizables

El objetivo principal de este capitulo es dar una caracterizacién de las va-
riedades que son metrizables. Hay teoremas que nos dan una caracterizaciéon
acerca de la metrizacion para espacios topoldgicos arbitrarios. Aunque nosotros
estamos interesados en los espacios topoldgicos que son variedades, usaremos al-
gunos de los teoremas de metrizacién conocidos, como por ejemplo, el teorema
de metrizacion de Urysohn para probar algunas de las caracterizaciones pa-
ra variedades. Esta caracterizacién la podemos resumir en el siguiente teorema.

Teorema 3.0.1. Para una variedad X ; son equivalentes:
(1) X es metrizable.
(2) X es seqgundo numerable.

(8) X es Lindeldf.

(4) X es paracompacto.

En las secciones posteriores, probaremos algunas propiedades basicas de las
variedades que nos ayudaran a probar el teorema 3.0.1 que, como ya hemos
mencionado anteriormente, serd nuestro principal objetivo. Los conceptos: se-
gundo numerable, Lindel6f y paracompacto que aparecen en el teorema
3.0.1 los definiremos también en las secciones posteriores.

3.1. Hechos generales

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que X es segundo numerable si
T tiene una base numerable.
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Una observacién que se sigue inmediatamente de la definicién de espacio
segundo numerable es la siguiente:

Observacion 3.1.1. Todo espacio sequndo numerable es primero numerable.

Lema 3.1.2. [2, Teorema 6.2 (1), p. 174] La propiedad: sequndo numerable, es
una propiedad topoldgica.

En general las variedades no son segundo numerables. Sin embargo, si tie-
nen la propiedad de ser primero numerables: si X es una n-variedad para algin
n € ZT y x € X, entonces existe una vecindad abierta U de 2 que es homeo-
morfo a un subconjunto abierto V' de R%2. Como V es segundo numerable, por
el lema 3.1.2 se tiene que U es segundo numerable. Y por la observacion 3.1.1
se tiene que U es primero numerable. Luego, si {U; : i € w} una base local
de x en U, como U es abierto en X, se sigue que U; es abierto en X. Ahora,
si tomamos un abierto V en X tal que x € V, entonces U NV es un abierto
en U que contiene a x. Entonces existe un i € w tal que z € U; C UNV, lo
cual implica que U; C V. Asi, tenemos que {U; : i € w} una base local de z en X.

Si tenemos una coleccién {X; : ¢ € I} de espacios topoldgicos donde X; es
abierto y segundo numerable, la unién de estos espacios, en general no es segun-
do numerable. Pero si tomamos una unién numerable de estos espacios, esto si
resulta ser segundo numerable.

Proposicion 3.1.3. Sea X un espacio topoldgico y para cada i € w, sea X; C X

abierto y segundo numerable. Entonces | J,c,, Xi es segundo numerable.

Demostracion. Para cada i € w, sea (X;,7;) C X abierto y segundo numerable,
donde 7; es la topologia de subespacio de X;. Sea

vy =X

1EW
y B; una base numerable para 7;. Hagamos
B=|JB8:

1EW

Veamos que B es base para la topologia de Y. Sea x € Y y U un abierto en Y tal
que x € U. Como x € Y, existe j € w tal que x € X;. Ya que U es abiertoen Y,
se tiene que (UNXj;) € 7;. Por otro lado, como B; es base de 7; y « € (UNXj;),
existe V' € B, tal que

.’EGVCUﬂXj.
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Asi, se tiene que z € V. C U. Y como

VeB;c|JBi=8,

€W

se sigue que V' € B. Luego, como V es abierto en X; y X; es abierto en Y, se
sigue que V' es abierto en Y. Por lo tanto B es una base para la topologia de Y.
Luego, como B es unién numerable de conjuntos numerables, se sigue que B es
numerable. Entonces ya podemos concluir que Y es segundo numerable.

O

Definicién 3.1.4. Si X es un espacio topolégico, decimos que X es Lindelof
si cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta numerable.

Teorema 3.1.5. Todo espacio topoldgico sequndo numerable es Lindeldf.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico segundo numerable y {U; };er una
cubierta abierta para X. Tomemos una base numerable B para la topologia de
X. Hagamos

O={BeB:BCU,, para algin i € T}.
Ahora, para cada B € O elegimos un ip € I tal que B C U;,,. Sea
Ioz{iBZBGO}.

Notemos que por definiciéon de Iy, hay una funcién sobreyectiva de O a Ij.
Entonces, por el axioma de eleccién (esta consecuencia del axioma de eleccién
se puede consultar en [4, Corolario 7.3, p. 145]) se tiene que |Iy| < |O|. Luego,
como O C By B es numerable, se tiene que

0] < [B] < N,
Asi, se tiene que |Iy] < Ry. Probemos que Uiel0 U, =X.
C] Del hecho que U; C X para cada i € Iy se sigue que |J;c; Ui C X.

D] Sea z € X. Como {U; : i € I} es cubierta abierta, existe ¢ € I tal que
x € U;. Luego, como B es base, existe un abierto B € B tal que

xeBCU,. (3.1)
De 3.1 se sigue que B € O. Entonces

reBCU,cC |JU.
i€ly

Asi, se tiene que x € UZEI0 U; y por tanto Uiel0 U; D X. Entonces la coleccién
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B ={U;:icly}

es una subcubierta numerable para X. Por lo tanto X es Lindelof.
O

Si X es un espacio topolégico, se dice que X es localmente compacto si
cada r € X tiene una vecindad con cerradura compacta. Esta es otra propiedad
importante que tienen las variedades.

Proposicion 3.1.6. Las variedades son localmente compactas.

Demostracion. Sea X una n-variedad para algin n € Z*. Sean = € X, U, una
vecindad abierta de x, V, C R™ abierto y ¢, : U, — V, un homeomorfismo.
Como R"™ es regular, de la proposiciéon 1.1.13 y del hecho que las bolas abiertas
forman una base para la topologia de R", existe € > 0 tal que

¢2(2) € Be(pz()) C clv, (Be(pz(2))) C Va.

Como las traslaciones son homeomorfismos, podemos suponer que @, (z) = 0.
Esta suposicién es para simplificar la notacién.

Hagamos W = ¢, [B.(0)]. Veamos que clx (W) C U,. Sea y € clx(W). Como
X es primero numerable, por la proposicién 1.1.30 existe una sucesién {z,, : n €
w} C W que converge a y. Como z; € W, entonces ¢, (z;) € B¢(0) para cada i €
w. Por lo que {p;(z,) : n € w} C B(0). Como esta sucesién esta acotada, por
el teorema 1.1.32, existe una subsucesion {¢,(zn;) : j € w} convergente. Mas
aun, como R"™ es primero numerable, por la proposiciéon 1.1.30 esta subsucesion
converge a un z € cly, (B((0)). Notemos que

0z ' (2) € 93 ely, (Be(0)] C 97 ' [Va] = Us.

Luego, la continuidad de (! implica que la subsucesién {xn, : j € w} converge
a ;1 (2). Pero como U es Hausdorff, por el lema 1.1.31 se sigue que y = ¢ 1(2).
Y por lo tanto y € U,. Asi, se tiene que clx (W) C U,. Luego, por el lema 1.1.3
se tiene que

cdy, (W) = UyNeclx(W)
- ClX(W)7

es decir, cly, (W) = clx (W). Ademds, como ¢, es continua, por la proposicién
1.1.15 se tiene que

cly, (W) C @ el (B(0))].

Como cly, (B.(0)) es compacto y ¢, ' es continua, se sigue que ¢ ![cly, (Be(0))]
es compacto. Y como clx (W) es cerrado, del lema 1.1.28 se sigue que clx (W)

es compacto. Por lo tanto X es localmente compacto.
O
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Lema 3.1.7. Todo espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto es com-
pletamente regular.

Demostracion. Sea X un espacio localmente compacto y sean x € X y F un
subconjunto cerrado de X tal que « ¢ F. Como X es localmente compacto, po-
demos tomar una vecindad abierta U de z tal que clx (U) es compacto. Hagamos
G = clx(U) y tomemos

H=(G\U)UGNF).

Notemos que € G\ H y que H es cerrado en G por ser la unién de dos cerra-
dos en G. Luego, como G es compacto y Hausdorff, el teorema 1.1.27 implica
que G es normal. Entonces, por el teorema 1.1.12(2) se tiene que G es Ty y
por definicién de espacio Ty, G es completamente regular. Entonces existe una
funcién continua f : G — [0,1] tal que f(z) =1y f[H] C {0}.

Ahora definimos una funcién ¢g : X \ U — [0,1] como ¢(y) = 0 para todo
y € X\ U. Notemos que la funcién g es continua por ser constante y que X \ U
es cerrado en X, ya que U es abierto en X. Luego, vemos que

(X\U)NG =G\U C H. (3.2)

Del hecho que f[H] C {0} y de 3.2 se tiene que f(y) = g(y) para todo y €
(X \U)NG. Entonces, por el teorema 1.1.17, existe una funcién continua

h: (X\U)UG —[0,1]
definida como

h(y) =

fy), st yeG,y
g(y), si ye X\U.

Por ultimo, notemos que

(X\U)uG =X,

h(z) = f(z) =1,y

h[F] = g[F] c {0}.
Asi, tenemos que h : X — [0,1], h(z) = 1 y h[F] C {0}. Por lo tanto, X es
completamente regular, como se queria probar.

O

La proposicién 3.1.6 nos dice que las variedades son localmente compactas.
Entonces, por el lema anterior, son completamente regulares.
Finalizamos esta seccién con un teorema muy importante: el Teorema de Me-
trizacién de Urysohn.

Teorema 3.1.8. [7, Teorema 34.1, p. 213] Si X es un espacio topoldgico regu-
lar y seqgundo numerable, entonces X es metrizable.
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3.2. Paracompacidad

Sean U y V cubiertas de un espacio topolégico X. Se dice que V refina a U
(o V es refinamiento de U) si para todo V € V, existe U € U tal que V C U.

Definicién 3.2.1. Sea X un espacio topoldgico Ts. Se dice que X es paracom-
pacto si toda cubierta abierta posee un refinamiento abierto localmente finito.

Es natural preguntarse si esta propiedad se hereda a subespacios o si el pro-
ducto de espacios paracompactos es paracompacto, etc. En esta seccién preten-
demos responder estas preguntas y dar algunas de las propiedades importantes
de los espacios paracompactos.

Teorema 3.2.2. [2, Teorema 2.4, p. 165] Sean X y Y espacios topoldgicos.

(1) Si X es paracompacto y f : X — Y es continua, sobreyectiva y cerrada,
entonces Y es paracompacto.

(2) Si X es paracompacto y A C X es un subespacio cerrado, entonces A es
paracompacto.

(3) Si X xY es paracompacto, entonces X y'Y son paracompactos.

Notemos que el inciso (1) del teorema anterior, nos dice que en particular la
paracompacidad es una propiedad topolégica.

Proposicién 3.2.3. [10, Teorema 5.1.5, p. 300] Todo espacio topoldgico para-
compacto es normal.

Teorema 3.2.4. Sea X un espacio topoldgico Ts. Si X es Lindeldf, entonces
X es paracompacto.

Demostracion. Sea X un espacio T3 Lindelof. Como X es T3, por el teorema
1.1.12(1) se tiene que X es Hausdorff.

Ahora veamos que toda cubierta abierta tiene un refinamiento abierto local-
mente finito. Sea U una cubierta abierta para X. Como X es regular, de la
proposicién 1.1.13 y del hecho que U es cubierta se sigue que, para cada x € X
existen abiertos V, y U, tales que

x €V, Celx(Vy) C Uy,

con U, € U. Notemos que la coleccién {V,, : © € X} es una cubierta abierta
para X. Luego, como X es Lindel6f, podemos tomar una subcubierta numerable
C ={V,, : i € w}. Ahora hagamos Wy = U, y
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W, = Uacn \ (nL_J CZX(V%)> s

=0

conn € w\{0}. Notemos que W, es abierto para todo n € w por ser interseccién
finita de abiertos en X.

Sea O = {W,, : n € w}. Probaremos que O es un refinamiento de U local-
mente finito. Primero veamos que O es cubierta para X. Sea x € X. Como C es
subcubierta, podemos tomar

m=min{i €w:x € clx(V,)}

Notemos que por definiciéon de m, se tiene que € W,,. Por lo tanto, O es
cubierta abierta para X.

Veamos que O es un refinamiento de U. Esto se sigue directamente de la defini-
cién de los W,,, ya que si W; € O, entonces

W, cUg, €U.
Por tanto O es un refinamiento abierto de U.

Por ultimo, veamos que O es localmente finito. Sea x € X. Como C es
subcubierta, podemos tomar un V,, € C tal que = € V,;, para algin j € w.
Entonces si tomamos un k£ > j se tiene que

k—1
sz N (Urk \ (U ClX(VIi)>>

k-1
= VN (Umk_ N (ﬂ [X\ ClX(Vmi)]>>

i=0
Ve, N[X\ elx (Va;)]
= 0,

VIJ N Wy

N

lo cual implica que V,, N Wy = ). Esto significa que V,, intersecta a lo mds
j elementos de la cubierta O. Asi, tenemos que O es un refinamiento abierto
localmente finito de la cubierta U.
Entonces ya podemos concluir que X es paracompacto.

O

Definicidn 3.2.5. Si X es un espacio topoldgico, se dice que X es o-compacto

si es la union numerable de compactos.

Lema 3.2.6. Todo espacio topoldgico o-compacto es Lindeldf.
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Demostracion. Sea U es una cubierta abierta para X y X = Ufio K; con K;
compacto. Entonces la familia

(UNK;:UelU}

es una cubierta abierta para K;. Luego, como K; es compacto, existe un sub-
conjunto A, C U finito tal que

K; = U (UNK;).
UeAk,

Ahora, si hacemos

V:U{Alﬂ; (1 Ewl,

tenemos que la familia V es una subcubierta abierta numerable para X. Por lo
tanto, X es Lindelof.
O

Para probar (4) = (3) del teorema principal de esta seccién (teorema 3.0.1),
haremos uso de un teorema importante acerca de un espacio paracompacto y
localmente compacto que daremos a continuacién. Pero antes de probar este
teorema, necesitamos hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.2.7. Si X es paracompacto y localmente compacto, existe una cubierta
abierta V de X tal que cualquier elemento de V es no wvacio, tiene cerradura
compacta e intersecta unicamente a una cantidad finita de elementos de V.

Demostracion. Sea X es un espacio topolédgico localmente compacto y paracom-
pacto. Hagamos

C={U,:z € X},

donde U, es vecindad abierta de 2 € X tal que clx(U,) es compacto. Notemos
que C es cubierta abierta para X. Ahora, sea H un refinamiento abierto de
C localmente finito. Hagamos V = A \ {0}. Notemos que V también es un
refinamiento abierto de C localmente finito. Veamos que cada elemento de V
tiene cerradura compacta. Sea V' € V. Como V C U para algin U € C, en
particular V' C ¢lx(U), lo cual implica que clx(V) C ¢lx(U). Luego, como
clx(U) es compacto y clx (V) es cerrado, por el teorema 1.1.28 se tiene que
clx (V) es compacto.

Ahora veamos que cada elemento de V intersecta solo una cantidad finita de
elementos de V. Para cada = € X, existe una vecindad W, de x que intersecta
s6lo un numero finito de elementos de V. Luego, para cada V' € V se tiene que

Vcdx(V)c | W (3.3)

z€clx (V)
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Del hecho que ¢lx (V) es compacto y de 3.3 se tiene que existe Yy C clx (V)
finito tal que

ve | W (3.4)

€Yy

Como W, intersecta solo un nimero finito de elementos de V, de 3.4 se sigue
que todo elemento V' € V intersecta solo un nimero finito de elementos de V.
Y por la eleccién de V se tiene que 0 & V.

O

Teorema 3.2.8. Si X es paracompacto y localmente compacto, entonces existe
un conjunto I tal que X = J,.; Xi, donde cada X; es abierto en X, o-compacto
yXinX,; =0 sii#j.

iel

Demostracion. Sea X es un espacio topolédgico localmente compacto y paracom-
pacto. Por el lema 3.2.7 podemos tomar una cubierta abierta }V de X tal que
cada elemento de V es no vacio e intersecta sélo una cantidad finita de elementos
de V. Lo que haremos a continuacién es construir una particién de subconjuntos
cerrado-abiertos de X.

Dado un V' € V definimos So(V) = {V} y para k > 1, definimos una
familia Sk (V') que consiste de elementos Viey para los que existe una sucesién
Vos s Ve tal que Vo=V, V; €V, Vi =V y VinVigy #0sii€{0,1,....k—1}.
Hagamos

sy = |Jsv), v
=0

wv) = [Jsw).

Del hecho que cada elemento del conjunto V intersecta sélo una cantidad finita
de elementos de V, se sigue que Sk(V) es finito para cada k € w. Asi, como
S(V) es unién numerable de conjuntos finitos, se tiene que |S(V)]| < .

Veamos que la familia Px = {W(V') : V € V} es una particién del espacio X.
Primero notemos que, para cada V € V se tiene que V € S(V). Y como 0 € V,
se sigue que W (V) # ). Lo cual implica que ) ¢ Px. Ahora, sean V, V' ev.
Probemos que

WWNWWV)=0 6 W(V)=W({V). (3.5)
Supongamos lo contrario, es decir,
WV)NWV)£0 y W(V)£W (V).

Sin perdida de generalidad, supongamos que existe un y € W(V) tal que y ¢
W(V'). Como y € W(V), existe un H € V tal que
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y e H e S(V),

para algin k € w. Luego, por definicién de S, (V'), existe una sucesién Ay, ..., Ag
tal que Ag=V, Ay =H, A; €Vy Az’ﬂAi_H 7&@ sii e {O,...,k*l}.

Ahora tomemos un z € W (V)W (V). Entonces existen F,G € V tales que

reFeSV),y
reGEe Sm(V'),

para algunos [,m € w. Luego, por definicién de S;(V) y Sm(V'), existen suce-
siones By, ..., By, Cy, ..., Cp, tales que

[ B():V,Bl:F,BieVyBiﬂBiH#@siie{o,...,l—l}.
e Co=V,Cn=G,CieVyCinCi #0siie{0,..,m—1}.

Ahora tomemos n = (k 4+ 1+ m) 4+ 1 y consideremos la sucesién

Do, ... Dypy ooy Doty ooy Dy

donde
C;, si 0<i<m,
Di: B(l+7n+1)—i7 si m+1§1§m+l+1a y
Ai—(mti+1), st m+I1l+1<i<n
Ay A1 o A, v
y B,
B

B

« I
V, C] te Cm—l Cm,

Figura 3.1: Representacion geométrica

73



En la figura 3.1 tenemos una posible representacién de la sucesion
Doy, ...i Dy ooy Doty ooy Dy

Notemos que, por definiciéon de los D; se tiene que Dy = V/, D, = Ay,
D; €eVyD;ND;y1 #0siie{0,..,n}. Asi, tenemos que y € D,,. Luego, por
construccién de la sucesién Dy, ..., D,,, se tiene que D,, € Sn(V/), lo cual implica
que y € W(V/). Pero esto es una contradiccion, ya que habiamos supuesto que
y & W(Vl). Por lo tanto se cumple la condicion 3.5.

Por ultimo, veamos que Py cubre a X, es decir

X=[Jwmw. (3.6)
vey

(D): Sea x € Jycyy W(V). Entonces x € W(V') para algtin V' € V. Luego, por
definicién de W (V), existe un H € V y un n € w tal que z € H € §,,(V). Asi,
tenemos que x € H C X. Y por lo tanto X D (Jy, o\, W(V).

(C): Sea x € X. Como V es cubierta, existe V € V tal que & € V. Luego,
como V € §(V), se tiene que

zeVeSV).

Lo cual implica que x € W (V). De esto se sigue que X C [Jy o, W(V).
Y por lo tanto X = |J Px.

Entonces ya podemos concluir que la familia Px es una particiéon del espacio
X. Ahora hagamos una observacién: Dado un V' € V), se tiene que

wvy=x\ U ww),
Ve (V)

es decir, W (V) es el complemento de un abierto. Por lo que W (V) es cerrado.
Asi, tenemos que W (V') es cerrado-abierto en X para cada V € V.

Lo que haremos ahora es probar que W (V') es o-compacto para todo V' € V.
Para probar esto, veamos que W (V) = [ J{cix(U) : U € S(V)}. Sea x € W(V).
Entonces existe un H € V tal que

x € H e Sk(V),

para algin k € w. Luego, del hecho que H C clx(H) y Sk(V) C S(V) se sigue
que z € clx(H) con H € S(V). Por lo tanto

W (V) c | Jelx(U): U e S(V)}.
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Ahora, sea z € J{clx(U) : U € S(V)}. Entonces existe U € S(V) tal que
x € clx(U). Luego, por definicién de W(V'), se tiene que U C W(V), lo cual
implica que

clx (U) C elx (W(V)) = W(V).

De esto se sigue que z € W(V). Asi, tenemos que W(V) D J{cix(U) : U €
S(V)}. Y por lo tanto W(V) = J{clx(U) : U € S(V)}.

Por tltimo, notemos que, como |S(V)| < N, se tiene que W (V) es unién
numerable que conjuntos compactos. Por lo tanto W (V') es o-compacto para
cada V € V. Esto completa la demostracion.

O

Terminamos esta seccién con un teorema importante para espacios métricos:
el teorema de A. H. Stone.

Teorema 3.2.9. [2, Teorema 5.3, p. 186] Todo espacio métrico es paracompac-
to.

3.3. Paracompacidad y Variedades

Con los teoremas y propiedades de las variedades dadas en las secciones 3.1
y 3.2, ya podemos probar el teorema que mencionamos al principio del capitulo
y que nos da una caracterizacién acerca de la metrizaciéon de las variedades.

Demostracion del Teorema 3.0.1. (4) = (3): Sea X una variedad paracompac-
ta. En la proposicion 3.1.6, se probé que las variedades son localmente compac-
tas. Entonces, por el teorema 3.2.8, se tiene que

X =[JX;, donde X; N X; =0 sii#j
el

y X; es o-compacto. Pero como X es conexo por ser variedad, se tiene que
X = X, para algun j € I. Asi, tenemos que X es o-compacto. Y por el lema
3.2.6 se sigue que X es Lindelof.

(3) = (2): Sean n € Z* y X una n-variedad Lindelof. Sea z € X. Como X
es localmente homeomorfo a R™, existe una vecindad abierta U, de x, un abierto
Ve C R™ y un homeomorfismo ¢, : U, — V. Como V, es segundo numerable,
por el lema 3.1.2 se tiene que U, es segundo numerable. Luego, notemos que

B={U,:z¢€ X}

es una cubierta abierta para X. Entonces, como X es Lindelof, existe Y € X
numerable tal que
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X = UUI.

zeY

Asi, tenemos que X es la unién numerable de espacios segundo numerables. Por
lo tanto, de la proposicién 3.1.3 se sigue que X es segundo numerable.

(2) = (1): Sea X segundo numerable. De la proposicién 3.1.6 y del lema
3.1.7 se sigue que X es completamente regular. En particular X es regular. En-
tonces, por el teorema de metrizacién de Urysohn: teorema 3.1.8, se sigue que
X es metrizable.

(1) = (4): Se sigue directamente del teorema de A. H. Stone: teorema 3.2.9.
O
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Capitulo 4

La compactacion de
Freudenthal y extremos de
variedades

4.1. La compactacién de Freudenthal

Fl principal objetivo de esta seccién serd definir la compactacién de Freu-
denthal de un espacio topoldgico de Tychonoff y localmente compacto. Notemos
que las variedades, que son los espacios en los que estamos interesados, tienen
estas propiedades topoldgicas. Esto nos permitird hablar de la compactacién
de Freudenthal de una variedad.

En el articulo [3, Definicién 2.3, p. 6] se define a la compactacién de
Freudenthal como un limite inverso de un sistema directo. Aunque nos
basaremos en este articulo para definir los extremos de un espacio conexo,
Hausdorff y localmente compacto, abordaremos la compactacién de Freu-
denthal como en el libro de Porter-Woods: [8, Problema 4, p. 337].

Sea X un espacio topolégico. La pareja (Y, e) es una compactacién de X
si Y es un espacio topoldgico compacto Hausdorff y e : X — Y es un encaje de
X en'Y tal que cly(e[X]) =Y.

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio reqular. Una FG-base B es una base de
conjuntos abiertos que satisface:

(1) 0, X € B,
(2) Si U,V € B, entonces UNV € B,
(8) SiU € B, entonces X \ cix(U) € B, y
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(4) Para cada conjunto abierto U en X yV € B tal que clx (V) C U, existe
un conjunto W € B tal que

dx(V)CW C elx(W) C U. (4.1)

La compactaciéon de Fan-Gottesman de la cual no hablaremos ya que se
sale de nuestro objetivo de estudio, es una forma de construir compactaciones,
en particular nos servird para la compactacién de Freudenthal de la cual
hablaremos en esta seccién, pero no vamos a explorar de manera general, sélo
la utilizaremos para definir los extremos de variedades.

Una consecuencia importante de las propiedades (2), (3) y (4) de una FG-base
es la siguiente.

Lema 4.1.2. Sea X un espacio reqular y B una FG-base de X. SiU,V € B, W
es un abierto en X y clx (U) Nclx (V) C W, entonces existe un R € B tal que

Clx(U) N Clx(V) CRC Clx(R) cWw.

Demostracion. Sea B una FG-base de X, U,V € B y W un abierto en X tal
que clx(U) Neclx (V) C W. Veamos que

clx (U) € WU (X \ elx (V). (4.2)

Sea z € clx(U). Entonces z € clx(V) o x & clx(V). Si z € clx(V) se sigue
que z € W. Y siz & clx(V), entonces z € X \ clx (V). Asi, tenemos que
x € WU (X \ clx(V)). Esto prueba la ecuacién 4.2.

Por otro lado, como W U (X \ clx(V)) es abierto, por definicién de B, existe un
C € B tal que

cdx(U) cC Cex(C)cWU (X \dx(V)). (4.3)
Ahora veamos que
Clx(V)CWUX\Clx(C) (44)

Sea z € clx (V). Entonces x € clx(C) o z & clx(C). Si x & clx(C), entonces
x € X \cx(C). Ysizé€cx(C), por 4.3 se tiene que z € X \ clx(V) oz € W.
Pero como z € clx(V), no puede pasar que x € X \ clx (V). Entonces z € W.
Asi, tenemos que x € WU (X \ clx(C)). Esto prueba la ecuacién 4.4.

Por otro lado, como W U (X \ ¢lx(C)) es abierto, por definicién de B, existe un
D € B tal que

cdx(V)C D Ccx(D)Cc WU(X\cx(C)). (4.5)

Tomemos R = CND. De 4.3 y 4.5 se sigue que clx (U)Nelx (V) C R. Por dltimo,
veamos que clx (R) C W. Sea = € clx(R). De nuevo por 4.3 y 4.5 se tiene que
cx(R) C clx(C)Nelx (D). Entonces © € clx(C) Nclx (D). Como z € clx (D),
de 4.5 se tiene que x € W o z € X \ clx(C). Pero como z € clx(C), se sigue
que x € W. Por lo tanto clx (R) C W.

O
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Sea X un espacio topoldgico regular y B una FG-base de X. Una familia
no vacia F C B se dice que es una familia vinculante si para cada familia
{",Va,...,V,} C F, se tiene que

Clx(‘/l)ﬂ“'ﬁ Clx(Vn) #* 0.

Definicién 4.1.3. Si X un espacio topoldgico regular y B una FG-base de X,
definimos una coleccion bp(X) de subconjuntos de B como

bg(X) ={F C B: F es una familia vinculante mazimal}. (4.6)
Y para cada U € B definimos

S(U)={F €bp(X) : para algin V € F,clx(V) C U}.

Proposicion 4.1.4. Sea X un espacio regular y B una FG-base de X. La
familia H ={S(U) : U € B} cumple las siguientes propiedades:

(¢) UH = bs(X), y
(b) SU)NS(V)=S{UNYV) para cada U,V € B.

Demostracion. (a) Probaremos este inciso por contenciones.

C] Esta contencién se sigue del hecho que S(U) C bp(X) para cada U € B.

D] Veamos que S(X) = bp(X). Por definicién S(X) C bg(X). Ahora sea
F € bg(X). Entonces F' C By F # () por ser familia vinculante. Luego, como
cada elemento de B es subconjunto de X, se tiene que paracada Ve F,V C X.
Miés atin, c¢lx (V) C X para cada V € F. De esto se sigue que F' € S(X). Asi,
tenemos que bp(X) C S(X).

Por lo tanto S(X) = bp(X). Luego, como S(X) € H se sigue que |JH D bg(X).
Y por lo tanto U H = bp(X).

(b) Sean S(U),S(V) € H. Veamos que S(UNV) =S{U)NSV).
C] Sea F € S(UNV). Entonces existe un W € F tal que clx (W) Cc UNV. Por
lo que clx(W) C Uy clx(V) C V. De esto se sigue que F € S(U)NS(V). Y
por tanto S(UNV) C S({U)NS(V).
D] Sea F € S(U) N S(V). Entonces existen W, W' € F tales que clx (W) Cc U
y clx(W') C V. Entonces

dx(W)Nelx(W)cunV.

Luego, como U NV es un abierto en X y W, W' e B, por el lema 4.1.2 existe
un R € B tal que

dx(W)Nelx(W)C RC clx(R)cUNV. (4.7)
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Tomemos F' = F U {R}. Veamos que F' es una familia vinculante. Sean
Vi,.,V, € F'. El caso en que V; € F para cada i € {1,...,n} es trivial, ya
que F' es familia vinculante. Consideremos entonces, sin pérdida de generalidad
que V) = R. Hagamos

A={W,W  Va, ...V, }.

Notemos que A C F. Entonces, de 4.7 y del hecho que F' es familia vinculante
se tiene que

0 £ [czx(W)mch(W’)m<ﬁczxm>

=2

C Clx(R) N <ﬁ ch(V;)> .

1=2

Asi, tenemos que
cdx(R)N---Nnecl(V,) #0.

Por lo tanto F es una familia vinculante. Luego, como F' C F ' y F' es maximal,
se tiene que F' = F . Entonces R € F y de 4.7 se sigue que F € S(UNV). Esto
prueba que S(UNV) D S(U)NS(V). Y por lo tanto S(UNV) = SU)NS(V).

O

Notemos que la propiedad (b) de la familia H de la proposicién anterior es
més fuerte que la condicién (2) de la proposicién 1.1.1 (pdgina 3). Entonces,
como la familia {S(U) : U € B} en particular cumple las condiciones (1) y (2)
de la proposicién 1.1.1, existe una tnica topologia 7 en bg(X) para la cual la
familia {S(U) : U € B} es base para 7.

Observacién 4.1.5. Sean U,V € B tales que U C V. Entonces S(U) C S(V).

La observacién anterior se sigue directamente de la definicién de S(U). Ya
que si tomamos F' € S(U), entonces existe W € F' tal que clx (W) C U. Luego,
como U C V, se sigue que clx (W) C V. Asi, tenemos que F € S(V) y por lo
tanto S(U) C S(V).

Lo que haremos ahora es dar otra base para el espacio bg(X), pero primero
hagamos una observacién: Si U € B, entonces por la propiedad 3 de la defi-
nicién 4.1.1 se tiene que X \ clx(U) € B. Aplicando de nuevo la propiedad 3
a X\ cx(U) se tiene que X \ (X \ clx(U)) € B. Luego, por la proposicién
1.1.10(1) se sigue que intx(clx(U)) = X \ (X \ clx(U)). Entonces se cumple
que intx (clx(U)) € B.

Ahora, ya conocemos una base para el espacio bg(X) que consta de los elementos
S(U). Pero algo importante de mencionar es que podemos extraer un subfamilia
J de la base {S(U) : U € B} que resulta ser base y que ademds sus elementos
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son tales que, si S(U) € J, entonces U = intx(clx(U)). Y esto lo probaremos
en el siguiente lema.

Lema 4.1.6. La familia
J={SU):UeByU=intx(clx(U))}
es una base para el espacio b(X).

Demostracion. Sean F' € bp(X) y B € B tal que F' € S(B). Entonces existe un
V € F tal que clx (V) C B. Luego, por definicién de B existe un W € B tal que

cdx(V)cW Cex (W) C B. (4.8)
Como W es abierto, se tiene que W C intx (clx (W)). Luego, notemos que
intx(clx(W)) C clx (intx(clx(W))) C cx (W) (4.9)
Entonces de 4.8 y 4.9 se tiene que
cx (V) Cintx(clx(W)) C clx(intx (clx(W)) C B.

Hagamos U = intx (clx(W)). Por la proposicién 1.1.11 se tiene que U es un
abierto regular, es decir, U = intx(clx(U)). Entonces, como clx(V) C U se
tiene que F € S(U). Y como U C B, por la observacién 4.1.5 se sigue que
S(U) C S(B). Asi, tenemos que F € S(U) C S(B). Por lo tanto la familia J
también es base del espacio bg(X).

O

Aunque conocemos dos bases para bg(X), de ahora en adelante cuando ha-
blemos del espacio topolégico bg(X) consideraremos la topologia generada por
la base {S(U) : U € B}, al menos que digamos lo contrario.

Proposicién 4.1.7. Sea Fy C B vinculante. La familia
Z ={F CB:FyCF yF vinculante}
tiene un elemento mazximal.

Demostracion. Para probar que la familia Z tiene un elemento maximal haremos
uso del lema de Zorn: lema 1.4.1 (pdgina 15).

Sea Y C Z tal que para todo F,G € Y se tiene que F' C G o G C F. Hagamos
H = |JY. Veamos que H es vinculante. Sean Uy, ...,U, € H. Por definicién
existen Fi,....F, € B tal que U; € F; con 1 < i < n. Como F; C F;41 o
Fit1 C F;, existe un j € {1,...,n} tal que F; C F; para cada i € {1,...,n}.
Entonces U; € F; para cada ¢ € {1,...,n}. Y como Fj es vinculante, se sigue
que clx(Uy)N---Nelx(Uy,) # 0. Por lo tanto H es vinculante.

Por otro lado, notemos que H es cota superior de Y, ya que si F' € Y, se tiene
que F' C H. De esta manera hemos probado que toda cadena en Z tiene cota
superior, entonces por el lema de Zorn, Z tiene un elemento maximal.

O
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Observemos que la proposicién anterior en particular nos dice que la familia
bg(X) es no vacia.
Como ya hemos mencionado, nuestro objetivo es dar la compactacién de
Freudenthal de un espacio Tychonoff localmente compacto. Resulta que esta
compactacién serd justamente el espacio bp(X) tomando una FG-base parti-
cular. Esta compactacién la daremos en un teorema. Por lo que de ahora en
adelante, probaremos varios resultados que nos ayudaran a demostrar el teore-
ma antes mencionado.
Comenzaremos dando algunas propiedades importantes de la familia S(U).

Lema 4.1.8. S(U) =0 si y sdlo si U = 0.

Demostracion. <] Si U = 0, se sigue directamente de la definicién que S(0) = 0.

=] Supongamos que U # (). Entonces como X es regular, existe un V € B
no vacio tal que V' C ¢lx (V) C U. Hagamos

Z ={F Cc B:{V} C F y F vinculante}.

Por la proposicién 4.1.7 se sigue que Z tiene un elemento maximal. Entonces
existe F' € bp(X) tal que V € F.Y como clx (V) C U se tiene que F € S(U),
lo cual implica que S(U) # (. Y de esta manera, hemos probado la afirmacién

contrapuesta.
O

Proposicién 4.1.9. Sean F € bg(X) yU € B. Si U ¢ F, entonces existe un
V € F tal que clx (V) Nelx(U) = 0. En particular, F € S(X \ clx(U)).

Demostracion. Sean F € bg(X) y U € B tal que U ¢ F. Supongamos que para
todo V € F se tiene que

cx(V)Nelx(U) # 0. (4.10)

Hagamos G = F U {U}. Como F es maximal, G no puede ser vinculante. En-
tonces existe una familia finita {V3,...,V,,} C F tal que

[lx(V1)Nn--Nelx (V)] Nelx(U) = 0.
Lo cual implica que
[ch(Vl) n---N Clx(Vn)] C X\Clx(U)

Como X \ clx (U) es abierto y V; € B para todo i € {1, ...,n}, por la proposicién
4.1.2 existe un V € B tal que

ch(Vl) n--- ﬁch(Vn) cVcC Clx(V) cX \ Clx(U) (411)
Veamos que V € F. Tomemos Wy,...,W,, € F. De 4.11 y del hecho que F' es

vinculante se tiene que
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0+ (ﬁ ch(V;)> N (ﬁ clx(Wz')>
=1 1=1
c dx(V)n <ﬁ ch(Wi)> )

i=1

De esto se sigue que la familia FU{V} es vinculante. Pero como F' es maximal,
se tiene que V' € F. Luego, como clx (V) C X \ clx(U), se sigue que clx (V)N
clx(U) = 0. Pero esto contradice 4.10. Por lo tanto, existe un V' € F tal que
cx(V)Nelx(U) = 0. De esto se sigue que clx (V) C X\ clx(U). Y por lo tanto
F e S(X\ clx(U). Esto completa la demostracion.

O

Proposicién 4.1.10. Sea U € B y F € bp(X). Entonces:
(a) U € F siy sdlo si Fecl(S(U)).
(b) ba(X)\ c(S(U)) = S(X \ clx(U)).

Demostracion. (a) =] Supongamos que U € F. Tomemos un abierto bésico
S(W) con W € B tal que F € S(W). Por definicién de S(W), existe un V € F
tal que clx(V) € W. Como U € F y F es vinculante, se tiene que clx(U) N
clx (V) # (. Entonces, como clx (V) C W, se sigue que clx (U)NW # (). Luego,
de la proposicién 1.1.3 se tiene que U N W # 0. Entonces por el lema 4.1.8 se
tiene que S(UNW) # 0. Y como S(UNW) = S(U)NS(W) por la proposicién
4.1.4(b), se sigue que S(U)NS(W) # 0. Y por lo tanto F € cl(S(U)).

<] Supongamos que U ¢ F. Entonces, por la proposicién 4.1.9 existe un V € F
tal que clx (V) Nelx(U) = 0. Entonces clx (V) C X \ clx(U). Luego, como
X\ cx(U) € B, existe un W € B tal que

Clx(V) cWcC Clx(W) - X\Clx(U)

Como clx (V) C W, se sigue que F € S(W). Ademéas W Nclx(U) = 0 lo cual
implica que W NU = (). Luego vemos que

SWYNSWU)=SWnU)=S0)=0.

De esta manera hemos entrado un abierto S(W') que contiene a F'y que S(W)N
S(U) = 0. Esto significa que F ¢ cl(S(U)), lo cual es una contradiccién con
nuestra hipétesis. Por lo tanto U € F.

(b) Probaremos esta igualdad por contenciones.
C] Sea F € bg(X) \ cl(S(U)). Entonces F' ¢ cl(S(U)). Luego, por el inciso (a)
se tiene que U € F. Y por la proposicién 4.1.9 se sigue que F € S(X \ clx (U)).
Y asi, tenemos que bp(X) \ cl(S(U)) C S(X \ clx(U)).
D] Sea F € S(X \ clx(U)). Entonces existe un V € F tal que clx(V) C X\
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clx (U),lo cual implica que clx (V)Nelx (U) = 0. Como F es vinculante, entonces
U ¢ F. Luego, por el inciso (a) se tiene que F ¢ cl(S(U)). Por lo tanto F €
bp(X)\ c(S(U)). Y asi, tenemos que S(X \ clx(U)) C bg(X) \ cl(S(0)).
Esto completa la prueba de la proposicién.

O

Proposicién 4.1.11. Sean Uy,...,U, € B. Si cl(S(U1))N---Ncl(S(Uy)) # 0,
entonces clx(U1) N---Nelx(Uy) # 0.

Demostracion. Sean Un,...,Up € B tal que cl(S(Ur))N---Ncl(S(U,)) # 0. To-
memos un F' € _, cl(S(U)). Entonces F € cl(S(U;)) para cada i € {1,...,n}.
Luego, por la proposicién 4.1.10 se tiene que U; € F. Y del hecho que F es
familia vinculante se sigue que

Clx(Ul) - ﬂch(Un) =+ 0.
O

Con los resultados que ya tenemos hasta ahora, ya podemos probar que el
espacio bp(X) es Hausdorff y compacto.

Teorema 4.1.12. Sea X un espacio topolégico reqular y B una FG-base para
X. FEl espacio bp(X) es Hausdorff y compacto.

Demostracion. Primero veamos que bp(X) es Hausdorff. Sean F,G € bp(X)
tales que F # (. Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe un U € F
tal que U ¢ G. Por la proposicién 4.1.9 se tiene que G € S(X \clx (U)). Entonces
existe un abierto V' € G tal que clx (V) C X \clx (U). Luego, como B es FG-base
y X\ cdx(U) € B, existe un W € B tal que

Clx(V)CWCCZ)((W)CX\CZ)((U). (412)

De 4.12 se tiene que G € S(W). También de 4.12 se tiene que clx(U) C X \
clx (W), lo cual implica que F € S(X \ clx (W)). Luego vemos que

SW)NSX\cx(W)) = SWNX\cx(W))
= 50
= 0,

lo cual implica que
SW)NS(X\clx(W)) =0.

Asi, tenemos que S(W) y S(X \ clx(W)) son abiertos disjuntos que separan a
F de G. Por lo tanto bp(X) es Hausdorff.

Veamos que bg(X) es compacto. Por el lema 4.1.6, la familia J = {S(U) :
U =intx(clx(U))} es base para bg(X). SeaV C Btalque J = {S(U) : U € V}.
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Ahora consideremos una subfamilia & C V tal que C = {S(U) : U € U} es
cubierta de bg(X). Supongamos que C no tiene subcubierta finita. Hagamos

Fo={X\cx(U):UecU}.

Sean Uy, ...,U, € U. Supongamos que (), clx[X \ clx(U;)] = 0. Ya que X \
clx(U;) € B para cada i € {1,...,n}, la proposicién 4.1.11 implica que

ﬂ S(X\ cx(U:))] = 0. (4.13)

Luego, de 4.13 se tiene que

n

U bs(X) \ cl[S(X\ elx (U3))] = bs(X). (4.14)

i=1

Como X \ clx(U;) € B, se tiene que X \ clx[X \ clx(U;)] € B para cada
i € {1,...,n}. Entonces, de la proposicién 4.1.10 tenemos que

be(X) \ c[S(X \ clx (U;))] = S(X \ elx[X \ clx (Us)]). (4.15)

Luego, de 4.14, 4.15 y de la proposicién 1.1.10(1) tenemos que

bs(X) UbB S(X\ elx(Us))]

- U S(X\ elx[X \ elx(Uy)])

- U S(intx[clx (U;)])

i=1

Pero esto es una contradiccién, ya que supusimos que C no tiene subcubierta
finita. Esta contradiccién es por el hecho de suponer que (., clx [X \clx (U;)] =
(). Por lo tanto Fy es una familia vinculante.

Ahora hagamos

Z ={F CB:FyCFy F vinculante}.

Por el lema 4.1.7, Z tiene un elemento maximal. Sea F' la familia vinculante
maximal de Z. Como Fy C F, se tiene que X \ clx(U) € F y la proposicién
4.1.10 implica que F € cl[S(X \ clx(U))] para cada U € Y. Entonces

F &bg(X)\d[S(X\cx(U))] para cada U € U. (4.16)
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De 4.16 se tiene que
Fg | bs(X)\ c[S(X \ clx (U))).
Ueu
Luego, de 4.15 y de la proposicién 1.1.10(1) se tiene que

U bsXO)\elS(X \elx(U)] = | SIX\elx(X\ clx (U))]

el veu

U S(intx[clx(U)])

veu

U s@).

veu

Con esta ultima contencién hemos llegado a una contradiccién, ya que F ¢
Uvew S(U) pero esto contradice el hecho que C es cubierta de bs(X).
Asi, tenemos que C tiene subcubierta finita. Por lo tanto, del teorema 1.1.24 se
sigue que bp(X) es compacto.

O

Lo que haremos ahora es dar el encaje de X en bp(X) y elegir de manera
adecuada una FG-base para bg(X). Para elegir esta FG-base necesitamos una
definicién: Si X es un espacio topolégico, se dice que X es de borde compacto
si X tiene una base cuyos elementos tienen frontera compacta.

Proposicién 4.1.13. Si X es un espacio reqular y B es una FG-base de X,
entonces la familia

U, ={VeB:xeccdx(V)}
es una familia vinculante maximal.

Demostracion. Sea {V1,...,V,,} C U,. Entonces, por definicién de U, se tiene
que z € clx(V;) para cada ¢ € {1,...,n}. Asi, tenemos que

ch(Vl) N---N Clx(Vn) 7& 0.

Y por lo tanto U, es una familia vinculante. Probemos que U, es maximal. Sea
F' C B una familia vinculante tal que U, C F'. Veamos que U, = F. Supongamos
que existe un V € F tal que V € U,. Entonces = & clx(V), lo cual implica que
x € X\ clx (V). Como X es regular, por la proposicién 1.1.13, existe un abierto
W tal que

xeW Cex(W)C X\ cx(V). (4.17)

Por otro lado, como B es base, existe un B € B tal que x € B C W. Como
B C W, entonces clx(B) C clx(W). Luego, de 4.17 se tiene que

x€BCelx(B)Ccex(W)cC X\ cx(V).
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Entonces B € U, y como U, C F' se tiene que B € F. Pero si tomamos
H = {B,V}, tenemos que H C F pero clx(B)Nclx(V) =0, lo cual contradice
el hecho que F' es una familia vinculante. Asi, tenemos que U, = F y por lo
tanto U, es una familia vinculante maximal.

O

Teorema 4.1.14. Sea X un espacio topoldgico Tychonoff de borde compacto.
Entonces la familia

B={U:U es abiertoy Frx(U) es compacto} (4.18)

es una FG-base para X.

Demostracion. Primero notemos que, como X es de borde compacto, por defi-
nicién B es una base. Ahora veamos que B cumple las cuatro propiedades de la
definicién 4.1.1 (pégina 70).

(1) Por definicién, los conjuntos ) y X son abiertos. Luego, como Frx (@) = 0,
se sigue que Frx(()) es compacto por ser finito. Y asi tenemos que ) € B. Por
otro lado, tenemos que

Frx(X) = CZX(X)ﬁClx(X\X)
= ch(X)rWJ
= 0,

lo cual implica que Frx (X) es compacto por ser finito. Por lo tanto X € 5.

(2) Sean U,V € B. Como U y V son abiertos, se tiene que U NV es abierto.
Luego, vemos que

Fry(UNV) cx(UNV)Nelx (X \ [UNV])
clx (UNV) N elx (X \U) U elx (X \ V)]
(clx(U)Nelx[X\U]) U (elx (V) Nelx[X\ V])

= Frx(U) U Frx(V).

N

Como Frx(U) y Frx(V) son compactos, por el teorema 1.1.27 se tiene que
Frx(U) UFrx (V) es compacto. Y como Frx (U NV) es cerrado en Frx(U) U
Frx(V), por el teorema 1.1.28 se sigue que Frx (U N V) es compacto. Por lo
tanto UNV € B.

(3) Sea U € B. Como clx(U) es cerrado, se tiene que X \ clx(U) es abierto.
Y como U C clx(U), se sigue que X \ clx(U) € X\ U. Por lo que

Clx(X\Clx(U)>CClx(X\U). (419)

Luego, de la definicién de frontera y de 4.19 se tiene que

87



x(X\elx(U)) = ex(X\ clx(U)) N elx (X \[X\ clx (U)])
= cx(X\cdx(U))Nelx(clx(U))
cx (X \ ex(U))Nelx(U)
C dx(X\U)Neclx(U)
= Frx(U).

Como Frx(U) es compacto y Frx(X \ clx(U)) es cerrado en Frx(U), por
el teorema 1.1.28 se sigue que Frx (X \ ¢lx(U)) es compacto. Por lo tanto
X \ Clx(U) € B.

(4) Sea U un subconjunto abierto de X y tomemos un V € B tal que
clx (V) c U. Como X es Tychonoff, por el teorema 1.1.12 se tiene que X es
regular. Entonces, por la proposicién 1.1.13 se tiene que para cada x € Frx (V)
existe un abierto U, en X tal que

zeU, Ccx(U,) CU.

Por otro lado, como B es base, para cada x € Frx(V), existe U, € B tal que
z € U, C U,. Notemos que la familia {U, : = € Frx(V)} es cubierta abierta para
Frx (V). Luego, como Frx (V) es compacto, existe un subconjunto Y C Frx (V)
finito tal que

Frx (V) C | Us.
zeY
Ahora, tomemos
W=Vu ( U Ux> :
zeY

Notemos que W es abierto por ser la unién de abiertos. Luego, del lema 1.1.8

se tiene que
Frx(W) = Frx (VU (U Um>>
z€Y

c Frx(V)u (U FrX(Ux)> .

z€Y

Ya que U, € B, se tiene que Frx (U,,) es compacto para todo x € Y. Asi, tenemos
que Frx (W) esta contenido y es cerrado en un compacto. Entonces, del teorema
1.1.28 se sigue que Frx (W) es compacto. Y por lo tanto W € 5.

Por ultimo, veamos que W cumple con la condicién 4.1 (pdgina 71). Del lema
1.1.8 y del hecho que {U, : © € Y} es cubierta para Frx (V) se tiene que
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cdx(V)=VUFrx(V)Cc VU (U Uz> =W
zeY

Asi, tenemos que clx (V) C W. Ahora, vemos que

dx(W) = clx (VU (U Um>>
x€Y

= cx(V)Uely (U UQE)

z€Y
c U

Asi, tenemos que ¢l x (W) C U. Entonces W cumple la condicién 4.1 (pdgina 71).
Por lo tanto B es una FG-base para X. Esto completa la prueba del teorema.
O

Con los resultados anteriores, ya estamos listos para definir la compacta-
ci6én de Freudenthal. Y como ya hemos dicho, lo haremos con un teorema.

Teorema 4.1.15. Sea X un espacio topoldgico Tychonoff y de borde compacto.
Entonces el par (bg(X),e) es una compactacion de X, donde

B={U:U es abiertoy Frx(U) es compacto}
ye: X = bg(X) esta dado como e(x) = U,, donde
U, ={VeB:xecx(V)}

Demostracion. Sea X un espacio topologico Tychonoff con borde compacto. Sea
H ={S{U) : U € B}. Veamos que e : X — ¢[X] es un homeomorfismo y que
e[X] es denso en bp(X).

e ¢ : X — e[X] es biyectiva. Sean z,y € X tal que z # y. Como X es Ty-
chonoff, en particular es Hausdorff por el teorema 1.1.12(1). Entonces existen
abiertos disjuntos U,V en X tales que x € U y y € V. Como B es base, existen
U, V' € Btales quez € U cu vy € V' c V. Notemos que unv' =0. Luego,
por la proposicién 1.1.3, se tiene que ¢lx(U')NV' = 0. Porlo que y & clx (U").
Asf tenemos que U’ € U, y U’ & Uy, lo cual implica que U, # U,. Por lo tanto
e es inyectiva. Y as{ tenemos que e : X — ¢[X] es biyectiva.

e ¢ es continua. Tomemos un S(U) € H. Probemos que e 1[S(U)] = U. Sea
x € e 1[S(U)]. Entonces e(z) € S(U), lo cual implica que existe un V € e(x)
tal que clx (V) C U. Luego, por definicién de e(x) se tiene que x € clx (V). Asi,
tenemos que x € U y por lo tanto e [S(U)] C U.
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Ahora sea x € U. Por la proposicién 4.1.13 se tiene que e(z) es una familia
vinculante maximal. Por lo que e(z) € bp(X). Por otro lado, como x € U C
clx (U), se tiene que U € e(x). Luego, como X es regular, por la proposicién
1.1.13 existe un abierto V en X tal que

xeV Cex(V)CU.

Y como B es base, existe un abierto W € B tal que x € W C V Asi, tenemos
que z € clx(W) C U, lo cual implica que W € e(x). De esto se sigue que
e(r) € S(U), es decir, z € e 1[S(U)]. Y por lo tanto e~ 1[S(U)] = U. Como H
es base de la topologfa de bp(X) y U es abierto en X, por el teorema 1.1.15 se
sigue que e es continua.

e ¢! :e[X] = X es continua. Tomemos un U € B no vacio. Probemos que
e[ X]NS(U) = e[U].
D] Como U C X se sigue que e[U] C e[X]. Sea F € e[U]. Del inciso anterior se
tiene que U C e 1[S(U)], lo cual implica que e[U] C e[e™1[S(U)]]. Por lo que
F € ele71[S(U)]]. Entonces existe un x € e ![S(U)] tal que e(x) = F. Como
z € e YS(U)], se tiene que F = e(z) € S(U). Entonces e[U] C S(U) y por lo
tanto e[U] C e[X] N S(U).
C] Sea F € e[X] N S(U). Como F € e[X], existe un € X tal que e(z) = F.
Luego, como e : X — ¢[X] es biyectiva, se tiene que z = e~ 1(F'). Por otro lado,
del inciso anterior tenemos que e~ 1[S(U)] = U, y como F € S(U) y se tiene que

es decir, x € U. De esto se sigue que F' € e[U] y por lo tanto e[X]NS(U) C e[U].
De esta manera, hemos probado que e[X] N S(U) = e[U]. Entonces, como

(e 'UD™" = e[U] = e[X] N S(U)

y e[X] N S(U) es un abierto bésico en e[X], por el teorema 1.1.15 se sigue que

e~ 1 es continua.

De esta manera hemos probado que e : X — e[X] es un homeomorfismo.
Ahora, ya hemos probado que e[U] = ¢[X] N S(U) para cada U € B. Entonces
si U # 0, se tiene que e[U] # (). De esto se sigue que e[X] es denso en bg(X).
Ademsés en la proposicién 4.1.12 se prob6 que bp(X) es compacto. Entonces ya

podemos concluir que (bg(X),e) es una compactaciéon de X.
O

La compactacién (bg(X),e) del teorema anterior, es llamada la compac-
tacion de Freudenthal del espacio X. De ahora en adelante denotaremos a
la compactacion de Freudenthal de un espacio topolégico X como FX. Y a su
topologfa generada por la base {S(U) : U € B} como 75.
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4.2. Ejemplos de compactaciones de Freudenthal
metrizables

Definicién 4.2.1. Sea X un espacio topoldgico Tychonoff. Si (Y, e) y (Z,i) son
compactaciones de X, diremos que son equivalentes si existe un homeomorfis-
mo h:Y — Z tal que hoe =1.

El objetivo principal de esta seccién sera describir la compactacién de Freu-
denthal de algunos espacios topoldgicos y determinar que es homeomorfa a otros
espacios ya conocidos. Daremos dos ejemplos concretos de los cuales uno serd un
espacio localmente compacto y el otro solo de borde compacto. Estos dos ejem-
plos son subespacios de la esfera S2, por lo que comenzaremos hablando de la
proyeccién estereografica y mencionaremos una propiedad importante de S2.

Sean p = (0,0,1) el polo norte de la esfera y X = S?\ {p}. Para cada
(w1, 22,23) € X, consideremos la funcién ¢ : X — R? dada por

1
1-— xr3

o({x1, T, 23)) = (1, x9). (4.20)
La funcién ¢ es llamada proyeccién estereografica. En [7, Teorema 59.3, p.
369] se puede encontrar la prueba de que la funcién ¢ es un homeomorfismo.
Una propiedad geométrica importante de la esfera es la siguiente:

Propiedad 1. Si U es un abierto de X tal que clx(U) no es compacto, existe
un abierto W en S? tal que p € W, Frx(U)NW =0 y W \ {p} es conexo.

Antes de dar el primer ejemplo, haremos una convencién para simplificar un
poco la notacién. Si X es un espacio topolégico y A C X, definimos el exterior
de A como ext(A) = X \ clx(A). Una propiedad importante del exterior y que
se sigue de [10, Teorema 1.3.2 incisos (i), (v) y (vi), p. 24] es la siguiente:

X = int(A) UFr(A) U ext(A). (4.21)

Ademais, los conjuntos del lado derecho de 4.21 son disjuntos entre si.
Consideremos de nuevo el espacio X = S? \ {p}. Notemos que, como X es
metrizable, es Tychonoff. Y como X es localmente compacto, se tiene que X es

de borde compacto. Probaremos que la compactacion de Freudenthal de X es
homeomorfa a la esfera S2.

Ejemplo 4.2.2. Sea X = S%\ {p}, donde p € S y es el punto del polo norte
de la esfera. La compactacion de Freudenthal del espacio X es equivalente a la
esfera S?.

Demostracion. Consideremos la FG-base

B={U C X :U es abierto y Frx(U) es compacto},
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que de acuerdo al teorema 4.1.15 se usa en la definicién de la compactacién de
Freudenthal. Ahora clasifiquemos los abiertos de X de la siguiente manera:

e Los abiertos U tales que clx(U) es compacto, y a los cuales llamaremos
de tipo 1.

e Los abiertos U tales que clx (U) no es compacto, y a los cuales llamaremos
de tipo 2.

Afirmacién 1: Si U es un abierto en X de tipo 2, entonces U U {p} es una ve-
cindad abierta de p en S2.

Para probar esta afirmacién, primero veamos que clg2 (U) = clx (U) U {p}.

C] Ya que ezt x (U) es abierto en X y X es abierto en S?, se tiene que ext x (U)
es abierto en S2. Ademaés, como U C clx (U), se tiene que U N ezt x (U) =0, lo
cual implica que U C S? \ et x (U). Luego vemos que

S*\ extx(U) = S\ (X\cx(U))
= cx(U)U(S*\ X)
= Clx(U) U {p}

De esto se tiene que U C clx (U) U {p}. Y como S?\ extx(U) es cerrado en S?,
se sigue que clg2(U) C clx (U) U {p}.

D] Como clx(U) C clg2(U), basta ver que p € clg2(U). Supongamos que
p & cls2(U). Entonces clgz (U) C X. Luego, por la proposicién 1.1.3 se tiene que

Clx(U) =XnN Clg2(U) = ClSQ(U)

Pero esta es una contradiccién, ya que cls2(U) es cerrado en S?, pero clx (U)
no lo es, ya que no es compacto. Asi, tenemos que p € clg2(U), lo cual implica
que cls2(U) D clx (U) U {p}.

Entonces ya podemos concluir que clgz(U) = ¢lx (U)U{p}. Ahora continua-
remos la prueba de la afirmacién 1. Lo que haremos es encontrar un abierto W
en S? tal que p € W C (U U {p}). Por la propiedad 1 de la esfera (pagina 89),
podemos tomar un abierto W de S? tal que p e W, WNFrx(U) =0y W\ {p}
es conexo. Veamos que W N extx (U) = (). Supongamos que W N extx (U) # 0.
Como p € clsz(U) y W es vecindad abierta de p, se tiene que WNU # (). Luego,
como p & (U U extx (U)), se tiene que

[(WAA{p}) NUT# 0 # [extx (U) 0 (W \ {p})].

Por otro lado, de la ecuacién 4.21 se tiene que

UUertx(U) =X \Frx(U).

92



Luego, como WNFrx(U) =0y p & X, entonces W \ {p} C X \ Frx(U). Asi,

tenemos que

(WA A{ph) nUJ U [eatx (U) 0 (WA{p}H)] = W\ {p})N[U U extx(U)]
= WA\ {pH) N (X \Frx(U))
= WA {p}.
Pero esto contradice la conexidad de W \ {p}. Por lo tanto W N extx(U) = 0.
Entonces, como W NFrx(U) =0y WnNextx(U) = 0, de la ecuacién 4.21 se

tiene que W\ {p} C U, lo cual implica que W C UU{p}, como se queria probar.
Con esto, queda probada la afirmacién 1.

Afirmacién 2: Si U es un abierto en S? tal que p € U, entonces U \ {p} es un
abierto de tipo 2 en X.

Probemos esta afirmaciéon. Notemos que

UnX = UNE\{p)

= [(O\{pH U {p}In(S*\ {p})
U\ A{p}-

Lo cual implica que U\ {p} es abierto en X. Si U\ {p} no es de tipo 2, es decir, si
es de tipo 1, entonces U \ {p} es compacto. Luego, como S? es compacto, por el
teorema 1.1.28 se tiene que U \ {p} es cerrado en S2. Por otro lado, como p no es
un punto aislado, cualquier vecindad de p tiene un elemento de X. Entonces, si
V es un abierto en S? alrededor de p, V intersecta a U\ {p}. Por lo tanto U \ {p}
no es cerrado en S?, lo cual es una contradiccién. Asf, tenemos que U \ {p} es
un abierto de tipo 2 en X.

Ahora, dado un z € X, tomemos

F, = {UeB:xeccx(U)}, y
F = {Ue€B:U esde tipo 2}.

Por la proposicion 4.1.13 se tiene que F, es una familia vinculante maximal.
Veamos que F también es familia vinculante maximal. Sea {V7,...,V,} C F.
Por la afirmacién 1, se tiene que V; U {p} y V; U {p} son vecindades abiertas de
penS? con i,j € {1,...,n}. Entonces, si V; N'V; = 0, tenemos que

Viu{ph) n(V;U{p}) = {ptu(VinVy)
= {r}

Pero esta es una contradiccién, ya que {p} no es vecindad abierta de p en S2.
Asi, tenemos que V; NV} # () para cualesquiera ¢,j € {1,...,n}. Por lo que

Clx(Vl)ﬂ-”ﬂ Clx(Vn) #@

93



Y por lo tanto F' es una familia vinculante. Ahora probemos que F' es maxi-
mal. Sea F' C B familia vinculante tal que FF C F g Supongamos que existe
un V € F' que no esta en F. Entonces cly (V) es compacto. Luego, como S?
es compacto, por el teorema 1.1.28 se tiene que clx (V) es cerrado en S?. Por
otro lado, como clx(V) C X, se tiene que p & clx (V). Entonces, como S? es
regular, existen abiertos disjuntos U, W en S? tales que p € U y clx(V) C W.
Hagamos H = U \ {p}. Por la afirmacién 2, se tiene que H es abierto de tipo 2
en X, lo cual implica que H € F. Porloque H € F ". Pero si tomamos la familia
finita {H,V} C F’, tenemos que clx(H) N clx (V) = 0. Pero esto contradice el
hecho que F' es familia vinculante. Asi, tenemos que F' = F y por lo tanto F'
es familia vinculante maximal.

Ahora probemos que la coleccién {F} U {F, : « € X} contiene a todas las
familias vinculantes maximales de B. Sea G' C B una familia vinculante maxi-
mal. Analicemos dos casos:

Caso 1. G contiene solo elementos de tipo 2. Entonces G C F' 'y como G es
maximal, se sigue que G = F.

Caso 2. GG contiene al menos un elemento de tipo 1. Sea Uy € G de tipo 1,
es decir, clx(Uy) es compacto. Hagamos

H= {Clx(U) n Clx(Uo) U € G}

Notemos que, del hecho que G es familia vinculante, se tiene que la familia H
tiene la pif. Como H es una familia de cerrados con la pif en clx(Up), por el
teorema 1.1.29 se tiene que [\ H # 0. Luego, vemos que

H = (ﬂ [elx (U)N ch(Uo)]> = elx ().

UeG veG

Asi, tenemos que existe un x € [\, clx(U). Esto significa que para cada
UeGq,ze cx(U),lo cual implica que G C F,. Pero como G es familia vincu-
lante maximal, se sigue que G = F.

En todos los casos se llega a que G € {F} U{F, : z € X}. Por lo tanto, la
compactacion de Freudenthal del espacio X es

FX ={F}U{F, : 2z € X},

donde X esta encajado en FX con la funcién e : X — FX dada por e(z) = F,
(como en el teorema 4.1.15), para cada x € X.

Ahora notemos que S? también es una compactacién de X, ya que S? es
compacto y h : X — S? definida por h(x) = z es un encaje homeomorfo. Luego,
si tomamos un abierto no vacio U en S?, se tiene que U N X es abierto en S2,
ya que X es abierto en S?. Si U N X = {), esto implica que U = {p}, lo cual
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contradice el hecho que U es abierto en S?. Por lo tanto U N X # 0. Y asi,
tenemos que X es denso en S2.

Por tltimo, veamos que S? es equivalente a FX. Definamos una funcién
f:S? = FX como

Fp, st z#p,y
o= {5 27
, Sl z=np.

Veamos que f es un homeomorfismo. Notemos que f es sobreyectiva por defi-
nicién y f | X es inyectiva. Tomemos x € X y y = p. Entonces f(z) = F, y
f(y) = F, por lo que f(z) # f(y). Asi, tenemos que f es inyectiva en S2. Y por
lo tanto f es biyectiva.

Probemos que f es continua. Para probar esto, usaremos dos resultados que
se probaron en el teorema 4.1.15:

(1) f1X:X — f[X] es un homeomorfismo.
(2) (f I X)7YS(U)] = U para cada U € B.

Como X es abierto en S?, de la observacién 1.1.14 se sigue que f es continua
en cada punto de X. Probemos la continuidad puntual de f en p. Sea W una
vecindad abierta de F'. Entonces existe un abierto basico S(U) € F(X) tal que
F e S(U) c W. Tomemos V = U U {p}. Por la afirmacién 2, se tiene que V es
vecindad abierta de p en S%. Luego, vemos que

[Vl = flUlU P}
= flUJu{r}
(SWN{FH U{F}
().

W

Asi, tenemos que f[V] C W, lo cual implica que f es continua en p. Y por lo tanto
f es continua en S?. Entonces, como S? es compacto, FX es Hausdorff y f es
continua y biyectiva, por el teorema 1.1.25 se tiene que f es un homeomorfismo.
Ahora tomemos un z € X. Vemos que

(f o h)(x) = f(h(x)) = f(x) = Fo = e(x),

lo cual implica que f oe = h. Entonces ya podemos conlcuir que las compacta-
ciones FX y S? de X son equivalentes.
O

El siguiente ejemplo se trata de un espacio topolégico que no es localmen-
te compacto, pero si de borde compacto como veremos a continuacién. Sean
X =8§%\ {p} con p=(0,0,1) y ¢ : X — R? definida como en 4.20. Considere-
mos Y = Q x Q como subespacio de R%. Notemos que Y es subespacio denso
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numerable de R2. Como ¢! es continua, entonces ¢~ [Y] es denso numerable

en X por ser la imagen continua de un denso numerable.
Afirmacién: ¢~1[Y] es denso en S2.

Para probar esta afirmacién, recordemos que en el ejemplo 4.2.2 vimos que
cls2(X) = S2. Y como clx (¢~ ![Y]) = X tenemos que

i (671 [Y]) = clea el (6L [V])] = s [X] = §2.
Asi, se tiene que clg2 (¢ 1[Y])) = S? y por lo tanto = 1[Y] es denso en S?.

Ahora tomemos D = ¢~ [Y]U{p} y Z =S?\ D. Hagamos una observacién
importante acerca de estos conjuntos:

Observacién 4.2.3. D y Z son densos en S2.
Para probar que D es denso en S? calculamos su cerradura como sigue
cs2(D) = cls (¢ [Y]) Ucls2 ({p})
= S*u{p}.

Del célculo anterior se tiene que D es denso en S2. Para ver que Z es denso
en S? basta observar que si tomamos cualquier abierto U en S? distinto del
vacio, la densidad de los irracionales implica que existen r1,ro € R\ Q tales que
<7’1,T‘2> € Unz.

Por otro lado, como S? es Tychonoff, se sigue que Z es Tychonoff. Veamos
que Z es de borde compacto. Tomemos un z € R? con z = (21, z3) y un abierto
U en R? tal que z € U. Ya que las bolas abiertas forman una base para la
topologia de R?, existe una bola abierta B(z,¢) en R? con € > 0 tal que

z € B(z,¢e) CU.
Ahora consideremos las proyecciones

P,[B(z,¢)] = {reR:(rs)e B(ze€}, v

Py[B(Z7€)] = {TGR:<S7T> EB(Z7€)}7
de B(z, €) sobre los ejes z y y respectivamente. Por la densidad de los irracionales
en R, existen irracionales ny,ny € P,[B(z,¢€)] tales que ny < 21 y 21 < na. De

nuevo, por la densidad de los irracionales en R, existen irracionales my, mo €
P,[B(z,€)] tales que my < 22 y z2 < mg. Tomemos

Fz = [nhng] X [ml,mg].

Notemos que z € F, y por definicién de los n1,n2,m1 y ma se tiene que [nq, na] x
[m1,mo] C B(z,¢€). Por lo que F, C B(z,¢).
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Figura 4.1: Vecindad F, del punto (z1, z2)

En la figura 4.1 podemos ver geométricamente la vecindad F, del punto
(21, z2). La linea de color verde sobre el eje = representa al conjunto P, (B(z,€)N
R). Y la linea de color rojo sobre el eje y representa al conjunto Py(B(z,€) N R).
Observemos que la frontera de F, son los lados de un rectdngulo definido en el
sentido clasico de la geometria. Por lo que la frontera de F, se puede escribir
como una unién de cuatro segmentos que representan los lados del rectangulo.
Y como los segmentos son conjuntos compactos, se sigue que la frontera de F,
es compacto por ser la union finita de compactos.

Tomando en cuenta los comentarios anteriores, hagamos una observacion:

Observacién 4.2.4. Si tomamos R =R?\ (Q x Q), la familia {intr(F,): z €
R} es una base para R cuyos elementos tienen frontera compacta. Y ademds
Z =9 '[R].

Notemos que la construccion anterior de la vecindad F, de z funciona como
prueba para esta observacién tomando el punto z € R.

1

Asi, de la observacién 4.2.4 y del hecho que ¢~ es continua, se tiene que

B={o 'intg(F.)]: z € R} (4.22)

es una base para Z. Mds ain, como Frz(U) es la preimagen de la frontera de F,
se tiene que Frz(U) es compacto para cada U € B. Por lo tanto, Z es de borde
compacto. De ahora en adelante, cuando consideremos a Z como subespacio de
la esfera, supondremos que su base es la definida en 4.22.

De esta manera, hemos visto que Z es Tychonoff y de borde compacto, por

lo que podemos describir su compactacién de Freudenthal. Pero antes de dar el
ejemplo, haremos una convencién para simplificar la notaciéon y probaremos un
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par de propiedades importantes acerca de esta convencién y que nos seran de
utilidad en el ejemplo. Para cada abierto U de Z, definimos

B(U) =8\ [cls2(Z \ U)].

Notemos que por definicién, E(U) es abierto en S2.

Proposicién 4.2.5. Si U es un subconjunto abierto de Z, entonces E(U)NZ =
U. Ademds E(U) es el abierto mds grande con esta propiedad en el siguiente
sentido: si V' es un abierto tal que VN Z =U, entonces V C E(U).

Demostracion. Primero veamos que E(U)NZ =U.

C|Seaz € E(U)NX. Entonces z € E(U), lo cual implica que « & clg2 (X\U).
Por lo que x ¢ X\ U. Y como z € X, se sigue que x € U. Asi, tenemos que
EU)NX cU.

D] Sea z € U. Entonces x € X, ya que U C X. Luego, del hecho que clx (X \
U) =X \U y de la proposicién 1.1.3 se tiene que

X\U = clx (X \U) = X N (clg2(X \ U)). (4.23)

Como z € U, se tiene que x ¢ X \ U. Luego, de 4.23 y del hecho que z € X se
tiene que x ¢ clg2(X \ U). Entonces

€ S?\ [els2(X \ U)] = E(U).

Asi, tenemos que x € E(U), lo cual implica que U C E(U) N X.

Entonces ya podemos concluir que E(U)NX = U. Ahora veamos que E(U) es el
abierto més grande con esta propiedad. Sea V C S? abierto tal que VN Z = U.
Sea x € V. Notemos que

VN(Z\U) = Vn(Zn[S*\U))
= UN(S*\D)

=

Como V es vecindad abierta de z y VN(Z\U) = 0, se sigue que x & clg2(Z\U),
lo cual implica que z € S?\ ¢lg2(Z \ U) = E(U). Por lo tanto V C E(U), como
se queria probar.

0

Proposicién 4.2.6. Sea B definida como en la ecuacion 4.22 (pdgina 95). La
familia {E(U) : U € B} es una base para S*.

Demostracion. Sea x € S? y tomemos una vecindad abierta U de  en R?. Co-
mo S? es regular, por la proposicién 1.1.13 existe un abierto V en S? tal que
x €V Cclg2(V) C U. Ahora consideremos dos casos:

Caso 1. x € Z. Hagamos W = ZNV. Como W es abierto en Z y contiene a

x, existe un B € Btal que x € B C W. Ya que E(B)NZ = B por la proposicién
4.2.5, se tiene que x € E(B). Por otro lado, tenemos que
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Cl§2 [E(B)} = CZSZ [B] C Cng [W] C Clsz [V] cU.
Y asi tenemos que « € E(B) C U con B € B.

Caso 2. x ¢ Z. Consideremos 2 subcasos:
Subcaso 2.1.  # p. Como ¢ es un homeomorfismo, podemos construir una
vecindad F, de la misma manera que la vecindad F, de la figura 4.1 tal que
F, C ¢[V] v p(x) € intg:(F,). Hagamos B = ¢~ ![intg(F,)]. Por definicién,
B € B. Veamos que x € E(B): Como ¢(x) € intg2(F,), se sigue que = €
@~ intge(F,)]. Por otro lado, de la proposicién 1.1.11(2) se tiene que

RNintg2(F,) Cintg(Fy).
Luego vemos que

Z\B = Z\¢ Yintp(F,)

Z\ 7 RN intga ()

= Z\ (¢ [R] Ny Hintg:(Fy)))
Z\(Z N~ intgz (F)])

(Z\ 2)U(Z\ ¢~ Y[intze(Fy)])
= Z\ ¢ intge(Fy)]

C S\ o intpe (Fy))-

N

Entonces
o intge (F2)] N [Z\ B] C ¢~ [intg2 (Fy)] N [S*\ ¢~ [intgz ()] = 0.
De esto se sigue que x ¢ cls2[Z \ BJ. Por lo tanto
r€8*\ ds:[Z\ B] = E(B)
Ahora veamos que E(B) C U: Como intg(F,) C F, y F, C ¢[V], se tiene que
B = 'intg(F,)] C V.

Entonces clg2[B] C clg2(V) C U. 'Y como dls2[B] = cls:[E(B)] por la proposi-
cién 4.2.5, se sigue que E(B) C U. Asi, tenemos que z € E(B) C U con B € B.
Subcaso 2.2. x = p. Consideramos la funcién ¢ : S? — §? dada por ¥((z,y,2)) =
(w,y,—z) para cada (z,y, z) € S?. Notemos que la funcién ¢ es un homeomor-
fismo, ya que es una reflexién sobre el plano xy. Luego, por definicion de ¢ se
tiene que ¥ (p) = ¢ = (0,0, —1). Entonces 9[V] es vecindad abierta de ¢ homeo-
morfa a V.Y como ¢ : S?\ {p} — R? es un homeomorfismo, se tiene que [V
es homeomorfo a un abierto de R2. De esto se sigue que V es homeomorfo al
abierto ¢[[V]] de R%. Véase la siguiente figura:
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Figura 4.2: Representacion geométrica

En la figura 4.2 tenemos una representacién geométrica de como construir
la vecindad abierta ¢[1)[V]] de R? homeomorfa a V. Entonces podemos hacer la
misma construccién de la vecindad F, en el abierto ¢[¢)[V]] como en el subcaso
2.1 y aplicar un procedimiento analogo.

Asi, en ambos casos encontramos un B € B tal que z € E(B) C U. Por lo
tanto {F(B) : B € B} es base para S%.
O

Una consecuencia de la proposicién anterior es la siguiente:

Lema 4.2.7. Cualquier elemento de la esfera S? tiene una vecindad abierta que
es la imagen inversa bajo ¢ de un rectdngulo abierto en R2.

Observemos que si tomamos A = [[V]] donde A es un rectdngulo abierto
en R?, la figura 4.2 sirve como prueba geométrica del lema anterior.

Si X un espacio topoldgico conexo y A C X, se dice que A separa a X si
X \ A es disconexo.
Aunque ya hemos mencionado el concepto de segmento, cabe aclarar que nos
referimos a los segmentos de recta en R™. Un resultado importante que también
utilizaremos en nuestro siguiente ejemplo es el siguiente:

Proposicién 4.2.8. Un rectdngulo cerrado en R? no se puede separar por con-
juntos numerables.

Demostracion. Sea R = [a,b]x[c,d]con0 < a <by0 < ¢ < d. Tomemos A C R
numerable. Veamos que R\ A es conexo. Sean x = (z1,x2),y = (y1,y2) € R\ A.
Sin perdida de generalidad supongamos que x; < y;. Consideremos el segmento

Ly = {(1=t){bc)+tbd):telo1]}.
Notemos que la coleccién de rectas que pasan por x y que intersectan al segmento

L1 es no numerable. Por lo que existe un w € L; tal que el segmento
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Ly={(1—t)z+tw:te0,1]}

tiene interseccion vacia con A. Por otro lado, como la coleccién de rectas que
pasan por y vy que intersectan al segmento Lo es no numerable, existe un z € Lo
tal que el segmento

Ly={(1—-t)y+tz:te[0,1]}
tiene interseccién vacia con A. Consideremos el segmento
Liy={1-t)z+tz:te[0,1]},

y tomemos S = L3 U Ly.

d . (b, dy

c . (b, c)

Figura 4.3: Construccién del conjunto S

En la figura 4.2 se muestra cémo el conjunto S conecta a x con y. Como los
segmentos L3 y Ly son conexos y ademds Lz N Ly # (), por el teorema 1.2.2 se
sigue que S es conexo. De esta manera hemos construido un subconjunto conexo
de R\ A que contiene a x y y. Por lo tanto, del teorema 1.2.7 se sigue que R\ A
€s conexo.

O

Notemos que en la hipétesis de la proposicién anterior podemos cambiar
“rectangulo cerrado” por “rectangulo abierto”, y la prueba es practicamente la
misma. Una consecuencia de la proposiciéon anterior es la siguiente:

Corolario 4.2.9. Sea V C S?. i V. = ¢ ![F], donde F es un rectdngulo
cerrado en R?, entonces V no se puede separar por conjuntos numerables.

101



El corolario anterior se sigue del hecho que ¢ es un homeomorfismo.

Ejemplo 4.2.10. La compactacion de Freudenthal del espacio Z = S?\ D es
equivalente a la esfera S?.

Demostracion. Empezamos tomando la FG-base de Z. Sea
B={U C Z:U es abierto y Frz(U) es compacto}.

Afirmacién 1. Si U € B, entonces Frz(U) = Frg2(E(U)).

C] Sea z € Frz(U). Sea W una vecindad abierta de x en S%. Veamos que
WNEWU) #0+# WnNecls2(Z\U). Como x € Z, entonces ZNW es una vecindad
abierta de x en Z, lo cual implica que (Z N W) NU # @. Luego, vemos que

(ZNW)NU = (ZnW)n(EU)NZ)
c WnE®U),

lo cual implica que W N E(U) # @. Por otro lado, tenemos que
(ZNW)N(Z\U) # 0.
Luego vemos que
(ZNnW)N(Z\U)=Wn(Z\U)CcWneds(Z\U),

lo cual implica que W N elg2(Z \ U) # (. Asi, tenemos que = € Fre2(E(U)). Y
por tanto Frz(U) C Frs:(E(U)).

D] Sea z € S? \ Frz(U). Probaremos que = ¢ Frg2(E(U)). Supongamos
lo contrario, es decir, x € Frg2(E(U)). Por el lema 4.2.7 podemos tomar un
abierto conexo V en S? el cual es imagen inversa bajo ¢ de un rectdngulo
abierto (sin frontera) de R% con x € V y clgz(V) N Frz(U) = (. Hagamos
W =V NZ. Por definicién, W es abierto en Z. Ademés, como Z es denso en S?,
se tiene que clg2 (W) = cls2 (V). Por otro lado, de la proposicién 1.1.3 se tiene
que clz(W) = ZNcls2(W). Y entonces

Clz(W) n Frz(U) = [Z n Clgz(W)} N Frz(U) = 0.

Sean Wy = WNU y Wy = WN[Z\clz(U)]. Como W C Zyclz(W)NFrz(V) =0
se tiene que W C Z \ [Frz(U)]. Luego vemos que
cls2(Wo) Uclg2 (W) = clgz(Wo UWY)
Wn@U2Z\[dz(U))]
cls2[W N (Z\ [Frz(U)))]
(
(

Clgz w
w

Cl§2 W)
= Cl52 V) .

102



Hagamos H = clgz (W) N clgz(W7). Probemos que H C S?\ Z. Seay € H y
supongamos que y € Z. Tomemos un abierto A de Z tal que y € A. Existe un
abierto B en S? tal que A = BNZ. Como y € cls2(Wy), se tiene que WoN B # ().
Y como WoyNB C Wy CU C Z, se tiene que

(WonB)NZ =WynN B # 0.
Luego vemos que

WonB)NZ = (WNU)N(BNZ)
WNU)NA
C UNA,

lo cual implica que U N A # (. Por otro lado, como y € clg2(W7), se tiene
WiNB#(.Y como

WlmBCW1CZ\Clz(U)CZ,
se tiene que
(WinB)NZ=W,NB 0.

Luego vemos que

WinBYNZ = (Wn[Z\dzU)))Nn(BNZ)
(WnZ\cdz(U))NnA
C [Z\dz(U)NA
C [Z\UINA,

lo cual implica que [Z \ U] N A # (). Asi, tenemos que ANU # 0 # AN (Z\U).

Y como A es un abierto arbitrario en Z, por la proposicién 1.1.7 se tiene que

y € Frz(U). Luego, como H C clg:(V), se sigue que y € clgz(V). Pero esto es

una contradiccién, ya que clg2(V) NFrz(U) = 0. Esta contradiccién viene del

hecho de suponer que y € Z. Por lo tanto H C S?\ Z.

Por otro lado, como S? \ Z es numerable, se sigue que H es numerable. Ahora

observemos que
CZSQ (V) \ H Clg2 (V) \ [CZS2 (WQ) N CZSQ (Wl)]

[Clgz (V) \ Clgz (Wo)] U [Clgz (V) \ clge (Wl)]

[els= (V) N (8% \ elg= (Wo))] U [els= (V) N (S?\ elsz (Wh))]-
i)

Luego, como S? \ clgz (W,

es abierto en S? con i € {0, 1}, se tiene que
cls2 (V) N [S?\ clge (W5)]
es abierto en clg2(V). Ademads, tenemos que

1

() (cls2 (V) N [S?\ els2 (W;)]) = 0,

=0
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y cls2 (V) N [S?\ clgz(W;)] # 0. De esto se sigue que clgz (V) \ H es disconexo.
Esto significa que H separa a clg2 (V). Pero esto es una contradiccién con el
corolario 4.2.9, ya que H es numerable y clg2 (V') es la imagen inversa bajo ¢ de
un rectangulo cerrado en R2.

En ambos casos llegamos a una contradiccién. Por lo que = € Frg2 (E(U)).
Y asf tenemos que Frg:(E(U)) C Frz(U). Entonces ya podemos concluir que
Frs2(E(U)) = Frz(U). Y de esta forma queda probada la afirmacién 1.

Lo que haremos a continuacién sera describir todas las familias vinculantes
maximales de B. Para cada x € Z, hagamos

F,={UeB:zecclzU))}.
Y para cada x € S§? \ Z, hagamos
G,={UeB:2€ EWU)}.

Por la proposicién 4.1.13 se tiene que F, es una familia vinculante maximal.
Veamos que para cada z € S?\ Z, G, es también familia vinculante maximal.
Sea x € S\ Z y {Uy, ...,Uy,} C G,. Por definicién de G, se tiene que z € E(U;)
con i € {1,...,n}. Luego, vemos que

cz(Uh)N---Nelg(Uy) = () cz[EU)NZ]

Como E(U;) es abierto en S? y ademés x € E(U;) para cada i € {1,...,n}, se
tiene que (i, E(U;) es abierto no vacio en S. Luego, como Z es denso en S?
por la observaciéon 4.2.3, se tiene que

Esto implica que clz(U1) N---Nclz(Uy,) # 0. Por lo tanto G, es una familia
vinculante. Veamos que G, es maximal. Sea G C B una familia vinculante tal
que G C G. Supongamos que existe un V € G tal que V ¢ G,. Entonces
x ¢ E(V). Analicemos dos casos:

Caso 1. z € Frg2(E(V)). Como V tiene frontera compacta, por la afirmacién
1 se tiene que Frz (V) = Frg2(E(V)). Entonces x € Frz(V), pero esto es una
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contradiccién, ya que = ¢ Z.

Caso 2. x ¢ cls2(E(V)). Como S? es regular, existen abiertos disjuntos
Wi, Wo C S? tales que € Wy y clg=(E(V)) C Wy, Hagamos U = Z N Wj.
Notemos que U es abierto en Z y ademads, por la proposiciéon 4.2.5 se tiene
que Wy C E(U). Entonces x € E(U), lo cual implica que U € G,. Luego,
como G, C G, se sigue que U € G. Pero si tomamos {U,V} C G, tenemos
que clgz(U) N clg2 (V) = 0. Pero esto contradice el hecho que G es una familia
vinculante.

En ambos casos llegamos a una contradiccién. Asi, tenemos que G, = G y
por lo tanto G, es maximal. Ahora probemos que la coleccién

{F,:x€Z}U{G,:2€S*\ Z}

contiene a todas las familias vinculantes maximales de B. Sea G C B una familia
vinculante maximal. Hagamos H = {cls2(U) : U € G}. Sean Uy, ...,U,, € G. Del
hecho que G es vinculante y clz(U;) C clg2(U;), se tiene que

n

0+ ﬂ clz(U;) C () cls2 (Us).

i=1

Esto implica que la familia ‘H tiene la propiedad de la interseccién finita. Enton-
ces, como S? es compacto, por el teorema 1.1.29 se tiene que existe un = € NH.
Consideremos 2 casos:

Caso 1.z € Z. Como clz(U) = ZNclg2(U) se sigue que x € clz(U) para cada
U € G. De esto se sigue que G C F,. Y como G es maximal, se tiene que G = F.

Caso 2. ¢ ¢ Z. De la proposicién 4.2.5 se tiene que U = E(U)N Z para todo
U € G. Ademds, la afirmacién 1 nos dice que Frg2[F(U)]] = Frz(U). Entonces
tenemos que

() de(U) = [ ce=[E(U) N Z]

veG veG

= ﬂ cls2[E(U)]

veG

= [ [E(U)UFs:(EU))
UeG

= () [E(U)UFz(U)]
UeG

Entonces x € E(U)UFrz(U) para todo U € G. Luego, como = € Z se sigue que
x & Frz(U) para cada U € G, por lo que x € E(U) para cada U € G. Por lo
tanto x € (e E(U). De esto se sigue que G C G. Y como G es maximal, se
tiene que G = G,.
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Asi, tenemos que G € {F, : z € Z} U{G, : z € S*\ Z} y por lo tanto
ésta coleccidén contiene a todas las familias vinculantes maximales de B. Esto
significa que la compactacion de Freudenthal de Z es

FZ={F,:x€ Z}U{G, : 2 €S*\ Z}.

Ahora notemos que S? también es una compactacién de Z, ya que S? es com-
pacto y h : Z — S? definida por h(z) = x es un encaje homeomorfo. Adems4s,
por la observacién 4.2.3, Z es denso en S2.

Por tltimo, veamos que S? es equivalente a FZ. Definamos una funcién
f:S? = FZ como

F,, sixeZy
flay=49_." "
Gy, si x & Z.

Probemos que f es un homeomorfismo. Primero veamos que f es biyectiva. No-
temos que por definicién, f es sobreyectiva. Ahora tomemos z,y € S? con = # y.
Consideremos tres casos:

Caso 1. z,y € Z. Entonces f(x) = h(z) y f(y) = h(y), lo cual implica que
1) # £w).
Caso 2. ¢ € Z y y ¢ Z. Entonces f(y) = Gy. Como S? es Hausdorff, existen
abiertos disjuntos U,V tales que z € U y y € V. Hagamos W = U N Z. Luego,
como B es base para Z, existe un B € B tal que x € B C W. Veamos que
y & F(B). Notemos que

clg2|B(B)] = clg:[E(B) N Z] = clg:[B]. (4.24)

Luego, como clg2[B] C clg2[U] y clgz[U]NV = ) por la proposicién 1.1.3, se tiene
que clg2[B] NV = ). Entonces, por 4.24 se tiene que y € F(B). Asi, tenemos
que B € F, y B¢ G,. Por lo tanto f(z) # f(y).

Caso 3. x,y € Z. Como S? es Hausdorff, existen abiertos disjuntos U,V C S?
tales que z € U y y € V. Luego, por la proposicion 4.2.6, existe un B € B tal
que x € E(B) C U. Entonces, como E(B)NV = (), se sigue que y ¢ E(B). Asi,
tenemos que B € G, y B ¢ G,,. Por lo tanto f(x) # f(y).

De esta manera hemos probado que f es inyectiva y por lo tanto biyectiva.

Veamos que f es continua. Sea U € B. Probaremos que f~![S(U)] = E(U).

C] Sea = € f~1[S(U)]. Entonces f(x) € S(U). Por lo que existe un V € f(z)
tal que clz(V) C U. Consideremos 2 casos.
Caso 1. z € Z. Entonces f(z) = F, lo cual implica que z € clz(V) C U. Asi,
tenemos que z € U y como U = E(U) N Z, se sigue que xz € E(U).
Caso 2. © ¢ Z. Entonces f(z) = Gy, lo cual implica que x € E(V). Como
V C U, se tiene que Z\U C Z\V, lo cual implica que clg2(Z\U) C clg2(Z\ V).
Luego, vemos que
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E(V) = §*\ds:(Z\V)
C S$*\dsg(Z\U)
= E(U).

Asi, tenemos que E(V) C E(U) y por lo tanto z € E(U).
En ambos casos se llega a que © € E(U). Entonces ya podemos concluir que
fHs) Cc E(U).

D] Sea x € E(U). Consideremos 2 casos.
Caso 1. € Z. Entonces f(z) = F, y ademéds © € U ya que U = ZN E(U).
Por otro lado, como Z es regular y B es base, existe un V € B tal que x € V C
clz(V) C U. De esto se sigue que V' € F,. Pero esto implica que F, € S(U), es
decir, f(z) € S(U). Asi, tenemos que z € f~[S(U)].
Caso 2. x € Z. Entonces f(z) = G,. Como S? es regular, hay un abierto
V en S? tal que 2 € V C clg:(V) C E(U). Por la proposicién 4.2.6, existe un
B € B tal que z € E(B) C V. Luego, de la proposicién 1.1.3 y del hecho que
cls2(B) = cls2[E(B)], se tiene que
cz(B) = ZnNcs(B)
= ZNcdg[E(B)]
Cc ZnN Clgz [V}
c ZnNnEWU)
= U
Como B € G, se sigue que f(z) € S(U), lo cual implica que z € f~[S(U)]. Y
por tanto E(U) C f~1[S(U)].
En ambos casos se llega a que x € f~1[S(U)]. Entonces ya podemos concluir
que E(U) = f~1[S(U)]. Luego, por el teorema 1.1.15 se sigue que f es continua.
Entonces, como S? es compacto, FX es Hausdorff y f es continua y biyectiva,

por el teorema 1.1.25 se tiene que f es un homeomorfismo. Ahora tomemos un
x € Z. Vemos que

(foh)(x) = f(h(z)) = f(x) = Fo = e(x).

Asi, tenemos que foh = e. Y por lo tanto las compactaciones FZ y S? de Z
son equivalentes.
O

4.3. La compactacion de Freudenthal de una va-
riedad que no es metrizable

Consideremos el espacio X = (LZ9\ {0}) x S!, donde L=° es el rayo largo
el cual ya hemos definido en la seccién 2.2. Consideraremos al espacio X con la
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topologfa producto. En el ejemplo 2.2.3 se probé que el espacio L=\ {0} es una
1-variedad. Y como S! es una 1-variedad, del teorema 2.1.6 se sigue que X es
una 2-variedad y por lo tanto es localmente compacto. Por otro lado, sabemos
también que las variedades son completamente regulares. Y como los singuletes
en L=°\ {0} son cerrados, se sigue que L=°\ {0} es Tychonoff. Por lo tanto X
es Tychonoff por ser producto de dos espacios Tychonoff. Entonces X tiene una
compactacion de Freudenthal. A continuaciéon vamos a describirla.

Antes de dar el ejemplo, definiremos otro espacio que, como veremos a conti-
nuacién, es otra compactacién de X.

Sean p, g tales que py ¢ no estén en X y p # ¢q. Hagamos Y = X U {p} U {q}.
Definimos una coleccién p de subconjuntos de Y de la siguiente manera:

1. SiV C X, entonces V € psiysolosiV esabierto en X. A estos elementos
de p los llamaremos de tipo 1.

2. 851V CYypeV, entonces V € usiysolosi VesdelaformaV = {p}uU
[(0, €) X Sl], para algin € € (0,1). A estos elementos de p los llamaremos
de tipo 2.

3. SiVCYyqeV,entonces V € psiysolosiV esdelaformaV = {q}U
[(o,wq) x S, para algtin o € wy. A estos elementos de p los llamaremos
de tipo 3.

} (a,w) x St

K - 2
~———— T~
- ~
N e o l
N

::__‘_‘_‘_‘_:::::’_'_::_, boexs!

Figura 4.4: Cémo imaginamos a los elementos de p

En la figura 4.3 tenemos una representacion geométrica del espacio Y junto
con los subconjuntos definidos arriba. El conjunto U de color amarillo representa
un elemento de Y de tipo 1. El conjunto de color azul unién el punto p representa
un elemento de Y de tipo 2. Y el conjunto de color verde unién el punto g
representa un elemento de Y de tipo 3.
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Un resultado que es claro después de un momento de reflexién es el siguiente:

Proposicion 4.3.1. La coleccion p de subconjuntos de Y cuyos elementos son
de tipo 1, 2 y 3, es base para una unica topologia T en'Y , es decir, u cumple las
condiciones (1) y (2) de la proposicidn 1.1.1.

Probemos que Y es una compactacién de X. Primero notemos que la funcién
h: X — Y dada por h(z) = z, es un encaje denso. Veamos que Y es compacto.
Consideremos la base p de Y y tomemos A C p tal que A es cubierta de Y.
Como A es cubierta de Y, existen U,V € A tales que

U = [0, xS uip}, ¥y
Vo= [aw) x 87 U a),

€

para algin a € wy y € € (0,1). Sea K = [§,a] x S'. El lema 2.2.2 implica que

[5,a] es compacto. Y como S! es compacto, se sigue que K es un compacto en

Y. Por otro lado, tenemos que
C={WnK:WeA

es una cubierta de abiertos en K.Y como K es compacto, existe una subcubierta
finita H C C que cubre a K. Asi, tenemos que la familia

(UyU{W e A:WNK eHUV)

es una subcubierta finita de .4 que cubre a Y. Por lo tanto, del teorema 1.1.24
se sigue que Y es compacto.
Entonces ya podemos concluir que (Y, h) es una compactaciéon de X.

Ejemplo 4.3.2. La compactacion de Freudenthal del espacio X, es equivalente
a el espacio (Y, ).

Demostracion. Empezamos tomando la FG-base de X. Sea
B={U C X :U es abierto y Frx(U) es compacto}.

Clasificamos los abiertos de X de la siguiente manera:

o Los abiertos U en X tales que clx(U) es compacto. A estos abiertos los
llamaremos de tipo I.

e Los abiertos U en X tales que clx(U) no es compacto. A estos abiertos
los llamaremos de tipo II.

Lo que haremos a continuacién serd dar las familias vinculantes de X . Para cada
x € X definimos
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F,={UeB:zecx(U)}.

Por la proposiciéon 4.1.13 se tiene que F, es familia vinculante maximal.
Luego, definimos

F = {U € B:existe a € w; tal que (o, wi) x S' C U}, vy
G = {U€B:existe e € (0,1) tal que (0,¢) x S* C U}.

Probaremos que F' y G son familias vinculantes maximales. Primero veamos que
F es familia vinculante maximal. Tomemos {Uq, ..., U,} C F. Entonces existen
Qaq, ..., € wi tales que

(ai,wl) X Sl C Ui, i€ {1, ,n}

Como wy es linealmente ordenado, existe un m € {1,...,n} tal que o; < .
Luego vemos que

[(ai,wr) x S

)=

Ax(U) N Nelx(Uy) O
1

mvwl) X Sl

0

4

lo cual implica que F' es una familia vinculante. Veamos que F' es maximal.
Sea H C B familia vinculante tal que F C H. Sea V € H. Como Frx (V) es
compacto, existe un 8 € wy tal que

=

)

Frx (V) C (0,8) x S*.

Hagamos U = (B,w;) x S!. Notemos que (8,w;) es subconjunto conexo de
L0\ {0}. Y como S! es conexo, por el corolario 1.2.4 se sigue que U es conexo.
Ahora afirmamos que U NV # (), ya que de lo contrario, se tendria que

cx(V)Nelx[(B+1,w;) x S = 0.

Pero esto contradice el hecho que H es una familia vinculante que contiene a
F. Por lo tanto U NV # (). Por otro lado, de la ecuacién 4.21 y del hecho que
V es abierto en X se tiene que

X =VUFrx(V)Uextx(V).

Luego, como U es conexo se tiene que U C V o U C extx (V). Pero como
UNV #(, se sigue que U C V.Y por lo tanto V € F. Asi, tenemos que H C F
y se sigue que F' = H. Por lo tanto F' es maximal.

Ahora veamos que G es familia vinculante maximal. Tomemos {Uy, ..., U, } C
G. Entonces existen €1, ..., €, € (0, 1) tales que
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(0,6;) x S' C U;, i € {1,....,n}.

Sea € = min{e; : 1 <14 < n}. Luego vemos que

ch(Ul)ﬁﬂch(Un) D ﬁ[(O,ez) XSl}
= (E),e) x St
# 0,

lo cual implica que G es una familia vinculante. Veamos que G es maximal.
Sea H C B familia vinculante tal que G C H. Sea V € H. Como Frx (V) es
compacto, existe € € (0,1) tal que

Frx (V) C (e,w;) x St

Hagamos U = (0, €) x St. Notemos que (0, €) es subconjunto conexo de L=\ {0}.
Y como S! es conexo, por el corolario 1.2.4 se sigue que U es conexo. Ahora
afirmamos que U NV # 0, ya que de lo contrario, se tendria que

clx (V) Nelx [(0 g) X Sl} = 0.

Pero esto contradice el hecho que H es una familia vinculante que contiene a
G. Por lo tanto U NV # ). Por otro lado, de la ecuacién 4.21 y del hecho que
V es abierto en X se tiene que

X =VUFrx(V)Uextx(V).

Luego, como U es conexo se tiene que U C V o U C extx (V). Pero como
UNV #(, se sigue que U C V.Y por lo tanto V € G. Asi, tenemos que H C G
y se sigue que G = H. Por lo tanto G es maximal.

Probemos que la familia
{F; 2 € X} U{F}U{G}

contiene a todas las familias vinculantes maximales de B. Sea H C B una familia
vinculante maximal. Consideremos dos casos:

Caso 1. Todo elemento de H es de tipo II. Por definicién, para todo V € H
se tiene que clx (V) no es compacto. Entonces, para cada V € H se tiene que

i) no existe a € wy tal que clx (V) C (0,a) x S, é
(i) 1 tal que clx (V) C (0,a) ,

(ii) no existe € € (0,1) tal que clx(V) C (e,wq) x St.
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Consideremos 2 subcasos del caso 1:
Subcaso 1.1. Todo elemento de H cumple (i). Sea V € H. Veamos que V € F.
Como Fry (V) es compacto, existe un 8 € w; tal que

Frx (V) C (0,8) x S*.

Hagamos U = (B,w;) x S!. Notemos que (3,w;) es subconjunto conexo de
L=9\ {0}. Y como S! es conexo, por el corolario 1.2.4 se sigue que U es conexo.
Ahora afirmamos que U Nclx (V) # 0, ya que de lo contrario se tendria que

cdx(V) ¢ X\U
= (0,8 xS
(0,8+1) xS,

N

lo cual contradice la suposicién (i). Entonces se cumple que U Nelx (V) # 0.
Luego, de la proposicién 1.1.3 se tiene que U NV # 0. Por otro lado, de 4.21 y
del hecho que V es abierto en X se tiene que

X =VUFrx(V)Uextx(V).

Luego, como U es conexo se tiene que U C V o U C extx(V) ya que U N
Frx (V) = (. Pero como U NV # (, se sigue que U C V. Esto prueba que
V € F. Por lo tanto H C F, pero como H es maximal se sigue que H = F.
Subcaso 1.2. Hay un elemento Vy en H que no cumple (i). Entonces existe un
a € wy tal que clx (Vo) C (0,a) x S'. Afirmamos que todos los elementos de H
no cumplen (i). Probemos esta afirmacién: Supongamos que hay un elemento V;
en H que cumple (i). Entonces existe un € € (0,1) tal que clx (V1) C (e,wp) x St.
Hagamos V' = VyNV;. Como las familias viculantes maximales son cerradas bajo
intersecciones, se tiene que V € H. Luego vemos que

cx (V) Celx (Vo) Nelx (V1) C [e,a] x St

Entonces, por el teorema 1.1.28 se tiene que clx (V') es compacto por ser cerrado
y estar contenido en el compacto [e,a] x S'. Pero esto contradice el hecho que
todos los elementos de H son de tipo II. Por lo tanto todos los elementos de H
cumplen (ii). Probemos que H = G. Sea V € H. Como Frx (V') es compacto,
existe un € € (0,1) tal que

Frx(V) C (e,w;) x S

Hagamos U = (0, €) x S'. Notemos que (0, €) es subconjunto conexo de L=\ {0}.
Y como S! es conexo, por el corolario 1.2.4 se sigue que U es conexo. Ahora
afirmamos que U Nelx (V) # 0, ya que de lo contrario, se tendria que

dx(V) < X\U
[E,UJl)XSl

()
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lo cual contradice la suposicién (ii). Entonces se cumple que U Nclx (V) # (.
Luego, de la proposicién 1.1.3 se tiene que U NV # 0. Por otro lado, de 4.21 y
del hecho que V es abierto en X se tiene que

X =VUFrx(V)Uextx(V).

Luego, como U es conexo se tiene que U C V o U C extx (V) ya que U N
Frx (V) = (. Pero como U NV # (, se sigue que U C V. Esto prueba que
V € G. Por lo tanto H C G, pero como H es maximal, se sigue que H = G.

Caso 2. H tiene un elemento de tipo I. Haciendo un procedimiento comple-
tamente analogo como en el caso 2 del ejemplo 4.2.2 se llega a que H = F, para
algin z € X.

De los casos 1y 2 se llega a que H € {F, : x € X} U{F}U{G}. Por lo
tanto, la compactacién de Freudenthal del espacio X es

FX ={F,:ze X}U{F}U{a),

donde X esta encajado en FX con la funcién e : X — FX dada por e(z) = F),
(como en el teorema 4.1.15), para cada = € X.

Por ultimo, veamos que Y es equivalente a FX. Definamos una funcién
f:Y — FX como

F,, si ze€X,
fley=<q F, si z=gq,y
G, si x=p.

Veamos que f es un homeomorfismo. Notemos que f es sobreyectiva por defi-
nicién y f es inyectiva en X. Tomemos z € X y y € {p,q}. Si y = ¢, se tiene
que f(z) = F, # F = f(y). Si y = p, se tiene que f(z) = F, # G = f(y). Y
siz=pyy=gq setiene que f(x) = G # F = f(y). De esto se sigue que f es
inyectiva en todo Y y por lo tanto biyectiva.

Probemos que f es continua. Primero notemos que X es abierto en Y. Lue-
go, como f [x= e, por la observacion 1.1.14 se sigue que f es continua en cada
punto de X. Probemos la continuidad puntual de f en p y q.

e f continua en p. Sea V € B tal que f(p) = G € S(V). Entonces existe un
W € G tal que clx (W) C V. Luego, como W € G, existe un € € (0,1) tal que
(0,€) x S' ¢ W. Hagamos
U =1[(0,¢) x SYTU {p}.

Notemos que U es vecindad abierta de p. Como (0,€) x S* C W se tiene que
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U C WU {p}. Luego vemos que

flul < sy ri{p}]
= [fIX[W]U{G}
c frXvivi{c:
= (SM\{GHui{aG}
= 5(V)

Asi, tenemos que f[U] C S(V). Por lo tanto f es continua en p.

e [ continua en ¢q. Sea V € B tal que f(q) = F € S(V). Entonces existe un
W € F tal que clx (W) C V. Luego, como W € F, existe un « € wy tal que
(a,w1) x St € W. Hagamos

U=[(a,w1) x S"TU{q}.

Notemos que U es vecindad abierta de q. Como (a,w;) x St C W se tiene que
U Cc W U{q}. Luego vemos que

flu] < fwlu fi{g)]
= [IXW]U{F}
c fIXVIU{F}
= (SWM\{FHU{F}
= S(V).

Asi, tenemos que f[U] € S(V). Por lo tanto f es continua en g.

Entonces ya podemos concluir que f es continua en Y. Luego, como Y es com-
pacto, FX es Hausdorff y f es continua y biyectiva, por el teorema 1.1.25 se
tiene que f es un homeomorfismo. Ahora tomemos un = € X. Vemos que

(f o h)(z) = f(h(x)) = f(z) = Fo = e(x),

lo cual implica que foh = e. Esto completa la prueba de que las compactaciones
FX yY de X son equivalentes.
O

4.4. Extremos de variedades: extremo corto y
largo

En la seccién anterior definimos la compactacién de Freudenthal en un es-
pacio Tychonoff con borde compacto. Notemos que del hecho que una variedad
es localmente compacta, se sigue que es de borde compacto. Y como una va-
riedad es completamente regular y Hausdorff, también es Tychonofff. Entonces
podemos hablar de la compactacion de Freudenthal de una variedad.
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El objetivo principal de esta seccién serd definir los extremos de un espacio
topolégico conexo, Hausdorff y localmente compacto en términos de su compac-
tacién de Freudenthal. En particular, los extremos de una variedad y daremos
un par de ejemplos.

Sea X un espacio topolégico y A C X. Se dice que A es un subconjunto
G5 de X si existe una sucesién {U,, : n € w} de abiertos en X tal que

A= () Un.

new

Sea X un espacio topologico conexo, Hausdorff y localmente compacto. Sea
F(X) la compactacién de Freudenthal de X. El residuo £(X) = F(X) \ X
es llamado el espacio de extremos de X; un punto en £(X) es llamado un
extremo de X.

Definicién 4.4.1. Sea X un espacio topoldgico conexo, localmente compacto y
Hausdorff.

(1) Un extremo e de X es largo si es un P-punto débil de F(X), es decir, e
no es punto de acumulacidn de ningin subconjunto numerable de F(X).

(2) Un extremo de X es corto si es un punto G5 de F(X).

(3) X tiene la propiedad de dicotomia de extremos si cada extremo de
X es corto o largo.

A continuacién daremos un ejemplo de una 2-variedad que tiene dos extremos
y se trata precisamente del ejemplo 4.3.2.

Proposicién 4.4.2. La variedad X =1L=2°\ {0} x S! tiene dos extremos: uno
corto y uno largo.

Demostracion. En el ejemplo 4.2.10 vimos que la compactacién de Freudenthal
de X es equivalente a un espacio Y = X U{p}U{q}, donde p y ¢ estdn definidos
en ese ejemplo. Probaremos entonces que p es un extremo corto y g es un extremo
largo de Y. Primero veamos que p es un extremo corto. Notemos que para cada

n € N, el conjunto {p} U[(0, =) x S'] es un abierto en Y. Luego, vemos que

fj ({p} u (o, %) x Sﬂ) = {pyu <ﬁ1 <(0’ %) y 81)>

= {p}.

De esto se sigue que p es un extremo corto de Y.

Ahora veamos que ¢ es un extremo largo. Tomemos un subconjunto A C Y
numerable. Probaremos que ¢ no es punto de acumulaciéon de A, por lo que
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podemos suponer que p ¢ A. Como A es numerable, entonces A \ {¢} también
lo es. Por otro lado, notemos que A\ {¢} C X. Entonces podemos tomar

A\{q}:{<LivSi>:i€w}v

donde L; = a; +t; con o; € wy, t; € (0,1) y s; € St. Hagamos B = {a; : i € w}.
Por el teorema 1.4.8, existe un § € wy tal que

o; < B para cada ¢ € w. (4.25)

Notemos que

U= ((8,w1) xS') U{a}

es vecindad abierta de ¢ en Y. Afirmamos que (A \ {¢}) N U = 0. En efecto,
notemos que de 4.25 y del hecho que A\{q} C X se tiene que A\{q} C (0, 3)xS!.
Luego, vemos que

(A\{ghnU < [0,8)xS'InU
— 0.

Y asi tenemos que (4 \ {¢}) NU = 0. Por lo tanto, de la proposicién 1.1.5 se
tiene que ¢ no es punto de acumulacion de A.
O

Para finalizar esta seccién enunciaremos un teorema sin demostracién, el cual
es muy importante ya que es una caracterizacion de las variedades metrizables
en términos de sus extremos. Pero antes daremos una definicién.

Definicién 4.4.3. Una variedad X se dice que es de tipo I si puede ser escri-
ta como X = U(KW1 Uy, donde U, es un subespacio abierto metrizable tal que
clx(Uy) C Uqy41 para todo o < wy.

Teorema 4.4.4. [3, Teorema 3.3, p. 12] Sea X una variedad tal que todos sus
extremos son cortos.

(1) Si E(X) es numerable, entonces X es metrizable.

(2) Si X es detipo IyE(X) es segundo numerable, entonces X es metrizable.
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Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se presentaron varios ejemplos de variedades, incluida la linea
larga, la cual se mostré que es una l-variedad no metrizable. Aunque en la
definicién de variedad solo se pide que se cumpla el axioma de separacion Ty, se
mostré que las variedades son T3 5.

Definimos los espacios adjuncién y dimos un teorema que nos da condicio-
nes suficientes para que el espacio adjuncién sea conexo y Hausdorff. Ademas,
estudiamos un par de ejemplos donde los espacios adjuncién resultantes son
variedades bien conocidas en geometria: la esfera y el 2-toro.

También definimos una F'G-base, la cual nos ayuda a construir compacta-
ciones. Nosotros elegimos una F'G-base particular para definir la compactacién
de Freudenthal con la intencién de estudiar los extremos de las variedades. In-
trodujimos la definicién de variedad de tipo I y enunciamos un teorema de
caracterizacion para variedades metrizables en términos de sus extremos: Teo-
rema 4.4.4. En este teorema, una de las condiciones que tiene la variedad es que
sea de tipo I y ademas que el espacio de extremos sea segundo numerable. En-
tonces, de manera natural podriamos preguntarnos si con alguna otra condicién
equivalente a ser metrizable las cuales aparecen en [2, Teorema 2.1, p. 27] esto
también se cumple. Por el ejemplo

1. Si X es de tipo I y £(X) es o-compacto, jentonces X es metrizable?, o
2. Si X es de tipo Iy £(X) es hemicompacto, jentonces X es metrizable?

Entonces nos podemos dar cuenta que los extremos de las variedades nos pro-
porcionan informacién importante acerca del espacio.
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