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Resumen.

Esta tesis presenta una investigacion sobre las distribuciones de trabajo analizando siste-
mas como el oscilador armonico y el oscilador cudrtico a nivel tanto cldsico como cudntico
perturbados, explorando su comportamiento fuera de equilibrio mediante un cambio su-
bito o instantdneo de un pardmetro de control (quench). Para llevar a cabo este andlisis se
emplean y aplican métodos numéricos y estadisticos que permiten analizar la evolucién
temporal de estos sistemas, proporcionando una vision detallada de la redistribucion de
energia y del trabajo en condiciones fuera del equilibrio. Utilizando algunas herramien-
tas utiles para el estudio de estos sistemas, como son las relaciones de fluctuacidn, y las
distribuciones de trabajo tanto a nivel cldsico como cudntico. Posteriormente, se introdu-
ce el estudio de la distribucién de trabajo de forma detallada en los sistemas arménico y
cudrtico llevados lejos del equilibrio mediante un protocolo o quench, tanto en el contexto
cldsico como cudntico empleando métodos numéricos para simular la dindmica temporal
del sistema y de esta forma analizar la redistribucion de la energia después del quench,
enfrentando problemas tales como la convergencia en el truncamiento de la base de Fock
para el caso cudntico. Este andlisis revela sutilezas fundamentales en la redistribucién de
energia destacando las diferencias clave entre los regimenes cldsico y cudntico, y propor-
cionando una base para el estudio de sistemas mds complejos. Los resultados obtenidos
en esta investigacion contribuyen al entendimiento de la correspondencia cldsico-cuantica
de los sistemas fuera de equilibrio. Por tanto esta tesis propone un punto de partida para
futuras investigaciones en el campo de la fisica fuera del equilibrio de sistemas interac-
tuantes.
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Capitulo 1

Introduccion.

El objetivo fundamental de la termodindmica cldsica es describir las propiedades de un
sistema cuando este experimenta un cambio de estado debido a la interaccién con su en-
torno [l1]]. Estas interacciones implican el intercambio de diversas formas de energia, como
calor, trabajo y materia, asi como variaciones en la energia interna y la entropia del sis-
tema. El cambio de estado ocurre entre estados de equilibrio, en los cuales las variables
termodindmicas no varian con el tiempo. Formalmente, un estado de equilibrio se define
como aquel en el que el promedio temporal de las variables macroscdpicas del sistema
permanece constante, segun lo establece el postulado de equilibrio [2]]. Un sistema ais-
lado, que no interactiia con su entorno, alcanzard una condicién que no cambiara con el
tiempo. Sin embargo, un sistema puede ser modificado para cambiar de un estado a otro a
través de un proceso termodindmico, que se puede visualizar como una trayectoria o curva
en el espacio de estados termodindmicos. Si la curva es continua, cada punto representa
un estado de equilibrio del sistema, y el proceso se considera cuasiestatico. Un proceso
se denomina reversible si su direccion puede invertirse mediante un cambio infinitesimal
en alguna propiedad del entorno, como la presién o la temperatura. Durante un proceso
reversible, el sistema y su entorno permanecen en equilibrio, y no hay friccién ni otras
formas de disipacién. Sin embargo, en la naturaleza, todos los procesos son irreversibles,
es decir, ocurren fuera del equilibrio. Los procesos reversibles son ideales y deben ser
cuasiestaticos para mantener el equilibrio. No obstante, un proceso cuasiestético no es ne-
cesariamente reversible. Por ejemplo, si se lleva a cabo en presencia de friccion, ainque
sea lento, habré pérdida de energia en forma de calor [2]].

Las particulas desde un punto de vista cldsico obedecen las ecuaciones de movimiento
de Hamilton. Estas ecuaciones son deterministas y reversibles en el tiempoﬂ lo que sig-
nifica que si se conocen las condiciones iniciales del sistema (posiciones y velocidades)
y las fuerzas que actdan sobre €l, es posible predecir su evolucién a todo tiempo [4]]. En
un sistema clésico, el estado del sistema se describe mediante un conjunto de variables de
posiciéon y momento que evolucionan en el tiempo segin las ecuaciones de movimiento de
Hamilton [3]]. Estas ecuaciones deterministas dictan la dindmica del sistema en un espacio
de fases continuo, donde la evolucidn temporal es totalmente predecible si se conocen las
condiciones iniciales [5]].

IEsto porque el tiempo es simétrico, y cualquier sistema descrito bajo ese marco puede retroceder y
avanzar en el tiempo [3]]
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Ademas del postulado de equilibrio, la termodindmica clésica tiene una serie de princi-
pios que conforman un marco tedrico que establecen la forma de las relaciones entre las
variables termodindmicas y cémo la energia se transfiere y transforma en los procesos.
Estos principios incluyen la ley cero, que define el equilibrio térmico y por tanto la tem-
peratura; la primera ley, que expresa la conservacion de la energia y la existencia de un
tipo de energia no mecénica, el calor; y la segunda ley. Entre las diferentes formulaciones
de la segunda ley de la termodindmica podemos resaltar dos, y para esto primero hablare-
mos de la entropia S. Esta se define como dS = ‘SQ%, donde @), es el calor absorbido
reversiblemente por el sistema y 7" es la temperatura. En la formulacién de Boltzmann, la
entropia se relaciona con el nimero de microestados €2 mediante S = kg In (2, donde kp
es la constante de Boltzmann. La formulacién de Boltzmann puede interpretarse como la
cantidad de informacion necesaria para especificar el microestado exacto de un sistema
dado que conocemos el macroestado [2]. La primera formulacién nos dice que tras un
proceso en un sistema aislado, la entropia no puede disminuir, siempre aumenta, o en el
mejor de los casos, permanece constante. Esto ultimo ocurre en el caso de los procesos
irreversibles [0].

La segunda establece que, para un proceso a temperatura constante, el trabajo realizado
por el sistema W estd relacionado con la diferencia en la energia libre de Helmholtz A F’
entre dos estados en equilibrio mediante la desigualdad W' > AF'. Esta relacion se con-
vierte en una igualdad W = AF solo si el proceso que une los dos estados es un proceso
reversible, ya que en los procesos irreversibles, parte de la energia util se disipa como
calor debido a la generacién de entropia, lo que disminuye la cantidad de trabajo util que
se puede extraer del sistema [7]].

Atunque la termodindmica cldsica se centra en sistemas en equilibrio, su marco tedrico
también es util para estudiar sistemas fuera de equilibrio. En los sistemas fuera de equi-
librio surgen procesos que involucran el concepto de irreversibilidad. Esto significa que,
si un sistema experimenta una transformacién en la que sus pardmetros se modifican ra-
pidamente, se introduce friccion o se producen pérdidas de energia, el sistema no puede
regresar a sus condiciones originales sin realizar un trabajo adicional o sin introducir
cambios en el sistema [4]]. Las trayectorias seguidas por el sistema en tales condiciones
no pueden invertirse para volver al estado inicial una vez que se ha producido un cambio.
Ademas, estos cambios bruscos en los parametros del sistema pueden ocasionar pérdida
de la homogeneidad y hacer evidente la presencia de fluctuaciones temporales y espaciales
en las propiedades termodindmicas del sistema. Estas fluctuaciones, que son inherentes a
los sistemas fuera de equilibrio, pueden manifestarse como variaciones en la temperatu-
ra, presion, densidad, y otras propiedades termodindmicas. En el contexto del equilibrio
termodindmico, se presupone que los sistemas estdn cerrados y aislados, y un sistema
que sufre una transformacién termodindmica sin transferencia de calor con su entorno se
conoce como adiabdtico [2]]. Sin embargo, muchos sistemas reales son abiertos, lo que
significa que intercambian energia térmica y materia con su entorno. Esto no solo puede
generar cambios graduales en la dindmica del sistema, sino que también amplifica las fluc-
tuaciones, las cuales pueden repercutir a largo plazo en las propiedades del sistema [8]].
La termodindamica fuera de equilibrio es un campo amplio que ofrece varias perspectivas
para su estudio. En particular, cuando se consideran procesos irreversibles, es esencial ge-
neralizar la segunda ley de la termodindmica para incluir los efectos de la irreversibilidad.
Bajo esta interpretacion, en un proceso irreversible, el trabajo realizado por el sistema W
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estd relacionado con la diferencia en la energia libre de HelmholtzﬂAF entre dos estados
de equilibrio. Sin embargo, debido a la generacion de entropia en tales procesos, no toda
la energia libre disponible se convierte en trabajo ttil, lo que se refleja en la desigualdad
W > AF. Este enfoque subraya que cualquier proceso que no sea completamente re-
versible implica una disipacién de energia en forma de calor, lo que reduce la eficiencia
del sistema [4]. Esta interpretacion serd utilizada a lo largo de esta tesis para analizar y
comprender los procesos irreversibles estudiados. Por tanto, la termodindmica fuera de
equilibrio considera no solo la interaccion y los intercambios de energia y materia entre
diferentes partes de un sistema y su entorno, sino también las fluctuaciones que pueden
surgir debido a perturbaciones externas [4].

1.1 Termodinamica cuantica.

La capacidad de manipular sistemas cudnticos interactuantes ha generado un renovado
interés en revisar tanto los principios fundamentales como las aplicaciones de la termodi-
ndmica, en equilibrio y fuera de él, en el régimen microscépico, es decir, en el dominio
de la mecanica cuantica [9]].

En los sistemas cudnticos fuera de equilibrio, las fluctuaciones son inherentes a la natu-
raleza cudntica del sistema y provienen de la aleatoriedad asociada al colapso del estado
cudntico tras una medicién. Estas fluctuaciones juegan un papel crucial, ya que son del
mismo orden de magnitud que las cantidades termodindmicas promedio (valores espera-
dos) [10]. Los estados cudnticos no estdn bien definidos hasta que se mide el sistema, lo
que lleva a que las variaciones en las cantidades fisicas sean comparables a sus valores
esperados [[L1]. Sin embargo, en el limite termodindmico, cuando el nimero de particulas
o el tamafo del sistema es muy grande, las fluctuaciones tienden a volverse relativamente
pequeias en comparacién con las cantidades promedio. Esto se debe a que, en sistemas
grandes, las contribuciones individuales de las particulas se promedian, lo que reduce las
fluctuaciones en términos relativos [2]]. Por lo tanto, las leyes convencionales de la ter-
modindmica, disefiadas para describir comportamientos promedio, resultan insuficientes
para caracterizar la termodindmica de estos sistemas [8]].

En la descripcion de sistemas cudnticos fuera de equilibrio, es crucial distinguir entre
la termodindmica cudntica de sistemas abiertos y la de sistemas cerrados. En general, la
evolucion temporal de los sistemas cudnticos cerrados es descrita por operadores unitarios
que actdan sobre el sistema [[10]. El Hamiltoniano H, que es el operador que corresponde
a la energia total del sistema y es un operador hermitico El que representa la energia total

?La energia libre es una funcién termodindmica que se utiliza para describir la energfa disponible para
realizar trabajo en un sistema a temperatura y presion constantes, existen dos tipos principales de energia
libre aplicables en diferentes condiciones termodindmicas. 1) Energfa de Helmholtz. Se define como F' =
U — TS, donde U es la energia interna del sistema, 7" es la temperatura, y S es la entropia. 2) Energia de
Gibbs. Se define como G = H — T'S, donde H es la entalpia del sistema [2]].

3Un operador Aenun espacio de Hilbert se dice que es hermitico si cumple con la condicién:

~

At = A,

donde AT es el operador adjunto de A. Una propiedad de los operadores hermiticos es que tienen valores
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del sistema. En un sistema cudntico cerrado, el estado del sistema esta representado por un
vector de estado en un espacio de Hilbert, y su evolucién en el tiempo sigue la ecuacién de
Schrodinger, gobernada por un operador unitario que preserva la norma del estado [11].

.0 3
ih 10 (1)) = HIw(t)),

donde [1)(t)) es el vector de estado del sistema en el tiempo ¢, y & es la constante de Planck
reducida [[11]].

Para los sistemas abiertos, las interacciones entre el sistema y su entorno pueden hacer
que la dindmica del sistema sea tan compleja en términos de operadores unitarios que, en
cambio, se busca una descripcion en la que se eliminan los grados de libertad del entorno
para estudiar unicamente el sistema. Como resultado, la descripcion deja de ser unita-
ria [8]]. Asi, la evolucion temporal de los sistemas cudnticos abiertos se puede determinar
resolviendo ecuaciones maestras que gobiernan la dindmica del sistema y sus observa-
bles [[10].

El tratamiento de sistemas cudnticos fuera de equilibrio requiere considerar factores co-
mo el entorno en el que se encuentra el sistema, ya sea abierto o cerrado, asi como la
influencia de las fluctuaciones propias del sistema [[10]. Esto implica que, para obtener in-
formacion termodindmica del sistema, es necesario emplear herramientas que consideren
tanto la naturaleza probabilistica cudntica como las posibles interacciones con su entorno.
En sistemas fuera del equilibrio, la correspondencia entre la mecdnica clésica y la cuén-
tica nos permite encontrar similitudes y establecer analogias entre ambos marcos [12].
Por ejemplo, la evolucién temporal de un sistema cudntico puede describirse de manera
andloga a la de un sistema clésico [[12]. En un sistema clésico, la dindmica esta regida
por las ecuaciones de Hamilton, que determinan cémo varian las variables dindmicas del
sistema con el tiempo a través del corchete de Poisson [2]. Su equivalente cudntico es
la ecuacion de Heisenberg, donde la evolucion temporal de los observables es gobernada
por el conmutador con el Hamiltoniano [[11]. Esta correspondencia nos permite utilizar
conceptos cldsicos como posicién, momento y energia para entender la evolucion de sis-
temas cudnticos, estableciendo paralelismos entre las ecuaciones de movimiento cldsicas
y cudnticas [12]. Ademas, al crear esta correspondencia, podemos identificar diferencias
clave, como los efectos puramente cudnticos que no tienen analogos cldsicos, tales como
la superposicion de estados o el efecto tunel [[11]. Utilizar esta correspondencia también
facilita el modelado y la simulacién de sistemas cudnticos complejos en términos de sis-
temas cldsicos mds simples [13].

1.2 Fluctuaciones y trabajo.

En un sistema cldsico que se saca del equilibrio, ya sea por una perturbacion externa
o interna, pueden surgir fluctuaciones en las variables macroscopicas. Cldsicamente, el
trabajo se define claramente como la integral de la fuerza a lo largo de una trayectoria.
En sistemas fuera de equilibrio, donde el sistema cambia de un estado a otro, estas fluc-
tuaciones pueden impulsar dicho cambio, llevando a la realizacion de trabajo incluso en

propios reales [[L1]].
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ausencia de un impulso externo. A escalas microscopicas, las fluctuaciones pueden ser lo
suficientemente grandes como para tener un impacto significativo en el trabajo realizado
por el sistema, siendo cruciales para su caracterizacion.

Estas fluctuaciones pueden ser causadas por la variabilidad inherente en las condiciones
del sistema y su entorno, asi como por la presencia de procesos que tienen lugar al nivel
de las particulas individuales que generan interacciones aleatorias [14]. Por ejemplo, en
un sistema gaseoso, las fluctuaciones en la densidad, la presion o la temperatura pueden
ocurrir debido a la colisién de moléculas individuales, que son eventos aleatorios [14].
Ademais estas fluctuaciones pueden afectar las trayectorias que unen dos estados del sis-
tema al introducir variaciones temporales en las variables macroscépicas e influir en la
evolucion temporal del sistema y tener efectos significativos en su comportamiento glo-
bal [14]. Por ejemplo las fluctuaciones ayudan a la comprension de las transiciones de
fase, especialmente en sistemas que experimentan cambios de estado entre fases de equi-
librio [[15]].

Por otra parte, las fluctuaciones cudnticas son consecuencia directa de la indeterminacién
en la medicion de las propiedades cudnticas como el espin, ya que cualquier medicion
perturba el sistema y colapsa la funcién de onda a un estado particular, y por tanto en sis-
temas cudnticos con muchos espines, las fluctuaciones pueden llevar a comportamientos
colectivos complejos, como transiciones de fase cudnticas [16], ademds esta naturaleza
probabilistica se refleja en un fendmeno fundamental en la mecdnica cudntica que es la
superposicion de estados en el que un sistema cudntico puede existir en multiples estados
al mismo tiempo [[11].

Al pasar a sistemas cudnticos surgen varios problemas dados por la misma naturaleza de
tales sistemas. Comenzamos exponiendo que uno de los problemas principales el hecho
de que el trabajo no es un observable [[1'7]. Es importante resaltar que el trabajo no es un
observable en mecénica cudntica, ya que no corresponde a un operador Hermitiano bien
definido. Esto se debe a que el trabajo depende de un proceso la evolucion del sistema
entre dos estados y no de una propiedad instantdnea del sistema. Al no ser un observable,
el trabajo no puede medirse directamente en un experimento, lo que complica su defini-
cion. Este hecho motiva el uso del protocolo de medicién de dos puntos como un enfoque
indirecto pero consistente para estudiar el trabajo en sistemas cudnticos [8]]. Sin embargo,
el método mds general en termodindmica fuera de equilibrio en sistemas cudnticos para
abordar el problema de la determinacién del trabajo se le conoce como protocolo de me-
dicién de dos puntos [8]]. Esto se debe a que, a diferencia de los sistemas clésicos, los
sistemas cudnticos no siguen trayectorias bien definidas en el espacio de fases. En lugar
de eso, el sistema experimenta transiciones discretas entre los eigenestados del Hamilto-
niano, sin pasar por un continuo de estados intermedios. Por este motivo, las mediciones
del trabajo no se realizan sobre un camino continuo, sino como diferencias de energia
entre dos eigenestados del Hamiltoniano antes y después del proceso. En este contex-
to, el trabajo se define como una diferencia de energia, lo que requiere dos mediciones
separadas [8]]. A pesar de su generalidad, el protocolo de medicion de dos puntos tiene
limitaciones importantes. En primer lugar, requiere la realizaciéon de dos mediciones pro-
yectivas sobre eigenestados del Hamiltoniano, lo que puede perturbar el sistema y generar
inconsistencias en ciertos casos. Ademads, este método asume que las mediciones inicial y
final son instantdneas, lo cual puede no ser realista en experimentos pricticos. Otra debi-
lidad es que el protocolo no es adecuado para describir procesos en los que la coherencia
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cudntica juega un papel relevante durante, ya que las mediciones proyectivas destruyen
dicha coherencia [[8]. A pesar de estas limitaciones, el estudio del trabajo cudntico me-
diante el protocolo de medicién de dos puntos es esencial, ya que proporciona un marco
operacional para los teoremas de fluctuacion en sistemas cudnticos [[18]]. El protocolo de
medicion de los estados del Hamiltononiano requiere preparar el estado cudntico del sis-
tema descrito por un Hamiltoniano H de manera adecuada e implica la creacioén de un
estado puro (un estado cuédntico que puede ser descrito por un vector de estado tinico en
un espacio de Hilbert |¢)) [8]. Una vez hecho preparado el estado cuéntico los pasos del
protocolo en el esquema de mediciones de energia proyectiva considerando que el estado
elegido es [¢) son [8]:

» Medicién proyectiva inicial: Se realiza una medicién proyectiva del observable H
en el estado cudntico elegido |¢;). Esto implica proyectar el estado |¢;) sobre los
eigenestados de H |1;), dando como resultado una de las posibles mediciones F; y
colapsando el estado a [1;). Después de la medicidn, el sistema se encuentra en el
estado [1;).

= Evolucioén unitaria: Después de la primera medicion, el sistema evoluciona unitaria-
mente bajo un operador de evolucion U, que generalmente representa la evolucién
temporal entre las dos mediciones proyectivas. El estado [¢);) (¢ se transforma en
U ;) (10;]UT, donde UT que es el conjugado hermitico de U.

= Medicion proyectiva final: Se realiza una segunda medicion proyectiva del observa-
ble A’ en el estado transformado U|t/;)(1;|UT. Esto da como resultado una de las
posibles mediciones 1);. Los valores de trabajo estdn dados por la diferencia entre
los valores propios asociados E; y Ej.

Este protocolo para definir el trabajo cudntico resulta ser de utilidad pues no se restringe
a sistemas cerrados sino también a abiertos [8]], y la aplicacion de este protocolo da lugar
a la posibilidad de abordar las estadisticas de las fluctuaciones de energia [19].

Cuando se realiza una medicion en un sistema cudntico, el aparato de medicion dard un
valor definido a pesar que el sistema se encuentra en una superposicion de estados. La res-
puesta mds comtun a esto se encuentra dentro de la interpretacion de Copenhagueﬂ [21].
Bajo la interpretacion de Copenhague los sistemas cudnticos desarrollan dos tipos de evo-
lucién temporal: una evolucion determinista y unitaria cuando no son observados, y una
transicién no determinista y no unitaria (colapso de la funcién de onda) al ser medi-
dos [22]]. Dicha transicién conduce al sistema de su estado de superposicion original a
otro estado en el cual €l y aparato de medicion adquieren propiedades definidas (el siste-
ma se encuentra en un estado especifico determinado por el resultado de la medicion) [22]].
Por lo que es probable que las mediciones destruyan las interferencias cudnticas, es decir
los patrones de interferencia caracteristicos de la naturaleza ondulatoria de los sistemas
cuanticos [23].

“La interpretacién de Copenhague es una de las interpretaciones fundamentales de la mecdnica cudntica,
propuesta principalmente por Niels Bohr, Werner Heisenberg, et al. Segin esta interpretacion, cuando se
realiza una medicién sobre un sistema cudntico, la funcién de onda del sistema colapsa instantdneamente a
uno de los estados posibles, de acuerdo con las probabilidades cudnticas [20].

6
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1.3 Relaciones de Fluctuacion.

En los sistemas fuera de equilibrio, las fluctuaciones se vuelven relevantes si se quiere
obtener informacidn termodindmica del sistema. Vimos que el marco de la termodindmi-
ca fuera de equilibrio tanto para los casos cldsicos como cudnticos es el adecuado para
describir estos sistemas. Sin embargo, este se apoya en los procesos estocdsticos, que
proporcionan modelos matematicos para describir la evolucién de sistemas donde la evo-
lucién en el tiempo no es completamente determinista, sino que esta sujeta a cierto grado
de aleatoriedad [[14]. En este contexto, una variable aleatoria es una funcién que asigna un
valor numérico a cada posible resultado de un experimento aleatorio. Dependiendo de su
naturaleza, puede ser discreta, si toma un conjunto finito o numerable de valores, o conti-
nua, si puede asumir cualquier valor dentro de un intervalo o conjunto de intervalos en la
recta real [14]]. Los procesos estocésticos, que son fundamentales para la termodindmica
fuera del equilibrio, se basan en elementos probabilisticos, ya que la probabilidad misma
se puede interpretar como una variable aleatoria, para describir y analizar la evolucién de
los sistemas [3l]. Por ejemplo, la distribucion de probabilidad ilustra como se reparten las
probabilidades de los posibles resultados de un experimento aleatorio. Un pilar clave de la
termodindmica fuera del equilibrio son los Teoremas de Fluctuacion (Fluctuation Theo-
rems, FT), que proporcionan relaciones fundamentales entre las fluctuaciones en sistemas
fuera del equilibrio y sus propiedades termodindmicas [3].

1.3.1. Teoremas de fluctuacion clasicos.

Los teoremas de fluctuacion clasicos describen las propiedades generales de la distribu-
cién de probabilidad p(Q2) para magnitudes funcionales Q[z(t)] } como el trabajo reali-
zado, la entropia producida, u otras variables termodindmicas dependientes de la trayec-
toria del sistema x(¢) [3]. Algunas de las propiedades de la distribucién de probabilidad
son [125]]:

= No negatividad: La probabilidad de que ocurra cualquier evento individual en () es
siempre no negativa, es decir, p(w) > 0 para todo w en ).

= Normalizacién: La suma (o integral dependiendo si €2 es discreta o continua) de
todas las probabilidades sobre todos los eventos posibles en {2 es igual a 1, es decir,

SweaPw) =10 [opw)dw = 1.

= Probabilidad total: La probabilidad de que ocurra un evento en un espacio muestral
puede calcularse como la suma (o integral) de las probabilidades de ese evento
sobre todas las particiones posibles del espacio muestral Para cualquier particion
A, As, ... de Q (es decir, conjuntos mutuamente excluyentes cuya unién es (2), la
probabilidad total es p(2) = >, p(A;) o p(Q) = [p(A) dA, donde A representa la
particion.

SUna magnitud funcional es una funcién que actda sobre otra funcién en lugar de sobre un niimero
escalar o vectorial [24].
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= Probabilidad condicional: La probabilidad de un evento dado B dado otro evento
Aes p(BJ]A) = p(AN B)/p(A), donde p(A N B) es la probabilidad de que ambos
eventos ocurran y p(A) es la probabilidad de que A ocurra.

= Independencia: Dos eventos A y B son independientes si la probabilidad de que
ambos ocurran es el producto de sus probabilidades individuales, p(ANB) = p(A)-

p(B).

Los teoremas de fluctuacién se pueden ver como soluciones modernas a la paradoja de
Loschmidt, quien cuestiond los procesos irreversibles en la dindmica que conserva la si-
metria de inversion temporal [26]. Segin Loschmidt, la simetria de inversion del tiempo
en la teoria cinéticaﬁ sugiere que el cambio en la entropia de un sistema durante un cierto
periodo podria ser negativo, lo que contradice la segunda ley de la termodindamica [26]].
Es decir la paradoja de Loschmidt plantea: ;como es posible que pueda haber una flecha
termodindmica del tiempo dado que las leyes microscopicas fundamentales son simétri-
cas en el tiempo? Esto porque la simetria temporal implica que para cualquier proceso
compatible a estas leyes simétricas, el proceso inverso seria igualmente compatible con
las mismas leyes fundamentales, e incluso seria igualmente probable [26].

Los teoremas de fluctuacion buscan establecer relaciones generales en sistemas fuera de
equilibrio, y su importancia radica en que brindan la posibilidad de obtener un andlogo
a la segunda ley de la termodindmica al conservar la relacién existente entre los cambios
de energia y el trabajo aun en trayectorias irreversibles [27]. En general, estos tratan la
probabilidad relativa de que la entropia de un sistema que no se encuentra en equilibrio
termodindmico aumente o disminuya en un periodo de tiempo determinado(3].

Los FT muestran como la irreversibilidad surge de ecuaciones microscOpicas de movi-
miento reversibles en el tiempo ya que estos son obtenidos de acuerdo con el hecho de
que la dindmica es reversible en el tiempo [3]. Las trayectorias o sucesion de estados
que ha seguido el sistema desde el estado inicial hasta el estado final en tiempo inverti-
do ocurren, pero se vuelven extremadamente raras a medida que aumenta el tamaio del
sistema]3].

Diversos teoremas de fluctuacién han surgido con distintos enfoques, y por tanto exis-
ten distintas formas de clasificarlos. Estos analizan propiedades estadisticas promediadas
sobre todas las posibles trayectorias del sistema. Por lo que un funcional adimensional
Q[z(7)] que esta evaluado a lo largo de una trayectoria completa en el espacio de fases
obedece [3]]

(exp(—9)) = [ d(Q) exp(—0) = 1, (1.1)
y cumple con la propiedad
(Q) >0, (1.2)

proveniente de la convexidad de las funciones exponenciales ﬂ Los FT implican que hay
trayectorias para las que () es negativo. Tales eventos se conocen como "violaciones” ter-
modindmicas. La probabilidad de tales eventos disminuye rdpidamente para {2 negativo.

SLa teorfa cinética estudia el comportamiento de los sistemas macroscépicos a partir de las propiedades
y comportamientos de las particulas individuales que los compone [2]

"La desigualdad de Jensen, establece que para cualquier funcién convexa f y una variable aleatoria X,
se cumple que (f(X)) > f({X)). En este contexto, f(2) = exp(—2) es una funcién convexa, por lo que
se cumple que:

(exp(=92)) = exp(—(12)).
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Para ver esto utilizamos un funcional w > 0 que es un umbral positivo para definir una
regioén donde €2 es significativamente negativo. La probabilidad de que €2 caiga por de-
bajo de —w nos dice con qué frecuencia ocurren estas "violaciones". Usando la Ec. [I.]]
tenemos [3]]

—Ww

P[Q) < —w] < dOp(Q)e ™ < e, (1.3)

Lo que demuestra que la probabilidad de que €2 sea menor que w estd acotada por exp(—w).
Esto significa que las "violaciones termodindmica” son raras y decrecen exponencialmen-
te con el umbral —w. Si consideramos un sistema termodindmico con N grados libertad
relevantes (incluida la temperatura 7°), {2 normalmente serd de orden NkgT lo que im-
plica que en un sistema grande tales eventos son exponencialmente pequeios [3]. Los
FT se centran en las fluctuaciones de las cantidades termodindmicas, como el trabajo,
en trayectorias temporales individuales de un sistema fuera del equilibrio. Su funcién de
distribucién de probabilidad (PDF por sus siglas en inglés) sigue una relacion de tipo [3]].

P(—Q)/P(Q) = exp(—Q). (1.4)

Dada la estructura dela Ec.[T.4]es posible ver una relacién simétrica entre la probabilidad
de que un sistema realice por ejemplo un trabajo positivo y la probabilidad de que realice
un trabajo negativo.

En el estudio de sistemas fuera de equilibrio, los teoremas de fluctuacion juegan un papel
crucial al conectar las fluctuaciones termodindmicas con las leyes fundamentales de la
termodindmica. En particular, los teoremas de Jarzynski y Crooks ofrecen perspectivas
complementarias sobre como se relacionan las fluctuaciones en procesos no reversibles
con las leyes de la termodindmica.

Igualdad de Jarzynski.

La diferencia de energia libre entre dos estados de equilibrio uno inicial F; y otro final
F}; se puede obtener al elegir una trayectoria termodindmica reversible [6]]. En sta el tra-
bajo realizado sobre el sistema para llevarlo a un nuevo estado de equilibrio es igual a la
diferencia de energia libre entre el estado inicial y final AF' = F; — F; [6],

W > AF. (1.5)

Sin embargo la desigualdad se da en los procesos irreversibles, y para dar tratamiento
a estos Christopher Jarzynski derivé una relacion de trabajo fuera equilibrio, la llamada
igualdad de Jarzynski (Jarzynski Equality, JE) [28],

(e = e PAF, (1.6)

Dado que el valor esperado (exp(—(2)) es igual a 1 (segin la ecuacién[I.1), se obtiene:

1> exp(—(Q)).
Tomando el logaritmo natural en ambos lados de la desigualdad, obtenemos:
Q) > 0.

Por lo tanto, 2 cumple con la propiedad (€2) > 0 debido a la convexidad de la funcién exponencial y la
relacion establecida por la desigualdad de Jensen [8].

9
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en la que establece la relacion que conecta las fluctuaciones del trabajo realizado en un
sistema fuera del equilibrio con las diferencias de energia libre entre los estados inicial
y final del sistema. Jarzynski desarroll6 la igualdad mientras trabajaba en el Laboratorio
Nacional de Los Alamos [28], y en su investigacion, se pregunté cémo las fluctuaciones
térmicas afectan el trabajo realizado en sistemas termodindmicos fuera del equilibrio. La
idea clave fue que, incluso cuando un sistema se aleja del equilibrio, se pueden obtener
relaciones precisas entre las cantidades termodindmicas si se consideran las fluctuaciones
de estas cantidades. Y para derivar la igualdad utilizé técnicas estadisticas donde consi-
deré un sistema inicialmente en equilibrio térmico a una temperatura fija, sometido a un
protocolo de trabajo arbitrario que lo lleva fuera del equilibrio [29].

De forma especifica, esta igualdad conecta las diferencias de energia libre con el promedio
de muchas trayectorias (en el espacio fase cldsico) o realizaciones del trabajo, por medio
de un parametro de control \(¢) que varia en el tiempo desde un estado inicial a un tiem-
po t; hasta un estado final a tiempo t; [29]]. Este pardmetro puede ser cualquier variable
externa que sea controlable experimentalmente, como el volumen de un gas o la posicién
de un émbolo [29]. Al cambiar A(t), se realiza trabajo sobre el sistema. La igualdad de
Jarzynski puede derivarse a partir de principios fundamentales de la mecdnica estadistica.
Utiliza la probabilidad de cada trayectoria en el espacio de fase, que sigue la distribucién
de Boltzmann para el estado inicial y la cual esta definida para procesos termodindmicos
en equilibrio térmico.

b = (1.7)

donde:
= P, es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado 7 con energia ;.

n = kE%T es el inverso de la temperatura, con kg siendo la constante de Boltzmann
y 1" la temperatura absoluta del sistema.

» 7 =Y, e PEi es la funcién de particién, que asegura la normalizacién de las pro-
babilidades.

En su derivacién se asume que las leyes de la mecdnica cldsica son reversibles a nivel
microscopico, pero no asi que el proceso macroscopico sea reversible. Y considera todas
las posibles trayectorias que el sistema puede seguir durante el proceso, sin importar si
estas trayectorias mantienen el sistema en equilibrio o no [29]. En contraste con la ecua-
cion[I.3] la igualdad de Jarzynski sigue siendo vélida sin importar qué tan rdpido ocurra el
proceso, esto debido a la forma en que se promedia exponencialmente el trabajo realizado
sobre todas las trayectorias posibles [29]. Esta importante propiedad surge de su media
exponencial que tiene la propiedad de ser resistente frente a las fluctuaciones grandes del
trabajo, que son comunes en procesos rapidos y fuera del equilibrio [3]]. Ademads, el tér-
mino e~ #" pondera estas trayectorias de manera que las contribuciones mds importantes
al promedio vienen de las trayectorias donde el trabajo realizado es cercano a la energia
libre, que balancea las trayectorias menos probables donde el trabajo es muy diferente [3l].
Para aclarar esto consideremos un sistema que inicialmente estd en equilibrio con un ba-
no térmico, lo cual permite la utilizacién de la distribucién de Boltzmann para el estado
inicial del sistema. Este sistema se saca fuera de su estado de equilibrio por medio de un
agente externo. La temperatura del depdsito de calor con el que se termalizé el sistema

10
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antes de que tuviera lugar el proceso es T. Si se cambia el pardmetro de control A(¢), a
través de un protocolo fuera de equilibrio A(¢) desde un estado \; hasta un estado final \;
(el cual puede o no estar en equilibrio). Si el sistema estd fuera en equilibrio se puede de-
jar evolucionar hacia equilibrio, siguiendo el postulado de equilibrio (ley -1) manteniendo
A = A fijo. [30]. Aplicando el logaritmo en ambos lados de la Ec y utilizando la
desigualdad de Jensen (In A) > In(A) [8]]

(e = In A7

(ln(eﬁw>> > BAF,
es posible obtener la ecuacién[I.3]
(BW) > BAF, (1.8)

La principal diferencia de [I.8| respecto a [I.5] radica en que ahora se existe un promedio
sobre las realizaciones de trabajo irreversible, mientras que el trabajo de la ecuacion[I.5es
el trabajo realizado en la trayectoria reversible es decir en un proceso cuasiestatico. Otra
forma qtil de escribir la JE se puede ver como [30]:

(e(~Was) ks Ty _ | (1.9)

donde (—Wy;s) = W — AF es el trabajo disipado a lo largo del promedio de muchas
trayectorias en el espacio. La ecuacién [I.8 nos dice que el trabajo promedio es siempre
mayor o igual que la diferencia de energia libre, sin importar la forma de como variemos
el pardmetro de control. Mientras la ecuacion [1.9]nos dice que la diferencia de energia li-
bre de equilibrio puede inferirse mediante mediciones del trabajo de fuera de equilibrio en
muchas realizaciones del experimento y esto es similar al famoso teorema de fluctuacién-
disipacion [31]], que también conecta una propiedad de equilibrio (las fluctuaciones) con
una propiedad de fuera de equilibrio (la respuesta lineal). Una importante consecuencia de
la JE es que, ainque Wy;s > 0, la igualdad solo se puede mantener si existen trayectorias
fuera de equilibrio con Wy;; > AF'. Esas trayectorias, a veces se denominan violaciones
transitorias de la segunda ley, y representan fluctuaciones de trabajo que aseguran que las
ecuaciones microscopicas de movimiento son invariantes en el tiempo [8], es decir la JE
de Jarzynski cuantifica el como evoluciona la irreversibilidad a partir de ecuaciones de
movimiento reversibles [32].

La igualdad de Jarzynski se ha podido verificar en diversos contextos, por ejemplo uti-
lizando experimentos con pinzas Opticas de desdoblamiento de una Unica molécula de
ARN [33]] reversible e irreversiblemente entre dos conformaciones una "plegada” y una
"desplegada”, donde de un extremo de la cadena es sujeta y la otra sufre un estiramiento
que rompe la tensién, promoviendo una fuerza de plegamiento y desplegamiento y por
medio de mediciones de trabajo irreversibles, es decir de ir del estado inicial al estado
desplegado se obtiene la energia libre del proceso. También se ha probado utilizado si-
mulaciones de dindmica molecular para verificar la JE en el proceso de despliegue de una
proteina [34]]. Ademas de estudiar polimeros que estan fuera del equilibrio debido a una
fuerza externa, y utiliza la igualdad de Jarzynski para relacionar la distribucion del trabajo
realizado en estos polimeros con la diferencia de energia libre entre sus estados inicial y
final [35].

11
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Teorema de fluctuacion de Crooks.

El teorema de fluctuacion de Crooks (Crooks fluctuation theorem, CFT) es fundamental
en la termodindmica fuera del equilibrio. Fue propuesto por primera vez por el quimi-
co Gavin Crooks en 1999 [36]. El CFT se considera una generalizacion de la igualdad
de Jarzynski porque proporciona informacién mas especifica sobre las distribuciones de
probabilidad del trabajo en los procesos directos e inversos, como se verd mas adelan-
te. Mientras que la igualdad de Jarzynski relaciona el promedio exponencial del trabajo
con la diferencia de energia libre, el teorema de Crooks da una relacion directa entre las
probabilidades del trabajo en los dos procesos opuestos. La igualdad de Jarzynski puede
derivarse del teorema de Crooks si se manipula adecuadamente [3]]. En CFT establece una
relacion entre las fluctuaciones que ocurren en los procesos irreversibles y las probabi-
lidades asociadas con los procesos reversibles correspondientes. Ya que para un sistema
termodindmico fuera del equilibrio que evoluciona desde un estado 7 a uno j, la relacién
entre las probabilidades de que el sistema experimente cierta cantidad de trabajo en la
direccion directa (irreversible) y en la direccion inversa (reversible) esté relacionada por
un factor exponencial de la diferencia entre la el trabajo y la diferencia de energia libre
entre los estados inicial 7 y final j [36]. Es decir considera: (1) una distribucién de trabajo,
Pr(W), relacionado con las trayectorias hacia adelante, i — j, donde el cambio de ener-
gia libre entre los estados de equilibrio ¢ y j es AF = F; — F;, y (2) la distribucion de
trabajo Pr(—W) de trayectorias inversas, j — ¢; donde ahora el cambio de energia libre
—AF. Por tanto esta relacién de las distribuciones de probabilidad de trabajo a lo largo
de los procesos hacia adelante y hacia atrds, respectivamente son [30].

PeW) _ {W_AF} (1.10)

Pr(—W) kT

de esta forma el CFT de Crooks nos dice que si la dindmica de nuestro sistema conduce a
alguna probabilidad de realizar trabajo 1V, entonces la probabilidad de extraer la misma
cantidad de trabajo en el proceso inverso difiere exponencialmente y de hecho, solo tie-
nen la misma probabilidad cuando el trabajo realizado es igual a la diferencia de energia
libre, es decir en un proceso reversible [27]. El teorema de fluctuacion de Crooks se prob6
para diferentes velocidades de los procesos de fuera de equilibrio y bajo varias tempera-
turas efectivas [37]]. Como consecuencia de la ecuacién las probabilidades Pp(W) y
Pr(W) hacia adelante y hacia atrds respectivamente toman el mismo valoren W = AF.
Las ecuaciones [1.9] y [I.10] se han empleado ademds para desarrollar métodos numéricos
eficientes para la estimacion de energias libres [[7].

1.3.2. Teoremas de fluctuacion cuanticos.

Los teoremas de fluctuacion, como el de Crooks y la igualdad de Jarzynski, tienen su
contraparte cudntica [8]. En el régimen cudntico, estos teoremas se extienden para rela-
cionar las fluctuaciones en los valores esperados de los operadores cudnticos con ciertas
cantidades termodindmicas, como el trabajo y la energia libre. Los teoremas de fluctua-
cién cudntica, al igual que sus equivalentes cldsicos, proporcionan una conexion entre el
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comportamiento fuera del equilibrio y las propiedades termodindmicas promedio de los
sistemas cudnticos [8]]. Estos teoremas cudnticos extienden sus equivalentes cldsicos al in-
corporar efectos especificos de la mecdnica cuantica, como las interferencias entre estados
superpuestos y la evolucién de sistemas mantenidos en estados coherentes ﬂ, asi no solo
relacionan las fluctuaciones con cantidades termodindmicas, sino que también capturan
como la naturaleza cudntica del sistema influye en el comportamiento fuera del equili-
brio [8]. La igualdad de Jarzynski y el CFT requieren del conocimiento de los estados
iniciales F; y finales F}; lo implica a menudo la medicién de los estados. La forma cudn-
tica de la igualdad de Jarzynski se expresa igual que su contraparte cldsica Ec.[[.6] y de
igual forma en la Ec. [I.10} donde el promedio ahora se toma sobre las distribuciones de
trabajo obtenidas a partir de las mediciones. Aqui, 11 es el trabajo medido en el protocolo
elegido, y AF sigue siendo la diferencia en la energia libre entre los estados inicial y
final [8]. EI CFT se ha probado para diferentes velocidades de los procesos fuera de equi-
librio y bajo varias temperaturas efectivas [38|] o con campos magneticos [39]. Mientras
que la igualdad cudntica de Jarzysnki se ha generalizado a sistemas no hermiticos y que
poseen simétrica de paridad y temporal (simetria PT) [’| [40]

En nuestra tesis, abordamos la correspondencia cldsico-cuantica de dos sistemas impulsa-
dos lejos del equilibrio, inspirados en trabajos previos como los de Jarzynski [12] y Her-
vaggen [23]]. Jarzynski ha utilizado su igualdad para estudiar la relacién entre sistemas
cldsicos y cudnticos en el contexto de un oscilador cudrtico impulsado lejos del equilibrio
mediante un pardmetro de control dependiente del tiempo. En este estudio, se analizan
las probabilidades de transicion entre estados iniciales y finales, que son fundamentales
para las distribuciones de trabajo y estdn directamente relacionadas con las mediciones de
las energias iniciales y finales. Por otro lado, Hervaggen aplica un enfoque similar al de
Jarzynski a un oscilador anarménico sometido a una fuerza externa peridédica que varia
lentamente. En su trabajo, se examina coémo el cambio en la energia del oscilador, indu-
cido por la fuerza, estd estrechamente relacionado con la distribucion de probabilidad de
trabajo para el sistema.

Nuestra investigacion se basa en el protocolo propuesto por Jarzynski [12]] para investi-
gar las probabilidades de transicion entre estados en ambos sistemas. Al mismo tiempo,
utilizamos el trabajo de Hervaggen [23]] para guiar el andlisis de las distribuciones de tra-
bajo, permitiéndonos realizar una correspondencia entre los enfoques clasico y cudntico.
Haciendo uso de los conceptos y herramientas abordados en esta introduccién, como los
teoremas de fluctuacion, nuestra tesis no solo crea una conexion entre trabajo y energia en
sistemas fuera de equilibrio, sino que también cuantifica las fluctuaciones en sus versio-
nes cldsica y cudntica. Al integrar estos conceptos, establecemos un marco para analizar y
desarrollar una correspondencia cldsico-cudntica en las distribuciones de trabajo, permi-
tiéndonos comprender el efecto de las fluctuaciones en ambos contextos.

8En un sistema coherente, las fases relativas entre los estados cudnticos se mantienen fijas, permitiendo
la superposicion y la interferencia. La coherencia permite que diferentes caminos cudnticos interfieran entre
si, que es una propiedad puramente cudntica proveniente de la naturaleza ondulatoria de la luz. Sin embargo
la coherencia puede ser destruida por la interaccién con el entorno, por ejemplo la medicién [[L1]].

9Un sistema posee simetria PT, s es invariante bajo una reflexién sobre el origen del sistema (P) r por
—r, y ante el cambio temporal (T) de ¢ por —¢ [[L1]].

13



CAPITULO 1. INTRODUCCION.

14



Capitulo 2

Distribuciones de trabajo.

En un proceso termodindmico en el que se lleva al sistema lejos del equilibrio como
el descrito por Jarzysnki [12]], 1a evolucién clasica del sistema se describe mediante las
ecuaciones de Hamilton. En el proceso se debe considerar las eficiencias asociadas con
la conversion de energia disponible a trabajo 1til. Esto porque la irreversibilidad o la ve-
locidad del proceso pueden llevar a la energia a convertirse en formas no aprovechables,
como el calor generado por friccion u otros efectos disipativos [4].

Desde el punto de vista cudntico en el proceso dado por Jarzynski [[12]], la evolucion esta
determinada por la ecuacién de Schrodinger, que describe como varia el estado del sis-
tema |¢/(¢)) en el tiempo. En un proceso termodindmico la irreversibilidad puede tener
efectos diversos y la eficiencia puede ser diferente en comparacién con los sistemas cla-
sicos. La eficiencia puede estar asociada con la degradacion de la coherencia cudantica y
el aumento de la entropia, lo que puede limitar la eficiencia de ciertos procesos [6]]. O por
el contrario puede ocurrir que la eficiencia cudntica supere la cldsica pues los sistemas
cudnticos pueden explorar estados superpuestos manteniendo la coherencia [8]], puesto
que esta dltima permite la interferencia constructiva y destructiva, lo que puede optimizar
ciertos procesos cudnticos [8]]. Por ejemplo, se ha observado en motores térmicos cudnti-
cos que mantener la coherencia entre diferentes estados puede permitir un transporte de
energia mas eficiente [41] y debido a la propiedad de superposicion de estados, un motor
cudntico puede explorar multiples trayectorias simultaneas que optimizan el proceso de
convercidn de energia a trabajo util.

2.1 Quench clasico y cuantico.

El proceso termodindmico fuera de equilibrio que utiliza Jarzsynski [12]] es el llamado
quench, un proceso fuera de equilibrio que ocurre cuando un pardmetro del sistema cam-
bia abruptamente en el tiempo. El quench implica que este pardmetro es una funcion del
tiempo, y el tiempo del quench permite recorrer la evolucion temporal fuera de equilibrio,
por lo que se convierte en el pardmetro clave a considerar en el andlisis de la dindmica del
sistema, y que se puede describir desde el punto de vista cldsico y cudntico. Cldsicamente
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se refiere a una transicion de un estado de equilibrio (siempre) a otro que puede o no estar
en equilibrio [42], implicando un cambio de los parametros del sistema y que ocurre tan
rapido que al sistema no le da tiempo de acoplarse completamente a las nuevas condicio-
nes, provocando cambios en las variables termodindmicas imposibilitando el intercambio
de calor entre el sistema y su entorno, haciendo que este proceso sea termodindmicamen-
te no adiabatico [42]]. El ejemplo tipico de este tipo de procesos es el que ocurre en el
templado y que es un proceso térmico en la fabricacion de metales, especialmente en el
caso de aceros y aleaciones y consiste en calentar el material a temperaturas muy altas
para después enfriarlo rdpidamente. En este contexto, el quench, ocurre en la etapa de en-
friamiento rapido del material después de haber sido calentado. Este enfriamiento se lleva
a cabo de manera répida, al sumergirlo en un medio como agua, aceite u otros liquidos
especializados. Esto con el fin de mejorar las propiedades mecanicas del material, como
la dureza y la resistencia. [42] Por otra parte un quench desde el punto de vista cudntico es
un protocolo en el que se cambian algunos pardmetros del sistema de manera repentina y
no adiabatica en el sentido dindmico. En este tipo de procesos de evolucién se prepara un
sistema cudntico (que puede o no estar en equilibrio) cerrado en un estado propio de un
Hamiltoniano inicial H; y luego este se hace evolucionar por medio de un cambio abrupto
en alguno de los pardmetros que lo definen hasta un Hamiltoniano final H; ocasionando
que el comportamiento del sistema pueda volverse muy complejo rdpidamente y no tri-
vial [43]]. A esto a veces se le conoce como un enfriamiento “instantdneo’”, en contraste
con un protocolo "lento” donde el cambio es continuo del Hamiltoniano H; a Hy [43]. La
evolucion de los sistemas por medio de un guench ha sido tema emergente de investiga-
cién debido a las cuestiones que plantea las cuales también pueden ser abordadas a través
de experimentos. Entre los sistemas experimentales mds fascinantes se encuentran los sis-
temas de muchos cuerpos en gases diluidos compuestos por una gran cantidad de particu-
las, como atomos o moléculas, que estdn enfriadas a temperaturas extremadamente bajas,
permitiendo investigar fendmenos como transiciones de fase en sistemas electronicos en
condiciones controladas [44] al ajustar rdpidamente los pardmetros del Hamiltoniano, co-
mo la fuerza de interaccion entre particulas [43]]. Frecuentemente, estos sistemas se hallan
en estados alejados del equilibrio, y muestran tiempos de termalizacidn extendidos. Esta
caracteristica es particularmente evidente en el caso de d&tomos frios confinados en redes
Opticas unidimensionales [43]]. Dentro del campo de gquench cuéntico, surgen interrogan-
tes que presentan la posibilidad de ser exploradas a través de experimentos. Algunas de
estas cuestiones son: ;Qué distingue la dindmica entre sistemas genéricos que interactian
y aquellos con Hamiltonianos que son integrables? ;Cudles son los procesos y lapsos de
tiempo involucrados en la termalizacién de sistemas cudnticos cerrados? Otras preguntas
adicionales son, si el Hamiltoniano inicial o final, o ambos, pueden dar lugar a fenomenos
como el ferromagnetismo o la superconductividad, y cémo estos responden o evolucio-
nan durante un proceso de quench. jExiste alguna universalidad en la dindmica cuando el
quench esta cerca de algtin punto critico? [43] Y atnque en este trabajo no intento aclarar
o responder estas preguntas, vale la pena mencionarlas para subrayar el interés que gene-
rd el estudio de quenches cuanticos. Nuestro interés se centra particularmente cuando un
sistema es sometido a un quench desencadenando una redistribucion de la energia. Esto
conlleva la manifestacion de fendmenos intrinsecamente ligados al trabajo realizado du-
rante este proceso de transicion.
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES DE TRABAJO.

La funcién de distribucion El permite el estudio de fluctuaciones y respuestas en sistemas
termodindmicos cldsicos. Estas son las desviaciones de las cantidades macroscdpicas pro-
medio debido a las fluctuaciones microscépicas [29]].

Para hacer el andlisis cldsico y cudntico de la distribucién de trabajo en un proceso en el
que se realiza un quench, el primer paso que consideraremos es un sistema cerrado pre-
parado en equilibrio con un depdsito térmico de temperatura 7'. Antes de que el proceso
de inicio, el sistema y el bafio se desacoplan y dado que estdn aislados durante la proceso,
este proceso es adiabdtico en el sentido térmico pues no hay intercambio de calor con el
ambiente [2], ya que el cambio en el sistema ocurre de forma muy rdpida. Utilizamos el
protocolo de medicién de dos puntos dado en la Secc. [I.2] para definir el trabajo cudntico
como la diferencia de energias inicial y final (con el propdsito de establecer la compa-
racion clésico-cudntica), con la diferencia de que no estamos considerando la medicién
proyectiva final, sino el estado evolucionado en el tiempo después del quench que esta
distribuido sobre el conjunto de energias finales.

W = EJ (A7) — EL(M0)), 2.1)

donde E4 y EZ son los valores propios m-ésimo y n-ésimo producidos durante las medi-
ciones inicial A y final, B son los indices que representan la configuracion inicial y final.
Cada energia, tanto A como B dependen del pardmetro A que cambia el guench y éste del
tiempo del quench 7 Aqui el trabajo cudntico tiene una naturaleza estocdstica, provenien-
te de: 1) La fluctuacion aleatoria vinculada a la eleccion de una energia inicial E;?L, 2)la
aleatoriedad asociada con el colapso de la funcién de onda final al realizar una medicion
proyectiva de la energia final [8]].

El proceso cldsico anédlogo, consiste en un sistema que se encuentra en equilibrio térmi-
co con el reservorio que lo contiene y el cual sufre una evolucion determinada por las
ecuaciones de Hamilton [12]. El aislamiento térmico del sistema produce que el trabajo
realizado en el sistema sea el cambio en su energia interna.

W = HB(ZT) - HA(ZO)a (22)

dénde zj es el conjunto de condiciones iniciales y z, es el conjunto de condiciones evo-
lucionadas después del quench tras haber modificado el pardmetro del sistema modulado
por 7. Como en el caso cudntico, W es una variable aleatoria, sin embargo, en este caso,
la fuente de aleatoriedad proviene exclusivamente de la seleccion del microestado inicial
2o a partir de una distribucién en equilibrio térmico [[12].

En sistemas fuera de equilibrio cldsicos o cudnticos, la obtencién de la informacién del
sistema se traduce en calcular la distribucion de probabilidad de alguna variable de in-
terés, por ejemplo el trabajo P(WW). La distribucion de trabajo proporciona informacién
sobre las diferentes cantidades de trabajo realizadas durante las transiciones de energia
en el sistema, indicando cudnta energia se disipa en forma de trabajo durante el proceso,
por lo que proporciona informacién detallada sobre la eficiencia del proceso [36]. Una
caracteristica de P(W) es que las partes de la distribucién que se extienden hacia los ex-
tremos de los valores de trabajo también llamadas “’colas” en la distribucion representan

La funcién de distribucién asociada a una variable aleatoria real X es una funcién que describe la
probabilidad acumulada de que la variable aleatoria X tome un valor igual o menor que un valor especifico
x. [25]
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CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES DE TRABAJO.

la energia disipada en el proceso de forma irreversible [23]]. Las colas de la distribucion
pueden mostrar como las fluctuaciones afectan al trabajo realizado por el sistema, esto
porque las colas representan las regiones de la distribucién donde las probabilidades de
observar valores extremadamente altos o bajos no son cero. Ademds la forma y el ancho
de la distribucion de trabajo proporcionan informacién sobre la eficiencia del proceso en
la conversion de energia.

2.2 Distribucion de trabajo clasico.

Consideremos la funcién hamiltoniana de un sistema unidimensional sujeto a una fuerza
conservativa cuyo potencial depende de un pardmetro externo A [12]]

2

H(z,\) = 2% + V() (2.3)
que estd descrito en términos de las variables cdnonicas p y ¢ y que consta del término
cinético, mas un término potencial V' (), ¢), con M igual a la masa, y el pardmetro depen-
diente del tiempo de la forma A = Ay + vt, donde v es la velocidad con la que cambia
el sistema, A, es el parametro inicial. Para obtener la distribucién de trabajo es necesario
hacer algunas suposiciones adicionales. Primero, consideramos que en el sistema termo-
dindmico las superficies de nivel del Hamiltoniano forman curvas cerradas simples en
el espacio fase [12]. Esto porque simplifica el anélisis del comportamiento dindmico del
sistema, al proporcionar una estructura geométrica mas manejable para estudiar sus pro-
piedades dindmicas. Ademads, esta hip6tesis implica que las trayectorias en el espacio fase
estan confinadas a regiones bien definidas, lo que facilita la prediccién y el control del
comportamiento del sistema en diversos valores de los pardmetros del sistema. Al asu-
mir que las superficies de nivel del Hamiltoniano tienen ciertas propiedades geométricas,
se pueden derivar teoremas como el de Liouville que establece que la evolucién tempo-
ral de un sistema Hamiltoniano conserva el volumen en el espacio de fases implicando
que la densidad de estados en el espacio de fases se mantienga constante a lo largo del
tiempo [45]]. Puesto que que nos interesan los estados inicial y final del sistema y nos los
estados intermedios por los cuales el sistema se encuentra durante el proceso de quench,
es posible proponer que el tipo de proceso en términos estadisticos que estaremos traba-
jando es del tipo Markoviano [46]], es decir la probabilidad de que el sistema pase de un
estado a otro depende unicamente del estado actual y no de como se lleg6 a ese estado,
esta propiedad conocida como "falta de memoria” [46], es esencial para proponer que la
funcion que describe la distribucion de la variable de trabajo W, sea

PE(W) ~ / dE, / dEoP(E,|Eo)Pa(Ey), (2.4)

donde el indice C' denota que es la distribucién cldsica. Identificamos a P{ (E) como la
distribucién de probabilidad inicial que tomaremos en equilibrio como hipotésis, donde
Ey representa la energia inicial del sistema antes de que ocurra el proceso o quench, y
PC(E,|E,) la distribucién de probabilidad de que el sistema al final del proceso tenga
energia F. (donde 7 es el tiempo de quench y por tanto E, es la energia final), dado que
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inici6 con energia inicial Ey. Sin embargo se requiere agregar a la Ec. 2.4 una condicién
que garantice de manera ad-hoc que W = Ey — I/, dada nuestra definicion de trabajo,
para esto agregamos la funcion §(W — (E. — Ey)), de la siguiente forma

POW) = [ dB, [ dByP(E.|E)) PA(Bo)S(W — (E; - Ey), 2.5)

donde finalmente, sumamos sobre todas las configuraciones iniciales y finales posibles y
de esta forma la distribucién P¢ (W) seré 0 fuera del intervalo [E,, Ey] y 1 dentro de él.

2.2.1. Calculo de la distribucion de energia inicial.

Para calcular P{(E,) vamos a asumir que el sistema inicialmente fue puesto en contacto
con un bafio térmico a temperatura 7' por lo que la densidad de probabilidad en el espacio
de fase es P4(z) donde z = (p, ¢) es un punto especifico en el espacio fase [47].

1
Pa(z) =35 [ (2)d, (2.6)

donde p(z) es la densidad de probabilidad en el espacio de fase, y Vy el volimen funda-
mental El y representa la densidad de estados en el espacio de fase por unidad de volu-

men [47]], y que equivale a N

Vo = (27;@ 2.7)
El volumen fundamental en el espacio de fase estd en términos de A esto debido a que la
cantidad minima de volumen en el espacio fase relacionado con con el principio de incer-
tidumbre el cudl establece que AgAp > h/2, 1o que implica que hay una minima celda de
volumen en el espacio de fases que puede ser ocupada por el estado de una particula, esta
condicion asegura que se respete el principio de incertidumbre y, por lo tanto, cualquier
correspondencia entre las descripciones cldsica y cudntica serd fisicamente consistente,
ya que en la descripcion cudntica de un sistema, el volumen en el espacio de fase ocupado
por un estado estd directamente relacionado con la densidad de estados accesibles para el

sistema. La celda minima es AqgAp = 2xh [47],

N!
PA(?) = o / p(2)dN 2. 2.8)
Sacando el diferencial de la Ec.
N!
dPa(z) = Wp(z)dfwz, (2.9)

sin embargo en el espacio fase, la distribucion de probabilidad p(z) para un estado térmico
se puede expresar como

1
p(z) = ——e PHE), (2.10)
Za

?La cantidad minima de volumen en el espacio de fase que puede ser ocupado por el estado de un
sistema [47]].
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para § = kg% el inverso de la temperatura 7" del sistema, kz como la constante de Boltz-

man, Z 4 es la funcién de particion candnica, definida como
7, = / e PHE) 2.11)

donde la integral se toma sobre todas las variables del espacio canénico, H(z) es la fun-
cién Hamiltoniana del sistema. Sustituyendo la expresién [2.10en la ecuacién 2.9

N! N!

dPs(z) = Wp(z)dg‘]vz = We BH(Z) 3N 5. (2.12)
En equilibrio termodindmico, la energia promedio del sistema U se mantiene constante y
es igual al valor esperado de la energia total del sistema, es decir, U = (F). Y dado que
la energia promedio se mantiene constante, la funcién Hamiltoniana H (z) también debe
ser constante y igual a Fy [2]. Ahora la probabilidad de encontrar un sistema con energia
entre Fy + AFE) se obtiene si reescribimos la ecuacion anterior como,

NI
dPs(Fy) =

= ————e P d*N 2. 2.13
Z§(27rh)3N€ /EO<H(z)<E0+AE0 © 15

No obstante identificamos el niimero de microestados en la capa de energia de espesor L
como X(FE,V,N)

NI
S(E,V,N)= ——

d3N 2.14
(2mh)3N /EOSH(z)SE‘O—i-AEO = ( )

y por tanto la Ec.[2.13|queda

1
dPs(Eo) = Z—Ae—ﬂEOZ(E, V,N). (2.15)

Podemos calcular ¥(E, V, N) a través de la densidad de estados,

oY
E))dEy = —dE, 2.1
ga(Ey)dEy (9E0d 0, (2.16)

que describe como cambia el nimero de microestados con respecto a la energia y por
tanto nos dice como se distribuye la energia. En un sistema cerrado donde la energia se
conserva, la densidad de estados es no nula solo cuando la energia total del sistema se
encuentra en un estado especifico con energia Fj. Esto se puede escribir como,

ga(Ey) = 2/5(1% — H(z))dz, (2.17)

por lo que ahora podemos escribir a d P4 como,

L sm
dPA:Z—ge PEoy
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1
Py = —se "g4(Ey), (2.18)
Zg
Por otra parte y por conveniencia la densidad de estados g, (F) la escribimos como
10V(E,\)
E)y=——3""2 2.19

donde V(E, \) representa el volumen en el espacio de fase de todas las microconfigura-
ciones accesibles con energia £ para un sistema con un pardmetro A. La diferencia de
V(E, \) respecto a V), es que este ultimo es una cantidad fija y universal, independiente
del sistema especifico, y V(E, \) es especifico del sistema y depende de la energia .

V(E,\) = / d20(E — H(z,\), (2.20)

y O(F — H(z,\)) la funcién de Heaviside que impone que sélo se consideren las confi-
guraciones donde la energia es mayor o igual a H(z, \). Ademads para un sistema global
cerrado tenemos que F = H(z), de esta forma, podemos relacionar este volumen con el
area en la superficie de energia F.

V(E,\) = /dz@E H(z,\) //@E H((p, ), \))dpdg,

- / / dpdq = %{:E pdg, 2.21)

donde esta ultima igualdad se justifica utilizando el teorema de Stokesﬂy la conservacién
de la energia ya que esto ultimo implica que el movimiento del sistema se restringe a
la superficie de energia constante en el espacio de fase [2]. Esta forma de expresar el
volumen del espacio fase nos permite simplificar los cdlculos posteriores ademds, trabajar
directamente con la integral sobre la curva de energia constante eliminana la necesidad de
considerar la distribucién completa del espacio de fase.

2.2.2. Calculo de la distribucion condicional de energia.

Ahora queremos obtener una forma de calcular la distribucién de probabilidad condicional

PC(E, N Ey)

PC(ET|E0) = PC(EO> R

(2.22)

que se encuentra en términos de la probabilidad inicial PY(FEj), y de la probabilidad
conjunta P¢(E, N Ey)

PC(E, N Ey) = / / 9(E,, Bo)dzdz. (2.23)

3El teorema de Stokes relaciona una integral de superficie de la rotacional de un campo vectorial con
una integral de linea del campo vectorial a lo largo del borde de la superficie.

//VXA dS = Adr
as

Para el caso del espacio de fase, el campo vectorial A y el contorno 95 se interpretan como: A = (p, 0). [48]]
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Sin embargo la densidad conjunta (que es la que describe la probabilidad de que dos o mas
variables tomen ciertos valores especificos simultdneamente [25]]) se puede puede escribir
utilizando la condicion [23],

9(Er, Eo) = g(E-|Eo)g(Eo), (2.24)

por lo que sustituyendo en la Ec.[2.24]1a Ec.[2.23| tenemos,

POE N Ey) = [ [ gpa(B-|Ey)ga(Eo)dzdz, (2.25)

y utilizando la relacién Ec. [2.19)en la Ec. 2.23]tenemos ,

/QB|A(ET\Eo)dzT =0(E; — Hp(z:(20))), (2.26)

lo que elimina la integral de 2., para llegar a la forma clasica de probabilidad de transicion.

f5(E0 — HA(EO))(;(ET — HB(ZT(Z())))dZQ
PC(E,|E,) = (B = H.B) e : (2.27)

donde z,(zy) son las coordenadas del espacio fase al tiempo de quench T que dependen
de las coordenadas iniciales z.

2.2.3. Discretizacion de la distribucion de trabajo.

Puesto que hemos elegido convenientemente las energias cudnticas como las energias en
las que trabajaremos los casos cldsicos y cudnticos, requerimos discretizar el espacio fase
como se ve en el ejemplo de la Fig. [2.1] Procedemos a definir los intervalos de energia del
Hamiltoniano inicial H 4 que es el rango de valores de energia I que satisface.

mh<V(E,A) < (m+1)h, para m=0,1,2,... (2.28)

Esta relacion Ec. [2.28]sugiere que el volumen en el espacio de fase correspondiente a una
energia F estd cuantizado en unidades de A, y por tanto ahora la energia se escribird como
E“ donde A indica que estamos en la energia correspondiente al Hamiltoniano inicial H 4,
y m es indice que recorre cada nivel energético. Por tanto la ecuacién [2.21]en términos de
la energia E en el intervalo dado Ec. [2.28|es:

A _
V(E;, A) = ]2 . pdyq, (2.29)

esta integral se puede resolver utilizando la regla del punto medio en donde suponemos
que p es continua en [mh, (m + 1)A]. Si esto ocurre, entonces

mh+ (m+ 1)k <m+ 1) 5

V(E,, A) = ]iw pdg = =

5 (2.30)

De manera andloga, si ahora consideramos otro intervalo ya sea el n-ésimo para alguin
Hamiltoniano Hp y la correspondiente energia £, obtenemos:

B oy _nh+(n+1)h 1
V(E,, B) = ngpdq R <n+ 2) h, (2.31)

n
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Po

—2q —Qo

0

—Po

—2pp

Figura 2.1: Discretizacion del espacio fase del oscilador arménico [47].

donde ahora V tiene unidades del inverso de la energia, 1/J. Que el volimen del espacio
fase esta discretizado implica que también la densidad de estados cambia y por tanto la
ecuacion [2.19]se puede escribir como,

19
ga(Ep) ~ w;x = ga(Ep)0Eph ~ 0V, (2.32)

donde ahora g, (E4)6EAh representa el niimero de estados en un intervalo de energia
y por tanto es una cantidad adimensional. Por otra parte, regresando al intervalo en la

Ec.[2.28] restamos (m + 1)A,
mh—(m+1)h<V—-(m+1)h<0,

—h <8V <0,

5V > h, (2.33)

por lo que el cambio minimo en el volumen en el espacio de fase debido a un cambio en la
energia discreta es del orden de A proveniente de la discretizacion de la energia, por tanto,

1
SES ~ ,
" ga(ER)

cuando hay una densidad grande de estados cerca de una energia especifica, un cambio
pequeio en la energia discreta resultard en un cambio grande en el volumen en el espacio

(2.34)
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de fase. Aqui la Ec. §E4 es el ancho del m-ésimo intervalo de energia de H 4.
Para una funcién suave f(Ey) el teorema del valor medio nos diceEl

[ dBof(Ey) = 0L F(ELD). (2.35)

por lo que utilizando la Ec.[2.34]en la Ec. [2.35] se tiene,
1
ga(En)

Empleamos ahora este resultado para obtener las coordenadas z, pertenecientes al Hamil-
toniano H 4 dentro del intervalo m-€simo intervalo, sustituyendo la relacion en la Ec. m
correspondiente a la densidad de probabilidad P(E%),

[ aBof () ~ fF(ED). (2.36)

Pa(Ep) _ e PPnga(Ep)
9a(ER)  ZGga(E])

PS(m) = /m dEoPa(Ey) ~

e~ BER

zZ§
Puesto que la probabilidad se obtiene integrando la densidad de probabilidad, tenemos que

la probabilidad condicional de terminar en el n-ésimo intervalo de energia (E2), dada la
energia inicial representativa del m-ésimo intervalo (E7}) es,

PS(m) = /m dEoPa(Ey) ~ (2.37)

PC (n|m) = / dE, PC(E,|Ey = EA) = 6EB PC(EB|EX), (2.38)

para 6 EP ~ 1/g5(EP) (donde este resultado es el andlogo al que se obtuvo para §E7}),
obtenemos finalmente que,

PC (n|m) = / dE, PC(E,|Ey = EY), (2.39)

P%(n|m) =~ PY(EBIED), (2.40)

1
9s(E7)
donde PY(n|m) es la probabilidad de transicién clésica, o la probabilidad de que las
trayectorias que evolucionan desde las condiciones iniciales tomadas de un muestreo con
energia £, en algtin tiempo de quench t = 7, algunas de ellas se encuentren en el
intervalo de energia [EZ, EZ . Por lo tanto la distribucién de trabajo clésica se puede
reescribir como la suma de los intervalos de energia inicial (m) y final (n),

PeW) =X [dE, [ EyPO(E,|E)PS(E)O(W — (B, — Ey)),

~ Y [dE, [ BPO(E|E)PS (E)o(W — (B — EA),

#“Teorema del valor medio: f; f(z)dx = (b—a)f(c) [48]
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PE(W) =y~ PC(nlm)Pg(m)d(W — (E; — E}\)), (2.41)

donde se ha identificado que:
| dEsPS (Ey) = P (m), (242)

/ dE, PC(E,|EA) = PC (n|m), (2.43)
son las probabilidades inicial y de transicion entre capas de energia para el caso cldsico
respectivamente.

2.3 Distribucion de trabajo cuantico.

La contraparte cudntica del cédlculo de la distribucion de trabajo se obtiene considerando
que el Hamiltoniano cldsico Ec. 2.3] sufre el reemplazo de las variables de posicién ¢ y
momento ¢ por el de sus operadores hermiticos correspondientes

A2

H(N) = S+ A4, (2.44)
La funcién de onda nos proporciona informacion sobre la distribucion espacial del siste-
ma en un momento dado. Esta funcién puede expresarse como v(q,t) = (q|u;), donde
|1;) es el estado cudntico del sistema en el tiempo ¢, representado como un vector en un
espacio de Hilbert, en la base de posiciones §|q¢) = ¢|gq). Cuando el sistema experimen-
ta un cambio, esta evolucion estd descrita por la ecuacion de Schrodinger. Aplicando el
Hamiltoniano inicial sobre sus propios estados y valores, y después del quench, sobre el
estado inicial que suponemos es un estado térmico en los eigenestados del Hamiltoniano
inicial, obtenemos los eigenestados y eigenvalores del sistema.

O (q) = (qlod),  Halol) = EA|pd), (2.45)
oB(q) = (q|¢B),  Hp|pP) = EB|¢D), (2.46)

en donde los indices m y n representan los diferentes niveles de energia que se pueden
medir en los estados inicial y final, respectivamente, del sistema cudntico.

El trabajo realizado se puede determinar mediante una medicidén proyectiva del estado
inicial H A(t = 0) devolviendo E4, y como estamos considerando fluctuaciones para el
estado final, entonces la otra no es una medicidn proyectiva sino es el estado evolucionado
al tiempo de quench Hp(t = ) se obtiene E5.

W =E}—Ep}, (2.47)
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Puesto que el sistema es el mismo que se describe en la distribucién de trabajo clasico
como se vio en la Sec.[2.T] la distribucién de trabajo cudntico se puede suponer de manera
ad hoc como

PO(W) =3 POn|m)PE(m)s(W — (B — Ej)). (2.48)

n,m

En la ecuacién[2.48] se observa una igualdad que contrasta con el caso cldsico en[2.41]esto
se debe a que, en el caso cldsico, se realizaron varias aproximaciones para cuantizar las
energias cldsicas y establecer asi la correspondencia con el sistema cudntico, sin embargo
aqui es claramente inncesario hacer algtina aproximacion. Es debido a esta corresponden-
cia que vemos en que esta conformada por la probabilidad de transicién P%(n|m),
la probabilidad inicial P$(m), y por la condicién §(W — (EZ — EA)Y).
Sin embargo para calcular estos elementos mencionados de la distribucion de trabajo se
procederd comenzando con la probabilidad inicial Pff(m). Al inicio del proceso la parti-
cula se encuentra en contacto con un bafo térmico que permite que el sistema se encuentre
en un estado de equilibrio térmico. Esta interaccién con el entorno hace que la informa-
cion sobre el estado cudntico exacto de la particula se pierda, lo que resulta en un estado
cudntico mixto [[10]. Como resultado, se requiere una descripcion estadistica en términos
de un estado mixto para representar la variabilidad de los estados posibles. La matriz de
densidad de un sistema en equilibrio térmico contiene informacién sobre las probabilida-
des de encontrar la particula en diferentes estados cudnticos posibles. Es decir representa
la distribucién de probabilidad de los estados cudnticos del sistema en equilibrio térmico,
y esta definida por la ecuacion de Boltzmann-Gibbs,

e oMl 2.49
" ey o
donde
Tr(e ) = Y {gnle ™ lon) = 3 e P (onlon). (2.50)
_ Z@—,BE;;‘I _ Zj?_ (2.51)

donde Zg es la funcion de particion. Queremos ver el valor esperado de la matriz de den-
sidad que describe el estado de equilibrio térmico en cada eigenestado del Hamiltoniano
inicial, y por tanto tendremos que la probabilidad es,

P§ = (¢i]plon),
1 ~
= (o WZ‘?*BHAW@’
A m
1 ~
= ol ol > e Ay, (2.52)
A m

Aqui la suma corre sobre todos los posibles eigenestados del Hamiltoniano Hy y E4 sus
correspondientes autovalores. Por lo tanto la probabilidad inicial es simplemente
e~ BER

P8 (m) = Za (2.53)
A
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Una vez obtenida la probabilidad inicial el siguiente paso es el cdlculo de la probabilidad
de transicion de obtener el enésimo estado propio de Hp al realizar la medicién, dado que
se parti6 del m-ésimo estado propio de H 4.

P2 (n|m) = [(¢5|U.|¢2) 2, (2.54)

donde U; es el operador de evolucién temporal en términos del tiempo de guench. El ope-
rador de evolucién describe como cambia el estado de un sistema cudntico con el tiempo,
de la forma |W(t))g = U;|¢2). La evolucién temporal del estado inicial se describe en
la representacion de Schrodinger, donde los estados del sistema son vectores de estado,
debido a que son vectores en un espacio de Hilbert, y que evolucionan en el tiempo de
acuerdo con la ecuacién de Schrodinger.

0 ~
i W(t))s = H ()W (0)s, (2.55)

con H = Hy+ H' (M), y donde el subindice S indica que estamos en la representacion de
Schrodinger, Hy es el Hamiltoniano sin perturbar y H' es el Hamiltoniano perturbado. Se
puede reescribir la Ec. [2.54 como

PO(njm) = [(7|Uilém)* = [{on [W(¢)s - (2.56)

Resolver un problema cudntico de un sistema que depende del tiempo es dificil debido
a que para la mayoria de los sistemas explicitamente dependientes del tiempo, las solu-
ciones exactas de la ecuacion de Schrodinger no estdn disponibles. Ademas debido a la
dependencia temporal los sistemas pueden tener interacciones que cambian de manera
compleja con el tiempo, lo que hace dificil encontrar soluciones exactas.

La imagen de interaccién, también conocida como representacion de interaccion o repre-
sentacion de Dirac, es una de las tres principales representaciones en la mecanica cuantica
(las otras dos son la representacion de Schrodinger y la representacion de Heisenberg), y
es especialmente ttil para trabajar en sistemas que tiene dependencia temporal, esto por
que en la imagen de interaccion, se sepa la evolucion temporal debida a la parte libre del
Hamiltoniano (que es tipicamente mas facil de resolver) de la evolucion temporal debida
a la parte de interaccién (que es la perturbacion dependiente del tiempo). Ademas en esta
representacion, se pueden utilizar series perturbativas para manejar la parte de interaccion
del Hamiltoniano [[11]].

Definimos ahora la funcién de onda dependiente del tiempo en la imagen de interaccién
(subindice ) en términos del operador inverso de evolucién Uy y del estado en la repre-
sentacion de Schrodinger ( subindice S) [11]],

(W) = Ug W(1))s = e/ MW (1)) s. 2.57)

Donde Uy ! es el operador inverso de U, que en este caso corresponde a ¢'0t/" para H,,

el Hamiltoniano no perturbado del sistema. Derivamos y multiplicamos por i/ la ecua-

cion 257,

) N o )
z’h§|\lf(t)>1 = — Hyeot W (t)) g + e’HOt/h’ihahll(t)) s, (2.58)
= — Hoe oW (8)) g + e Hy + H'(A) [T (1)) s, (2.59)
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= M ()W (1)) s, (2.60)

pero de la ecuacion sabemos que:

[W(t))g = e UM (1)), 2.61)

por tanto,
L0 iH Fr —iH —1 ¢y
iho |U())r = e (\)e W () = Uy H (A To [ W (1)) 1 (2.62)

En la imagen de interaccién, el Hamiltoniano perturbado A’ (\) se relaciona con el Ha-
miltoniano total H () a través de la transformacion unitaria Uy de la siguiente manera:

H\) = Uyt H' (N Uy,

Aqui, H (M) es el Hamiltoniano total en la representacion de Schrodinger, que depende
de un pardmetro \. Puesto que H (A) es una perturbacion pequefia sobre Hy, entonces
la energia F/(\) asociada con el estado |W(t)); en la imagen de interaccién se puede
aproximar como el valor esperado del operador Uy H'(A)Uy, es decir,

E(\) = (¥(6)|Us "H' (N Uo| ¥ (t)),
y por tanto.
& W), = B (), 2:63)
Por otra parte resulta util introducir el operador de evolucién en la imagen de interacciéon

(W () = U@)[¥(0))r, (2.64)

por lo que |¥(t)); en la imagen de interaccién es una forma de expresar la evolucién tem-
poral de un estado |¥(0)); que en este caso es el mismo que en la imagen de Schrodinger
|W(0)); = |¢7t) y donde U(t) es el operador de evolucién temporal que es solucién a la
ecuacién de Schrodinger. Por la ecuacion [2.63] vemos esta representacién también satisfa-
ce la ecuacién de Schrodinger, por lo que el operador U () también,

0
ihaU(t) = ENU(t). (2.65)
Como nos interesa saber quien es U (t) necesitamos resolver [2.65] para esto tenemos que
se puede escribir como una ecuacién integral

Uty =1- - /0 "EO)U (), (2.66)

y la reconocemos como una ecuacion autoconsistente por lo que sustituimos U (t) enm
obteniendo
—1

h )2 /ot dty /Otl dts E(\, )U (t1) E(Ay)U (). (2.67)

Ut)=1- 4 / t E()\)U(t’)dt’Jr(

0
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Haciendo este procedimiento iteradas veces tendremos

—1 kot t1 tk—1
U(t):];)(h) /Odt1/0 dt2.../0 A EO)EO). . EQw),  (2.68)

y donde esta expresion esta ordenada temporalmente. Ademds notamos que la expre-
sién es la serie de la funcién exponencialﬂ por lo que finalmente se obtiene,

U(t) = exp (_hZ /Ot E()\)dt’) = exp (_hw) : (2.69)

t
y = /0 EO)dt, (2.70)

donde v es la fase dindmica y determina el promedio de la evolucién paramétrica para
cada uno de los niveles energéticos de F'(\). Puesto que ya se tiene la forma de calcular
el operador de evolucion U(t), procedemos ahora a escribir al estado del sistema |V (t))
como como una combinacién lineal de los eigenestados |¢-) del Hamiltoniano no pertur-
bado Hy, donde los coeficientes de expansion ¢y () que representan la funcién de onda en
una base especifica del espacio de Hilbert, evolucionan en el tiempo y estdn determinados
por la dindmica del sistema,

=Y em(t)U( Zcm )y, Q2.71)

multiplicando por (q|,
U(t,q) = (q|¥(t) Z cn(8)el 77 ) (glgh), 2.72)

sustituyendo en la ecuacién de Schrodinger,

i (Zcm q\aﬁf»):Z<ﬁo+HfiA>>cm<t>e<i€m><q\¢ﬁ>, (2.73)

m

S en(En — Ep)elT7) (glo?) = Zcme () (g2, (2.74)
multiplicando por (¢p2|q)etrm,
S (B — En)eCTR) (6219) (gl 02) zcme P GAH (N|6R),  (275)

. <¢A|HI( )|¢A> —i(Ym—"n)

o n iGm=m)e, 2.76
‘ ngn Em - E” ‘ ( )
con la condicién ¢, (0) = 0,,,. Por tanto resolver la ecuacion diferencial nos permite

escribir la probabilidad de transiciéon como,

P2(nlm) = [(¢, [U(T)|i) [ = [ [P (D) = lea(T) . (2.77)

Y es esta ultima igualdad la que se utilizard para calcular la probabilidad de transicién por
su forma simple, ya que ahora estd todo en términos de los eigenestados de la base del
Hamiltoniano no interactuante,

PQ(n|m) = lea(7)]?. (2.78)

>Sélo si el Hamiltoniano conmuta consigo mismo a tiempos distintos [T
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Capitulo 3

Oscilador armonico.

Puesto que nuestro anélisis requiere determinar la distribucién de probabilidad de la ener-
gia inicial, elegimos de manera conveniente las energias cudnticas asociadas al caso clasi-
co para realizar el muestreo. Como el Hamiltoniano depende de la posicién y el momento,
H(q, p), resulta conveniente trabajar en la base de Fock. La base de FockEl €s un conjunto
de estados ortogonales |n) en el espacio de Hilbert. Esta base permite describe los dis-
tintos estados de ocupacion del sistema, es decir, los estados que contienen diferentes
cantidades discretas de excitacion o cuanta de energia asociadas a esa particula, La elec-
cion de esta eleccion facilita una conexion natural con el sistema cldsico, ya que la base
de Fock, aunque cudntica en esencia, permite representar los operadores de posicion y
momento en términos de a' y @, que tienen contrapartes cldsicas bien definidas dadas por
la relacion

j= 27;4(a*+a), p=i Aéh(eﬁ—a), 3.1)

y obtenemos sus valores esperados tanto de la posicion ¢ y momento p como de sus
cuadrados §2, p? respectivamente.

[ h
(nldlm) =/ 577 (Vmdnm-1 + VI + 10nmi1) (3.2)

( (1m0 + )02+ (2m + 1) +1/(m + 1) (m + 2)5,1,%2) ,
(3.3)

h
(n]@*Im) = B

'Propiedades de ortogonalidad y completitud de la base de Fock:
Los estados de Fock son ortogonales y forman una base completa en el espacio de Hilbert:

(n|m) = dmn,

donde 0,,,, es la delta de Kronecker.
La completitud de la base se expresa como:

Y In)(m| =1
n=0

donde I es el operador identidad en el espacio de Hilbert [11].
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hM
(nlplm) = iy =5~ (Vi + Tusmin = Vb)) (3.4)

hM
() = == (m(m + Dbum-z = @m+ Do + /(0 + Dm+ Dnsa )

(3.5)

Esto permite que obtengamos una ecuacién para la energia inicial

<f{0> = E;‘w

3.1 Solucion del oscilador armonico estaciona-
rio.

En la seccién2]se trabajé con la forma general del sistema que se utilizard en esta tesis. El
Hamiltoniano que estaremos trabajando en esta tesis es el oscilador arménico dependiente
del tiempo, y para esto utilizaremos métodos nimericos para aproximar el comportamien-
to del sistema a lo largo del tiempo.

2

H(t) = 2an FAR A=A+t (3.6)

Antes de comenzar el analisis, requerimos definir las constantes y parametros que utiliza-
remos a lo largo de este trabajo. Para empezar la constantes serdn: La constante de Planck
reducida i = 1, definirla asi implica que trabajaremos en unidades naturales, haciendo
que otras constantes fundamentales también se igualen a 1, como lo es la constante de
Boltzmann kp = 1. Ademds esto también nos permite tener las unidades de las variables
involucradas (como posicién, momento, energia y temperatura) ajustadas automaticamen-
te para mantener la consistencia dimensional. La masa m = 1/2 [kg] y el valor inicial del
pardmetro de control Ay = 1 [J/m?], donde J es Jules. Para el caso de los pardmetros
utilizados tendremos: el tiempo inicial del proceso t = 0.0 [s], la temperatura 7' = 3 [J],
la energia inicial Ej, un tiempo corto de observacion del quench 7 = 0.1 [s] y la velo-
cidad del proceso v = 10 [J/m?s|. Sin embargo, en este caso la velocidad y el tiempo
del quench basicamente son el mismo pardmetro puesto que estamos considerando una
evolucion temporal lineal del parametro. Al inicio del proceso ¢ = 0.0 el sistema se en-
cuentra en un estado de equilibrio térmico H 4 debido al contacto con el bafio térmico a
temperatura T. Esto nos dice que las condiciones iniciales del sistema estdn dadas por la
distribucién de equilibrio Ec [2.37] Por lo que una vez que el sistema ha sido perturba-
do y el Hamiltoniano ha cambiado la evolucién temporal del sistema estd gobernada por
el nuevo Hamiltoniano Hpz con un pardmetro A modificado, y cémo ya pasé el tiempo
del quench, el problema no es explicitamente dependiente del tiempo, lo que nos permite
hacer que esta evolucion quede determinada por las ecuaciones de Hamilton dadas por:

. _OH p
q= 67]) = M7 (3.7)
p= il = —2)q, (3.8)
dq
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las cuales nos dardn la evolucion temporal del sistema en términos de su energia y de las
variables de posicién y momento.

3.2 Calculo de la distribucion condicional cla-
sica.
Con la obtencion de las energias, es posible obtener todos los elementos que componen

la Ec.[2.41] comenzado con la probabilidad inicial P4 (m) la cual se muestra grafica-
mente en la figura[3.1]

0.5F

T=3

0.4;

Pa(m)
o o
&

0.1¢ k

0.0L . : : : ]

0 50 100 150 200 250
m

Figura 3.1: Probabilidad térmica inicial en funcién del nimero cudntico m para el oscila-
dor arménico, donde se seleccioné como ejemplo la temperatura T= 3.J.

En la cual hemos elegido el valor de la temperatura como la energia del estado base, es
decir para m = 1, F4 = 3, esto tiene varios propositos. El primero para quenches que
inician con baja energia y luego ver como se distribuye la energia en el espectro. Y el
segundo proposito esta relacionado con la convergencia de la base de Fock, ya que esta
base no estd acotada, entonces se requiere un truncamiento, lo cudl implica recortar el
espacio de Hilbert. El truncamiento es mds facil de gestionar si la poblacién inicial es de
baja energia. Véase apéndice [A]

El siguiente paso para calcular la distribucion de trabajo clasica P(WW) consiste en obtener
la probabilidad de transicién cldsica Ec. [2.40]

5 B Ay J 0(Eo — Ha(Ey))6(Er — Hp(2:(20)))dzo
PREEn) = gB(EB) [ 6(Ey — Ha(Ey))dz

1
C ~
P )

n

(3.9)
c ~JO0(Eo — Ha(Eo))0(Er — Hp(2:(20)))dz0
Prnlm) = == B [ 6(F0 — HaB))dze (3.10)
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en la cual se ha sustituido la Ec.[2.27]en la Ec. 2.40] Resolver las integrales en la Ec. [3.10]
se vuelve tarea complicada porque tanto en el numerador como en el denominador aparece
el término 0(Ey — H(zp)) el cual en principio se puede obtener facilmente ya que pode-
mos obtener una expresion para el Hamiltoniano evaluado en 2y, y conocemos la energia
inicial Ey. Es el término §(E, — H(z.(29)) el que presenta dificultades, la energia final
E. puede ser obtenida nimericamente al evaluar (H), pero Hamiltoniano H.,(z,(z)) no
puede ser evaluado ya que no hay soluciones analiticas de las ecuaciones de hamilon que
nos brinden expresiones para z,(2o) debido a la presencia del factor dependiente del tiem-
po incluido en el pardmetro A que ainque lineal en ¢, agrega complejidad a la dindmica
del sistema. Por lo que una forma de sortear este el problema radica en mirar la dindmica
desde la perspectiva de las trayectorias en el espacio fase.

Dado que la energia del sistema se conserva suponemos que el sistema forma curvas
cerradas [47] las cuales de forma general serdn elipses, sin embargo para nuestro caso
particular en el que tomamos la masa /M = 1/2 y un frecuencia inicial unitaria. esta elip-
se es de excentricidad 0, es decir un circulo, en el espacio bidimensional.

Algo importante de mencionar es que, como se vio en la seccién [2.3]las trayectorias en
el espacio fase son funciones continuas en el tiempo, conformadas por los momentos dis-
cretos en los que se registran los estados del sistema. Estos momentos no implican que
las trayectorias sean discontinuas, sino que reflejan los instantes especificos en los que la
evolucién temporal del estado inicial alcanza nuevos valores de energia y que para fines
practicos llamaremos puntos a lo largo del trabajo.

Zt
Eo Ef

PT

p p

Figura 3.2: a) Conjunto de condiciones iniciales {zy} que conforman la capa de energia
FEy. b) Evolucién dindmica de las condiciones iniciales después del quench {z;} en las
cuales algunos puntos de ella se intersectan con la capa de energia final £y, esta intersec-
cioén de los puntos con F; llamaremos PT'.

Vamos considerar que para el andlisis de las probabilidades de transicion el nimero de
niveles de energia serd de nm = 250 el cual serd nuestro truncamiento y tomado como
punto de comparacion con el articulo de Jarzynski [12], y ademds que la energia inicial
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es la del estado base Eil; = FE, = 301.0 del sistema cuéntico correspondiente para
los valores de los pardmetros elegidos (M = 1/2, v=10, h = 1, A\ = 1), en la escala
adimensional de energia. Esto nos permite tener un conjunto de coordenadas {z,}, que
conforman a la capa de energia E, lo cual se ve representado en la Fig.[3.2](a), y en la
que se han simulado un total de puntos N, = 2000 en ella. El conjunto de {2} son a
su vez las condiciones iniciales elegidas para resolver las ecuaciones y las que por
medio de la resolucién de las ecuaciones de Hamilton evolucionan formando trayectorias
suaves que no se cruzan entre si, segin el teorema de Liouville [49]. Algunas de estas
trayectorias z; evolucionan hacia esa capa de energia F, provocando que algunos puntos
PT de la trayectoria pasen por la superficie de energia en algiin instante de tiempo [3.2]
Por lo que contabilizar el nimero de puntos que caen N, en E dividido entre el total de
puntos muestra [V,, nos darfa la probabilidad de transicion P(n|m) clasica. Por lo que éste
método es la forma alternativa de calcular las integrales presentadas en la Ec. [3.9] Para
obtener P(n|m) fijamos un tiempo el cual serd el tiempo de quench o de observacion en 7
en donde estamos interesados en conocer la probabilidad de transicidn, es en este tiempo
donde observamos las soluciones obtenidas de las ecuaciones @ de la forma siguiente,

Pr(7)/2M + A\-qi(7) = {E(7) }, (3.11)

Aqui el subindice £ indica que la evaluacion al tiempo 7 se da para todo el conjunto de
soluciones. Como también se requiere construir los intervalos de energia para construir
el histograma Sec ?? el cual de manera equivalente da la probabilidad condicional de
transiciones entre energias elegimos el maximo valor de {F(7)}; y un 6E, elegido a
conveniencia y a la suma de ambos lo denominaremos como E; = Max[{E(7)}x]+0E..
A continuacion elegimos a la energia minima F_, para ella elegimos el valor de la energia
inicial que se encuentra dentro del conjunto E“ y un pequefio F_ elegido también a
conveniencia £~ = Fjy + 0 E_, ademds necesitamos definir la diferencia de energia entre
cada intervalo dF asi como el nimero de intervalos de energia n £/ basados en las energias
E_y E,. Con las energias minima y mdxima definidas, imponemos una condicién, en
donde se verifica que si algunos de los los puntos k de { E(7)} estd dentro del intervalo
[E_, E.], entonces este punto se guardan, y esto se repite para cada uno de los k. A esta
coleccion de puntos que se k£ que cumplen la condicién los llamamos N, y por tanto a
estos los dividimos entre el total del nimero de puntos /NV,,, ddndonos la probabilidad de
transicion que se observa en la Fig.[3.3]

N, Niimero de puntos en E

= . 3.12
N,  Numero total de puntos muestra (3.12)
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0.15} ' t=0.026,v=10
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Figura 3.3: Probabilidad de transicidn cldsica para el oscilador arménico a diferentes tiem-
pos para la energia inicial £y = 150, y que esta representada en la linea punteada azul.

La probabilidad de transicion cldsica se muestra en nos muestra una asimetria en los picos
de probabilidad en la cual el primer pico correspondiente a la energia inicial £ es el més
probable y a continuacién esa probabilidad disminuye y vuelve a crecer alrededor. La
eleccion correcta tanto del intervalo de energia [E_, E'y] asi como de la diferencia entre
energias dI se veria reflejada en la probabilidad de transicidn, y es que si no se eligen
adecuadamente estos valores, la probabilidad de transicion puede sufrir un desplazamiento
hacia la izquierda haciendo que estd no inicie exactamente en la condicion inicial, lo que
indicaria que el primer pico de la probabilidad de transicién se encuentra antes de la
energia inicial Fig. [3.4] Ademds la mala eleccién estos pardmetros, puede ensanchar la
distribucion a regiones de energia que no estdn disponibles.

3.2.1. Discusion

Necesitamos explorar la probabilidad de transicion energética como funcion de la energia
dado que esté objeto se requiere para el calculo de la distribucién de trabajo P(1/), por
ende realizaremos el muestreo sobre otras energias iniciales y adicionalmente modifica-
remos alguno de los pardmetros como la velocidad del quench. Para esto vamos a probar
dos energias iniciales arbitarias, una de energia baja £y = 101 y otro de energia alta
Ey = 361, correspondientes a los niveles de energia m = 50 y m = 180 respectivamente.
Utilizando ambas energias vemos en las figuras en [3.4]las probabilidades correspondien-
tes.

En la probabilidad de transicion cldsica buscamos la forma de U o también conocida como
bimodal. Esto se debe a dos razones. La primera es la naturaleza simétrica y parabdlica del
potencial del sistema. La distribucion de la probabilidad depende de como la energia se
intercambia entre energia cinética y potencial a lo largo de la oscilacién. Esta oscilacion se
produce porque la fuerza restauradora (derivada del potencial) actia sobre la particula. En
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cada ciclo de oscilacién, la energia cinética y la energia potencial se intercambian conti-
nuamente. A medida que la particula se mueve hacia regiones de mayor energia potencial
(los extremos de la oscilacién), su velocidad disminuye, lo que aumenta la probabilidad
de encontrarla en esas regiones.
La segunda causa se debe a que los estados mds probables corresponden a la energia
inicial y final. Al inicio del proceso, el sistema se encuentra en un estado de equilibrio
térmico con una energia bien definida F 4, lo que significa que la probabilidad de encon-
trar el sistema en este estado inicial de energia es alta. Cuando el sistema sufre un guench,
el Hamiltoniano cambia y la energia del sistema pasa a estar descrita por un nuevo Ha-
miltoniano Hp con una energia diferente £'z. Por lo que si observamos la probabilidad
de transicion vemos que la probabilidad es alta cerca de F 4 luego disminuye y vuelve
a aumentar cerca de E'p, creando una forma de U en la gréfica de probabilidad versus
energia. Para la condicién de baja energia encontrar la forma bimodal de la distribucién
se logra evaluando en tiempos no tan cortos (7 > 0.01) esto porque a tiempos menores
de (7 < 0.01), el sistema atin no tiene tiempo suficiente para explorar completamente
el espacio de estados y las transiciones tienden a ser entre estados cercanos en energia,
formando una distribucion modal (un sélo pico o modo). Mientras que para la condicién
de energia alta es mds facil encontrar esta forma bimodal a tiempos cortos, esto se debe
a que una mayor energia inicial proporciona mds energia para distribuirse rdpidamente
entre los estados disponibles, permitiendo que el sistema realice transiciones entre niveles
de energia con mayor rapidez.

Si ahora aumentamos velocidad del proceso a v = 50 las probabilidades de transicion se
ven como en las figuras [3.4] en donde se han utilizado las mismas condiciones iniciales
mencionados anteriormente y los mismos tiempos que se ven en [3.4] Esto nos permite ver
que el aumento en la velocidad lleva al sistema a distribuirse por las capas de energia mas
altas, aumentando la distancia entre los modos de la distribucion.
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Figura 3.4: Probabilidades de transicion cldsicas para distintas energias iniciales Fy =
101 y £y = 361 (correspondientes a las energias de los niveles m = 50 y m = 180
respectivamente) y velocidades del quech. En las Figs. a) y b) observamos P(n|m) para
v = 10. Mientras que en las Fig. ¢) y d), P(n|m) esta dado para v = 50. La energia inicial
estd representadas por lineas puntedas azules.

3.3 Calculo de la distribucion condicional cuan-
tica.

Dado que las energias utilizadas en el cdlculo de la probabilidad inicial cldsica son las
mismas que las energias cudnticas, no es necesario recalcular la probabilidad inicial cudn-

tica. Es por esto que nos moveremos directamente a calcular la probabilidad de transicién
cudntica del oscilador arménico, para esto requerimos volver a la Eq.[2.76|

n — —————Cp, 4 n 5 3.1
‘ k#n k n o ( )

En ella identificamos |¢,) como los eigenestados del hamiltononiano estacionario |n).

Las eigenenergias E,, y E) obtenidas, por lo que para resolvera la Eq. [3.13 necesitamos
identificar que la parte interactuante del Hamiltoniano H'(t) es

H = v, (3.14)
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Toda la informacidn sobre la probabilidad de transicidn se encuentra en la perturbacion.
Esto hace que la Eq. [3.13]se convierta en

2
n=—vY giq_@i eim =), (3.15)

m#n

Para resolver la Eq. [3.13] necesitamos conocer la fase acumulada

t
Yn(t) = /0 E,(t"dt'. (3.16)

Esta integral serd la encargada de darnos la evolucién paramétrica de un sélo nivel. Y
aunque en principio parece una integral sin demasiada complicacion, presenta un proble-
ma técnico pues el limite superior depende del tiempo. Resulta conveniente realizar una
aproximacion, y el primer paso es cambiar la integral por una suma de Riemman en el in-
tervalo [t;, t ¢, At] con pasos At, para calcular 7, (), Sec. 22. Dada la dependencia lineal
en t de la Ec. [3.16] procedemos a realizar un ajuste lineal sobre los logaritmos del tiempo
y de la suma de Riemman por lo que el modelo lineal ajustado es de la forma

In(vn(t)) = In(A,) + Byt. (3.17)

Donde A, y B, son los coeficientes asociados a la ordenada al origen y a la pendiente
respectivamente, esto permite que al tomar la exponencial en ambos lados de [3.17] obte-
nemos finalmente

Y (t) = ApePrt. (3.18)

La cual esta representada en la Fig.[3.5] En ella podemos ver como al tiempo ¢ = 0.0 todos
los niveles de energia corresponden al del estado estacionario. Para el caso especifico de
estudio el valor mdximo de fase acumulada se da en n = 1 al tiempo ¢ = 0.1 y toma
el valor de 7;(0.1) = 68.78 y por debajo de este valor evolucionan los demas niveles
energéticos, esto se ve ya que al avanzar el tiempo los niveles de energia se van separando
de dos en dos, es decir los niveles 1, y 2 estdn proximos entre si, después se separan de
los siguientes niveles 3 y 4 los cuales también se encuentran muy cerca uno del otro, y asi
sucesivamente. Este tipo de comportamiento es producto del hecho de que (n|¢?|m) = 0
cuando las paridades de n y m son diferentes, por lo que solo se producen transiciones
entre estados de la misma paridad [12]. Una vez obtenida ~,(¢) es posible resolver la
ecuacion diferencial, esto observando que es de la forma

2
én - Mcm, M = — Z _<E/n,|q|/)nE>e_i('7m—'7n)7

m¥#n M

(3.19)

con la condicién inicial ¢y = 150, la cual es la energia inicial correspondiente al nivel
m = 150 y que es la misma energia inicial tomada para el caso cldsico. Haciendo esto es
posible observar los coeficientes ¢, (¢) en la Fig. en el cual se muestra las probabilidad
asociadas a encontrar al sistema en el estado estacionario en algun instante de tiempo
después del quench, esto se da porque la distribucién es bimodal, y aparece tanto un limite
maximo como un minimo de energia, entre los que la dindmica distribuye sus oscilaciones.
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Figura 3.5: Fase acumulada +,(¢). La Fig. a) muestra esta evolucién a lo largo de todo
el tiempo del proceso, sin embargo a simple vista se observan que los niveles se tocan
entre si, causando degeneracion y agregando por tanto mds complicacién al calculo, sin
embargo si se hace un acercamiento al tiempo Fig. b) se observa que no se tocan entre si
los niveles excepto en el tiempo t=0.0

1.01 v=10,64=150,n=250]

0.8}

0.6}

lca(t) |2

0.4;

0.2

0.08 0.10

Figura 3.6: Evolucién temporal de los coeficientes |c,(¢)|?. La solucién en verde y que
comienza en un valor |c,(t)|> = 1 es el coeficiente de expansion para la energia inicial
co = 150. Mientras que los demads coeficientes de expansion representados en diferentes
colores, constituyen la de probabilidad de que el sistema transicione a otros estados dife-

rentes del inicial.

En este caso se observa en la Fig. [3.6] que hay oscilaciones, en donde a probabilidad de
ocupacion del estado estacionario aumenta o disminuye periodicamente pero siempre de-
crece en el tiempo. Ademds si se analiza cada uno de los ¢, coeficientes se encuentra
que es a partir de n = 72 que la probabilidad comienza a ser diferente de 0. Es apartir
de n = 72 que P(n|m) = 0 cuando n — m es impar, indicando que solo se producen
transiciones entre estados de la misma paridad bajo la Eq. [3.19[12]].

Finalmente es posible obtener la probabilidad de transicién entre energias [3.7} Para esto
fijamos algtin tiempo dentro del intervalo de evaluacién y evaluamos ¢, (7) observando
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0.10} |t=0.026,v=10
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n

Figura 3.7: Probabilidad de transicion cudntica para el oscilador arménico, en funcién de
los niveles de energia, donde la linea vertical azul representa la condicién inicial.

la probabilidad de transicion del sistema en funcién de los niveles de energia, en el cual
se muestran patrones de interferencia resultantes de la evolucién cudntica unitaria, en los
que sobresalen ademas dos regiones en las que existe una mayor probabilidad de transi-
cionar, en primero lugar el primer pico corresponde a que el sistema se mantenga en la
misma energia y el segundo a que transicione a energias mds altas, por lo que cada regién
podria estar asociado con una region especifica entre los estados inicial y final donde la
perturbacién es especialmente efectiva.

3.3.1. Discusion.

Ahora estudiaremos la dependencia de la probabilidad cudntica condicional en la veloci-
dad y las diferentes energias iniciales, tal como lo hicimos con el caso clasico, comenzan-
do con el cambio que tiene la evolucion de 7, (¢) al incrementar la velocidad con la que
se modifica el sistema a v = 50. Este cambio se puede apreciar en la Fig. [3.8] en el cual
vemos que hay un crecimiento importante para los valores maximos de [3.8] comparada
con 7, (t) para v = 10[3.8] y por lo tanto, un valor mds alto de ,,(¢) en un mismo tiempo
dado indica que el sistema ha acumulado mas energia en total hasta al tiempo ¢t = 0.10.
Dado que ya se tienen las ,(t) para las velocidades que hemos elegido de ejemplo po-
demos evaluar las dos energias iniciales elegidas ¢y = 50y ¢y = 180 en el cdlculo de
Cn(t) mostrando que para las condiciones iniciales de baja energia, a tiempos cortos
hay muy pocos estados de energia con los cuales se puedan producir transiciones, esto
es especialmente notable para la velocidad v = 10 y no tanto para v = 50, que atnque
también presenta este comportamiento no es tan visible. Es posible asumir viendo el com-
portamento de ¢, (t) que por lo menos utilizando v = 10 a tiempos cortos la probabilidad
de encontrar transiciones de energia es baja. Por otra parte, para las condiciones de alta
energia a tiempos largos notamos que comienzan a existir fluctuaciones visiblemente ma-
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Figura 3.8: Fase acumulada de los primeros 15 niveles energéticos para una velocidad de
v = 50.

yores a velocidad alta, ya que al elegir condiciones de energia altas estas se distribuyen en
el tiempo ocupando todos los estados disponibles de energia, incluso ocupando energias
que no estdn disponibles. La forma caracteristica de la probabilidad de transicion cudntica
mostrada en la Fig. [3.7] pero para la condicién de baja energia tanto para v = 10y v = 50
se encuentra a tiempos no muy cortos como esperabamos al ver el comportamiento de
¢n(t), debido a que al sistema le toma mas tiempo explorar el espacio de estados y por
tanto las transiciones solo se llevan a cabo entre estados muy cercanos lo que ocasiona
una disminucion de la distribucion bimodal. Mientras que para la condicién de energia
alta existen transiciones de energia no sélo para los estados vecinos sino para estados
lejanos entre si, atinque esto se ve afectado por el problema del truncamiento el cual se
discute en el Apéndice [A] Ademds la forma caracteristica de la probabilidad de transi-
cién cudntica no se mantiene a lo largo de todos los tiempos dentro del intervalo elegido
[0.0,0.1] como si lo hace el caso clésico, esto porque el sistema comienza a ocupar to-
dos los niveles superiores de energia haciendo que se pierdan las dos regiones claras de
probabilidad

3.4 Distribucion de trabajo y Relacion de Jarzyns-
Kki.

Una vez calculadas la probabilidad inicial P(m) y la probabilidad de transicién P(n|m)
para los casos cldsicos y cudnticos podemos obtener la distribucién de trabajo P(TV). Sin
embargo para calcularlo nos enfrentamos de nuevo a problemas relacionados con la limi-
tacion de recursos computacionales, por lo que nos vimos obligados a reducir en nimero
de truncamiento o niveles energéticos pasando de nm = 250 a nm = 100, esto porque
la cantidad de trabajo realizado en un proceso se consideran todos los posibles estados
iniciales m ya que depende de la diferencia de energia entre los estados inicial y final del
sistema. Al considerar todas las energias iniciales posibles a partir de las que se hace el
quench, se tiene en cuenta la contribucion a la distribucion total de trabajo. Una vez acla-
rado esto procedemos a calcular P(WW). Para esto nos enfocamos en la condicion que ga-
rantiza que estamos en los intervalos adecuados de energia (W — (EZ — E4)), ainque la
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Figura 3.9: Evolucion temporal de los coeficientes |c,(t)|?, para las energias iniciales
co = D0y ¢p = 180. Primera fila correspondiente a v = 10, y segunda fila para v=>50.

escribiremos de la forma 6 (W — (E,,(7) — E,,(0))) para facilitar la comprension. Para este
caso primero calculamos la diferencia de energias y la llamamos AE, = FE, (1) — E,,,(0)
donde hemos elegido que los tiempos de observacion sean 7 = 0.0,0.01,0.02,...,0.1.
Una vez obtenido A E. procedemos a hacer una aproximacion de la delta de dirac la cual
tiene la forma

(W, AE;
(W —AE;) = —% fr( ) , (3.20)
o (W, AE, )W

Donde

f(VVAE)—l S (3.21)

T 9 T_ﬂ_ £2+<W_AET) 9 .

para ¢ tendiendo a 0 en nuestro caso & = 0.1, dIW = 0.1 la particién del intervalo de
trabajo, £_ = —400 y £ = 400 los valores maximos y minimos de energia que se-

leccionamos de acuerdo a los valores maximos y minimos de AFE,. Ademas la eleccion
de dW no es trivial, ya que al nosotros tener una distribucién tipo delta de dirac con un
ancho ¢ la eleccion de dWW debe ser elegida de tal suerte que la funcién delta funcione
bien y esté normalizada. Esto influye directamente en la distribucion de trabajo como se
verd mds adelante. La normalizacién hecha en [3.20] resulta indispensable debido al factor
AFE,.

Una vez obtenido 6 (W — (E,(7) — E,,(0))) para cada tiempo de quench T deberemos dis-
tinguir la probabilidad de transicion clédsica y cudntica, que atinque en esencia se calculan
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Figura 3.10: Probabilidades de transicion cudntica para las condiciones iniciales ¢y = 50
y ¢o = 180. En las figuras a) y b) P(n|m) estd calculada para v = 10. En las figuras c)
y d) se tiene P(n|m) para v = 50, donde las energias iniciales estdn representadas por
lineas verticales azules.

de la misma forma en que se mostré en la seccién anterior, hay algunas consideraciones
adicionales para obtenerla que se verdn a continuacion.

3.4.1. C(lasica.

Como vimos en la seccién anterior en el caso cldsico la probabilidad de transicion se
puede obtener con valores arbitrarios de energia ya que siempre se podrd encontrar a casi
cualquier tiempo que dure el proceso y dE no tiene un papel tan relevante en el calculo
de P(n|m) sin embargo si se quiere hacer una correspondencia con el caso cuéntico
todos estos detalles toman importancia pues se debe delimitar cual es el valor minimo de
energia que para este caso serd I = 1, asi como mdximo E el cual es diferente para
tiempo de quench y que elegimos como Ey = Max[{E(7)}x] + 6 E, donde JF se elige
a conveniencia considerando que se cumpla (E, — E_)/dE = nm donde dE también
es una constante que se elige a conveniencia, esto porque de esta forma hacemos que
la energia cldsica este repartida en nm intervalos con el fin de crear la correspondencia
cldsico-cudntica para la probabilidad de transicion. y que para el oscilador arménico esta
reparticion es equitativa.

Teniendo ya la probabilidad inicial P“(m), la probabilidad de transicién para cada quench
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Figura 3.11: Diferencias de energia F,, — F,,, para dos diferentes tiempos.
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Figura 3.12: Ejemplo grafico de la eleccion correcta de dIV, donde en la primera gréfica se
muestra que al elegir un dI¥ grande se pierden los detalles de la distribucién, mientras que
en la segunda gréifica se muestra una mejor eleccion de dW que permite ver con mayor
claridad la distribucion.

PC(n|m) ylas 6(W — AE,), procedemos a calcular
PEW) =Y PC(n|m)PC(m)s(W — AE,), (3.22)

n,m

la cual se muestra en la Fig.[3.13| y en la se han elegido P(1V) al tiempo inicial y el tiem-
po final s6lo para ejemplificar, y en el que ademads de el intervalo completo se ha elegido
un intervalo de trabajo pequefio [—40, 40| para visualizar con mayor detalle la forma de
la distribucién. Es fécil identificar que es en los valores pequefios de W donde se con-
centra la mayor parte de la distribucién, esto porque a pesar de estar fuera de equilibrio
el sistema se encuentra cerca de un estado de equilibrio debido a que las perturbacio-
nes externas no son lo suficientemente grandes como para causar cambios significativos
en la distribucion de la energia. Y adnque la distribucién de trabajo contiene términos
muy pequefios de P(W) para valores grandes de trabajo tanto positivo como negativo
estos no se ven graficamente bajo la escala mostrada. Estos valores en los extremos de
W en la distribucién P(1V) estdn relacionadas con la irreversibilidad y las fluctuaciones
porque representan los eventos menos probables pero con cambios grandes de energia.
Estos eventos extremos indican grandes fluctuaciones, y su presencia y asimetria son ca-
racteristicas de procesos irreversibles. La distribuciéon P(WW) es por tanto una distribucion
asimétrica que tiende hacia valores positivos de trabajo “es decir” la distribucién tiene
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Figura 3.13: Distribucion de trabajo clasico P(W) para tiempos de quench t = 0.0 fig. a)
y t = 0.1 Fig. b) para el intervalo de trabajo [—40, 40].

colas largas tanto del lado izquierdo como en el lado derecho de W, atinque P(W) es
predominantemente positiva, porque el sistema realiza trabajo sobre el entorno ya que la
energia final del sistema es mayor que la energia inicial. Esto concuerda con el teorema de
fluctuacion de Crooks|[I.10|que nos dice que si un proceso tiene una cierta probabilidad de
realizar un trabajo positivo grande W, la probabilidad de realizar el mismo trabajo pero
negativo (devolver la misma cantidad de energia) es exponencialmente menor, reflejando
la naturaleza asimétrica e irreversible de las fluctuaciones. Es en los valores pequefios de
W donde existe a una mayor eficiencia en la conversion de energia pues la mayoria de las
transiciones de energia resultan en una cantidad similar de trabajo.

Igualdad de Jarzynski.

Una vez obtenida la distribucién de trabajo P(W'), podemos inferir informacién sobre la
diferencia de energia libre A F. atinque formalmente no tenemos una diferencia de energia
libre estricta debido a que el estado final no es térmico, podemos estimar el cambio en la
energia libre después del quench y verificar asi la segunda ley de la termodindmica. La
relacion establecida por la igualdad de Jarzynski, nos permite conectar la distribucion de
trabajo con la energia libre incluso en procesos fuera de equilibrio,

AF = —kgTLn ({e™)). (3.23)

Y auinque esta forma se deriva directamente de esta igualdad no es la més adecuada pa-
ra nuestro problema, puesto que no estamos considerando dos estados de equilibrio para
obtener las energias, sino un estado de equilibrio y un estado evolucionado después del
tiempo de quench, las trayectorias del sistema pueden presentar una gran variabilidad en
el trabajo realizado W. Algunas trayectorias involucran transferencias de energia inusual-
mente grandes o pequeiias debido al quench. Lo que puede resultar en valores extremos
de W que son poco probables pero tienen un gran impacto debido al término exponen-
cial (¢=#") en la distribucién de trabajo P(W), ya que el factor e=*" tiene el efecto
de ponderar fuertemente los valores de extremos de P(W) y dado que tenemos valores
P(W) # 0 en los valores extremos, la exponencial diverge muy rapidamente [50]. Por
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lo cual necesitamos otra forma de calcular la diferencia de energia libre, en este caso po-
demos realizar una aproximacion de segundo orden en los cumulantes de la distribucién
P(W) [51]

AF =~ (W) — Ba*(W)/2, (3.24)

que consta de quedarnos con el primer momento que es el promedio del trabajo (W) asi
como en el segundo momento relacionado con la varianza o (W) ﬁ Esto nos permite ver
cémo se comporta la diferencia de energia libre AF'y el trabajo promedio (V')

E+
Wy= > PW;)W; (3.25)
Wi—p_

a lo largo del tiempo de quench, como se muestra en@ Hemos considerado a W como
una variable discreta esto con porque A E; es discreta, y por tanto al evaluar 6(W — AFE,)
en P(W) garantizamos la normalizacién de la distribucién de trabajo. En las cuales ve-
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Figura 3.14: Promedio del trabajo (W) y la diferencia de energia libre AF con respecto
el tiempo 7.

mos que el promedio el del trabajo tiene un comportamiento que esperariamos, ya que al
inicio del proceso AFE,_y = 0, y por tanto (W) es muy cercano 0, y conforme pasa el
tiempo la energia se distribuye, aumentando el promedio del trabajo de forma lineal. As{
mismo AF' también aumenta con el tiempo y tiene una tendencia lineal de crecimiento.
Algo importante que debemos comprobar es que se cumpla la segunda ley de la termodi-
namica [[.8]y esto es fécil si miramos las graficas [3.14] pues para cada 7 se debe cumplir
B(W) > BAF. Otra cantidad interesante de analizar es la diferencia del trabajo y la ener-
gia libre esto porque como vimos en la igualdad en (W) > AF se cumple solo si
el proceso es un proceso en equilibrio, y por tanto (W) — AF nos brinda informacion
sobre las fluctuaciones o la irreversibilidad del proceso. Dado que en [3.13] la diferencia
del promedio del trabajo y la energia libre es pequefio en comparacion con las escalas de
energia esto nos indicaria que el sistema esté transitando por un proceso donde el traba-
jo promedio se encuentra cerca de la variacion de la energia libre. Asi mismo se puede
ver también en AF vs (W) que muestra coémo cambia AF' con respecto al trabajo
realizado en el sistema durante el proceso, en el cual se ve que AF' aumenta de forma

?La varianza cuantifica la dispersién de un conjunto de datos respecto a su media [23].
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lineal respecto a (WW). Esta grafica nos da informacidn sobre la eficiencia del proceso para
convertir energia en trabajo, pues sabemos que una m = 1 indicaria que el sistema esta
operando de manera altamente eficiente, con el trabajo promedio igualando exactamente
la variacion de la energia libre. Sin embargo vemos que la pendiente para este ejemplo
concreto es menor a 1, marmwy = 0.571, mostrando que hay perdidas de energia.

5.0 ° -3.0
w .
<| 4.8 w
S ’ .35
46 .
4.4 ° 40
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

T (W)
(@) (b)

Figura 3.15: Evolucién temporal del trabajo neto (W) — AF'. Relacién entre la diferencia
de energia libre y el trabajo.

Puesto que la eleccién de temperatura inicial es en cierta medida arbitraria, una pregunta
vélida para completar esté andlisis es: ;Qué sucede con las cantidades termodindmicas
que hemos calculado si se hubiesen elegido otras temperaturas? Para responderla, par-
timos de que para calcular la distribucion de trabajo la tnica cantidad que depende de
la temperatura es la distribucion inicial P°(m). Elegimos ahora un conjunto pequefio de
temperaturas prueba, en este caso temperaturas 7' = 1,2, 3, ...,9 por lo tanto P°(m) pasa
de ser una lista a una matriz donde para cada temperatura hay una distribucién inicial ??.
Esta distribucién térmica inicial se muestra en [3.16] en la cual sélo se han elegido ar-
bitrariamente los temperaturas impares para mostrar la forma de las distribuciones, y en
las cuales se aprecia que conforme se aumenta la temperatura la dsitribucién de energias
también se amplia ampliando los estados disponibles del sistema. Ahora para calcular la
distribucion P (W) para cada 7" fijamos un tiempo de quench en este caso serd el tiempo
7=0.1.
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Figura 3.16: Probabilidad inicial en funcién de los niveles energéticos m para el oscilador
armoénico, para un conjunto de temperaturas muestra.

Vemos el comportamiento mostrado en de (W) y AF con respecto a 1", donde
T = 1/f. Si observamos nos damos cuenta de que el promedio de trabajo (/) aumenta
de forma lineal con la temperatura, esto se debe a que la cantidad de energia térmica dis-
ponible en el sistema también aumenta permitiendo que el sistema realice mds trabajo en
promedio, ya que hay mds energia disponible para realizar trabajo ttil. Por otra parte A F’
crece de forma logaritmica acercandose a el valor AF' = () conforme se aumenta atin mas
la temperatura, pero este crecimiento estd acotado por (1) para mantener la segunda ley
de la termodindmica. A medida que la temperatura aumenta, las fluctuaciones en las pro-

t=0.1,dw=0.1 O =01 dw=0.1]

-1 :

6
-2

g 4 w -3 ° )
< .

-4 .

2 -5

mw=1.21228 -6
0 L]
2 4 T 6 8 2 4 T 6 8

(a) (b)

Figura 3.17: Trabajo promedio (W) y diferencia de energia libre AF' en funcién de la
temperatura 7.

piedades del sistema también aumentan, debido a una mayor variabilidad en las energias
iniciales de las particulas. Esto resulta en una mayor variabilidad en los valores promedio
del trabajo que el sistema puede realizar. Como se puede apreciar en[3.18] a medida que
la temperatura crece, la diferencia entre (W) y AF también aumenta. Este incremento
indica que el sistema se aleja mas del equilibrio debido a que es el estado de equilibrio
(W) = AF y por lo tanto si (W) — AF es pequeilo entonces el sistema no esta tan aleja-
do de su estado inicial de equilibrio. Afiadidamente, vemos que si se grafica AF' vs (W)
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Figura 3.18: Relacion entre la diferencia de energia libre y el trabajo para distintas tem-
peraturas. Trabajo neto (W) — AF en funcién de la temperatura.

las temperaturas bajas muestran un crecimiento mas pronunciado de la energia libre, este
crecimiento se va ralentizando conforme las temperaturas son mas altas, ya que a medida
que se aumenta la temperatura, se necesita mas trabajo para lograr el mismo cambio en
la energia libre, indicando posiblemente que la eficiencia del proceso puede ser alta en
temperaturas bajas y disminuir conforme la temperatura aumente.

3.4.2. Cuantica.

Como vimos en la seccién [2] la distribucién de trabajo cudntico se puede obtener de la
forma siguiente

PE(W) =3 P9nlm)P2(m)s, (W — AE;), (3.26)

n,m

en la cual ya se cdlculo tanto la distribucion inicial P%(n|m), la condicién 5, (W — AE;,).
Y a diferencia del caso cldsico donde el calculo de la probabilidad de transicién P(n|m)
depende de la eleccion del intervalo de energia [E_, E';] asi como de la particién energé-
tica dF, en el caso cudntico esto es claramente innecesario debido a que directamente se
trabaja con las energias cuantizadas, y por tanto el tinico cambio que se hace para obtener
P(n|m) es que ahora consideramos todo el conjunto de energias disponibles como con-
dicion para resolver la Ec. Una vez resuelto ¢, () para todas las energias iniciales
obtenemos P(n|m) y por tanto la distribucién de trabajo mostrada en la Fig. [3.19] Este
zoom en la escala de trabajo también es debida a que las colas de la distribucién son muy
pequeiias para ser representadas, mientras que las contribuciones de P (W) son significa-
tivas en valores pequefios de WW.Y por tanto la distribucion es una distribucién asimétrica
orientada hacia los valores positivos de trabajo.

Igualdad de Jarzynski.

Obtenida la distribucion de trabajo, seguimos el mismo procedimiento que se utilizo pa-
ra el caso cldasico para el cdlculo de las cantidades termodindmicas. Se debe aclarar que
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Figura 3.19: Distribucién de trabajo cudntico P(W) para tiempos de quench 7 = 0.0 y
7 = 0.1, en el cudl se ha hecho un zoom en la escala de trabajo fijandonos sélo en el
intervalo [—40, 40].

aunque el andlisis cldsico y cudntico se hace bajo los mismos pardmetros. En lo que si-
gue presentamos un andlisis para tiempos desde 7 = 0 hasta 7 = 0.1. La evolucion del

1.5 . T

. -3.6 . .
1.0 .

g Lq,_-s.s .
0.5 40
mw=14.7087
000 002 004 006 008 0.10 000 002 004 006 008 0.10
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Figura 3.20: Promedio cudntico del trabajo (V') para el oscilador arménico y la diferencia
de energia libre AF' con respecto el tiempo 7.

promedio de trabajo (W) respecto a 7 se ve en la Fig. el cual al tiempo inicial este
promedio es cercano a muy cercano a (), y se observa que tiene un crecimiento de tipo
lineal, ya que hay una mayor distribucion de la energia conforme pasa el tiempo, por tan-
to el promedio del trabajo también aumenta. Para el calculo de la energia libre vamos a
utilizar la aproximacién realizada en la ecuacién [3.24] ya que esta aproximacion no esta
limitada s6lo al caso clésico, esto hace que veamos en la grafica que la diferencia
de energia aumenta con el tiempo, y cuya tendencia de crecimiento para tiempos cortos
(7 < 0.06) puede aproximarse a lineal y despues tiende a decrecer, esto decrecimiento es
debido a que a tiempos largos (7 > 0.06) la probabilidad de transicion comienza a abarcar
energias no disponibles causando perdidas de informacién, aunado a que la diferencia de
energia AF esta en términos de la funcién exponencial que amplifica los errores nimeri-
cos. Sin embargo, si nos quedamos a tiempos (7 < 0.06) y comparamos las graficas tanto
del trabajo como de la energfa libre se verifica que se cumple (W) > AF para cada .
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En la figura[3.21] (a) vemos el comportamiento de la diferencia entre el trabajo promedio
y la energia libre como funcion del tiempo del quench, la cual esta marcado por un in-
cremento del tipo cuadrético en el cual las fluctuaciones aumentan muy rapido conforme
aumentamos 7. En la Fig [3.21] (b) observamos la variacién de diferencia de energia libre

: . -3.6 . .
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4.6 . <
e ad L -4.0 .

a2 -4.21,

000 0.02 0.04 006 0.08 0.10 00 02 04 06 08 10 12 14
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Figura 3.21: Evolucién temporal de (W) — AF'. Relacion entre la diferencia de energia
libre y el trabajo.

con respecto al trabajo realizado en el sistema durante el proceso. Para este caso vemos
que a diferencia del caso clésico, esta no tiene una tendencia lineal, para todo los tiempos
de quench, ya que como vimos la diferencia de energia libre amplifica los errores nimeri-
cos especialmente en los tiempos 7 > (0.06. Para analizar estas cantidades termodindmicas

2.5
t=0.06,dw=0.1 OF 120,06, dwa0 A |t
2.0 -2 . °
15 -4
g 5 -
1.0 s
> [rooamssss] |~
mw=0.213839
S -12f .
' 2 4 6 8 2 4 6 8
T T

Figura 3.22: Trabajo promedio (W) y diferencia de energia libre AF' en funcién de la
temperatura 1/0.

en funcion de la temperatura, hacemos uso de la distribucion inicial P(m) calculada en la
Secc. ?? y que se muestra en la figura [3.16] El calculo de la distribucién de trabajo para
cada temperatura elegida se calcula de la misma forma que en el caso clésico con la ex-
cepcion que de que ahora el tiempo elegido es el tiempo del quench 7 = 0.06. Y teniendo
la distribucion de trabajo es facil calcular el trabajo promedio haciendo uso de la ecua-
cién[3.25] la cual se ve en la figura[3.22]y en la que es evidente que el promedio de trabajo
aumenta de forma lineal con la temperatura, debido al aumento de energia disponible en
el sistema. De igual forma si vemos la gréfica de la diferencia de energia con respecto a
la temperatura nos damos cuenta que crece de forma logaritmica conforme se aumenta
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alin mas la temperatura y cruzando el valor AF’ = ( para los valores mds altos de 7. Sin
embargo el valor de AF' debe seguir estando acotado por el valor de (W) para cada una de
las temperaturas, esto se logra eligiendo temperaturas lo suficientemente bajas para que
evitar que el sistema en la distribucién térmica inicial tome energias de las no dispone. En

12} [t=0.06,0w=0.1 O 120,06, dwa. 1|t
10 _2 [
w -4 )
<| 8 . [T -6 .
g°® s
4 © -8
) B BT
) -12} .
2 4 6 8 1.0 1.5 2.0
T (W)

() (b)

Figura 3.23: Relacién entre la diferencia de energia libre y el trabajo para distintas tem-
peraturas. Trabajo neto (W) — AF en funcién de la temperatura.

la Fig [3.23] (a), se observa claramente que a medida que la temperatura aumenta, la dife-
rencia entre (W) y AF también aumenta de forma cuadrdtica indicando que el sistema se
aleja més rdpido de su estado inicial de equilibrio, por el aumento de fluctuaciones o de
procesos irreversibles. Al ver la relacién de AF' vs (W) vemos de nuevo un crecimiento
de tipo logaritmico indicando que son las temperaturas bajas aquellas que minimizan la
energia libre, y por tanto las de mayor eficiencia. Ademds algo que revisaremos en la sec-
cién de conclusiones y perspectivas [5 es la comparacion clédsico cudntica tanto para los
valores de la probabilidad de transicion asi como para las cantidades termodindmicas que
se han obtenido hasta ahora.
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Capitulo 4

Una mirada hacia el oscilador cuartico.

De manera similar que con el caso armonico necesitamos la base de Fock para obtener el
muestreo inicial de la energia. Por lo que de nueva cuenta utilizamos los operadores de
posicion y momento,

G= 2;\2(&T+a), p=1i\ - (af —a), 4.1

para obtener los valores esperados de la posicién ¢ y del momento p asi como de sus
valores §¢*, p? dados por,

[ h
<n’qA|m> = m (\/Eén,mfl + vVm + 15n,m+1> ) (42)

(nld?m) = 2;} ( fm(m + 1) s+ (2m + 1) +/(m + 1) (m + 2)5n,m+2> 7
4.3)

hM
(nlplm) = i\| =5 (Vi + Lonmir = Vmdpm-1) (4.4)

(n|p*|m) = héw <\/m(m — 1) (m —2)(m — 3)8pm_a + 2¢m(m — 1)(2m — 1)6pm_2
+ (6m? 4 6m + 3)(n, m) + 2(2m + 3)v/n, n + 26(n, m + 2)+
J o+ D) (m+ 2)(m + 3)(m + 4)5n7m+4) 7

4.5)
Que nos permite tener la ecuacion para la energia inicial,
(Ho) = Ej. (4.6)



CAPITULO 4. UNA MIRADA HACIA EL OSCILADOR CUARTICO.

4.1 Solucion del oscilador cuartico estaciona-
rio.

Hemos estudiado el oscilador arménico, un sistema caracterizado por su potencial cuadra-
tico y fuerzas restauradoras lineales, lo que ocasiona que las perturbaciones sean también
lineales y predecibles. Por tanto, las variaciones en la energia son directamente proporcio-
nales a las perturbaciones aplicadas. Sin embargo, ahora dirigimos nuestro interés hacia el
oscilador cudrtico, cuya mayor complejidad dindmica introduce nuevas oportunidades de
investigacion. En el oscilador cudrtico, las respuestas a perturbaciones son no lineales, lo
que puede resultar en efectos amplificados y comportamientos impredecibles. Pequefias
perturbaciones pueden llevar a grandes cambios en la dindmica del sistema, generando
una mayor variedad de fenémenos no lineales. Para trasladar el anélisis hacia el oscilador
cudrtico, se va a proceder de la misma manera en la que se hizo para el oscilador armonico.
Al igual que como se vi6 en el oscilador arménico, el oscilador cudrtico dependiente
del tiempo tampoco tiene soluciones exactas,

2

Ht) =2 1 agh, A= +ot, 4.7)

2m

Para este sistema las constantes adimensionales serdn las mismas utilizadas para el caso
arménico: La masa M = 1/2 [kg], 1a velocidad del proceso v = 10 [J/m?s], h = 1 (que
nos permite trabajar con unidades naturales y por tanto kg = 1), la temperatura T’ = 4 [J]
el valor inicial del pardmetro de control Ay = 1 [.J/m?] con la excepcién del tiempo de
el cual reduciremos a 7 = 0.01 por las restricciones de la convergencia de las soluciones
numéricas en el caso cudntico. La forma de las ecuaciones de Hamilton que nos dardn su

evolucion son de la forma:

. OH p
=5 = (4.8)
p= o _ —4Aq’, (4.9)
dq

El sistema inicial ¢ = 0.0 (no perturbado) es,
2

Hy = 2% + hog? (4.10)
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4.2 Calculo de la distribucion condicional cla-
sica.

Como sabemos el primer paso para la obtencion de la distribucion de trabajo consiste en
calcular la probabilidad inicial para cada energia que se asume como térmica. En vista de
que tenemos las energias del estado inicial del sistema el procedimiento para la obtencién
de P§ (m) es el mismo, y en este caso elegimos una temperatura 7' = 4 [J] y mantenemos
kp = 1, esta temperatura es cercana al valor de la energia inicial £_3.8 [J], (m = 1). La
probabilidad inicial se muestra a continuacion.

oo . . . —=
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0 50 100 150 200 250
m

Figura 4.1: Probabilidad inicial térmica en funcién de los niveles energéticos m para el
oscilador cuartico, donde se selecciond la temperatura 7' = 4.

Puesto que la base de Fock se utiliza tanto para el oscilador arménico como para el oscila-
dor cuartico el problema de la convergencia de la probabilidad inicial es algo que también
afecta a ambos sistemas lo que influye en las elecciones de las distribuciones térmicas ini-
ciales. No es posible obtener de forma analitica la probabilidad dada por la ecuacién [3.10]
por lo que de nuevo debemos recurrir a métodos estadisticos, utilizando la dindmica desde
la perspectiva las trayectorias en el espacio fase. Considerar que el sistema es sometido
a un quench nos garantiza que la energia del sistema es conservada y por tanto las tra-
yectorias en el espacio fase son cerradas. Dado que consideramos que las trayectorias en
el espacio fase son secuencias de puntos discretos que representan estados sucesivos del
sistema, podemos tener un conjunto de coordenadas {z,} que forman la capa de energia
Ey, como se muestra en la Fig. @l (a). Deseamos tener un muestreo justo de condiciones
iniciales sobre el espacio fase y tomando en cuenta la deformacién de la superficie de
energia por el término cudrtico, a diferencia del caso sencillo de la elipse con el oscilador
armonico. Para esto creamos un grafico de contorno de la ecuacién

p2+)\0q4 = Fj, 4.11)

y después extraemos los puntos de la curva del grifico, este método limita la eleccién
del nimero de puntos z, ya que depende de cuantos puntos satisfagan .11] y por tanto
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para este caso particular el nimero de zy que se obtuvieron es N, = 9762. Usamos este
conjunto zy como condiciones iniciales para resolver las ecuaciones de Hamilton. A me-
dida que evolucionan, algunas de estas trayectorias z; llegan a la capa de energia F, lo
que significa que algunos puntos de la trayectoria cruzan la superficie de energia en algin
momento. Véase la Fig.[d.2]b).

Ef

E°\ PT\ v

Qo
o

2t/

P P

Figura 4.2: a) Conjunto de condiciones iniciales {zy} que conforman la capa de energia
Ey. b) Trayectoria z; que evolucioné de las condiciones iniciales y en las cuales algunos
puntos de ella se intersectan en P71’ con la capa de energia final £y

Por tanto contando el nimero de puntos NN, que caen en £y y dividiéndolo por el total de
puntos simulados NV, se tiene la probabilidad de transicién Pg(n|m) Al igual que
en el caso armoénico fijamos el tiempo de guench 7y lo evaluamos en las soluciones de
las Ecs.[4.8] como se muestra

Pe(7)/2M + () gy = {E(7)}x, (4.12)

por lo que la eleccion del intervalo de energias en donde deseamos conocer P(n|m) es
E. = Maz[{E(T)}] + 6E, y E_ = E# 4+ §E_, la diferencia de energfa entre cada
intervalo dF' y el nimero de intervalos de energia nEl = E, — E_/dFE, con nE = nm.
Con las energias minima y maxima definidas, contamos los puntos k que caen dentro de
este intervalo, obteniendo la coleccion NN,. La probabilidad de transicién es NN, dividido
por el total de puntos N que se observa en[4.3] Antes de la energia inicial E, = 14947,
la probabilidad de encontrar el sistema en un estado especifico es cero. La probabilidad
de transicién tiene forma bimodal y asimétrica (proveniente de que el potencial atinque
simétrico, tiene una forma mds ancha, plana en el centro y crece mds rdpidamente en
los extremos). Por lo visto en [[12]] el primer modo esta relacionado con transiciones de
energia muy cercanas a la energia inicial, mientras que el segundo modo corresponde a
transiciones de energia superiores. Entre los dos modos, la probabilidad es menor, creando
un valle en la distribucion.
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Figura 4.3: Probabilidad de transicidn clésica del oscilador cudrtico a diferentes tiempos
para la condicidn inicial ¢y = 150, y que esta representada en la linea punteada azul.

Para este sistema la forma tan asimétrica en probabilidad de transicion nos muestra que las
transiciones de energias altas son menos probables que las energias cercanas a la energia
inicial, porque el espaciamiento de los niveles de energia no es uniforme, y los estados de
mayor energia se vuelven menos accesibles debido al crecimiento mas rapido del término
q* Esto sesga la probabilidad hacia energias cercanas a la energia inicial, generando una
asimetria en la U.

4.2.1. Discusion.

A continuacién estudiamos las modificaciones a la probabilidad de transicion para el os-
cilador cuartico en diferentes energias iniciales y velocidades. Elegimos las siguiente con-
diciones, la primera de ¢y = 2854 y el de energia alta ¢y = 33683 correspondiente a los
niveles m = 100 y m = 180 respectivamente. Para el caso de las energias bajas hemos
elegido esas porque para enegias mas pequefias no es posible obtener la probabilidad de
transicion ya que el sistema cudrtico requiere mds energia para presentar la forma bimodal
en la distribucion.

Utilizando ambas condiciones vemos en las figuras en[d.4]las probabilidades de transicién
correspondientes.

A diferencia del caso armoénico donde la forma caracteristica de la probabilidad de tran-
sicién no se encontraba a tiempos cortos, el en caso cudrtico esto no sucede ya que a
tiempos cortos el caso cudrtico ya presenta transiciones de mayor energia, y si se eligen
tiempos mas largos el sistema comienza a ocupar los estados disponibles manteniendo en
la mayor parte de los tiempos la forma de bimodal asimétrica.
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Figura 4.4: Probabilidades de transicion cldsica para el oscilador cudrtico con energias
iniciales Fy = 2854y Fy = 33683 correspondientes a las energias de los niveles m = 100
y m = 180 respectivamente. En la primera fila P(n|m) para v = 10. En la segunda
fila P(n|m) para v = 50, donde las condiciones iniciales estan representadas por lineas
puntedas azules.

4.3 Calculo de la distribucion condicional cuan-
tica.

La probabilidad de transicién cudntica del oscilador cudrtico se calcula resolviendo la
Ec. que nos brindara toda la informacién de la evolucion energética del sistema, y en
la que para este caso la pertubacién esH’ = vg?,

4
—vy (0nld|0k) Lo kM), (4.13)

¢ = APnld 1P/ .
k#n

Ly, —E,

En la que se identifican los estados |¢,,) propios del Hamiltoniano estacionario del oscila-
dor armonico o estados de fock, asi como las eigenenergias F,, y ;.. Necesitamos conocer
el valor de la ~,(¢), sin embargo para el caso cudrtico tampoco es posible resolver ,,(t)
de forma directa. Por lo que utilizaremos la aproximacion mostrada anteriormente dada

por.

Y (t) = ApePrt, (4.14)
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En la Fig. vemos el valor de ~,(t) para los primeros 15 niveles, donde (a) se muestra
para todo el tiempo de evaluacion y en (b) se realiza un zoom sobre el tiempo para notar
que no hay degeneracion en las energias. Notamos es que en la medida en que se mantiene
la paridad también, el resultado es similar al del oscilador arménico.

[v=10,A0=1,nm=250| 0.6} [v=10,A=1,nm=250|
0.5
0.4

=03
0.2

0.1
00—

@ 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 o) 0 1.x10%2.x10%3.x10%4.x1065.x10°6
a
t t

Figura 4.5: Aproximacion de la evolucién temporal de los niveles energéticos () del
oscilador cudrtico. La primera figura muestra esta evolucién a lo largo de todo el tiempo
del proceso 7 = 0.09. En la segunda imagen vemos un un zoom de ~,(t) a tiempos muy
pequenios.

Alrededor del estado n = 128 en relacion con el estado base o con el estado de energia
inicial, vemos que es diferente de cero por lo que como se vio en el caso cldsico el os-
cilador cudrtico requiere mas energia para presentar transiciones. Y como ya se tiene los
coeficientes ¢, (t) ya es posible obtener la probabilidad de transici(’)n

1.0f.

v=10,A0=1,n=250 |

|2

Figura 4.6: Evolucién temporal de los coeficientes |c,(t)|* para el oscilador cudrtico. La
solucion en verde y que comienza en un valor |c,,(¢)|? # 0 es la condicién inicial ¢y = 150.

Ahora fijamos un tiempo de guench dentro del intervalo de evaluaciéon y obtenemos la
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probabilidad de transicion Fig. Esta exhibe patrones de interferencia que se reflejan
en picos y valles. Se observan las dos dreas de mayor probabilidad y donde una es espe-
cialmente probable correspondiente a regiones cercanas a la condicion de energia, similar
al caso clésico, pero después y antes de los picos mads altos, la probabilidad de transicién
no es cero, sino que muestra colas de probabilidad, correspondientes a la region donde
cldsicamente prohibida.

0.30

t=0.0072,v=10,nm=250

0.25}

0.20}

0.15}

P(n[150)

0.10

0.05}

0.00k_; : ~AARALHLA 5 ; : :
100 120 140 160 180 200 220 240

Figura 4.7: Probabilidad de transicion cudntica para el oscilador cudrtico, en término de
los niveles de energia, donde la linea discontinua azul representa la condicién inicial.

4.3.1. Discusion.

Para investigar como afecta cambiar la velocidad y las energias iniciales del sistema, pri-
mero observamos cémo cambia -, (¢) al aumentar la velocidad a v = 50. Esto se muestra
en la Fig. .8 donde notamos un incremento significativo en los valores maximos en
comparacién con 7, (t) para v = 10 Fig. 3.8 Esto indica que el sistema ha aumentado su
disponibilidad de energia. Por otra parte al evaluar las dos energias iniciales elegidas en
el calculo de ¢,(t) Fig. se muestra que se tiene una mezcla més compleja de ener-
gias. En el caso de velocidad v = 10 se puede notar que las oscilaciones son mds suaves,
atnque sin mostrar una aparente periodicidad alguna. Mientras que el caso de velocidad
mds alta las oscilaciones son mucha mds rapidas. Sin embargo en la condicién ¢y = 100y
v = 10 es claro que se tienen oscilaciones con poca interaccion entre si, lo cual indica que
los diferentes niveles de energia del sistema estdn evolucionando de manera relativamen-
te independiente. Debido que la oscilacion es mas rapida para las velocidades mas altas.
Ademas puesto que hay una distribucién mds rapida de la energia el problema del trunca-
miento afecta mucho mads a este sistema por lo que se tiene que tener especial cuidado al
momento de elegir los tiempos de guench.

La probabilidad de transicion cuéntica, se observa en la Fig. para velocidad v = 10
y utilizando ambas condiciones lo que se observa es que la probabilidad de transicién con
forma bimodal se compacta en la region cercana a a la condicién inicial, por lo que el
sistema no explora los demds estados de energia, en particular es la condicién inicial de
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60000¢1,,-50, Ay=1,nm=250
50 000}
40000}
=S 30000}
20000}
10000} =
(()).oo 002 004 006 008

Figura 4.8: Evolucién temporal de +,(¢) del oscilador cudrtico de los primeros 15 niveles
energéticos para una velocidad de v = 50.

baja energia la que se mantiene mucho mas confinada.
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Figura 4.10: Probabilidades de transicion cudntica para las condiciones iniciales ¢y = 100
y ¢o = 180. En las figuras a) y b) P(n|m) esta definido para v = 10. Mientras que para c)
y d) P(n|m) para v = 50.

Para velocidad v = 50 y ambas condiciones iniciales, la situacién es diferente, ya que no
sOlo el sistema empieza a ocupar los estados disponibles rdpidamente, sino que para la
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v=10,c0=100,n=250 v=10,c0=180,n=250

lea(t)|?

(X

O '

"0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
t t
() (b)
1.0 1.0
v=50,c0=100,n=250 v=50,c0=180,n=250
0.8 0.8
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Figura 4.9: Probabilidades de transicion cuantica para el oscilador cudrtico con condicio-
nes iniciales ¢y = 100 y ¢y = 180. En la primera fila P(n|m) para v = 10. En la segunda

fila P(n|m) para v = 50, donde las condiciones iniciales estan representadas por lineas
puntedas azules.

condicion de baja energia la forma bimodal se presenta a tiempos muy cortos y se man-
tiene confinada en la region cercana a la condiciodn inicial, mientras que para la condicién
de energia alta la forma bimodal se presenta a tiempos cortos (pero no tan cortos como
el caso de baja energia), y despues de eso la probabilidad de transicién toma diferentes
formas y hay una distribucién rdpida hacia los estados no disponibles del sistema.
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4.4 Distribucion de trabajo y relacion de Jarzyns-
Kki.

A diferencia de la distribucién de trabajo del oscilador armoénico, para este sistema en
el que los parametros utilizados fueron: 7 = 0.1, v = 10, dW = 0.1, debido a que
el potencial rdpidamente involucra energias excitadas como lo mostramos en la seccidon
anterior, el truncamiento impacta mds rdpidamente en el cdlculo de la distribucién de
trabajo. Las restricciones de recursos computacionales hacen que tengamos que limitarnos
a tiempos y velocidades pequeiios para el célculo total de la distribucién de trabajo. Los
nuevos parametros utilizados son v = 5, 7 = 0.08, dWW = 2. Una vez calculadas la
probabilidad inicial P(m) y la probabilidad de transicién P(n|m) para los casos cldsicos
y cudnticos podemos obtener la distribucion de trabajo P(W), considerando que al igual
que caso armoénico el procedimiento es esencialmente el mismo. Procedemos a calcular
P(W)

PO(W) =" P?n|m)P?(m)s(W — AE,), (4.15)

n,m

comenzando con la condicién (W — (E, (1) — E,,,(0))). Para esto tomamos la diferencia
de energias AF,. que se muestran en Fig. y cuyos tiempos de observacion son 7 =
0.0,0.002,0.004, ...,0.01. Una vez obtenido A F; utilzamos la aproximacion de la delta
de dirac vista en el caso armonico

W — AE,) = — STV AL (4.16)
g [r (W, AE)dW
Donde
W,AFE;) = l § 4.17)
fT( ) T _7'(' §2+(W—AE7_) ) .

En la cual para este sistema ¢ = 2, que ainque parece un valor grande considerando que
¢ = 0.1 para el caso armonico esta eleccion se hizo con el fin de que la distribucién fuese
“visible” para el valor de dIW = 2 como se explicé en la figura El intervalo simétrico

20000 20000
10000 10000
g
uli Of ¢ O
w i i
-10000 -10000
-20000 i e T -20000f ........... e HE
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
(a) nm (b) nm

Figura 4.11: Diferencias de energia E,, — F,,,, para dos diferentes tiempos para el oscilador
cudrtico.

de energia en el que que estard definido el trabajo W lo elegimos como la energia maxima
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E, = Max[FE,(0.08) — E,,(0.0)] = 23000 y el minimo E_ = —23000.

Ya contamos con todos los elementos necesarios para calcular P(11), recordamos que
el Gnico cambio que experimenta P(n|m) es que ahora se consideran todos los estados
posibles con la energfa inicial F,, como condiciones iniciales para el cdlculo de ¢,(t), y
una vez calculado ¢, (t) para todas las condiciones iniciales, obtenemos P(n|m) y, por lo
tanto, la distribucién de trabajo que se muestra en la Fig. 4.12] A pesar de que la escala

I 0.35
050 030
0.25 '
0.25
_.0.20 s 0.20
a 015 T 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05
0.00 0.00 H
-20000 -10000 0 10000 20000 -100 -50 0 50 100
w W

(a) (b)

Figura 4.12: Distribucién de trabajo cudntico P(1V) para el oscilador cudrtico conside-
rando el tiempo de quench t = 0.01, y en el cual se muestra la distribucion tanto para tota
la escala de trabajo asi como un zoom para el intervalo de W [—100, 100]

de trabajo disponible es grande, la distribucién P(W/') no se extiende de manera signifi-
cativa por todo el rango de trabajo disponible, sino que se concentra principalmente en
valores pequefios de W. Esto es evidente al comparar con el caso armoénico, donde la
distribucion presenta picos mds definidos. Por lo que la suavidad del pico en P(W) se
debe a la eleccion de dIV, ya que al aumentar su tamafio perdimos parte de la resolucién
de la distribucién. A pesar de esto, la distribucion de trabajo todavia muestra pequefias
fluctuaciones tanto positivas como negativas, ainque sesgada hacia el lado positivo, y
estas fluctuaciones contribuyen a que el promedio del trabajo sea mayor que cero. Esto
se da porque en el proceso realizamos trabajo sobre el sistema para mantenerlo fuera de
equilibrio, lo que resulta en una distribucion de trabajo P(W) que estd desplazada hacia
valores positivos indicando que el sistema ha ganado energia del entorno, lo cual es co-
mun en procesos irreversibles. La asimetria en la distribucion es porque las probabilidades
de realizar grandes cantidades de trabajo positivo son generalmente mds altas que las de
realizar el mismo trabajo negativo, lo que refleja la naturaleza de los procesos irreversi-
bles, en donde hay una tendencia natural al aumento de la entropia. Ademas, las pequeiias
diferencias de energia entre los estados iniciales y finales sugieren que, atinque el sistema
estd fuera del equilibrio, no se encuentra muy lejos de él. Estas pequeiias transiciones de
energia mantienen al sistema cerca de su estado inicial de equilibrio. Una vez obtenida la
distribucién de trabajo podemos obtener el promedio del trabajo

E+
(W) = Z P(Wy) W, (4.18)
Wi
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y con ello la diferencia de energia libre AF' derivada la aproximacién realizada en el
sistema armonico dada por la ecuacién siguiente.

AF =~ (W) — Ba*(W)/2, (4.19)

que depende del trabajo promedio (W) y la varianza o%(TV), y ver como ambas cantida-
des varian a lo largo del tiempo, como se muestra en [4.13] Vemos que el promedio del

0.06 -2t . . .
0.05 1 .
§0.04 :f 1.0
<
< 0.03 > :
o 0.9t
0.02 -
0.01 mw=6.60175 0.8¢

0.00
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
T T

(a) (b)

Figura 4.13: Promedio del trabajo en el caso cudntico para el oscilador cudrtico (W) asi
como la diferencia de energia libre AF' con respecto el tiempo 7 en escala logaritmica
para c = 3648.

trabajo (I¥) al inicio del proceso es muy cercano 0, y conforme pasa el tiempo y la energia
se distribuye, aumentando el promedio del trabajo de forma lineal, lo que es muy pare-
cido al promedio de trabajo cudntico armoénico y con la diferencia de que el crecimiento
del sistema armonico es mayor que el cudrtico pues sus pendientes son map, = 18.451
y mcar, = 6.60175 respectivamente, lo que resulta natural en virtud de que el poten-
cial cudrtico, conecta regiones de energia mayores mds rdpido que el armoénico. Para
trabajar con los valores que contengan AF hicimos un ajuste logaritmico de la forma
Log(Y + (Shift)), donde el Shift es un desplazamiento de Y y que fue necesario para
evitar problemas de signo. Teniendo en cuenta esto, el cambio en la energia libre AF au-
menta con el tiempo. En los primeros momentos, parece aumentar de forma lineal, pero
alrededor de 7 = 0.06 comienza a curvarse. Esta curvatura se debe a problemas de trun-
camiento, algo que también se observa en el caso cudntico del oscilador arménico y que
se discutird con mds detalle en la seccién de resultados. Es importante destacar que se
cumple la segunda ley de la termodindmica. Esto es evidente al observar las gréaficas§.13]
donde para cada 7 se cumple que (W) > AF'. Las siguientes cantidades que podemos
analizar son (W) — AF asi como (W) vs AF dadas en la ﬁgurala diferencia del pro-
medio del trabajo y la energia libre es muy grande indicando que, a pesar de las grandes
fluctuaciones y las transiciones significativas de energia, el sistema todavia cumple con la
segunda ley de la termodindmica. Asi mismo se puede ver también en la Fig. AF vs
(W) que muestra cémo varia AF con respecto al trabajo realizado en el sistema durante
el proceso, en el cual se ve que en los primeros tiempos aumenta de forma lineal respecto
a (W) y después comienza a curvarse, por lo que de igual forma esta curva en los tiempos
finales puede deberse a problemas relacionados con la perdida de informacién debido al
truncamiento.
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Figura 4.14: Evolucion temporal de (W) — AF'y cambio de AF respecto a (W) en escala

logaritmica para el oscilador cudrtico cudntico. Para c; = —3646 'y ¢; = 3648.
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Figura 4.15: Probabilidad inicial en funcion de los niveles energéticos m del oscilador
cudrtico, para un conjunto de temperaturas muestra.
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Figura 4.16: (a) Trabajo promedio (I¥). (b) Diferencia de energia libre AF' en escala
logaritmica en funcion de la temperatura 7' para el oscilador cudrtico con ¢y = 4900.

Ahora vamos a proceder a calcular las mismas cantidades mostradas en las figuras .14
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y [@.14] pero con respecto a diferentes temperaturas, en este caso hemos elegido cinco
temperaturas 7' = 3,4,...,7, y como hemos visto el primer paso es definir una nueva
distribucién inicial P(m). Esta distribucién térmica inicial se muestra en en la cual
solo se ha considerado nm = 80 para observar los detalles de las distribuciones, y en
las cuales se aprecia que conforme se aumenta la temperatura la distribucion de energias
también se amplia, ya que hay mads estados disponibles para el sistema. Ahora vamos a
fijar un tiempo para el calculo de P(W) que en este caso serd 7 = 0.01 y hacemos el
mismo procedimiento para calcular tanto (W) como AF Fig. Al observar el com-
portamiento de (W) y AF con respecto a la temperatura 7" en la Fig. notamos que
el promedio de trabajo aumenta de manera lineal con la temperatura. Esto se debe a que
a medida que la temperatura aumenta, la cantidad de energia térmica disponible en el sis-
tema también aumenta, lo que permite que el sistema realice més trabajo en promedio.
Por otra parte, como se ve en la Fig. .17] a medida que la temperatura aumenta, la di-

t=0.01,dw=2 : t=0.01,dw=2 . . :
£ 1000} . —, 1000} '
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gSOO- . |-\<|-/
()]
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= — 100}
-
100} ] 50}
3 4 5 6 7 0.035 0040 0045  0.050
T (W)
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Figura 4.17: Relacion entre la diferencia de energia libre y el trabajo para distintas tempe-
raturas en escala logaritmica para el oscilador cudrtico cudntico. En (a) vemos (W) — AF
donde c¢3 = —2000. En (b) vemos la relacién AF vs (W) con ¢o = 4900.

ferencia entre (W) y AF también aumenta alejando al sistema del equilibrio en el que
se encontraba inicialmente debido a una mayor variabilidad en las energias del sistema.
Mientras que en la grafica de AF vs (W) vemos que las temperaturas bajas muestran un
crecimiento mds pronunciado de la energia libre, y este crecimiento se va haciendo lento
conforme las temperaturas son mas altas, esto se debe a que a medida que se aumenta la
temperatura, se necesita mds trabajo para lograr el mismo cambio de energia libre, indi-
cando que posiblemente que la eficiencia del proceso puede ser alta en temperaturas bajas
y disminuir conforme la temperatura aumente.

Dados estos resultados podemos decir que la diferencia principal entre el caso arménico
y el cudrtico es la probabilidad de alcanzar energias mds grandes de forma mas rapido
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Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas.

Hemos realizado un andlisis de las distribuciones de trabajo cldsico y cudntico en el os-
cilador arménico impulsado lejos del equilibrio en un proceso tipo guench en el que se
cambia el potencial de forma lineal, con el objetivo de comparar los resultados cudnticos
y cladsicos como se discute a continuacidn, inspirado en la Ref. [[12]]. Para el oscilador
arménico encontramos como se ve en Fig. [5.1] una correspondencia entre los resultados
cldsicos y cudnticos, sin embargo, se advierte que si se quiere explorar la probabilidad
de transicion con energias muy altas o tiempos largos se debe garantizar la convergencia
cudntica para evitar problemas. Una observacion interesante es que en [5.1] se observa la
presencia de colas de distribucién el cudl es un efecto meramente cudntico conocido co-
mo efecto tinel haciendo que el sistema se encuentre en regiones de energia cldsicamente
prohibidas [12] como se evidencié en la seccién de la discusién sobre la probabilidad
de transicidn cldsica, donde se observa que antes de alcanzar la energia critica que es la
energia inicial, no hay probabilidades de que el sistema tenga transicion de energia.

1.0 t=0.0, v=10 0.10 t=0.026,v=10
0.8
_ 008
806 & 0.06
uJ uT
x 04 & 0.04

0.2 0.02

0.0 : 0.00 :

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 600

(a) E (b) E

Figura 5.1: Correspondencia clésico cudntica para la probabilidad de transicién del osci-
lador arménico, para dos diferentes tiempos 7 = 0.0 y 7 = 0.1 con la condicién inicial
co = 301 equivalante al nivel m = 150 y cuya condicion inicial esta representada por
lineas puntedas azules.

En cuanto a la distribucion de trabajo y las cantidades termodindmicas, se observé que
la eleccion cuidadosa de parametros como el intervalo de energia [E£_, E |, la diferencia
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entre intervalos de energia dF y el nimero de intervalos nE es crucial para lograr una
correspondencia adecuada entre los resultados clasicos y cudnticos. ainque para el caso
armonico la eleccion correcta de [F_, F, | basta para tener una correspondencia en cuanto
a la probabilidad de transicién se refiere, las pequeiias diferencias que a simple vista no
se ven resultan significativas a la hora de calcular la distribucién de trabajo cldsica, lo que
a su vez afecta las cantidades termodindmicas como (W), AF'y las fluctuaciones. Tam-
bién fue posible observar que tanto el trabajo como la energia libre y las fluctuaciones
aumentan con el tiempo[5.2] Esto se refleja en un aumento en el trabajo promedio, ya que
durante el guench se utiliza trabajo para cambiar los pardmetros del sistema, lo cual genera
“calor” a medida que la energia inicial se redistribuye en el espectro final de estados ener-
géticos. aunque el proceso es adiabdtico en el sentido termodindmico (no hay intercambio
de calor con el entorno) dentro del sistema ocurre una pérdida de informacion. Esta pér-
dida de informacién se manifiesta como una generacion interna de calor, que es la fuente
de irreversibilidad. Cémo se vio, la eleccidon de temperaturas bajas no s6lo nos garantiza
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Figura 5.2: Comparacion clédsico-cudntica del oscilador armoénico del trabajo promedio
(W), la diferencia de energia libre y las fluctuaciones (W) — AF respecto al tiempo 7.

la convergencia en la distribucidn inicial y hace mads eficiente el proceso al disminuir la
diferencia de energia libre sino también la convergencia en los resultados cudnticos ya
que como se ve en la Fig. [5.3]si se eligen temperaturas mds altas el sistema cldsico no
presenta problemas pues la energia libre siempre es negativa lo que implica que el sistema
estd continuamente recibiendo energia por medio del pardmetro A para mantenerse en su
estado fuera del equilibrio, evitando que AF' se vuelva positivo. A nivel termodindmico
el tunelaje entre energias que estd ausente en el caso clasico no impacta en la energia libre
disponible y en la Fig.[5.2] se exhibe esta correspondencia. Las desviaciones que aparecen
a tiempos de quench grandes se deben al problema del truncamiento, que en el caso de la
energia libre es mads fécil de detectar debido a que su calculo implica una exponencial que
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Figura 5.3: Comparacion clasica y cudntica de AF' vs T respectivamente.

tiempos mayores a 7 = 0.06 vemos que hay una clara separacion de los resultados clési-
cos y cudnticos producto de la distribucidon de la energia hacia energias no disponibles, lo
que resulta en pérdidas de informacién por errores numériccos.

A diferencia del caso arménico donde se presentd un andlisis exhaustivo de la distribucién
de trabajo, en el caso cudrtico esto no fue posible debido a las limitaciones computaciona-
les, sin embargo el trabajo hecho entorno al oscilador cuértico nos brinda un acercamiento
a sistemas mas complejos con comportamientos no lineales en la dindmica, en contaste
con el oscilador arménico. Ademds atnque no se pudo obtener informacién importante
de la correspondencia en la distribucion de trabajo si fue posible realizar una compara-
cion clasico-cudntica con la probabilidad de transicion[5.4] En ella comparamos el tiempo
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Figura 5.4: Correspondencia clasico cudntica para la probabilidad de transicion del osci-
lador cudrtico, para dos diferentes tiempos 7 = 0.0 y 7 = 0.009 y cuya condicién inicial
(representada en lineas punteadas azules).

inicial y un tiempo posterior muy pequefio, y lo primero que resaltar la vista son las di-
mensiones de cada una de las transiciones, ya que vemos que el cuantico abarca un rango
mas amplio de valores energéticos respecto al cldsico. Esto se debe porque a diferencia
del oscilador arménico donde los niveles de energia estdn equidistantemente espaciados,
resultando en transiciones energéticas que, en promedio, se distribuyen uniformemente
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tanto en el régimen clasico como en el cudntico, en un oscilador cuértico, los niveles de
energia no estidn espaciados uniformemente, ya que a medida que aumenta la energia, la
separacion entre los niveles energéticos también aumenta, lo que lleva a que la distribucién
cudntica abarque un rango de energia mayor que la cldsica porque las transiciones ener-
géticas en el régimen cudntico pueden implicar grandes saltos entre niveles energéticos
debido a la no uniformidad en la separacion de estos niveles. Y por tanto el comporta-
miento observado en la Fig. [5.4] es una consecuencia directa de la estructura no uniforme
de los niveles energéticos en el oscilador cudrtico. Este resultado genera dudas sobre algu-
nos aspectos de la metodologia utilizada en la Ref. [[12]], ya que la correspondencia que el
autor establece estd formulada en términos de los niveles energéticos y no de la energia, lo
cual hace que el problema que nosotros identificamos no sea evidente en la Ref. [12], ya
que el autor no otorga detalles al respecto. Ademads, aunque el articulo menciona las dis-
tribuciones de trabajo, no presenta estos cdlculos explicitamente, centrdndose en cambio
en la correspondencia cldsico-cudntica de las probabilidades de transicion. Esto ha sido
sefalado también por la Ref. [23].

5.1 Perspectivas.

Se pueden obtener resultados mas precisos ajustando el truncamiento del sistema cudntico
acorde con los tiempos del quench y temperaturas para el caso del oscilador cuértico.
Este andlisis nos abre un panorama mds amplio para trabajar con otro tipo de sistemas,
como por ejemplo sistemas cudnticos que tengan un espacio de Hilbert acotado para evi-
tar el problema de la convergencia [52]], o que han sido poco explorados, tal es el caso
de sistemas cadticos [S3]], ya que tanto el oscilador cuartico como el arménico, antes de
la evoucion fuera de equilibrio son sistemas integrables, por lo que se puede seguir con
facilidad la evolucion de la fase acumulada, y esto no seria el caso de un sistema cad-
tico, donde los niveles de energia pueden cruzarse. Ademds este tipo de sistemas son
observados en un dreas muy amplias, desde las matematicas, circuitos electronicos, o el
comportamiento del cuerpo humano [54], y por tanto caracterizarlos adecuadamente nos
permite encontrar herramientas que permitan su uso, ya que actualmente uno de los usos
mds comunes de los sistemas cadticos esta en la ingenieria eléctrica y la informédtica en
el de protocolos criptogréficos que utilizan la dindmica de los sistemas cadticos [S5, 156].
Otro tipo de sistemas que se puede explorar son los sistemas que presentan transiciones
de fase cudnticas, las cuales son cambios abruptos en el comportamiento del estado base
de un sistema cudntico al variar un pardmetro del sistema a temperatura cero [S7]. Ya
que han habido acercamientos a este tipo de sistemas en donde se ha encontrado que el
andlisis de las distribuciones de trabajo brindan informacién acerca de las caracteristicas
distintivas asociadas estas transiciones [58]].
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bucion.

A lo largo de este trabajo hemos visto que los sistemas cudnticos presentan algunos pro-
blemas que el caso clasico no. Pues en el caso clasico la base de Fock no tiene un papel
relevante salvo en la obtencion de las energias a partir de las cuales se obtendra la compa-
racion cldsico-cudntica. Estos problemas de la base estdn relacionados a que el espacio de
Hilbert del oscilador arménico no estd acotado [S9]. Este truncamiento fue necesario para
realizar los cdlculos de manera nimerica, pero debido a esto se puede perder informacién
del sistema ya que se esté limitando la cantidad de estados cuanticos posibles que pueden
contribuir a la evolucién del sistema. Esto se ilustra en la Fig.[5.2] A tiempos cortos, la
limitacién no es tan evidente, ya que los estados cudnticos pueden no haber tenido su-
ficiente tiempo para evolucionar y distribuirse por los niveles de energia por lo que los
resultados convergen numéricamente. Sin embargo, a medida que el tiempo avanza, los
estados cudnticos comienzan ocupar los niveles de energia disponibles por lo que algunos
de estos niveles de energia pueden ya no estar incluidos en el cdlculo debido al trunca-
miento, pues se hallan mas allé del espacio de Hilbert considerado. En consecuencia, esto
produce discrepancias entre los resultados cudnticos y cldsicos conforme el tiempo del
quench avanza. Este problema se puede solucionar si se aumenta el truncamiento, como
se ve en la figura[A.2] en la cual bajos los mismos pardmetros utilizados en la figura an-
terior vemos que el sistema cudntico comienza a corresponder mucho mds con el caso
cldsico y sobre todo no hay una distribucién hacia valores no disponibles esto por que
al aumentar el truncamiento se le estd permitiendo al sistema que mas niveles de energia
estén disponibles lo que hace que las distribuciones cldsicas y cudnticas se asemejen mas.
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Figura A.1: Comparacidn cléasico-cudntica de la probabilidad de transicion para el oscila-
dor armoénico para un truncamiento de nm = 250.
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A pesar de que al aumentar el tamafio de la base, la precision de los resultados mejora y
precio a pagar es el costo computacional, lo que cobra mayor importancia si se considera
que aparte de la probabilidad de transicién se debe calcular también la distribucién de
trabajo que requiere de aiin mds recursos computacionales, por lo que tenemos que con-
formarnos por ahora con los truncamientos mencionados en los cédlculos, ya que brindan
una aproximacion decente si consideramos tiempos cortos.
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