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Introduccion

La Teorfa de Dominacién (ver [10] y [11]) se ha convertido en uno de los
temas de gran interés en Teoria de Graficas. Una de sus aplicaciones més
estudiadas concierne a las redes de comunicacién. Una red de comunicacion
consta de una serie de sitios y enlaces entre ellos, por lo tanto, ésta se puede
modelar mediante una grafica.

Consideremos el problema de seleccionar el minimo niimero de sitios en
la red para colocar trasmisores de tal manera que todo sitio que no tenga
un transmisor esté conectado a alguno que si lo tenga. Este problema se re-
duce a encontrar un conjunto dominante minimo en la grafica que representa
a dicha red. Sobre esta red de comunicacién, podemos hacernos preguntas
concernientes a su vulnerabilidad ante fallas en los enlaces entre sitios. Una
de ellas es la de saber cudl es el minimo niimero de enlaces que deben fallar
en la red para que sea necesario agregar al menos un nuevo transmisor, de
tal manera que, en la red resultante, nuevamente se cumpla la condiciéon de
que todo sitio que no tenga un transmisor esté conectado a alguno que si lo
tenga. La respuesta a esta ultima pregunta nos introduce de manera natural
al concepto de niimero de sujecion de una gréfica, objeto de estudio de
este trabajo.

En 1983, Bauer (ver [2]) introdujo por primera vez la nocién de nimero
de sujecion como el minimo nimero de aristas cuya eliminacion hace que el
nimero de dominaciéon de una grafica aumente y lo denominé edge
stability number. Sin embargo, fue hasta 1990 cuando Fink, Jacobson, Kinch
y Roberts (ver [7]) usaron por primera vez el término bondage number al que
denominaremos en espanol numero de sujecion. Ellos encontraron diferentes
resultados acerca de éste y desde entonces, ha sido ampliamente estudiado.

El objetivo general de esta tesis es mostrar los resultados més importantes
sobre este nimero, desde el inicio de su estudio hasta la actualidad.

El trabajo se desarrollara en cuatro capitulos, siguiendo una secuencia
entre ellos de tal manera que el lector pueda comprender el contenido con
facilidad.
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En el primer capitulo, daremos las nociones bésicas de Teoria de Gréficas
y Teoria de Dominacion e introduciremos las notaciones que seran utilizadas
a lo largo del trabajo.

En el segundo capitulo, estudiaremos los resultados mas importantes
acerca del nimero de sujecién: mostraremos las principales cotas superiores
y determinaremos el valor exacto para algunas graficas.

En el tercer capitulo, abordaremos el trabajo desarrollado en 1988 por
Brigham y Dutton (ver [3]). Ellos se enfocaron en el estudio de aquellas
graficas cuyo nimero de sujecién es mayor a uno. En particular, encontraron
el tamano minimo de éstas.

En el cuarto y ultimo capitulo, estudiaremos aquellas graficas cuyo nimero
de sujecién es mayor a uno, pero ademdas cumplen la propiedad de que
su numero de dominacion cambia tras subdividir cualquier arista. En este
capitulo es donde se concentra la parte original de la tesis, ya que
expondremos nuevos resultados obtenidos acerca de este tipo de graficas que,
como veremos, son un subconjunto de las graficas estudiadas por Brigham y
Dutton (Capitulo 3). Estudiaremos algunas propiedades que nos serén utiles
para determinar el tamano minimo, daremos a conocer una caracterizacion
y mostraremos cotas para el tamano minimo.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo, abordaremos la terminologia y las definiciones
bésicas que seran necesarias para la comprensiéon del trabajo. Empezaremos
con la definicién de una grafica, mencionaremos algunas propiedades y opera-
ciones importantes y finalizaremos introduciendo los conceptos de niimero de
dominacién y sujecion, los cuales seran cruciales en este trabajo.

Una gréfica es un par G = (V, E) que consta de un conjunto V(G) no
vacio y finito y un subconjunto £(G) posiblemente vacio de V) (el conjunto
de todos los pares no ordenados de la forma uv con u,v € V(G)). A cada
elemento de V(G) se le conoce como un vértice y a cada elemento de E(G) se
le conoce como una arista. El orden y el tamano de GG son las cardinalidades
de V(G) y E(G), respectivamente. En la Figura 1.1 se muestra una gréfica
de orden 16.

Figura 1.1: Una grafica con 16 vértices y 24 aristas.



Capitulo 1. Preliminares

Dos vértices u,v € V(G) son adyacentes si uv € E(G), una arista e es
incidente a un vértice v si v es un extremo de e. En la Figura 1.1, el vértice
d es adyacente a los vértices f y k e incidente a las aristas df y dk.

La vecindad abierta N(v) de v € V(G) consta del conjunto de vértices
adyacentes a v, es decir,

N@w)={w e V(G) :vw € E(G)}.

La vecindad cerrada N[v] de v € V(G) consta del vértice v junto con su
vecindad abierta,

Nv] = N(v) U {v}.
Por ejemplo, en la Figura 1.1, la vecindad abierta de b es N(b) = {h,i,k},
mientras que su vecindad cerrada es N[b] = N(b) U {b} = {b, h,i, k}.

Para un conjunto S C V(G), las vecindades abierta y cerrada de S son
N(S) =Uyes N(v) y N[S] = N(S) U S, respectivamente.

Un vértice v se denomina universal si Nv| = V(G). Para S C V(G), un
vértice v € S es aislado de S si N(v) C V(G) — S.

La vecindad privada externa EPN(v,S) (del inglés external private
neighborhood) de un vértice v € S con respecto a S C V(G), se define como

EPN(v,S):= N(v) — N[S — {v}].
El grado deg(v) de un vértice es el nimero de aristas incidentes a v,
deg(v) = [N (v)].

Los grados minimo y méaximo de los vértices en V(G) se denotan con 6(G)
y A(G), respectivamente. Decimos que una grafica es regular de grado r o
r-regular si §(G) = A(G) = r. En la Figura 1.1, §(G) =2y A(G) = 4.

Un camino en una grafica es una sucesiéon finita no vacia
W = vgejvies . .. exvg, cuyos términos son alternativamente vértices y aris-
tas, tal que para 1 < i < k, los extremos de e; son v;_1 y v;. Decimos que
W es un camino de vy a v, donde el entero k es la longitud del camino. En
una grafica simple (sin lazos ni aristas multiples), un camino es determinado
solamente por la sucesion vgv; ... v, de sus vértices; si los vértices son todos
distintos, entonces a W se le conoce como una trayectoria. La trayectoria
de orden n se denota con P,.



Decimos que dos vértices u,v € V(@) estan conectados si hay una
trayectoria de u a v en G. Una gréfica G es conexa si cada par de vértices
de G estan conectados, de lo contrario es disconexa. Mientras no se diga lo
contrario, en este trabajo asumiremos que todas las graficas son simples y
conexas. En la Figura 1.2 se muestra una grafica conexa y una disconexa.

AL

Figura 1.2: (a) Una gréfica conexa, (b) una grafica disconexa.

Decimos que H es subgréafica de G si V(H) C V(G) y wv € E(H)
implica que uv € E(G) y se denota con H < G. Si H < G y H contiene
todas las aristas uv € E(G) tal que u,v € V(H), entonces H es subgrafica
inducida de G y se denota con G[H]. Si H < Gy V(H) = V(G), entonces
H es subgrafica generadora de G.

W

Figura 1.3: Una grafica G con dos subgraficas Hy y Hs, H; es generadora
pero no inducida, Hs es inducida pero no generadora.

El complemento de la grifica G = (V, E) es la grifica G = (V,E), con
el mismo conjunto de vértices y tal que dos vértices de G son adyacentes si
y sélo si no son adyacentes en G.

Dos graficas G y H son isomorfas si existe una biyeccion

v :V(G)—= V(H)
tal que uwv € E(G) siy sélo si ¢(u)y(v) € E(H) y de denota con G = H.



Capitulo 1. Preliminares

Algunas familias de gréficas que usaremos en este trabajo son: los
ciclos, los arboles, las estrellas, las graficas completas y las multipartitas;
las cuales describiremos a continuacién. A lo largo del trabajo estaremos
definiendo algunas otras que sean necesarias.

El ciclo C), de orden n > 3 tiene tamano m = n, es una grafica conexa y

T

Figura 1.4: Ciclos de tamafio tres, cuatro y cinco.

Una grafica aciclica, es decir, aquella que no contiene ningun ciclo
como subgréfica se denomina bosque. Un bosque conexo se denomina arbol.
Asi, un bosque es una grafica cuyas componentes son arboles. Los vértices
de grado uno de un arbol se denominan hojas.

Figura 1.5: Los tnicos arboles posibles de orden cinco.

La estrella K, ,_; tiene un vértice de grado n — 1 y n — 1 vértices de
grado uno.

Por ejemplo, el primer arbol de la Figura 1.5 es la trayectoria Ps, mientras
que el dltimo, es la estrella K 4.

La grafica completa K, consta de n vértices, todos ellos adyacentes
entre si dos a dos, de manera que tiene (;‘) = @ aristas.

Para un entero t € Z, una grafica se denomina t-partita si V' (G) admite
una particion Vi, Vo, ..., V; tal que V(G) = ViUV, U ... UV, con |Vi| = ny,
y donde cada par de vértices u,v € V; no son adyacentes. Si la particién de
V(G) consta de dos conjuntos, la grafica se denomina bipartita y si todos
los vértices de V; son adyacentes a todos los vértices de V; para ¢ # j, diremos

4



que la grafica es t-partita completa o bipartita completa en el caso t = 2.
Una grafica se denomina multipartita (completa) si es t-partita (completa)
para alguna t > 2.

"L‘ 7
1 i Y Y2
Zs ) I
Y2
T z2
T2
4 T3 Y3
X9 21
K K3 K329

Figura 1.6: Graficas completa, bipartita completa y 3-partita completa.

A lo largo del trabajo, usaremos en varios resultados algunas modifica-
ciones y operaciones entre graficas, las cuales describiremos a continuacién.
Dos de ellas, la eliminacion y la subdivisén de una arista, seran cruciales para
el desarrollo del trabajo y las estaremos usando constantemente.

Dada una grafica G y una arista e € FE(G), denotaremos con G — e a
la grafica que se obtiene al eliminar la arista e de G y con G, a la grafica
que se obtiene al subdividir la arista e de . La subdivisién de una arista
e = uv consiste en eliminar la arista e de G y anadir un nuevo vértice w y las
aristas uw y vw, quedando asi una grafica con n+ 1 vértices y m + 1 aristas.
En la Figura 1.7 se muestra un ejemplo.

G G-—e G,

Figura 1.7: Eliminacién y subdivision de la arista e de Cs.

Dadas las gréaficas G y H se definen distintas operaciones como la unién,
interseccion, suma y producto cartesiano.
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s La unién K = G U H tiene
V(K) = V(G)UV(H)y
E(K) = FE(G)UE(H).

s La interseccion K = G N H tiene

V(K) = V(G)NV(H)y
BE(K) = E(G)nE(H).

» Para graficas disjuntas G y H, la suma K = G + H tiene

V(K) = V(G)UV(H)y
E(K) = E(G)UEH)U{uw;,ueV(G)yveV(H)}.

» El producto cartesiano K = G x H tiene V(K) =V(G) x V(H) y
los vértices {uy,v1} vy {u2,v2} en V(K) son adyacentes si y sélo si ya
sea que u; = up y 109 € E(G) 0 v1 = ve y uyus € E(G).

Un concepto fundamental en este trabajo es el de dominacion, el cual
ha sido muy estudiado en los ultimos anos (ver [10] y [11]).

Un conjunto D C V(@) se denomina conjunto dominante si cada
vértice v € V(G) es un elemento de D o adyacente a un elemento de D.

Diremos que D domina a G y escribiremos D > G. En la Figura 1.8 se mues-
tra un ejemplo.

U v1

U6 U3

U5 V4

Figura 1.8: Una gréfica donde D = {v3, vg, v} es un conjunto dominante.

El nimero de dominacién v(G) de una grafica G, se define como la
cardinalidad minima de un conjunto dominante.



Un conjunto dominante de cardinalidad minima se denomina y-conjunto.
Denotaremos con I'(G) al conjunto de todos los y-conjuntos de G. En la Figu-
ra 1.9, se muestra una gréafica con conjuntos dominantes Dy = {vy,vs, v5},
Dy = {vs,v6,v7,08} y D3 = {va, vy, v6, 07,08} de cardinalidad tres, cuatro y
cinco, respectivamente. Dado que no existe un conjunto dominante con dos
vértices, tenemos que y(G) = 3.

U2 V4 2 V4
vl U5 g v1 U5 Vg
U3 v3
U8 U7 8 v7
V9 V4 V9 V4
vl v5 U6 U1 U5 Ug
U3
U3 V7 U8 vy

Figura 1.9: Conjuntos dominantes de cardinalidad 3, 4 y 5.

Un resultado importante acerca del nimero de dominacién fue probado
por Ore y es el siguiente.

Teorema 1.0.1 Si G es una grdfica de orden n y §(G) > 1, entonces

7(G) <

|3

A partir del nimero de dominacién, se define el nimero de sujecion de
una grafica, tema sobre el cual esta centrado este trabajo y que abordaremos
ampliamente en el siguiente capitulo.

El nimero de sujecién b(G) de una grafica no vacia G es el minimo
nimero de aristas cuya eliminacién de G resulta en una grafica con nimero
de dominacion mayor, esto es:

b(G) = min{|F|: F C B(G),7(G — F) > 7(G)}.
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En la Figura 1.10, se muestra una gréafica G' con y(G) = 2. Observemos
que al eliminar cualesquiera una o dos de sus aristas, el nimero de domi-
nacién no cambia, pero el nimero de dominacion de la grafica que resulta
tras eliminar tres aristas aumenta a tres, por lo tanto, G tiene b(G) = 3.

[
Y(Cy) =2 Y Ci—E)=3

Figura 1.10: Una grafica G' con b(G) = 3.



Capitulo 2

Numero de sujecion de una
grafica

En el presente capitulo, estudiaremos algunos resultados acerca del niimero
de sujecién de una grafica. Mostraremos las principales cotas superiores, las
cuales estan dadas en términos de distintos pardametros como son: los grados
minimo y maximo de los vértices, el nimero de dominacion y el orden de la
grafica. Ademads, se determinard el valor exacto del niimero de sujecion de
algunas graficas, incluyendo aquellas que son dibujables sobre superficies en
general.

2.1. Cotas superiores

En 1990, Fink, Jacobson, Kinch y Roberts (ver [7]) probaron los siguientes
resultados, los cuales aparecen en el articulo donde introdujeron la nocién de
numero de sujecién de una gréfica.

Teorema 2.1.1 [7] Sea G una grdfica coneza de orden n > 2. Entonces
b(G) <n—1.

Demostracién. Sean u y v vértices adyacentes tales que deg(u) < deg(v).
Si b(G) < deg(u), se tiene que b(G) < n — 1, ya que deg(v) < n — 1 para
todo v € V(G). Por lo tanto, supondremos que b(G) > deg(u).

Denotemos con F, al conjunto de aristas incidentes al vértice u. Entonces,
al eliminar F, de G, el nimero de dominacién no debe cambiar, es decir,

9



Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

Sea S un 7-conjunto de G — u. Entonces S* = S U {u} es un ~-conjunto
de G — E,. Asi, |S*| = |S|+ 1y (G — E,) =~(G —u) + 1, por lo que

G —u) =~(G) - 1.

Ahora, denotemos con D a la unién de todos los y-conjuntos de G — w.
Entonces, en G, el vértice u no es adyacente a ningin vértice w € D. Por
lo tanto, |E,| < n—1—1|D|y v ¢ D. Sea F(v,D) el conjunto de aristas
incidentes a v y con el otro extremo en D. Como v ¢ D, ningin ~y-conjunto de
G —u—F(v, D) esta contenido en D, pues todos contienen a v. Asi, cualquier
v-conjunto de G —u es de menor cardinalidad que alguno de G —u— F (v, D),
es decir,

VG —u— F(v,D)) >~(G —u).
Por lo que,

(G —u—F(v,D)) > ~(G) — 1.
Por lo tanto, v(G — (E, U F(v, D))) > v(G) y asi

b(G) < |E,UF(v,D)|=|E,+|F(v,D)|<(n—1—|D|)+|D|=n-1.
n

Para algunas familias de graficas, por ejemplo, los arboles de orden n
cuyo numero de aristas es a lo mas n — 1, la cota del Teorema 2.1.1 no es
muy buena, pues el nimero de dominacién puede cambiar removiendo mucho
menos que n — 1 aristas; sin embargo, para algunas graficas la cota es justa,
por ejemplo, para la grafica multipartita completa G = Ks o .

Lema 2.1.2 Sea G una grdfica conexa no vacia de ordenn > 2 yvy(G) > 2.
Sib(G) > (v(G) — 1)A(G) + 1, entonces

b(G) < b(G — u) + deg(u)
donde u € V(G) y deg(u) = A(G).

Demostraciéon. Sea G una grafica conexa no vacia de orden n > 2y
v(G) > 2. Supongamos que b(G) > kA(G) + 1, donde k = v(G) — 1. Sea
u € V(G) tal que deg(u) = A(G) y sea E, el conjunto de aristas incidentes
a u. Entonces 7(G — E,) = 7(G), ya que b(G) > deg(u) = A(G).

Sea D un vy-conjunto de G — u. Entonces, D U {u} = G — E,,, por lo que
(G — E,) < (G — u) + 1. Por otro lado, sea D" un v-conjunto de G — E,,,

10
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entonces u € D'y D'\ {u} = G — u, por lo que 7(G —u) < (G — E,) — 1.
Por lo tanto,

WG = Ey) =v(G —u) + 1.

Dado que v(G — E,) = v(G), tenemos que v(G) = v(G — u) + 1.
Sea £ C E(G —u) tal que b(G —u) = |E|, asi y(G —u— E) > v(G — u).
Observemos que G — (EU E,) = (G —u — E) U{u}. Entonces,

NG = (BUE)) =7(G —u—=E)+1>7(G —u) +1=7(G),

por lo que
b(G) < |E|+ |E, = b(G — u) + deg(u).

Teorema 2.1.3 [7] Si G es una grdfica no vacia y v(G) > 2, entonces
b(G) < (+(G) — DAG) +1.

Demostracién. Procederemos por induccién sobre v(G). Primero asumire-
mos que Y(G) = 2. Sea u € V(G) tal que deg(u) = A(G), entonces
v(G —u) = v(G) — 1 = 1. Supongamos que b(G) > A(G) + 2. Entonces,
por el Lema 2.1.2, tenemos que

A(G)+2 <b(GQ) <b(G —u)+deg(u) =b(G —u) + A(G),

lo cual implica que b(G —u) > 2. Dado que v(G) =2y v(G —u) = 1, hay
un vértice v € V(@) que es adyacente a todos los vértices de G excepto a
u, y asi en G, N(u) = N(v) = V(G) \ {u,v}. Dado que b(G — u) > 2, al
remover de G —u una arista incidente a v, nos queda una grafica con ntimero
de dominacién uno. Asi hay un vértice w € V(G) \ {u,v} = N(u) que es
adyacente a cada vértice de G —u. Esto implica que v(G) = 1, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, b(G) < A(G) + 1.

Supongamos a continuaciéon que y(G) > 3 y que b(G) > kA(G) + 1.
Entonces por el Lema 2.1.2, tenemos que

b(G) b(G — u) + deg(u)

b(G — u) + A(G)

I IA

y por hipotesis de induccion,

b(G) < (VG —u) — DAG —u) + 1+ AG)
= (7(G) = 2)A(G —u) + 1+ A(G)
< (UG) =2)A(G) + 1+ A(G)
= (7(G) -DA(G) +1

11



Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

lo cual es una contradiccién, por lo tanto b(G) < (y(G) —1)A(G) +1. =

La cota del Teorema 2.1.3 es justa si consideramos, por ejemplo, a la
grafica multipartita completa G = Ky, ,. Esta misma grafica se ajusta a
la cota del siguiente teorema.

.....

Teorema 2.1.4 [7] Si G es una grdfica conexa de orden n > 2 y nimero de
dominacion v(G), entonces

b(G) <n—~(G)+1.

Demostracién. Sea G una grafica conexa de orden n > 2 y nimero de
dominaciéon y(G) < 2. Entonces b(G) < n — 1 por el Teorema 2.1.1, y la
desigualdad es vélida. Por lo tanto, asumiremos que 7(G) > 3 y supondremos
que b(G) > n —~(G) + 2.

Sea v € V(G) un vértice fijo y sea E, el conjunto de aristas incidentes
a v. Dado que V(G) — N(v) = G tenemos que v(G) < n — deg(v), es decir,
deg(v) <n —~v(G) < b(G) y como deg(v) = | E,|, entonces

Sea S un ~-conjunto de G — v. Entonces S* = S U {v} es un ~-conjunto
de G — E,. Asi, |[S*| =S|+ 1y (G — E,) =~v(G —v) + 1, es decir,

NG =) =7(G) - 1.

Sea D la unién de todos los y-conjuntos de G —v. Entonces N(v)ND = {)
y asi |E,| <n—1—|D|. Seau € N(v) y denotemos con E(u, D) al conjunto
de aristas que tienen un extremo en u y el otro en D. Dado que u ¢ D, ningtin
vy-conjunto de G —v — E(u, D) esta contenido en D, pues todos contienen a u,
ya que u es un vértice aislado en G — v — E(u, D). Asi, cualquier y-conjunto
de G — v es de menor cardinalidad que alguno de G — v — E(u, D), es decir,

G —v—E(u,D)) >~v(G—v) =~(G) — 1.

Sea S; un y-conjunto de G—u—wv. Entonces ST = SU{u} es un v-conjunto
de G—v—E(u, D). Asi, |S7| = |S1|+1yv(G—v—E(u,v)) = v(G—v—u)+1.
Observemos que S;* = S; U {u,v} es un y-conjunto de G — E, — E(u, D).
ASt, S5°] = S+ 2 v

v(G—-E,— E(u,D)) =G —v—u)+2
=v(G—-v—FE(u,D))—1+2
> v(G).

12
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Por lo que,
|Ev| + |E(u, D)| = b(G) 2 n —~(G) +2
y asi
|E(u, D)| = (n —¥(G) +2) = (n—1—[D)|)
0

|E(u, D)| = |D| = 7(G) + 3.

Sea S5 el conjunto de vértices en S que son adyacentes a u y sea Sj el
conjunto de vértices en D \ S que no son adyacentes a u. Entonces,

|E(u, D)] = [Sa| +[D — (SUS3)|
|So| + | D] — |S] — [Ss]
= D] = (v(G) = 1) + [S2| — |Ss].

Asi,
D] = (/(G) = 1) + [S2| = |Ss] = [D] = 7(G) + 3

|Sa| > |S5] + 2.

Ahora, sea S; el conjunto de vértices en S3 tal que cada vértice tiene
exactamente un vecino en S;. Dado que [Sa| > |S5| > |S;|, hay un vértice
w € Sy que no es adyacente a ningun vértice de S;. Pero entonces, dado que
u es adyacente al menos a dos vértices de S ya que |S3| > 2, tenemos que
S —{w} U {u} es un v-conjunto de G — v y llegamos a una contradiccién,
pues u ¢ D. Por lo tanto,

b(G) <n—~(G)+1.

En 1990, cuando Fink (ver [7]) introdujo el concepto de numero de
sujeciéon, conjeturd lo siguiente.

< Si G es una grafica no vacia, entonces b(G) < A(G) + 1. >
En 1993, Teschner (ver [14]) encontré un contraejemplo a esta conjetu-

ra, probando que el producto cartesiano K3 x Kj tiene b(G) = A(G) + 2
(ver Fig. 2.1).

13



Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

V(K3 x K3) =3 VK3 x K3 — E)=4

Figura 2.1: Una gréfica con A(G) =4y b(G) = 6.

Mas adelante, Hartnell y Rall (ver [9]) y Teschner (ver [16]), independien-
temente, determinaron el nimero de sujecion del producto cartesiano de dos
graficas completas de orden n, hecho que probaremos en la siguiente seccién.

En 1994, Hartnell y Rall (ver [9]) probaron una cota superior para el
nimero de sujecion, que es mejor en muchos casos, en particular, cuando las
graficas tienen vértices adyacentes de grado pequeno.

Sea F(A, B) el conjunto de aristas de la forma ab con a € A C V(G) y
b€ B C V(G). Denotemos con e(A, B) a la cardinalidad de E(A, B).

Teorema 2.1.5 [9] Si G es una grdfica no vacia, entonces
b(G) < minueV(G),wEN(u){deg(u) + 6({33}, V- N[U])}

Demostracién. Sea v € V(G) y © € N(u) que alcanzan el minimo en el
teorema. Sea F}, el conjunto de aristas incidentes al vértice u. Entonces en la
grafica H =G — F,, — E({z},V — NJu]), u es un vértice aislado y todos los
vecinos de x en H, si hay alguno, estdn en Ng(u). Si D es un y-conjunto de
H, entonces u € D'y DN N(u) # () dado que, en particular, D debe dominar
a z en H. Sin embargo, D — {u} = G y asi 7(G) < |D| — 1. Por lo tanto,
b(G) < | U E({x}, V — N[u])|. .

Otra conjetura referente al niimero de sujecion y de la cual hablaremos
mds adelante, fue propuesta en 1995 por Teschner (ver [15]).

Conjetura 2.1.6 (Teschner [15]) Para toda grifica G,

b(G) < SA(G).

2
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2.2. Valor exacto para algunas graficas

En general, es dificil determinar el valor exacto del nimero de sujecion
de una grafica, ya que este depende fuertemente del niimero de dominacién.
Cuando Fink (ver [7]) introdujo el concepto de nimero de sujecion, deter-
miné el valor exacto para algunas graficas comunes, tales como las graficas
completas, las trayectorias, los ciclos y las graficas multipartitas completas.

Empezaremos la seccion mostrando los resultados de Fink [7].
Posteriormente, mostraremos algunos resultados para los arboles en general y
finalizaremos con algunas graficas que resultan del producto cartesiano de dos
graficas.

2.2.1. Graficas completas y multipartitas completas

Proposicién 2.2.1 [7] El nimero de sujecion de la grifica completa K,
n>2es

Demostracion. Sea H una subgrafica generadora de K,, que es obtenida al

eliminar menos de [%] aristas (posiblemente ninguna) de K. Entonces H

contiene al menos un vértice de grado n—1y asi y(H) = 1. Por lo tanto, hay
n n

que eliminar al menos [ %] aristas para que y(H) > v(K,) y asi b(K,) > [5].

Ahora, si n es par, al eliminar 7 aristas no incidentes entre si de K,
el grado de cada vértice se reduce a n — 2 y por lo tanto, obtenemos una
grafica H con numero de dominacién v(H) = 2. Si n es impar, al eliminar
"T_l aristas no incidentes entre si de K, obtenemos una gréafica que tiene
exactamente un vértice de grado n — 1; eliminando una arista incidente a
este vértice, obtenemos una grafica H con nimero de dominacién y(H) = 2.

En ambos casos, la grifica H resulta de la eliminacién de [F] aristas de

Ky, por lo tanto, b(K,) = [§]. ]

Teorema 2.2.2 [7] Si G = Ky n,,..n, donde ny < ng < ... < ny, entonces

[m/2]  siny =1y N1 =2 para 1 <m <t,
b(G)=< 2t—=1 sing=ng=..=mn =2,
S"in; e otro caso.

Demostraciéon. Si n,, = 1y n,,11 > 2 para alguna m, la demostracion es
similar a la demostracién de la Proposicion 2.2.1.
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Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

Supongamos que n; = ng = ... = Ny = 2 y observemos que en este
caso v(G) = 2. Primero mostraremos que b(G) > 2t — 1. Supongamos lo
contrario, es decir, que hay un conjunto de aristas F(G) tal que |E| = 2t —2
vy 7(G — E) > v(G). Observemos que G — E no tiene vértices aislados, pues
toda subgrafica de G' que tenga un vértice aislado y 2t — 2 aristas menos que
G es isomorfa a K1 U K29 2 y tiene niimero de dominacién dos. También
si G — E tiene un vértice de grado 2t — 2, entonces v(G — E) = 2. Asi el
grado de cada vértice en G — F estd entre 1 e incluso 2t — 3. En efecto, dado
que |E| = 2t — 2, hay un vértice v; con degg_g(vy) = 2t — 3.

Sea vy € V(G) el otro vértice que pertenece al mismo conjunto de par-
ticion que vy y sea u; el unico vértice distinto de vy que no es adyacente a
v1. Dado que el conjunto de particién de dos elementos {v1, v9} no puede ser
un conjunto dominante en G — F, debemos tener que u;v, € E. Sea us el
otro vértice del conjunto de particion en G que contiene a u;. Entonces, dado
que v(G — E) > 2 y dado que v; es adyacente en G — E a todos los vértices
excepto vy v uq, estos dos ultimos no son dominados por vy, asi cada vértice
diferente de vy, vs, uy, us no es adyacente a al menos uno de los vértices vy
y u; en G — F para tener un conjunto dominante de tamano mayor que 2.
Dado que hay 2t — 4 de esos vértices, para F contamos 2t — 4 aristas junto
con las aristas viu y vauq, es decir, 2t — 4+ 2 o todas las aristas de . Como
ninguna de estas aristas es incidente a ug, vemos que us tiene grado 2t — 2
en G — E, lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, b(G) > 2t — 1.

Sea {v1,v2} un conjunto de particiéon de G y sea H la grafica obtenida
eliminando de G las 2t — 2 aristas incidentes a v; y una arista incidente a
V9, como ningun conjunto D de tamano dos domina a H, pues v; € D, uq no
domina a vy y cualquier otro vértice en D no domina al otro vértice de su
misma clase, entonces y(H) = 3. Por lo tanto, cuando n; = ng = ... = ny = 2
tenemos que b(G) = 2t — 1.

Ahora supongamos que n; > 2 y n; > 3, observemos que en este caso
Y(G) =2y sea s = Zf;} n;. Supongamos que hay un conjunto de aristas
E de G tal que |E| < sy v(G — E) > v(G). Entonces cada vértice de G es
incidente a al menos un elemento de E, pues si hubiera un vértice v tal que
dega-p(v) = degg(v) y si V es el conjunto de particién al que pertenece v,
cada uno de los mas de s vértices que no estdn en V' no son adyacentes en
G — E a al menos un elemento de V' (de lo contrario v y algin otro vértice
que no esta en V formarian un conjunto dominante de dos elementos en
G — E), pero entonces, hay por lo menos una arista de F incidente a cada
uno de los vértices que no estdn en V', esto implica que |E| > s, lo cual nos
lleva a una contradiccién. Por lo tanto, cada vértice es incidente al menos
a una arista de F. Observemos también que dado que |F| < s, debe haber
un vértice v; incidente a exactamente una arista, digamos e € FE. Sea 1
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el otro vértice de G que es incidente a e y sea Y el conjunto de particién
de G que contiene a y;. Por lo tanto, sean v, vs, ..., v, los otros elementos
del conjunto de particion X que contiene a v;. Dado que v; es adyacente en
G — E a cada vértice diferente de y,vs,...,v,, y dado que v(G — E) > 2,
cada vértice que no estd en X UY no es adyacente en G — F a al menos
uno de los vértices yy, va, ..., v, (de lo contrario, v; y algin otro vértice que
no esta en X UY formarian un conjunto dominante de dos elementos en
G — E) y como cada vértice de Y es también no adyacente a algin vértice
en G — F, entonces cada vértice de Y es incidente a alguna arista de F, esto
implica que |E| > |[V(G)\ (X UY)|+|Y|—1, considerando la arista v;y; € E
tenemos que |E| > |[V(G) \ (X UY)|+ Y| > s, lo cudl es una contradiccion.
Asi, b(G) < s. Consideremos la grafica H obtenida eliminando las s aristas
incidentes a un vértice v en un conjunto de particién de cardinalidad n,
entonces como ningin vértice domina a v, este pertenece a algiin vy-conjunto
que tiene cardinalidad mayor que dos, asi v(G) = 3 y por lo tanto b(G) = s.

[

2.2.2. Trayectorias y ciclos

A continuacion, determinaremos el nimero de sujecion del ciclo y la
trayectoria de orden n. Para ello, haremos uso del siguiente lema cuya
demostracion es sencilla, por lo que no la presentaremos aqui.

Lema 2.2.3 El numero de dominacion del ciclo y la trayectoria de orden n

s0N
n

v(Cy) = [g—‘ para n >3

respectivamente.

Teorema 2.2.4 [7] El nimero de sujecion del ciclo de orden n es

[ 3 sin=1(mod3),
b(Cn) = { 2 en otro caso.

Demostracion. Observemos que, al eliminar cualquier arista de C, nos
queda una trayectoria del mismo orden, y por el Lema 2.2.3, tenemos que
v(Cy) = v(P,) paran > 3. Por lo tanto, b(C,,) > 2. Ahora, sin =1 (mod 3),
al eliminar cualesquiera dos aristas de ), nos queda una grafica H que consta
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de dos trayectorias P y Q). Si P tiene orden ny y () tiene orden ns, entonces
o bien ny =ny = 2 (mod 3), o, sin pérdida de generalidad, ny = 0 (mod 3)
y ne = 1 (mod 3). En el primer caso, tenemos que

V(H) =7(P)+7(Q)

=[]+ %]

- () + ()

= (%)

= 3]

=7(Ch)-

En el segundo caso,
Y(H) =~(P)+(Q)

- [3]+[%]
- () + (5

En ambos casos, cuando n = 1 (mod 3), tenemos que b(C),) > 3.

Para la cota superior, consideraremos dos casos:
Caso 1. n = 0,2 (mod 3). La grafica H que se obtiene al eliminar dos aristas
incidentes entre si de C,, consta de un vértice aislado y una trayectoria de
orden n — 1. Asi

por lo que, b(C},) < 2. Por lo tanto, si n = 0,2 (mod 3), entonces b(C,,) = 2.
Caso 2. n =1 (mod 3). La grafica H que se obtiene al eliminar tres aristas
consecutivas de C), consta de dos vértices aislados y una trayectoria de orden
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n — 2. Asi,
V(H) =2+7(Ps)
~2+[=2]
=2+ (%)
—24 (5]
=14+~(Cy),
por lo que, b(C,) < 3. Por lo tanto, si n = 1 (mod 3), entonces b(C,,) =3. =

Del Teorema 2.2.4, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.2.5 FEl numero de sujecion de la trayectoria de orden n, n > 2

es
[ 2 sin=1(mod3),
b(P) = { 1 en otro caso.

2.2.3. Arboles en general

En 1983, Bauer (ver [2]) y en 1990, Fink (ver [7]) independientemente,
obtuvieron el siguiente resultado para arboles.

Teorema 2.2.6 [7] Si T es un drbol no trivial, entonces b(T) < 2.

Demostracion. Para arboles de orden dos o tres, la afirmacién es
inmediata. Entonces, asumiremos que 7' tiene orden al menos cuatro.

Supongamos que 1" tiene un vértice soporte u que es adyacente al menos a
dos vértices finales v y w. Sea D un conjunto dominante de T que no contiene
a u. Entonces, D contiene a ambos vértices vy w. Asi, D\{v, w}U{u} también
es un conjunto dominante de T'. Luego, cada ~y-conjunto de 7' contiene a u y
no contiene a v (ni a w). Sea e = wv. Dado que cada conjunto dominante de
T — e contiene a v y también es un conjunto dominante de 7', tenemos que
~(T —e) > ~(T). Por lo tanto, en este caso, b(T) = 1.

Ahora, supongamos que cada vértice de T' es adyacente a lo méds a un
vértice final. Entonces, T' tiene un vértice u de grado dos que es adyacente a
exactamente un vértice final v. Sea w el otro vértice adyacente a u y sea D
un y-conjunto de 7' — uv — uw. Entonces, ambos vértices u y v estan en D y
D\ {v} es un conjunto dominante de T'. Asi, v(T' — uv — uw) > y(T') y por
lo tanto, b(T) < 2. |

De la demostracion del Teorema 2.2.6 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 2.2.7 Si algun vértice de un drbol T es adyacente a dos o mds
vértices finales, entonces b(T) = 1.

Del Corolario 2.2.5, podemos observar que los arboles del Corolario 2.2.7
no son los unicos con numero de sujecién igual a uno. Las graficas que se
obtienen al subdividir todas las aristas de la estrella K ,, son otro tipo de
graficas que tienen nimero de sujecion igual a uno, y no tienen vértices que
son adyacentes a mas de un vértice final.

El siguiente resultado fue probado por Fink, Jacobson, Kinch y Roberts
(ver [7]).

Teorema 2.2.8 [7] Si F' es un bosque, entonces I es subgrdfica inducida de
un drbol S con b(S) =1 y un drbol T con b(T') = 2.

Demostracion. Sea u el vértice central de una trayectoria de orden tres.
Sea F' un bosque, de cada componente de F' elegimos un vértice y anadi-
mos una arista de ese vértice a u. El arbol resultante S contiene a F' como
subgrafica inducida y tiene un vértice, a saber u, adyacente a dos vértices
finales. Entonces, por el Corolario 2.2.7, tenemos que b(S) = 1.

Ahora, probaremos que existe un arbol 7" con b(T') = 2, el cual contiene
a F' como subgrafica inducida. Procederemos por induccién sobre el orden n
de F.

Para n = 2, la afirmacién es cierta. Supongamos que la afirmacién es
cierta para todo bosque de orden n. Sea F' un bosque de orden n + 1 tal que
F =~ K, (el complemento de la gréfica completa de orden n+1). Sea T una
trayectoria cuyo orden es congruente con uno moédulo tres y es tan grande
al menos como 2n + 1. Entonces, T' contiene un conjunto independiente de
n + 1 vértices (la subgrafica inducida F') y, por el Corolario 2.2.5, tenemos
que b(T') = 2. Ahora supongamos que F es no vacio. Sea u un vértice final de
Iy sea v el vértice adyacente a u. Por la hipdtesis de induccion, el bosque
F' = F—{u} de orden n es subgrafica inducida de un &rbol 7" con b(T") = 2.

Sea H la union de dos trayectorias de orden cuatro, cuyos vértices estan
etiquetados como en la Figura 2.2. Sea T el arbol que resulta de la unién
de H con T, anadiendo el vértice u junto con las aristas uv, uz, y uws
(ver Fig. 2.3 (a)).

Observemos que F' es subgrafica inducida de T. También observemos que,
de cada par de vértices {wy, z1}, {y1, 21}, {wa, 22} v {y9, 22}, exactamente
uno debe estar en cada conjunto dominante de 7', y ninguno de estos domina
a algin vértice de T'; asf, v(T) > 4(T') + 4. Si D’ es un 7-conjunto de
T', entonces D = D' U {z1,y1, 22,92} es un conjunto dominante de 7' de
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wy L1 X2 w2

<1 Ui Yo 29

Figura 2.2: Dos trayectorias de orden cuatro.

wq xy T2 W9

21 U1 Yo 22

(a)

Figura 2.3: Arboles T yT.

cardinalidad y(T") + 4; asf ¥(T) = v(T') +4 y D es un y-conjunto de 7T Sea
e una arista de 7", entonces (T — ¢) = v(T), dado que b(T") = 2. Sea J la
subgréfica generada por los vértices {u, v, wy, 1, Y1, 21Ws, Ta, Y2, 22}. Sie € J
(ver Fig. 2.3 (b)), tenemos que v(T' — e) = v(7T'), dado que b(J) = 2. Por lo
tanto, b(T") = 2. |

2.2.4. Producto cartesiano de dos graficas completas

En 1994, Hartnell y Rall (ver [9]) determinaron el nimero de sujecién del
producto cartesiano de dos graficas completas K, x K,,. Observemos que este
resultado se ajusta a la cota de la Conjetura 2.1.6.

Teorema 2.2.9 [9] Sea G,, = K,, x K,,, n > 3. Entonces

b(Gy) = 3(n — 1) = gA(Gn).

Demostracion. Consideremos a G, como un arreglo de n X n vértices
{vi; + 1 < i < j < n} donde para cada j, 1 < j < n, los conjuntos
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Cj = {ULj, V255« - 7Un,j} y Rj = {Uj71, V52, .- 7Uj,n} inducen Subgréficas
completas. Observemos que, v(G,) = n y v(G, —v;;) = n — 1 para cualquier
i,j. Una arista e € E(G,,) se denomina vertical u horizontal dependiendo de
si ésta pertenece a la subgrafica inducida G, [C;] o G,,|R;], respectivamente,
para alguna j. Procederemos por induccién sobre n.

Observemos que G, es regular de grado 2(n—1), y si u y v son cualesquiera
par de vértices adyacentes de G,,, entonces v tiene exactamente n — 1 vecinos
que no estan en N|u]. Asi, b(G,) < 3(n — 1), por el Teorema 2.1.5. Ahora,
s6lo necesitamos probar que si F' C E(G,) con |F| =3(n — 1) — 1, entonces
Y(Gn — F) = v(G,). Si H es subgréfica generadora de G,,, decimos que el
vértice v; ; es horizontalmente (vérticalmente) saturado en H si v; ; domina a
R; (respectivamente C;). Decimos que R; (respectivamente C}) es saturado en
H si la subgréfica inducida H[R;| (respectivamente H[C}]) de H es completa.

Sean n = 3, F algin conjunto de cinco aristas de G3 y H = G5 — F.
Primero, supongamos que H tiene un vértice que es a su vez horizontalmente
y verticalmente saturado. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
éste es vy 1. Si {va2, V23, V32, v33} inducen una subgréfica J de H con al menos
dos aristas, entonces J puede ser dominado usando dos vértices, los cuales
junto con vy ; forman un conjunto dominante de H de cardinalidad tres.
Asi, supongamos que J tiene a lo mds una arista. Si v12 y v13 son ambos
verticalmente saturados en H o si vy; y v3; son ambos horizontalmente
saturados en H, entonces H tiene un ~-conjunto de tamano tres. Asi, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que v;; no es horizontalmente
saturado en H y por lo tanto, vs; es saturado en H. Sin embargo, la subgrafica
K de H inducida por los vértices {vy 2, v13, V22, v23} solamente puede tener
una arista, por lo tanto, si algiin vértice de G3—F’ tiene grado cuatro, entonces
v(Gs — F') = 3. Entonces, supongamos que ningun vértice de H tiene grado
cuatro, es decir, no es a la vez horizontalmente y verticalmente saturado
en H. Si F tiene dos aristas horizontales (o verticales) ambas incidentes al
mismo vértice, digamos vy 1, entonces R; (o C) domina a H. Por lo tanto,
podemos suponer que F' contiene a las aristas vy ;v12 ¥ v1,102,1 y las otras
tres aristas de F' forman un emparejamiento perfecto con los seis vértices
restantes. Podemos observar facilmente que, v; 3 junto con v; 3 donde vy 3v; 3 €
F,yvjs2, j#1, j# 1 dominan a H. Por lo tanto, v(G3 — F) =3 =~v(Gs) y
b(G3) = 6.

Para una n arbitraria n > 3, supongamos que b(G,) = 3(n — 1) y sea
m = n + 1. Sea F algin conjunto de 3(m — 1) — 1 = 3n — 1 aristas de
Gn =K, x K, ysea H=_G,, — F. Si m =4y las aristas de I’ forman un
emparejamiento perfecto de G,,, entonces podemos suponer que vq,1v12 € F.
Si ademds vy 3v14 € F, entonces {vy1,v12,013,v14} domina a H. De otro
modo, vi3v;3 € F y vi4v;4 € F para algin par 7,j. Sin embargo,
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2.2. Valor exacto para algunas graficas

{U1,17 V1,2, V53, Uj,4} dominan a H.

Asi, podemos suponer que H tiene un vértice, digamos v 1, que es a su vez
horizontalmente y verticalmente saturado. Denotemos con H; ; a la subgrafica
de H obtenida al eliminar R, y C; de H. Por induccién,
|FF'N E(Hyp)| > 3(m — 2), si no, Hy; tiene un 7y-conjunto A de cardina-
lidad m —1y AU{v; 1} domina a H. De esto se sigue que, todos excepto un
vértice de Ry, son verticalmente saturados en H y todos excepto un vértice de
C son horizontalmente saturados en H y ambas subgraficas H|[R;] y H[C}]
son completas. Observemos que, el vértice de R; que no es verticalmente
saturado en H, es incidente a exactamente una arista de F', y una afirmaciéon
similar es cierta respecto a Cf.

Asi, todos excepto un vértice de cada uno de los R; y C son horizontal-
mente y verticalmente saturados en H. Aplicando el mismo argumento que
fue usado para v;; a cada uno de estos, llegamos a m — 1 renglones y m — 1
columnas de G, que son saturados en H. Esto implica que F' tiene a lo mas
3(m — 1) aristas. Esta contradiccién e induccién completan la demostracion.

[

2.2.5. Producto cartesiano de dos trayectorias

Dadas dos trayectorias P, y P, de orden n y m, respectivamente, se
define G, ,,, como el producto cartesiano de estas dos trayectorias

Gnm = Py X Pp,.

El nimero de sujecién de esta familia de graficas fue estudiado por primera
vez en 2009 por Cao, Hu y Xu (ver [4]). Ellos determinaron el valor exacto
del nimero de sujecion para P, X P», P, X P3 y P, X P;. Ademaés, propusieron
una conjetura para P, X P,,. Aqui s6lo mostraremos el resultado para P, x P.

Para un entero positivo t < n, Gy, es una subgrafica de Gy, ,,,. Denotemos
con H,_;,, ala diferencia G,, ,, — Gm; es decir, H,,_; ,, es una subgrafica de
Gpnm inducida por el conjunto de vértices {u;; :t+1<i<n,1<j<m}.
En la Figura 2.4, se muestra la grafica G5 3 = P X Ps.

En el siguiente resultado, denotaremos con Y; = {u;; : 1 < j < m}, para
cada i, 1 <1 < n, al conjunto de vértices verticales de 7 en G,, ,.

Lema 2.2.10 Sea P, la trayectoria de orden n > 1. Entonces

Y(Gra2) = [n;ﬂ :
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Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

1 2 3 4 5 1 2 3
° e e °® ) o—eo—o
P P

Ui U2,1 U3 1 U41 Us,1

Ui2 Uz,2 Us,2 U4,2 Us,2

)

U1,3 U2,3 U3 3 Uq.3 Us,3

G5,3 =B x B

Figura 2.4: El producto cartesiano de P5 y Ps.

Lema 2.2.11 Sea D un conjunto dominante de Gy, ,,,. Entonces

Y(Gim) < DOV (Gigrm)l

V(Hn—i,m) <|Dn V<Hn—i+1,m)|

para cada v, 1 <1 <n—1ym > 2.

Demostracién. Solo necesitamos probar que v(Gi) < [D NV (Giz1m)l,
dado que Hy,—;m = Gpoim. Sea D' =Dn V(Gig1m)- Si D' NYiy = 0,
entonces D' es un conjunto dominante de G ,,, y por lo tanto, 7(Gj,,) < |D'|.

Supongamos que D' N Yy # 0. Sea B; = {j : uiy1; € D'}. Entonces
(D" \ Yiy1) U{uij : j € B;} es un conjunto dominante de G, y

D// _
"| < |D’|. Asf tenemos que Y(Gim) < |D"| < |D'|. u

|D

Teorema 2.2.12 [4] b(G22) =3, b(G32) =2y

1 sin es impar,
b(Gn2) = { 2 sin es par,

para toda n > 4.

Demostracién. Es ficil verificar que b(Ga2) = 3y b(G32) = 2. Por lo tanto,
asumiremos que n > 4. De aqui tenemos dos casos.
Caso 1. n es impar. Consideremos el numero de dominacion de
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2.3. Graficas sobre superficies

G = Gp2 —uiur2. Sea D € I'(G). Entonces, ya sea que u1; € D ouys € D
y o bien us; € D 0 use € D. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que ug1,Uz2 € Dy urg,u12 ¢ D. Por el Lema 2.2.11, |D NV (Hy—2.m)| >
v(H,—32). Entonces, por el Lema 2.2.10, | D] > 2+~(H,_35) = 2+ [2=3H1] =
1+ v(G,2). Por lo tanto, b(Gp2) = 1.
Caso 2. n es par. Afirmamos que 7(Gp2) = 7(Gn2 — €) para cualquier
e € E(G,2). Para probar esta afirmacion, consideremos dos subcasos.
Caso 2.1. e es una arista vertical. Sea e = u; 1u; 2. Si j es par, entonces todos
los vértices u;1, i = 1 (mod 4), u;9, i =3 (mod 4), u,1 sin =0 (mod 4) o
Up2 si n =2 (mod 4), forman un conjunto dominante de G, » — e de cardi-
nalidad [%1]. Si j es impar, entonces todos los vértices u;;, i = 2 (mod 4),
U2, © = 0 (mod 4) y ugs, forman un conjunto dominante de G, 2 — e de
cardinalidad [2].
Caso 2.2. e es una arista horizontal. Sin pérdida de generalidad, sea
e = Ujiujy11. S j = 2 o 3 (mod 4), entonces todos los vértices w1,
i = 1 (mod 4), u;2, ¢ =3 (mod 4) y uy1, forman un conjunto dominante
de G,,1 — e de cardinalidad [*1]. Si j =00 1 (mod 4), entonces todos los
vértices u;2 ¢ = 1 (mod 4), w;1, i = 3 (mod 4) y u, 1, forman un conjunto
dominante de G, » — e de cardinalidad [*1]. Por lo tanto, b(G,2) > 2.
Ahora mostraremos que b(Gp2) < 2. Sea €1 = uUgjuUs 1, €2 = UgU32 Y
G = Gn2—{e1,e2}. Entonces G’ consta de dos componentes conexas, una es
Goso y la otra es H, 9. Por el Lema 2.2.10, tenemos que v(G') = 7(Gyz) +
Y(Hp-22) =2+ [2=2] =1 + 7(Gy2), lo cual implica que b(G,,2) < 2. Por
lo tanto, b(G,,2) = 2. [

2.3. Graficas sobre superficies

En esta seccion, presentaremos cotas del nimero de sujecion para graficas
que se pueden encajar sobre superficies en general.

Toda superficie cerrada S se puede obtener a partir de la esfera Sy,
anadiendo cierto nimero de asas o bandas de Mobius de la siguiente manera.

Dada una esfera, le quitamos dos discos disjuntos y le anadimos un
cilindro, identificando las dos circunferencias borde del cilindro con los
bordes de los agujeros de la esfera. Este procedimiento se llama anadir un asa
a la esfera. Repitiéndolo, obtenemos una esfera con dos, tres, o un nimero
finito de asas. La esfera con un asa es conocida como el toro.

Por otro lado, el procedimiento de anadir una banda de Mobius a la esfera,
consiste en quitarle un solo disco a la esfera y anadir una banda de Mobius

25



Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

en su lugar, identificando los puntos de la tunica circunferencia borde de la
banda con los de la circunferencia borde del agujero de la esfera. La superficie
cerrada resultante se llama plano proyectivo. Para cada entero n, podemos
formar una superficie cerrada, suprimiendo n discos disjuntos de la esfera y
reemplazando cada uno de ellos con una banda de Mobius. Cuando n = 2,
obtenemos la botella de Klein.

Si anadimos h asas a Sy, obtenemos una superficie orientable S}, que
comunmente se denomina el h-toro. El nimero h es el género orientable de
Sy,. Si anadimos k bandas de Mobius a la esfera Sy, obtenemos una superficie
no orientable N;. El nimero k es el género no orientable de N;. Cualquier
superficie cerrada es homeomorfa o bien a Sy, h > 0 o bien a Ny, k > 1.

Una gréafica G es dibujable en una superficie S si ésta admite un dibujo
en la superficie sin cruces de aristas, tal dibujo se denomina un
encaje de GG en S. El conjunto de caras de un encaje de G en S se
denota con F(G) y el nimero de aristas que rodean a la cara F' se deno-
ta con deg(F'). Un encaje es 2-celular si cada cara del encaje es homomorfo
a un disco abierto.

Una grafica plana es aquella que se puede encajar en la esfera. En 1998,
Dunbar (ver [6]) propuso la siguiente conjetura para el nimero de sujecién
de una grafica plana.

Conjetura 2.3.1 [6] Si G es una grdfica plana, entonces
b(G) < A(G) + 1.

En 2000, Kang y Yuang (ver [12]), tratando de probar la Conjetura 2.3.1,
mostraron el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2 [12] Si G es una grdfica plana coneza, entonces
b(G) < A(G) + 2.

Posteriormente, en 2006, Carlson y Develin (ver [5]) mostraron este mis-
mo resultado, presentando una demostracion mas simple y topolégicamente
intuitiva, donde la herramienta principal es la formula de Euler. Ademas,
obtuvieron el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3 [5] Si G una grdfica conexa que se puede encajar en un toro,
entonces

b(G) < A(G) + 3.
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2.3. Graficas sobre superficies

Recientemente, en 2012, Gagarin y Zverovich (ver [8]) extendieron los
resultados de Carlson y Develin (ver [5]), al establecer cotas superiores del
nimero de sujeciéon para graficas que son dibujables sobre superficies en
general.

Teorema 2.3.4 [8] Sea G una grdfica conexa que se puede encajar en una
superficie orientable de género h y una superficie no orientable de género k.
Entonces

b(G) < min{A(G) +h+2,A(G) + k+1}.

Para probar el Teorema 2.3.4, usaremos el siguiente resultado, que se
conoce como la formula de Euler generalizada.

Teorema 2.3.5 (Fdrmula de Euler)

Supongamos que una grdfica conexa G con |V (G)| vértices y |E(G)| aristas
admite un encaje 2-celular con |F(G)| caras en una superficie topolégica S.
Entonces, o bien

S =5y V(G)] - [E(G)] +[F(G)] =2 —2h (2.1)

o bien

S=Niy [V(G) = [E(G)| +|F(G)] =2 -k (2.2)

A las ecuaciones (2.1) y (2.2) se les conoce como la férmula de Euler para
una superficie orientable Sy, de género h(h > 0) y una superficie no orientable
Ny, de género k(k > 1), respectivamente.

Sea GG una grafica conexa de orden m y tamano m. A cada arista
e; =xy € E(G), 1 <i < m, le asignamos variables

IR
deg(z)  deg(y)

(%

1 1
= —|— s
d€g<Fl) deEJ(FQ)

donde Fi y F5, son las caras adyacentes a e;.

fi

Al hacer la suma sobre todas las aristas, cada vértice es contado tantas
veces como su grado, es decir, —— aparecerd tantas veces como deg(xr). Asf

? deg(z)
- 1
;= d . = |V(G)].
Dou= Y degla) s =IV(G)
i=1 zeV(G)
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Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

Del mismo modo, cada par de caras comparten exactamente una arista,

por lo que cada cara es contada tantas veces como el nimero de aristas que
la rodean. Asi

- 1
S hi= ¥ deglt): g = IF(G)
i=1 FeF(G)
Aplicando la férmula de Euler (Teorema 2.3.5), tenemos que
[E(G)|
Y i+ fi=1) = V(G| +|F(G) - |E(G) =2-2h
=1
0
[E(G) |E(G)
2 —2h 2h — 2
vitfi—1- ): (Ui+fi_1+ )zO
; < |E(G)] Zl |E(G))|
A cada arista ¢; = wv € E(G), i = 1,2,...,|E(G)| le asociamos el
nimero
ny + 2h — 2
% i TN
|E(G)|

denominado la curvatura orientada de la arista e;.

También por la formula de Euler, tenemos que
[E(G)]
Yo it fi=1) = V(@) +|F(@)| - |EG) =2~k
i=1

|E(G)]

|E(G)] _9
Uz—l—fl ) (Uz+fz ):O
pa < P IE( )l

A cada arista e; = wv € E(G), i =1,2,.

..|E(G)] le asociamos el niimero
k—2
|E(G)]

denominado la curvatura no orientada de la arista e;

vit fi—1+

Teorema 2.3.6 [8] Sea G una grafica conexa 2-celular que admite un encaje
en una superficie orientable de género h > 0. Entonces

b(G) < A(G) + h+2.
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Demostracion. Supongamos que G es 2-celular enclavada en el h-toro Sj.
Si §(G) < h + 3, entonces por el Teorema 2.1.5, la desigualdad es valida.

Por lo tanto, supondremos que A(G) > 6(G) > h + 4 y asumiremos que
b(G) > A(G) + h + 3.
Por el Teorema 2.1.5, para toda arista e; = uv tenemos que

A(G)+ h+3 <b(G) <deg(u) +deg(v) —1 — |N(u) N N(v)|

A(G)+h+4+|N(u)NNw)| <deg(u) + deg(v), (2.3)

con deg(u),deg(v) < A(G).
Si deg(u) o deg(v) es igual a h + 4, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que deg(u) = h + 4, entonces por (2.3), tenemos que

A(G) + deg(u) + |N(u) N N(v)| < deg(u) + deg(v)

0
A(G) + [N(u) N N(v)] < deg(v) < A(G),

es decir, el otro vértice debe tener deg(v) = A(G) > h + 4. Asi
|IN(u) N N(v)] = 0, entonces u y v no pueden tener algin vecino comin,
por lo que deg(F}) y deg(F5,) son al menos cuatro cada uno.

Dado que, en este caso |E(G)| > w, una arista e; = uv tienen
curvatura orientada negativa:

oh—2 2 2 2(2h — 2) —8+h(3—h)

Ui+fi_1+|E(G)| T e R (RN R Ty R R

para alguna h > 1, y, en el caso h = 0,

2 R 2 -2 _,
|E(G)| Gl

v+ fi — 1 <

1

z 11— =

4 4 4 4 |E(G)| |E(
Supongamos que uno de los dos deg(u) y deg(v) es igual a h + 5, sin

pérdida de generalidad supongamos que deg(u) = h + 5. Entonces por (2.3),

A(G) = deg(v) = A(G) — 1+ [N (u) N N(v)].

Si deg(v) = h+4 = A(G) — 1, estamos en el caso anterior. De otro modo,
tenemos deg(v) > h + 5, entonces |N(u) N N(v)| < 1, es decir, hay a lo méas
un vécino comin entre u y v. Asi a lo mas uno de los dos deg(Fy) o deg(F»)
es tres y el otro al menos cuatro. Entonces también, dado que en este caso

(h+4)(h+4)+2(h+5) h*+10h+ 26

>
B(G)| 2 : e
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la arista e; debe tener curvatura negativa:

-2 _ 2 1.1 . 202h-2
E(G)| ~ h+5 3 4 h? + 10h + 26

v+ fi—1+

_ —5h® — 3h? + 52h — 266 _
~ 12(h + 5)(h2 + 10h + 26)

para alguna h > 1, y, en el caso h = 0,

2
[E(G)]

L1 2 1 2,
5 3 4 E(G)| 60 |E(G)|

1
vt fim - <L
El tnico caso restante es cuando deg(u) > h + 6y deg(v) > h + 6. En
este caso, |N(u) N N(v)| < 2, es decir, hay a lo méas dos vecinos comunes y

deg(Fy) y deg(F3) son por lo menos tres, y, en este caso,

- (h+4)(h+5)+2(h+6) h*+11h+ 32

(@) > . =

asi la arista e; debe tener curvatura negativa:

L 1+2h—2< 2 +2 " 2(2h — 2) —h?® 4+ h* + 28h — T2
Vit Ji— =
h? +11h+32  3(h+6)(h? + 11h + 32)

E(G) ~h+6 3
para alguna h > 1, y, en el caso h = 0,

2
[E(G)]

NS S S S S
6 3 3 E@)]  EG]

+

1
vit+ fi—1 Sg

Sumando sobre todas las aristas e; € E(G) tenemos

[E(G)]

2h — 2
Y (ot 1+ o) <0

i=1

lo cudl es una contradiccion a la formula de Fuler. Por lo tanto

b(G) < A(G) + h+2. -

Teorema 2.3.7 [8] Sea G una grifica conexa 2-celular que admite un encaje
en una superficie no orientable de género k > 1. Entonces

b(G) < AG) +k + 1.
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Demostracion. Supongamos que G es 2-celular enclavada en la esfera con
k bandas de Mobius Ny. Si 6(G) < k + 2, entonces por el Teorema 2.1.5, la
desigualdad es valida. Por lo tanto, supondremos que A(G) > 0(G) > k + 3
y asumiremos que b(G) > A(G) + k + 2.

Entonces, por el Teorema 2.1.5, para alguna arista e; = uv, 1 <17 < m,
tenemos que

A(G) +k+2 <b(G) <deg(u) + deg(v) —1 — |N(u) N N(v)|,

A(G)+k+3+|N(u) N N©w)| < deg(u) + deg(v)

y deg(u) < A(G), deg(v) < A(G).

Si alguno de los dos deg(u) o deg(v) es igual a k + 3, sin pérdida de
generalidad supongamos que deg(u) = k + 3, entonces el otro debe tener
deg(v) = A(G) > 3. Asi |[N(u)NN(v)| = 0, lo cudl implica que u y v no tienen
vecinos comunes y entonces deg(Fy) y deg(F3) son al menos cuatro cada uno.

Dado que, en este caso |E(G)| > Uchs)Qﬂ7 la curvatura no orientada de la
arista e; = uv es
k—2 2 2 2(k —2) —44+ k(1 —k)
i+ i— 1+ < +-—1+ = <0
vt E(G)] " k+3 4 k+3)(k+4)  2(k+3)(k+4)

para alguna k > 2, y, en el caso k =1,

1
Vit fi 1= e <

1 1 1 ~1
[E(G)] — 4

+> -1

1
Titit i Ee) T Ee) <Y

_|_

1
4

Supongamos que alguno de los dos deg(u) o deg(v), digamos deg(u) es
igual a k£ 4 4. Entonces

A(G) = deg(v) = A(G) =1 = [N(u) N N(v)].

Sideg(v) = k+3 = A(G) —1, estamos en el caso anterior. De otro modo,
tenemos deg(v) > k + 4, y a lo més uno de los dos deg(F}) y deg(F3) puede
ser igual a tres, lo cual implica que el otro sea al menos cuatro. Entonces
también, dado que en este caso

>(k+$%+3)+%k+®__ﬁ+8h+w

(@) > . =

la arista e; debe tener una curvatura no orientada negativa:

ny 1+kﬁ2 < 2 +1+1 n 2(k —2)
UrL' . -~ by - s - - -
|[E(G)] — k+4 3 4 k? + 8k + 17
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Capitulo 2. Numero de sujecién de una grafica

_ —124 — 5k — 12k* — 5k°
~12(k + 4) (k% 4 8k 4 17)
para alguna k > 2, y, en el caso k = 1,

1+1+1_1_ 111
5 3 4 |BE(G) 60 |E(G)]

<0

1

REE)] <0

_|_

<

1
v+ fi—1 5

El tnico caso restante es cuando deg(u) > k + 5y deg(v) > k + 5. Dado
que en este caso deg(Fy) y deg(F3) son por lo menos 3 y en este caso

BG) > (k+3)(k+4)+2(k+5) k>+9k+22
- 2 B 2

)

la arista e; debe tener curvatura no orientada negativa:

k—2 2 2 2(k — 2) —k* — 2k* + 5k — 38

o @ S T 3 R 0kt 22 3k 5) (R + Ok + 22)

para alguna k > 2 y en el caso k =1,

1 1 1 ~1
- = <0.

! 1
6 3 3 [E(G)]  |EG)

_ <!
[E(G)| — 6

+

Ui—Ffi—l

Sumando sobre todas las aristas e¢; € E(G) tenemos

|E(G)]

> (vﬁ-fi—l—l— 12(_(;2)0 <0

i=1

lo cuadl es una contradiccion a la formula de FEuler, por lo tanto

b(G) < AG)+k+1. m
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Capitulo 3

Graficas y-insensibles
extremales

Dada una propiedad genérica, las graficas con el minimo o maximo niimero
de aristas que la satisfacen se denominan graficas extremales. Una gréfica
es y-insensible si su nimero de sujecion es mayor que uno, es decir, se tiene
que v(G) = v(G —e) para toda e € E(G). En el presente capitulo, abordare-
mos el trabajo desarrollado por Brigham y Dutton (ver [3]). Ellos estudiaron
tres problemas relativos a las gréaficas ~-insensibles extremales de orden n,
los cuales describiremos a continuacién y desarrollaremos en cada una de las
secciones posteriores.

NG) =1 NG —e) =1

Figura 3.1: Una gréfica y-insensible extremal.

= Problema 1. Determinar el tamano minimo de una grafica v-insensible
G, tal que existe un y-conjunto fijo de G que también domina a G — e
para toda e € E(G). Denotaremos con E¢(n,7) al tamano minimo de
estas graficas.

= Problema 2. Determinar el tamano minimo de una grafica v-insensible
conexa. Denotaremos con F(n,~) al tamano minimo de estas gréficas.
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Capitulo 3. Gréficas vy-insensibles extremales

= Problema 3. Determinar el tamano minimo de una gréfica vy-insensible
y conexa tras eliminar cualquiera de sus aristas. Denotaremos con
E.(n,~) al tamano minimo de estas graficas.

3.1. Graficas con un y-conjunto fijo

En esta seccién, supondremos que G es una grafica v-insensible de orden
n > 2y que Dy = {uy,us,...,uy} es un y-conjunto fijo de G que tam-
bién domina a G — e para toda e € E(G) y Dy = {v1,02,...,05_} €s €l
complemento de Dy en V(G). Supondremos también que G tiene el tamano
minimo E¢(n, ) sobre todas estas graficas. Observemos que v(G) > 2, pues
si 7(G) = 1, entonces habria un vértice v € V(G) tal que v - Gy v f G —e
para cualquier arista e € F(G) incidente a v.

Lema 3.1.1 G es bipartita con conjuntos partitos Dy y Ds. Ademds, todo
vértice de Do tiene grado dos.

Demostracién. Dado que D; es un conjunto dominante fijo de G, no debe-
mos considerar las aristas entre dos vértices de Dy o dos vértices de D, pues
no son necesarias, ya que el nimero de dominaciéon no cambia tras eliminar
cualquiera de estas aristas, por lo tanto, G es bipartita. Ahora, sea v; € Dy
y supongamos que deg(v;) = 1, para alguna 1 < i < n — . Dado que no
estamos considerando a las aristas entre dos vértices de D,, hay una tnica
arista incidente a v; y algun vértice de Dy, tal que al eliminarla, el vértice
v; quedara sin dominar, asi este tendria que estar en Dy, pero esto nos lleva
a una contradiccién, pues D; es un ~vy-conjunto. Por lo tanto, deg(v;) > 2.
Por otro lado, v; puede ser dominado tras eliminar solo una de sus aristas
incidentes. Por lo tanto, no son necesarias més de dos aristas y deg(v;) = 2.

[

A partir del Lema 3.1.1 y dado que, D; es un ~-conjunto fijo con v vértices
y Dy tiene n — v vértices de grado dos, el tamano minimo de una grafica de
este tipo es Ef(n,v) = 2(n — 7).

Ahora, mostraremos que hay valores de n y v para los cuales no existe una

grafica y-insensible con un y-conjunto fijo. Denotemos con A4;, 1 < i < 7,
al conjunto de vértices de D, que son adyacentes a u; € Dy, es decir,

Ai = {Uj € D2 LUV € E(G),U,Z € Dl}
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Lema 3.1.2 |A; N A;| # 1 para toda i # j.

Demostracién. Supongamos que |4; N A;| = 1. Sea v € A; N A;, dado que
todos los vértices de Dy tienen grado dos, cualquier vértice de Dy — {v} es
dominado por algun uy, € Dy, k # 4, j. Asi {uy, : k # 4, j}U{v} es un conjunto
dominante de G cuya cardinalidad es (7 —2) + 1 =~ — 1, lo que nos lleva a
una contradiccion. ]

El Lema 3.1.2 implica que, o bien [4; N A;| =00 |[A; NA;| > 2.

Para probar el siguiente resultado, introduciremos la siguiente definicién.
La grafica de interseccion G; de los conjuntos Si,5s,...,5, tiene un
vértice por cada conjunto y dos vértices son adyacentes si la interseccion de
sus respectivos conjuntos es no vacia.

Sea G la grafica de interseccion de los conjuntos A;, As, ..., A,. El hecho
que G sea conexa implica que G también es conexa y tiene al menos v — 1
aristas.

Lema 3.1.3 G tiene al menos 4(y — 1) aristas.

Demostracién. Consideremos una arista e; = A;A; € E(G;). Dado que
|A;NA;| > 2, hay al menos dos aristas incidentes a A;NA; y u;, y dos aristas
més incidentes a u; y A; N A;. Al considerar otra arista de G incidente a A,
0 A;, digamos e; = A; Ay € E(Gy), debemos considerar un nuevo vértice v de
G tal que v € A;NAg. Dado que los vértices de A;N Ay tienen grado al menos
dos, esta arista e, corresponde a otra coleccion de aristas de G. Asi, existe
un mapeo uno a uno entre las aristas de la grafica G; y los subconjuntos de
cuatro elementos del conjunto de aristas de G (ver Figura 3.2). Por lo tanto,
dado que G tiene al menos v — 1 aristas, G tiene al menos 4(y — 1) aristas.

[ |

A partir del Lema 3.1.3 y dado que G tiene 2(n — ) aristas, sabemos que
2(n—7) > 4(y—1), es decir, n > 3y — 2, tal como se muestra en el siguiente
resultado.

Lema 3.1.4 Si~y >2 yn > 3y — 2, existe una grafica y-insensible con un
~v-conjunto fijo D tal que D = G — e para toda e € G.

Demostraciéon. La prueba se realizard mediante la construcciéon de una
grafica extremal (G, especificando su conjunto de aristas como:

EG) = {wy; : 1 <i<n—~}U{uvy_3,uvg o 1 1=2,3,...,7— 1}
Ufuv 1 i=2y-3,2y—-2,...,n—7}.
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G G
€2
A ui
€1
J u] N

Figura 3.2: Mapeo uno a uno entre E(G;) y los subconjuntos de cuatro
elementos de E(G).

Bajo esta construccién, cada v;, 1 <7 < n — 7, es adyacente a u; y dado
que n > 3y — 2, tenemos que n — vy > 2(y — 1), asi el nimero de vértices
de Dy es por lo menos el doble del niimero de vértices de Dy — {u;}, por lo
que, cada u;, 2 < 7 < 7, es adyacente al menos a dos vértices de Dy, por
lo tanto, podemos afirmar que D; es un conjunto dominante fijo de G' que
también domina a G—e para toda e € F(G). La cardinalidad de este conjunto
dominante es v y es minimo, ya que podemos intercambiar cualquier v; por
uy. Por lo tanto, el niimero de dominacién de G es 7. [ ]

Los resultados de esta seccion se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5 [3] Siy>2 yn >3y —2, entonces

Ef(”ar)/) =2n — 277

y es indefinido en otro caso.

En la Figura 3.3, se muestran dos graficas extremales, construidas como
en la demostraciéon del Lema 3.1.4. Observemos que éstas son bipartitas,
donde un 7-conjunto de GG también es un 7-conjunto de G — e para toda

e € E(G).
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U1 U1
Uy

uy 35 Uy
Uz

U U3 U3
Uus3

V4 Uy

Ef(6,2) =8 E(7,3) =8

Figura 3.3: Graficas extremales con v =2 y 3.

3.2. Graficas conexas

En esta seccion, desarrollaremos el segundo problema descrito en la
introduccién del capitulo. Aqui la tunica condicién que se pide es la
conexidad inicial de la gréfica. Por lo tanto, sabemos que E(n,7y) > n — 1.
Primero analizaremos el caso cuando 7(G) = 1.

Teorema 3.2.1 [3] Sin >3 yv(G) =1, entonces
E(n,1) = 3n — 6.

Demostracién. Sea G una grafica y-insensible con v(G) = 1. Entonces,
G debe tener al menos tres vértices universales, asi F(n,1) > 3(n—3)+3 =
3n — 6. Ahora, dado que una grafica con exactamente tres vértices de grado
n—1y v(G) =1 es y-insensible, tenemos que E(n, 1) < 3n—6. Por lo tanto,

E(n,1) = 3n —6. u
n=3 n=4 n=>5 n=06
E(3,1)=3 E(4,1)=6 E(,1) =9 E(6,1) =12

Figura 3.4: Gréficas y-insensibles con v(G) = 1.
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Capitulo 3. Gréficas vy-insensibles extremales

Ahora supongamos que 7(G) > 2. Consideremos tres casos: n < 3y — 2,
n =3y — 1y n > 3y. Primero analizaremos el caso cuando n < 3y — 2.

Teorema 3.2.2 [3] Sin < 3y — 2, entonces
En,v)=n-—1.

Demostracién. Sabemos que E(n,vy) > n — 1. Entonces, solo necesitamos
encontrar una grafica conexa 7y-insensible de orden n y tamano n — 1 para
todan < 3y —2y vy > 2. Para ello, consideremos el arbol de la Figura 3.5,
donde k =3y —n, k > 2y [ = 3n—67. Observemos que para toda e € E(QG)

se tiene que (G —e) = (G) = 7. u
£y 45) T3 Tk—1 Xr
¢
A 4
Yo Y3 Yr—1 Yr
Z21 @
29 .

y

Figura 3.5: Construccién de un arbol ~-insensible.

En la Figura 3.6, se muestran tres arboles «-insensibles con v(G) = 4,
construidos como en la demostracion del Teorema 3.2.2.

Para el caso n > 37, realizaremos un conteo del minimo nimero de aris-
tas de una grafica no necesariamente ~y-insensible, de orden n y ntimero de
dominacién y > 2.
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E(10,4) =9 E(9,4) =38 E8,4) =17

X1 X2 X1 €2 xs3 X1 X2 X3 Xy
@ I Nne@ I I I

Y2 12 Y3 Y1 Y2 Y3 Ya

21 @ 2@
2» @ %@
2@ 3@
2 @
% @

Figura 3.6: Arboles y-insensibles con v(G) = 4.

Arbitrariamente, elegimos un y-conjunto Dy de G. Sea Sy el subconjunto
de vértices de G — Dy que tienen exactamente un vecino en Dy. Mostraremos
que G tiene al menos 2|Sy| —  aristas con un vértice en Sy y usaremos este
hecho para probar que E(n,vy) > 2n — 3.

Empezaremos haciendo una particiéon de Dy y Sy de la siguiente manera.
Etiquetaremos cualquier otro «y-conjunto de G con Dy, Ds, ..., Dy, donde el
orden es arbitrario. Luego, definimos los siguientes conjuntos:

Xi = DoleﬂmDZ_l—DZ paralgigk,
Xk+1 = DoﬂDlmﬂDk y
S; = {veSy:Nw)nDye X;} para 1 <i<k+1.
Obsevemos que
X1UX2U...UXk+1:D0.

Asi la coleccion de conjuntos X; es una particiéon de Dy. Dado que, cada S;
es el subconjunto de vértices de G — Dy que tienen exactamente un vecino en
X, los conjuntos S; son una particién de Sy. Cualquier X;, y por lo tanto su
correspondiente S;, puede ser vacio. Observemos también, que la definicion
de X;, implica que X; N D; = () para 1 < i < k.
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Definimos otra coleccién de conjuntos Z; para 1 < i < k, de la siguiente
manera;

2. (Dz — Zl) -G — (XZ U Sz),
3. Z; es maximal con respecto a (1) y (2).

Asi, para 1 < i < k, se tiene que Z; C D; NSy y, para cualquier z € Z;,
se tiene que
N(Z)QDOZ {S} Q DoﬂDlﬁﬂDl_l

Lema 3.2.3 Cualquier vértice z € Z;, 1 < i <k,

a) es un elemento de S;, o

b) domina al menos a un vértice de S;, el cual no es dominado por ningin
otro vértice de D;.

Demostracién. Supongamos que z ¢ S;. Entonces z € Z; — 5;. Dado que
D; — Z; domina a G — (X; U S;), asi la tnica razén para que z pertenezca
a D; es para dominar a algin vértice de X; U S;. Pero z € Sy — 5;, v puede
no tener vecinos en X;. Por lo tanto, la tinica posibilidad es que z domine al
menos a un vértice de .5;. ]

Una consecuencia inmediata del Lema 3.2.3, es que podemos asociarle a
cada z € Z; un tnico vértice 2 € S;, que bien puede ser el mismo z si se
cumple 3.2.3 a), o algin vértice dominado por z como se describe en 3.2.3 b).
En este dltimo caso, la eleccién de 2 de entre todos los vértices de S; que son
dominados solamente por z € D; es arbitraria, pero una vez hecha, permanece
fija. Esto establece una correspondencia uno a uno entre los vértices de Z; —.5;
y el subconjunto S; C S;. Ahora definimos para 1 < i < k, los siguientes
conjuntos

B;=(Z;NS;)US,.
Observemos que |B;| = |Z;|.

Lema 3.2.4 |Z;| <|X;| para 1 <i<k.
Demostracion. Sabemos que X; = X; U S;. Entonces, dado que
D;—Z; G- (X;US;),

tenemos que

(D;—Z)UX; -G
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Pero, Z; C D; y D; N X; = (), entonces

v <D = Zil + | Xa| < |Ds| = |Zi] + | Xa| = v = | Zi] + | Xl
Por lo tanto, |Z;] < |X;]. ]

Ahora contaremos el minimo nimero de aristas que tienen al menos un
vértice en Sj.

Lema 3.2.5 Para 1 < i <k, hay al menos 2|S;| — | X;| aristas con al menos
un vértice en S;.

Demostracion. Por definicién, para cada s € 5;, existe una arista entre s
y algun vértice de X;. Asi tenemos |S;| aristas. El resto de la demostracion,
establece una segunda arista sv distinta para cada s € S; — B;, para tener
|S; — B;| = |Si| — | B;| aristas més. Dado que |B;| = |Z;| < |X;|, tendremos
que |S;| + |Si| — |Bi] > 2|Si| — | Xi|, que es lo deseado.

Las aristas adicionales, se definen primero para vértices de S; — By, en-
seguida para vértices de Sy — Bs, v asi sucesivamente hasta llegar a los vértices
de S — Bg. Sea s € S; — B;. Entonces, hay dos posibilidades para determinar
el tinico vecino v de s. Cuando 7 = 1, solo se aplica el caso 2.

Caso 1. s € D; para algin j < i. Aqui tenemos dos subcasos:

Caso 1.1. s € Z;. Por el Lema 3.2.3, s tiene un tnico vecino v € B; C 5.
Caso 1.2. s ¢ Z; para todo j < i. Sea j el indice mas pequeno para el cudl
s € D;. Dado que s ¢ Z;, existe un vértice v € G — (X; U S;) el cual es
dominado solamente por el vértice s en D;.

Caso 2. s ¢ D; para todo j < i. Aqui también tenemos dos subcasos:
Caso 2.1. s ¢ D;. Entonces, algtin vértice v € D; — X; debe dominar al
vértice s.

Caso 2.2. s € D;. Dado que s ¢ Z;, este debe dominar a algin vértice v en
G — (S; U Xj;), el cudl no es dominado por ningun otro vértice en D;.

En cada caso, sv es una segunda arista que puede ser asociada solamente
con el vértice s. Las aristas contadas conforme a 1.1, 2.1, y 2.2, por definicion,
no involucran a ningun vértice de X;. Tampoco lo hace alguna arista derivada
de 1.2. De otro modo, dado que X; = DoyND;N---ND;_1 — D, el vértice v
deberfa estar en algun D;, para j < 4, lo cual contradice la definicién de v.
Asi, ninguna de las segundas aristas coincide con alguna del conjunto inicial
de |S;| aristas. Por lo tanto, ningun par de las segundas aristas es igual. La
posibilidad de que esto ocurra para aristas que se derivan de 1.1 o 2.2 no
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existe, dado que estas aristas involucran a un vértice que no esta en S; — B;.
El vértice v de una arista que se deriva de 1.2 no puede estar en S; — B;,
dado que este deberia ser dominado por un vértice de D; N X;, otro aparte
de s. El vértice v que se deriva de 2.1 esta en D;, asi, si este también esta en
S; — B;, este deberia tener su segunda arista contada por 2.2, lo cual haria
que la arista sea diferente de sv.

Asi, todas las aristas determinadas por los casos 1 y 2 son distintas, y el
total de dichas aristas es |S;| — | B u

El siguiente resultado es importante para determinar un conteo preciso
de las aristas.

Lema 3.2.6 Las aristas contadas en el Lema 3.2.5 para S; son distintas de
las aristas contadas para S;, para 1l <1 < j <k.

Demostracion. Las aristas con un extremo en Dy y el otro en S; y S; son
distintas, dado que S; N S; = 0. Retomando la demostracién del Lema 3.2.5,
las aristas que se derivan de 1.1 son distintas, por la manera en que se defi-
nio v.

Las aristas contadas conforme a 1.2, no permitirian que v pertenezca a
S;— By para [ > j, dado que v deberfa ser dominado por un vértice de D;, en
X, otro aparte de s. Siv € S; — By, para | < j, existe la posibilidad de que
la arista sv pueda ser también la arista asociada a v, si 1.2, 2.1 o0 2.2 eran
usadas. Pero esto no podria suceder en 1.2, dado que s deberia ser dominado
por un vértice de D;, otro aparte de v. La forma en que se cuentan las aristas
en 2.1, tampoco genera alguna arista duplicada, dado que, entonces s € D,
para | < j, lo cual contradice el hecho que j es el indice més pequeno para el
cual s € D;. Finalmente, nos queda el caso 2.2, pero tampoco es posible, dado
que también s seria dominado por un vértice de D, otro aparte de v. Por lo
tanto, las aristas contadas de acuerdo a 1.2 son distintas de todas las otras
aristas contadas. Usando argumentos similares, ligeramente modificados, se
puede mostrar que las aristas contadas de acuerdo a 2.1 y 2.2, también son
distintas. [ ]

El ntimero de aristas distintas, contadas hasta ahora para una grafica G
con numero de dominacién y(G) > 2, es por lo menos:

k k+1 k41
@IS =X =2 18] = 2/Skal = Y 1X| + [ Xpsl
=1 =1 =1

= 2[So| = 2| Sks1| =7 + [ Xial-
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Recordemos que este andlisis aplica para graficas con v > 2. El siguiente
resultado muestra lo que ocurre al considerar graficas y-insensibles.

Lema 3.2.7 Si G es vy-insensible hay al menos 2|Sky1| aristas con un
vértice en Ski1, distintas de aquellas contadas en el Lema 3.2.5.

Demostracién. Supongamos que Sy,1 # ), de lo contrario, el resultado es
inmediato. Sea s € Spy1. Si s € D, para alguna j, podemos definir una
arista incidente a s como en la demostracién del Lema 3.2.5, y mostrar que
ésta es distinta de aquellas aristas contadas usando la misma técnica de la
demostracién del Lema 3.2.6. Si s ¢ D;, para 1 < j < k, un argumento
similar al de la demostracion del Lema 3.2.6 muestra que s no puede ser el
extremo de alguna arista ya contada. Sea s" el vértice de Xy, al cual s es
adyacente. Dado que G es v-insensible, G — ss~ debe ser dominado por un
D;, para alguna j > 1. En particular, hay una arista sv con v € D;. Podemos
argumentar, como en la demostracién del Lema 3.2.5, que si v € Sk, una
arista diferente debe ser contada para v. Asi, hay al menos una arista distinta
incidente a cada s € Si.1, la cual no involucra un vértice de X, 1. Dado que,
también hay una arista de cada s € Sy a un vértice en Xy, 1, tenemos un
total de 2|Sy41| aristas, no contadas previamente. ]

Teorema 3.2.8 [3] Sin > 3y > 6, entonces E(n,~y) = 2n — 3.

Demostracion. Por los Lemas 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.7, cualquier grafica GG
~-insensible con v > 2, debe tener al menos

2[So| = 2[Spq1| = v + [ Xpga| + 2|Skq1| = 2|S0| — v

aristas con extremo en Sy. Por definicién, cada vértice de G — (DyU Sp) tiene
al menos dos aristas incidentes a Dy, asi ninguna de estas tiene uno de sus
extremos en Sy. Por lo tanto,

E(n,v) > 2[So| — v+ 2|G — (Do U Sp)|

= 2[So| =7+ 2(n — v —[So]) = 2n — 37.

Ahora mostraremos que E(n,v) < 2n — 3, mediante la construccién de
una grafica y-insensible con este tamano. Si n = 3+, basta considerar al ciclo
de orden n = 3v. Entonces, supongamos que n > 3v. Seat € ZT, t < ~.
Consideremos dos ciclos C; y Cs(y—y), de orden 3t y 3(y—t), respectivamente.
Seleccionemos un vértice x en uno de los ciclos y un vértice y en el otro, tal
como se muestra en la Figura 3.7. Para 1 < i < n — 37, anadimos un vértice
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w1

Wn—3

Figura 3.7: Construccién de una gréafica y-insensible.

w; y las aristas w;x v w;y. Observemos que esta grafica tiene n vértices,
2n — 3 aristas y es ~y-insensible. [ ]

Mostraremos todo lo anterior con un ejemplo. Consideremos la gréfica de
la Figura 3.8. Contaremos paso a paso el nimero de aristas de esta grafica
~-insensible, siguiendo la construccién definida anteriormente.

Figura 3.8: Una grafica y-insensible con 5 ~y-conjuntos.

Sea Dy un ~y-conjunto arbitrario,

Dy = {v3,v6, V10}-
Sea Sy el subconjunto de vertices de V(G) — Dy que tienen exactamente
un vecino en Dy,
SO = {Ula V2, U4, Vs, V11, U12}-
Sean Dy, Dy, D3y Dy los otros y-conjuntos de G (el orden es arbitrario).
Dy = {v1,v4,v10}
Dy = {va,v5,v10}
D3 = {vs,vs,v11}
D4 = {U37 () U12}
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Por definicion,

Xi= Dy—D; = {713,’06} S = {017712,’04,115}
X2 = DO N D1 - D2 = {@} SQ = {@}

Xs= DoNDiNDy— Ds={v} S3 = {vi1,v12}
X4: DoﬂDlﬂDgﬂDg—D4:{®} 54: {@}

X5: DoleﬂngDgﬂD4:® 55: {@}

Observemos que | J
Por definicion,

Zl = {Ul,U4} S; ==
Zy = {0} Sé
Z3 = {011} :
Zy= {0}

Hasta aqui podemos observar que los Lemas 3.2.3 y 3.2.4 se satisfacen.

k+1
i=1

También por definicién,

Xi e D07 Uf:llsl = SO y leDZ — @

{v1,v4}
= {0}
S/ = {Ull}
S, = {0}.

Bl = (ZlﬂSl)USi == {’01,1}4}
B2: (ZQOSZ)US;:Q)

Bg = (Zg N Sg) U S:; == {Ull}
By= (Z;NnSy)US, =0.

El Lema 3.2.5 nos ayudara a contar las aristas con al menos un vértice

en S;. Asi, tenemos al menos

21S)| — | X1| =2(4) —2=6
2|Sa| — | X2 =2(0) =0 =0
2|55 — [ X3 = 2(2) -1 =3

aristas con un extremo en S,
aristas con un extremo en s,
aristas con un extremo en Ss,
aristas con un extremo en Sjy.

Hasta ahora llevamos 3°1_,(2]S;| — | X;]) = 6 + 3 = 9 aristas.

Observemos que V(G) — (DyUSy) = {vr, vs,v9 }, donde cada uno de estos
vértices tiene al menos dos aristas incidentes a Dy, y ninguna de estas aristas
tiene uno de sus extremos en Sy. Asi,

E(n,v) > 2|So| — v+ 2|G — (Do U Sp)| = 2(6) — 3 +2(3) = 15.

Por lo tanto, por el Teorema 3.2.8, tenemos que F(12,3) = 15.
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Retomando el problema, sélo nos queda analizar el caso cuando
n = 3y — 1. Dado que estamos considerando graficas conexas y el ciclo C,
de orden n = 37y — 1 es v-insensible, tenemos que

n—1<E(n,y) <n.

Mostraremos que la cota superior es justa. Para ello, haremos uso de los
siguientes resultados para graficas v-insensibles.

Lema 3.2.9 Si G es ~v-insensible, entonces ningun vértice es adyacente a
dos 0 mdas vértices de grado uno.

Lema 3.2.10 57 G es un drbol y-insensible, entonces los vértices finales de
cualquier trayectoria de longitud mdxima son vértices de grado uno y ambos
son adyacentes a un vértice de grado dos.

En la demostraciéon del siguiente teorema, dado wun conjunto
arbitrario de vértices {vy, va, ..., v,}, denotaremos con Gy, 4, ., a la grafica

G\ {v1,v9,...,0,}

Teorema 3.2.11 [3] Sin = 3y — 1, entonces
E(n,~) = n.

Demostracién. Sea GG una grafica vy-insensible. Primero supongamos que
7(G) = 2. Dado que ningun arbol de orden cinco es 7-insensible, tenemos
que E(5,2) = 5. Por lo tanto, asumiremos que 7(G) = k > 3. Supongamos
que G es un arbol con el menor nimero de vértices tal que E(n,vy) =n — 1.
Mostraremos que dicho arbol no existe. Por los Lemas 3.2.9 y 3.2.10, existen
vértices z,y,z € V(G) como se muestran en la Figura 3.9 (a). Ninguna
trayectoria punteada cuyo vértice inicial es x tiene longitud mayor a dos, y
a lo mas una trayectoria tiene longitud uno. Estudiaremos diferentes casos
dependiendo del grado de x. En cada caso, se eliminaran dos o tres vértices
de G. Asi, la subgrafica resultante serd un arbol con nimero de dominacién
k — 1y (k — 1)-insensible. Observemos que, al eliminar dos vértices de G,
la subgrafica resultante serd de orden n = 3k — 1 —2 = 3(k — 1) y por
el Teorema 3.2.8, no puede ser un arbol. Al eliminar tres vértices de G, la
subgrafica resultante serd de orden n = 3k —1—3 = 3(k—1) — 1, la cual no
puede ser un arbol, pues estamos suponiendo que G es el arbol méas pequeno
para el cual n = 3k — 1. Ambos casos nos llevan a una contradiccion, lo cual
probaria el teorema.

Procederemos a analizar los casos posibles.
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Caso 1. deg(x) = 2. Es claro que 7(Gyy.) = k—1. Seae € E(G,y.). Entonces
cualquier y-conjunto D de G — e incluye a y. Asi D —{y} > Gay. — €y Gy
es la subgrafica requerida.

Caso 2. deg(z) > 4 (ver Fig. 3.9 (b)). La arista wt puede o no estar presente.
Es claro que v(G,,) = k — 1. Sea e € E(G,.). Entonces cualquier y-conjunto
D de G — e incluye a y y x es dominado por al menos uno de los vértices ,
vow. Asi D —{y} ~ G, — ey G, es la subgréfica requerida.

Caso 3. deg(x) = 3, donde x da lugar a dos trayectorias de longitud dos (ver
Fig. 3.9 (c¢)). También es claro que v(G —yz) = k — 1. Sea e = wv € E(G),
G — e puede ser dominado por un conjunto que contiene a los vértices y y w
y un conjunto D’ de cardinalidad k — 2 que contiene a z. Entonces D" U {w}
domina a ambas subgraficas G, —vw y G, —zv. Sea e € E(Gy.y). Entonces
G — e puede ser dominado por un conjunto D que contiene a los vértices y y
v. Ast, D — {y} > G,. — e y Gy es la subgrafica requerida.

Caso 4. deg(x) = 3, donde x da lugar a una trayectoria de longitud uno
(ver Fig 3.9 (d)). Entonces cualquier y-conjunto de G contiene tanto a x
como a y. Asi y(Gyy.) es o bien k — 1 o k — 2. Primero, supongamos que
Y(Guyz) = k — 1y sea e € E(Gyy.). Entonces cualquier y-conjunto D de
G — e contiene a ambos vértices z y y. Asi D — {y} > Gy, — €y Guy. €s
la subgrafica requerida. Ahora, supongamos que v(G.,.) = k — 2. Entonces,
ningin y-conjunto D de G, puede contener a x dado que D U {y} seria
un conjunto dominante de G de cardinalidad k£ — 1. Asi concluimos que
v(Gy.) =k —1. Gy, — zw es dominado por w y por un conjunto dominante
de Gy, de cardinalidad k — 2, y para una arista e € E(Gyy.), G — € es
dominado por un conjunto D' que contiene a ambos vértices z v y. Por lo
tanto, D' — {y} = G,. — e y G,. es la subgréfica requerida. [

Figura 3.9: Casos posibles de arboles vy-insensibles.

Los resultados de esta seccion se resumen en el siguiente teorema.
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Teorema 3.2.12 [3]

3n—6 sty=1yn>3,
n—1 siy>2yn<3y—2,
n siy>2yn=3y—1,
2n—3y sty>2yn> 3.

E(n,v) =

3.3. Graficas conexas tras la eliminacion de
cualquier arista

En esta seccién, desarrollaremos el tercer problema descrito en la
introduccién del capitulo, donde la grafica G — e debe ser conexa para toda

e € E(G). Observemos que E.(n,v) > ny E.n,y) > E(n,v), hechos que
usaremos mas adelante.

Teorema 3.3.1 [3] Siy(G)=105<3y—1<non#3y+1, entonces

E.(n,v) = E(n,7).

Demostracién. Si n = 3y — 1 o n = 3, basta considerar el ciclo de orden
n para probar el teorema. De otro modo, las familias de graficas que se
describen en la demostracién del Teorema 3.2.1 y el Teorema 3.2.8, muestran
que E.(n,7v) < E(n,7). u

Teorema 3.3.2 [3] Sin =3y —2 >4, entonces

E.n,v)=3y—2=E(n,v) + L.

Demostracion. En este caso, basta considerar al ciclo de orden n. [ ]

Observemos que los ciclos de orden n < 3y — 2, no cumplen la propiedad
que v(G) = 7, es decir, si n < 3y — 2, entonces y(C,,) = [n/3] < v. Por lo
tanto, para n < 3y — 2, si tales gréaficas existen, se tiene que E.(n,vy) > n+1.
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Teorema 3.3.3 [3] Sin=3y+1>7, entonces
E.(n,y)=FEn,v)+1=n+2.

Demostracion. Para la cota superior, consideremos la grafica de la Figu-
ra 3.10. Observemos que en este caso, G — e es conexa para toda e € E(G).

Asi

Ee(n,v) <|E(Csy-1))| +6=3(y—1)+6=3y+3=n+2.

Figura 3.10: Grafica extremal de orden n = 3y + 1 y tamano n + 2.

Ahora, supongamos que E.(n,7v) =n+ 1. Sea [; el nimero de vértices de
grado ¢ de una grafica extremal. Como Z?;ll 1l; = 2n, tenemos que

n—1

2E,(n,7) =2n+2=Y il

i=1

Dado que G — e debe ser conexa para toda e € E(G), l; = 0. Como
Plli=nly=n—1ls— - —l,_;. Asf
=1

M+2=2n—ls—ly——lLy)+3ls+4ly+ ...+ (n—1)l_,

=2n+l3+2+ ...+ (n—3) 1.

Por lo tanto,
2=13+2l4+3l5+ ...+ (n—3),_1,

lo cual implica que [; = 0O parat > 5yobienly =0yly=10l3=2y
l4 = 0. Ahora, analizaremos cada caso.

Caso 1. [3 = 0 y [ = 1. Observemos que en este caso, todo y-conjunto
D de G debe incluir al vértice de grado cuatro, pues si no estuviera, D
deberia contener solamente vértices de grado dos y podria dominar a lo mas
a 3y < n vértices. Ahora, en la demostracién del Teorema 3.2.8, se mostré que
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E(n,v) > 2n—3y+|X,.1| donde X, es el conjunto de vértices que aparecen
en cada y-conjunto. Por lo tanto, tenemos que

E(n,7)>2n—37+1=2B7+1)—3y+1=n+2

Caso 2.1l3 = 2y ly = 0. Sean = y y los dos vértices de grado tres
€
m °p s

Y

Figura 3.11:

(ver Fig. 3.11). Supongamos que hay m vértices en la trayectioria izquierda
entre los vértices x y y, p vértices en la trayectoria central y s vértices en
la trayectoria derecha, es decir, m +p+s=n+2=3y+1—-2 =3y - 1.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < p < s. Ademas, tenemos
que m > 1, pues de otro modo, x es adyacente a y y G — xy serfa un ci-
clo de orden 3y + 1, el cudl requiere de v + 1 vértices para ser dominado.
Ahora, mostraremos que la grafica de la Figura 3.11, tiene una arista e para
la cudl v(G —e) = v(G) + 1. Entonces E.(3y + 1,7) > 37 + 2, es decir,
E.(3v+1,7) > 3v + 3. Consideremos la eliminacién de alguna arista inci-
dente a x. Las subgraficas resultantes son todas similares, en el sentido que
éstas son un ciclo con una trayectoria colgante. Asi el anélisis de uno de ellos,
se aplica a los deméas. Supongamos que v es adyacente a x sobre la trayectoria
izquierda y sea G = G — vx. Por hipétesis, v(G') = v(G) = v y G’ consiste
de un ciclo de p + s + 2 = 3y 4+ 1 — m vértices con una trayectoria colgante
de longitud m. De aqui, tenemos tres casos dependiendo del valor de m.

Caso 2.1. m = 3k para algiun k& > 1. Entonces cada v-conjunto contiene £k o
k+1 vértices de la trayectoria colgante. En el primer caso, al menos vy —k+1
vértices mas son necesarios para dominar el ciclo, y en el siguiente caso, al
menos ¥ — k vértices mas. En cualquiera de los dos casos, se requiere un
total de v + 1 vértices. Por lo tanto, m # 3k y usando un argumento similar
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tenemos que ni p ni s son igual a 3k.

Caso 2.2. m = 3k + 1 para algin k£ > 0. Elegimos 7 — k vértices del ciclo,
incluyendo a y para dominar al ciclo y un vértice de la trayectoria. Ahora
elegimos k vértices de una trayectoria para dominar a los otros 3k vértices.
Asi, esto es posible para todo m, p o s igual a 3k + 1 para algin k& > 0.
Caso 2.3. m = 3k + 2 para algin £ > 0. Los vértices de la trayectoria
y el vértice y pueden ser dominados por k 4 1 vértices de una trayectoria.
Entonces, necesitaremos al menos v — k vértices del ciclo para completar un
~v-cojunto, es decir, v 4+ 1 vértices en total. Por lo tanto, ni m, p o s pueden
ser 3k + 2 para algin k > 0.

Por lo tanto, m, p y s deben satisfacer el Caso 2.2 y tener valores de
3k1 41, 3ka+1 y 3k3 + 1, respectivamente, para enteros no negativos ky, ks v
k3. Pero esto implica que n = m+p+s+2 =3(ky+ka+hks+1)+2 # 3y+1.
Asi, E.(n,7v) > 37+ 2y por lo tanto,

E.n,vy) >n+2.

Los resultados de esta seccion se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.4 [3]

E(n,v)=3n—6 siy=1yn>3,
E(n,v)+1=mn siy>2yn=23y—2,
E.n,v)=< E(n,v)=n siy>2yn=3y—1037,
En,y)+1=n+2 siy>2yn=3y+1,
En,y)=2n—-3y sivy>2yn>3v+2.
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Capitulo 4

AS R-graficas

Recordemos que, dada una grafica G y e € E(G), denotamos con G — e
a la grafica que se obtiene al eliminar la arista e de G y con G, a la
grafica que se obtiene al subdividir la arista e de GG. En el presente capitulo,
estudiaremos aquellas graficas tales que v(G — e) # ~7(G.) para toda
e € E(G); a éstas se les denomina AS R-graficas. Es aqui donde se concentra
la parte original del trabajo, pues expondremos nuevos resultados obtenidos
acerca de este tipo de graficas que, como veremos, son un subconjunto de
las graficas ~-insensibles estudiadas en el capitulo anterior. Con respecto a
las AS R-graficas, estudiaremos algunas propiedades, daremos una caracteri-
zacion y mostraremos cotas para su tamano minimo. Ademas, daremos una
cota superior justa para su nimero de dominacion.

4.1. Propiedades

En esta seccién, mostraremos algunas propiedades de las ASR-gréficas.
Nos apoyaremos fundamentalmente en el trabajo desarrollado por Lemanska,
Tey y Zuazua (ver [13]).

De ahora en adelante, mientras no se indique lo contrario, las gréficas
consideradas seran simples, conexas y no nulas.

Sea G una gréfica, D € I'(G) y e € E(G). Si |[eN D| = 1, entonces con
e N D denotaremos al extremo de e que no estd contenido en D. Como en
los capitulos precedentes, escribiremos D = G cuando D sea un conjunto
dominante de G.
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Observacion 4.1.1 Sea G una grdfica y e € E(G).
(a) Si D = G — e, entonces D > G.
(b) Si D= G, yenD#0, entonces D > G.

Lema 4.1.2 Sea G una grifica y e € E(G). Entonces
(a) 7(G) <7(G—e) <7(G) +1y
(b) 7(G) <(Ge) <(G) + 1.

Demostracién. Sean G una gréafica y e = wv una arista de G. Por la
Observacién 4.1.1 (a), tenemos que v(G) < (G — e). Por otro lado, sea
D un ~v-conjunto de G. SieND =0 oenND = e, entonces D = G — ¢; en
otro caso, sin pérdida de generalidad, e N D = {u}. Asi, DU {v} = G — e,
por lo que v(G —e) < ~(G) + 1.

Ahora, sean w el nuevo vértice que se obtiene al subdividir la arista
e y D un v-conjunto de G.. Si w ¢ D, entonces e N D # () y por la
Observacion 4.1.1 (b), tenemos que y(G) < ~v(G.); si w € D, entonces
(D \ {w}) U{u} = G, por lo que v(G) < v(G,). Por otro lado, si D >~ G,
entonces D U {w} = G, asi v(Ge) < ~(G) + 1. n

Decimos que G es una ASR-grafica (del inglés anti subdivision remotion)
si para toda e € E(G) se tiene que

V(G —e) # v(Ge).

Por ejemplo, la grafica completa G = K,,, n > 3, es una ASR-gréfica,
ya que para toda e € E(G) se tiene que v(G —e¢) = 1y v(G,) = 2 (ver
Figura 4.1).

NG) =1 NG —e)=1 NGe) =2
Figura 4.1: Ejemplo de una AS R-gréfica.
Observemos que K; no es una ASR-grafica y K, claramente si lo es.

A partir de ahora, asumiremos que todas las graficas consideradas en este
capitulo tienen orden al menos tres.
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Lema 4.1.3 Si G es una grdfica con v(G) = 1, entonces v(G.) = 2 para
toda e € E(G).

Demostracién. Sean e = uwv € E(G), D € I'(G.) y w el nuevo vértice que se
obtiene al subdividir e. Observemos que |D N N[w]| > 1y que ningin vértice
en N[w] es un vértice universal de G.. Luego |D| > 2 y por el Lema 4.1.2 (b),
tenemos que |D| = 2. [

Lema 4.1.4 [13] Si G es una ASR-grdfica, entonces para todo ~y-conjunto

D = {vy,v,...,v;} se tiene que (N|vi], Nva], ..., N[vg]) es una particion
de V(G).
Demostracién. Sea G una ASR-graficay D = {vy,vq, ..., vt} un y-conjunto

de G. Para cada 4, 1 < i < k, tenemos que N[v;] # 0 y V(G) = U, N[vi].
Supongamos que existe un vértice v € N[v;] N N[v;] para algin i # j.
Entonces para la arista e = v;v, tenemos que D = G —ey D > G,
asi Y(G —e) < v(G) y 7(Ge) < v(G) y por el Lema 4.1.2, tenemos que
WG =€) 27(G) y 7(Ge) = 7(G). Por lo tanto, 7(G —¢) = 7(G) = 7(Ge),
lo que nos lleva a una contradiccion, pues estamos suponiendo que G es una
AS R-gréfica. Luego, N[v;] N N[v;] = 0 y asi (N[vi], N[va], ..., N[vg]) es una
particién de V(G). ]

Observemos que el Lema 4.1.4, implica que si G es una ASR-gréfica,
entonces todo y-conjunto de G es un conjunto independiente. También, del
Lema 4.1.4 tenemos el siguiente corolario, donde hacemos referencia a ¢(G),
el numero de empaque de una grafica.

Se define el numero de empaque de una grafica G como
©(G) = max{k : Fvy,vq,...,v, € V(G) con N[V]JNN[v;] = 0,1 <i < j <k}
Corolario 4.1.5 Si G es una ASR-grdfica, entonces v(G) = ¢(G).

Demostracién. Es fécil ver que ¢(G) < v(G) para toda G. Entonces por el
Lema 4.1.4, para toda ASR-grafica se cumple que v(G) < ¢(G), por lo que

Y(G) = p(G). u

Al trabajar con graficas conexas, es comun estudiar el problema para
arboles, pero en nuestro caso esto no es posible, ya que en [13] se demostré que
las AS R-graficas no tienen hojas. Para llegar a este resultado, introducire-
mos el concepto de arista de sujecion.
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En 1997, Teschner (ver [17]) introdujo el concepto de bondage edge (que en
espafiol denominaremos arista de sujecion) para referirse a aquellas
aristas de una grafica que al eliminarlas, alteran su niimero de dominacién.

Una arista e € F(G) se denomina arista de sujecién si v(G—e) > v(G).

Recordemos que, la vecindad privada externa EPN(v,S) de un vértice
v € S con respecto a S C V(G) es EPN(v,S) = N(v) — N[S — {v}].

En [17] se probé la siguiente caracterizacién de una arista de sujecion.

Teorema 4.1.6 [17] Una arista e € E(G) es de sujecion si y sélo si
leNnD|=1yenD e EPN(en D, D) para todo D € I'(G).

Si una arista satisface la condicion del Teorema 4.1.6, decimos que
satisface la Condicion de Teschner. En la Figura 4.2, se muestra una
grafica G cuya arista de sujecion es e = xox3. Observemos que, en este caso
no es dificil mostrar que e satisface la Condicion de Teschner, por ejemplo,
para D = {x9, 25,28}, e N D = {5} y asi

EPN(;I:Q, D) = N(xz) — N[D — {33'2}]
= {1, 23,06} — Nz5, xs]
= {Ihxs,l‘e‘} - {$1,$5,$6,$47I7,$8} '

= {x3}

Ty £ e T3 Ty G

L5 T T xs
NG =3 y 7(G—e)=4
Figura 4.2: Una grafica cuya arista de sujecién es e = xox3.

Observaciéon 4.1.7 Toda grdfica tiene un y-conjunto sin hojas.
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Proposicién 4.1.8 [13] Las ASR-grdficas no tienen aristas de sujecion.

Demostracién. Sea G una ASR-grifica. Si y(G) = 1, por el Lema 4.1.3,
v(Ge) = 2 para toda e € E(G) y como estamos suponiendo que G es una
AS R-gréfica, tenemos que v(G —e) # v(G.) = 2. Asi, por el Lema 4.1.2 (a),
tenemos que v(G) = v(G — e) para toda e € F(G) y por lo tanto, G no tiene
aristas de sujecion. Ahora, la inica ASR-grafica conexa de orden tres es K3
y claramente ésta no tiene aristas de sujecion. Por lo tanto, supondremos que
G tiene orden al menos cuatro y v(G) =k > 2.

Supongamos que e = wuv es una arista de sujecion de G, es decir,
v(G —e) > 7(G). Por el Teorema 4.1.6, tenemos que e N D| = 1y
enND € EPN(en D, D) para todo D € I'(G). Sea D € I'(G). Sin pérdi-
da de generalidad, podemos suponer que u = eN D y v = eN D, luego
D = {u,vy,v3,...v;}. Como G es conexay no es K, por la Observacién 4.1.7,
podemos suponer que deg(u) > 2.

Por el Lema 4.1.2 (b) y dado que e es una arista de sujecién, tenemos que
Y(G) <v(G.) < v(G) +1=~(G — e). Como estamos suponiendo que G es
una ASR-grafica, v(G.) # 7(G — e) y asi, v(G) = 7(G.). Entonces existe
D* - G, tal que |D*| = k.

Claramente, Ng, [v;] = Ng[vi] v |D* N Ng [vi]| > 1, para 2 < i < k.
Asi, por el Lema 4.1.4, |, (D* N Ng,[v;])] > k — 1. Observemos que, si
|D* N Ng,[v;]| > 2 para alguna i > 2, entonces D* N Ng, [u] = 0, lo cual con-
tradice que D* es un conjunto dominante de G.. Por lo tanto,
|D* N Ng,[vi]| = 1 para toda i > 2.

Sean z; = D*NNg, [v;],2 < i <k, Z ={23,23,..., 2k} y w el nuevo vértice
en G.. Dado que |Z| = k— 1y Z % w tenemos que |D* N {u,v,w}| = 1.
Por otro lado, en G., v no es adyacente a u y por el Lema 4.1.4, Z # u.
Asi D* = ZU{w}. Dado que Z = {Ng, (u) —{w}} y dege, (u) > 2, existe un
vértice y € Ng, (u) N Ng, (z;) para alguna ¢ > 2. Por lo tanto, para f = yz;,
el conjunto Z U {u} domina a la vez a G — f y Gy, lo que nos lleva a una
contradiccién pues estamos suponiendo que G es una ASR-grafica. Por lo
tanto, GG no tiene aristas de sujecién. [ |

Corolario 4.1.9 Las ASR-grdficas son y-insensibles.

Demostraciéon. Sea GG una AS R-gréfica. Entonces, por la Proposicion 4.1.8,
G no tiene aristas de sujecién. Luego por el Lema 4.1.2 (a), v(G —e) = v(G)
para toda e € F(G), es decir, G es 7-insensible. [
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Corolario 4.1.10 Las ASR-grdficas no tienen hojas.

Demostracién. Sea G una ASR-gréfica. Supongamos que e = uv es una
arista tal que deg(u) = 1. Por la Proposicién 4.1.8, e no es arista de sujecién.
SienN D = {v} para todo D € I'(G), entonces e satisface la Condicién
de Teschner y por el Teorema 4.1.6, la arista e es de sujeciéon, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, existe D* € I'(G) tal que e N D* = {u}.
Observemos que, por el Corolario 4.1.9, |D*| = (G — e). Ahora, sea w el
vértice que se obtiene al subdividir la arista e. Entonces D" = (D*—{u})U{w}
es un conjunto dominante de G, tal que |D'| = |D*|, asi v(G.) = y(G — e),
lo que nos lleva a una contradiccion, pues estamos suponiendo que G es una
ASR-grafica. Por lo tanto, G no tiene hojas.

[ |

Lema 4.1.11 Si una grdfica tiene un inico vy-conjunto, entonces no es una
ASR-grdfica.

Demostraciéon. Supongamos que G es una ASR-grafica con un tnico
v-conjunto D. Por el Lema 4.1.4 y dado que G es conexa, existe v € V(G)\ D
y un unico v € D tal que u > v. Sea e = wv. Entonces D ¢ G —e y
todo D* con D* > GG—e es distinto de D. Por otro lado, por el Corolario 4.1.9,

|D*| = | D|. Luego, por la Observacién 4.1.1 (a), D* es un segundo y-conjunto
de G, contradiciendo el hecho de que D sea el unico. [ ]
U1 (%)
D = {Ul, ’UQ}

Figura 4.3: Una grafica con un tnico ~y-conjunto.

Lema 4.1.12 Si una grdfica tiene dos unicos y-conjuntos, entonces no es
una ASR-grdfica.
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Demostracién. Supongamos que G es una ASR-gréafica con nimero de
dominacién v(G) = k. Sean Dy = {uy,ug, ..., ur} y Dy = {v1,v,..., v} los
dos unicos y-conjuntos de GG. Entonces existen u; € Dy — Dy y vj € Dy — Dy
tales que e = w,;v; es una arista de G.

Por el Lema 4.1.4, ni Dy ni Dy dominan a GG — e. Entonces por el Coro-
lario 4.1.9 existe D3 = G — e distinto de Dy y Ds tal que | D3| = |Dy| = |Dy|
y por la Observacion 4.1.1 (a), estamos encontrando un tercer y-conjunto de
G, contradiciendo el hecho de que G tiene solamente dos y-conjuntos.

[

Proposicion 4.1.13 Una ASR-grdfica tiene al menos tres ~y-conjuntos
distintos.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de los Lemas 4.1.11 y 4.1.12. =

Corolario 4.1.14 Una grdfica con exactamente uno o dos vértices univer-
sales no es una ASR-grifica.

Demostracién. Consecuencia directa de que v(G) = 1y la Proposicién 4.1.13.
[

Proposicion 4.1.15 Si una grafica tiene al menos tres vértices universales,
entonces es una ASR-grdfica.

Demostracién. Sea e € E(G). Por hipétesis, la grafica G — e tiene al menos
un vértice universal, luego v(G —e) = 1 y por el Lema 4.1.3, v(G.) = 2. Por
lo tanto, G es una ASR-gréfica.

]

Lema 4.1.16 Sea G una ASR-grdfica de orden n. Entonces

n
1(G) < 3

Demostracién. Sean G una AS R-gréaficacon v(G) = ky D = {vy,vq,..., 04}

un 7-conjunto de G. Por el Lema 4.1.4, tenemos que N[v;] N N|v;] = 0 para

toda i # j, y por el Corolario 4.1.10, |N[v;]| > 3 para toda i, 1 <i < k. Por

lo tanto,

k
n=>Y_|N[v]| > 3k.
=1
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Capitulo 4. AS R-gréficas

4.2. Caracterizacion

En esta seccion, caracterizaremos a las AS R-graficas. Empezaremos con
las AS R-graficas con v(G) = 1, dicho resultado lo podemos encontrar en
[13]. Posteriormente, mostraremos una caracterizacién de las ASR-gréficas,
la cual nos proporciona informacion sobre la relacion entre las aristas y los
~v-conjuntos de éstas, pero nos dice poco acerca de su estructura. Es por ello
que, para finalizar la seccién, daremos condiciones suficientes para que una
grafica sea AS R-grafica, esta vez mas comprometidas con la estructura de la
misma.

Proposicién 4.2.1 [13] Una grdfica G con v(G) = 1 es una ASR-grdfica
si y sdlo si existe una grdfica (posiblemente nula) H tal que G = K3 + H.

Demostracién. Sea G una grafica de orden n > 3y v(G) = 1. Supongamos
que existe una grafica H tal que G = K3 + H. Entonces, G tiene al menos
tres vértices universales y por la Proposicién 4.1.15, es una AS R-grafica.
Reciprocamente, supongamos que G es una ASR-gréfica. Entonces, por
el Corolario 4.1.14, GG tiene al menos tres vértices universales, es decir, existe
H (posiblemente nula) tal que G = K3 + H. [

Del Lema 4.1.2 y el Corolario 4.1.9, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.2 G es una ASR-grdfica si y sélo si
VGe) =7(G)+1 v (G —e)=7(G). (4.1)

Nuestra caracterizacién de las ASR-graficas se basa en hacer un
andlisis de (4.1). Primero, estudiaremos aquellas graficas para las cuales
v(G) = v(G — e) para toda e € E(G), es decir, las graficas 7-insensibles.
Posteriormente, estudiaremos aquellas para las cuales v(G) # v(G.) para
toda e € E(G). Esto nos permitird caracterizar las graficas que nos
interesan, es decir, aquellas que cumplen ambas condiciones a la vez.

En 1979, Acharya y Walikar (ver [1]) mostraron la siguiente caracteri-
zacion de las gréficas y-insensibles. Como es de esperar, dicha caracterizacion
se puede obtener a partir de la negacién logica de la Condicién de Teschner
expuesta en el Teorema 4.1.6.
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Teorema 4.2.3 [1] G es y-insensible si y sdlo si para toda e € E(G) existe
D € T'(G) tal que se cumple una de las siguientes condiciones:

l.enD =e.

2.eND=1{.

3. lenDl=1yenD¢EPN(enD,D).

Decimos que una grafica G es una DSS-grafica (del inglés domination
subdivision stable) si para toda e € E(G) se tiene que

1(Ge) = (G).

En la Figura 4.4 se muestra un ejemplo de una DS S-grafica. Observemos
que, después de subdividir cualquier arista, siempre nos quedard una grafica
con numero de dominacién igual a dos.

NG) =2 NGe) =2

Figura 4.4: Ejemplo de una DSS-gréfica.

En 2012, Karthika y Yamuna (ver [18]) dieron una caracterizacién de las
DS S-graficas. Desafortunadamente esta es imprecisa. El siguiente teorema
es una version corregida de dicha caracterizacion.

Teorema 4.2.4 G es una DSS-grdfica si y sélo si para toda e € E(G) existe
D € I'(G) tal que se cumple una de las siguientes condiciones:
l.enD=e.

2.lenD|=1yenD ¢ EPN(en D, D).

3.lenD|=1y EPN(enD,D)={en D}.

Demostracion. Sean G una DSS-grafica, e = uv una arista de G, w el nuevo
vértice que se obtiene al subdividir la arista e y D* € I'(G.). Consideraremos

dos casos.
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Capitulo 4. AS R-gréficas

Caso 1. w € D*. Si e N D* # &, entonces D = D* — {w} es un con-
junto dominante de G con |D| < |D*|, lo cual es imposible, pues esta-
mos suponiendo que v(G.) = 7(G). Luego, e N D* = & y es claro que
D = (D* — {w}) U {u} es un y-conjunto de G. Si v ¢ EPN(u, D), entonces
D cumple la segunda condicién del teorema. De lo contrario, como en G,
N(w) = {u,v}, se tiene que en G, EPN(u,D) = {v} y asi D cumple la
tercera condicién del teorema.
Caso 2. w ¢ D*. En este caso eND* # @y D* = G. Si eN D* = e, entonces
D* cumple la primera condicién del teorema. De lo contrario, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que e N D* = {u} y como en G, el vértice v
debe ser dominado por algin otro vértice distinto de u, en G se tiene que
v ¢ EPN(u,D*). Asi D* cumple la segunda condicién del teorema.
Reciprocamente, sea e € F(G) y supongamos que existe D € I'(G) tal
que se cumple alguna de las tres condiciones citadas en el enunciado. Si
enND = e, entonces D = G.. Si leND| =1yenD ¢ EPN(en D, D),
también D = G.. Si [eNnD| =1y EPN(en D,D) = {eN D}, entonces
(D—{enD})U{w} = G.. Por lo tanto, por el Lema 4.1.2 (b), en cualquiera
de los tres casos tenemos que v(G.) = v(G). u

Decimos que G es una DSNS-gréfica (del inglés domination subdivision
non stable) si para toda e € E(G) se tiene que

Y(Ge) > v(G).

Ahora, negaremos logicamente las condiciones del Teorema 4.2.4 para
obtener una caracterizacion de las DSN S-graficas.

Teorema 4.2.5 G es una DSNS-grdfica si y solo si para toda e € E(G) y
todo D € I'(G) se cumple una de las siguientes condiciones:

l.enD=4.

2. lenD|=1,enD € EPN(enD,D) y EPN(en D, D) # {eN D}.

Por el Corolario 4.2.2 y la definicion anterior, tenemos la siguiente
observacion.

Observaciéon 4.2.6 G es una ASR-grdfica si y solo si es ~y-insensible y
DSNS-grifica.

Por lo tanto, los Teoremas 4.2.3 y 4.2.5 constituyen la base de la siguiente
caracterizacién de las AS R-graficas.
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Teorema 4.2.7 G es una ASR-grdfica si y sdlo si para toda e € E(G) existe
D* € T(G) tal que e N D* = y para todo D € T'(G) se cumple una de las
siguientes condiciones:

1.enD =0.

2.lenD|=1,enD e EPN(enD,D) y EPN(en D, D) # {en D}.

Demostracion. Supongamos que G es una grafica tal que para toda
e € FE(G) existe D* € T(G) tal que e N D* = (. Entonces por el
Teorema 4.2.3, GG es y-insensible. Si ademads, para todo D € I'(G) se cumple
una de las dos condiciones citadas en el enunciado teorema, entonces por el
Teorema 4.2.5, G es una DSN S-grafica. As{ v(G — e) = v(G) # v(G.) para
toda e € E(G). Por lo tanto, G es una ASR-grafica.

Reciprocamente, supongamos que G es una ASR-grafica y sea e € E (G).
Entonces por el Corolario 4.1.9, G es una DSN S-grafica, y por el Teore-
ma 4.2.5, para la arista e y todo D € I" (G) se cumple una de las condiciones
del teorema. Por otra parte, por el Corolario 4.1.9, G es ~-insensible, luego
por el Teorema 4.2.3, existe D* € T' (G) tal que la segunda condicién del teo-
rema no se cumple. Finalmente, como G es simultaneamente DSN S-gréfica
y 7y-insensible, por los Teoremas 4.2.3 y 4.2.5, se tiene queeN D*=&. =

A continuacién, daremos condiciones suficientes para que una grafica sea
AS R-grafica, esta vez mas comprometidos con la estructura de la misma.

Lema 4.2.8 Sea G una grdfica tal que

1. G tiene al menos tres vy-conjuntos disjuntos.

2. Para todo D € I'(G) con D = {vy,v2,...0,} yv;,v; € D, i # j, se tiene
que N[v;] N Nv;] = 0.

Entonces G es una ASR-grdfica.

Demostracion. Mostraremos que se cumplen las condiciones suficientes del
Teorema 4.2.7 para que G sea una ASR-grafica.

Sea e = wv una arista de G. Como G tiene al menos tres y-conjuntos
disjuntos, existe D* € I'(G) tal que e N D* = ().

Ahora, si existe D € T'(G) tal que eN D = e, entonces N[u]NNv] # 0, lo
cual contradice la segunda condicion del enunciado. Por lo tanto, para todo
D € I'(G) se cumple una de las siguientes condiciones.
l.enD =0.

2. len D| = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que eN D = {u}
y eN D = {v}. Entonces EPN(u, D) = N(u) — N[D — {u}] = N(u), por
la segunda condicién del lema. Observemos que |N(u)| > 1, por la primera
condicién del lema. Luego {v} € EPN(u,D) = N(u) # {v}. Por lo tanto,
por el Teorema 4.2.7, G es una ASR-gréfica. [ |
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Capitulo 4. AS R-gréficas

Observemos que, las condiciones del Lema 4.2.8 por si solas no ase-
guran que G sea una ASR-grafica. Por ejemplo, para la grafica G de la
Figura 4.5, D = {v1,v3} es el tnico vy-conjunto y N[vi] N N[vg] = @, pero
para la arista e € E(G), tenemos que v(G —e) = v(G.) = 3, por lo tanto, G
no es una ASR-grafica. De igual manera, para la grafica G de la Figura 4.6,
Dy ={z1,29}, Dy = {y1, 92} v D3 = {21, 22} son tres y-conjuntos disjuntos,
pero no es una ASR-grafica, ya que para la arista e € F(G), tenemos que
HG) = (G — ) =1(Ge) = 2.

G G—e Ge
YG) =2 AG —€) =3 NGe) =3

Figura 4.5: N[v;] N Nvg] = 0, pero G no es una ASR-grafica.

I . T G G—e G,
n 2 Y2 2 A A
+(G) =2 NG —e) =2 Y(Ge) =2

Figura 4.6: G tiene tres y-conjuntos disjuntos, pero no es una ASR-grafica.

Por otro lado, por el Lema 4.1.4, la segunda condicién del Lema 4.2.8 es
necesaria para que una grafica sea ASR-gréfica. Luego, si la primera condi-
cién del Lema 4.2.8 también fuera necesaria, tendriamos una caracterizacién
de las ASR-gréficas tal vez mas tangible que la que se tiene por el Teore-
ma 4.2.7. De aqui, tenemos la siguiente conjetura.

Conjetura 4.2.9 Las ASR-grdficas tienen al menos tres ~y-conjuntos
disjuntos.

Observacién 4.2.10 Toda ASR-grdfica con nimero de dominacion uno tiene
al menos tres y-conjuntos disjuntos.
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4.3. ASR-graficas extremales

Recordemos que, las grdficas extremales son aquellas con el tamano
minimo o maximo que satisfacen cierta propiedad. En esta seccién,
presentaremos cotas para las ASR-graficas extremales y mostraremos que
la cota superior es justa para v = 1.

Definimos ¢(n, ) como el tamano minimo de una AS R-gréfica conexa de
orden n y numero de dominacién +y.

Observemos que, por el Lema 4.1.16, ¢(n, ) no esta definida paran < 3.
Por lo que, a partir de ahora, asumiremos que n > 3.

Empezaremos mostrando una cota inferior para ¢(n, ).
Lema 4.3.1 Sivy > 2, entonces ¢(n,7y) > 2n — 3.

Demostracién. Sea G una ASR-gréfica conexa de orden n y nimero de
dominacién . Por el Corolario 4.1.9, sabemos que G es <-insensible.
Entonces, por el Teorema 3.2.8, tenemos que ¢(n,v) > E(n,y) =2n—37. &

A continuacion, describiremos una familia de graficas no necesariamente
conexas de orden n > 3v. Probaremos que cualquier elemento de esta familia
es una ASR-grafica. Dicha familia la podemos encontrar en [13]. Esta nos
permitird dar una primera cota superior para ¢(n,?y).

Dadas k gréficas disjuntas por vértices Hy, Hs, ..., Hy, denotaremos con
E(Hy, Hs,...,Hy) al conjunto de todas las posibles aristas entre ellas,
es decir, al conjunto de aristas de la grafica k-partita completa, determi-
nada por (V(Hy),V(Hz),...,V(Hg)).

Dada k € N, decimos que una grafica G pertenece a la familia de gréficas
By i existen k AS R-gréficas disjuntas por vértices Gy, Gs, ..., Gy, cada una
de orden al menos tres y nimero de dominacién uno, tales que

L V(e = v
2. BE(G)= |JE(G)UE@G)

@
Il
»—-

Donde
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» Paral <i <k, G; = K,, + H;, donde r; > 3 es el nimero de vértices
universales en G;.

» Para 1 < i < k, existe un subconjunto S; # 0 de V(H;) tal que
Np,[Si] # V(H;).

= BE(G) C E(Hi[S1], Ha[Ss), ..., Hi[Sk).

En la Figura 4.7, se muestra un elemento de la familia %, de orden 10
conry =rqe=3.

e G2
Figura 4.7: Una ASR-gréfica de orden 10 que pertenece a la familia %s.

Probaremos que, efectivamente, cualquier elemento de %), es una
ASR-gréfica con nimero de dominacién k. Mostraremos una prueba dis-
tinta a la que podemos encontrar en [13]. Para ello haremos uso del siguiente
lema.

Lema 4.3.2 Si G € %y, entonces para todo D € T'(G) se tiene que
IDNV(G;)| > 1, para toda i, 1 <i <k.

Demostracién. Sean G € %, y D € I'(G). Dado que N[V (K,,)] C V(G,),
se tiene que [DNV(G;)| > 1, para 1 < i < k. n

Proposicién 4.3.3 5i G € %y, entonces G es una AS R-grdfica con nimero
de dominacion k.

Demostracion. Sea G € %;. Por la Proposicién 4.2.1, sélo necesitamos
probar el resultado para k£ > 2. Dado que y(G;) = 1 para 1 < i < k, tenemos
que v(G) < k y por el Lema 4.3.2, tenemos que (G) > k. Por lo tanto,
(G) = k.

Sea D € I'(G), afirmamos que D es de la forma D = {uy,ug, ..., ux}
donde w; € K,, para toda i, 1 < i < k. Supongamos que u; € D NV (H;),
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para alguna ¢, 1 < ¢ < k. Entonces tenemos dos casos.

Caso 1. u; € S;. Dado que Ny, [S;] # V(H;), existe un vértice v € V(H;) \
V(S;) tal que u; % v, por lo tanto |D NV (G;)| > 2, y por el Lema 4.3.2,
|D| > k + 1, lo cual es una contradiccion.

Caso 2. u; ¢ S;. Como u; no es un vértice universal de G, existe v € V' (H;)
tal que u; ¥ v. Si v es dominado por un vértice de G;, entonces | DNV (G;)| >
2, y por el Lema 4.3.2, |D| > k + 1, lo cual es una contradiccién. De lo
contrario, existe v' € S;N D, j#1 tal que v = v, pero entonces estamos en
el Caso 1.

Por lo tanto, por la forma que tiene D y dado que r; > 3, podemos obser-
var que G tiene al menos tres y-conjuntos disjuntos, y para todo D € I'(G)
tenemos que N[u;] N Nfu;] = 0 para todo w;,u; € D, i # j. Asi, por el
Lema 4.2.8, G es una AS R-grafica. |

Lema 4.3.4 Sin > 5v, entonces ¢p(n,vy) < 3n — 5y — 1.

Demostraciéon. Sea G € %4, una ASR-gréfica conexa, de orden n, nimero
de dominacién 7 y, bajo estas condiciones, de tamano minimo. Entonces,
basta tomar una G € %4, con r; = 3 para todo 1 < i <, |E(G)| =~ —1,

L V(H)| =n—3y, E(H;) =0y |V(H;)| > 2. Claramente estas gréficas
son las de tamano minimo en %,,.

Asi,

¢(n,7) < [E(G)] = [V (Ky)| (ZIV(HM) +Z B+ EG)],

es decir,
d(n,v) <3(n—37)+3y+(y—1)=3n—5y— 1.

A continuacién, mejoraremos la cota superior para ¢(n, 7).
Proposicién 4.3.5 Sin > 3v, entonces ¢(n,7y) < 3n — 67.

Demostracion. Para la prueba, construiremos una AS R-gréfica conexa de
orden n > 3v y tamano 3n — 6.

Sean Cs,, un ciclo de orden 3y con V(Cs,) = {u1, ug, ug, v1, v2, ..., Us(y—1) },
P3 = Cs,[{u1, ug, us}] una trayectoria de orden tres en Cs, y H,_3, un con-
junto independiente (posiblemente vacio) de n—3~ vértices {z1, za, ..., Tn_3+ }
Enseguida, realizaremos la suma P; + H,,_3, (ver Figura 4.8) y definimos

G’(n, ")/) = Cgfy U (Pg + Hn,;g,y).
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Claramente G(n, ) es conexa, de orden n y tamano 3n — 6. Veamos que es
una ASR-grafica.

y—2
Observemos que D; = {u;} U {U {vi+3j}} con 1 < i < 3, es un
Jj=0

y-conjunto de G(n,v) y D; N D; = () para i # j. Luego, G(n,~) satisface la
primera condicién del Lema 4.2.8.

Por otra parte, si |V (H,—3,)| # 1, entonces I'(G(n,v)) = {D1, D2, D3}.
En otro caso, V (H,_3,) = {21}, e intercambiar x; con uy y dejar fijos a
los vértices restantes, determina un automorfismo de G(n,~). Por lo tanto,
I' (G(n,v)) = {D1, D2, D3} (salvo automorfismos).

Finalmente, se puede comprobar que Dy, Dy y D3 también satisfacen la
segunda condicion del Lema 4.2.8. Por lo tanto, G(n, ) es una ASR-grafica.

]
G(n,7)
T
Z2
Tn—3y
Figura 4.8: Una grafica conexa, de orden n y tamano 3n — 6+.
Proposicién 4.3.6 Sea G una ASR-grdfica de orden n. Entonces v(G) < g

y dicha cota superior para 7y es justa.

Demostracién. Por el Lema 4.1.16, 7(G) < % Sean v >1yn=3y+r

con r € {0,1,2}. Entonces la ASR-grafica G (n,) construida en la prueba

n
de la Proposicion 4.3.5 tiene orden n y nimero de dominaciéon vy = L—J .

3

A partir del Lema 4.3.1 y la Proposicién 4.3.5, se tienen las siguientes
cotas para ¢(n, 7).
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Proposicion 4.3.7 Siy > 2 yn > 37, entonces
2n — 3y < ¢(n,v) < 3n — 6+.

La siguiente observacién, remarca nuestro interés por demostrar la
Conjetura 4.2.9.

Observacién 4.3.8 Si la Conjetura 4.2.9 es cierta, entonces
¢(n,v) = 3n — 67.

Demostracion. Sea G una ASR-grafica conexa, de orden n y nimero de
dominacién ~. Si la Conjetura 4.2.9 es cierta, existen tres y-conjuntos disjun-
tos D1, Dy y D3 de G. Sea X = D;U DU D3. Entonces, todo vértice de G[X]|
tiene grado al menos dos y todo vértice de G que no esta en X, es adyacente
al menos a tres vértices en X. Luego, |E(G)| > |X|+ 3(n — |X]|) = 3n — 64
y por la Proposicién 4.3.5, se tiene que ¢(n,v) = 3n — 6+. [

Para finalizar, mostraremos algunos valores exactos para ¢(n, ).
Corolario 4.3.9 ¢(n,1) =3n —6.

Demostraciéon. Por el Corolario 4.1.9 y el Teorema 3.2.1, tenemos que
¢(n,1) > E(n,1) = 3n — 6. Por otro lado, por la Proposiciéon 4.3.5,
o(n,1) < 3n—6. ]

Corolario 4.3.10 Sin = 3, entonces ¢(n,v) = n y la unica ASR-grifica
conn = 3y y tamano n es el ciclo de orden 3.

Demostracién. Por el Corolario 4.3.9, si v = 1, entonces ¢(3,1) = 3. Si
v > 2, entonces por la Proposicién 4.3.7, se tiene que ¢(3v,v) = 37. Sea G
una ASR-gréfica conexa con n = 37(G) = 3y y |E(G)| = n. Entonces, por
el Corolaro 4.1.10, GG es el ciclo de orden 37. [ |

69



Capitulo 4. AS R-gréficas

70



Conclusiones

Lo més relevante de este trabajo fue el estudio de las AS R-graficas, con
respecto a estas:

= Se encontraron nuevas propiedades.

Se determiné una caracterizacion.

Se establecieron condiciones suficientes para que una grafica sea
AS R-gréfica.

Se determinaron cotas para el tamano minimo.

Se determiné el tamano minimo para v = 1.

Se encontré una cota superior justa para el nimero de dominacion.

Podemos concluir que los objetivos planteados al iniciar el trabajo fueron
cumplidos, como trabajo futuro se pretende mejorar la cota inferior, ya que
conjeturamos que la cota superior es justa para toda n y toda ~.
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