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Capitulo 1

Introduccion

Siguiendo a Charles J. K. Batty y Derek W. Robinson [BR84], en este trabajo estudiamos los espacios
de Banach ordenados, establecemos el concepto de semigrupo positivo y presentamos los teoremas de Feller-
Miyadera-Phillips y Hille-Yosida que caracterizan a los generadores infinitesimales de semigrupos positivos
usando el concepto de operador disipativo con respecto a una media-norma. Ademads, siguiendo la referrencia
de R. Alicki y J. Messer [AMS83] definimos una clase de ecuaciones maestras no lineales y damos condiciones
suficientes para la existencia y unicidad de su solucion.

En el capitulo 2 definimos un orden en un espacio de Banach real mediante un cono positivo convexo. En su
espacio dual, el orden entre funcionales se establece mediante la condicion de preservar la positividad. También
analizamos las consecuencias de este orden tanto en el espacio de Banach como en su dual y su relacién con
las normas.

En el capitulo 3 introducimos el concepto de disipatividad con respecto a una media-norma, desarrollamos
algunos ejemplos de operadores disipativos con respecto a distintas media-normas y normas. Ademads, discuti-
mos la relacion entre operadores positivos en un espacio de Hilbert y el concepto de disipativiad con respecto a
una media-norma. En este capitulo demostramos los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y Hille-Yosida para
semigrupos positivos.

El concepto de operador completamente positivo se introduce en el capitulo 4, donde también discutimos
la caracterizacion de los generadores infinitesimales de semigrupos (completamente positivos) cudnticos de
Markov.

Finalmente, en el capitulo 5 introducimos la clase de ecuaciones maestras no lineales a resolver y damos
condiciones suficientes para la existencia y unicidad de su solucion.

Hemos intentado que este trabajo sea una introduccién autocontenida al tema de semigrupos positivos y
completamente positivos. Nuestra principal contribucién ha sido completar los detalles técnicos de resultados
que los autores s6lo mencionan, dejando su demostracion como ejercicios al lector.






Capitulo 2

Espacios de Banach ordenados

En este capitulo discutimos la estructura de orden en espacios de Banach B, y en sus espacios duales B*.
En particular, nos enfocaremos en sus conjuntos convexos y en ciertas propiedades de la norma.
Denotaremos por B, la bola cerrada de radio a > 0 y centro en 0, es decir,

B,={xeB:|x|]| <a}l.
Ademads, la norma de funcionales lineales continuos u operadores se define mediante

lwllg = sup{lw(a)l : a € By}.

2.1. Conos positivos

El desarrollo de la teoria de los espacios de Banach ordenados se basa en el estudio de los espacios clésicos
de funciones reales. Por ejemplo, en el espacio de funciones continuas, acotadas y real valuadas definidas en
un espacio topolégico X con la norma

[1flleo := sup | f(x)],

xeX

el cual denotamos por C(X), tenemos una relacién de orden definida mediante f > g, siy sélosi (f —g)(x) >0
para cada x € X.

Ademads, si consideramos (X, S, 1) un espacio de medida, entonces para cualquier p € [1, ), fija, se cumple
que en el espacio de funciones real valuadas y medibles en X con la condicién f |fIP du < oo,y con la norma

1/p
1A, = ( f I du) |

el cual denotamos por L?(X, du), podemos definir una relacion de orden en L”(X, du) mediante, f > g siy s6lo
si (f — g)(x) > 0 para toda x € X, salvo un conjunto de u-medida cero.

Sin embargo, podemos definir estas relaciones de orden de una manera mas geométrica, que resulta ser mas
conveniente para su generalizacion.
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Definicion 2.1. Un espacio de Banach ordenado es una terna, (B, B, || - ||3), donde B es un espacio de Banach
real con norma || - ||p y By es un cono positivo, i. e. B, es un subconjunto no vacioy cerrado en la norma de B
que satisface

AB, +uB, C B, (2.1)
para cada A, u > 0.
De estd manera, siempre se cumple que O € B,.

Teorema 2.1. Sea (B, B,, || - ||g) un espacio de Banach ordenado. Entonces en su espacio dual (B*,|| - ||p) el
conjunto dado por

B = {weB :w(a)>0,YaeB,}, 2.2)

N
es un cono positivo que es cerrado en la topologia débil—+ que denotamos por o(B*, B).

Demostracion. Para ver que B’ es o(B*, B)-cerrado tengamos presente que la topologia débil—+ se define como
la topologia mas débil en B* que hace continuas a las aplicaciones (¢,).cp definidas mediante: ¢,: B* - Ry
w - ¢,(w) = w(a) paracadaa € B.
En consecuencia,
B, = () ,'(10,)
aeB*

Por lo tanto, B es o(B*, B)-cerrado por ser la interseccion de conjuntos o (B*, B)-cerrados y claramente se
cumple que AB; + uB; C B} paratodo 4,u > 0. O

Como consecuencia del teorema 2.1, la terna (B*, B, || - |[z-) es un espacio de Banach ordenado, al cual
llamamos espacio dual ordenado de (B, B, || - ||z) y al conjunto B’ le decimos cono dual positivo de B*.

Definicion 2.2. En un espacio de Banach ordenado (B, B., || - ||p) definimos una relacion de orden mediante
a>bs a—-beB, (2.3)

para todo a,b € B.
De esta manera, tenemos que a > 0 es equivalente a tener que a € B,.

Proposicion 2.1. En un espacio de Banach ordenado, la relacion dada en (2.3) es reflexiva, transitiva y para
cualesquiera a,b,c € B con a > b, se cumple que a + ¢ > b + c. Ademads, sia >0y A > 0, entonces da > 0.

Demostracion. Sean a,b,c € B, entonces a > a pues a —a = 0 € B,. De estd manera (2.3) determina una
relacion reflexiva.

Para la transitividad, supongamos que a > by b > ¢, luego a—b,b—c € B,. Entonces (a—b)+(b—c) € B,,
es decir, a — ¢ € B,, con lo cual concluimos que a > c.

Ahora bien, para a > b, se tiene que a + ¢ — (b + ¢) € B, paratoda ¢ € B. Por lo tanto, a + ¢ > b + ¢. Por
ultimo, sia > 0y 4 > 0, entonces a € B, y por definicién de cono positivo, concluimos que Aa € B,, es decir,
Aa > 0. O
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El estudio de un espacio de Banach ordenado, se puede realizar a partir de su cono positivo mediante la
siguiente definicion.

Definicion 2.3. Decimos que el cono positivo B, genera débilmente al espacio de Banach B, si el conjunto
B, — B, es denso bajo la norma de B. Es decir, cada a € B es el limite en norma de una sucesion {b, — c,},s1 tal
que by, c, € B,. Similarmente, decimos que el cono dual positivo B, genera x—débilmente a B*, si el conjunto
B, — B} es 0(B", B)-denso en B".

Observacion 2.1.1. El conjunto B, — B, es un subespacio vectorial real de B.

Demostracion. Primero notemos que 0 € B, C B.—B,.Luego,sia,b € B.—B,, entonces existenc,d, e, f € B,
talesquea=c—-dyb=e— f.Conlocuala+b=(c+e)—(d+ f)e B, — B,.

Por ultimo, sia = b—-c € B, — B, y 4 > 0, entonces da = Ab — Ac € B, — B,. Mientras que si 4 < 0,
entonces Ada = Ab — Ac = —(=Ab) + (—Ac) = (=Ac) — (—Ab) € B, — B,. O

Definicion 2.4. Decimos que el cono positivo B, es propio o puntiagudo, si B, N (—B,) = {0}.

Observacion 2.1.2. La propiedad de que el cono B, es propio es equivalente a que el orden dado en (2.3)
cumpla la anti-simetria, i.e., para todo a,b € Bvale quea>byb >a = a = b.

Demostracion. Si el cono B, es propio, entonces dados a,b € B tales que a > by b > a, se cumple que

a-b>0yb—-a>0.Esdecir,a—b,b—ae€ B, conlocuala—b € B, N(-B,) = {0}. Por lo tanto, a = b.
Reciprocamente, si el orden es anti-simétrico y tomamos a € B, N (-B,), entonces a > 0y —a > 0. De

aquique a > 0y 0 > a. Por lo tanto a = 0 para todo a € B, N (-B,). O

Las relaciones entre estos dos conceptos se establecen en la siguiente proposicion.
Proposicion 2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) B, genera débilmente a B.
2) B es propio.

Demostracion. Primero, supongamos que B’ es propio pero B, — B, no es denso en la norma de B. Entonces
por ser B, — B, un subespacio vectorial (ver observacion 2.1.1) y por una consecuencia del teorema de Hahn-
Banach (ver corolario C.4) existe n € B* talquen # 0y n(B, — B;) = 0.

Veamos que n € B} N (=B7), lo cual serd una contradiccion. En efecto, para cada a € B,, se tiene que
a € B, — B, pues a = a— 0, luego n(a) = 0. De aqui que € B. Por otra parte, si a € B,, entonces
—a € B, — B,, de aqui que —n(a) = n(—a) = 0. Luego, —n € B7, con lo cual n € (-B). Finalmente, concluimos
quen € B, N (-B)

Reciprocamente, si suponemos que B, genera débilmente a B 'y tomamos 1 € B} N (=B}), entonces para
cada b € B, por la densidad existe una sucesion {b, — c,},»>1 € B, — B, tal que b, — ¢, — b. De aqui que
n(b, — c,) — n(b). Como n € B, se tiene que n(b,),n(c,) > 0, ademas n € —B; implica que n(b,),n(c,) <0,
es decir, n(b,) = 0 = n(c,) para todan > 1. Por lo tanto, n(b, — ¢,) = 0 para cada n > 1; entonces, n(b) =0y
esto demuestra que n = 0. O

En relacion con la definicion 2.3, tenemos el siguiente concepto.
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Definicion 2.5. Decimos que el cono positivo B, estd generando a B, si B = B, — By, es decir, si para cada
a € B, existe una descomposicion a = b — ¢, con b, c € B,.

Observacion 2.1.3. Esto es equivalente a pedir que para cada a € B, exista b € B, tal que b > a.

Demostracion. Si B, estd generando a B'y tomamos a € B tal que a = b — ¢ con b, c € B,. Esto implica que
b—a=c>0conlocualb > a.

Reciprocamente, si para cada a € B existe b € B, tal que b > a, entonces usando que a = b — (b — a) con
b,b —a € B,. Tenemos que a € B, — B,. Esto implica que B C B, — B,, la otra contencion es evidente. Por lo
tanto B = B, — B,. O

Definicion 2.6. Decimos que el cono positivo B, es normal si existe o. > 1 tal que para cualesquiera a,b,c € B
se cumple que
¢ <a<b= lall < oaméx{|bll, llcll}. (2.4)

Observacion 2.1.4. Esta propiedad, implica que el cono positivo B, es propio, de hecho, si a,b € B,, con

llall = ||b]| = 1, entonces |la + b|| > a~' > 0. Asi, o', es una medida positiva de lo puntiagudo que estd el cono.

Demostracion. Si B, es normal y tomamos ¢ € B, N (—B,), entonces ¢ > 0y ¢ < 0. De estd manera, 0 < ¢ <0
y existe @ > 1 tal que ||c|| < @ méax{||0||, ||0]]} = 0. Por lo tanto ¢ = 0, es decir, B, es propio.

Ahora bien, si a,b € B, son tales que ||a|| = ||b|| = 1, entonces 0 < a < a + b. En consecuencia, por ser B,
normal, existe @ > 1 tal que ||a|| < a max{||0]|,|la + b||} = alla + b||. Es decir, |la + b|| > o' > 0. O

Definicion 2.7. Decimos que € C B es o-convexo si las condiciones ¢, € €,4, >0, conn> 1,3, 4, =1y
la existencia de ¢ = Y5, A,¢, en B, implican que c € €.

Observemos que todo subconjunto o-convexo de B es convexo.
Ejemplo 2.1.1. Los conjuntos de la forma: Bg, BN B.., BgN B, —BgN B, con 8 > 0, son conjuntos o-convexos.

Demostracion. Sic, € Bgy 4,>0,Yn>1con ) 4, =1y

N
c= lim Aqc, = Z A,c, €B,
N—>oo
n=1 nx1
entonces como para cada N > 1
N N N
D e <Y Ll <py 4 <p
n=1 n=1 n=1
Se tiene que
N N
llell = || 1im Z el = lim Z Ll < B.
N—oo ] N—oo 1
n= n=

Es decir, ¢ € Bg.
Si ademds, c, € B, para cada n > 1, entonces lo mismo es cierto para Y., A,c, para toda N > 1 y como
B, es cerrado en la norma de B, se tiene que

N
c = lim A,c, € B,.

N—>oo
n=1
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Con lo cual Bg y Bg N B, son conjuntos o-convexos.

Sea ahora (¢,),>1 C BgNB,—BgNB,, es decir, para cadan > 1 existen b,,d, € BgN B, tales que ¢, = b,—d,

y consideremos ¢ = 3,5, 4,¢, € B,con 4, >0y > ,.; 4, = 1, entonces para cada N > 1,

<
1=

>

s
1=

>

ES

m
&

D

>

N N N
Z AnCy = Z /lnbn - Z /1ndn
n=1

n=1 n=1 n=1 n=1
pues Bg N B, es convexo.

Ademas, el conjunto Bz N B, es cerrado, asi los limites dados por

N N
b:]\ll_r)lgoz_;/lnbn y d=lim » id,

n=1

(2.5)

estan en BgN B... Por lo que tomando el limite cuando N — oo en (2.5) se obtiene que ¢ = b—d. Esto demuestra

que Bg N B, — Bz N B, es o-convexo para cada § > 0.

Lema 2.1. Sea ¢ C B un conjunto o-convexo tal que B, C €. Entonces, B, C o€ para cada o. > 1.

O

Demostracion. Para cualquier § € (0, 1), sea a € B; y elegimos a; € € tal que |la — a1|| < 8. De estd manera,

6~ (a — a;) € B,. Luego, elegimos a, € € tal que ||6~'(a — a;) — as|| < 6.

Por lo que procediendo de manera recursiva, tenemos que existe una sucesion (a,),»; C % tal que para cada

m<nynz>?2,

< 0.

n
5—11+1a _ § 6—n+mam
m=1

Asf, al definir 4,, = (1 — 6)0™! con m > 1, tenemos que
1
1-6)8""'=(1-06)) '=1-6——=1.
;< 5" = ( >; (1-8)7—
Luego,

<&

a-(1-6"> Auay
m=1
Lo cual implica que

lim(1 — &)~ Z Aa, = a.
n—oo —

Finalmente, por ser % un conjunto o-convexo, concluimos que a € (1 — 8)"'€. Como 6 € (0, 1) es arbitrario,

esto demuestra el lema.
A partir del lema 2.1, tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.3. Las siguientes condiciones son equivalentes,

1) B, estd generando a B.

O

2) Existe o. > 1 tal que cada a € B, tiene una descomposicion de la forma a = b — c con b,c € B, y

méx{[|b], llcll} < allall.
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Demostracion. Directamente de la definicion se ve que 2) = 1). Para la otra implicacién, veamos que la
condicion de que B, estd generando a B, se puede reescribir como

B, cO(B,,mB+—Bnt+).

n=1

Esto se sigue del hecho de que si B, estd generando a B, entonces para cada a € B, existen b, ¢ € B, tales que
a = b — c. Luego, definimos n = [max{||b||, ||c||}], donde [r] = inf{k € Z: r < k} para cada r € R, de aqui que
b,ce B,NB,,conlocuala e B,NB, —B,NB,.

Reciprocamente, para cada a € B\{0}, se tiene que ||a||"'a € B, por lo cual, existen d,e € B, N B, para
algtin n > 1, con |la||'a = d — e. De aqui que al hacer b = |lalld y ¢ = ||alle, concluimos que b,c € B,y
a = b — c. Es decir, el cono B, estd generando.

En consecuencia, por el teorema de categoria de Baire D.1, existe n > 1 tal que (B,, NB.-B,N B+) tiene

interior no vacio. De aqui que si x es punto interior de (B,, NB,—-B,N B+), existe y > 0 tal que

{deB:|ld-x| <y} c(B,NB, - B,NB.).

Luego, —x también es punto interior ya que si d € B satisface que ||d — (—x)|| < y, entonces || —d — x|| < y, con

lo cual —d € (Bn NB,-B,N B+).
Consecuentemente

—-d = ]}l’m(ek = fo),
con e, fr € B, N B,. Asi,
d = Iim(fi - e,

con e, fr € B, N By, es decir,

{deB:|ld-(-»)l <y} c(B,nB,-B,NB,).

Entonces, por ser el interior de (Bn NB,—-B,N B+) un conjunto convexo, ver proposiciéon C.2, tenemos con

A =1/2 que Ax + (1 — A)(—x) = 0, es punto interior de (B,l NB,—-B,N B+).
Por lo tanto, existe ¢ > 0 tal que

{d € B: ||d|| < 5} c (B,, NB,—B,N B+).

Luego, sia € B; cona # 0, entonces b = (2||al|)"'da € {d € B: ||d|| < 6}. Asi, b € (Bn NB,—B,N B+), con lo
cual existen uy, v, € B, N B, tales que
b= ]}im(uk - Vk).

De aqui que

4 = 1im (2l 2lall]
Koo 5 k 5 k|»

con 2||all6™ u, 2||all6~ v, € B,. Mds atn, méx{2||a||6‘1||uk||, 2||a||6‘1||vk||} <2no.
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Por lo que tomando m = [2n6‘1], obtenemos que

B, C (B,,, NB.-B,NB,)
Con lo cual, por el lema 2.1, establecemos que
By C (ByN B, - B,N B,)
cona=m+ 1. O

Definicién 2.8. Decimos que el cono positivo B,, estd o..-generando si cada a € B, tiene una descomposicion
de la formaa=b—-cconb,c € B,y

161] + [l < allall. (2.6)

Y decimos que B, estd -generando, si la descomposicion puede ser elegida de manera que
max{[Ib[l, llcll} < Bllall. (2.7)

Asi, cuando B, # {0}, tanto oo como 5 son mayores o iguales a 1. Por ejemplo, si @« < 1 y a € B\{0}, con
a =b - c,donde b, c € B,, entonces

allall < albll + allell < 1Bl + licll < allall.

Lo cual es una contradiccion.
Ademads, si B, esta By-generando, para cualquier a € Bcona = b — ¢, donde b, ¢ > 0, se tiene que

1611 + llcll < 2 max {[Ill, llcll} < 2B]lall.

Con lo cual, B, esta (26).-generando. Similarmente, si B, estd a,-generando, entonces paraa = b—c € B con
b, c > 0 concluimos que
max {[B], licll} < 16l + llell < allall.

Por lo tanto, B, estd o, -generando.

Ejemplo 2.1.2. Para cada p € [1, ), consideremos B = L'(X, du) para algiin espacio de medida (X, S, i) y
B, el cono de las funciones en B que son puntualmente positivas salvo en un conjunto de medida cero bajo p.
Entonces B, estd 1,-generando.

Demostracion. Para ver que B, esta 1,-generando tomamos f € L?(X, du), asi f = f*—f~ con f* := max{f, 0}
y f~ := —min{f,0}. f*, f~ son funciones medibles no negativas y para cada x € X, se tiene que f(x) =06
f(x) = 0. Claramente f*, f~ € B, y como para cada p € [1, o) se cumple que (f%)’ < (f* + f7)? = |f]*, con
0 = +, entonces se tiene

max{[lf 11, 11f 1} < A1l

En relacion directa con la definicién 2.8, tenemos
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Definicion 2.9. Decimos que el cono positivo B, estd aproximadamente a.-generando si estd o’ -generando
para toda o' > o. Y decimos que B, estd aproximadamente [3,-generando si estd f3,-generando para toda

B >p.
Por otro lado, particularizamos el concepto de cono positivo normal dado en la definicion 2.6, mediante
Definicion 2.10. Decimos que el cono positivo B, es a.,-normal si se cumple la siguiente condicion,
c<a<b= al < amax{|bll.llcll}. Va.b,c € B. (2.8)
Y decimos que B, es B.-normal si se cumple la implicacion
c<a<b=llal <p(lbll +licll). VYa.b.c € B. (2.9)
Ademais, si B, es a,-normal, entonces para cualesquiera a, b, ¢ € B, tales que ¢ < a < b, se cumple que
llall < amax {[Ibl, llcll} < adlbll + llcl).

De aqui que B, es a,-normal. Reciprocamente si B, es §,-normal y consideramos a,b,c € Bconc < a < b,
entonces

llall < BAIBN + liclh < 28 max {|IBll, licll}.

Consecuentemente, B, es (23),-normal.
Para ver la relacion entre las definiciones dadas en 2.10, es necesario un lema y la version "multiple” del
teorema de Hahn-Banach (teorema A.2.)

Lema 2.2. Paraw € B*y A,u € R, sean

S

sup{/la)(a) + (1= Deb) + (- Dw(c) : a,b,c € Beonb,e> 0yl +lla—b - ¢l < 1}

~
I

int{max{lol I = Al : 1 € Bn > 0y 7> o).
Entonces, S = I. De hecho, el infimo se alcanza cuando éste es finito.

Demostracion. Consideramos a, b, c € B tales que b,c > 0,|lal]| +|la—b —¢|| £ 1 yn > w,n > uw. Entonces
n—w,n— uw € B}, asi por la linealidad de los funcionales obtenemos

Aw(a) + (1 = Dw(d) + (u — Dw(c) Aw(a — b —¢) + w(b) + uw(c)

< Aw(a—-b—-c)+nb)+n(c)

= (Aw-n)a—-b-c)+na)

< mix {(dw - n)a - b - c). n(a)}
< max{lldw - 7ll, Inll}

pues |[la — b —cl|| + ||lal| < 1. Luego, S < I. Por lo tanto, cuando S = oo, se cumple que I = oco.
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Ahora bien, en el caso de que § < oo, para establecer la otra desigualdad, definimos los funcionales

pi: B—> RU{co},coni=1,...,4 de la siguiente manera:
pib) = S|bll.
pa(b) = S|Ibll + Aw(D).
w) ,si —beB,,
p3(b) = _
0 ,81 —b ¢ B,.
uwb) ,si —beB,,
pa(b) = ,
0 ,s1 —b ¢ B..

Primero supongamos que b, + b, + b3 + by = 0, entonces para el caso en que —b3 ¢ B, 6 —b, ¢ B,, se cumple

4
Z pi(bi) = 0.
i=1
Mientras que para el caso en el que —b3, —b, € B,, se tiene que
p1(by) = S|Ibill, pa(b2) = SlIball + Aw(ba), p3(b3) = w(b3) 'y pa(bs) = pw(by).

Luego, de la igualdad b, + b, + b3 + by = 0, obtenemos que b, = —b; — b3 — by. Asi, por ser w un operador
lineal,

que

P2(by) = S|boll = Aw(by) + Aw(=b3) + Aw(=b4), p3(b3) = —w(=b3) y ps(bs) = —pw(—by).
Entonces,

pibi) = Slbill + Slbsll = Aw(by) + Aw(=b3) + Aw(=by) — w(=b3) — puw(-by)

4
i=1

SIIball + SlIball = dw(by) + (A = Dax(=bs) + (A = p)e(—bs)
S (I1B1ll + 11b2ll) = [Aw(By) + (1 = De(=bs) + (u = Deo(=bs) -

De aqui que al hacer
by —bs —by

a = ,b = c = 5
b1l + 11l b1 + 11l Y b1l + 11l
en la definicién de S, tenemos que b, ¢ > 0, con

bl N =by=bs=by+bs+ D4l ||
lal = ————ylla-b—cll = - .
D111+ 1152 D1l + 11l b1l + 11l

De esta manera, ||a|| + |la — b — ¢|| = 1, consecuentemente

S > [Aw(@) + (1 = Dw(b) + (- Dw(c)].

Luego,

4
D pilh)

i=1

S(IIo1ll + 1ball) = [Aw(1) + (1 = Dew(=b3) + (u = Dex(=bs))|

\%

[w(B1) + (1 = D=b3) + (1 = Vw(=b) | = [Aw(br) + (1 = Dew(=bs) + (1 = Dew(=by) |
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Entonces, por el teorema A.2, existe un funcional lineal n: B — Rtalque n < p;parai =1...4.

Mas atin, veamos que se cumplen: 7 € B*, |[n|]| < S,|[n — Aw|| £ S,w < ny uw < n. Paraesto, seab € B,
entonces 17(b) < py(b) = S||b||,conlocualpe B* y|n/| < S.

Para verificar que |7 — Aw|| < §, tomamos b € B, por lo que usando que < p,, establecemos que
n(b) < S1bl| + Aw(b). Con lo cual, n(b) — Aw(b) < S||b||.

Mientras que para establecer la desigualdad w < 7, consideramos a € B,, entonces al hacer b = —a tenemos
que —b € B, y por la definicién de pj3, obtenemos que n(b) < w(b), i. e., n(—a) < w(—a) equivalentemente
w(a) < n(a). Con lo cual w < n.

La desigualdad puw < n se demuestra de manera similar usando la definicién de py4. Por lo tanto, I < S.
Finalmente, concluimos que S = / y también establecemos que 1 alcanza el infimo. O

Teorema 2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes,
1,) B, es B.-normal.

2y) B} estd 5-generando.
También son equivalentes,
1\,) B, estd aproximadamente 3, -generando.

2%) B} es B.-normal.
Demostracion. Para la primera equivalencia, consideremos w € B*. Entonces,
sup{w(a) —w(e): boe > 0, llall + lla - b —cfl < 1} = sup{a)(a — )i boe > 0,llall +lla - b - |l < 1}

Y denotandoa’ =a—c,b’ =a—-b—-cyc =a,siendo b,c > 0, obtenemos b’ < a’ < ¢'.
De aqui que,

sup{w(a = )1 b, > 0,lall +lla = b= el < 1} = suplw(@): o' <@ < ]+ Bl < 1
Por lo tanto, tomando A = 1 y u = O en el lema 2.2, concluimos

suplw(@): b < a < el + el < 1) = int{max{lell ol : &7 > 0, = n -} 2.10)

Ademas, el infimo se alcanza.
Luego, suponiendo que B, es S,-normal, entonces al considerar a,b,c € B tales que b < a < ¢, donde
|b]] + llc]] < 1, se cumple que

lw(@)| < llwllllall < llwlBAbll + licl) < Bllewll,  Yw e B

Con lo cual Sllw|| = § = I. De esta manera, el infimo se alcanza, por lo que dada w € B*, existen n,¢ € B},
tales que w = & — n, donde max{||£]l, [|nll} < Bllwll. Es decir, B} esta 8,-generando.
Reciprocamente, si B’ esta Sy -generando, entonces

Bllwll = supfw(@) : b <a < c,|Ibll +licl < 1} = 1 Q2.11)
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Esto implica que B, es S,-normal, pues si b < a < ¢, entonces

b a c

< <
161+ llell Wbl +llell — [1bI] + licll

y tomando
, a , b c

a = —’ = y C =
DIl + lcll 1611+ lell 1611 + lell
setiene b’ < a’ < c'y||b’|| +|lc'|| £ 1y concluimos por (2.11).
Ahora, supongamos la condicién 2’) y demostremos que B, estd aproximadamente S, -generando. Esto
ultimo es equivalente a demostrar que

’

By C (By N B, - By NB.)

para cada 8’ > .
Como el conjunto Bg N B, — Bg N B, es o-convexo, entonces por el lema 2.1, basta mostrar que

B, C (BB NB,—BzN B+) (2.12)
Pero tomando polares, ver (A.4), esto es equivalente a

B; > (BN B. - BsNB,) (2.13)

Ahora, si w € (Bﬁ NB.—BgN B+)O, entonces Sw(a — b) < 1 para cualesquiera a, b € By N B,.. En consecuencia,
psuplw(a) : a € By N B.} - pinflw(®) : be B NB,} <1 (2.14)
Por otro lado, para cualquier w € B, se cumple que
sup{w(b) + w(c): b,c2 0y -b-cl <1} = suplw@: a0yl <1} (2.15)
al hacer a = b + c. Luego, utilizando el lema 2.2 con 4 = 0 y 4 = 1, obtenemos que
sup{w(a) : a € By N B} = inf{||¢] : £ € B".¢ > w) (2.16)
y reemplazando w por —w en (2.16), tenemos también que
inf{w(b) : b e By N B, | = —inf{llnll : n € B, 7 2 —w) (2.17)
Por lo tanto, al combinar las identidades (2.16) y (2.17) junto con la desigualdad (2.14) concluimos que
Bint{ligl + 1l : éne B, n<w<éf <1 (2.18)

Ahora, por la hipétesis en 2') tenemos que —1 < w < € implica que [|w|| < B(|| = || + ||€]]) para toda &, 7.
Entonces por (2.18), deducimos que w € Bj. En conclusion (2.13) es valida.
Finalmente, supongamos la condicién 17,) y tomemos a € Btalquea =b —cconb,c € B, y

max{||bll, llcll} < B'llall
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para cada 8’ > . Al tomar ¢ < w < n, obtenemos
&(b) —n(c) < wla) < nb) - &(o),
ya que £(b) < w(b) < n(b)y &é(c) < w(c) < n(c). Luego,

w(a) < [n(b) - &)l
< lIHIB1 =+ 1€THlell
< Il max{{[bl], llcll} + [1&1] max{[|p]], fl]l}

< (Il + 1imlhs Nlall.
Ademas,
w(a) = =(n(c) — &)
> —[n(c) — &(b)|
> —[Inll{lcll = € 1D
> =gl max{[[b[], [Ic|l} — €]l max{[|l], [l|I}
> —(llnll + 11€IDB llall-
Entonces

(@ < /(I + ill)lall,  Va € B.

De aqui que,
lwll < 8111l + Il

Y esto es valido para toda 5’ > 3, en particular para cada 5, := 8 + € con € > 0, asi al hacer tender € — 0, se
obtiene que

llwll < B(llll + lil).

Esto demuestra que B’ es §,-normal. O
Como consecuencia tenemos las siguientes propiedades.
Corolario 2.1. Sea (B, B,, || - ||) un espacio de Banach ordenado. Entonces se cumplen:
1) Si B, estd a.-generando, entonces B’ es (2a.),-normal.
2) Si B’ estd a..-generando, entonces B, es (2a)y-normal.
3) Si B, es By-normal , entonces B, estd (2f3).-generando.
4) Si B’ estd ,-generando, entonces B, es (23)y-normal.

Demostracion. Primero supongamos que B, estd a-generando, entonces estd o, -generando. Luego, B, estd
oy-aproximadamente generando y por el teorema 2.2, concluimos que B’ es a.-normal. Consecuentemente,
B’ es (2a)y-normal y por lo tanto, es (2a.),-normal.

Ahora bien, si B} esta a.-generando, entonces estd a.,-generando. Asi por el teorema 2.2, se tiene que B,
es a,-normal y por lo tanto, es (2a),-normal.
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Para establecer la condicion 3) supongamos que B, es y-normal, entonces es ,-normal. De aqui que por
el teorema 2.2, B’ estd ,-generando, de esta manera, B, estd (23).-generando.

Por tltimo, para verificar la condicién 4) suponemos que B’ esta ,-generando, por lo que estd (-
generando. Se sigue que B’ estd [, -aproximadamente generando y por el teorema 2.2 concluimos que B,
es B.-normal. Asi B, es (23),-normal. O

2.2. Normas monotonas

En esta seccion, estudiamos distintas propiedades que puede tener la norma de un espacio de Banach
ordenado (B, B., || - ||z).

Definicion 2.11. Decimos que la norma es o-mondtona si se cumple que
0<a<b=|al < albl.
Si B, # {0}, entonces a. > 1y en el caso de que a. = 1, simplemente decimos que la norma es mondtona.

Observacion 2.2.1. Si la norma es a-mondtona, entonces B, es propio.

Demostracion. Sean a,b € Btalesquea < by b < a,entonces 0 < b —a <0. Luego, 0 <||b —al| < all0]| =0.
Por lo tanto, ||b — a|| = 0, es decir, a = b. Esto prueba que B, es propio en virtud de la observacion 2.1.2. O

Ejemplo 2.2.1. Sean B = L*(X, du) para algiin espacio de medida (X, S, ) con p € [1,0] y B, el cono de
las funciones puntualmente no negativas salvo un conjunto de medida cero bajo u. Entonces la norma en B es
mondtona.

Demostracion. S1 0 < f(x) < g(x) en X salvo un conjunto de u-medida cero, entonces para cualquier p €
[1, 00), se cumple que
0<|fF <lgl", p—cd

f 1P dya < f QP du. - cd

y en consecuencia,

Es decir, [|f1l, < ligll,-
Para el caso p = oo, tenemos que

0<|fI<IgN <lglleo, p—cd

Luego, [|flle < [Igllco-
Por lo tanto para cualquier p € [1, oo] se satisface que si 0 < f < g, entonces |[|f]l, < llgll,, i. e, se cumple
la definicion 2.11 con a = 1. O

Observacion 2.2.2. Si B, es a.-normal o bien o, -normal, entonces la norma es a-mondtona.
El reciproco a estd observacion, estd dada en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. Si la norma es a-mondotona. Entonces, By es (0. + 1/2),-normal y es (20, + 1)-normal.
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Demostracion. Para ver que B, es (o + 1/2),-normal, consideremos a, b, ¢ € B tales que ¢ < a < b. Asi
0<a-c<b-c y c-b<a-b<0
Luego, por la definicién 2.11, concluimos que
lla —cll < allb = clly [Ib —all < allb - cll,
entonces, por la desigualdad del tridngulo tenemos que
lall = lel| < alle = Il y |6l = lhal| <l = el

consecuentemente
llall < allb —cll + llcll y llall < allb = cll + &I,

de aqui que
2llall < 2allb = cll + 1161 + licll,

2llall < 2adlbll + licll) + 161l + lll,

y finalmente
llall < (o + 1/2)(11BIl + llcll).

De la tltima desigualdad, se sigue que la condicién (2.9) es valida con § = a + 1/2. Maés atn,

lall < (a+ 1/2)(BI + licl)
< (a+ 1/2) (max{|ipll. llcll} + max{lipll lcll})
= 2o+ 1/2)max{|ipll,licll].
Y la condicion (2.8) se cumple. O

Proposicion 2.5. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) B, es normal.
2) Existe una norma 3-monotona que es equivalente a || - ||.

Mds precisamente, si B, es normal, entonces es 1,-normal con respecto a la norma mondtona equivalente
lall, = inf{max{||p]l. licll} : ¢ < a < b}.

Demostracion. Primero supongamos que B, es normal, entonces por la observacion 2.1.4 tenemos que B, es
propio, lo cual es equivalente a que se cumpla la anti-simetria.
Abhora bien, la funcién || - || : B — [0, ) es tal que para cada a € B, se cumple que

llall < allally,

ya que para cada b, ¢ € B con ¢ < a < b se tiene que ||a|| < amax {||b|l, ||c||} para algin o > 1, por definicién de
ser B, normal.
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Para ver que | - ||y es una norma en B, consideramos a € B tal que ||a|, = 0, luego |la|| < allal|y = 0. Por lo
tanto, a = 0.
Ademds, dados a,b,c € By A > 0, se cumple que ¢ < da < bsiy sélosi A-'c < a < A7'b. De esta manera,

llallv inf{max{|lyll, lxl} : x <a <y},

Allally

Ainf{max{|lyl, [Ixl[} : x < a <y}

= inf{max{[|Ayl|, [|Ax]]} : x < a <y}

= inf{max{||b|},|lc|l} : A7'c < a < A17'b}
= inf{max{||bl], |c[|} : ¢ < Aa < b}

= |lallv.

En el caso en que A < 0, usamos que ¢ < Ada < b es equivalente a A-'b < a < A7!¢, se sigue entonces

(=Dllall

(=) inf{max{|lyll, [Ix[l} : x < a < y}
Il 1Ax]} = x < a <y}
llell, Il = A7'b < a < A7'¢)
= inf{max{|c||, |b]l} : ¢ < da < b}

= |lallv.

= inf{max

= inf{max

{
{
{
{

Y claramente para A = 0, se cumple que ||da|ly = [|0]ly = 0 = Al|al|,. Esto verifica que ||1al|y = |4|||la|lv para
cadaa € By paratoda 4 € R.

Finalmente, para la desigualdad del tridngulo, tomamos a, b, x,z,u,w € Btalesque x <a < zyu < b < w,
entonces x + u < a + b < 7+ w. Luego,

lla + bllv < max{{lx + ull, llz + wil} < max{]lx[], l|zl[} + max{[lel, [[wl[}.

Con lo cual, |la + b||y < |lallv + ||blly, para cada a, b € B. Por lo tanto, || - ||, €s una norma en B.
Por otra parte, tomando b = ¢ = a se obtiene que |la||y < ||a||. Entonces

1
—llall < llallv < llall,
a

para cada a € B. Esto demuestra que || - || y || - ||v son normas equivalentes.
Por dltimo, para ver que la norma || - ||, es S-mondtona consideramos x,y € B con 0 < x <y, entonces por
la observacién 2.2.2, concluimos que

2
llxdllv < llxll < allyll < aZflyllv.

Por lo que basta definir § = o2, para concluir que la norma || - ||, es f-monétona. Esto demuestra que 1) = 2).
Reciprocamente, si suponemos valida la condicion 2), sabemos que existen 6,y > 0 tales que

Sl Il < -1 <A - Il
Por lo que si ¢ < a < b, entonces
lall < Alall, <y max{lipll, lcl}.

Entonces B, es normal pues se puede tomar y > 1.
En particular, si B, es normal con . = 1, tenemos que || - ||, €s una norma monoétona equivalente a || -||. O
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Por otra parte, en el espacio dual ordenado (B, B, || -||5+), se considera la norma definida para cada w € B*,
mediante

lwll, = inf{max{ligll, Inll} : @ = £ = n, con &, € B3).

Para establecer que la funcién || ||, : B* — [0, c0) define una norma en B*, primero notemos que por la igualdad
dada en (2.10), obtenemos que

lwll. = sup{w(a): b < a < c.|Ibll + el < 1}, Yo € B".

Ademas, si el supremo es finito, entonces el infimo en || - ||, se alcanza.

Asi para w € B* tal que [|wl||+ = 0, se tiene que 0 = max{||€]|, ||7ll} con w = é —ny & n € B De aqui que
¢&=n=0,luego w = 0.

Ademds, para cada w € B*y A > 0, se tiene que dw = & —ncon &, € BY, siysélosiw = A71¢ - A17!n.
Consecuentemente,

Allwll+

inf{max ([l [4¥]l} : w = ¢ — ¥, con ¢,y € B;)

= inf{max{[|€]l, Inll} : @ = 7' = 27", con &,y € B}
= inf{max{|l€]l Imll} : dw =& -7, coné&,ne€ B}

= |lAwll..

Para el caso en que 4 < 0, usamos que —4 > 0 y procedemos de manera similar. Y claramente para A = 0, se
verifica que ||Aw||; = 0 = Al|w||;. Con lo cual tenemos que |[Aw||; = |1||lwll+, para cada w € B* y para toda
AeR.

Finalmente, para la desigualdad del triangulo consideramos w, p € B*, entonces

lwo+plly = supflw+p)a):b<a<c]|bll+llcl| < 1}
< sup{w(a) : b <a<c|bl|l+ || < 1}
+ sup{p(a) : b <a <c|b||l+ |l <1}

llewlls + ol

En conclusién, la funcién || - || es una norma en B*.
Examinemos ahora las caracterizaciones duales de la a-monotonia. Para esto, requerimos de la siguiente
definicion.

Definicion 2.12. Dada o > 0, decimos que el cono positivo B, estd a-dominando si para toda a € B, existe
una descomposicion de la forma a = b — ¢ con b, c € B, tal que ||b|| < ola]|.

Observacion 2.2.3. Notemos que dada o. > 0, el cono positivo B, estd a-dominando si y solo si para cada
a € B, existe b € B, tal que b > a y ||b|| < allal|.

Demostracion. Sia =b—cconb,c € B,y ||b|| < allall, entonces b = a + ¢ > a con ||b|| < al|dl|.
Reciprocamente, si para a € B existe b > a tal que ||b|| < a||al|, entonces a = b — (b —a) conb,c =b —a € B,
y 1Dl < allall. m
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Ademads, si B, estd a-dominando, entonces B, estd generando, es decir, B = B, — B,. De manera mds
general, para cada o > 0, decimos que B, estd aproximadamente o-dominando si estd o’-dominando para cada
o’ > a. Ademads, decimos que B, estd (aproximadamente) dominando si estd (aproximadamente) 1-dominando.

Teorema 2.3. Sea o > 0. Entonces son equivalentes:
1) || - ||g es a-monotona,
2) B estd a-dominando.

Demostracion. La prueba es similar a la del teorema 2.2. Para establecer la equivalencia 1) & 2), veamos que
para cualquier w € B” se satisface,

sup{w(a) : 0 < a < b, [Ibll < 1} = inf{linll : € B, 7 2 w}. (2.19)

Ya que al considerar A = u = 0 en el lema 2.2 y al tomar b,c € B, como en la definicién de S, tenemos que
b,c > 0, por lo que definiendo »" = by ¢’ = b + ¢, obtenemos que b’,c¢’ > 0, ¢’ > b’, y en consecuencia
'l =Nb+cll=l-b—-cll <L

Luego,

={w®):0<p <.l < 1.
Ademas,
= inf{|pll : 7 € B0 > w.n > 0}.
Esto demuestra la igualdad (2.19).
Ahora bien, supongamos que || - ||z es a-mondtona con o >

0 < a < b, entonces ||la|| < a||b]|.
Consecuentemente,

0, de aqui que al tomar a,b € B tales que

{w@:0<a<b,|bl <1} cl{w@:0<a,lal < al

Por lo tanto,
sup{w(a): 0 < a < b, ||b|| < 1} < af|wl|.

Luego, por (2.19) se obtiene
inf{lirl : 7 € By.n > w} < allell

Asfi, el infimo se alcanza, por lo que existe ” € B} talque” > wy ||7’|| £ allwl|. Es decir, B, estd @-dominando.
Reciprocamente, si para cada w € B* existen 1, £ € B’ tales que w = n — & con ||5|| < @||w||, entonces

sup{w(a) : 0 < a < b, |Ibll < 1} = inf{|ly]| : 7 € B0 > w} < allwll

Ahora, supongamos que 0 < a < b y demostremos que ||a|| < «||8]|. Primero consideremos el caso en que
b = 0, asi tenemos que 0 < a < 0. Por hipétesis, B’ estd a-dominando, consecuentemente estd generando y
por la proposicion 2.3, B} esta o, -generando.

Asi por el teorema 2.2 el cono positivo B, es normal. De aqui que B, es propio y por lo tanto, a = 0. Con
lo cual |la|| < a||b|.

Mientras que para el caso en que b # 0, tenemos que

o< = =
IIbII IIbII 121l
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Consecuentemente,

Hﬁ%”=ﬂm{wG%J:MM=l}smmsmﬂwQMOSxSymwsIMMP:HSasmeH=m

llwll=1 llwll=1

es decir, ||a|| < a||b||. Esto demuestra que || - || es @-mondtona. O
Teorema 2.4. Para cada o. > 0, son equivalentes:

1’) B, estd aproximadamente o.-dominando,

2°) |l - |lg: es a-monotona.

Demostracion. Para ver que 17)=2’) sean w,n € B* con 0 < w < n, entonces p € B;. Luego, dada o’ > ay
a € By, tenemos por estar B, aproximadamente a-dominando que existe b € B, tal que a < b con ||b|| < o||a]|.
Se sigue que ||b]| < o.
Ahora bien, supongamos que 0 < w(a), entonces w(a) < w(b),conb € B, talquea < by |b|| < o'.
Mientras que si w(a) < 0, entonces w(—a) < w(d) cond € B, talque —a <dy|d|| <.
Asi, obtenemos

lw(@) < sup{w(b): 0 <b,a<bylbl < o).
Luego,
1 1
—llwll < — sup suplw(h): 0 < b,a<by bl < o).

llall<1
De aqui que

1 p "
—llwll < inf{iZ] : £ € B}.¢ > wl,
o

Por lo tanto, (o) !||lw|| < |Inll. Equivalentemente, ||w|| < o’||nl|, para toda o > a. De aqui que ||w|| < a7l
con lo cual la norma es a-mondtona.
Para la implicacién, 2°)=1") observamos que la condicién 1°) es equivalente a tener que:

B, C (Ba, NB, - B+) , Vo' > a.
Si el conjunto ¢ = (Ba N B, — B+) es o-convexo, entonces por el lema 2.1 basta verificar que

B C%. (2.20)

Primero veamos que % es o-convexo, supongamos que ¢, € ¢,¢ = ., 4,c, € By X, 4, = 1 paratoda A, > 0
conn > 1. Entonces ¢, = a, — b, cona, € B, B,,b, € B, paracadan > 1.

Asia:= ), ,a, € B,N B,y ), 4,b, € B, pues b, = a, — c,. Para terminar, la contencién dada en (2.20)
puede ser establecida en su forma polar mediante

B} > (B.N B, -B,)

por lo que procediendo de forma anéloga a la demostracion del teorema 2.2, se sigue el resultado. O
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Para el caso oo = 1, en la monotonia de la norma, existe una caracterizacién dual alternativa de naturaleza
distinta. Primero observemos que para cualquier a € B, por una consecuencia del teorema de Hahn-Banach, ver
corolario C.2, existe w € Bj tal que w(a) = [|al|. Pero atn con a > 0 no podemos decir nada sobre la positividad
de w; para esto necesitamos la monotonia de la norma.

Teorema 2.5. Las siguientes condiciones son equivalentes:
1) || - |lp es monotona,
2) Para cada a € By, existe w € B}, N B tal que w(a) = ||al|.

Demostracion. Primero supongamos que || - ||z €s mondtona y sea a € B,, entonces por una consecuencia del
teorema de Hahn-Banach (ver corolario C.2), existe n € B* tal que n(a) = |la|| y |Inl| = 1.
Ademds, por el teorema 2.3, tenemos que B’ estd 1-dominando. Asi para nuestra € B}, tenemos que
existe w € B} N Bj tal que w > 7.
Luego,
llall = n(a) < w(a) < llwlllall < llall.

Por lo tanto, el funcional w, cumple la condicién 2.
Reciprocamente, si0 < a < by w € B} N Bj es tal que w(a) = ||a||, entonces

llall = w(a) < w(b) < [lwlllbll < [Ib]],

pues w(b — a) > 0. Con lo cual tenemos que se cumple la condicién 1. O

2.3. Operadores acotados

Sean (A, A, |- |la) y (B, By, || - ||p) espacios de Banach ordenados. Entonces en el espacio de Banach
L:=LA,B) = {S : A — B|S esacotado y lineal}
con la norma de operadores, definimos el conjunto
L, :={S e L|SA, cB,}.

Veamos que £, es un cono positivo, para esto consideremos (S ,),»1 C L, tal que S, — S en la norma de £,
cuandon — oo. Sia € A,, entonces S ,(a) > 0, para cada n > 1. Luego, lim,_,, S ,(a) > 0, por ser B, cerrado.
Por lo tanto, S (a) > 0.

En consecuencia, S € L, es decir, L, es cerrado. Ademds es inmediato que para 4, u > 0, se satisface que
AL, +ul, c L,.

De esta manera, (£, L., ||]|) es un espacio de Banach ordenado con la norma de operadores. A los elementos
S € L, se les conoce como operadores positivos y consideramos la asignacién para cada § € L(A, B) dada
mediante

IS 1L, := sup{liSallla € A, N A},

Claramente, ||S||+ < [IS]I.

Definicion 2.13. Cuando se tiene que ||S||, = |IS|| para cada S € L, decimos que la norma es positivamente
alcanzada.






Capitulo 3

Semigrupos positivos

En este capitulo, desarrollamos la teoria de semigrupos positivos en espacios de Banach ordenados.

3.1. C,-semigrupos

En esté seccion, estudiamos semigrupos de operadores que actiian en un espacio de Banach ordenado.

Definicion 3.1. En un espacio de Banach (B, || - ||3), una familia S = {S,} ., de operadores lineales acotados

[220)
de B en B es un C,-semigrupo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) S8, =S, para cada s,t > 0 (condicion de semigrupo)
2) So=1
3) h’ron IIS,a —all =0, para cada a € B.

t—0t

Ademds, si B estd ordenado mediante un cono positivo, B., entonces decimos que S es un C,-semigrupo
positivo si ademds se cumple que

4) S;B, C By, para todo t > 0.

Similarmente, si (B, || - ||p-) es el espacio dual de (B, || - ||p), entonces una familia T = {T,}., de operadores

20
lineales acotados de B* en B* es un C),-semigrupo si se cumplen las propiedades 1y 2 con T, en lugar de S,y

junto con
3*) a.- La aplicacion definida en [0, o0) mediante t — (T,w)(a) es continua para todo w € B*ya € B,

b.- La aplicacion definida sobre B* mediante w +— (T,w)(a) es o(B*, B)-continua para cada t > 0y
a € B.

%k

Y si el espacio dual B*, estd ordenado mediante un cono dual positivo, B, entonces decimos que T es un
C;-semigrupo positivo si ademds se cumple la siguiente propiedad

4*) T,B: C B%, para todo t > 0.

23
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La relacién entre estos dos tipos de semigrupos estd dada por la dualidad, es decir, si S = {S}., es un
C,-semigrupo en B, entonces definiendo

S* ={S7 : §; es el operador adjunto de S}

>0

obtenemos un C;-semigrupo en B*.

Para verificar esto ultimo, recordemos que para todo w € B*, el adjunto de S se define como el funcional
S #(w) dado por (S;w)(a) = w(S(a)), para cada a € B.

De aqui que si s, > 0,a € By w € B*, entonces

So(w)(@) = w(S (@) = wla) = w(a) = ({w)(a).

Ademas,
(S5,,w)a) = w(S s(a) = w(SSa) =S (wSa) =SS (w)a).

s+t

Esto demuestra que {S;},., es un semigrupo.
Por dltimo, tenemos que

I (8} w)(@) = 1im w(S (@) = (lfr(l)l S,(a)) = w(a),
t—0+ t—0+ t—0+
pues w € B* y {S,};>0 es un Cy-semigrupo, i. e.,

lirgl Sjw=w, VYweB.
t—0*
Con lo cual,

lim S; -1=0.

t—0*
Por lo tanto, tenemos que S; es continuo para cada ¢ > 0 en la topologia o-(B*, B).
Reciprocamente, si T = {7}, es un C;-semigrupo en B*, entonces existe un C,-semigrupo 7* = {T;},,
en B, cuyo adjunto es (7,)" = T, para cada t > 0. Ver [BR84].
Ahora bien, para cada C,-semigrupo tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.2. El generador infinitesimal de un C,-semigrupo S = {S,},., en B es el operador lineal H, con
dominio D(H) donde

D(H) = {a € B : existe b € B tal que lim

t—07t

s o)

Ha=b,vYa e D(H).

Por otra parte, el generador de un C)-semigrupo T = {T}} ., en B* se define de manera similar pero con la
o (B*, B)-derivada, es decir, es un operador lineal K, con dominio D(K) donde

(- T)w)
D(K) ={w € B* : existen € B* tal que lirgl f(a) =n(a), paracadaac By vy
t—0*

Kw =1, Yo € D(K).
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El generador infinitesimal H de un C,-semigrupo tiene dominio denso en B, es decir, D(H) = B. Ademis, el
generador infinitesimal resulta ser un operador lineal cerrado. Para ver los detalles, puede consultarse [Paz83].

Para ver la relacion entre los generadores infinitesimales de un C,-semigrupo y un C)-semigrupo, requeri-
mos del concepto de operador adjunto de un operador lineal no acotado. (Ver definicion C.11)

Proposicion 3.1. Si S es un C,-semigrupo con generador H, entonces su C;-semigrupo dual S* tiene como
generador al operador adjunto de H, i. e., al operador H".

Demostracion. Sean K el generador de Sy H* el operador adjunto del generador H de S. Debemos mostrar
que D(K) = D(H") y Kw = H*w, para toda w € D(K).
Sea w € D(K), entonces para cada a € D(H) se tiene por la definicién 3.2 que

, St 1z 1 1z 1 * _ 4 *
w(Ha) = w (lll)r(% (a)) = lim ~(( = $)(@) = lim - (1 = $;)w(@) = (@), paraalgin n € B

t

De esta manera, para cada w € D(K), existe n € B* tal que H*w(a) = w(Ha) = n(a), para toda a € D(H). Es
decir, w € D(H") con Kw = n = H*w. Con lo cual, tenemos que K es restriccion de H*. Ahora bien, para la
otra contencidén tomamos w € D(H™), en consecuencia existe & € B* tal que

&) = w(Ha) = w (}iﬁﬂ S ,(a)) = lim %w((l -S) (@) = lim %(1 - 87 )w(a).

t

De aqui que w € D(K) y Kw = &. Por lo tanto, H* es una restricciéon de K y como K es restriccién de H*,
concluimos que K = H*. O

En particular, tenemos el siguiente tipo de semigrupos con su respectivo generador infinitesimal.

Definicién 3.3. Un C, semigrupo S = {S},,, en B es de contracciones si
ISl<1, Ve=0.

Los resultados cldsicos para caracterizar los operadores H: D(H) C B — B que son generadores infinitesi-
males de C,-semigrupos son los siguientes:

Teorema 3.1. (Feller-Miyadera-Phillips)
En un espacio de Banach B, son equivalentes:

1) H genera un C,-semigrupo S = {S};5¢ con
IS/l < Me"', VYt=0,
para alguin M > 1,y e Ry B> 0con By < 1.
2) H es un operador lineal norma cerrado y definido norma denso con

1) R(I + BH) = B, es decir, el rango del operador I + BH es B.
u) ||(I + aH)'al| > (1 — ay)"M~"||al|, para cualesquiera o. € (0,8], a € D(H") y n > 1.

Para los semigrupos de contracciones, tenemos
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Teorema 3.2. (Hille-Yosida)
En un espacio de Banach B, son equivalentes:

1) H genera un C,-semigrupo de contracciones.
2) H es un operador lineal norma cerrado y definido norma denso con

1) R(I +BH) = B, es decir, el rango del operador I + BH es B, para algiin 8 > 0.
n) ||(I + aH)"al| = ||all, para cada o. € (0,8] y para toda a € D(H").

Estos resultados pueden consultarse en [BR84].

A continuacién, estudiamos condiciones necesarias y suficientes para determinar cudndo un operador li-
neal es el generador de un Cy-semigrupo positivo de contracciones, para este fin introducimos el concepto de
disipatividad.

3.2. Operadores disipativos

A lo largo de esta seccidn, H denotard un operador lineal en un espacio de Banach real con dominio D(H)
denso en la norma y consideraremos p: B — R un funcional sublineal en B, es decir, una funcién p que
satisface

{P(a+b)Sp(a)+p(b) ; Va,be B,
3.1)

p(da) = Ap(a) ; Yae B,YA>0.

Definicion 3.4. Decimos que p : B — R es una media-norma (por Half-Norm en inglés) en un espacio de
Banach B, si es un funcional sublineal continuo.

En particular, por ser p funcional sublineal tenemos que 0 = p(0) < p(a) + p(—a), por lo que p(a) > 0, o
bien p(—a) > 0. La continuidad de p equivale a la existencia de una constante k tal que |p(a)| < k||a||, para toda
acB.

Definicion 3.5. Decimos que una media-norma p : B — R es propia si
méx{p(a), p(-a)} > 0,
para toda a € B\{0}.
Observacion 3.2.1. Para cada media-norma propia p en B, la funcion || - ||, : B — R dada por
llall, := méx{p(a), p(-a)}
define una norma en B.

Demostracion. Por ser p una media-norma propia tenemos que max{p(a), p(—a)} > 0 para todo a € B, de aqui
que |lal|, > 0 para todo a € B. Ademas,

llall, =0 & p(a) = p(-a) =0 < a = 0.



3.2. OPERADORES DISIPATIVOS 27

Abhora bien, si @ > 0, entonces p(@a) = ap(a) y p(—aa) = ap(—a) para toda a € B. En consecuencia,
llwall, = max{p(aa), p(-aa)} = @ max{p(a), p(-a)} = allall, = |a|llall,.
Mientras que si @ < 0, entonces p(aa) = p(—a(—-a)) = —ap(—a) y p(—aa) = —ap(a). De estd manera,
lall, = max{p(aa), p(-aa)} = —amax{p(-a), p(a)} = |alllall,.

Es decir, para cada a € R, se cumple que ||aall, = |llall,, Ya € B.
Finalmente, si a, b € B, entonces p(a + b) < p(a) + p(b) y p(—a — b) < p(—a) + p(-b). Luego,

lla + bll, = max{p(a + b), p(=a - b)} < max{p(a), p(-a)} + max{p(b), p(=b)} = llall, + [|bll,.

Definicion 3.6. El subdiferencial de una media-norma p en a € B es el conjunto
dp(a) ={w € B" : w < p,w(a) = p(a)}.

Por el teorema de Hahn-Banach dado en A.1, tenemos que dp(a) es no vacio. Ademds, Dados b € By
A € R, existe w € dp(a) tal que w(b) = A siy sélo si
pla+1b) — pla)

p(a)_‘;(a_tb) <1< t (3.2)

para cada r > 0.

Observacion 3.2.2. Si p es una media-norma en B, entonces para cada a,b € B la aplicacion f: R — R dada
por f(t) = p(a + tb) es convexa.

Demostracion. Sean s,t € Ry vy € (0, 1), entonces por ser p una media-norma tenemos
flvs + (1 =v)t) = pla+(ys+ (1 —y)nb)
= p(ya + (1 =y)a+ (ys + (1 - y)nb)
<vypla+ sb) + (1 —vy)p(a +tb)
=vf(s) + (1 =) f(@).

Esto demuestra que f es convexa. O

Lema 3.1. Para cada b € B, y toda A € R, se tiene que la desigualdad (3.2) es equivalente a

— —tb +tb) —
I m pla) zj(a ) <1< 1,%1 pla t) p(a). (3.3)
t—0* t—0+

Demostracion. Sean b € By A € R, asi para cada t > 0 por el teorema C.4 aplicado a f tenemos con
x=-t,y=x =0,y =5 >0, que se cumple

pla) — p(a —tb) - pla + sb) — p(a)
t - s '

El cociente del lado izquierdo determina una funcién mondtona creciente de r+ > 0, y el lado derecho es
decreciente como funcion de s > 0, como consecuencia del teorema C.4. Por lo tanto,

PO —pa=th) gy PO =pa=18) g patsD) =)  platsh)=pla)
t—0+ s—0t KY Ky

De aqui que 4 € R, cumple (3.2) si y s6lo si satisface (3.3). |
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Teorema 3.3. Sea H : D(H) — B un operador lineal densamente definido en un espacio de Banach real B, y
consideremos una media-norma p en B. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Para cada o> 0, p((I + oaH)a) > p(a), para toda a € D(H),
2) Para cada a € D(H), existe w € dp(a) tal que w(Ha) > 0,
3) Para cada a € D(H) y para cualquier w € dp(a), w(Ha) > 0.

Demostracion. La implicacién 3) = 2) es obvia y para ver que 2) = 1) basta tomar en (3.2) b = Ha, con
a € D(H), asi la condicion 2) implica que

pla +tHa) — p(a)
t

>0 ,Vt>0

De esta manera, para toda ¢ > 0,
pla+tHa)— p(a) >0, Vae D(H).

Mientras que para 1) = 3), tomamos a,b € D(H) y t > 0, entonces por ser p una media-norma, tenemos

pla—tHa) < p(a—tb)+tp(b—- Ha)
< p((I +tH)(a - tb)) + tp(b — Ha)
< p(a) +tp(Ha - b) + tp(b — Ha) + * p(—Hb).

Asi, concluimos que

i pla) — p(a — tHa)
1m

t—0* t

> —p(Ha — b) — p(b — Ha).

Luego, por ser D(H) denso y p continua, el lado derecho de estd ultima desigualdad puede hacerse arbitraria-
mente pequeiio al tomar una sucesion (b,) C D(H) que converja a Ha.

Con lo cual,
lim p(a) — p(a — tHa) > 0.
—0* t
Finalmente, dado w € dp(a), al hacer b = Ha, tenemos por (3.2) que w(Ha) = 4 > 0. O

De hecho, en el teorema 3.3 basta verificar la condicién (1) en algun intervalo (0, €) con € > 0 y extender
por convexidad a todo el intervalo (0, o). A partir de el teorema 3.3, damos la siguiente definicion.

Definicion 3.7. Decimos que un operador lineal H densamente definido en un espacio de Banch real B, es
p-disipativo si cumple alguna de las condiciones del teorema 3.3.

El término "disipativo", aparece en el contexto de C,-semigrupos. La disipatividad es una forma infinitesi-
mal de la condicién de contractibilidad. Para ver esto, sea S un C,-semigrupo con generador H y supongamos
que S es p-contractivo, es decir,

p(S.a) < pla)
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paratodat > 0y a € B. Entonces, dado w € dp(a), se cumple que
w(Sa) < p(S.a) < pla) = w(a).

Por lo tanto, para toda a € D(H), por definicién de generador,

p ((I—S,)a)
w(Ha) = lim w — >0

t—0*

Es decir, H es un operador p-disipativo.

Como H es el generador de un Cy-semigrupo, entonces por el teorema 3.1.10 en [BR02] para semigrupos
de contracciones y el teorema 11.6.6 en [HP57] para una clase mds general de semigrupos, se tiene que para
cada a € B,

S:a= ’}il’{)lo(l + tH/n)™"a.

De aqui que
p (S;a) = lim p((I + tH/n)"a).
Supongamos que H es p-disipativo, por el teorema 3.3 tenemos que

p((I + aH)a) > p(a).
Luego,
p((I + aH)*a) > p((I + aH)a) > p(a).
Por lo que de manera inductiva, concluimos que
p((I + aH)"a) > p(a) , Yn > 1.
Consecuentemente,
p((I +tH/n)"a) < p(a) , Yn > 1.
Asi,
p(S.a) < p(a),

para toda a € B. Con lo cual, S es p-contractivo.

De acuerdo a lo anterior, notemos que un Cy-semigrupo es de contracciones si y so6lo si su generador infini-
tesimal es || - ||-disipativo, de manera mds sencilla norma-disipativo. Este hecho, forma parte de lo establecido
por el teorema de Hille-Yosida [Paz83] por que la norma-disipatividad corresponde a la estimacion

I(Z + aH)al| = ||l
para toda a € D(H) y toda a > 0 pequena.

Observacion 3.2.3. A los operadores norma-disipativos, también se les conoce simplemente como operadores
disipativos.

A continuacién, estudiamos algunas propiedades de los operadores p-disipativos. Por ejemplo, encontra-
mos operadores H para los cuales existe y € R tal que (H + yI) es p-disipativo. En este contexto, el siguiente
resultado es util.
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Proposicion 3.2. Sea y € R, entonces son equivalentes:
1) (H +vlI) es p-disipativo.
2) Para toda o. > 0 tal que 1 — oy > 0, se cumple que p((I + aH)a) > (1 — ay)p(a), para cada a € D(H).

Demostracion. Primero observamos que si o > O es tal que 1 —ay > 0y a € D(H), se cumple que

p((I + aH)a) = (1 = ay)p((I + a(l — ay)™'(H +yD))a). (3.4)

Ahora bien, si suponemos la condicion 1) tenemos por el teorema 3.3 aplicado al lado derecho de estd igualdad
que
p(U +aH)a) = (1 - ay)p(a).

Esto demuestra 1) = 2).
Para ver que 2) = 1), suponemos que

p(U +aH)a) > (1 - ay)p(a),

paratoda o > Otal que 1 —ay > 0y cadaa € D(H).
Entonces por (3.4), tenemos que

(1 - ay)p(( + a(l — ay) ™ (H + yD)a) = (1 - ay)p(a)

paratodaa > Otal que 1 — ay > 0y cadaa € D(H).
Es decir,

p(U +a(l = ay)™'(H +y)a) = p(a).
Por lo tanto, al tomar 8 = a(1 — ay)™! > 0, concluimos que
p((I +B(H +vI)a) > pla)
Lo cual significa que (H + yI) es p-disipativo en virtud del teorema 3.3. O

Para establecer que los operadores p-disipativos tienen un buen comportamiento con respecto a la topologia
inducida por la norma, requerimos de las siguientes definiciones.

Definicion 3.8. Sean B un espacio de Banach real y D(A) C B un subespacio. Definimos la grdfica de un
operador lineal A: D(A) — B, como el conjunto

G(A) = {(x, Ax) e BXB: x € D(A)}.

Definicion 3.9. Sea B un espacio de Banach real y consideremos A;: D(A;) — B operadores lineales con
D(A;) subespacios B con i = 1,2. Decimos que A, es extension de Ay, lo cual lo denotamos por Ay C A, si
D(A)) C D(Ay) y Ayx = A x, para cada x € D(A).

Definicién 3.10. Sea B un espacio de Banach. Decimos que un operador lineal A: D(A) C B — B es cerrado
si su grdfica G(A) es un conjunto cerrado en B X B.
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Definicion 3.11. Sea B un espacio de Banach real. Decimos que un operador lineal A: D(A) C B — B es
cerrable si dadas b € By (a,),>1 C D(A) cona, — 0y Ha, —b — 0, conforme n — oo, entonces b = 0.

Teorema 3.4. Sea H un operador p-disipativo, donde p es una media-norma propia en B. Entonces, H es un
operador cerrable y su minima extension cerrada denotada por H también es p-disipativo.

Demostracion. Supongamos que H es p-disipativo y veamos primero que H es cerrable, para esto considera-
mos (a,),>1 € D(H)y b € Btalesque a, - 0y Ha, —b — 0, si n — co. Para demostrar que b = 0, tomemos
b’ € D(H), luego para cada ¢ > 0, tenemos por el teorema 3.3 que

IA

pla, —tb") + tp(b" - b)
p((I + tH)(a, — tb")) + tp(b’ — b)
play) +tp(b —b) +tp(b’ —b) + tp(Ha, — b) + > p(—Hb).

pla, — tb)

IA

IA

Tomando limite cuando n — oo y usando que p es continua, concluimos
tp(=b) < tp(b—"Db")+tp(b’ —b) + *p(—HD')
= p(=b) < pb-0b)+p® —Db)+1tp(-HD')

para cada ¢t > 0. Y al tomar limite cuando ¢t — 07,

p(=b) < p(b=0b") + p(b’ - b).

Por ser D(H) norma-denso y p continua, el lado derecho de estd desigualdad, puede hacerse arbitrariamente
pequeio tomando b” = (b,),»; tal que b, — b.

Por lo tanto, p(—b) = 0 y de manera andloga, vemos que p(b) = 0. Con lo cual b = 0, por ser p propia. De
aqui que H es cerrable.

Finalmente, H es p-disipativo por la condicién 1) del teorema 3.3 y la continuidad de p. O

Definicion 3.12. Definimos la media-norma candnica en (B, B, || - ||g) con B, propio mediante
N(a) = inf{||b|| : b € B,b > a}.

Veamos que N: B — [0, o) es una media-norma ya que si a,c,b;,b, € B son tales que by > ay b, > c,
entonces by + b, > a +c.
De estd manera,
N(a +¢) < |lby + baoll < |1l + |52l

Por lo tanto,
N(a+c) < N(a) + N(c).

Ademads, si o > 0, entonces para a, b € B se cumple que

N(oa) = inf{||p|| : b > aa}
= inf{||jod|| : b > a}
= o.inf{||p|| : b > a}
= aN(a).

Finalmente, notamos que 0 < N(a) < ||al|, lo cual se obtiene tomando b = a en la definicién 3.12. Por lo tanto,
N es una media-norma. Ademads, se tiene la propiedad de que N(a) = 0, siy s6lo sia < 0.
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Lema 3.2. Sea w un funcional lineal en (B, B, || - ||) y a > 0. Entonces, son equivalentes
1) we B, NB,
2) w(a) < aN(a), para cada a € B.
Demostracion. Primero supongamos que w € B N B}, y tomemos a, b € B tales que b > a, entonces
w(a) < w(b) < lwlllbll < allbll.

Asi, por definiciéon de media-norma candnica, w(a) < aN(a).

Reciprocamente, si w(a) < aN(a), para cada a € B, entonces w(a) < allal|. Luego, ||w|| < a. Por dltimo,
para verificar que w € B7, consideramos x > 0, entonces N(—x) = 0. Luego, w(—x) < aN(-x) = 0. Por lo
tanto, w(x) > 0, es decir, w € B’. O

Una consecuencia inmediata del lema 3.2, es el hecho de que el subdiferencial con respecto de N esta
caracterizado mediante
dN(a) = {w € B, N B, : w(a) = N(a)},

para cada a € B. Otra propiedad importante de la media-norma candnica es que nos da una forma de determinar
cudndo la norma es mondtona. Este hecho se concentra en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. En (B, B, || - ||3), son equivalentes
1) || - || es monotona
2) N(a) = ||la|| para cada a € B,

Demostracion. Si tenemos que || - || es mondtona en B, entonces para cada a,b € B tales que 0 < a < b se

cumple que ||a|| < ||b||. Luego, |la|| < N(a) y siempre se vale que N(a) < ||a||. Con lo cual, N(a) = ||a]|.
Reciprocamente, sean a,b € B tales que 0 < a < b, entonces a,b € B.. Asi, |la|| = N(a) < ||b||. De esta

manera, obtenemos que ||la|| < ||b]|, es decir, || - || es mondtona. O

Ahora, consideremos un espacio de Banach ordenado (B, B,,|| - |[) con B, propio y tal que intB, # 0, en
consecuencia para H densamente definido, tenemos que existe u € D(H) N intB,.

Asi, dada u € intB, y b € B,, se cumple que Au + b € intB,, para toda 4 > 0. Luego, intB, es un conjunto
denso en B,.

Por otra parte, para cada u € intB,, existe ¢ > O tal que {a € B : |la — u|| < €} C B,. Por lo que si a € B,
entonces —Au < a < Au, para toda A > ||a||/¢, ya que |[u — (u £ a/A)|| = ||a||/A < &. Con lo cual, u + a/A € By,
es decir, Au +a € B..

Lema 3.3. Sean u € intB, y w € B}, tales que w(u) = 0. Entonces w = 0.

Demostracion. Sea a € B, entonces por ser u punto interior de B, existe 4 > 0 tal que Au > a. De aqui que
w(du) > w(a), luego 0 > w(a).

Mientras que para —a, existe y > 0 tal que yu > —a, con lo cual w(yu) > w(—a), asi 0 > —w(a). Finalmente,
0 < w(a) <0, para cada a € B. Por lo tanto w = 0. O

Ademads, tenemos las siguientes medias-normas.
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Definicion 3.13. Para cada u € intB,, definimos dos medias-normas en B asociadas a u, mediante

N,(a) =inf{l e R* : a < Au},
N (a) =inf{l e R : a < Au),

conR* ={1eR:a>0}

En efecto, N, es una media-norma en B, pues dados 4;,4, > O tales que lju > a 'y A,u > b, entonces
(4 +A)u>a+b.
De aqui que N,(a + b) < A; + A,. Por lo tanto, N,(a + b) < N,(a) + N,(D).
Ademads, para a, A > 0 se tiene que adu > aa siy s6lo si Au > a. Con lo cual, N,(aa) = aN,(a).

De manera andloga, se demuestra que N, es una media-norma en B. También es importante notar que si
b < 0, entonces N,(b) = 0y para toda a € B, se verifica que a < N,(a)u.

Asi, por la observacion 3.2.1, cuando N, es propia obtenemos una nueva norma en B dada por

llall, = max{N,(a), N.(-a)}.
Proposicion 3.3. Para cada u € intB, y a € B, se cumple que
lall, = inf {1 € R*: @ € [-Au, du]}
donde a € [—Au, Au] si y solo si, —Au < a < Au.

Demostracion. Sean a € By A € R* tales que a € [—Au, Au], entonces —Au < ay a < Au. Es decir, —a < Au'y
a < Au. Luego, N,(—a) < 1y N,(a) < A
Por lo tanto,
llall, < inf {/l eR": ae[-Au, /lu]}.

Para establecer la otra desigualdad, observamos que para cada € > 0, se tiene que existe A, > 0 tal que a < A.u
y de < |lall, + €.

Esto implica que a < (||al|, + €)u para todo € > 0. De aqui que, a < ||a||,u. De manera anédloga, se demuestra
que —a < ||a||,u.

Con lo cual, a € [—||al|,u, ||al|,u]. Se sigue entonces

inf {/l eR*: ae[-Au /lu]} < llall,.
O

Las propiedades de un operador disipativo con respecto a las medias-normas dadas en la definicién 3.13
estan sefialadas a continuacion.

Lema 3.4. Para cada u € intB, y a € B, se cumple que

dN,(a) ={w € B} : w(u) < 1,w(a) = N,(a)}
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Demostracion. Si w € dN,(a), entonces w € B* con w(a) = N,(a) y w(b) < N,(b) para todo b € B.
En particular, si b € B,, entonces

w(=b) < N,(=b) =inf{1 > 0: Au > b} =inf{d > 0: Au+5b>0}=0.

con lo cual, —w(b) < 0. Se sigue que, w € B.
Ademads, w(u) < N,(u) = 1. Por lo tanto, w € B, w(u) < 1y w(a) = N,(a). Es decir,

dN,(a) c {w € B : w(u) < 1,w(a) = N,(a)}.

Para ver la otra contencion, sea w € {w € B’ : w(u) < 1,w(a) = N,(a)}, entonces, parab € By A > 0 tales que
Au > b, se cumple que Au — b > 0. Asi, w(du — b) > 0, es decir, Aw(u) > w(b).
De estda manera, usando que 1 > w(u), tenemos que A > Aw(u) > w(b) para todo A > 0 tal que Au > by por
la definicién de N, concluimos que w(b) < N, (b).
En consecuencia,
{we B} : w(u) < 1,w(a) = N,(a)} € dN,(a).

Proposicion 3.4. Sea u € D(H) N intB,. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1) Para cada o. > 0, suficientemente pequeiia, sia € D(H)y (I + aH)a € B,, entonces a € B,.
2) Para algiinvy > N.(—=Hu), el operador (H + yI) es N,-disipativo.

3) Siae DIH)N B,y w € B es tal que w(a) = 0, entonces w(Ha) < 0.

Demostracion. Primero veamos que 1) = 2). Seay > N, (—Hu), entonces por definicion de N,, tenemos que
—Hu < yu, equivalentemente, (I + oH)u > (1 — ary)u para cada o > 0.
De aqui que para toda 4 > 0y a > 0 suficientemente pequeiia, se cumple que

Au < A(1 = ay) ' (I + aH)u (3.5)
Por otro lado, sea a € D(H), entonces
N,((I + aH)a) = inf(1 2 0: (I + aH)a < u)
y por la desigualdad (3.5) tenemos que
1>0: (I+aH)a <Au} c{A1>0: (I +aH)a < A1 —ay) ' + aH)u}.

Entonces
N,((I + aH)a) > inf{d > 0: (I + aH)a < A1 - ay)™ (I + aH)u}

>nf{1>0:a< A1 —ay) 'u).

La dltima desigualdad se sigue del hecho de que (I + aH)a < A(1 — oy)"'(I + a.H)u implica que

(I + aH)(A(1 - oy)'u—a) 2 0
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y por la hipétesis (1) esto a su vez implica que A(1 — ay)™'u — a > 0, equivalentemente, a < A(1 — ay) 'u.
Entonces,

N((I + aH)a) 2 inf{1 2 0: a < A(1 = ay)™'u} = N,((1 - ay)a) = (1 - ay)N,(a).

Por la proposicién 3.2, concluimos que (H + y/I) es N,-disipativo.
Ahora bien, la implicacién 2) = 1), se sigue del hecho de que si (I + aH)a € B, entonces por la hip6tesis
y la definicién de N,
0=N,(-(I+ aH)a) = (1 — ay)N,(-a)

con 1 — ay > 0, por la proposicion 3.2. Asi, tenemos que —a < 0, es decir, a € B,.

Para ver que 2) = 3) usamos el lema 3.4. Por lo que sia € D(H) N B, y w € B} con w(a) = 0, entonces
w(u) > 0y también se cumple que inf{d > 0: Au > —a} = N,(—a) = 0.

Basta considerar el caso en que w # 0y por el lema 3.3, podemos suponer que w(«) > 0, entonces por el
lema 3.4 tenemos que

o) € dN,(-a)

Por lo tanto, en virtud del teorema 3.3, concluimos que

@ (H+yD(~a)) 2 0.
w(u)

De aqui que w((H + yI)(—a)) > 0, luego w(—Ha) > yw(a)=0. Se sigue que, w(Ha) < 0.
Finalmente, para establecer que 3) = 2), tomamos vy > N,(-~Hu), de aqui que Hu > —yu. Por lo que si
a € D(H),w € dN,(a)\{0}, entonces podemos suponer que w(u) > 0 en virtud del lema 3.3.

Luego, por el lema 3.4,
b N,(a)u B

w(u)

a€B,,

pues a < N,(a)u < (1/w(u))N,(a)u, ya que w(u) < 1 en virtud del lema 3.4. En consecuencia,

N, (a)u
-a

W) > 0.

Ademads, w € B} y w(b) = N,(a) — w(a) = 0, por ser w elemento de la subdiferencial de N,.
Por lo tanto, por la hipétesis 3) deducimos que 0 > w(HD) y

w(Hu) — w(Ha) > —yN,(a) — w(Ha) = —w((H + yI)a).

W(Hb) = w(Nu(a)Hu B Ha) _ Nua)

w(u) w(u)
Con lo cual w((H + yIl)a) > 0. Y por el teorema 3.3, tenemos que (H + y/I) es un operador N,-disipativo. O

La condicién (1) de la proposicién 3.4 establece la positividad del operador (I + aH)™!, cuando este exista.
Mientras que la condicién (3), se conoce como la propiedad de que H tiene elementos negativos fuera de la
diagonal.

Por otro lado, si N es la media-norma candnica, entonces dado H un operador N-disipativo este tiene la
propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal ya que por el lema 3.2, obtenemos

dN(a) = {w € B, N B} : w(a) = N(a)}.
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Asi, dadaa € D(H)NB,,w € B, N B} con w(a) = 0. Tenemos que w € dN(—a) pues N(-a) = 0, por ser —a < 0
y por la N-disipatividad, concluimos que w(—Ha) > 0.

Cabe mencionar que estas afirmaciones carecen de sentido, si D(H) N B, = 0, lo cual se evita al suponer
que intB, # 0, pues de esta manera, D(H) contiene elementos positivos por ser un subconjunto denso.

Corolario 3.1. Para cada u € D(H) N intB,, son equivalentes:
1) H es N,-disipativo.
2) H es|| - ||,~disipativo y tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.
3) Hu > 0y H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Demostracion. Primero supongamos que Hu > 0y que H tiene la propiedad de tener elementos negativos
fuera de la diagonal. Entonces por la definicién de N, se tiene que N,(—Hu) < 0. Asi, por la proposicién 3.4,
H es N,-dispativo. Esto demuestra que 3) implica 1).

Veamos ahora que que 1) implica 2). Como H es N,-disipativo por hipétesis, consideremos a € D(H) N B,
y w € B,, tales que w(u) > 0 con w(a) = 0. Entonces, por el lema 3.4 y dado que N,(—a) = 0, tenemos que

© ¢ dN,(-a).
w(u)
De esta manera, o
(=Ha) > 0.
w(u)

Luego, w(—Ha) > 0, es decir, w(Ha) < 0.

En el caso en que w(u) = 0, entonces w € dN,(—a) y w(—Ha) > 0. Con lo cual w(Ha) < 0. Esto demuestra
que H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Para establecer que H es || - ||,-disipativo, consideramos a € D(H) y o > 0. Entonces se tiene que

I(Z + aHall, = max{N,(( + aH)a), N,(-( + aH)a)}.

Por el teorema 3.3, concluimos que N, (( + aH)a) > N,(a) y N,(—(I + aH)a)) = N,((I + aH)(-a)) > N,(-a).
Asi,
mix{N,((I + aH)a), N,(~(I + aH)a)} = max{N,(a), N,(-a)}.

De aqui que para toda a € D(H) y para toda a > 0, se cumple que

(I + aH)all, > llall..

Es decir, el operador H es || - ||,-disipativo .

Por ultimo, si suponemos la condicién 2) entonces el operador H es || - |[,-disipativo y concluimos que
||( + oH)ull, > |lull, = 1, para cada a. > 0.

De esta manera, para toda o > 0, se cumple que (u + aHu) € [—u, u], por lo cual —u < u + aHu < u, en
consecuencia —2u < aHu.

Consecuentemente —20,”!

u < Hu, para toda a > 0. Por lo tanto, Hu > 0, al hacer oo — oo, pues el cono
positivo B, es cerrado por definicion. Esto demuestra que 2) implica 3). O

Similarmente, tenemos el siguiente resultado.
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Corolario 3.2. Para cada u € D(H) N intB,, son equivalentes:
1) Hes Nu—disipativo.
2) Hes|| - ||,-disipativoy Hu < 0.

3) H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal y Hu = 0.

3.2.1. Ejemplos de disipatividad

El primer ejemplo a tratar hace referencia al espacio R", donde tenemos que el conjunto {e;}_, de los
vectores canonicos forma una base de R" y los funcionales de Riesz dados por w;() := (ej,-),con j=1,...,n
forman la base del dual.

Ejemplo 3.2.1. Sean B = R", B, = R} el cono positivo de los vectores con entradas no negativas y consi-
deremos H = (H, ;) una matriz de tamaiio n x n con entradas reales, luego D(H) = R". Entonces, para cada
u = (u;) € intB,, se tiene que u; > O para cada i = 1,...,ny ademds se cumplen las siguientes propiedades:

1) La N,-disipatividad del operador H es equivalente a que (Hu); > 0 para cadai = 1,...,ny H;; <0
para cada i # j.

Demostracion. Por el Corolario 3.1, tenemos que si u € intB, N D(H), entonces H es N,-disipativo si y
sOlo si Hu > 0y H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Primero supongamos que H es N,-disipativo, entonces (Hu); > 0, para toda i = 1,...,n. Ademas, si
a € D(H) N B,, con w € B tal que w(a) = 0, entonces w(Ha) < 0.

Ahora bien, como H;; = {e;,Hej) coni,j = 1,...,n y usando que w;(-) € B} es tal que w;(e;) = 0,
cuando i # j. Obtenemos que w;(He;) < 0, es decir, H;; < 0, para cada i # j. Esto demuestra que la
N,-disipatividad de H implica que Hu > 0y H;; < 0 para cada i # j.

Reciprocamente si Hu > 0y H;; < 0 coni # j, entonces dados a € B, y w € B, tales que w(a) = 0.
Tenemos que a = }_jaejcona; >0y
n n n

w;(Ha) = (ei,z ajHe;) = Zaj(e,-,Hej> = ZajHi’j'

= =1 =

Por otro lado, como w € B, entonces w(-) = )i, 4;w;(:). Luego, se cumple que
0 < wle)) = Z Aiwi(ej) = Z Ailei, ej) = A;
i=1 i=1

para todai = j. Ademas,
O0=w() ©@ A4a;=0, VYi=1,...,n.
Ya que w;(a) = a; paratodai = 1,...,n. Finalmente,

w(Ha) = zn: Awi(Ha) = Zn: Ai Zn: a;H; ;= Zn: [/L-aiHi,i + Z /L-ajHi,jJ <0.
i=1 i=1

j=1 i=1 i#)
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Por lo tanto, H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

De estd manera, tenemos por el corolario 3.1 que H es N,-disipativo. O
Parau=(1,1,...,1) € R", se cumple que H es N,-disipativo si y solo si

H;;j<0,coni#j y ZH’J>O Vi=1,.

Jj=1

Demostracion. Como u = )}’_, e;, obtenemos que Hu = Z He;. Luego,

j=1
(HM),‘ = <€[,HI/£> = <€,‘,ZH€J'> = Z(e,-,He‘,) = ZHi’j’ Vi = 1, (B
j=1 Jj=1 j=1

De aqui que H es N,-disipativo siy s6lo si }_; H;; > Oparatodai=1,...,ny H;; <Oconi# j. O
Parau=(1,1,...,1) € R", se tiene que H es N,-disipativo si y sélo si

H;ij<0,coni#j y ZH,I—O Yi=1,...,n.

j=1

Demostracion. Por Corolario 3.2, sabemos que H es N,-disipativo si y sélo si Hu = 0y H tiene la
propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal. Por lo que si H es N,-disipativo,

0 = (Hu); = {ei, Hu) = {e;, Zn:Heﬁ = Zn:@iaHejJ = ZH:HLJ‘

j=1 j=1 j=1
paratodai=1,...n

Ademds, para cadai = 1,...,n tenemos que w;(He;) < 0 pues w;(-) € B} y wi(e;) = 0 cuando i # j. Es
decir, H; ; < O cuando i # j.

Reciprocamente, si suponemos que H;; < 0 con i # j. Entonces, para cualquier w € B y a € B,, tales
que w(a) = 0 tenemos por la demostracion de (1) que

w(Ha) = Zn: Aiw;(Ha) = i A; i a;H;; = i [/lia,»H,-,l- + Z /L'Clei,j] <0
i=1 i=1 j=1 i=1 i#j

Con lo cual, concluimos que H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Ademas,
0=>"Hi;=(Hu
=1
paratodai=1,...,n, es decir, Hu = 0. Por lo tanto, H es Nu—disipativo. O

Cuandou = (1,1,...,1) € R", se tiene que la norma || - ||, coincide con la norma || - ||.
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v)

Demostracion. Primero, observemos que si a = (aj,...,a,) € R", entonces por la proposicién 3.3,
obtenemos que

= inf{1>0:-Au<a<Au}

llall, = inf{1>0:ae€[-Au,Aul}

= mf{1>0:a+Au>0y Au—a >0}
Y como Au = (4, 4, ..., 1), tenemos que
MmM—a>01-a;>001>a y a+lu>0a+1>20a,> -1

paratodai=1,...,n.

En consecuencia,

llall, = mffA>0:|a| <A Vi=1,...,n}
= max{la;] :i=1,...,n}
= lalle

O

Sea S una matriz sub-estocdstica de tamario n X n con entradas reales, es decir, una matriz S tal que
Sij=0paracadai,j=1,...,ny Y. S;; < 1. Sic>n, entonces la matriz H = cI + S es tal que para
u=(,1,...,1) € R" el operador definido por H es || - ||,-disipativo.

Demostracion. Primero, se cumple que
Hl",' = C+S,"i y H,"j = Si,j coni # ]

Ahora bien, dada a € R", se cumple que w € d||a||,, si y s6lo si w € d||al|.. Ademas w € d||a|| siy s6lo
siw=(wy,...,w,)estalque 0 < w; < I paratodai=1,...,ny w(@a) = ||al|w.

En consecuencia,
w(Ha) = cw(a) + w(Sa) = clla|le + w(Sa)

w(Sa) = ZwiS,;jaj = Z (Z (UiSi,j]aj > —Z (Z wiSi,j] lajl.
i i i

J J

pero

De esta manera,

w(Ha) > cllalle — Z (Z a)iSi,j] lajl

J

> cllalle — Z (Z a)iSi,j] llallco
j i
= [C - Z [Z wiSi,j]] llall
j i
> (c—n)llalls = 0.
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Yaque,0 <22 wiSi; <228 < X =n

Finalmente, por el teorema 3.3, concluimos que H es || - ||,-disipativo. O

Para el siguiente ejemplo, tengamos presente el siguiente concepto.

Definicion 3.14. Un espacio vectorial normado es estrictamente convexo si para cualesquiera vectores a, b
distintos con ||a|| = ||b|| = 1, se cumple que ||ta + (1 — 1)b|| < 1, para toda t € (0, 1).

Ejemplo 3.2.2. Sea B un espacio de Hilbert real. Entonces el subdiferencial de la norma en cada a € B con
llall = 1, consta de a como tnico elemento. Ademds, H es || - ||-disipativo si y solo si {a, Ha) > 0 para cada
a € D(H).

Demostracion. Primero observamos que
dllal| = {w € B} : w(a) = |lall}

Pues w € d||a|| siy s6lo si w € B* tal que w(a) = ||lal| y w(b) < ||b|| para todo b € B. De estd manera, ||w|| < 1.

Reciprocamente, si ||w|| < 1, entonces w(b) < ||w||||b|| < ||b|| para toda b € B. Ademads, dado que ||la|| = 1,
tenemos que si w € d||a||, entonces ||w|| = 1.

Por ser B espacio de Hilbert, B* es isomorfo a By es estrictamente convexo. Por lo cual dados w, n € d||al|
con w # n tenemos que |lw| = |Inl| =1y w(a) = n(a) = 1.

Asi para cada a € (0, 1) se cumple que

I >|low+ (1 -0yl > |ow(@) +(1-anpa@)=a+1-a)=1

Lo cual es una contradiccion. De aqui que existe un tinico elemento en d||al.

Como, ||lw|| = |lall = 1 y w(a) = {a,a) = ||all* = ||al|. Entonces, el tinico elemento de d||a|| es w(x) = {a, x).
Finalmente, H es || - ||-disipativo si y solo si w(Ha) > 0 para cada w € d||a|| y a € D(H). Por lo anterior, esto es
equivalente a tener que {(a, Ha) > 0 para cada a € D(H). O

3.2.2. Los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y Hille-Yosida para semigrupos
positivos
A continuacion, damos las versiones de los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y de Hille-Yosida para

C,-semigrupos positivos.
Para esto, consideramos H: D(H) € B — B un operador lineal densamente definido y notamos que si

a € B, y definimos
€
a. :=¢! f S,adt.
0

Entonces a. € D(H) N B, y ademads, a, — a segtn la norma en B conforme ¢ — 0. Por lo tanto, D(H) N B,
es norma-denso en B,.

Luego, si H es el generador infinitesimal de un Cy-semigrupo, entonces bajo las hipédtesis de los teoremas
abajo enunciados, el conjunto resolvente de —H,

p(-=H) = {1 €C: (Al - (~H))™" es un operador lineal acotado en B},
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contiene al intervalo (0, 00). De aqui que I + aH, con a. > 0, es invertible y por el teorema 5.3 de 1.5 en [Paz83]
sabemos que para cadan > 1,

. 1 © o
(I + aH) :(n_l)!fo le'S , dt. (3.6)

Con lo cual, (I + a.H)™! es positivo, es decir, las resolventes son positivas.
Reciprocamente, si las resolventes son positivas, entonces por la igualdad:

t —-n
S:a = lim (I + —H) a.

n—oo n

Concluimos que el semigrupo S es positivo.

Teorema 3.6. Sea (B, By, ||-||z) un espacio de Banach ordenado para el cual la norma es monotona y la norma
de operadores en L(B, B) es positivamente alcanzada. Ademads, consideremos N la media-norma candnica en
B, junto con M, 3,y € R tales que M > 1,5 > 0y By < 1. Entonces son equivalentes:

Y[

1) H es el generador de un C,-semigrupo positivo S con ||S,|| < Me"', para toda t > 0.

2) H es un operador lineal densamente definido y cerrado segiin la norma tal que cumple las condiciones
del rango y de disipatividad, dadas por:

1) R(I + BH) = B.
u) N((I+aH)a)> (1 -ay)"M'N(a).
para cada a € D(H"), para toda n > 1 y para cualquier o. € (0,f].

Demostracion. Primero supongamos la condicion 1) asi las propiedades de ser H densamente definido, cerrado
seglin la norma y la condicién del rango, R(I + BH) = B, se siguen directo del teorema de Feller-Miyadera-
Phillips estdndar, véase teorema 3.1. Por otro lado, usando que S es positivo, obtenemos que

N (S,a) inf{||b]| : b = S ,a}
inf{||S ;|| : ¢ > a}
MeY inf {||c]| : ¢ > a}

Me'N(a).

IANIA

Donde la primer desigualdad se da al tomar b = S,c con ¢ > a, pues de estd manera b > §,a.
Sea 0 < a < 3, en consecuencia para cada a € D(H), al utilizar (3.6) obtenemos para cadan > 1,

1 00
T f " le'S yadt.
n— - Jo

Luego, utilizando la sublinealidad y continuidad de la media-norma canénica N, tenemos

(I+aH)"a=

00 n—1
N((I+aH)"a) < f ! e 'N(S ya)dt
o (n—1)!

IA

M(1 — ay)™"N(a).
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Por lo tanto,
(1 —ay)'N(a)

M
Ahora bien, partiendo de la condicion 2) si (I + SH)a = 0, entonces

0 = N(x(I + fH)a) > % > 0.

N (I +oaH)"a) >

Luego, N(+a) = 0. De aqui que a = 0, ya que la norma es mondtona por hipétesis y esto implica que el cono
convexo positivo B, es propio.

De aqui que, (I + SH) es un operador lineal inyectivo y suprayectivo por la hipétesis 2) inciso 1), por lo
tanto es un operador invertible.

Ademas, dada a € B, implica que N(—a) = 0y al usar el inciso II) con (I + BH)"((I + BH)"(-a)) = —a,
tenemos que

(=Y N +BH) ")
i > 0.
Por lo cual,—(I +BH)™"a < 0, es decir, (I + SH)"a € B.. Es decir, (/ + BH)™ es un operador positivo para cada
n>1.
Ahora bien, usando que a € B, y lanorma, || - ||, €s monétona en B, concluimos que

0=N(-a) >

(1 + BH)"al|

N((I +BH)"a)
M(1 - py)""N(a)
M(1 = By)™"llall.

IA

Aqui estamos utilizando la hipétesis II) y la equivalencia dada por el teorema 3.5
Por lo tanto, por ser la norma de operadores positivamente alcanzada (ver definicion 2.13) tenemos

I +BH)™| < M(1 = py)™".
Por ultimo, para establecer que R(/+aH) = By que las resolventes (/+oH)™" existen, son positivas y satisfacen
NI+ o )™ < M(1 — o)™

para toda a € (0,8], usamos un argumento de perturbacion. Basta demostrar que existe 6 > 0, tal que la
condicion del rango R(I + aH) = B se cumple para [B - OL| < 0, ya que el intervalo (0, 8] puede ser cubierto por
una cantidad finita de intervalos de longitud menor o igual a é.

Primero, observamos que el operador BH(I+BH)™! es acotado, para cada 8 > 0. Como la siguiente identidad
se cumple:

BH(I +BH)™ = (=1 + (I + BH))(I + ,BH)il =—(I+pH)" +1.
Para cada b € B,
|BH (I + BH)™'b|| = ||I = (1 + BEH)™'b|| < Ibll + M(1 = gy) 16l = (1 + M(1 = By) ™) [1b]l.
Consecuentemente, el operador H(I + SH)™! es acotado, con

IH( +BE) ™ < g7 (1+ M(1-py)7")
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Por otro lado, para a € (0, 5], se tiene que

I+oH

[+BH - BH + oH
[+BH + (a - BH

(1 +(a—BH(I + ﬁH)_1 )(1 + ,BH).

-1
De aqui que (/ + a.H) es invertible si y s6lo si (I + (o —-B)H (I +BH ) ) es invertible. Ahora bien, tenemos que

el inverso de un operador de la forma (/ + tA) tiene la forma
(I+1A)" = Y (~1A),
n=0

y la serie converge si ||tA|| < 1, es decir, si ||A|| < 1/¢, lo cual es equivalente a tener # < ||A]|™".
Entonces, el operador

(1 + (o= B)H(I + ,BH)_I)

es invertible si se satisface que
8- a| < (1 + M(1 —ﬁy)‘l)_l <||H@ +pE) [

-1
Con lo cual basta definir § = ,8(1 + M(1 —ﬁy)‘l) )

Esto demuestra que existe el operador (I + aH)~! y que se cumple la condicién, R(I + aH) = B. Ademds,
se tiene que (I + aH)™" es positivo para cada n > 1, ya que si a € B,, entonces

0=N(-a)> (1 —ay)"M 'N(-I + aH)™"a) > 0.

De esta manera, —(I + aH)™"a < 0, es decir, (I + aH)™"a € B,.
Més atn, para cada a € B, por ser la norma mondétona y el inciso II) tenemos

I + aH)™"dll

N(U + oH)™"a)
M(1 - ay)™"N(a)
M(1 = ay)™lall.

IA

Con lo cual, como la norma de operadores es positivamente alcanzada, obtenemos
I + o )™l < M(1 = ay)™,

para cada a € (0,5].
Por lo tanto, H genera un C,-semigrupo S tal que ||S,]| < Me", en virtud del teorema 3.1 de Feller-
Miyadera-Phillips, con S positivo pues las resolventes (I + a.H)™" son positivas para todan > 1. O

Observacion 3.2.4. Ninguna hipdtesis sobre el espacio de Banach ordenado, (B, By, || - |lp), se utiliza en la
implicacion 1) = 2).

A partir del teorema 3.6, obtenemos una consecuencia inmediata para los semigrupos de contraccion, que
es andloga al teorema 3.2 de Hille-Yosida.
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Corolario 3.3. Sea (B, B,,|| - ||g) un espacio de Banach ordenado para el cual la norma es monotona y la
norma de operadores en L(B, B) es positiva alcanzada. Entonces, son equivalentes:

1) H genera un C,-semigrupo positivo de contracciones.

2) H es (norma cerrado) densamente definido segiin la norma, N-disipativo y
R(I+aH)=B
para alguna o. > 0.
Demostracion. Por el teorema 3.6, basta tomar M = 1y y = 0. Asi la N-disipatividad es equivalente a:
N((I+oH)a) > N(a) , ae€ D(H).
Por lo que iterando, concluimos que
N((I+oH)'a) > N(a) , a€ D(H"),n> 1.

Con lo cual, tenemos la equivalencia de las condiciones 1) y 2). O



Capitulo 4

Semigrupos cuanticos de Markov

En este capitulo, introducimos una clase particular de operadores en espacios de Hilbert, que generalizan
a los operadores positivos dados en la definicion B.5, los cuales son utilizados para generar semigrupos como
los dados en la seccién 3.1.
En lo que sigue, siempre consideraremos H un espacio de Hilbert complejo separable con producto interno
lineal conjugado en la primera entrada.

4.1. Operadores completamente positivos

Definicion 4.1. Sean H,, H, espacios de Hilbert. Decimos que un operador es Completamente Positivo (CP)
si es una funcion ® : B(H,) — B(H,) de la forma

O(p) = Y EpE; (4.1)
i=1
donde {E;}>, son operadores E; € B(H,, H,), tal que la serie converge fuertemente. A la representacion dada
en (4.1) se le conoce como representacion de Krauss.
Observacion 4.1.1. La representacion de Krauss no es tinica.

Las propiedades que a continuacion se muestran sobre los operadores CP pueden consultarse en [Fan99].

Definicion 4.2. Sea w un funcional lineal positivo sobre B(H), es decir, w: B(H), — [0, 0] tal que w(I) < oo.
Decimos que w es normal si

sup w(x,) = w(sup x,)

con (xy)q una red creciente en el cono de los operadores positivos B(H),.

Definicién 4.3. Una aplicacion lineal T: B(H) — B(H) es n-positiva para n € N, si para toda familia de
elementos ay,...,a,y by,...,b, en B(H), se cumple que

D by T(@ya)by > 0.

pg=1

45
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La definicién 4.3 se relaciona con los operadores CP mediante los siguientes resultados.

Proposicion 4.1. Sea T: B(H) — B(H) una aplicacion lineal. Entonces T es CP siy solo si para cada n > 1
ytodos ay,...,a, € B(H)y uy,...,u, € H se cumple que

> G T(aau;) 2 0.

1<i,j<n

Por otro lado, dada una transformacion lineal 7: B(H) — B(H) definimos para cada n > 1, el mapeo lineal
T,: BHY® M,,, = M,,(B(H)) - M,.,(B(H)), cuya entrada i, j estd dada por:

Tw(a)ij=T(a;j), 1<i,j<n. 4.2)
Con el operador T, podemos dar la siguiente caracterizacion de los operadores CP.

Proposicion 4.2. Sea T: B(H) — B(H) un operador lineal. Entonces T es CP si y sélo si para cadan > 1 el
operador T, definido en (4.2) es positivo.

Ademads, en relacion directa con la definicion 4.2 tenemos el siguiente concepto.

Definicion 4.4. Sea T: B(H) — B(H) una aplicacion lineal positiva. Decimos que T es normal si para toda
red creciente (xq), C B(H), con x = sup, x, € B(H)., se cumple que

lim{u, (T x,)u)y = sup{u, (T x,)u) = {u, (T x)u),

para cada u en una subvariedad lineal de H que sea norma-densa en H.
A partir de este concepto, tenemos la siguiente caracterizacion de operadores completamente positivos.

Teorema 4.1. Una aplicacion lineal T : B(H) — B(H) es normal y n-positiva para toda n € N, si y solo si es
CP, es decir, siy solo si tiene una representacion de Krauss.

Ademas, se puede probar que todo operador CP es positivo sin embargo, el reciproco no es cierto.

Ejemplo 4.1.1. Sean H = C?, y B(H) = M>,,, el espacio de matrices de tamaiio 2 x 2. Entonces tenemos que
el mapeo lineal T: My, — M>,, dado por T(a) = d', es positivo pero no es 2-positvo y por lo tanto, no es CP.

Demostracion. Primero veamos que T es 1-positivo y en consecuencia es positivo pues para cada a, b € B(H),
se cumple que el operador satisface que b*T'(a*a)b > 0 si 'y sélo si (u, b*T(a*a)b) > 0, para cadau € H.
Ahora bien, como

(u, b*T(a*a)bu) = {bu, T (a*a)bu)

para toda u € H, se tiene que b*T(a*a)b > 0 siy s6lo si (v, T(a*a)v) > 0, paratodav € H.
Asi, por definicion de matriz adjunta, concluimos que para cualquier v € B(H) se cumple
W, T(a*a)yv) = (v, (@ a)'v)
= (v, (@' (@) )v)
= (v, ((@)"a)v)
= {av,av)

= |lav|* > 0.
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donde a es la matriz conjugada de a. Esto demuestra que 7 es positivo.
Sin embargo, T no es 2-positivo ya que al considerar la matriz de operadores

E E
b=<Eij>1g,,-s2:( ! 12)

1
0
Ey Ex 0
1

S O O O
o O O O

1
0
0 2
1
donde E;; es la matriz 2 X 2 con ceros en todas las entradas excepto la entrada i, j que es igual a 1. Se tiene que

b = 2(b/2) con la matriz b/2 simétrica, auto-adjunta y determina una proyeccion. Esto se sigue del hecho de
que para u = (uy, Uy, Uz, Uy) € C*, vale que

12 0 0 1/2\(u) (1/20u; + us) 1/2 0 0 1/2\(1/2u; +u)\  (1/20u; + 1s)
0 00 0w 0 0 00 0 0 B 0
0 00 0|l 0 Y10 00 o0 0 - 0
12 0 0 1/2)\w) 1720 + us) 12 0 0 12)\1720 +u)) 17200 + us)

Es decir, (b/2)*(b/2) = (b/2)* = (b/2). En consecuencia, la matriz b también es un operador positivo.
Sin embargo, la matriz

T>(b) = (T(Eij))lsi,jsz =

S O O =
S = O O
S O = O
- O O O

no es un operador positivo ya que es simétrica, auto-adjunta pero tiene como valores propios a —1 y 1, con lo
cual no es una matriz positiva semidefinida, ver proposicién B.5. O

Como consecuencia del teorema 4.1, obtenemos:

Proposicion 4.3. Sea (T,,),.>1 una sucesion de operadores CP con T,, : B(H) — B(H) tal que para cada
A € B(H), la sucesion (T,,(A))m>1 converge débilmente. Entonces el mapeo lineal T : B(H) — B(H) dado por

T(A) = lim T,,(A)

es completamente positivo.

Demostracion. Por la proposicion 4.1 y el teorema 4.1, es suficiente notar que

> G T(aiapuyy = lim > G, Tlaiagu; 2 0

1<i,j<n 1<i,j<n
paracadan > 1y paratodo ay,...,a,y u,...,u, en B(H). O

Definicion 4.5. Decimos que una funcion lineal ¥ : B(H,) — B(H,) preserva la traza si para todo p € B(H)),
se cumple que Tr¥(p) = Tr(p).

Los operadores CP, nos sirven para definir un tipo especial de semigrupos de operadores.
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Definicion 4.6. Un semigrupo cudntico de Markov (SCM) es un semigrupo T = (T;)=0 de contracciones
completamente positivas que preservan la traza sobre B(H) y que es uniformemente continuo, es decir, la
familia de operadores (T,);s0 es un semigrupo que satisface las siguientes propiedades:

1) Para cada p € B(H), se tiene que ||7,p|| < |lpll,
2) Tr(T,0) = Tr(p) paratodat >0y cada p € B(H),
3) El operador T, es completamente positivo para cada t > 0,

4) 1im sup |70 - pll = 0.
=07 jpli=1
Ademds, el semigrupo dual de 7, denotado por 7 = (7,")»0, también es un semigrupo sobre B(H) que se
define mediante
Tr(xT.(p)) = Tr(T; (x)p)

para cada x, p € B(H).
Asi el generador infinitesimal L de 7 es la derivada del semigrupo 7, en ¢ = 0; éste es un operador lineal
en B(H) dado por

T (x) —
Lx:= lim —,(x) al
t—0+ t

para toda x € B(H).

Teorema 4.2. (GKSL. )El generador infinitesimal de un SCM es un operador lineal acotado que tiene la forma

Lp) = Z LipL; + pG* + Gp
=1
donde (L j);‘;l es una familia de operadores acotados en H, mientras que G es el generador infinitesimal de un
semigrupo uniformemente continuo de contracciones en H.

Ademds ®(p) = 2; L;pL%, es un operador completamente positivo y la serie converge fuertemente. Este
resultado, fue probado de manera independiente por Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan. Su prueba
puede consultarse en [Fan99].



Capitulo 5

Ecuaciones maestras no lineales

En este capitulo, consideramos espacios de Hilbert complejos de dimension finita con el producto interno
lineal conjugado en la primera entrada.

5.1. Traza parcial

Sean hy, h,, ... h, una coleccién finita de espacios de Hilbert con bases ortonormales {e; j}i<j<s, C h; donde
d; es la dimension de h; paracadai = 1...n. En el espacio de Hilbert dado por el producto tensorial, h = ®?_ h;,
definimos los operadores Vy; : hy — hy Vi, : h — h; mediante Viju = u® ®_,e;; y Vi, ®L, fi =
(®L, € ®L, fider n.J1. extendemos a todo el espacio h por linealidad.

Proposicion 5.1. Para cada j = 1,...,n, el operador Vies el adjunto de 'V, ;.

Demostracion. Seanu € hy, f; € h;coni = 2,...,n. Entonces,

(U, fir Vi,jtthn (UR R, fi,u @B e; i)n
(u, wyn IL,(fi, €i jn,

(u, ”>h1H?:2<ei,j—’fi>hi
<H?:2<ei,j, Siont, u>h1
<<®7=2ei,j’ ® fider hilhs u>h1

<V1*,j(” ® ®?:2fi), M>h1 .

Esta relacion se extiende a todo h por linealidad O

Los operadores Vy,; y V|, nos sirven para definir la traza parcial, que generaliza el concepto de traza de
un operador en un espacio de Hilbert dado en la definicién B.8.

Como estamos trabajando con espacios de dimension finita, podemos identificar el espacio de los operado-
res de clase traza L;(h) = {X € B(h): Tr|X| < oo}, con el espacio B(h) y también tenemos que son isomorfos
los espacios dados por el producto tensorial, ®”_, B(h) y B(®"_,h).

49
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En este capitulo, || - ||; denota la norma de L;(h) (norma de la traza), definida mediante || X]||; := Tr|X|. El
simbolo || - ||, denotard sin lugar a confusién a la norma de operadores sobre L;(h) o bien sobre B(h) y también
a la norma del espacio de Hilbert h involucrado.

Definicion 5.1. Definimos el operador completamente positivo traza parcial Try... ny : Li(h) — Li(h;), me-
diante Tri... X = Xi<jen Vi XV1

Proposicion 5.2. Sea X = ®!_ X; € L (h). Entonces, Trp... yX = Tr (®?:2X,~) X

Demostracion. Sean X = ®"_ X; € Li(h) y u € h;. Entonces,

T oXu = > (Vi XVij)u

1<j<n

= Y v x(uesle,)

1<j<n

_ Z Vi, (Xlu ® ®?:2X,-ei,j)

1<j<n

— n n
= g (®yeij, @, Xie; pXiu
1<j<n

= 1&'(Q§Z=2}(}))(1M

para cada u € h;. O

5.2. Ecuaciones maestras no lineales

Consideraremos ecuaciones maestras no lineales de la forma

d
Ept = Lop: + Lyp1

Pi=0 = Po,

(5.1

donde £ es un generador GKSL acotado pues h tiene dimension finita, es decir, de la forma dada por el
teorema 4.2 y L: Li(h) — GKSL(L;(h)), con h un espacio de Hilbert complejo de dimensién finita, es una
aplicacion de L(h) en los generadores GKSL actuando sobre L;(h) que satisface las siguientes condiciones:

1Ll < er(llolh),

5.2)
Lo = Lyl < callpll, i)l = nlls,

para cada p,n € L;(h). Las funciones c; con j = 1,2, se suponen definidas en todas partes y monotonas
crecientes.

Ejemplo 5.2.1. El ejemplo mds simple es el caso cuando L, es el generador de un semigrupo cudntico de
Markov uniformemente continuo de la forma T, = 7,87 >, i.e., Ly = L£,0.1,, con fj, j = 1,2, un generador
GKSL acotado sobre L(h).
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Demostracion. Por la proposicion 5.2, tenemos que

Lo Tro(Lo(o ® p))
Tro (L0 ® Lop)

(TI'.Z:Qp).Zl ag.

Proposicion 5.3. El ejemplo 5.2.1 cumple con las dos condiciones dadas en (5.2)

Demostracion. Primero, veamos que es valida la desigualdad:

1Ll < crdllpll)

Para esto, observamos que

IL,0ll = ITe(Lap)Liolly
ITr(1d Lop) Lol
Tr(Id Lop) | L1l
IzdI| 11 Zaplly 1L 1 lerlly
1L LZiH ol Nl

IA

IA

Entonces [|£,l| < 122l Z1l o1 Por lo que basta definir ¢ (llolli) = | Lol 111 ol

Similarmente, para verificar la desigualdad

Lo = Lyl < cxllpll, [Imllolle = nlly

usamos que para cada o € L(h),

(L, = Lol = ITe(Lop)Lio — Te(Lom) Liolly
ITe(Lop — Lol 1Ly
||-£2P - £277||1 ||£~1|| llorlly
IZ2 L e = 7l llerlly

Al

IA

Entonces [|.£, = £/l < L1 1 Zill llo = nll; y basta definir c(llollr, lI7ll) = 1 Zo/11Z]-

5.3. Existencia local y unicidad de soluciones

Bajo las hipétesis de (5.2) veremos que la ecuacion integral dada por

'
X =Tox+ f To.-5L(x5)xs ds,
0
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(5.3)

tiene una unica solucién; donde x, € L;(h), 7, es el semigrupo generado por L y por comodidad escribiremos

L(x,)enlugarde L, .
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Teniendo presente la férmula de Leibniz, teorema 9.3 de la seccion 9.1 de [Pro98]:

d i (x) hi(x)
- SOty dt = fQx, hi(x))R|(x) = f(x, ho(x)ho(x) + f (—f (x, t)) dt,
dx Jno hov \0X
tenemos el siguiente resultado.
Teorema 5.1. Toda solucion de (5.3) es solucion de la ecuacion diferencial
ix = Lo(x;) + L(x)x
dt t O\ At t)Nt (54)
Xi=0 = XO-

Demostracion. Utilizando la formula de Leibniz para derivar en (5.3), tenemos que

d

t
P Lo(To,x0) + f -Eo(To,(z—s)L(xs)xs) ds + To,-nL(x)x;
0

Lo(Tosx0) + Lo[ f Ton L6, ds] ¥ L0,
0

= 4| Tosro+ fo T L )x,ds| + £
= Lo(x,) + L(x,)x;.
Ademais,
Xi=0 = To.0%X0 + j; i To-sL(xg)x,ds = Idxy = xo.
Con lo cual concluimos la demostracion. O

Siguiendo el teorema X.72 de la seccion X.13 de [MB75], para T > 0 consideraremos el espacio definido
por

Xy = Li(h); = {x : [0, T] — Ly(h) tal que x es continua y ||x||7 = sup [|lx(?)]|; < 00}
1€[0,T)

Teorema 5.2. La aplicacion T dada por

t
(TX)e =Tosx + f To4-5L(xs)x; ds,
0
es una contraccion en el subespacio
Xre = {x € X7 : X(0) = X0y llx = To ) Xollr < e}

para cada € > 0, xo € Li(h) y T > 0 suficientemente pequeria. Por comodidad, el simbolo T,x, denotard a

(T x),.

La demostracién de este resultado, requiere de varios lemas.
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Lema 5.1. Para cada x € Xr,,,, la aplicacion s — T L(x,)X; es continua como funcion L,(h)-valuada.
Por lo tanto, la integral

t
f 7ﬁ(),(t—s)-c(-xs)-xs ds
0
. ., t .
es de Riemann. La aplicacion t — ‘[) To.-5L(x5)xsds, es continua'y Tyx € Xr.

Demostracion. Primero, notamos que por las propiedades de la norma en L;(h) se tiene que el predual es
contractivo, i. €.

7ol = Te|Topl = TeTop = Tr(Tz(Id),O) < | IT:dd)lHlelly = Ndlell: = llolh,

donde (7}),»o es el semigrupo dual (o directo), el cual preserva la identidad.
Denotando por C;, coni = 1,2, a las constantes en (5.2) con argumento ||x||7 + €, € > 0, por la propiedad
de semigrupo tenemos

||TO,(t—s—h)'£(xs+h)xs+h - %,(t—s) ~£(xs)xs

‘ '%,(z—(s+h)) <£(xs+h)xs+h - %,lzL(xs)xs)

1 1

< || LG = TonLlx)x + LOx)x, = Lx)x|),

< L) Xoun — L)X + [[TonLlx)x, = Lxox,||,

= || Lxgen)Xsen — L(Xgin) X + LX) xs — Lx6) x4

+ ||(Tosn = 1d) L(x)x|),

< L Xsen = LOtem sl + 108 ) xs = LOx) X,

+ ||(Tow = 1d) Lx)x

- Hll(xs+h)(xs+h - xs) T H(lﬁ(xs+h) - L(xs))xs 1

+ ||(Ton = 1d) L(x)x

< cr(llceenll) oo = xoll + calBxasnllis Il ) s = 2l el

[(Tos — 1d) L(x)x|),

+
< CrellXgen = Xl + coellxllzlXgen — X5l + ciellxrll [1T0,, — 1d]l.

Como x € X7y, se tiene que ||x,,, — x,/l; = 0 cuando 2 — 0y por la continuidad uniforme del semigrupo 7,
también ||(‘7'o,h —1d) L” — 0 cuando i1 — 0. Esto demuestra que s — 7 s L(x;)x,, s continua. Ademds,

“MWTo,—1d
I f (—O’h —Lo)z(xoxs
0 h
t t+h
vk f Lo LCx)xilly ds + f LGl ds
0 t

Ton—1d '
h'l(%_'&)) fC1,g||xS||1ds
0

t +h
+ hllLollf cl,e”Xs”ldS"'f Crellxslli ds
0 t

Ton—1d
h
+ Crellxlirh

IA

t+h t
f To ey L8, ds - f To -9 L(x,)xs ds ds
0 0

1 1

IA

IA

h' Crelxllr T + crell Loll llxlir Th

. 1:0)
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que tiende a cero, si & — 0. Esto demuestra que el mapeo

1
fos f Toa9L0x)x ds
0

es continuo.
Por ultimo,

1711

IA

t
||7_0,zxo||1+f 1T 0,—5) L(x5) X511 s
0

xolli + crelixlly,  ¥Yre[0,T).

IA

Lo cual demuestra que
17 ullr = sup 1T5xlly < [lxolly + crellxlly < oo,

t€[0,T)
consecuentemente, 7 )x € Xr. O
Lema 5.2. Se cumplen las siguientes estimaciones para t € [0,T]:
1) [7ex = Touxolli < c1e T supyepor) 1%l = 16 Tllxll7
2) 1Tex = Tyl < (coellxllr + c1e)Tllx — yllr con x,y € Xre x-

Demostracion. Como el semigrupo es de contracciones, tenemos que para ¢ € [0, T']

1y

t
|7:x — (r(),sz”l Hf To,(r—s)L(xs)xs ds
0

< f L0 ds
1 0

IA

t
f crellxllds < cie T sup ||x,l]
0

s€[0,T)
cre Tllxl 7.

2)

177x = Toylly = H f To0-9(Lx)xs = LO)ys ) ds
0

< f 1L — L0yl ds
1 0

Sj(; I(L(x) _L(y‘v))xsnlds'f"fo‘ L) (x5 = ol ds

t t
Sf |I£(xs)—£(ys)||1||xs||1dS+f LGN NG =yl ds
0 0
< (c2ellxllr +c1) T sup |lx; = yilli

s€[0,T)

< (c2ellxllr + c10) Tllx: = yellr

Finalmente, ya estamos en condiciones de demostrar el teorema 5.2.
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Demostracion del teorema 5.2. Primero, veamos que 7 ()X € X7 ,, S1 X € X7, ,,. Porellema 5.1, 7)x € X7.
Ademas, por la propiedad de semigrupo, 7ox = T 0Xo = Xo. Luego, por la parte 1) del lema 5.2 se cumple
que
T:x = Touxoll < cre Tllxllr <&

para T suficientemente pequefia. Es decir, 7)x € Xz .
Por la parte 2) del lema 5.2, tenemos

Tx = Tyl < (c2ellxllr + cr)Tllx = yllr < llx = yllr,
si T es suficientemente pequefia para toda ¢ € [0, T']. Esto demuestra que

sup [[7:x = Tyllr = 1T 0x = Teyllr < llx = yllr,
te[0,T)

es decir, 7 es una contraccién de X7, ,, €n si mismo. O

Corolario 5.1. La ecuacion integral (5.3) tiene una tinica solucion en el espacio Xt ., para T > O suficiente-
mente pequenia.

Demostracion. Como consecuencia del teorema 5.2 y del teorema de punto fijo de Banach, ver [MB80], se
tiene que, para 7T suficientemente pequefia, existe un unico x € Xy, tal que 7 x = x, es decir, satisface la
ecuacion (5.3). |
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Apéndice A

Teoremas de Hahn Banach

A lo largo de este apéndice, consideramos E un espacio vectorial sobre R.

Teorema A.1. (Hahn-Banach) Sean p : E — R una funcional sublineal y a € E. Entonces, existe un funcional
lineal w : E — R tal que

w(a) = p(a) y w(b) < p(b) (A.1)

para cada b € E.
Mds aiin, para c € E y A € R, existe un funcional lineal w : E — R tal que

w(a@) =pla) , wc)=a y wbd)<pb) (A.2)
para cada b € E, siy solo si

pl@) = pla—tc) _ _ pla+ic)-pa

, t>0. A3
; ; > (A.3)

Ahora bien, si consideramos funcionales sublineales p; con j = 1...n en E junto con w un funcional lineal
en E tal que w < p; y suponemos que X7 a; = 0. Entonces,

Zn: pi(a;) = Zn: w(a) = w [an ai] =0.
i=1 i=1 i=1

A continuacidn, presentamos el reciproco a esta observacion.

Teorema A.2. (Multiple Hahn-Banach) Sean p; : E — (—o0, 0] funcionales sublineales coni = 1...n tales
que p es finita valuada y para a; € E, se cumple que

Zn:a,- =0= Zn:pi(a,-) > 0.
i=1

i=1

Entonces, existe una funcional lineal w : E — R con la propiedad de que w < p; parai=1...n.
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Por dltimo, enunciamos una version del teorema de separaciéon de Hahn-Banach. El cual serd aplicado a un
espacio de Banach B que esta equipado con la topologia inducida por su norma y su dual, B*, con la topologia
o(B*, B) también llamada topologia débil estrella.

Ademads, si E es un espacio real localmente convexo y E* es su dual, para cada subconjunto F C E, llamamos
la polar de F al conjunto
F'={weE" :w(a)<1,Vae F} (A4)

Y la doble polar o bipolar de F' se define como la polar de F’ en E, i. e.

F” ={acE:w()<1,Vwe F° (A.S)

Teorema A.3. (Separacion de Hahn-Banach) Sea E un espacio real localmente convexo. Entonces se cumplen
las siguientes propiedades.

I) Sea € C E convexo con interior no vacio. Entonces para cada a € int(¢), existe w € E* tal que
w(a) < w(c) para cada c € €.

Il) Sea ¢ C E convexoy cerrado tal que 0 ¢ C. Entonces, existe w € E* tal que w(c) > 1 para cada c € €.
I1l) Para cualquier subconjunto F C E, se tiene que F°° es la envolvente convexa cerrada de F U {0} en E.

Para mayores detalles sobre esta version del teorema de Hahn-Banach, se puede consultar [BR84].



Apéndice B

Espacios de Hilbert

A continuacién, damos las propiedades generales de los espacios de Hilbert y del producto tensorial entre
ellos.

B.1. Espacios con producto interior

Definicion B.1. Un espacio vectorial complejo V, es un espacio con producto interior o interno si existe una
Sfuncion {-,-): VXV — C tal que se satisface las siguientes condiciones:

1) (x,xy>0y(x,x)=0siysélosix=0
2) (x,y+2) = (x,y) +(x.2)

3) (xay) = alx.y)

4) (x.y)y = (3.2

para cualesquiera x,y,z € V y para toda a € C. La funcion (-, -) recibe el nombre de producto interior o
interno.

De aqui que para cualesquiera x,y,z € V' y para cada @ € C, se cumple que (x + y,2) = (x,2) + (),2) ¥
(ax,y) = @(x,y). Por este motivo decimos que el producto interno es lineal conjugado en la primera entrada.

Ejemplo B.1.1. Los siguientes conjuntos son espacios con producto interior.

1) Sea C" con el producto interno dado por

conx=(Xy,..., %),y =0i,...,y) € CL

61



62 APENDICE B. ESPACIOS DE HILBERT

2) Sea Cla, b] el conjunto de las funciones con valores complejos y continuas en el intervalo [a, b] de R.
Entonces el producto interno esta dado por

b
mm=fﬁ%mm

con f,g € Cla,b].

Los espacios con producto interno, generalizan diversos aspectos geométricos, como lo muestra la siguiente
definicion.

Definicion B.2. Sea V un espacio con producto interno. Decimos que dos vectores x,y € V son ortogonales si
(x,y) = 0. Ademds una coleccion {x;} C V es llamado conjunto ortonomal si {x;, x;) = 1 para toda i, mientras
que {x;, xj) = 0 para toda i # j.

Y denotamos por ||x|| al valor real dado por \{x, x).

}N

Teorema B.1. (Teorema de Pitagoras) Sean V un espacio con producto interno y {x,},_,

C V un conjunto
ortonormal. Entonces para cada x € V, se cumple que

2

N
2 2
P = " K, )P +
n=1

N
X = Z(xn, X)Xy
n=1

Como consecuencia del teorema de Pitdgoras, tenemos las desigualdades de Bessel y de Schwarz.

N

n=1

Corolario B.1. (Desigualdad de Bessel) Sean V un espacio con producto interno y {x,}_, C V un conjunto

ortonormal. Entonces para cada x € V, se cumple que

N
2 2
B > > 1o 2P
n=1

Corolario B.2. (Desigualdad de Schwarz) Sea V un espacio con producto interno y consideremos x,y € V.
Entonces se cumple que

|G, 1 < IxIHIvIl-
Otro aspecto geométrico importante esta dado por la siguiente identidad.

Proposicion B.1. (Ley del Paralelogramo) Sea V un espacio con producto interno y consideremos x,y € V.
Entonces se cumple que

e+ 1P + [lx = 1P = 2 (Il + 1y1?)
La importancia de la definicién B.2 radica en el siguiente resultado.

Teorema B.2. Todo espacio con producto interior V es un espacio vectorial normado. Es decir, para cuales-
quiera x,y € V y para toda a € C, se tiene que

1) lxll =0

2) |lxl]l =0siysolosix=0
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3) lloxd] = o [l
4 lx + yll < [lxlf + Iyl

De esta manera, tenemos que un espacio con producto interior V es normado y, por lo tanto, un espacio
métrico.

Teorema B.3. Sea V un espacio con producto interno. Entonces la funcion d: V XV — [0, ) dada por
d(x,y) = ||x — y|| satisface las siguientes condiciones:

1) dx,y)=0siysolosix=y

2) d(x,y) = d(y, x)

3) d(x,y) <d(x,2) +d(z,y)
para cualesquiera x,y,z € V.

Definicion B.3. Decimos que un espacio con producto interior es un espacio de Hilbert complejo si es com-
pleto con respecto a la métrica dada por el teorema B.3. Es decir, si toda sucesion de Cauchy es convergente.

Ejemplo B.1.2. Los siguientes conjuntos son espacios de Hilbert complejos.

1) El conjunto L*[a, b] de las clases de equivalencia de las funciones con valores complejos y medibles en
[a,b] C R tales que

b
f |F(xX)P? dx < oo

con el producto interior dado por

b
(f,g) = f F0g(x)dx.

2) El conjunto I? de las sucesiones complejas {xu};2, tales que

[se]
Dl <o
n=1

con el producto interior dado por
(Col2 ki) = D o
n=1

Un hecho fundamental de los espacios de Hilbert H es que los podemos identificar con su espacio dual. Es
decir, con el espacio de transformaciones lineales y acotadas de H en C el cual denotamos por H* = B(H, C)
y a sus elementos los llamamos funcionales lineales continuos. Ademés H* resulta ser un espacio vectorial
normado y completo con

Tl = sup |[T(x)|
xeH
[Ixl=1
Teorema B.4. (Representacion de Riesz) Para cada T € H*, existe un vnico yr € H tal que T(x) = {yr, x)
para toda x € H. Ademas, ||yr|| = ||IT||g-
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B.2. Producto tensorial

Consideremos H;, H, espacios de Hilbert complejos. Entonces para cada ¢, € Hy, ¢, € H, definimos una
forma bilineal conjugada (¢, ® ¢,): H; X H, — C mediante

(D1 ® D) (W1, 42) =1, ¥ 1)1, {P2, Y2 ), -

Luego, definimos & como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de tales formas bilineales
conjugadas y definimos un producto interno en & como

(Y. n® ) =S, M1, Y ) n,
y extendemos por linealidad 4 &.

Proposicion B.2. La funcion dada por {-,-) esta bien definida y es positiva definida. Es decir, el valor (1, 1")
NO depende de cual de las combinaciones lineales finitas es utilizada para expresara Ay A'.

A partir de la Proposicion B.2 definimos un nuevo espacio de Hilbert.

Definicion B.4. Sean H,, H, espacios de Hilbert complejos. Definimos el producto tensorial de H, con H,,
denotado por Hy ® H,, como la completacion de & bajo el producto interior dado anteriormente.

Por lo tanto, H; ® H, es un espacio de Hilbert complejo.

Proposicion B.3. Sean H,, H, espacios de Hilbert complejos con bases ortonormales {¢;}i=1 ¥ {¥1}i=1 respec-
tivamente. Entonces {¢y ® Y )i 1 es una base ortonormal de H, ® H,.

Cabe destacar que lo anterior, puede realizarse para una cantidad finita de espacios H,, H», ..., H, y consi-
derar el espacio H1 @ H, ® - - - ® H,,.

Ejemplo B.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por H®" el producto tensorial de H consigo mismo
n-veces, es decir,
H" =H®---QH
—————

n—veces

Entonces, al hacer H° = C y considerar la suma directa infinita definimos el espacio de Fock sobre H como

F(H) = é H".
n=0

Asi, ¥ (H) es separable si H lo es.
En particular, para H = L*(R), cualquier elemento € F (H) es una sucesion de funciones

Y= {!ﬁo, Yr(x1), Ya(x1, x2), Y3(x1, X2, X3), . . . }

tal que

Wol® + Zf W (xts .., X2 dxy -+ - dx, < oo.
n=1 YR
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Teorema B.5. Sean (M, ;) y (M», i) espacios de medida tales que L*(M, du,) y L*(M,, du,) son separables.
Entonces, son vdlidas las siguientes afirmaciones:

1) Existe un tinico isomorfismo de L*(M, du,) ® L*(M>, duy) a L> (M, X M, du, ® duy) tal que f® g — fg.

2) Si H' es un espacio de Hilbert separable, entonces existe un tinico isomorfismo de L>(M,,du,) ® H' a
L>(M,,duy; H') tal que f(x) ® ¢ — f(x)¢.

3) Existe un tinico isomorfismo de L*(M, X M, du; ® du,) a Lz(Ml,d,ul; LZ(Mg,d,uz)) tal que f(x,y) es
tomada en la funcion x — f(x,-).

Para ver mds a detalle estos temas, se puede consultar [MBS80].

B.3. Operadores positivos y compactos
Definicion B.5. Un operador P € B(H), es positivo si
(Pu,uy >0 ,Yue H.

En tal caso, escribimos P > 0. Si ademds, (Pu,u) = 0 sélo es posible con u = 0, decimos que el operador P es
positivo definido. Esto nos permite dar una relacion de orden en B(H), mediante

A>B ,siA-B>0.
Una propiedad importante que cumplen los operadores positivos es la siguiente.

Proposicion B.4. Sea A € B(H) tal que A > 0. Entonces A es autoadjunto.

Demostracion. Por propiedades del producto interior de H, tenemos que
(x,Ax) = (Ax, x) = (Ax, x)

cuando (Ax, x) solo toma valores reales.
Mientras que utilizando la identidad de polarizacién, concluimos que

(Ax,y) = (y,Ax)

cuando (Ax, x) = (x, Ax) para toda x € H. Entonces, por ser A > 0, tenemos que (Ax, x) € R. De aqui que,
A=A" O

Mais aun, para cualquier A € B(H), se tiene que el operador A*A > 0, ya que (A"Ax, x) = (Ax,(A")"'x) =
(Ax, Ax) = ||Ax|]> > 0.

De hecho, se tiene el siguiente resultado.
Teorema B.6. Para cada A € B(H), son equivalentes

1) A es positivo.
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2) A = A*yelespectro de A, yace en R,
3) Aesde laforma T*T, para algiin operador T € B(H).

Proposicion B.5. Sea H un espacio de Hilbert de dimension finita. Entonces A € B(H) es positivo si y sélo si
su matriz es positiva semidefinida.

Teorema B.7. Sean H un espacio de Hilbert de dimension finita con base {e;}!_, C H y un operador A € B(H)

i
auto-adjunto. Entonces A es positivo si y solo si para cualquier k € {1,2,...,n}, el determinante de la matriz
de tamario k X k dada por

[(e- Ae ->]k
v =1
es no negativo.
Para matrices cuyas entradas son matrices, es decir, matrices de bloques, tenemos un resultado similar.
Teorema B.8. La matriz de bloques auto-adjunta
A B
B* C
es positiva siy solo si A, C > 0y existe un operador X tal que ||X|| < 1y B = C'/2XAY2,

Ademads, cuando A es invertible, entonces esta condicion es equivalente a
BAT'A* < C.
Teorema B.9. (Schur) Sean A, B matrices positivas de tamario n X n. Entonces
Cij=Ai;Bi; (1<i,j<n)
determina una matriz positiva.

Para ver a detalle estos resultados puede consultarse [PetO8]. A continuacién, enunciamos una serie de
propiedades que pueden ser revisadas en [MBS80].

Teorema B.10. Sea A € B(H) con A > 0. Entonces, existe un tinico B € B(H) tal que B > 0y B> = A. Mds
atin, B conmuta con cualquier operador acotado que conmute con A.

A partir del teorema B.10 se tiene la siguiente definicidn.

Definicién B.6. Para cada A € B(H), definimos |A| = (A*A)'/? donde (A*A)'/? es el operador positivo tal que
su cuadrado es A*A.

Observacion B.3.1. Para cada A € B(H), se tiene que |AA| = |A||A| para cada A € C. Sin embargo, no es cierto
que |AB| = |A||B], |Al = |A"| 6 |A + B| < |Al + |Bl.

Por otro lado, tenemos los operadores compactos.

Definicion B.7. Sean X,Y espacios de Banach. Entonces T € B(X,Y) es compacto si para toda sucesion
acotada (x,),>1 C X se tiene que (T()cn))nZl C Y tiene una subsucesion convergente.

Ademads, denotamos por K(H) el conjunto de operadores compactos sobre un espacio de Hilbert complejo
separable H. El cual resulta ser un espacio de Banach.
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B.4. Traza de operadores

En esta seccidn, vemos la relacion entre los operadores positivos y compactos.

Definiciéon B.8. Sean {¢,}, C H base ortonormal y A € B(H) con A > 0. Entonces, definimos la traza de A
como

Tr(A) = > (pn Agy).
n=1
Proposicion B.6. La traza tiene las siguientes propiedades:

1) La traza es independiente de la base ortonormal dada. Es decir, si {{r,,},, C H es otra base ortonormal,
entonces

i(son,Ason> = i(tﬁm,f\wm).
n=1

m=1
2) Tr(A+ B) =Tr(A) + Tr(B).

3) Tr(1A) = ATr(A), para cada A > 0.

4) Tr(UAU™") = Tr(A), para cada operador unitario U.
5) S8i0 < A < B, entonces Tr(A) < Tr(B).

Utilizando la definicién B.6 tenemos,

Definicion B.9. Sea A € B(H). Decimos que A es un operador de clase traza si Tr|A| < co. Al conjunto de
operadores de clase traza lo denotamos por Li(H).

Las propiedades bésicas de L,(H) estdn dadas en el siguiente teorema.
Teorema B.11. Bajo la suma y multiplicacion por escalares en B(H), se tiene que

1) Li(H) es un espacio vectorial.

2) SiAeLi(H)yB e B(H), entonces AB € L(H) y también BA € L;(H).

3) SiA € Li(H), entonces A* € Li(H).

Dado que L(H) es un espacio vectorial, nos podemos preguntar si existe una norma tal que L;(H) sea
espacio de Banach.

Teorema B.12. Sien L (H), definimos ||A||; := Tr|A|. Entonces Li(H) es espacio de Banach con ||A|| < ||All;.

Por dltimo tenemos el siguiente resultado.
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Teorema B.13. Cada elemento en Li(H) es un operador compacto. Mientras que, un operador A € B(H)

I
n=1

donde {A,}, son los valores singulares de A. Es decir, son los escalares tales que

compacto esta en Li(H) si 'y solo si

A= i Anlns )

n=1
con {Y,},, {on}n conjuntos ortonormales en H y A,, — 0.

Para concluir, notamos que si A € L;(H), entonces el mapeo B — Tr(AB) es un funcional lineal en B(H).
Ademads, se tienen las siguientes relaciones de dualidad.

Teorema B.14. (Teorema de Schatten) Para un espacio de Hilbert complejo H separable, se cumplen:

1) El mapeo A — Tr(A-) es un isomorfismo isométrico de L,(H) sobre [K(H)]". Esto es,

Li(H) = [K(H)]".

2) El mapeo B — Tr(B-) es un isomorfismo isométrico de B(H) sobre [L,(H)]*. Esto es,

B(H) = [Li(H)]".



Apéndice C

Espacios de Banach

En este apéndice, damos los aspectos generales de los espacios de Banach.

C.1. Espacios normados

Definicion C.1. Sea V un espacio vectorial sobre R ¢ C. Decimos que una funcion || -||: V — R es una norma
enV, si

1) |Ix[l >0

2) ||Ix|l =0siysolosix=0
3) llexl = la [|x]|

4) llx + yll < llxlf + {1yl

para toda x,y € V' y para cada a € C. A la pareja (V,|| - ||) se le llama espacio vectorial normado.
Un espacio vectorial normado que es completo con respecto a la métrica d(x,y) := ||x— ||, se le llama espacio
de Banach.

Es importante destacar que la norma en V no necesariamente estd dada por un producto interior.
Ejemplo C.1.1. Como ejemplos de espacios de Banach tenemos:

1) El espacio vectorial R" sobre R con la norma
n 1/2
2
llxll = ( xi)
i=1

2) Los espacios de Hilbert H reales o complejos.

con x = (Xy,...,Xp).
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3) El espacio L*(R) de las funciones complejas valuadas y medibles en R tales que |f(x)| < M para casi
todo punto con respecto a la medida de Lebesgue y algiin M € R. Este espacio es un cociente con
respecto a la relacion de equivalencia:

f~g o f(x) = gx) excepto en un conjunto de medida cero
La norma en este espacio estd dada por

Iflle = Inf{M e R : |f(x)| < M}

4) El espacio de las funciones continuas y acotadas C(R) con la norma dada por
A1l = sup | f ()l
xeR

para cada f € C(R). Este es un subespacio cerrado de L™ (R)

5) Los espacios L (X, du) con respecto a un espacio de medida (X, u) para cada p > 1. Los elementos de
estos espacios son clases de equivalencia de funciones medibles complejo valuadas que cumplen

f [F @ du(x) < o0
X
v la relacion de equivalencia estd dada por

f~ g e f(x)=g(x) excepto en un conjunto de medida cero

La norma en este espacio se define mediante

1/p
Il = ( [ o du(x))
X

En particular para p = 2, tenemos un espacio de Hilbert.

A partir de dos espacio de Banach (X, || - ||x) y (¥, - |ly) podemos construir otro espacio de Banach. El cual
estd dado por el conjunto de operadores lineales y acotados B(X, Y) con la norma de operadores dada por

I Ax]|
||| := sup ~—

xeX “x”X
x#0

De hecho, basta que el espacio Y sea completo. En el caso de que X = Y, escribimos solamente B(X).

Definicion C.2. El espacio dual de un espacio de Banach (B, ||-||) estd dado por B* = B(B,K), donde K = R
0 C segiin sea el caso.

De estd manera, f € B, siy s6losi f: B — R, es lineal y acotada. Asi, la norma en B* estd dada por

118 = Sll]DM = sup |f(x)] = sup f(x)

w0 1]l lIx|I<1 [IxlI<1
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Ejemplo C.1.2. Por el teorema B.4, tenemos que el dual de un espacio de Hilbert H es isomorfo d H. Ademds,
para cada p € (1,0), el espacio dual de L (R) es el espacio L1(R) con q € (1, 00) tal que (1/p) + (1/q) = 1.

Mis ain, dado B espacio de Banach, tenemos por la definiciéon C.2, que existe el espacio dual de B* al cual
llamamos espacio doble dual de B y lo denotamos por B**. La relacion entre estos espacios estd dada por el
siguiente teorema.

Teorema C.1. Sea (B, || - ||) un espacio de Banach y para cada x € B, definimos el funcional lineal X(-) sobre
B* el cual asigna a cada A € B* el escalar A(x). Entonces, el mapeo J: B — B** dado por J(x) = X es un
isomorfismo isométrico de B en un subespacio de B**.

Definiciéon C.3. Sea (B, ||-||) un espacio de Banach tal que el mapeo J definido en el teorema C.1 es suprayec-
tivo. Entonces, decimos que B es reflexivo.

Para un estudio mas profundo de los espacios de Banach, se puede consultar [MBS80].
Algunas consecuencias del teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales reales y normados (E, || - ||g)
estan dadas a continuacion.

Corolario C.1. Sea G un subespacio vectorial de E y consideremos g: G — R lineal y continua, con norma

ligllg- := sup g(x)

xeG
[lxll<1
Entonces existe f € E* tal que extiende a g y ademads, || fl|g- = gl

Corolario C.2. Para todo x, € E, existe fy € E* tal que

Ifoll = lxoll -y folxo) = lixoll.

Por lo que al definir f; := ||x||™' f;, entonces ||fill = 1y fi(x) = ||x]| para toda x € E.

Corolario C.3. Para todo x € E se tiene que

lIxll = sup |0l = max | f(0)l.
fEeE* feE
lifl<1 lIfl<t

C.2. Separacion de conjuntos convexos
En estd seccidn, siempre consideraremos espacios vectoriales normados (E, || - ||g).
Definicion C.4. Un hiperplano (afin) es un conjunto de la forma
H={xeE: f(x)=a}

donde f es una transformacion lineal en E no idénticamente nula y @ € R. En tal caso, decimos que H es un
hiperplano de ecuacion [ f = «].

Proposicion C.1. El hiperplano de ecuacion [f = a] es cerrado si y solo si f es continua.
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Definicion C.5. Sean A, B C E. Decimos que el hiperplano H de ecuacion [f = «] separa A y B en sentido
amplio si

f()<a,¥VxeA y f(x)>a,VxeB.
Y decimos que H separa A 'y B en sentido estricto si existe € > 0 tal que
f)<a-gV¥xeA y f(x)>2a+e¢eVxeB.

Geométricamente, la definicion C.5 significa que los conjuntos A y B se situan "de un lado y de otro del
hiperplano H".

Definicion C.6. Decimos que un subconjunto C de E es convexo si para cualesquiera x,y € C, se cumple que
Ax + (1 = Ay € C para toda A € [0, 1].

Proposicion C.2. Sea C C E convexo, entonces int(C) y C son convexos.

Lema C.1. (Funcional de Minkowski de un convexo) Sea C C E convexo, abierto y con O € C. Definimos el
funcional de Minkowski para cada x € E mediante

p(x) =infla >0:a 'x e C)
Entonces p es un funcional sublineal, es decir, satisface (3.1) ademads existe M € R tal que
0 < p(x) < M|x]|

paracada x € Ey
C={xeE:pkx <1}

Lema C.2. Sean C C E convexo, abierto y no vacio. Entonces para cada x, € E\C existe f € E* tal que
f(x) < f(xo) para todo x € C. En particular, el hiperplano de ecuacion [ f = f(xy)] separa {xo} y C en sentido
amplio.

A partir de los Lemas C.1 y C.2, se deduce el primer teorema de separacién de conjuntos.

Teorema C.2. (Primer Forma Geométrica de Hahn-Banach) Sean A, B C E convexos, no vacios y disjuntos
ademds, supongamos que A es abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A 'y B en sentido
amplio.

No soélo se pueden separar conjuntos convexos de puntos sino también dos conjuntos como lo muestra el
siguiente resultado.

Teorema C.3. (Segunda Forma Geométrica de Hahn-Banach) Sean A, B C E convexos, no vacios y disjuntos
tales que A es cerrado y B compacto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A 'y B en sentido
estricto.

El siguiente corolario es muy util al tratar de demostrar que un subespacio es denso en E.

Corolario C.4. Sea F C E un subespacio vectorial tal que F # E. Entonces existe f € E* tal que f # 0y
f(x) =0 para toda x € F.

Los detalles de estéd seccion pueden consultarse en [Brél1].
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C.3. Funciones convexas

Definicion C.7. Sea V un espacio vectorial. Decimos que una funcion f: V — R es convexa en V si para
cualesquiera x,y € V se cumple que

JfAx+ A =Dy < Af()+ (1 =Df») (C.1)
para toda A € [0, 1].

En el caso de una funcién de R en R tenemos que la desigualdad (C.1) significa que cada punto sobre la
recta entre (x, f(x)) y (v, f(y)) del plano, estd por encima de la grafica de la funcion f.

Teorema C.4. En R, se cumple que una funcion f es convexa en (a, b) siy solo si para x,y,x’,y" € (a,b) tales
que x < X' <y yx <y <Y, entonces la cuerda sobre (x',y") tiene mayor pendiente que la cuerda sobre (x,Yy),

es decir,
JO) - fx) < f(y’? - f’(X’) (C2)
y—x Yy —x
Demostracion. Si suponemos que f es convexa en (a, b), entonces
O sufx)+A-a)f0) =y
para algin 4, € [0, 1]. Luego,
10 =f@) 3-10) _ f6) =) 3
y—x y—x y —-x
Andalogamente,
JOX) S bf()+0-2)fG) =79
para alguin A, € [0, 1]. De aqui que
JON-f&x) = fO) -9
y en consecuencia,
fO) = SO 0N =5 _ [0 = f) c

y/_x/ - y/_x/ y/_x
Asi de las desigualdades (C.3) y (C.4), resulta

fO) = F0) _ [0 = f&)
y-x T y-x

Reciprocamente, sea A € [0, 1] y tomemos x” = Ax + (1 — A)y junto con ¥y’ = y en (C.2). Entonces

fON = fX)  fO) = fAx+ A=y fO) = fQAx+ 1 = Dy)
y-x  y-Aax-(-y Ay = x) '

Por lo tanto (C.2) implica que

I =Df) - A =Df(Ax+ (1 = Ay)) 2 Af (Ax + (1 = Dy) = A1f(x),

es decir, (1 + (1 — D)) f(Ax + (1 = y) < Af(x) + (1 = DF (), lo cual implica (C.1). O
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C.4. Topologias débiles

Definicion C.8. Sea B un espacio de Banach con espacio dual B*. La topologia débil en B, denotada por
o(B, B*), es la minima topolgia para B en la cual cada funcional lineal f en B* es continua.

Asi, una base de vecindades en cero para la topologia débil en B estd dada por los conjuntos de la forma

N(fi,...fme)={xeB:|fi(x)l<ei=1,...n}

Ademais, decimos que una red {x,},co C B converge débilmente a x € B siy sélo si f(x;) — f(x) para toda
. o(B,B")
f € B*. En tal caso, escribimos x;, —  x.

Las propiedades de la topologia débil estan dadas mediante el siguiente resultado.
Proposicion C.3. Sea B un espacio de Banach con espacio dual B*. Entonces se cumplen:

1. La topologia débil es mds débil que la topologia de la norma, es decir, todo conjunto o (B, B*)-abierto
es abierto.

2. Toda sucesion o(B, B*)-convergente es acotada en la norma
3. La topologia débil es Hausdorff

Otra propiedad importante de la topologia débil esta dada para espacios de dimension infinita en los cuales
la cerradura débil de la esfera unitaria, {x € B : ||x|| = 1}, es la bola cerrada unitaria, { x € B : ||x]| < 1}.

Teorema C.5. Un funcional lineal f en un espacio de Banach es o (B, B*)-continuo si y solo si es norma-
continuo.

También, podemos definir la topologia débil en el espacio dual de B.

Definicion C.9. Sea B un espacio de Banach, la toplogia débil-* es la minima topologia para B* en la cual
todas las funciones f — f(x),x € B, son continuas. A estd topologia la denotamos por o(B*, B)

Ast, la topologia débil-* es mas débil que la topologia débil. Ademas, B es reflexivo si y sélo si las topolo-
gias débil y débil-* coinciden.

Teorema C.6. (Banach-Alaoglu) Sea B espacio de Banach real, entonces la bola unitaria en B* es o(B*, B)-
compacta.

C.5. Operadores adjuntos

Definicion C.10. Sean X,Y espacios de Banach y consideremos T: X — Y un operador lineal acotado.
Definimos el operador adjunto de T, mediante T*: Y* — X* dado por (T" f)(x) = f(T(x)) para toda f € Y* y
para cada x € X.

La relacion entre un operador y su adjunto estd dada en el siguiente resultado.
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Teorema C.7. Sean X, Y espacios de Banach. Entonces la aplicacion T +— T* es un isomorfismo isométrico
de B(X,Y) en B(Y*, X"), es decir,
ITllacx.y) = 1T ||y

En el caso de un operador 7' de un espacio de Hilbert H en si mismo, el adjunto es un operador 7’ de H*
en H*. Si consideramos C: H — H* dado por y — (y, ), para cada y € H, entonces C es una isometria lineal
conjugada la cual es suprayectiva por el Lema de Riesz. Ahora bien, definimos 7*: H — H mediante

T =C7'T'C. (C.5)
Entonces, 7* cumple que,
(x, Ty) = (Cx)(Ty) = (T'Cx)(y) = (C"'T'Cx,y) =(T"x,y) (C.6)

para cualesquiera x,y € H.

El operador 7*: H — H definido en (C.5) es usualmente llamado el adjunto de 7. Ademads, la aplicacién
T — T~ es lineal conjugada, i. e., es lineal y a7 +— a@T* para toda @ € C. Esto se debe a que C es lineal
conjugada.

Teorema C.8. Las propiedades bdsicas de la aplicacion T +— T~ son:
1. T — T es un isomorfismo isométrico lineal conjugado de B(H) sobre B(H).
2. (TS) =S8"T".
3Ty =T
4. Si T tiene inversa acotada, T~', entonces T* tiene inversa acotada y es tal que (T*)™' = (T~1)*.

5. La aplicacion T w— T* siempre es continua en la topologia débil y solo es continua en la norma si H es
de dimension finita.

6. IT*TIl = |IT|
Por dltimo, damos la definicién de operador adjunto para operadores no acotados.

Definiciéon C.11. Sean X un espacio de Banach y T un operador lineal con dominio D(T) C X denso. Defini-
mos el adjunto de T mediante el operador T* con dominio

D(T") = {a) € X" : existe £ € X™ tal que w(Ta) = &(a), Ya € D(T)},

v la accion de T*, estd dada por T*w = &, para cada w € D(T™).






Apéndice D

Categoria de Baire

En este apéndice enunciamos uno de los resultados més importantes del andlisis, a saber, el Teorema de
categoria de Baire.

Definicion D.1. Sea M un subconjunto de un espacio métrico X. Decimos que es
1) denso en ninguna parte o raro en X si su cerradura, M, no tiene puntos interiores, es decir, Si int(ﬁ) =0,
2) de primer categoria o magro en X si M es union numerable de conjuntos densos en ninguna parte en X,
3) de segunda categoria o no magro en X si M no es de primer categoria en X.

Teorema D.1. (Categoria de Baire en espacios métricos completos)
Sea X un espacio métrico completo no vacio. Entonces X es de segunda categoria. Es decir, si

X:QAk

con A, C X cerrado para toda k > 1. Entonces al menos uno de los conjuntos Ay contiene un subconjunto
abierto no vacio.

La demostracién del Teorema D.1 puede encontrarse en [Kre89].
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