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Capítulo 1

Introducción

Siguiendo a Charles J. K. Batty y Derek W. Robinson [BR84], en este trabajo estudiamos los espacios

de Banach ordenados, establecemos el concepto de semigrupo positivo y presentamos los teoremas de Feller-

Miyadera-Phillips y Hille-Yosida que caracterizan a los generadores infinitesimales de semigrupos positivos

usando el concepto de operador disipativo con respecto a una media-norma. Además, siguiendo la referrencia

de R. Alicki y J. Messer [AM83] definimos una clase de ecuaciones maestras no lineales y damos condiciones

suficientes para la existencia y unicidad de su solución.

En el capítulo 2 definimos un orden en un espacio de Banach real mediante un cono positivo convexo. En su

espacio dual, el orden entre funcionales se establece mediante la condición de preservar la positividad. También

analizamos las consecuencias de este orden tanto en el espacio de Banach como en su dual y su relación con

las normas.

En el capítulo 3 introducimos el concepto de disipatividad con respecto a una media-norma, desarrollamos

algunos ejemplos de operadores disipativos con respecto a distintas media-normas y normas. Además, discuti-

mos la relación entre operadores positivos en un espacio de Hilbert y el concepto de disipativiad con respecto a

una media-norma. En este capítulo demostramos los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y Hille-Yosida para

semigrupos positivos.

El concepto de operador completamente positivo se introduce en el capítulo 4, donde también discutimos

la caracterización de los generadores infinitesimales de semigrupos (completamente positivos) cuánticos de

Markov.

Finalmente, en el capítulo 5 introducimos la clase de ecuaciones maestras no lineales a resolver y damos

condiciones suficientes para la existencia y unicidad de su solución.

Hemos intentado que este trabajo sea una introducción autocontenida al tema de semigrupos positivos y

completamente positivos. Nuestra principal contribución ha sido completar los detalles técnicos de resultados

que los autores sólo mencionan, dejando su demostración como ejercicios al lector.
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Capítulo 2

Espacios de Banach ordenados

En este capítulo discutimos la estructura de orden en espacios de Banach B, y en sus espacios duales B∗.
En particular, nos enfocaremos en sus conjuntos convexos y en ciertas propiedades de la norma.

Denotaremos por Bα la bola cerrada de radio α > 0 y centro en 0, es decir,

Bα = {x ∈ B : ‖x‖ ≤ α}.

Además, la norma de funcionales lineales continuos u operadores se define mediante

‖ω‖B∗ = sup
{
|ω(a)| : a ∈ B1

}
.

2.1. Conos positivos

El desarrollo de la teoría de los espacios de Banach ordenados se basa en el estudio de los espacios clásicos

de funciones reales. Por ejemplo, en el espacio de funciones continuas, acotadas y real valuadas definidas en

un espacio topológico X con la norma

‖ f ‖∞ := sup
x∈X
| f (x)|,

el cual denotamos por C(X), tenemos una relación de orden definida mediante f ≥ g, si y sólo si ( f − g)(x) ≥ 0

para cada x ∈ X.
Además, si consideramos (X,S, μ) un espacio de medida, entonces para cualquier p ∈ [1,∞), fija, se cumple

que en el espacio de funciones real valuadas y medibles en X con la condición
∫
| f |p dμ < ∞, y con la norma

‖ f ‖p :=

(∫
| f |p dμ

)1/p

,

el cual denotamos por Lp(X, dμ), podemos definir una relación de orden en Lp(X, dμ) mediante, f ≥ g si y sólo

si ( f − g)(x) ≥ 0 para toda x ∈ X, salvo un conjunto de μ-medida cero.

Sin embargo, podemos definir estas relaciones de orden de una manera más geométrica, que resulta ser más

conveniente para su generalización.
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4 CAPÍTULO 2. ESPACIOS DE BANACH ORDENADOS

Definición 2.1. Un espacio de Banach ordenado es una terna, (B, B+, ‖ · ‖B), donde B es un espacio de Banach
real con norma ‖ · ‖B y B+ es un cono positivo, i. e. B+ es un subconjunto no vacío y cerrado en la norma de B
que satisface

λB+ + μB+ ⊂ B+ (2.1)

para cada λ, μ ≥ 0.

De está manera, siempre se cumple que 0 ∈ B+.

Teorema 2.1. Sea (B, B+, ‖ · ‖B) un espacio de Banach ordenado. Entonces en su espacio dual (B∗, ‖ · ‖B∗) el
conjunto dado por

B∗+ = {ω ∈ B∗ : ω(a) ≥ 0,∀a ∈ B+}, (2.2)

es un cono positivo que es cerrado en la topología débil−∗ que denotamos por σ(B∗, B).

Demostración. Para ver que B∗+ esσ(B∗, B)-cerrado tengamos presente que la topología débil−∗ se define como

la topología más débil en B∗ que hace continuas a las aplicaciones (φa)a∈B definidas mediante: φa : B∗ → R y

ω �→ φa(ω) := ω(a) para cada a ∈ B.

En consecuencia,

B∗+ =
⋂
a∈B+
φ−1

a

(
[0,∞)

)

Por lo tanto, B∗+ es σ(B∗, B)-cerrado por ser la intersección de conjuntos σ(B∗, B)-cerrados y claramente se

cumple que λB∗+ + μB∗+ ⊂ B∗+ para todo λ, μ ≥ 0. �

Como consecuencia del teorema 2.1, la terna (B∗, B∗+, ‖ · ‖B∗) es un espacio de Banach ordenado, al cual

llamamos espacio dual ordenado de (B, B+, ‖ · ‖B) y al conjunto B∗+ le decimos cono dual positivo de B∗.

Definición 2.2. En un espacio de Banach ordenado (B, B+, ‖ · ‖B) definimos una relación de orden mediante

a ≥ b⇔ a − b ∈ B+ (2.3)

para todo a, b ∈ B.

De esta manera, tenemos que a ≥ 0 es equivalente a tener que a ∈ B+.

Proposición 2.1. En un espacio de Banach ordenado, la relación dada en (2.3) es reflexiva, transitiva y para
cualesquiera a, b, c ∈ B con a ≥ b, se cumple que a + c ≥ b + c. Además, si a ≥ 0 y λ ≥ 0, entonces λa ≥ 0.

Demostración. Sean a, b, c ∈ B, entonces a ≥ a pues a − a = 0 ∈ B+. De está manera (2.3) determina una

relación reflexiva.

Para la transitividad, supongamos que a ≥ b y b ≥ c, luego a−b, b−c ∈ B+. Entonces (a−b)+ (b−c) ∈ B+,
es decir, a − c ∈ B+, con lo cual concluimos que a ≥ c.

Ahora bien, para a ≥ b, se tiene que a + c − (b + c) ∈ B+ para toda c ∈ B. Por lo tanto, a + c ≥ b + c. Por

último, si a ≥ 0 y λ ≥ 0, entonces a ∈ B+ y por definición de cono positivo, concluimos que λa ∈ B+, es decir,

λa ≥ 0. �
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El estudio de un espacio de Banach ordenado, se puede realizar a partir de su cono positivo mediante la

siguiente definición.

Definición 2.3. Decimos que el cono positivo B+ genera débilmente al espacio de Banach B, si el conjunto
B+−B+ es denso bajo la norma de B. Es decir, cada a ∈ B es el límite en norma de una sucesión {bn−cn}n≥1 tal
que bn, cn ∈ B+. Similarmente, decimos que el cono dual positivo B∗+ genera ∗−débilmente a B∗, si el conjunto
B∗+ − B∗+ es σ(B∗, B)-denso en B∗.

Observación 2.1.1. El conjunto B+ − B+ es un subespacio vectorial real de B.

Demostración. Primero notemos que 0 ∈ B+ ⊂ B+−B+. Luego, si a, b ∈ B+−B+, entonces existen c, d, e, f ∈ B+
tales que a = c − d y b = e − f . Con lo cual a + b = (c + e) − (d + f ) ∈ B+ − B+.

Por último, si a = b − c ∈ B+ − B+ y λ ≥ 0, entonces λa = λb − λc ∈ B+ − B+. Mientras que si λ < 0,

entonces λa = λb − λc = −(−λb) + (−λc) = (−λc) − (−λb) ∈ B+ − B+. �

Definición 2.4. Decimos que el cono positivo B+ es propio o puntiagudo, si B+ ∩ (−B+) = {0}.

Observación 2.1.2. La propiedad de que el cono B+ es propio es equivalente a que el orden dado en (2.3)

cumpla la anti-simetría, i.e., para todo a, b ∈ B vale que a ≥ b y b ≥ a⇒ a = b.

Demostración. Si el cono B+ es propio, entonces dados a, b ∈ B tales que a ≥ b y b ≥ a, se cumple que

a − b ≥ 0 y b − a ≥ 0. Es decir, a − b, b − a ∈ B+ con lo cual a − b ∈ B+ ∩ (−B+) = {0}. Por lo tanto, a = b.

Recíprocamente, si el orden es anti-simétrico y tomamos a ∈ B+ ∩ (−B+), entonces a ≥ 0 y −a ≥ 0. De

aquí que a ≥ 0 y 0 ≥ a. Por lo tanto a = 0 para todo a ∈ B+ ∩ (−B+). �

Las relaciones entre estos dos conceptos se establecen en la siguiente proposición.

Proposición 2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) B+ genera débilmente a B.

2) B∗+ es propio.

Demostración. Primero, supongamos que B∗+ es propio pero B+ − B+ no es denso en la norma de B. Entonces

por ser B+ − B+ un subespacio vectorial (ver observación 2.1.1) y por una consecuencia del teorema de Hahn-

Banach (ver corolario C.4) existe η ∈ B∗ tal que η � 0 y η(B+ − B+) = 0.

Veamos que η ∈ B∗+ ∩ (−B∗+), lo cual será una contradicción. En efecto, para cada a ∈ B+, se tiene que

a ∈ B+ − B+ pues a = a − 0, luego η(a) = 0. De aquí que η ∈ B∗+. Por otra parte, si a ∈ B+, entonces

−a ∈ B+−B+, de aquí que −η(a) = η(−a) = 0. Luego, −η ∈ B∗+, con lo cual η ∈ (−B∗+). Finalmente, concluimos

que η ∈ B∗+ ∩ (−B∗+)
Recíprocamente, si suponemos que B+ genera débilmente a B y tomamos η ∈ B∗+ ∩ (−B∗+), entonces para

cada b ∈ B, por la densidad existe una sucesión {bn − cn}n≥1 ⊂ B+ − B+ tal que bn − cn → b. De aquí que

η(bn − cn) → η(b). Como η ∈ B∗+, se tiene que η(bn), η(cn) ≥ 0, además η ∈ −B∗+ implica que η(bn), η(cn) ≤ 0,

es decir, η(bn) = 0 = η(cn) para toda n ≥ 1. Por lo tanto, η(bn − cn) = 0 para cada n ≥ 1; entonces, η(b) = 0 y

esto demuestra que η = 0. �

En relación con la definición 2.3, tenemos el siguiente concepto.
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Definición 2.5. Decimos que el cono positivo B+ está generando a B, si B = B+ − B+, es decir, si para cada
a ∈ B, existe una descomposición a = b − c, con b, c ∈ B+.

Observación 2.1.3. Esto es equivalente a pedir que para cada a ∈ B, exista b ∈ B+ tal que b ≥ a.

Demostración. Si B+ está generando a B y tomamos a ∈ B tal que a = b − c con b, c ∈ B+. Esto implica que

b − a = c ≥ 0 con lo cual b ≥ a.

Recíprocamente, si para cada a ∈ B existe b ∈ B+ tal que b ≥ a, entonces usando que a = b − (b − a) con

b, b − a ∈ B+. Tenemos que a ∈ B+ − B+. Esto implica que B ⊂ B+ − B+, la otra contención es evidente. Por lo

tanto B = B+ − B+. �

Definición 2.6. Decimos que el cono positivo B+ es normal si existe α ≥ 1 tal que para cualesquiera a, b, c ∈ B
se cumple que

c ≤ a ≤ b⇒ ‖a‖ ≤ αmáx
{
‖b‖, ‖c‖

}
. (2.4)

Observación 2.1.4. Esta propiedad, implica que el cono positivo B+ es propio, de hecho, si a, b ∈ B+, con
‖a‖ = ‖b‖ = 1, entonces ‖a+ b‖ ≥ α−1 > 0. Así, α−1, es una medida positiva de lo puntiagudo que está el cono.

Demostración. Si B+ es normal y tomamos c ∈ B+ ∩ (−B+), entonces c ≥ 0 y c ≤ 0. De está manera, 0 ≤ c ≤ 0

y existe α ≥ 1 tal que ‖c‖ ≤ αmáx{‖0‖, ‖0‖} = 0. Por lo tanto c = 0, es decir, B+ es propio.

Ahora bien, si a, b ∈ B+ son tales que ‖a‖ = ‖b‖ = 1, entonces 0 ≤ a ≤ a + b. En consecuencia, por ser B+
normal, existe α ≥ 1 tal que ‖a‖ ≤ αmáx{‖0‖, ‖a + b‖} = α‖a + b‖. Es decir, ‖a + b‖ ≥ α−1 > 0. �

Definición 2.7. Decimos que C ⊂ B es σ-convexo si las condiciones cn ∈ C , λn ≥ 0, con n ≥ 1,
∑

n≥1 λn = 1 y
la existencia de c =

∑
n≥1 λncn en B, implican que c ∈ C .

Observemos que todo subconjunto σ-convexo de B es convexo.

Ejemplo 2.1.1. Los conjuntos de la forma: Bβ, Bβ∩B+, Bβ∩B+−Bβ∩B+, con β > 0, son conjuntos σ-convexos.

Demostración. Si cn ∈ Bβ y λn ≥ 0, ∀n ≥ 1 con
∑

n≥1 λn = 1 y

c = lı́m
N→∞

N∑
n=1

λncn =
∑
n≥1

λncn ∈ B,

entonces como para cada N ≥ 1 ∥∥∥∥∥∥∥
N∑

n=1

λncn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
N∑

n=1

λn ‖cn‖ ≤ β
N∑

n=1

λn ≤ β.

Se tiene que

‖c‖ =

∥∥∥∥∥∥∥ lı́m
N→∞

N∑
n=1

λncn

∥∥∥∥∥∥∥ = lı́m
N→∞

∥∥∥∥∥∥∥
N∑

n=1

λncn

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ β.
Es decir, c ∈ Bβ.

Si además, cn ∈ B+ para cada n ≥ 1, entonces lo mismo es cierto para
∑N

n=1 λncn para toda N ≥ 1 y como

B+ es cerrado en la norma de B, se tiene que

c = lı́m
N→∞

N∑
n=1

λncn ∈ B+.
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Con lo cual Bβ y Bβ ∩ B+ son conjuntos σ-convexos.

Sea ahora (cn)n≥1 ⊂ Bβ∩B+−Bβ∩B+, es decir, para cada n ≥ 1 existen bn, dn ∈ Bβ∩B+ tales que cn = bn−dn

y consideremos c =
∑

n≥1 λncn ∈ B, con λn ≥ 0 y
∑

n≥1 λn = 1, entonces para cada N ≥ 1,

N∑
n=1

λncn =

N∑
n=1

λnbn −
N∑

n=1

λndn y

N∑
n=1

λnbn,

N∑
n=1

λndn ∈ Bβ ∩ B+ (2.5)

pues Bβ ∩ B+ es convexo.

Además, el conjunto Bβ ∩ B+ es cerrado, así los limites dados por

b = lı́m
N→∞

N∑
n=1

λnbn y d = lı́m
N→∞

N∑
n=1

λndn.

estan en Bβ∩B+. Por lo que tomando el límite cuando N → ∞ en (2.5) se obtiene que c = b−d. Esto demuestra

que Bβ ∩ B+ − Bβ ∩ B+ es σ-convexo para cada β > 0. �

Lema 2.1. Sea C ⊂ B un conjunto σ-convexo tal que B1 ⊂ C . Entonces, B1 ⊂ αC para cada α > 1.

Demostración. Para cualquier δ ∈ (0, 1), sea a ∈ B1 y elegimos a1 ∈ C tal que ‖a − a1‖ < δ. De está manera,

δ−1(a − a1) ∈ B1. Luego, elegimos a2 ∈ C tal que ‖δ−1(a − a1) − a2‖ < δ.
Por lo que procediendo de manera recursiva, tenemos que existe una sucesión (an)n≥1 ⊂ C tal que para cada

m < n y n ≥ 2, ∥∥∥∥∥∥∥δ−n+1a −
n∑

m=1

δ−n+mam

∥∥∥∥∥∥∥ < δ.
Así, al definir λm = (1 − δ)δm−1 con m ≥ 1, tenemos que

∑
m≥1

(1 − δ)δm−1 = (1 − δ)
∑
m≥1

δm−1 = (1 − δ)
1

1 − δ
= 1.

Luego, ∥∥∥∥∥∥∥a − (1 − δ)−1

n∑
m=1

λmam

∥∥∥∥∥∥∥ < δn.

Lo cual implica que

lı́m
n→∞

(1 − δ)−1

n∑
m=1

λmam = a.

Finalmente, por ser C un conjunto σ-convexo, concluimos que a ∈ (1 − δ)−1C . Como δ ∈ (0, 1) es arbitrario,

esto demuestra el lema. �

A partir del lema 2.1, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.3. Las siguientes condiciones son equivalentes,

1) B+ está generando a B.

2) Existe α ≥ 1 tal que cada a ∈ B, tiene una descomposición de la forma a = b − c con b, c ∈ B+ y
máx

{
‖b‖, ‖c‖

}
≤ α‖a‖.
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Demostración. Directamente de la definición se ve que 2) ⇒ 1). Para la otra implicación, veamos que la

condición de que B+ está generando a B, se puede reescribir como

B1 ⊂
∞⋃

n=1

(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
.

Esto se sigue del hecho de que si B+ está generando a B, entonces para cada a ∈ B, existen b, c ∈ B+ tales que

a = b − c. Luego, definimos n = �máx{‖b‖, ‖c‖}�, donde �r� = ı́nf{k ∈ Z : r ≤ k} para cada r ∈ R, de aquí que

b, c ∈ Bn ∩ B+, con lo cual a ∈ Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+.
Recíprocamente, para cada a ∈ B\{0}, se tiene que ‖a‖−1a ∈ B1, por lo cual, existen d, e ∈ Bn ∩ B+ para

algún n ≥ 1, con ‖a‖−1a = d − e. De aquí que al hacer b = ‖a‖d y c = ‖a‖e, concluimos que b, c ∈ B+ y

a = b − c. Es decir, el cono B+ está generando.

En consecuencia, por el teorema de categoría de Baire D.1, existe n ≥ 1 tal que
(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
tiene

interior no vacío. De aquí que si x es punto interior de
(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
, existe γ > 0 tal que

{
d ∈ B : ‖d − x‖ < γ

}
⊂

(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
.

Luego, −x también es punto interior ya que si d ∈ B satisface que ‖d − (−x)‖ < γ, entonces ‖ − d − x‖ < γ, con

lo cual −d ∈
(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
.

Consecuentemente

−d = lı́m
k→∞

(ek − fk),

con ek, fk ∈ Bn ∩ B+. Así,

d = lı́m
k→∞

( fk − ek),

con ek, fk ∈ Bn ∩ B+, es decir,

{
d ∈ B : ‖d − (−x)‖ < γ

}
⊂

(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
.

Entonces, por ser el interior de
(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
un conjunto convexo, ver proposición C.2, tenemos con

λ = 1/2 que λx + (1 − λ)(−x) = 0, es punto interior de
(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
.

Por lo tanto, existe δ > 0 tal que

{
d ∈ B : ‖d‖ < δ

}
⊂

(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
.

Luego, si a ∈ B1 con a � 0, entonces b = (2‖a‖)−1δa ∈ {d ∈ B : ‖d‖ < δ
}
. Así, b ∈

(
Bn ∩ B+ − Bn ∩ B+

)
, con lo

cual existen uk, vk ∈ Bn ∩ B+, tales que

b = lı́m
k→∞

(uk − vk).

De aquí que

a = lı́m
k→∞

(
2‖a‖
δ

uk −
2‖a‖
δ

vk

)
,

con 2‖a‖δ−1uk, 2‖a‖δ−1vk ∈ B+. Más aún, máx
{
2‖a‖δ−1‖uk‖, 2‖a‖δ−1‖vk‖

}
≤ 2nδ−1.
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Por lo que tomando m =
⌈
2nδ−1

⌉
, obtenemos que

B1 ⊂
(
Bm ∩ B+ − Bm ∩ B+

)

Con lo cual, por el lema 2.1, establecemos que

B1 ⊂
(
Bα ∩ B+ − Bα ∩ B+

)

con α = m + 1. �

Definición 2.8. Decimos que el cono positivo B+, está α+-generando si cada a ∈ B, tiene una descomposición
de la forma a = b − c con b, c ∈ B+ y

‖b‖ + ‖c‖ ≤ α‖a‖. (2.6)

Y decimos que B+ está β∨-generando, si la descomposición puede ser elegida de manera que

máx
{
‖b‖, ‖c‖

}
≤ β‖a‖. (2.7)

Así, cuando B+ � {0}, tanto α como β son mayores o iguales a 1. Por ejemplo, si α < 1 y a ∈ B\{0}, con

a = b − c, donde b, c ∈ B+, entonces

α‖a‖ ≤ α‖b‖ + α‖c‖ < ‖b‖ + ‖c‖ ≤ α‖a‖.

Lo cual es una contradicción.

Además, si B+ está β∨-generando, para cualquier a ∈ B con a = b − c, donde b, c ≥ 0, se tiene que

‖b‖ + ‖c‖ ≤ 2 máx
{
‖b‖, ‖c‖

}
≤ 2β‖a‖.

Con lo cual, B+ está (2β)+-generando. Similarmente, si B+ está α+-generando, entonces para a = b− c ∈ B con

b, c ≥ 0 concluimos que

máx
{
‖b‖, ‖c‖

}
≤ ‖b‖ + ‖c‖ ≤ α‖a‖.

Por lo tanto, B+ está α∨-generando.

Ejemplo 2.1.2. Para cada p ∈ [1,∞], consideremos B = LP(X, dμ) para algún espacio de medida (X,S, μ) y
B+ el cono de las funciones en B que son puntualmente positivas salvo en un conjunto de medida cero bajo μ.
Entonces B+ está 1∨-generando.

Demostración. Para ver que B+ está 1∨-generando tomamos f ∈ Lp(X, dμ), así f = f +− f − con f + := máx{ f , 0}
y f − := −mı́n{ f , 0}. f +, f − son funciones medibles no negativas y para cada x ∈ X, se tiene que f +(x) = 0 ó

f −(x) = 0. Claramente f +, f − ∈ B+ y como para cada p ∈ [1,∞) se cumple que ( f θ)p ≤ ( f + + f −)p = | f |p, con

θ = ±, entonces se tiene

máx{‖ f +‖p, ‖ f −‖p} ≤ ‖ f ‖p.

�

En relación directa con la definición 2.8, tenemos
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Definición 2.9. Decimos que el cono positivo B+, está aproximadamente α+-generando si está α′+-generando
para toda α′ > α. Y decimos que B+ está aproximadamente β∨-generando si está β′∨-generando para toda
β′ > β.

Por otro lado, particularizamos el concepto de cono positivo normal dado en la definición 2.6, mediante

Definición 2.10. Decimos que el cono positivo B+, es α∨-normal si se cumple la siguiente condición,

c ≤ a ≤ b⇒ ‖a‖ ≤ αmáx
{
‖b‖, ‖c‖

}
, ∀a, b, c ∈ B. (2.8)

Y decimos que B+ es β+-normal si se cumple la implicación

c ≤ a ≤ b⇒ ‖a‖ ≤ β
(
‖b‖ + ‖c‖

)
, ∀a, b, c ∈ B. (2.9)

Además, si B+ es α∨-normal, entonces para cualesquiera a, b, c ∈ B, tales que c ≤ a ≤ b, se cumple que

‖a‖ ≤ αmáx
{
‖b‖, ‖c‖

}
≤ α(‖b‖ + ‖c‖).

De aquí que B+ es α+-normal. Recíprocamente si B+ es β+-normal y consideramos a, b, c ∈ B con c ≤ a ≤ b,

entonces

‖a‖ ≤ β(‖b‖ + ‖c‖) ≤ 2βmáx
{
‖b‖, ‖c‖

}
.

Consecuentemente, B+ es (2β)∨-normal.

Para ver la relación entre las definiciones dadas en 2.10, es necesario un lema y la versión "múltiple" del

teorema de Hahn-Banach (teorema A.2.)

Lema 2.2. Para ω ∈ B∗ y λ, μ ∈ R, sean

S = sup
{
λω(a) + (1 − λ)ω(b) + (μ − λ)ω(c) : a, b, c ∈ B con b, c ≥ 0 y ‖a‖ + ‖a − b − c‖ ≤ 1

}

I = ı́nf
{
máx

{
‖η‖, ‖η − λω‖

}
: η ∈ B∗, η ≥ ω y η ≥ μω

}
.

Entonces, S = I. De hecho, el ínfimo se alcanza cuando éste es finito.

Demostración. Consideramos a, b, c ∈ B tales que b, c ≥ 0, ‖a‖ + ‖a − b − c‖ ≤ 1 y η ≥ ω, η ≥ μω. Entonces

η − ω, η − μω ∈ B∗+, así por la linealidad de los funcionales obtenemos

λω(a) + (1 − λ)ω(b) + (μ − λ)ω(c) = λω(a − b − c) + ω(b) + μω(c)

≤ λω(a − b − c) + η(b) + η(c)

= (λω − η)(a − b − c) + η(a)

≤ máx
{
(λω − η)(a − b − c), η(a)

}
≤ máx

{
‖λω − η‖, ‖η‖

}
,

pues ‖a − b − c‖ + ‖a‖ ≤ 1. Luego, S ≤ I. Por lo tanto, cuando S = ∞, se cumple que I = ∞.
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Ahora bien, en el caso de que S < ∞, para establecer la otra desigualdad, definimos los funcionales

pi : B→ R ∪ {∞}, con i = 1, . . . , 4 de la siguiente manera:

p1(b) := S ‖b‖.
p2(b) := S ‖b‖ + λω(b).

p3(b) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ω(b) , si − b ∈ B+,

∞ , si − b � B+.

p4(b) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μω(b) , si − b ∈ B+,

∞ , si − b � B+.

Primero supongamos que b1 + b2 + b3 + b4 = 0, entonces para el caso en que −b3 � B+ ó −b4 � B+, se cumple

que
4∑

i=1

pi(bi) = ∞.

Mientras que para el caso en el que −b3,−b4 ∈ B+, se tiene que

p1(b1) = S ‖b1‖, p2(b2) = S ‖b2‖ + λω(b2), p3(b3) = ω(b3) y p4(b4) = μω(b4).

Luego, de la igualdad b1 + b2 + b3 + b4 = 0, obtenemos que b2 = −b1 − b3 − b4. Así, por ser ω un operador

lineal,

p2(b2) = S ‖b2‖ − λω(b1) + λω(−b3) + λω(−b4), p3(b3) = −ω(−b3) y p4(b4) = −μω(−b4).

Entonces,

4∑
i=1

pi(bi) = S ‖b1‖ + S ‖b2‖ − λω(b1) + λω(−b3) + λω(−b4) − ω(−b3) − μω(−b4)

= S ‖b1‖ + S ‖b2‖ − λω(b1) + (λ − 1)ω(−b3) + (λ − μ)ω(−b4)

= S
(
‖b1‖ + ‖b2‖

)
−

[
λω(b1) + (1 − λ)ω(−b3) + (μ − λ)ω(−b4)

]
.

De aquí que al hacer

a =
b1

‖b1‖ + ‖b2‖
; b =

−b3

‖b1‖ + ‖b2‖
y c =

−b4

‖b1‖ + ‖b2‖
,

en la definición de S , tenemos que b, c ≥ 0, con

‖a‖ =
‖b1‖

‖b1‖ + ‖b2‖
y ‖a − b − c‖ =

‖ − b2 − b3 − b4 + b3 + b4‖
‖b1‖ + ‖b2‖

=
‖b2‖

‖b1‖ + ‖b2‖
.

De está manera, ‖a‖ + ‖a − b − c‖ = 1, consecuentemente

S ≥
[
λω(a) + (1 − λ)ω(b) + (μ − λ)ω(c)

]
.

Luego,

4∑
i=1

pi(bi) = S
(
‖b1‖ + ‖b2‖

)
−

[
λω(b1) + (1 − λ)ω(−b3) + (μ − λ)ω(−b4)

]

≥
[
λω(b1) + (1 − λ)ω(−b3) + (μ − λ)ω(−b4)

]
−

[
λω(b1) + (1 − λ)ω(−b3) + (μ − λ)ω(−b4)

]
= 0.
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Entonces, por el teorema A.2, existe un funcional lineal η : B→ R tal que η ≤ pi para i = 1 . . . 4.

Más aún, veamos que se cumplen: η ∈ B∗, ‖η‖ ≤ S , ‖η − λω‖ ≤ S , ω ≤ η y μω ≤ η. Para esto, sea b ∈ B,

entonces η(b) ≤ p1(b) = S ‖b‖, con lo cual η ∈ B∗ y ‖η‖ ≤ S .

Para verificar que ‖η − λω‖ ≤ S , tomamos b ∈ B, por lo que usando que η ≤ p2, establecemos que

η(b) ≤ S ‖b‖ + λω(b). Con lo cual, η(b) − λω(b) ≤ S ‖b‖.
Mientras que para establecer la desigualdadω ≤ η, consideramos a ∈ B+, entonces al hacer b = −a tenemos

que −b ∈ B+ y por la definición de p3, obtenemos que η(b) ≤ ω(b), i. e., η(−a) ≤ ω(−a) equivalentemente

ω(a) ≤ η(a). Con lo cual ω ≤ η.
La desigualdad μω ≤ η se demuestra de manera similar usando la definición de p4. Por lo tanto, I ≤ S .

Finalmente, concluimos que S = I y también establecemos que η alcanza el ínfimo. �

Teorema 2.2. Las siguientes condiciones son equivalentes,
1+) B+ es β+-normal.

2∨) B∗+ está β∨-generando.

También son equivalentes,

1′∨) B+ está aproximadamente β∨-generando.

2′+) B∗+ es β+-normal.

Demostración. Para la primera equivalencia, consideremos ω ∈ B∗. Entonces,

sup
{
ω(a) − ω(c) : b, c ≥ 0, ‖a‖ + ‖a − b − c‖ ≤ 1

}
= sup

{
ω(a − c) : b, c ≥ 0, ‖a‖ + ‖a − b − c‖ ≤ 1

}

Y denotando a′ = a − c, b′ = a − b − c y c′ = a, siendo b, c ≥ 0, obtenemos b′ ≤ a′ ≤ c′.
De aquí que,

sup
{
ω(a − c) : b, c ≥ 0, ‖a‖ + ‖a − b − c‖ ≤ 1

}
= sup

{
ω(a′) : b′ ≤ a′ ≤ c′, ‖c′‖ + ‖b′‖ ≤ 1

}

Por lo tanto, tomando λ = 1 y μ = 0 en el lema 2.2, concluimos

sup
{
ω(a) : b ≤ a ≤ c, ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1

}
= ı́nf

{
máx

{
‖ξ‖, ‖η‖

}
: ξ, η ≥ 0, ω = η − ξ

}
(2.10)

Además, el ínfimo se alcanza.

Luego, suponiendo que B+ es β+-normal, entonces al considerar a, b, c ∈ B tales que b ≤ a ≤ c, donde

‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1, se cumple que

|ω(a)| ≤ ‖ω‖‖a‖ ≤ ‖ω‖β(‖b‖ + ‖c‖) ≤ β‖ω‖, ∀ω ∈ B∗.

Con lo cual β‖ω‖ ≥ S = I. De esta manera, el ínfimo se alcanza, por lo que dada ω ∈ B∗, existen η, ξ ∈ B∗+,
tales que ω = ξ − η, donde máx{‖ξ‖, ‖η‖} ≤ β‖ω‖. Es decir, B∗+ está β∨-generando.

Recíprocamente, si B∗+ está β∨-generando, entonces

β‖ω‖ ≥ sup
{
ω(a) : b ≤ a ≤ c, ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1

}
= I (2.11)
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Esto implica que B+ es β+-normal, pues si b ≤ a ≤ c, entonces

b
‖b‖ + ‖c‖

≤
a

‖b‖ + ‖c‖
≤

c
‖b‖ + ‖c‖

y tomando

a′ =
a

‖b‖ + ‖c‖
, b′ =

b
‖b‖ + ‖c‖

y c′ =
c

‖b‖ + ‖c‖
se tiene b′ ≤ a′ ≤ c′ y ‖b′‖ + ‖c′‖ ≤ 1 y concluimos por (2.11).

Ahora, supongamos la condición 2′+) y demostremos que B+ está aproximadamente β∨-generando. Esto

último es equivalente a demostrar que

B1 ⊂
(
Bβ′ ∩ B+ − Bβ′ ∩ B+

)
para cada β′ > β.

Como el conjunto Bβ ∩ B+ − Bβ ∩ B+ es σ-convexo, entonces por el lema 2.1, basta mostrar que

B1 ⊂
(
Bβ ∩ B+ − Bβ ∩ B+

)
(2.12)

Pero tomando polares, ver (A.4), esto es equivalente a

B∗1 ⊃
(
Bβ ∩ B+ − Bβ ∩ B+

)o
. (2.13)

Ahora, si ω ∈
(
Bβ ∩ B+ − Bβ ∩ B+

)o
, entonces βω(a− b) ≤ 1 para cualesquiera a, b ∈ B1 ∩ B+. En consecuencia,

β sup
{
ω(a) : a ∈ B1 ∩ B+

}
− β ı́nf

{
ω(b) : b ∈ B1 ∩ B+

}
≤ 1 (2.14)

Por otro lado, para cualquier ω ∈ B∗, se cumple que

sup
{
ω(b) + ω(c) : b, c ≥ 0 y ‖ − b − c‖ ≤ 1

}
= sup

{
ω(a) : a ≥ 0 y ‖a‖ ≤ 1

}
(2.15)

al hacer a = b + c. Luego, utilizando el lema 2.2 con λ = 0 y μ = 1, obtenemos que

sup
{
ω(a) : a ∈ B1 ∩ B+

}
= ı́nf

{
‖ξ‖ : ξ ∈ B∗, ξ ≥ ω

}
(2.16)

y reemplazando ω por −ω en (2.16), tenemos también que

ı́nf
{
ω(b) : b ∈ B1 ∩ B+

}
= − ı́nf

{
‖η‖ : η ∈ B∗, η ≥ −ω

}
(2.17)

Por lo tanto, al combinar las identidades (2.16) y (2.17) junto con la desigualdad (2.14) concluimos que

β ı́nf
{
‖ξ‖ + ‖η‖ : ξ, η ∈ B∗,−η ≤ ω ≤ ξ

}
≤ 1 (2.18)

Ahora, por la hipótesis en 2′+) tenemos que −η ≤ ω ≤ ξ implica que ‖ω‖ ≤ β(‖ − η‖ + ‖ξ‖) para toda ξ, η.

Entonces por (2.18), deducimos que ω ∈ B∗1. En conclusión (2.13) es valida.

Finalmente, supongamos la condición 1′∨) y tomemos a ∈ B tal que a = b − c con b, c ∈ B+ y

máx
{
‖b‖, ‖c‖

}
≤ β′‖a‖
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para cada β′ > β. Al tomar ξ ≤ ω ≤ η, obtenemos

ξ(b) − η(c) ≤ ω(a) ≤ η(b) − ξ(c),

ya que ξ(b) ≤ ω(b) ≤ η(b) y ξ(c) ≤ ω(c) ≤ η(c). Luego,

ω(a) ≤ |η(b) − ξ(c)|
≤ ‖η‖ ‖b‖ + ‖ξ‖ ‖c‖
≤ ‖η‖máx{‖b‖, ‖c‖} + ‖ξ‖máx{‖b‖, ‖c‖}
≤ (‖ξ‖ + ‖η‖)β′‖a‖.

Además,

ω(a) ≥ −(η(c) − ξ(b))

≥ −|η(c) − ξ(b)|
≥ −‖η‖ ‖c‖ − ‖ξ‖ ‖b‖
≥ −‖η‖máx{‖b‖, ‖c‖} − ‖ξ‖máx{‖b‖, ‖c‖}
≥ −(‖η‖ + ‖ξ‖)β′‖a‖.

Entonces

|ω(a)| ≤ β′
(
‖ξ‖ + ‖η‖

)
‖a‖, ∀a ∈ B.

De aquí que,

‖ω‖ ≤ β′
(
‖ξ‖ + ‖η‖

)
.

Y esto es válido para toda β′ > β, en particular para cada β′ε := β + ε con ε > 0, así al hacer tender ε → 0, se

obtiene que

‖ω‖ ≤ β
(
‖ξ‖ + ‖η‖

)
.

Esto demuestra que B∗+ es β+-normal. �

Como consecuencia tenemos las siguientes propiedades.

Corolario 2.1. Sea (B, B+, ‖ · ‖) un espacio de Banach ordenado. Entonces se cumplen:

1) Si B+ está α+-generando, entonces B∗+ es (2α)+-normal.

2) Si B∗+ está α+-generando, entonces B+ es (2α)∨-normal.

3) Si B+ es β∨-normal , entonces B∗+ está (2β)+-generando.

4) Si B∗+ está β+-generando, entonces B+ es (2β)∨-normal.

Demostración. Primero supongamos que B+ está α-generando, entonces está α∨-generando. Luego, B+ está

α∨-aproximadamente generando y por el teorema 2.2, concluimos que B∗+ es α+-normal. Consecuentemente,

B∗+ es (2α)∨-normal y por lo tanto, es (2α)+-normal.

Ahora bien, si B∗+ esta α+-generando, entonces está α∨-generando. Así por el teorema 2.2, se tiene que B+
es α+-normal y por lo tanto, es (2α)∨-normal.
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Para establecer la condición 3) supongamos que B+ es β∨-normal, entonces es β+-normal. De aquí que por

el teorema 2.2, B∗+ está β∨-generando, de esta manera, B∗+ está (2β)+-generando.

Por último, para verificar la condición 4) suponemos que B∗+ esta β+-generando, por lo que está β∨-

generando. Se sigue que B∗+ está β∨-aproximadamente generando y por el teorema 2.2 concluimos que B+
es β+-normal. Así B+ es (2β)∨-normal. �

2.2. Normas monótonas

En esta sección, estudiamos distintas propiedades que puede tener la norma de un espacio de Banach

ordenado (B, B+, ‖ · ‖B).

Definición 2.11. Decimos que la norma es α-monótona si se cumple que

0 ≤ a ≤ b⇒ ‖a‖ ≤ α‖b‖.

Si B+ � {0}, entonces α ≥ 1 y en el caso de que α = 1, simplemente decimos que la norma es monótona.

Observación 2.2.1. Si la norma es α-monótona, entonces B+ es propio.

Demostración. Sean a, b ∈ B tales que a ≤ b y b ≤ a, entonces 0 ≤ b − a ≤ 0. Luego, 0 ≤ ‖b − a‖ ≤ α‖0‖ = 0.

Por lo tanto, ‖b − a‖ = 0, es decir, a = b. Esto prueba que B+ es propio en virtud de la observación 2.1.2. �

Ejemplo 2.2.1. Sean B = LP(X, dμ) para algún espacio de medida (X,S, μ) con p ∈ [1,∞] y B+ el cono de
las funciones puntualmente no negativas salvo un conjunto de medida cero bajo μ. Entonces la norma en B es
monótona.

Demostración. Si 0 ≤ f (x) ≤ g(x) en X salvo un conjunto de μ-medida cero, entonces para cualquier p ∈
[1,∞), se cumple que

0 ≤ | f (x)|p ≤ |g(x)|p, μ − cd

y en consecuencia, ∫
| f |p dμ ≤

∫
|g|p dμ, μ − cd

Es decir, ‖ f ‖p ≤ ‖g‖p.

Para el caso p = ∞, tenemos que

0 ≤ | f (x)| ≤ |g(x)| ≤ ‖g‖∞, μ − cd

Luego, ‖ f ‖∞ ≤ ‖g‖∞.

Por lo tanto para cualquier p ∈ [1,∞] se satisface que si 0 ≤ f ≤ g, entonces ‖ f ‖p ≤ ‖g‖p, i. e, se cumple

la definición 2.11 con α = 1. �

Observación 2.2.2. Si B+ es α+-normal o bien α∨-normal, entonces la norma es α-monótona.

El recíproco a está observación, está dada en la siguiente proposición.

Proposición 2.4. Si la norma es α-monótona. Entonces, B+ es (α + 1/2)+-normal y es (2α + 1)∨-normal.
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Demostración. Para ver que B+ es (α + 1/2)+-normal, consideremos a, b, c ∈ B tales que c ≤ a ≤ b. Así

0 ≤ a − c ≤ b − c y c − b ≤ a − b ≤ 0

Luego, por la definición 2.11, concluimos que

‖a − c‖ ≤ α‖b − c‖ y ‖b − a‖ ≤ α‖b − c‖,

entonces, por la desigualdad del triángulo tenemos que∣∣∣∣‖a‖ − ‖c‖∣∣∣∣ ≤ α‖b − c‖ y
∣∣∣∣‖b‖ − ‖a‖∣∣∣∣ ≤ α‖b − c‖,

consecuentemente

‖a‖ ≤ α‖b − c‖ + ‖c‖ y ‖a‖ ≤ α‖b − c‖ + ‖b‖,

de aquí que

2‖a‖ ≤ 2α‖b − c‖ + ‖b‖ + ‖c‖,

así

2‖a‖ ≤ 2α(‖b‖ + ‖c‖) + ‖b‖ + ‖c‖,

y finalmente

‖a‖ ≤ (α + 1/2)
(
‖b‖ + ‖c‖

)
.

De la última desigualdad, se sigue que la condición (2.9) es valida con β = α + 1/2. Más aún,

‖a‖ ≤ (α + 1/2)
(
‖b‖ + ‖c‖

)
≤ (α + 1/2)

(
máx

{
‖b‖, ‖c‖

}
+máx

{
‖b‖, ‖c‖

})
= 2(α + 1/2) máx

{
‖b‖, ‖c‖

}
.

Y la condición (2.8) se cumple. �

Proposición 2.5. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) B+ es normal.

2) Existe una norma β-monótona que es equivalente a ‖ · ‖.

Más precisamente, si B+ es normal, entonces es 1∨-normal con respecto a la norma monótona equivalente

‖a‖∨ = ı́nf
{
máx

{
‖b‖, ‖c‖

}
: c ≤ a ≤ b

}
.

Demostración. Primero supongamos que B+ es normal, entonces por la observación 2.1.4 tenemos que B+ es

propio, lo cual es equivalente a que se cumpla la anti-simetría.

Ahora bien, la función ‖ · ‖∨ : B→ [0,∞) es tal que para cada a ∈ B, se cumple que

‖a‖ ≤ α‖a‖∨,

ya que para cada b, c ∈ B con c ≤ a ≤ b se tiene que ‖a‖ ≤ αmáx
{
‖b‖, ‖c‖

}
para algún α ≥ 1, por definición de

ser B+ normal.
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Para ver que ‖ · ‖∨ es una norma en B, consideramos a ∈ B tal que ‖a‖∨ = 0, luego ‖a‖ ≤ α‖a‖∨ = 0. Por lo

tanto, a = 0.

Además, dados a, b, c ∈ B y λ > 0, se cumple que c ≤ λa ≤ b si y sólo si λ−1c ≤ a ≤ λ−1b. De esta manera,

‖a‖∨ = ı́nf{máx{‖y‖, ‖x‖} : x ≤ a ≤ y } ,
λ‖a‖∨ = λ ı́nf{máx{‖y‖, ‖x‖} : x ≤ a ≤ y}

= ı́nf{máx{‖λy‖, ‖λx‖} : x ≤ a ≤ y}
= ı́nf{máx{‖b‖, ‖c‖} : λ−1c ≤ a ≤ λ−1b}
= ı́nf{máx{‖b‖, ‖c‖} : c ≤ λa ≤ b}
= ‖λa‖∨.

En el caso en que λ < 0, usamos que c ≤ λa ≤ b es equivalente a λ−1b ≤ a ≤ λ−1c, se sigue entonces

(−λ)‖a‖ = (−λ) ı́nf{máx{‖y‖, ‖x‖} : x ≤ a ≤ y}
= ı́nf{máx{‖λy‖, ‖λx‖} : x ≤ a ≤ y}
= ı́nf{máx{‖c‖, ‖b‖} : λ−1b ≤ a ≤ λ−1c}
= ı́nf{máx{‖c‖, ‖b‖} : c ≤ λa ≤ b}
= ‖λa‖∨.

Y claramente para λ = 0, se cumple que ‖λa‖∨ = ‖0‖∨ = 0 = λ‖a‖∨. Esto verifica que ‖λa‖∨ = |λ| ‖a‖∨ para

cada a ∈ B y para toda λ ∈ R.

Finalmente, para la desigualdad del triángulo, tomamos a, b, x, z, u,w ∈ B tales que x ≤ a ≤ z y u ≤ b ≤ w,

entonces x + u ≤ a + b ≤ z + w. Luego,

‖a + b‖∨ ≤ máx{‖x + u‖, ‖z + w‖} ≤ máx{‖x‖, ‖z‖} +máx{‖u‖, ‖w‖}.

Con lo cual, ‖a + b‖∨ ≤ ‖a‖∨ + ‖b‖∨, para cada a, b ∈ B. Por lo tanto, ‖ · ‖∨ es una norma en B.

Por otra parte, tomando b = c = a se obtiene que ‖a‖∨ ≤ ‖a‖. Entonces

1

α
‖a‖ ≤ ‖a‖∨ ≤ ‖a‖,

para cada a ∈ B. Esto demuestra que ‖ · ‖ y ‖ · ‖∨ son normas equivalentes.

Por último, para ver que la norma ‖ · ‖∨ es β-monótona consideramos x, y ∈ B con 0 ≤ x ≤ y, entonces por

la observación 2.2.2, concluimos que

‖x‖∨ ≤ ‖x‖ ≤ α‖y‖ ≤ α2‖y‖∨.

Por lo que basta definir β = α2, para concluir que la norma ‖ · ‖∨ es β-monótona. Esto demuestra que 1)⇒ 2).

Recíprocamente, si suponemos valida la condición 2), sabemos que existen δ, γ > 0 tales que

δ‖ · ‖∨ ≤ ‖ · ‖ ≤ γ‖ · ‖∨.

Por lo que si c ≤ a ≤ b, entonces

‖a‖ ≤ γ‖a‖∨ ≤ γmáx
{
‖b‖, ‖c‖

}
.

Entonces B+ es normal pues se puede tomar γ ≥ 1.

En particular, si B+ es normal con α = 1, tenemos que ‖ · ‖∨ es una norma monótona equivalente a ‖ · ‖. �
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Por otra parte, en el espacio dual ordenado (B∗, B∗+, ‖ · ‖B∗), se considera la norma definida para cada ω ∈ B∗,
mediante

‖ω‖+ = ı́nf
{
máx

{
‖ξ‖, ‖η‖

}
: ω = ξ − η, con ξ, η ∈ B∗+

}
.

Para establecer que la función ‖ ·‖+ : B∗ → [0,∞) define una norma en B∗, primero notemos que por la igualdad

dada en (2.10), obtenemos que

‖ω‖+ = sup
{
ω(a) : b ≤ a ≤ c, ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1

}
, ∀ω ∈ B∗.

Además, si el supremo es finito, entonces el ínfimo en ‖ · ‖+, se alcanza.

Así para ω ∈ B∗ tal que ‖ω‖+ = 0, se tiene que 0 = máx{‖ξ‖, ‖η‖} con ω = ξ − η y ξ, η ∈ B∗+. De aquí que

ξ = η = 0, luego ω = 0.

Además, para cada ω ∈ B∗ y λ > 0, se tiene que λω = ξ − η con ξ, η ∈ B∗+, si y sólo si ω = λ−1ξ − λ−1η.

Consecuentemente,

λ‖ω‖+ = ı́nf{máx{‖λφ‖, ‖λψ‖} : ω = φ − ψ, con φ, ψ ∈ B∗+}
= ı́nf{máx{‖ξ‖, ‖η‖} : ω = λ−1ξ − λ−1η, con ξ, η ∈ B∗+}
= ı́nf{máx{‖ξ‖, ‖η‖} : λω = ξ − η , con ξ, η ∈ B∗+}
= ‖λω‖+.

Para el caso en que λ < 0, usamos que −λ > 0 y procedemos de manera similar. Y claramente para λ = 0, se

verifica que ‖λω‖+ = 0 = λ‖ω‖+. Con lo cual tenemos que ‖λω‖+ = |λ| ‖ω‖+, para cada ω ∈ B∗ y para toda

λ ∈ R.

Finalmente, para la desigualdad del triangulo consideramos ω, ρ ∈ B∗, entonces

‖ω + ρ‖+ = sup{(ω + ρ)(a) : b ≤ a ≤ c, ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1}
≤ sup{ω(a) : b ≤ a ≤ c, ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1}
+ sup{ρ(a) : b ≤ a ≤ c, ‖b‖ + ‖c‖ ≤ 1}
= ‖ω‖+ + ‖ρ‖+.

En conclusión, la función ‖ · ‖+ es una norma en B∗.
Examinemos ahora las caracterizaciones duales de la α-monotonía. Para esto, requerimos de la siguiente

definición.

Definición 2.12. Dada α ≥ 0, decimos que el cono positivo B+ está α-dominando si para toda a ∈ B, existe
una descomposición de la forma a = b − c con b, c ∈ B+ tal que ‖b‖ ≤ α‖a‖.

Observación 2.2.3. Notemos que dada α ≥ 0, el cono positivo B+ está α-dominando si y sólo si para cada
a ∈ B, existe b ∈ B+ tal que b ≥ a y ‖b‖ ≤ α‖a‖.

Demostración. Si a = b − c con b, c ∈ B+ y ‖b‖ ≤ α‖a‖, entonces b = a + c ≥ a con ‖b‖ ≤ α‖a‖.
Recíprocamente, si para a ∈ B existe b ≥ a tal que ‖b‖ ≤ α‖a‖, entonces a = b − (b − a) con b, c = b − a ∈ B+
y ‖b‖ ≤ α‖a‖. �
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Además, si B+ está α-dominando, entonces B+ está generando, es decir, B = B+ − B+. De manera más

general, para cada α ≥ 0, decimos que B+ está aproximadamente α-dominando si está α′-dominando para cada

α′ > α. Además, decimos que B+ está (aproximadamente) dominando si está (aproximadamente) 1-dominando.

Teorema 2.3. Sea α ≥ 0. Entonces son equivalentes:

1) ‖ · ‖B es α-monótona,

2) B∗+ está α-dominando.

Demostración. La prueba es similar a la del teorema 2.2. Para establecer la equivalencia 1)⇔ 2), veamos que

para cualquier ω ∈ B∗ se satisface,

sup
{
ω(a) : 0 ≤ a ≤ b, ‖b‖ ≤ 1

}
= ı́nf

{
‖η‖ : η ∈ B∗+, η ≥ ω

}
. (2.19)

Ya que al considerar λ = μ = 0 en el lema 2.2 y al tomar b, c ∈ B, como en la definición de S , tenemos que

b, c ≥ 0, por lo que definiendo b′ = b y c′ = b + c, obtenemos que b′, c′ ≥ 0, c′ ≥ b′, y en consecuencia

‖c′‖ = ‖b + c‖ = ‖ − b − c‖ ≤ 1.

Luego,

S =
{
ω(b′) : 0 ≤ b′ ≤ c′, ‖c′‖ ≤ 1

}
.

Además,

I = ı́nf
{
‖η‖ : η ∈ B∗, η ≥ ω, η ≥ 0

}
.

Esto demuestra la igualdad (2.19).

Ahora bien, supongamos que ‖ · ‖B es α-monótona con α ≥ 0, de aquí que al tomar a, b ∈ B tales que

0 ≤ a ≤ b, entonces ‖a‖ ≤ α‖b‖.
Consecuentemente, {

ω(a) : 0 ≤ a ≤ b, ‖b‖ ≤ 1
}
⊂

{
ω(a) : 0 ≤ a, ‖a‖ ≤ α

}
Por lo tanto,

sup
{
ω(a) : 0 ≤ a ≤ b, ‖b‖ ≤ 1

}
≤ α‖ω‖.

Luego, por (2.19) se obtiene

ı́nf
{
‖η‖ : η ∈ B∗+, η ≥ ω

}
≤ α‖ω‖.

Así, el ínfimo se alcanza, por lo que existe η′ ∈ B∗+ tal que η′ ≥ ω y ‖η′‖ ≤ α‖ω‖. Es decir, B∗+ está α-dominando.

Recíprocamente, si para cada ω ∈ B∗ existen η, ξ ∈ B∗+ tales que ω = η − ξ con ‖η‖ ≤ α‖ω‖, entonces

sup
{
ω(a) : 0 ≤ a ≤ b, ‖b‖ ≤ 1

}
= ı́nf

{
‖η‖ : η ∈ B∗+, η ≥ ω

}
≤ α‖ω‖.

Ahora, supongamos que 0 ≤ a ≤ b y demostremos que ‖a‖ ≤ α‖β‖. Primero consideremos el caso en que

b = 0, así tenemos que 0 ≤ a ≤ 0. Por hipótesis, B∗+ está α-dominando, consecuentemente está generando y

por la proposición 2.3, B∗+ está α∨-generando.

Así por el teorema 2.2 el cono positivo B+ es normal. De aquí que B+ es propio y por lo tanto, a = 0. Con

lo cual ‖a‖ ≤ α‖b‖.
Mientras que para el caso en que b � 0, tenemos que

0 ≤
a
‖b‖
≤

b
‖b‖

y

∥∥∥∥∥ b
‖b‖

∥∥∥∥∥ = 1.
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Consecuentemente,

∥∥∥∥∥ a
‖b‖

∥∥∥∥∥ = sup

{
ω

(
a
‖b‖

)
: ‖ω‖ = 1

}
≤ sup
‖ω‖=1

sup
{
ω(x) : 0 ≤ x ≤ y, ‖y‖ ≤ 1, ‖ω‖ = 1

}
≤ α sup

‖ω‖=1

‖ω‖ = α,

es decir, ‖a‖ ≤ α‖b‖. Esto demuestra que ‖ · ‖ es α-monótona. �

Teorema 2.4. Para cada α ≥ 0, son equivalentes:

1’) B+ está aproximadamente α-dominando,

2’) ‖ · ‖B∗ es α-monótona.

Demostración. Para ver que 1’)⇒2’) sean ω, η ∈ B∗ con 0 ≤ ω ≤ η, entonces η ∈ B∗+. Luego, dada α′ > α y

a ∈ B1, tenemos por estar B+ aproximadamente α-dominando que existe b ∈ B+ tal que a ≤ b con ‖b‖ ≤ α′‖a‖.
Se sigue que ‖b‖ ≤ α′.

Ahora bien, supongamos que 0 ≤ ω(a), entonces ω(a) ≤ ω(b), con b ∈ B+ tal que a ≤ b y ‖b‖ ≤ α′.
Mientras que si ω(a) < 0, entonces ω(−a) ≤ ω(d) con d ∈ B+ tal que −a ≤ d y ‖d‖ ≤ α′.

Así, obtenemos

|ω(a)| ≤ sup
{
ω(b) : 0 ≤ b, a ≤ b y ‖b‖ ≤ α′

}
.

Luego,
1

α′
‖ω‖ ≤

1

α′
sup
‖a‖≤1

sup
{
ω(b) : 0 ≤ b, a ≤ b y ‖b‖ ≤ α′

}
.

De aquí que
1

α′
‖ω‖ ≤ ı́nf

{
‖ζ‖ : ζ ∈ B∗+, ζ ≥ ω

}
.

Por lo tanto, (α′)−1‖ω‖ ≤ ‖η‖. Equivalentemente, ‖ω‖ ≤ α′‖η‖, para toda α′ > α. De aquí que ‖ω‖ ≤ α‖η‖,
con lo cual la norma es α-monótona.

Para la implicación, 2’)⇒1’) observamos que la condición 1’) es equivalente a tener que:

B1 ⊂
(
Bα′ ∩ B+ − B+

)
, ∀α′ > α.

Si el conjunto C =
(
Bα ∩ B+ − B+

)
es σ-convexo, entonces por el lema 2.1 basta verificar que

B1 ⊂ C . (2.20)

Primero veamos que C es σ-convexo, supongamos que cn ∈ C , c =
∑

n λncn ∈ B y
∑

n λn = 1 para toda λn ≥ 0

con n ≥ 1. Entonces cn = an − bn con an ∈ Bα ∩ B+, bn ∈ B+ para cada n ≥ 1.

Así a :=
∑

n λnan ∈ Bα ∩ B+ y
∑

n λnbn ∈ B+ pues bn = an − cn. Para terminar, la contención dada en (2.20)

puede ser establecida en su forma polar mediante

B∗1 ⊃
(
Bα ∩ B+ − B+

)o

por lo que procediendo de forma análoga a la demostración del teorema 2.2, se sigue el resultado. �
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Para el caso α = 1, en la monotonía de la norma, existe una caracterización dual alternativa de naturaleza

distinta. Primero observemos que para cualquier a ∈ B, por una consecuencia del teorema de Hahn-Banach, ver

corolario C.2, existe ω ∈ B∗1 tal que ω(a) = ‖a‖. Pero aún con a ≥ 0 no podemos decir nada sobre la positividad

de ω; para esto necesitamos la monotonía de la norma.

Teorema 2.5. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) ‖ · ‖B es monótona,

2) Para cada a ∈ B+, existe ω ∈ B∗+ ∩ B∗1 tal que ω(a) = ‖a‖.

Demostración. Primero supongamos que ‖ · ‖B es monótona y sea a ∈ B+, entonces por una consecuencia del

teorema de Hahn-Banach (ver corolario C.2), existe η ∈ B∗ tal que η(a) = ‖a‖ y ‖η‖ = 1.

Además, por el teorema 2.3, tenemos que B∗+ está 1-dominando. Así para nuestra η ∈ B∗1, tenemos que

existe ω ∈ B∗+ ∩ B∗1 tal que ω ≥ η.
Luego,

‖a‖ = η(a) ≤ ω(a) ≤ ‖ω‖‖a‖ ≤ ‖a‖.

Por lo tanto, el funcional ω, cumple la condición 2.

Recíprocamente, si 0 ≤ a ≤ b y ω ∈ B∗+ ∩ B∗1 es tal que ω(a) = ‖a‖, entonces

‖a‖ = ω(a) ≤ ω(b) ≤ ‖ω‖‖b‖ ≤ ‖b‖,

pues ω(b − a) ≥ 0. Con lo cual tenemos que se cumple la condición 1. �

2.3. Operadores acotados

Sean (A, A+, ‖ · ‖A) y (B, B+, ‖ · ‖B) espacios de Banach ordenados. Entonces en el espacio de Banach

L := L(A, B) =
{
S : A→ B | S es acotado y lineal

}
con la norma de operadores, definimos el conjunto

L+ :=
{
S ∈ L | S A+ ⊂ B+

}
.

Veamos que L+ es un cono positivo, para esto consideremos (S n)n≥1 ⊂ L+ tal que S n → S en la norma de L,

cuando n → ∞. Si a ∈ A+, entonces S n(a) ≥ 0, para cada n ≥ 1. Luego, lı́mn→∞ S n(a) ≥ 0, por ser B+ cerrado.

Por lo tanto, S (a) ≥ 0.

En consecuencia, S ∈ L+, es decir, L+ es cerrado. Además es inmediato que para λ, μ ≥ 0, se satisface que

λL+ + μL+ ⊂ L+.
De esta manera, (L,L+, ‖·‖) es un espacio de Banach ordenado con la norma de operadores. A los elementos

S ∈ L+ se les conoce como operadores positivos y consideramos la asignación para cada S ∈ L(A, B) dada

mediante

‖S ‖+ := sup
{
‖S a‖ | a ∈ A1 ∩ A+

}
.

Claramente, ‖S ‖+ ≤ ‖S ‖.

Definición 2.13. Cuando se tiene que ‖S ‖+ = ‖S ‖ para cada S ∈ L+, decimos que la norma es positivamente
alcanzada.





Capítulo 3

Semigrupos positivos

En este capítulo, desarrollamos la teoría de semigrupos positivos en espacios de Banach ordenados.

3.1. Co-semigrupos

En está sección, estudiamos semigrupos de operadores que actúan en un espacio de Banach ordenado.

Definición 3.1. En un espacio de Banach (B, ‖ · ‖B), una familia S =
{
S t

}
t≥0 de operadores lineales acotados

de B en B es un Co-semigrupo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) S sS t = S s+t para cada s, t ≥ 0 (condición de semigrupo)

2) S 0 = I

3) lı́m
t→0+
‖S ta − a‖ = 0, para cada a ∈ B.

Además, si B está ordenado mediante un cono positivo, B+, entonces decimos que S es un Co-semigrupo
positivo si además se cumple que

4) S tB+ ⊂ B+, para todo t > 0.

Similarmente, si (B∗, ‖ · ‖B∗) es el espacio dual de (B, ‖ · ‖B), entonces una familia T =
{
Tt

}
t≥0 de operadores

lineales acotados de B∗ en B∗ es un C∗o-semigrupo si se cumplen las propiedades 1 y 2 con Tt en lugar de S t y
junto con

3∗) a.- La aplicación definida en [0,∞) mediante t �→ (Ttω)(a) es continua para todo ω ∈ B∗ y a ∈ B ,

b.- La aplicación definida sobre B∗ mediante ω �→ (Ttω)(a) es σ(B∗, B)-continua para cada t ≥ 0 y
a ∈ B.

Y si el espacio dual B∗, está ordenado mediante un cono dual positivo, B∗+, entonces decimos que T es un
C∗o-semigrupo positivo si además se cumple la siguiente propiedad

4∗) TtB∗+ ⊂ B∗+, para todo t > 0.

23
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La relación entre estos dos tipos de semigrupos está dada por la dualidad, es decir, si S =
{
S t

}
t≥0 es un

Co-semigrupo en B, entonces definiendo

S ∗ =
{
S ∗t : S ∗t es el operador adjunto de S t

}
t≥0

obtenemos un C∗o-semigrupo en B∗.
Para verificar esto último, recordemos que para todo ω ∈ B∗, el adjunto de S se define como el funcional

S ∗t (ω) dado por (S ∗tω)(a) = ω
(
S t(a)

)
, para cada a ∈ B.

De aquí que si s, t ≥ 0, a ∈ B y ω ∈ B∗, entonces

S ∗0(ω)(a) = ω(S 0(a)) = ω(Ia) = ω(a) = (Iω)(a).

Además, (
S ∗s+tω

)
(a) = ω

(
S s+t(a)

)
= ω

(
S sS ta

)
= S ∗s

(
ω(S ta)

)
= S ∗sS

∗
t
(
ω
)
(a).

Esto demuestra que
{
S ∗t

}
t≥0 es un semigrupo.

Por último, tenemos que

lı́m
t→0+

(
S ∗tω

)
(a) = lı́m

t→0+
ω
(
S t(a)

)
= ω

(
lı́m
t→0+

S t(a)
)
= ω(a),

pues ω ∈ B∗ y {S t}t≥0 es un C0-semigrupo, i. e.,

lı́m
t→0+

S ∗tω = ω, ∀ω ∈ B∗.

Con lo cual,

lı́m
t→0+

S ∗t − I = 0.

Por lo tanto, tenemos que S ∗t es continuo para cada t ≥ 0 en la topología σ(B∗, B).

Recíprocamente, si T =
{
Tt

}
t≥0 es un C∗o-semigrupo en B∗, entonces existe un Co-semigrupo T ∗ =

{
T ∗t

}
t≥0

en B, cuyo adjunto es (T ∗t )∗ = Tt para cada t ≥ 0. Ver [BR84].

Ahora bien, para cada Co-semigrupo tenemos la siguiente definición.

Definición 3.2. El generador infinitesimal de un Co-semigrupo S =
{
S t

}
t≥0 en B es el operador lineal H, con

dominio D(H) donde

D(H) =

{
a ∈ B : existe b ∈ B tal que lı́m

t→0+

∥∥∥∥∥(I − S t)a
t

− b
∥∥∥∥∥ = 0

}
y

Ha = b , ∀a ∈ D(H).

Por otra parte, el generador de un C∗o-semigrupo T =
{
Tt

}
t≥0 en B∗ se define de manera similar pero con la

σ(B∗, B)-derivada, es decir, es un operador lineal K, con dominio D(K) donde

D(K) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ω ∈ B∗ : existe η ∈ B∗ tal que lı́m
t→0+

((
I − Tt

)
ω
)

t
(a) = η(a) , para cada a ∈ B

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ y

Kω = η , ∀ω ∈ D(K).
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El generador infinitesimal H de un Co-semigrupo tiene dominio denso en B, es decir, D(H) = B. Además, el

generador infinitesimal resulta ser un operador lineal cerrado. Para ver los detalles, puede consultarse [Paz83].

Para ver la relación entre los generadores infinitesimales de un Co-semigrupo y un C∗o-semigrupo, requeri-

mos del concepto de operador adjunto de un operador lineal no acotado. (Ver definición C.11)

Proposición 3.1. Si S es un Co-semigrupo con generador H, entonces su C∗o-semigrupo dual S ∗ tiene como
generador al operador adjunto de H, i. e., al operador H∗.

Demostración. Sean K el generador de S ∗ y H∗ el operador adjunto del generador H de S . Debemos mostrar

que D(K) = D(H∗) y Kω = H∗ω, para toda ω ∈ D(K).

Sea ω ∈ D(K), entonces para cada a ∈ D(H) se tiene por la definición 3.2 que

ω(Ha) = ω
(
lı́m
t→0+

I − S t

t
(a)

)
= lı́m

t→0+

1

t
ω
(
(I − S t)(a)

)
= lı́m

t→0+

1

t

(
I − S ∗t

)
ω(a) = η(a), para algún η ∈ B∗.

De esta manera, para cada ω ∈ D(K), existe η ∈ B∗ tal que H∗ω(a) = ω(Ha) = η(a), para toda a ∈ D(H). Es

decir, ω ∈ D(H∗) con Kω = η = H∗ω. Con lo cual, tenemos que K es restricción de H∗. Ahora bien, para la

otra contención tomamos ω ∈ D(H∗), en consecuencia existe ξ ∈ B∗ tal que

ξ(a) = ω(Ha) = ω
(
lı́m
t→0+

I − S t

t
(a)

)
= lı́m

t→0+

1

t
ω
(
(I − S t) (a)

)
= lı́m

t→0+

1

t

(
I − S ∗t

)
ω(a).

De aquí que ω ∈ D(K) y Kω = ξ. Por lo tanto, H∗ es una restricción de K y como K es restricción de H∗,
concluimos que K = H∗. �

En particular, tenemos el siguiente tipo de semigrupos con su respectivo generador infinitesimal.

Definición 3.3. Un C0 semigrupo S =
{
S t

}
t≥0 en B es de contracciones si

‖S t‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0.

Los resultados clásicos para caracterizar los operadores H : D(H) ⊂ B→ B que son generadores infinitesi-

males de Co-semigrupos son los siguientes:

Teorema 3.1. (Feller-Miyadera-Phillips)
En un espacio de Banach B, son equivalentes:

1) H genera un Co-semigrupo S = {S t}t≥0 con

‖S t‖ ≤ Meγt, ∀t ≥ 0,

para algún M ≥ 1, γ ∈ R y β > 0 con βγ < 1.

2) H es un operador lineal norma cerrado y definido norma denso con

i) R(I + βH) = B, es decir, el rango del operador I + βH es B.

ii) ‖(I + αH)na‖ ≥ (1 − αγ)nM−1‖a‖, para cualesquiera α ∈ (0, β], a ∈ D(Hn) y n ≥ 1.

Para los semigrupos de contracciones, tenemos
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Teorema 3.2. (Hille-Yosida)
En un espacio de Banach B, son equivalentes:

1) H genera un Co-semigrupo de contracciones.

2) H es un operador lineal norma cerrado y definido norma denso con

i) R(I + βH) = B, es decir, el rango del operador I + βH es B, para algún β > 0.

ii) ‖(I + αH)na‖ ≥ ‖a‖, para cada α ∈ (0, β] y para toda a ∈ D(Hn).

Estos resultados pueden consultarse en [BR84].

A continuación, estudiamos condiciones necesarias y suficientes para determinar cuándo un operador li-

neal es el generador de un C0-semigrupo positivo de contracciones, para este fin introducimos el concepto de

disipatividad.

3.2. Operadores disipativos

A lo largo de esta sección, H denotará un operador lineal en un espacio de Banach real con dominio D(H)

denso en la norma y consideraremos p : B → R un funcional sublineal en B, es decir, una función p que

satisface ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
p(a + b) ≤ p(a) + p(b) ; ∀a, b ∈ B,

p(λa) = λp(a) ; ∀a ∈ B,∀λ ≥ 0.
(3.1)

Definición 3.4. Decimos que p : B → R es una media-norma (por Half-Norm en inglés) en un espacio de
Banach B, si es un funcional sublineal continuo.

En particular, por ser p funcional sublineal tenemos que 0 = p(0) ≤ p(a) + p(−a), por lo que p(a) ≥ 0, o

bien p(−a) ≥ 0. La continuidad de p equivale a la existencia de una constante k tal que |p(a)| ≤ k‖a‖, para toda

a ∈ B.

Definición 3.5. Decimos que una media-norma p : B→ R es propia si

máx
{
p(a), p(−a)

}
> 0,

para toda a ∈ B\{0}.

Observación 3.2.1. Para cada media-norma propia p en B, la función ‖ · ‖p : B→ R dada por

‖a‖p := máx
{
p(a), p(−a)

}
define una norma en B.

Demostración. Por ser p una media-norma propia tenemos que máx{p(a), p(−a)} ≥ 0 para todo a ∈ B, de aquí

que ‖a‖p ≥ 0 para todo a ∈ B. Además,

‖a‖p = 0⇔ p(a) = p(−a) = 0⇔ a = 0.
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Ahora bien, si α ≥ 0, entonces p(αa) = αp(a) y p(−αa) = αp(−a) para toda a ∈ B. En consecuencia,

‖αa‖p = máx{p(αa), p(−αa)} = αmáx{p(a), p(−a)} = α‖a‖p = |α|‖a‖p.

Mientras que si α < 0, entonces p(αa) = p(−α(−a)) = −αp(−a) y p(−αa) = −αp(a). De está manera,

‖αa‖p = máx{p(αa), p(−αa)} = −αmáx{p(−a), p(a)} = |α|‖a‖p.

Es decir, para cada α ∈ R, se cumple que ‖αa‖p = |α|‖a‖p,∀a ∈ B.

Finalmente, si a, b ∈ B, entonces p(a + b) ≤ p(a) + p(b) y p(−a − b) ≤ p(−a) + p(−b). Luego,

‖a + b‖p = máx{p(a + b), p(−a − b)} ≤ máx{p(a), p(−a)} +máx{p(b), p(−b)} = ‖a‖p + ‖b‖p.

�

Definición 3.6. El subdiferencial de una media-norma p en a ∈ B es el conjunto

dp(a) =
{
ω ∈ B∗ : ω ≤ p, ω(a) = p(a)

}
.

Por el teorema de Hahn-Banach dado en A.1, tenemos que dp(a) es no vacío. Además, Dados b ∈ B y

λ ∈ R, existe ω ∈ dp(a) tal que ω(b) = λ si y sólo si

p(a) − p(a − tb)

t
≤ λ ≤

p(a + tb) − p(a)

t
(3.2)

para cada t > 0.

Observación 3.2.2. Si p es una media-norma en B, entonces para cada a, b ∈ B la aplicación f : R→ R dada
por f (t) = p(a + tb) es convexa.

Demostración. Sean s, t ∈ R y γ ∈ (0, 1), entonces por ser p una media-norma tenemos

f
(
γs + (1 − γ)t

)
= p

(
a + (γs + (1 − γ)t)b

)
= p

(
γa + (1 − γ)a + (γs + (1 − γ)t)b

)
≤ γp(a + sb) + (1 − γ)p(a + tb)

= γ f (s) + (1 − γ) f (t).

Esto demuestra que f es convexa. �

Lema 3.1. Para cada b ∈ B, y toda λ ∈ R, se tiene que la desigualdad (3.2) es equivalente a

lı́m
t→0+

p(a) − p(a − tb)

t
≤ λ ≤ lı́m

t→0+

p(a + tb) − p(a)

t
. (3.3)

Demostración. Sean b ∈ B y λ ∈ R, así para cada t > 0 por el teorema C.4 aplicado a f tenemos con

x = −t, y = x′ = 0, y′ = s > 0, que se cumple

p(a) − p(a − tb)

t
≤

p(a + sb) − p(a)

s
.

El cociente del lado izquierdo determina una función monótona creciente de t > 0, y el lado derecho es

decreciente como función de s > 0, como consecuencia del teorema C.4. Por lo tanto,

p(a) − p(a − tb)

t
≤ lı́m

t→0+

p(a) − p(a − tb)

t
≤ lı́m

s→0+

p(a + sb) − p(a)

s
≤

p(a + sb) − p(a)

s
.

De aquí que λ ∈ R, cumple (3.2) si y sólo si satisface (3.3). �
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Teorema 3.3. Sea H : D(H) → B un operador lineal densamente definido en un espacio de Banach real B, y
consideremos una media-norma p en B. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Para cada α > 0, p
(
(I + αH)a

)
≥ p(a), para toda a ∈ D(H),

2) Para cada a ∈ D(H), existe ω ∈ dp(a) tal que ω(Ha) ≥ 0,

3) Para cada a ∈ D(H) y para cualquier ω ∈ dp(a), ω(Ha) ≥ 0.

Demostración. La implicación 3) ⇒ 2) es obvia y para ver que 2) ⇒ 1) basta tomar en (3.2) b = Ha, con

a ∈ D(H), así la condición 2) implica que

p(a + tHa) − p(a)

t
≥ 0 ,∀t > 0

De esta manera, para toda t > 0,

p(a + tHa) − p(a) ≥ 0, ∀a ∈ D(H).

Mientras que para 1)⇒ 3), tomamos a, b ∈ D(H) y t > 0, entonces por ser p una media-norma, tenemos

p(a − tHa) ≤ p(a − tb) + tp(b − Ha)

≤ p
(
(I + tH)(a − tb)

)
+ tp(b − Ha)

≤ p(a) + tp(Ha − b) + tp(b − Ha) + t2 p(−Hb).

Así, concluimos que

lı́m
t→0+

p(a) − p(a − tHa)

t
≥ −p(Ha − b) − p(b − Ha).

Luego, por ser D(H) denso y p continua, el lado derecho de está última desigualdad puede hacerse arbitraria-

mente pequeño al tomar una sucesión (bn) ⊂ D(H) que converja a Ha.

Con lo cual,

lı́m
t→0+

p(a) − p(a − tHa)

t
≥ 0.

Finalmente, dado ω ∈ dp(a), al hacer b = Ha, tenemos por (3.2) que ω(Ha) = λ ≥ 0. �

De hecho, en el teorema 3.3 basta verificar la condición (1) en algún intervalo (0, ε) con ε > 0 y extender

por convexidad a todo el intervalo (0,∞). A partir de el teorema 3.3, damos la siguiente definición.

Definición 3.7. Decimos que un operador lineal H densamente definido en un espacio de Banch real B, es
p-disipativo si cumple alguna de las condiciones del teorema 3.3.

El término "disipativo", aparece en el contexto de Co-semigrupos. La disipatividad es una forma infinitesi-

mal de la condición de contractibilidad. Para ver esto, sea S un Co-semigrupo con generador H y supongamos

que S es p-contractivo, es decir,

p (S ta) ≤ p(a)
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para toda t ≥ 0 y a ∈ B. Entonces, dado ω ∈ dp(a), se cumple que

ω (S ta) ≤ p (S ta) ≤ p(a) = ω(a).

Por lo tanto, para toda a ∈ D(H), por definición de generador,

ω(Ha) = lı́m
t→0+
ω

((
I − S t

)
a

t

)
≥ 0.

Es decir, H es un operador p-disipativo.

Como H es el generador de un C0-semigrupo, entonces por el teorema 3.1.10 en [BR02] para semigrupos

de contracciones y el teorema 11.6.6 en [HP57] para una clase más general de semigrupos, se tiene que para

cada a ∈ B,

S ta = lı́m
n→∞

(I + tH/n)−na.

De aquí que

p (S ta) = lı́m
n→∞

p
(
(I + tH/n)−na

)
.

Supongamos que H es p-disipativo, por el teorema 3.3 tenemos que

p
(
(I + αH)a

)
≥ p(a).

Luego,

p
(
(I + αH)2a

)
≥ p

(
(I + αH)a

)
≥ p(a).

Por lo que de manera inductiva, concluimos que

p
(
(I + αH)na

)
≥ p(a) , ∀n ≥ 1.

Consecuentemente,

p
(
(I + tH/n)−na

)
≤ p(a) , ∀n ≥ 1.

Así,

p (S ta) ≤ p(a),

para toda a ∈ B. Con lo cual, S es p-contractivo.

De acuerdo a lo anterior, notemos que un C0-semigrupo es de contracciones si y sólo si su generador infini-

tesimal es ‖ · ‖-disipativo, de manera más sencilla norma-disipativo. Este hecho, forma parte de lo establecido

por el teorema de Hille-Yosida [Paz83] por que la norma-disipatividad corresponde a la estimación

‖(I + αH)a‖ ≥ ‖a‖

para toda a ∈ D(H) y toda α > 0 pequeña.

Observación 3.2.3. A los operadores norma-disipativos, también se les conoce simplemente como operadores
disipativos.

A continuación, estudiamos algunas propiedades de los operadores p-disipativos. Por ejemplo, encontra-

mos operadores H para los cuales existe γ ∈ R tal que (H + γI) es p-disipativo. En este contexto, el siguiente

resultado es útil.
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Proposición 3.2. Sea γ ∈ R, entonces son equivalentes:

1) (H + γI) es p-disipativo.

2) Para toda α > 0 tal que 1 − αγ > 0, se cumple que p
(
(I + αH)a

)
≥ (1 − αγ)p(a), para cada a ∈ D(H).

Demostración. Primero observamos que si α > 0 es tal que 1 − αγ > 0 y a ∈ D(H), se cumple que

p
(
(I + αH)a

)
= (1 − αγ)p

(
(I + α(1 − αγ)−1(H + γI))a

)
. (3.4)

Ahora bien, si suponemos la condición 1) tenemos por el teorema 3.3 aplicado al lado derecho de está igualdad

que

p
(
(I + αH)a

)
≥ (1 − αγ)p(a).

Esto demuestra 1)⇒ 2).

Para ver que 2)⇒ 1), suponemos que

p
(
(I + αH)a

)
≥ (1 − αγ)p(a),

para toda α > 0 tal que 1 − αγ > 0 y cada a ∈ D(H).

Entonces por (3.4), tenemos que

(1 − αγ)p
(
(I + α(1 − αγ)−1(H + γI))a

)
≥ (1 − αγ)p(a)

para toda α > 0 tal que 1 − αγ > 0 y cada a ∈ D(H).

Es decir,

p
(
(I + α(1 − αγ)−1(H + γI))a

)
≥ p(a).

Por lo tanto, al tomar β = α(1 − αγ)−1 > 0, concluimos que

p
(
(I + β(H + γI))a

)
≥ p(a)

Lo cual significa que (H + γI) es p-disipativo en virtud del teorema 3.3. �

Para establecer que los operadores p-disipativos tienen un buen comportamiento con respecto a la topología

inducida por la norma, requerimos de las siguientes definiciones.

Definición 3.8. Sean B un espacio de Banach real y D(A) ⊂ B un subespacio. Definimos la gráfica de un
operador lineal A : D(A)→ B, como el conjunto

G(A) =
{
(x, Ax) ∈ B × B : x ∈ D(A)

}
.

Definición 3.9. Sea B un espacio de Banach real y consideremos Ai : D(Ai) → B operadores lineales con
D(Ai) subespacios B con i = 1, 2. Decimos que A2 es extensión de A1, lo cual lo denotamos por A1 ⊂ A2, si
D(A1) ⊂ D(A2) y A2x = A1x, para cada x ∈ D(A1).

Definición 3.10. Sea B un espacio de Banach. Decimos que un operador lineal A : D(A) ⊂ B→ B es cerrado
si su gráfica G(A) es un conjunto cerrado en B × B.
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Definición 3.11. Sea B un espacio de Banach real. Decimos que un operador lineal A : D(A) ⊂ B → B es
cerrable si dadas b ∈ B y (an)n≥1 ⊂ D(A) con an → 0 y Han − b→ 0, conforme n→ ∞, entonces b = 0.

Teorema 3.4. Sea H un operador p-disipativo, donde p es una media-norma propia en B. Entonces, H es un
operador cerrable y su mínima extensión cerrada denotada por H también es p-disipativo.

Demostración. Supongamos que H es p-disipativo y veamos primero que H es cerrable, para esto considera-

mos (an)n≥1 ⊂ D(H) y b ∈ B tales que an → 0 y Han − b → 0, si n → ∞. Para demostrar que b = 0, tomemos

b′ ∈ D(H), luego para cada t > 0, tenemos por el teorema 3.3 que

p(an − tb) ≤ p(an − tb′) + tp(b′ − b)

≤ p
(
(I + tH)(an − tb′)

)
+ tp(b′ − b)

≤ p(an) + tp(b − b′) + tp(b′ − b) + tp(Han − b) + t2 p(−Hb′).

Tomando límite cuando n→ ∞ y usando que p es continua, concluimos

tp(−b) ≤ tp(b − b′) + tp(b′ − b) + t2 p(−Hb′)
⇒ p(−b) ≤ p(b − b′) + p(b′ − b) + tp(−Hb′)

para cada t > 0. Y al tomar límite cuando t → 0+,

p(−b) ≤ p(b − b′) + p(b′ − b).

Por ser D(H) norma-denso y p continua, el lado derecho de está desigualdad, puede hacerse arbitrariamente

pequeño tomando b′ = (bn)n≥1 tal que bn → b.

Por lo tanto, p(−b) = 0 y de manera análoga, vemos que p(b) = 0. Con lo cual b = 0, por ser p propia. De

aquí que H es cerrable.

Finalmente, H es p-disipativo por la condición 1) del teorema 3.3 y la continuidad de p. �

Definición 3.12. Definimos la media-norma canónica en (B, B+, ‖ · ‖B) con B+ propio mediante

N(a) = ı́nf
{
‖b‖ : b ∈ B, b ≥ a

}
.

Veamos que N : B → [0,∞) es una media-norma ya que si a, c, b1, b2 ∈ B son tales que b1 ≥ a y b2 ≥ c,

entonces b1 + b2 ≥ a + c.

De está manera,

N(a + c) ≤ ‖b1 + b2‖ ≤ ‖b1‖ + ‖b2‖.

Por lo tanto,

N(a + c) ≤ N(a) + N(c).

Además, si α > 0, entonces para a, b ∈ B se cumple que

N(αa) = ı́nf{‖b‖ : b ≥ αa}
= ı́nf{‖αb‖ : b ≥ a}
= α ı́nf{‖b‖ : b ≥ a}
= αN(a).

Finalmente, notamos que 0 ≤ N(a) ≤ ‖a‖, lo cual se obtiene tomando b = a en la definición 3.12. Por lo tanto,

N es una media-norma. Además, se tiene la propiedad de que N(a) = 0, si y sólo si a ≤ 0.
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Lema 3.2. Sea ω un funcional lineal en (B, B+, ‖ · ‖) y α ≥ 0. Entonces, son equivalentes

1) ω ∈ B∗+ ∩ B∗α

2) ω(a) ≤ αN(a), para cada a ∈ B.

Demostración. Primero supongamos que ω ∈ B∗+ ∩ B∗α y tomemos a, b ∈ B tales que b ≥ a, entonces

ω(a) ≤ ω(b) ≤ ‖ω‖‖b‖ ≤ α‖b‖.

Así, por definición de media-norma canónica, ω(a) ≤ αN(a).

Recíprocamente, si ω(a) ≤ αN(a), para cada a ∈ B, entonces ω(a) ≤ α‖a‖. Luego, ‖ω‖ ≤ α. Por último,

para verificar que ω ∈ B∗+, consideramos x ≥ 0, entonces N(−x) = 0. Luego, ω(−x) ≤ αN(−x) = 0. Por lo

tanto, ω(x) ≥ 0, es decir, ω ∈ B∗+. �

Una consecuencia inmediata del lema 3.2, es el hecho de que el subdiferencial con respecto de N esta

caracterizado mediante

dN(a) = {ω ∈ B∗+ ∩ B1 : ω(a) = N(a)},

para cada a ∈ B. Otra propiedad importante de la media-norma canónica es que nos da una forma de determinar

cuándo la norma es monótona. Este hecho se concentra en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. En (B, B+, ‖ · ‖B), son equivalentes

1) ‖ · ‖ es monótona

2) N(a) = ‖a‖ para cada a ∈ B+

Demostración. Si tenemos que ‖ · ‖ es monótona en B, entonces para cada a, b ∈ B tales que 0 ≤ a ≤ b se

cumple que ‖a‖ ≤ ‖b‖. Luego, ‖a‖ ≤ N(a) y siempre se vale que N(a) ≤ ‖a‖. Con lo cual, N(a) = ‖a‖.
Recíprocamente, sean a, b ∈ B tales que 0 ≤ a ≤ b, entonces a, b ∈ B+. Así, ‖a‖ = N(a) ≤ ‖b‖. De está

manera, obtenemos que ‖a‖ ≤ ‖b‖, es decir, ‖ · ‖ es monótona. �

Ahora, consideremos un espacio de Banach ordenado (B, B+, ‖ · ‖) con B+ propio y tal que intB+ � ∅, en

consecuencia para H densamente definido, tenemos que existe u ∈ D(H) ∩ intB+.
Así, dada u ∈ intB+ y b ∈ B+, se cumple que λu + b ∈ intB+, para toda λ > 0. Luego, intB+ es un conjunto

denso en B+.
Por otra parte, para cada u ∈ intB+, existe ε > 0 tal que {a ∈ B : ‖a − u‖ < ε} ⊂ B+. Por lo que si a ∈ B,

entonces −λu ≤ a ≤ λu, para toda λ > ‖a‖/ε, ya que ‖u − (u ± a/λ)‖ = ‖a‖/λ < ε. Con lo cual, u ± a/λ ∈ B+,
es decir, λu ± a ∈ B+.

Lema 3.3. Sean u ∈ intB+ y ω ∈ B∗+ tales que ω(u) = 0. Entonces ω = 0.

Demostración. Sea a ∈ B, entonces por ser u punto interior de B+, existe λ ≥ 0 tal que λu ≥ a. De aquí que

ω(λu) ≥ ω(a), luego 0 ≥ ω(a).

Mientras que para −a, existe γ ≥ 0 tal que γu ≥ −a, con lo cual ω(γu) ≥ ω(−a), así 0 ≥ −ω(a). Finalmente,

0 ≤ ω(a) ≤ 0, para cada a ∈ B. Por lo tanto ω = 0. �

Además, tenemos las siguientes medias-normas.
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Definición 3.13. Para cada u ∈ intB+, definimos dos medias-normas en B asociadas a u, mediante

Nu(a) = ı́nf{λ ∈ R+ : a ≤ λu},
N̂u(a) = ı́nf{λ ∈ R : a ≤ λu},

con R+ = {λ ∈ R : λ ≥ 0}.

En efecto, Nu es una media-norma en B, pues dados λ1, λ2 ≥ 0 tales que λ1u ≥ a y λ2u ≥ b, entonces

(λ1 + λ2)u ≥ a + b.

De aquí que Nu(a + b) ≤ λ1 + λ2. Por lo tanto, Nu(a + b) ≤ Nu(a) + Nu(b).

Además, para α, λ > 0 se tiene que αλu ≥ αa si y sólo si λu ≥ a. Con lo cual, Nu(αa) = αNu(a).

De manera análoga, se demuestra que N̂u es una media-norma en B. También es importante notar que si

b ≤ 0, entonces Nu(b) = 0 y para toda a ∈ B, se verifica que a ≤ Nu(a)u.

Así, por la observación 3.2.1, cuando Nu es propia obtenemos una nueva norma en B dada por

‖a‖u = máx
{
Nu(a),Nu(−a)

}
.

Proposición 3.3. Para cada u ∈ intB+ y a ∈ B, se cumple que

‖a‖u = ı́nf
{
λ ∈ R+ : a ∈ [−λu, λu]

}

donde a ∈ [−λu, λu] si y sólo si, −λu ≤ a ≤ λu.

Demostración. Sean a ∈ B y λ ∈ R+ tales que a ∈ [−λu, λu], entonces −λu ≤ a y a ≤ λu. Es decir, −a ≤ λu y

a ≤ λu. Luego, Nu(−a) ≤ λ y Nu(a) ≤ λ.
Por lo tanto,

‖a‖u ≤ ı́nf
{
λ ∈ R+ : a ∈ [−λu, λu]

}
.

Para establecer la otra desigualdad, observamos que para cada ε > 0, se tiene que existe λε ≥ 0 tal que a ≤ λεu
y λε < ‖a‖u + ε.

Esto implica que a < (‖a‖u+ ε)u para todo ε > 0. De aquí que, a ≤ ‖a‖uu. De manera análoga, se demuestra

que −a ≤ ‖a‖uu.

Con lo cual, a ∈ [−‖a‖uu, ‖a‖uu]. Se sigue entonces

ı́nf
{
λ ∈ R+ : a ∈ [−λu, λu]

}
≤ ‖a‖u.

�

Las propiedades de un operador disipativo con respecto a las medias-normas dadas en la definición 3.13

están señaladas a continuación.

Lema 3.4. Para cada u ∈ intB+ y a ∈ B, se cumple que

dNu(a) =
{
ω ∈ B∗+ : ω(u) ≤ 1, ω(a) = Nu(a)

}
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Demostración. Si ω ∈ dNu(a), entonces ω ∈ B∗ con ω(a) = Nu(a) y ω(b) ≤ Nu(b) para todo b ∈ B.

En particular, si b ∈ B+, entonces

ω(−b) ≤ Nu(−b) = ı́nf{λ ≥ 0: λu ≥ −b} = ı́nf{λ ≥ 0: λu + b ≥ 0} = 0.

con lo cual, −ω(b) ≤ 0. Se sigue que, ω ∈ B∗+.
Además, ω(u) ≤ Nu(u) = 1. Por lo tanto, ω ∈ B∗+, ω(u) ≤ 1 y ω(a) = Nu(a). Es decir,

dNu(a) ⊂
{
ω ∈ B∗+ : ω(u) ≤ 1, ω(a) = Nu(a)

}
.

Para ver la otra contención, sea ω ∈
{
ω ∈ B∗+ : ω(u) ≤ 1, ω(a) = Nu(a)

}
, entonces, para b ∈ B y λ ≥ 0 tales que

λu ≥ b, se cumple que λu − b ≥ 0. Así, ω(λu − b) ≥ 0, es decir, λω(u) ≥ ω(b).

De está manera, usando que 1 ≥ ω(u), tenemos que λ ≥ λω(u) ≥ ω(b) para todo λ ≥ 0 tal que λu ≥ b y por

la definición de Nu, concluimos que ω(b) ≤ Nu(b).

En consecuencia, {
ω ∈ B∗+ : ω(u) ≤ 1, ω(a) = Nu(a)

}
⊂ dNu(a).

�

Proposición 3.4. Sea u ∈ D(H) ∩ intB+. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1) Para cada α > 0, suficientemente pequeña, si a ∈ D(H) y (I + αH)a ∈ B+, entonces a ∈ B+.

2) Para algún γ ≥ N̂u(−Hu), el operador (H + γI) es Nu-disipativo.

3) Si a ∈ D(H) ∩ B+ y ω ∈ B∗+ es tal que ω(a) = 0, entonces ω(Ha) ≤ 0.

Demostración. Primero veamos que 1) ⇒ 2). Sea γ ≥ N̂u(−Hu), entonces por definición de N̂u, tenemos que

−Hu ≤ γu, equivalentemente, (I + αH)u ≥ (1 − αγ)u para cada α > 0.

De aquí que para toda λ ≥ 0 y α ≥ 0 suficientemente pequeña, se cumple que

λu ≤ λ(1 − αγ)−1(I + αH)u (3.5)

Por otro lado, sea a ∈ D(H), entonces

Nu

(
(I + αH)a

)
= ı́nf{λ ≥ 0: (I + αH)a ≤ λu}

y por la desigualdad (3.5) tenemos que

{λ ≥ 0: (I + αH)a ≤ λu} ⊂ {λ ≥ 0: (I + αH)a ≤ λ(1 − αγ)−1(I + αH)u}.

Entonces
Nu

(
(I + αH)a

)
≥ ı́nf{λ ≥ 0: (I + αH)a ≤ λ(1 − αγ)−1(I + αH)u}

≥ ı́nf{λ ≥ 0: a ≤ λ(1 − αγ)−1u}.

La última desigualdad se sigue del hecho de que (I + αH)a ≤ λ(1 − αγ)−1(I + αH)u implica que

(I + αH)
(
λ(1 − αγ)−1u − a

)
≥ 0
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y por la hipótesis (1) esto a su vez implica que λ(1 − αγ)−1u − a ≥ 0, equivalentemente, a ≤ λ(1 − αγ)−1u.

Entonces,

Nu

(
(I + αH)a

)
≥ ı́nf{λ ≥ 0: a ≤ λ(1 − αγ)−1u} = Nu

(
(1 − αγ)a

)
= (1 − αγ)Nu(a).

Por la proposición 3.2, concluimos que (H + γI) es Nu-disipativo.

Ahora bien, la implicación 2)⇒ 1), se sigue del hecho de que si (I + αH)a ∈ B+, entonces por la hipótesis

y la definición de Nu,

0 = Nu
(
−(I + αH)a

)
≥ (1 − αγ)Nu(−a)

con 1 − αγ > 0, por la proposición 3.2. Así, tenemos que −a ≤ 0, es decir, a ∈ B+.
Para ver que 2) ⇒ 3) usamos el lema 3.4. Por lo que si a ∈ D(H) ∩ B+ y ω ∈ B∗+ con ω(a) = 0, entonces

ω(u) ≥ 0 y también se cumple que ı́nf{λ ≥ 0: λu ≥ −a} = Nu(−a) = 0.

Basta considerar el caso en que ω � 0 y por el lema 3.3, podemos suponer que ω(u) > 0, entonces por el

lema 3.4 tenemos que
ω

ω(u)
∈ dNu(−a)

Por lo tanto, en virtud del teorema 3.3, concluimos que

ω

ω(u)

(
(H + γI)(−a)

)
≥ 0.

De aquí que ω
(
(H + γI)(−a)

)
≥ 0, luego ω(−Ha) ≥ γω(a)=0. Se sigue que, ω(Ha) ≤ 0.

Finalmente, para establecer que 3) ⇒ 2), tomamos γ ≥ N̂u(−Hu), de aquí que Hu ≥ −γu. Por lo que si

a ∈ D(H), ω ∈ dNu(a)\{0}, entonces podemos suponer que ω(u) > 0 en virtud del lema 3.3.

Luego, por el lema 3.4,

b :=
Nu(a)u
ω(u)

− a ∈ B+,

pues a ≤ Nu(a)u ≤ (1/ω(u))Nu(a)u, ya que ω(u) ≤ 1 en virtud del lema 3.4. En consecuencia,

Nu(a)u
ω(u)

− a ≥ 0.

Además, ω ∈ B∗+ y ω(b) = Nu(a) − ω(a) = 0, por ser ω elemento de la subdiferencial de Nu.

Por lo tanto, por la hipótesis 3) deducimos que 0 ≥ ω(Hb) y

ω(Hb) = ω

(
Nu(a)Hu
ω(u)

− Ha
)
=

Nu(a)

ω(u)
ω(Hu) − ω(Ha) ≥ −γNu(a) − ω(Ha) = −ω

(
(H + γI)a

)
.

Con lo cual ω((H + γI)a) ≥ 0. Y por el teorema 3.3, tenemos que (H + γI) es un operador Nu-disipativo. �

La condición (1) de la proposición 3.4 establece la positividad del operador (I + αH)−1, cuando este exista.

Mientras que la condición (3), se conoce como la propiedad de que H tiene elementos negativos fuera de la

diagonal.

Por otro lado, si N es la media-norma canónica, entonces dado H un operador N-disipativo este tiene la

propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal ya que por el lema 3.2, obtenemos

dN(a) = {ω ∈ B∗+ ∩ B∗1 : ω(a) = N(a)}.
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Así, dada a ∈ D(H)∩B+, ω ∈ B∗+∩B∗1 con ω(a) = 0. Tenemos que ω ∈ dN(−a) pues N(−a) = 0, por ser −a ≤ 0

y por la N-disipatividad, concluimos que ω(−Ha) ≥ 0.

Cabe mencionar que estas afirmaciones carecen de sentido, si D(H) ∩ B+ = ∅, lo cual se evita al suponer

que intB+ � ∅, pues de esta manera, D(H) contiene elementos positivos por ser un subconjunto denso.

Corolario 3.1. Para cada u ∈ D(H) ∩ intB+, son equivalentes:

1) H es Nu-disipativo.

2) H es ‖ · ‖u-disipativo y tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

3) Hu ≥ 0 y H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Demostración. Primero supongamos que Hu ≥ 0 y que H tiene la propiedad de tener elementos negativos

fuera de la diagonal. Entonces por la definición de N̂u, se tiene que N̂u(−Hu) ≤ 0. Así, por la proposición 3.4,

H es Nu-dispativo. Esto demuestra que 3) implica 1).

Veamos ahora que que 1) implica 2). Como H es Nu-disipativo por hipótesis, consideremos a ∈ D(H)∩ B+
y ω ∈ B+, tales que ω(u) > 0 con ω(a) = 0. Entonces, por el lema 3.4 y dado que Nu(−a) = 0, tenemos que

ω

ω(u)
∈ dNu(−a).

De esta manera,
ω

ω(u)
(−Ha) ≥ 0.

Luego, ω(−Ha) ≥ 0, es decir, ω(Ha) ≤ 0.

En el caso en que ω(u) = 0, entonces ω ∈ dNu(−a) y ω(−Ha) ≥ 0. Con lo cual ω(Ha) ≤ 0. Esto demuestra

que H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Para establecer que H es ‖ · ‖u-disipativo, consideramos a ∈ D(H) y α > 0. Entonces se tiene que

‖(I + αH)a‖u = máx
{
Nu

(
(I + αH)a

)
,Nu

(
−(I + αH)a

)}
.

Por el teorema 3.3, concluimos que Nu
(
(I + αH)a

)
≥ Nu(a) y Nu

(
−(I + αH)a)

)
= Nu

(
(I + αH)(−a)

)
≥ Nu(−a).

Así,

máx
{
Nu

(
(I + αH)a

)
,Nu

(
−(I + αH)a

)}
≥ máx

{
Nu(a),Nu(−a)

}
.

De aquí que para toda a ∈ D(H) y para toda α > 0, se cumple que

‖(I + αH)a‖u ≥ ‖a‖u.

Es decir, el operador H es ‖ · ‖u-disipativo .

Por último, si suponemos la condición 2) entonces el operador H es ‖ · ‖u-disipativo y concluimos que

‖(I + αH)u‖u ≥ ‖u‖u = 1, para cada α > 0.

De esta manera, para toda α > 0, se cumple que (u + αHu) ∈ [−u, u], por lo cual −u ≤ u + αHu ≤ u, en

consecuencia −2u ≤ αHu.

Consecuentemente −2α−1u ≤ Hu, para toda α > 0. Por lo tanto, Hu ≥ 0, al hacer α → ∞, pues el cono

positivo B+ es cerrado por definición. Esto demuestra que 2) implica 3). �

Similarmente, tenemos el siguiente resultado.
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Corolario 3.2. Para cada u ∈ D(H) ∩ intB+, son equivalentes:

1) H es N̂u-disipativo.

2) H es ‖ · ‖u-disipativo y Hu ≤ 0.

3) H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal y Hu = 0.

3.2.1. Ejemplos de disipatividad

El primer ejemplo a tratar hace referencia al espacio Rn, donde tenemos que el conjunto {e j}nj=1 de los

vectores canónicos forma una base de Rn y los funcionales de Riesz dados por ω j(·) := 〈e j, ·〉, con j = 1, . . . , n
forman la base del dual.

Ejemplo 3.2.1. Sean B = Rn, B+ = Rn
+ el cono positivo de los vectores con entradas no negativas y consi-

deremos H = (Hi, j) una matriz de tamaño n x n con entradas reales, luego D(H) = Rn. Entonces, para cada
u = (ui) ∈ intB+, se tiene que ui > 0 para cada i = 1, . . . , n y además se cumplen las siguientes propiedades:

i) La Nu-disipatividad del operador H es equivalente a que (Hu)i ≥ 0 para cada i = 1, . . . , n y Hi, j ≤ 0

para cada i � j.

Demostración. Por el Corolario 3.1, tenemos que si u ∈ intB+ ∩ D(H), entonces H es Nu-disipativo si y

sólo si Hu ≥ 0 y H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Primero supongamos que H es Nu-disipativo, entonces (Hu)i ≥ 0, para toda i = 1, . . . , n. Además, si

a ∈ D(H) ∩ B+, con ω ∈ B∗+ tal que ω(a) = 0, entonces ω(Ha) ≤ 0.

Ahora bien, como Hi, j = 〈ei,Hej〉 con i, j = 1, . . . , n y usando que ωi(·) ∈ B∗+ es tal que ωi(e j) = 0,

cuando i � j. Obtenemos que ωi(Hej) ≤ 0, es decir, Hi, j ≤ 0, para cada i � j. Esto demuestra que la

Nu-disipatividad de H implica que Hu ≥ 0 y Hi j ≤ 0 para cada i � j.

Recíprocamente si Hu ≥ 0 y Hi j ≤ 0 con i � j, entonces dados a ∈ B+ y ω ∈ B∗+ tales que ω(a) = 0.

Tenemos que a =
∑n

j=1 aje j con aj ≥ 0 y

ωi(Ha) = 〈ei,

n∑
j=1

ajHej〉 =
n∑

j=1

aj〈ei,Hej〉 =
n∑

j=1

ajHi, j.

Por otro lado, como ω ∈ B∗+, entonces ω(·) =
∑n

i=1 λiωi(·). Luego, se cumple que

0 ≤ ω(e j) =

n∑
i=1

λiωi(e j) =

n∑
i=1

λi〈ei, e j〉 = λi

para toda i = j. Además,

0 = ω(a)⇔ λiai = 0, ∀i = 1, . . . , n.

Ya que ωi(a) = ai para toda i = 1, . . . , n. Finalmente,

ω(Ha) =

n∑
i=1

λiωi(Ha) =

n∑
i=1

λi

n∑
j=1

ajHi, j =

n∑
i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝λiaiHi,i +
∑
i� j

λia jHi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≤ 0.
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Por lo tanto, H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

De está manera, tenemos por el corolario 3.1 que H es Nu-disipativo. �

ii) Para u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn, se cumple que H es Nu-disipativo si y sólo si

Hi, j ≤ 0, con i � j y
n∑

j=1

Hi, j ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n.

Demostración. Como u =
∑n

j=1 e j, obtenemos que Hu =
∑n

j=1 Hej. Luego,

(Hu)i = 〈ei,Hu〉 = 〈ei,

n∑
j=1

Hej〉 =
n∑

j=1

〈ei,Hej〉 =
n∑

j=1

Hi, j, ∀i = 1, . . . , n.

De aquí que H es Nu-disipativo si y sólo si
∑n

j=1 Hi, j ≥ 0 para toda i = 1, . . . , n y Hi, j ≤ 0 con i � j. �

iii) Para u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn, se tiene que H es N̂u-disipativo si y sólo si

Hi, j ≤ 0, con i � j y
n∑

j=1

Hi, j = 0, ∀i = 1, . . . , n.

Demostración. Por Corolario 3.2, sabemos que H es N̂u-disipativo si y sólo si Hu = 0 y H tiene la

propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal. Por lo que si H es N̂u-disipativo,

0 = (Hu)i = 〈ei,Hu〉 = 〈ei,

n∑
j=1

Hej〉 =
n∑

j=1

〈ei,Hej, 〉 =
n∑

j=1

Hi, j

para toda i = 1, . . . n.

Además, para cada i = 1, . . . , n tenemos que ωi(Hej) ≤ 0 pues ωi(·) ∈ B∗+ y ωi(e j) = 0 cuando i � j. Es

decir, Hi, j ≤ 0 cuando i � j.

Recíprocamente, si suponemos que Hi, j ≤ 0 con i � j. Entonces, para cualquier ω ∈ B∗+ y a ∈ B+, tales

que ω(a) = 0 tenemos por la demostración de (I) que

ω(Ha) =

n∑
i=1

λiωi(Ha) =

n∑
i=1

λi

n∑
j=1

ajHi, j =

n∑
i=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝λiaiHi,i +
∑
i� j

λia jHi, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≤ 0

Con lo cual, concluimos que H tiene la propiedad de tener elementos negativos fuera de la diagonal.

Además,

0 =

n∑
j=1

Hi, j = (Hu)i

para toda i = 1, . . . , n, es decir, Hu = 0. Por lo tanto, H es N̂u-disipativo. �

iv) Cuando u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn, se tiene que la norma ‖ · ‖u coincide con la norma ‖ · ‖∞.
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Demostración. Primero, observemos que si a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, entonces por la proposición 3.3,

obtenemos que

‖a‖u = ı́nf
{
λ ≥ 0 : a ∈ [−λu, λu]

}
= ı́nf

{
λ ≥ 0 : −λu ≤ a ≤ λu

}
= ı́nf

{
λ ≥ 0 : a + λu ≥ 0 y λu − a ≥ 0

}
Y como λu = (λ, λ, . . . , λ), tenemos que

λu − a ≥ 0⇔ λ − ai ≥ 0⇔ λ ≥ ai y a + λu ≥ 0⇔ ai + λ ≥ 0⇔ ai ≥ −λ

para toda i = 1, . . . , n.

En consecuencia,

‖a‖u = ı́nf{λ ≥ 0 : |ai| ≤ λ,∀i = 1, . . . , n}
= máx{|ai| : i = 1, . . . , n}
= ‖a‖∞

�

v) Sea S una matriz sub-estocástica de tamaño n × n con entradas reales, es decir, una matriz S tal que
S i, j ≥ 0 para cada i, j = 1, . . . , n y

∑n
i=1 S i, j ≤ 1. Si c ≥ n, entonces la matriz H = cI + S es tal que para

u = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn el operador definido por H es ‖ · ‖u-disipativo.

Demostración. Primero, se cumple que

Hi,i = c + S i,i y Hi, j = S i, j con i � j.

Ahora bien, dada a ∈ Rn, se cumple que ω ∈ d‖a‖u, si y sólo si ω ∈ d‖a‖∞. Además ω ∈ d‖a‖∞ si y sólo

si ω = (ω1, . . . , ωn) es tal que 0 ≤ ωi ≤ 1 para toda i = 1, . . . , n y ω(a) = ‖a‖∞.

En consecuencia,

ω(Ha) = cω(a) + ω(S a) = c‖a‖∞ + ω(S a)

pero

ω(S a) =
∑

i, j

ωiS i, ja j =
∑

j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
i

ωiS i, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ aj ≥ −
∑

j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
i

ωiS i, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ |aj|.

De esta manera,

ω(Ha) ≥ c‖a‖∞ −
∑

j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
i

ωiS i, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ |aj|

≥ c‖a‖∞ −
∑

j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
i

ωiS i, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ‖a‖∞
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝c −
∑

j

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝∑
i

ωiS i, j

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ‖a‖∞

≥ (c − n)‖a‖∞ ≥ 0.
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Ya que, 0 ≤
∑

j
∑

i ωiS i, j ≤
∑

j
∑

i S i, j ≤
∑

j = n.

Finalmente, por el teorema 3.3, concluimos que H es ‖ · ‖∞-disipativo. �

Para el siguiente ejemplo, tengamos presente el siguiente concepto.

Definición 3.14. Un espacio vectorial normado es estrictamente convexo si para cualesquiera vectores a, b
distintos con ‖a‖ = ‖b‖ = 1, se cumple que ‖ta + (1 − t)b‖ < 1, para toda t ∈ (0, 1).

Ejemplo 3.2.2. Sea B un espacio de Hilbert real. Entonces el subdiferencial de la norma en cada a ∈ B con
‖a‖ = 1, consta de a como único elemento. Además, H es ‖ · ‖-disipativo si y solo si 〈a,Ha〉 ≥ 0 para cada
a ∈ D(H).

Demostración. Primero observamos que

d‖a‖ =
{
ω ∈ B∗1 : ω(a) = ‖a‖

}
Pues ω ∈ d‖a‖ si y sólo si ω ∈ B∗ tal que ω(a) = ‖a‖ y ω(b) ≤ ‖b‖ para todo b ∈ B. De está manera, ‖ω‖ ≤ 1.

Recíprocamente, si ‖ω‖ ≤ 1, entonces ω(b) ≤ ‖ω‖ ‖b‖ ≤ ‖b‖ para toda b ∈ B. Además, dado que ‖a‖ = 1,

tenemos que si ω ∈ d‖a‖, entonces ‖ω‖ = 1.

Por ser B espacio de Hilbert, B∗ es isomorfo a B y es estrictamente convexo. Por lo cual dados ω, η ∈ d‖a‖
con ω � η tenemos que ‖ω‖ = ‖η‖ = 1 y ω(a) = η(a) = 1.

Así para cada α ∈ (0, 1) se cumple que

1 > ‖αω + (1 − α)η‖ ≥ |αω(a) + (1 − α)η(a)| = α + (1 − α) = 1

Lo cual es una contradicción. De aquí que existe un único elemento en d‖a‖.
Como, ‖ω‖ = ‖a‖ = 1 y ω(a) = 〈a, a〉 = ‖a‖2 = ‖a‖. Entonces, el único elemento de d‖a‖ es ω(x) = 〈a, x〉.

Finalmente, H es ‖ · ‖-disipativo si y solo si ω(Ha) ≥ 0 para cada ω ∈ d‖a‖ y a ∈ D(H). Por lo anterior, esto es

equivalente a tener que 〈a,Ha〉 ≥ 0 para cada a ∈ D(H). �

3.2.2. Los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y Hille-Yosida para semigrupos
positivos

A continuación, damos las versiones de los teoremas de Feller-Miyadera-Phillips y de Hille-Yosida para

Co-semigrupos positivos.

Para esto, consideramos H : D(H) ⊂ B → B un operador lineal densamente definido y notamos que si

a ∈ B+ y definimos

aε := ε−1

∫ ε

0

S ta dt.

Entonces aε ∈ D(H)∩ B+ y además, aε → a según la norma en B conforme ε→ 0. Por lo tanto, D(H)∩ B+
es norma-denso en B+.

Luego, si H es el generador infinitesimal de un C0-semigrupo, entonces bajo las hipótesis de los teoremas

abajo enunciados, el conjunto resolvente de −H,

ρ(−H) =
{
λ ∈ C :

(
λI − (−H)

)−1
es un operador lineal acotado en B

}
,
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contiene al intervalo (0,∞). De aquí que I +αH, con α > 0, es invertible y por el teorema 5.3 de 1.5 en [Paz83]

sabemos que para cada n ≥ 1,

(I + αH)−n =
1

(n − 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−tS αt dt. (3.6)

Con lo cual, (I + αH)−1 es positivo, es decir, las resolventes son positivas.

Recíprocamente, si las resolventes son positivas, entonces por la igualdad:

S ta = lı́m
n→∞

(
I +

t
n

H
)−n

a.

Concluimos que el semigrupo S es positivo.

Teorema 3.6. Sea (B, B+, ‖ · ‖B) un espacio de Banach ordenado para el cual la norma es monótona y la norma
de operadores en L(B, B) es positivamente alcanzada. Además, consideremos N la media-norma canónica en
B, junto con M, β, γ ∈ R tales que M ≥ 1, β > 0 y βγ < 1. Entonces son equivalentes:

1) H es el generador de un Co-semigrupo positivo S con ‖S t‖ ≤ Meγt, para toda t > 0.

2) H es un operador lineal densamente definido y cerrado según la norma tal que cumple las condiciones
del rango y de disipatividad, dadas por:

i) R(I + βH) = B.

ii) N ((I + αH)na) ≥ (1 − αγ)nM−1N(a).

para cada a ∈ D(Hn), para toda n ≥ 1 y para cualquier α ∈ (0, β].

Demostración. Primero supongamos la condición 1) así las propiedades de ser H densamente definido, cerrado

según la norma y la condición del rango, R(I + βH) = B, se siguen directo del teorema de Feller-Miyadera-

Phillips estándar, véase teorema 3.1. Por otro lado, usando que S es positivo, obtenemos que

N (S ta) = ı́nf {‖b‖ : b ≥ S ta}
≤ ı́nf {‖S tc‖ : c ≥ a}
≤ Meγt ı́nf {‖c‖ : c ≥ a}
= MeγtN(a).

Donde la primer desigualdad se da al tomar b = S tc con c ≥ a, pues de está manera b ≥ S ta.

Sea 0 < α ≤ β, en consecuencia para cada a ∈ D(H), al utilizar (3.6) obtenemos para cada n ≥ 1,

(I + αH)−na =
1

(n − 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−tS αta dt.

Luego, utilizando la sublinealidad y continuidad de la media-norma canónica N, tenemos

N
(
(I + αH)−na

)
≤

∫ ∞

0

tn−1

(n − 1)!
e−tN(S αta) dt

≤ M(1 − αγ)−nN(a).
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Por lo tanto,

N ((I + αH)na) ≥
(1 − αγ)nN(a)

M
.

Ahora bien, partiendo de la condición 2) si (I + βH)a = 0, entonces

0 = N
(
±(I + βH)a

)
≥

(1 − βγ)N(±a)

M
≥ 0.

Luego, N(±a) = 0. De aquí que a = 0, ya que la norma es monótona por hipótesis y esto implica que el cono

convexo positivo B+ es propio.

De aquí que, (I + βH) es un operador lineal inyectivo y suprayectivo por la hipótesis 2) inciso I), por lo

tanto es un operador invertible.

Además, dada a ∈ B+ implica que N(−a) = 0 y al usar el inciso II) con (I + βH)n((I + βH)−n(−a)
)
= −a,

tenemos que

0 = N(−a) ≥
(1 − βγ)nN

(
−(I + βH)−na

)
M

≥ 0.

Por lo cual,−(I +βH)−na ≤ 0, es decir, (I +βH)−na ∈ B+. Es decir, (I +βH)−n es un operador positivo para cada

n ≥ 1.

Ahora bien, usando que a ∈ B+ y la norma, ‖ · ‖B, es monótona en B, concluimos que

‖(I + βH)−na‖ = N
(
(I + βH)−na

)
≤ M(1 − βγ)−nN(a)

= M(1 − βγ)−n‖a‖.

Aquí estamos utilizando la hipótesis II) y la equivalencia dada por el teorema 3.5

Por lo tanto, por ser la norma de operadores positivamente alcanzada (ver definición 2.13) tenemos

‖(I + βH)−n‖ ≤ M(1 − βγ)−n.

Por último, para establecer que R(I+αH) = B y que las resolventes (I+αH)−n existen, son positivas y satisfacen

‖(I + αH)−n‖ ≤ M(1 − αγ)−n

para toda α ∈ (0, β], usamos un argumento de perturbación. Basta demostrar que existe δ > 0, tal que la

condición del rango R(I + αH) = B se cumple para
∣∣∣β− α∣∣∣ < δ, ya que el intervalo (0, β] puede ser cubierto por

una cantidad finita de intervalos de longitud menor o igual a δ.

Primero, observamos que el operador βH(I+βH)−1 es acotado, para cada β > 0. Como la siguiente identidad

se cumple:

βH(I + βH)−1 =
(
−I + (I + βH)

)(
I + βH

)−1
= −(I + βH)−1 + I.

Para cada b ∈ B,∥∥∥βH(I + βH)−1b
∥∥∥ = ∥∥∥I − (I + βH)−1b

∥∥∥ ≤ ‖b‖ + M(1 − βγ)−1‖b‖ =
(
1 + M(1 − βγ)−1

)
‖b‖.

Consecuentemente, el operador H(I + βH)−1 es acotado, con

‖H(I + βH)−1‖ ≤ β−1
(
1 + M(1 − βγ)−1

)
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Por otro lado, para α ∈ (0, β], se tiene que

I + αH = I + βH − βH + αH

= I + βH + (α − β)H

=

(
I + (α − β)H

(
I + βH

)−1
)(

I + βH
)
.

De aquí que (I + αH) es invertible si y sólo si
(
I + (α − β)H

(
I + βH

)−1
)

es invertible. Ahora bien, tenemos que

el inverso de un operador de la forma (I + tA) tiene la forma

(I + tA)−1 =

∞∑
n=0

(−tA)n,

y la serie converge si ‖tA‖ < 1, es decir, si ‖A‖ < 1/t, lo cual es equivalente a tener t < ‖A‖−1.

Entonces, el operador (
I + (α − β)H

(
I + βH

)−1
)

es invertible si se satisface que

∣∣∣β − α∣∣∣ < β(1 + M(1 − βγ)−1
)−1
<

∥∥∥H(I + βH)−1
∥∥∥−1
.

Con lo cual basta definir δ = β
(
1 + M(1 − βγ)−1

)−1
.

Esto demuestra que existe el operador (I + αH)−1 y que se cumple la condición, R(I + αH) = B. Además,

se tiene que (I + αH)−n es positivo para cada n ≥ 1, ya que si a ∈ B+, entonces

0 = N(−a) ≥ (1 − αγ)nM−1N
(
−(I + αH)−na

)
≥ 0.

De esta manera, −(I + αH)−na ≤ 0, es decir, (I + αH)−na ∈ B+.
Más aún, para cada a ∈ B+, por ser la norma monótona y el inciso II) tenemos

‖(I + αH)−na‖ = N
(
(I + αH)−na

)
≤ M(1 − αγ)−nN(a)

= M(1 − αγ)−n‖a‖.

Con lo cual, como la norma de operadores es positivamente alcanzada, obtenemos

‖(I + αH)−n‖ ≤ M(1 − αγ)−n,

para cada α ∈ (0, β].

Por lo tanto, H genera un Co-semigrupo S tal que ‖S t‖ ≤ Meγt, en virtud del teorema 3.1 de Feller-

Miyadera-Phillips, con S positivo pues las resolventes (I + αH)−n son positivas para toda n ≥ 1. �

Observación 3.2.4. Ninguna hipótesis sobre el espacio de Banach ordenado, (B, B+, ‖ · ‖B), se utiliza en la
implicación 1)⇒ 2).

A partir del teorema 3.6, obtenemos una consecuencia inmediata para los semigrupos de contracción, que

es análoga al teorema 3.2 de Hille-Yosida.
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Corolario 3.3. Sea (B, B+, ‖ · ‖B) un espacio de Banach ordenado para el cual la norma es monótona y la
norma de operadores en L(B, B) es positiva alcanzada. Entonces, son equivalentes:

1) H genera un Co-semigrupo positivo de contracciones.

2) H es (norma cerrado) densamente definido según la norma, N-disipativo y

R(I + αH) = B

para alguna α > 0.

Demostración. Por el teorema 3.6, basta tomar M = 1 y γ = 0. Así la N-disipatividad es equivalente a:

N
(
(I + αH)a

)
≥ N(a) , a ∈ D(H).

Por lo que iterando, concluimos que

N
(
(I + αH)na

)
≥ N(a) , a ∈ D(Hn), n ≥ 1.

Con lo cual, tenemos la equivalencia de las condiciones 1) y 2). �



Capítulo 4

Semigrupos cuánticos de Markov

En este capítulo, introducimos una clase particular de operadores en espacios de Hilbert, que generalizan

a los operadores positivos dados en la definición B.5, los cuales son utilizados para generar semigrupos como

los dados en la sección 3.1.

En lo que sigue, siempre consideraremos H un espacio de Hilbert complejo separable con producto interno

lineal conjugado en la primera entrada.

4.1. Operadores completamente positivos

Definición 4.1. Sean H1,H2 espacios de Hilbert. Decimos que un operador es Completamente Positivo (CP)
si es una función Φ : B(H1)→ B(H2) de la forma

Φ(ρ) =

∞∑
i=1

EiρE∗i (4.1)

donde {Ei}∞i=1 son operadores Ei ∈ B(H1,H2), tal que la serie converge fuertemente. A la representación dada
en (4.1) se le conoce como representación de Krauss.

Observación 4.1.1. La representación de Krauss no es única.

Las propiedades que a continuación se muestran sobre los operadores CP pueden consultarse en [Fan99].

Definición 4.2. Sea ω un funcional lineal positivo sobre B(H), es decir, ω : B(H)+ → [0,∞] tal que ω(I) < ∞.
Decimos que ω es normal si

sup
α

ω(xα) = ω(sup
α

xα)

con (xα)α una red creciente en el cono de los operadores positivos B(H)+.

Definición 4.3. Una aplicación lineal T : B(H) → B(H) es n-positiva para n ∈ N, si para toda familia de
elementos a1, . . . , an y b1, . . . , bn en B(H), se cumple que

n∑
p,q=1

b∗pT (a∗paq)bq ≥ 0.

45
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La definición 4.3 se relaciona con los operadores CP mediante los siguientes resultados.

Proposición 4.1. Sea T : B(H) → B(H) una aplicación lineal. Entonces T es CP si y solo si para cada n ≥ 1

y todos a1, . . . , an ∈ B(H) y u1, . . . , un ∈ H se cumple que∑
1≤i, j≤n

〈ui,T (a∗i a j)uj〉 ≥ 0.

Por otro lado, dada una transformación lineal T : B(H)→ B(H) definimos para cada n ≥ 1, el mapeo lineal

Tn : B(H) ⊗ Mnxn ≡ Mn×n
(
B(H)

)
→ Mn×n

(
B(H)

)
, cuya entrada i, j está dada por:

Tn(a)i j = T (ai j), 1 ≤ i, j ≤ n. (4.2)

Con el operador Tn, podemos dar la siguiente caracterización de los operadores CP.

Proposición 4.2. Sea T : B(H) → B(H) un operador lineal. Entonces T es CP si y sólo si para cada n ≥ 1 el
operador Tn definido en (4.2) es positivo.

Además, en relación directa con la definición 4.2 tenemos el siguiente concepto.

Definición 4.4. Sea T : B(H) → B(H) una aplicación lineal positiva. Decimos que T es normal si para toda
red creciente (xα)α ⊂ B(H)+ con x = supα xα ∈ B(H)+, se cumple que

lı́m
α
〈u, (T xα)u〉 = sup

α

〈u, (T xα)u〉 = 〈u, (T x)u〉,

para cada u en una subvariedad lineal de H que sea norma-densa en H.

A partir de este concepto, tenemos la siguiente caracterización de operadores completamente positivos.

Teorema 4.1. Una aplicación lineal T : B(H) → B(H) es normal y n-positiva para toda n ∈ N, si y solo si es
CP, es decir, si y sólo si tiene una representación de Krauss.

Además, se puede probar que todo operador CP es positivo sin embargo, el recíproco no es cierto.

Ejemplo 4.1.1. Sean H = C2, y B(H) = M2x2, el espacio de matrices de tamaño 2 x 2. Entonces tenemos que
el mapeo lineal T : M2x2 → M2x2 dado por T (a) = at, es positivo pero no es 2-positvo y por lo tanto, no es CP.

Demostración. Primero veamos que T es 1-positivo y en consecuencia es positivo pues para cada a, b ∈ B(H),

se cumple que el operador satisface que b∗T (a∗a)b ≥ 0 si y sólo si 〈u, b∗T (a∗a)b〉 ≥ 0, para cada u ∈ H.

Ahora bien, como

〈u, b∗T (a∗a)bu〉 = 〈bu,T (a∗a)bu〉

para toda u ∈ H, se tiene que b∗T (a∗a)b ≥ 0 si y sólo si 〈v,T (a∗a)v〉 ≥ 0, para toda v ∈ H.

Así, por definición de matriz adjunta, concluimos que para cualquier v ∈ B(H) se cumple

〈v,T (a∗a)v〉 = 〈v, (a∗a)tv〉
= 〈v, (at(a∗)t)v〉
= 〈v, ((ā)∗ā)v〉
= 〈āv, āv〉
= ‖āv‖2 ≥ 0.
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donde ā es la matriz conjugada de a. Esto demuestra que T es positivo.

Sin embargo, T no es 2-positivo ya que al considerar la matriz de operadores

b = (Ei j)1≤i, j≤2 =

(
E11 E12

E21 E22

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

donde Ei j es la matriz 2× 2 con ceros en todas las entradas excepto la entrada i, j que es igual a 1. Se tiene que

b = 2(b/2) con la matriz b/2 simétrica, auto-adjunta y determina una proyección. Esto se sigue del hecho de

que para u = (u1, u2, u3, u4) ∈ C4, vale que

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2 0 0 1/2

0 0 0 0

0 0 0 0

1/2 0 0 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

u1

u2

u3

u4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2(u1 + u4)

0

0

1/2(u1 + u4)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
y

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2 0 0 1/2

0 0 0 0

0 0 0 0

1/2 0 0 1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2(u1 + u4)

0

0

1/2(u1 + u4)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2(u1 + u4)

0

0

1/2(u1 + u4)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Es decir, (b/2)∗(b/2) = (b/2)2 = (b/2). En consecuencia, la matriz b también es un operador positivo.

Sin embargo, la matriz

T2(b) =
(
T (Ei j)

)
1≤i, j≤2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
no es un operador positivo ya que es simétrica, auto-adjunta pero tiene como valores propios a −1 y 1, con lo

cual no es una matriz positiva semidefinida, ver proposición B.5. �

Como consecuencia del teorema 4.1, obtenemos:

Proposición 4.3. Sea (Tm)m≥1 una sucesión de operadores CP con Tm : B(H) → B(H) tal que para cada
A ∈ B(H), la sucesión (Tm(A))m≥1 converge débilmente. Entonces el mapeo lineal T : B(H)→ B(H) dado por

T (A) = lı́m
m→∞

Tm(A)

es completamente positivo.

Demostración. Por la proposicíon 4.1 y el teorema 4.1, es suficiente notar que∑
1≤i, j≤n

〈ui,T (a∗i a j)uj〉 = lı́m
m→∞

∑
1≤i, j≤n

〈ui,Tm(a∗i a j)uj ≥ 0

para cada n ≥ 1 y para todo a1, . . . , an y u1, . . . , un en B(H). �

Definición 4.5. Decimos que una función lineal Ψ : B(H1)→ B(H2) preserva la traza si para todo ρ ∈ B(H1),
se cumple que TrΨ(ρ) = Tr(ρ).

Los operadores CP, nos sirven para definir un tipo especial de semigrupos de operadores.
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Definición 4.6. Un semigrupo cuántico de Markov (SCM) es un semigrupo T = (Tt)t≥0 de contracciones
completamente positivas que preservan la traza sobre B(H) y que es uniformemente continuo, es decir, la
familia de operadores (Tt)t≥0 es un semigrupo que satisface las siguientes propiedades:

1) Para cada ρ ∈ B(H), se tiene que ‖Ttρ‖ ≤ ‖ρ‖,

2) Tr(Ttρ) = Tr(ρ) para toda t ≥ 0 y cada ρ ∈ B(H),

3) El operador Tt es completamente positivo para cada t ≥ 0,

4) lı́m
t→0+

sup
‖ρ‖=1

‖Ttρ − ρ‖ = 0.

Además, el semigrupo dual de T , denotado por T ∗ = (T ∗t )t≥0, también es un semigrupo sobre B(H) que se

define mediante

Tr(xTt(ρ)) = Tr(T ∗t (x)ρ)

para cada x, ρ ∈ B(H).

Así el generador infinitesimal L de T es la derivada del semigrupo Tt en t = 0; éste es un operador lineal

en B(H) dado por

Lx := lı́m
t→0+

Tt(x) − x
t

para toda x ∈ B(H).

Teorema 4.2. (GKSL. )El generador infinitesimal de un SCM es un operador lineal acotado que tiene la forma

L(ρ) =
∑
j≥1

LjρL∗j + ρG
∗ +Gρ

donde (Lj)
∞
j=1 es una familia de operadores acotados en H, mientras que G es el generador infinitesimal de un

semigrupo uniformemente continuo de contracciones en H.

Además Φ(ρ) =
∑

j L jρL∗j, es un operador completamente positivo y la serie converge fuertemente. Este

resultado, fue probado de manera independiente por Lindblad y Gorini-Kossakowski-Sudarshan. Su prueba

puede consultarse en [Fan99].



Capítulo 5

Ecuaciones maestras no lineales

En este capítulo, consideramos espacios de Hilbert complejos de dimensión finita con el producto interno

lineal conjugado en la primera entrada.

5.1. Traza parcial

Sean h1, h2, . . . hn una colección finita de espacios de Hilbert con bases ortonormales {ei, j}1≤ j≤di ⊂ hi donde

di es la dimensión de hi para cada i = 1 . . . n. En el espacio de Hilbert dado por el producto tensorial, h = ⊗n
i=1hi,

definimos los operadores V1, j : h1 → h y V∗1, j : h → h1 mediante V1, ju = u ⊗ ⊗n
i=2ei, j y V∗1, j ⊗n

i=1 fi =

〈⊗n
i=2ei, j,⊗n

i=2 fi〉⊗n
i=2

hi f1, extendemos a todo el espacio h por linealidad.

Proposición 5.1. Para cada j = 1, . . . , n, el operador V∗1, j es el adjunto de V1, j.

Demostración. Sean u ∈ h1, fi ∈ hi con i = 2, . . . , n. Entonces,

〈u ⊗ ⊗n
i=2 fi,V1, ju〉h = 〈u ⊗ ⊗n

i=2 fi, u ⊗ ⊗n
i=2ei, j〉h

= 〈u, u〉h1
Πn

i=2〈 fi, ei, j〉hi

= 〈u, u〉h1
Πn

i=2〈ei, j, fi〉hi

=
〈
Πn

i=2〈ei, j, fi〉hiu, u
〉

h1

=
〈
〈⊗n

i=2ei, j,⊗n
i=2 fi〉⊗n

i=2
hiu, u

〉
h1

=
〈
V∗1, j(u ⊗ ⊗n

i=2 fi), u
〉

h1

.

Esta relación se extiende a todo h por linealidad �

Los operadores V1, j y V∗1, j, nos sirven para definir la traza parcial, que generaliza el concepto de traza de

un operador en un espacio de Hilbert dado en la definición B.8.

Como estamos trabajando con espacios de dimensión finita, podemos identificar el espacio de los operado-

res de clase traza L1(h) = {X ∈ B(h) : Tr|X| < ∞}, con el espacio B(h) y también tenemos que son isomorfos

los espacios dados por el producto tensorial, ⊗n
i=1B(h) y B(⊗n

i=1h).
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En este capítulo, ‖ · ‖1 denota la norma de L1(h) (norma de la traza), definida mediante ‖X‖1 := Tr|X|. El

símbolo ‖ · ‖, denotará sin lugar a confusión a la norma de operadores sobre L1(h) o bien sobre B(h) y también

a la norma del espacio de Hilbert h involucrado.

Definición 5.1. Definimos el operador completamente positivo traza parcial Tr[2,··· ,n] : L1(h) → L1(h1), me-
diante Tr[2,··· ,n]X =

∑
1≤ j≤n V∗1, jXV1, j

Proposición 5.2. Sea X = ⊗n
i=1Xi ∈ L1(h). Entonces, Tr[2,··· ,n]X = Tr

(
⊗n

i=2Xi

)
X1

Demostración. Sean X = ⊗n
i=1Xi ∈ L1(h) y u ∈ h1. Entonces,

Tr[2,··· ,n]Xu =
∑

1≤ j≤n

(
V∗1, jXV1, j

)
u

=
∑

1≤ j≤n

V∗1, jX
(
u ⊗ ⊗n

i=2ei, j

)

=
∑

1≤ j≤n

V∗1, j
(
X1u ⊗ ⊗n

i=2Xiei, j

)

=
∑

1≤ j≤n

〈⊗n
i=2ei, j,⊗n

i=2Xiei, j〉X1u

= Tr
(
⊗n

i=2Xi
)

X1u

para cada u ∈ h1. �

5.2. Ecuaciones maestras no lineales

Consideraremos ecuaciones maestras no lineales de la forma

d
dt
ρt = L0ρt +Lρtρt,

ρt=0 = ρ0,
(5.1)

donde L0 es un generador GKSL acotado pues h tiene dimensión finita, es decir, de la forma dada por el

teorema 4.2 y L : L1(h) → GKSL(L1(h)), con h un espacio de Hilbert complejo de dimensión finita, es una

aplicación de L1(h) en los generadores GKSL actuando sobre L1(h) que satisface las siguientes condiciones:

‖Lρ‖ ≤ c1(‖ρ‖1),

‖Lρ − Lη‖ ≤ c2(‖ρ‖1, ‖η‖1)‖ρ − η‖1,
(5.2)

para cada ρ, η ∈ L1(h). Las funciones c j con j = 1, 2, se suponen definidas en todas partes y monótonas

crecientes.

Ejemplo 5.2.1. El ejemplo más simple es el caso cuando L2 es el generador de un semigrupo cuántico de
Markov uniformemente continuo de la forma Tt = T1t⊗T2t, i.e., L2 = L̃1⊗L̃2, con L̃ j, j = 1, 2, un generador
GKSL acotado sobre L1(h).
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Demostración. Por la proposición 5.2, tenemos que

Lρσ = Tr2

(
L2(σ ⊗ ρ)

)
= Tr2

(
L̃1σ ⊗ L̃2ρ

)
=

(
TrL̃2ρ

)
L̃1σ.

�

Proposición 5.3. El ejemplo 5.2.1 cumple con las dos condiciones dadas en (5.2)

Demostración. Primero, veamos que es válida la desigualdad:

‖Lρ‖ ≤ c1(‖ρ‖1)

Para esto, observamos que

‖Lρσ‖1 = ‖Tr
(
L̃2ρ

)
L̃1σ‖1

= ‖Tr
(
IdL̃2ρ

)
L̃1σ‖1

= |Tr
(
IdL̃2ρ

)
| ‖L̃1σ‖1

≤ ‖Id‖ ‖L̃2ρ‖1 ‖L̃1‖ ‖σ‖1
≤ ‖L̃2‖ ‖L̃1‖ ‖ρ‖1 ‖σ‖1

Entonces ‖Lρ‖ ≤ ‖L̃2‖ ‖L̃1‖ ‖ρ‖1. Por lo que basta definir c1(‖ρ‖1) = ‖L̃2‖ ‖L̃1‖ ‖ρ‖1.

Similarmente, para verificar la desigualdad

‖Lρ − Lη‖ ≤ c2(‖ρ‖1, ‖η‖1)‖ρ − η‖1

usamos que para cada σ ∈ L1(h),

‖(Lρ − Lη)σ‖1 = ‖Tr
(
L̃2ρ

)
L̃1σ − Tr

(
L̃2η

)
L̃1σ‖1

= |Tr
(
L̃2ρ − L̃2η

)
| ‖L̃1σ‖1

≤ ‖L̃2ρ − L̃2η‖1 ‖L̃1‖ ‖σ‖1
≤ ‖L̃2‖ ‖L̃1‖ ‖ρ − η‖1 ‖σ‖1

Entonces ‖Lρ − Lη‖ ≤ ‖L̃2‖ ‖L̃1‖ ‖ρ − η‖1 y basta definir c2(‖ρ‖1, ‖η‖1) = ‖L̃2‖ ‖L̃1‖. �

5.3. Existencia local y unicidad de soluciones

Bajo las hipótesis de (5.2) veremos que la ecuación integral dada por

xt = T0,t x +
∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds, (5.3)

tiene una única solución; donde x0 ∈ L1(h),T0,t es el semigrupo generado porL0 y por comodidad escribiremos

L(xs) en lugar de Lxs .
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Teniendo presente la fórmula de Leibniz, teorema 9.3 de la sección 9.1 de [Pro98]:

d
dx

∫ h1(x)

h0(x)

f (x, t) dt = f (x, h1(x))h′1(x) − f (x, h0(x))h′0(x) +

∫ h1(x)

h0(x)

(
∂

∂x
f (x, t)

)
dt,

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.1. Toda solución de (5.3) es solución de la ecuación diferencial

d
dt

xt = L0(xt) +L(xt)xt

xt=0 = x0.
(5.4)

Demostración. Utilizando la fórmula de Leibniz para derivar en (5.3), tenemos que

d
dt

xt = L0(T0,t x0) +

∫ t

0

L0

(
T0,(t−s)L(xs)xs

)
ds + T0,(t−t)L(xt)xt

= L0(T0,t x0) +L0

[∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds
]
+L(xt)xt

= L0

[
T0,t x0 +

∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds
]
+L(xt)xt

= L0

(
xt
)
+L

(
xt
)
xt.

Además,

xt=0 = T0,0x0 +

∫ 0

0

T0,−sL(xs)xs ds = Idx0 = x0.

Con lo cual concluimos la demostración. �

Siguiendo el teorema X.72 de la sección X.13 de [MB75], para T > 0 consideraremos el espacio definido

por

XT := L1(h)T =

{
x : [0,T ]→ L1(h) tal que x es continua y ‖x‖T = sup

t∈[0,T )

‖x(t)‖1 < ∞
}

Teorema 5.2. La aplicación T dada por

(T x)t = T0,t x +
∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds,

es una contracción en el subespacio

XT,ε,x0
=

{
x ∈ XT : x(0) = x0 y ‖x − T0,(·) x0‖T ≤ ε

}

para cada ε > 0, x0 ∈ L1(h) y T > 0 suficientemente pequeña. Por comodidad, el símbolo Tt x, denotará a
(T x)t.

La demostración de este resultado, requiere de varios lemas.
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Lema 5.1. Para cada x ∈ XT,ε,x0
, la aplicación s �→ T0,(t−s)L(xs)xs es continua como función L1(h)-valuada.

Por lo tanto, la integral ∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds

es de Riemann. La aplicación t �→
∫ t

0
T0,(t−s)L(xs)xs ds, es continua y T(·)x ∈ XT .

Demostración. Primero, notamos que por las propiedades de la norma en L1(h) se tiene que el predual es

contractivo, i. e.

‖Ttρ‖1 = Tr|Ttρ| = TrTtρ = Tr
(
Tt(Id)ρ

)
≤ ‖Tt(Id)‖ ‖ρ‖1 = ‖Id‖ ‖ρ‖1 = ‖ρ‖1,

donde (Tt)t≥0 es el semigrupo dual (o directo), el cual preserva la identidad.

Denotando por Ci,ε con i = 1, 2, a las constantes en (5.2) con argumento ‖x‖T + ε, ε > 0, por la propiedad

de semigrupo tenemos∥∥∥T0,(t−s−h)L(xs+h)xs+h − T0,(t−s)L(xs)xs

∥∥∥
1
=

∥∥∥∥T0,(t−(s+h))

(
L(xs+h)xs+h − T0,hL(xs)xs

)∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥L(xs+h)xs+h − T0,hL(xs)xs +L(xs)xs − L(xs)xs

∥∥∥
1

≤ ‖L(xs+h)xs+h − L(xs)xs‖1 +
∥∥∥T0,hL(xs)xs − L(xs)xs

∥∥∥
1

= ‖L(xs+h)xs+h − L(xs+h)xs +L(xs+h)xs − L(xs)xs‖1
+

∥∥∥(T0,h − Id
)
L(xs)xs

∥∥∥
1

≤ ‖L(xs+h)xs+h − L(xs+h)xs‖1 + ‖L(xs+h)xs − L(xs)xs‖1
+

∥∥∥(T0,h − Id
)
L(xs)xs

∥∥∥
1

=
∥∥∥∥L(xs+h)

(
xs+h − xs

)∥∥∥∥
1
+

∥∥∥∥(L(xs+h) − L(xs)
)
xs

∥∥∥∥
1

+
∥∥∥(T0,h − Id

)
L(xs)xs

∥∥∥
1

≤ c1

(
‖xs+h‖1

)
‖xs+h − xs‖1 + c2

(
‖xs+h‖1, ‖xs‖1

)
‖xs+h − xs‖1 ‖xs‖1

+
∥∥∥(T0,h − Id

)
L(xs)xs

∥∥∥
1

≤ c1,ε‖xs+h − xs‖1 + c2,ε‖x‖T ‖xs+h − xs‖1 + ci,ε‖xT ‖ ‖T0,h − Id‖.

Como x ∈ XT,ε,x0
, se tiene que ‖xs+h− xs‖1 → 0 cuando h→ 0 y por la continuidad uniforme del semigrupo T0,t,

también
∥∥∥(T0,h − Id

)
L

∥∥∥→ 0 cuando h→ 0. Esto demuestra que s �→ T0,(t−s)L(xs)xs, es continua. Además,∥∥∥∥∥∥
∫ t+h

0

T0,(t+h−s)L(xs)xs ds −
∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds

∥∥∥∥∥∥
1

≤ h
∫ t

0

∥∥∥∥∥∥
(
T0,h − Id

h
− L0

)
L(xs)xs

∥∥∥∥∥∥
1

ds

+ h
∫ t

0

‖L0L(xs)xs‖1 ds +
∫ t+h

t
‖L(xs)xs‖1 ds

≤ h

∥∥∥∥∥∥
(
T0,h − Id

h
− L0

)∥∥∥∥∥∥
∫ t

0

c1,ε‖xs‖1 ds

+ h‖L0‖
∫ t

0

c1,ε‖xs‖1 ds +
∫ t+h

t
c1,ε‖xs‖1 ds

≤ h

∥∥∥∥∥∥
(
T0,h − Id

h
− L0

)∥∥∥∥∥∥ c1,ε‖x‖T T + c1,ε‖L0‖ ‖x‖T Th

+ c1,ε‖x‖T h
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que tiende a cero, si h→ 0. Esto demuestra que el mapeo

t �→
∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds

es continuo.

Por último,

‖Tt x‖1 ≤ ‖T0,t x0‖1 +
∫ t

0

‖T0,(t−s)L(xs)xs‖1ds

≤ ‖x0‖1 + c1,ε‖x‖T , ∀t ∈ [0,T ).

Lo cual demuestra que

‖T(·)x‖T = sup
t∈[0,T )

‖Tt x‖1 ≤ ‖x0‖1 + c1,ε‖x‖T < ∞,

consecuentemente, T(·)x ∈ XT . �

Lema 5.2. Se cumplen las siguientes estimaciones para t ∈ [0,T ]:

1) ‖Tt x − T0,t x0‖1 ≤ c1,ε T sups∈[0,T ) ‖xs‖1 = c1,ε T‖x‖T .

2) ‖Tt x − Tty‖1 ≤ (c2,ε ‖x‖T + c1,ε)T‖x − y‖T con x, y ∈ XT,ε,x0
.

Demostración. Como el semigrupo es de contracciones, tenemos que para t ∈ [0,T ]

1)

‖Tt x − T0,t x0‖1 =
∥∥∥∥∥∥
∫ t

0

T0,(t−s)L(xs)xs ds

∥∥∥∥∥∥
1

≤
∫ t

0

‖L(xs)xs‖1 ds

≤
∫ t

0

c1,ε‖xs‖ ds ≤ c1,ε T sup
s∈[0,T )

‖xs‖

= c1,ε T‖x‖T .

2)

‖Tt x − Tty‖1 =
∥∥∥∥∥∥
∫ t

0

T0,(t−s)

(
L(xs)xs − L(ys)ys

)
ds

∥∥∥∥∥∥
1

≤
∫ t

0

‖L(xs)xs − L(ys)ys‖1 ds

≤
∫ t

0

‖
(
L(xs) − L(ys)

)
xs‖1 ds +

∫ t

0

‖L(ys)(xs − ys)‖1 ds

≤
∫ t

0

‖L(xs) − L(ys)‖1 ‖xs‖1 ds +
∫ t

0

‖L(ys)‖1 ‖(xs − ys)‖1 ds

≤ (c2,ε ‖x‖T + c1,ε) T sup
s∈[0,T )

‖xs − ys‖1

≤ (c2,ε ‖x‖T + c1,ε) T‖xt − yt‖T .

�

Finalmente, ya estamos en condiciones de demostrar el teorema 5.2.
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Demostración del teorema 5.2. Primero, veamos que T(·)x ∈ XT,ε,x0
, si x ∈ XT,ε,x0

. Por el lema 5.1, T(·)x ∈ XT .

Además, por la propiedad de semigrupo, T0x = T0,0x0 = x0. Luego, por la parte 1) del lema 5.2 se cumple

que

‖Tt x − T0,t x0‖ ≤ c1,ε T‖x‖T < ε

para T suficientemente pequeña. Es decir, T(·)x ∈ XT,ε,x0
.

Por la parte 2) del lema 5.2, tenemos

‖Tt x − Tty‖1 ≤ (c2,ε‖x‖T + c1,ε)T‖x − y‖T < ‖x − y‖T ,

si T es suficientemente pequeña para toda t ∈ [0,T ]. Esto demuestra que

sup
t∈[0,T )

‖Tt x − Tty‖T = ‖T(·)x − T(·)y‖T ≤ ‖x − y‖T ,

es decir, T es una contracción de XT,ε,x0
en si mismo. �

Corolario 5.1. La ecuación integral (5.3) tiene una única solución en el espacio XT,ε,x0
, para T > 0 suficiente-

mente pequeña.

Demostración. Como consecuencia del teorema 5.2 y del teorema de punto fijo de Banach, ver [MB80], se

tiene que, para T suficientemente pequeña, existe un único x ∈ XT,ε,x0
tal que T x = x, es decir, satisface la

ecuación (5.3). �
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Apéndice A

Teoremas de Hahn Banach

A lo largo de este apéndice, consideramos E un espacio vectorial sobre R.

Teorema A.1. (Hahn-Banach) Sean p : E → R una funcional sublineal y a ∈ E. Entonces, existe un funcional
lineal ω : E → R tal que

ω(a) = p(a) y ω(b) ≤ p(b) (A.1)

para cada b ∈ E.
Más aún, para c ∈ E y λ ∈ R, existe un funcional lineal ω : E → R tal que

ω(a) = p(a) , ω(c) = λ y ω(b) ≤ p(b) (A.2)

para cada b ∈ E, si y sólo si

p(a) − p(a − tc)

t
≤ λ ≤

p(a + tc) − p(a)

t
, t > 0. (A.3)

Ahora bien, si consideramos funcionales sublineales pj con j = 1 . . . n en E junto con ω un funcional lineal

en E tal que ω ≤ pj y suponemos que Σn
i=1ai = 0. Entonces,

n∑
i=1

pi(ai) ≥
n∑

i=1

ω(ai) = ω

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
n∑

i=1

ai

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0.

A continuación, presentamos el recíproco a esta observación.

Teorema A.2. (Multiple Hahn-Banach) Sean pi : E → (−∞,∞] funcionales sublineales con i = 1 . . . n tales
que p1 es finita valuada y para ai ∈ E, se cumple que

n∑
i=1

ai = 0⇒
n∑

i=1

pi(ai) ≥ 0.

Entonces, existe una funcional lineal ω : E → R con la propiedad de que ω ≤ pi para i = 1 . . . n.
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Por último, enunciamos una versión del teorema de separación de Hahn-Banach. El cual será aplicado a un

espacio de Banach B que esta equipado con la topología inducida por su norma y su dual, B∗, con la topología

σ(B∗, B) también llamada topología débil estrella.

Además, si E es un espacio real localmente convexo y E∗ es su dual, para cada subconjunto F ⊂ E, llamamos

la polar de F al conjunto

Fo = {ω ∈ E∗ : ω(a) ≤ 1,∀a ∈ F} (A.4)

Y la doble polar o bipolar de F se define como la polar de Fo en E, i. e.

Foo = {a ∈ E : ω(a) ≤ 1,∀ω ∈ Fo} (A.5)

Teorema A.3. (Separación de Hahn-Banach) Sea E un espacio real localmente convexo. Entonces se cumplen
las siguientes propiedades.

I) Sea C ⊂ E convexo con interior no vacío. Entonces para cada a ∈ int(C ), existe ω ∈ E∗ tal que
ω(a) ≤ ω(c) para cada c ∈ C .

II) Sea C ⊂ E convexo y cerrado tal que 0 � C. Entonces, existe ω ∈ E∗ tal que ω(c) ≥ 1 para cada c ∈ C .

III) Para cualquier subconjunto F ⊂ E, se tiene que Foo es la envolvente convexa cerrada de F ∪ {0} en E.

Para mayores detalles sobre esta versión del teorema de Hahn-Banach, se puede consultar [BR84].



Apéndice B

Espacios de Hilbert

A continuación, damos las propiedades generales de los espacios de Hilbert y del producto tensorial entre

ellos.

B.1. Espacios con producto interior

Definición B.1. Un espacio vectorial complejo V, es un espacio con producto interior o interno si existe una
función 〈·, ·〉 : V × V → C tal que se satisface las siguientes condiciones:

1) 〈x, x〉 ≥ 0 y 〈x, x〉 = 0 si y sólo si x = 0

2) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉

3) 〈x, αy〉 = α〈x, y〉

4) 〈x, y〉 = 〈y, x〉

para cualesquiera x, y, z ∈ V y para toda α ∈ C. La función 〈·, ·〉 recibe el nombre de producto interior o
interno.

De aquí que para cualesquiera x, y, z ∈ V y para cada α ∈ C, se cumple que 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉 y

〈αx, y〉 = ᾱ〈x, y〉. Por este motivo decimos que el producto interno es lineal conjugado en la primera entrada.

Ejemplo B.1.1. Los siguientes conjuntos son espacios con producto interior.

1) Sea Cn con el producto interno dado por

〈x, y〉 :=

n∑
i=1

xiyi

con x = (x1, . . . , xn), y = (yi, . . . , yn) ∈ Cn.
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2) Sea C[a, b] el conjunto de las funciones con valores complejos y continuas en el intervalo [a, b] de R.
Entonces el producto interno esta dado por

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x) dx

con f , g ∈ C[a, b].

Los espacios con producto interno, generalizan diversos aspectos geométricos, como lo muestra la siguiente

definición.

Definición B.2. Sea V un espacio con producto interno. Decimos que dos vectores x, y ∈ V son ortogonales si
〈x, y〉 = 0. Además una colección {xi} ⊂ V es llamado conjunto ortonomal si 〈xi, xi〉 = 1 para toda i, mientras
que 〈xi, x j〉 = 0 para toda i � j.
Y denotamos por ‖x‖ al valor real dado por

√
〈x, x〉.

Teorema B.1. (Teorema de Pitágoras) Sean V un espacio con producto interno y {xn}Nn=1
⊂ V un conjunto

ortonormal. Entonces para cada x ∈ V, se cumple que

‖x‖2 =
N∑

n=1

|〈x, xn〉|2 +

∥∥∥∥∥∥∥x −
N∑

n=1

〈xn, x〉xn

∥∥∥∥∥∥∥
2

Como consecuencia del teorema de Pitágoras, tenemos las desigualdades de Bessel y de Schwarz.

Corolario B.1. (Desigualdad de Bessel) Sean V un espacio con producto interno y {xn}Nn=1
⊂ V un conjunto

ortonormal. Entonces para cada x ∈ V, se cumple que

‖x‖2 ≥
N∑

n=1

|〈x, xn〉|2.

Corolario B.2. (Desigualdad de Schwarz) Sea V un espacio con producto interno y consideremos x, y ∈ V.
Entonces se cumple que

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖.

Otro aspecto geométrico importante esta dado por la siguiente identidad.

Proposición B.1. (Ley del Paralelogramo) Sea V un espacio con producto interno y consideremos x, y ∈ V.
Entonces se cumple que

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

La importancia de la definición B.2 radica en el siguiente resultado.

Teorema B.2. Todo espacio con producto interior V es un espacio vectorial normado. Es decir, para cuales-
quiera x, y ∈ V y para toda α ∈ C, se tiene que

1) ‖x‖ ≥ 0

2) ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0
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3) ‖αx‖ = |α| ‖x‖

4) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖

De esta manera, tenemos que un espacio con producto interior V es normado y, por lo tanto, un espacio

métrico.

Teorema B.3. Sea V un espacio con producto interno. Entonces la función d : V × V → [0,∞) dada por
d(x, y) = ‖x − y‖ satisface las siguientes condiciones:

1) d(x, y) = 0 si y sólo si x = y

2) d(x, y) = d(y, x)

3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

para cualesquiera x, y, z ∈ V.

Definición B.3. Decimos que un espacio con producto interior es un espacio de Hilbert complejo si es com-
pleto con respecto a la métrica dada por el teorema B.3. Es decir, si toda sucesión de Cauchy es convergente.

Ejemplo B.1.2. Los siguientes conjuntos son espacios de Hilbert complejos.

1) El conjunto L2[a, b] de las clases de equivalencia de las funciones con valores complejos y medibles en
[a, b] ⊂ R tales que ∫ b

a
| f (x)|2 dx < ∞

con el producto interior dado por

〈 f , g〉 =
∫ b

a
f (x)g(x) dx.

2) El conjunto l2 de las sucesiones complejas {xn}∞n=1 tales que

∞∑
n=1

|xn|2 < ∞

con el producto interior dado por

〈
{xn}∞n=1, {yn}∞n=1

〉
=

∞∑
n=1

xnyn

Un hecho fundamental de los espacios de Hilbert H es que los podemos identificar con su espacio dual. Es

decir, con el espacio de transformaciones lineales y acotadas de H en C el cual denotamos por H∗ = B(H,C)

y a sus elementos los llamamos funcionales lineales continuos. Además H∗ resulta ser un espacio vectorial

normado y completo con

‖T‖H∗ := sup
x∈H
‖x‖=1

|T (x)|

Teorema B.4. (Representación de Riesz) Para cada T ∈ H∗, existe un único yT ∈ H tal que T (x) = 〈yT , x〉
para toda x ∈ H. Además, ‖yT ‖ = ‖T‖H∗ .
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B.2. Producto tensorial

Consideremos H1,H2 espacios de Hilbert complejos. Entonces para cada φ1 ∈ H1, φ2 ∈ H2 definimos una

forma bilineal conjugada (φ1 ⊗ φ2) : H1 × H2 → C mediante

(φ1 ⊗ φ2)(ψ1, ψ2) := 〈φ1, ψ1〉H1
〈φ2, ψ2〉H2

.

Luego, definimos E como el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de tales formas bilineales

conjugadas y definimos un producto interno en E como

〈φ ⊗ ψ, η ⊗ μ〉 := 〈φ, η〉H1
〈ψ, μ〉H2

y extendemos por linealidad á E.

Proposición B.2. La función dada por 〈·, ·〉 esta bien definida y es positiva definida. Es decir, el valor 〈λ, λ′〉
NO depende de cual de las combinaciones lineales finitas es utilizada para expresar a λ y λ′.

A partir de la Proposición B.2 definimos un nuevo espacio de Hilbert.

Definición B.4. Sean H1,H2 espacios de Hilbert complejos. Definimos el producto tensorial de H1 con H2,
denotado por H1 ⊗ H2, como la completación de E bajo el producto interior dado anteriormente.

Por lo tanto, H1 ⊗ H2 es un espacio de Hilbert complejo.

Proposición B.3. Sean H1,H2 espacios de Hilbert complejos con bases ortonormales {φk}k≥1 y {ψl}l≥1 respec-
tivamente. Entonces {φk ⊗ ψl}k,l≥1 es una base ortonormal de H1 ⊗ H2.

Cabe destacar que lo anterior, puede realizarse para una cantidad finita de espacios H1,H2, . . . ,Hn y consi-

derar el espacio H1 ⊗ H2 ⊗ · · · ⊗ Hn.

Ejemplo B.2.1. Sea H un espacio de Hilbert y denotemos por H⊗n el producto tensorial de H consigo mismo
n-veces, es decir,

H⊗n := H ⊗ · · · ⊗ H︸��������︷︷��������︸
n−veces

Entonces, al hacer H0 = C y considerar la suma directa infinita definimos el espacio de Fock sobre H como

F (H) =

∞⊕
n=0

Hn.

Así, F (H) es separable si H lo es.
En particular, para H = L2(R), cualquier elemento ψ ∈ F (H) es una sucesión de funciones

ψ =
{
ψ0, ψ1(x1), ψ2(x1, x2), ψ3(x1, x2, x3), . . .

}
tal que

|ψ0|2 +
∞∑

n=1

∫
Rn
|ψn(x1, . . . , xn)|2 dx1 · · · dxn < ∞.
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Teorema B.5. Sean (M1, μ1) y (M2, μ2) espacios de medida tales que L2(M1, dμ1) y L2(M2, dμ2) son separables.
Entonces, son válidas las siguientes afirmaciones:

1) Existe un único isomorfismo de L2(M1, dμ1)⊗ L2(M2, dμ2) a L2(M1 ×M2, dμ1 ⊗ dμ2) tal que f ⊗ g �→ f g.

2) Si H′ es un espacio de Hilbert separable, entonces existe un único isomorfismo de L2(M1, dμ1) ⊗ H′ a
L2(M1, dμ1; H′) tal que f (x) ⊗ φ �→ f (x)φ.

3) Existe un único isomorfismo de L2(M1 × M2, dμ1 ⊗ dμ2) a L2
(
M1, dμ1; L2(M2, dμ2)

)
tal que f (x, y) es

tomada en la función x �→ f (x, ·).

Para ver más a detalle estos temas, se puede consultar [MB80].

B.3. Operadores positivos y compactos

Definición B.5. Un operador P ∈ B(H), es positivo si

〈Pu, u〉 ≥ 0 ,∀u ∈ H.

En tal caso, escribimos P ≥ 0. Si además, 〈Pu, u〉 = 0 sólo es posible con u = 0, decimos que el operador P es
positivo definido. Esto nos permite dar una relación de orden en B(H), mediante

A ≥ B , si A − B ≥ 0.

Una propiedad importante que cumplen los operadores positivos es la siguiente.

Proposición B.4. Sea A ∈ B(H) tal que A ≥ 0. Entonces A es autoadjunto.

Demostración. Por propiedades del producto interior de H, tenemos que

〈x, Ax〉 = 〈Ax, x〉 = 〈Ax, x〉

cuando 〈Ax, x〉 solo toma valores reales.

Mientras que utilizando la identidad de polarización, concluimos que

〈Ax, y〉 = 〈y, Ax〉

cuando 〈Ax, x〉 = 〈x, Ax〉 para toda x ∈ H. Entonces, por ser A ≥ 0, tenemos que 〈Ax, x〉 ∈ R. De aquí que,

A = A∗. �

Más aún, para cualquier A ∈ B(H), se tiene que el operador A∗A ≥ 0, ya que 〈A∗Ax, x〉 = 〈Ax, (A∗)∗x〉 =
〈Ax, Ax〉 = ‖Ax‖2 ≥ 0.

De hecho, se tiene el siguiente resultado.

Teorema B.6. Para cada A ∈ B(H), son equivalentes

1) A es positivo.
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2) A = A∗ y el espectro de A, yace en R+.

3) A es de la forma T ∗T, para algún operador T ∈ B(H).

Proposición B.5. Sea H un espacio de Hilbert de dimensión finita. Entonces A ∈ B(H) es positivo si y sólo si
su matriz es positiva semidefinida.

Teorema B.7. Sean H un espacio de Hilbert de dimensión finita con base {ei}ni=1 ⊂ H y un operador A ∈ B(H)

auto-adjunto. Entonces A es positivo si y sólo si para cualquier k ∈ {1, 2, . . . , n}, el determinante de la matriz
de tamaño k × k dada por [

〈ei, Aej〉
]k

i, j=1

es no negativo.

Para matrices cuyas entradas son matrices, es decir, matrices de bloques, tenemos un resultado similar.

Teorema B.8. La matriz de bloques auto-adjunta[
A B
B∗ C

]

es positiva si y sólo si A,C ≥ 0 y existe un operador X tal que ‖X‖ ≤ 1 y B = C1/2XA1/2.

Además, cuando A es invertible, entonces esta condición es equivalente a

BA−1A∗ ≤ C.

Teorema B.9. (Schur) Sean A, B matrices positivas de tamaño n × n. Entonces

Ci, j = Ai, jBi, j (1 ≤ i, j ≤ n)

determina una matriz positiva.

Para ver a detalle estos resultados puede consultarse [Pet08]. A continuación, enunciamos una serie de

propiedades que pueden ser revisadas en [MB80].

Teorema B.10. Sea A ∈ B(H) con A ≥ 0. Entonces, existe un único B ∈ B(H) tal que B ≥ 0 y B2 = A. Más
aún, B conmuta con cualquier operador acotado que conmute con A.

A partir del teorema B.10 se tiene la siguiente definición.

Definición B.6. Para cada A ∈ B(H), definimos |A| = (A∗A)1/2 donde (A∗A)1/2 es el operador positivo tal que
su cuadrado es A∗A.

Observación B.3.1. Para cada A ∈ B(H), se tiene que |λA| = |λ||A| para cada λ ∈ C. Sin embargo, no es cierto
que |AB| = |A||B|, |A| = |A∗| ó |A + B| ≤ |A| + |B|.

Por otro lado, tenemos los operadores compactos.

Definición B.7. Sean X,Y espacios de Banach. Entonces T ∈ B(X,Y) es compacto si para toda sucesión
acotada (xn)n≥1 ⊂ X se tiene que

(
T (xn)

)
n≥1 ⊂ Y tiene una subsucesión convergente.

Además, denotamos por K(H) el conjunto de operadores compactos sobre un espacio de Hilbert complejo

separable H. El cual resulta ser un espacio de Banach.
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B.4. Traza de operadores

En esta sección, vemos la relación entre los operadores positivos y compactos.

Definición B.8. Sean {ϕn}n ⊂ H base ortonormal y A ∈ B(H) con A ≥ 0. Entonces, definimos la traza de A
como

Tr(A) =

∞∑
n=1

〈ϕn, Aϕn〉.

Proposición B.6. La traza tiene las siguientes propiedades:

1) La traza es independiente de la base ortonormal dada. Es decir, si {ψm}m ⊂ H es otra base ortonormal,
entonces

∞∑
n=1

〈ϕn, Aϕn〉 =
∞∑

m=1

〈ψm, Aψm〉.

2) Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B).

3) Tr(λA) = λTr(A), para cada λ ≥ 0.

4) Tr(UAU−1) = Tr(A), para cada operador unitario U.

5) Si 0 ≤ A ≤ B, entonces Tr(A) ≤ Tr(B).

Utilizando la definición B.6 tenemos,

Definición B.9. Sea A ∈ B(H). Decimos que A es un operador de clase traza si Tr|A| < ∞. Al conjunto de
operadores de clase traza lo denotamos por L1(H).

Las propiedades básicas de L1(H) están dadas en el siguiente teorema.

Teorema B.11. Bajo la suma y multiplicación por escalares en B(H), se tiene que

1) L1(H) es un espacio vectorial.

2) Si A ∈ L1(H) y B ∈ B(H), entonces AB ∈ L1(H) y también BA ∈ L1(H).

3) Si A ∈ L1(H), entonces A∗ ∈ L1(H).

Dado que L1(H) es un espacio vectorial, nos podemos preguntar si existe una norma tal que L1(H) sea

espacio de Banach.

Teorema B.12. Si en L1(H), definimos ‖A‖1 := Tr|A|. Entonces L1(H) es espacio de Banach con ‖A‖ ≤ ‖A‖1.

Por último tenemos el siguiente resultado.
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Teorema B.13. Cada elemento en L1(H) es un operador compacto. Mientras que, un operador A ∈ B(H)

compacto esta en L1(H) si y sólo si
∞∑

n=1

λn < ∞

donde {λn}n son los valores singulares de A. Es decir, son los escalares tales que

A =
∞∑

n=1

λn〈ψn, ·〉ϕn

con {ψn}n, {ϕn}n conjuntos ortonormales en H y λn → 0.

Para concluir, notamos que si A ∈ L1(H), entonces el mapeo B �→ Tr(AB) es un funcional lineal en B(H).

Además, se tienen las siguientes relaciones de dualidad.

Teorema B.14. (Teorema de Schatten) Para un espacio de Hilbert complejo H separable, se cumplen:

1) El mapeo A �→ Tr(A·) es un isomorfismo isométrico de L1(H) sobre [K(H)]∗. Esto es,

L1(H) = [K(H)]∗.

2) El mapeo B �→ Tr(B·) es un isomorfismo isométrico de B(H) sobre [L1(H)]∗. Esto es,

B(H) = [L1(H)]∗.



Apéndice C

Espacios de Banach

En este apéndice, damos los aspectos generales de los espacios de Banach.

C.1. Espacios normados

Definición C.1. Sea V un espacio vectorial sobre R ó C. Decimos que una función ‖ · ‖ : V → R es una norma
en V, si

1) ‖x‖ ≥ 0

2) ‖x‖ = 0 si y sólo si x = 0

3) ‖αx‖ = |α| ‖x‖

4) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖

para toda x, y ∈ V y para cada α ∈ C. A la pareja (V, ‖ · ‖) se le llama espacio vectorial normado.
Un espacio vectorial normado que es completo con respecto a la métrica d(x, y) := ‖x− y‖, se le llama espacio
de Banach.

Es importante destacar que la norma en V no necesariamente está dada por un producto interior.

Ejemplo C.1.1. Como ejemplos de espacios de Banach tenemos:

1) El espacio vectorial Rn sobre R con la norma

‖x‖ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n∑
i=1

x2
i

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1/2

con x = (x1, . . . , xn).

2) Los espacios de Hilbert H reales o complejos.

69
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3) El espacio L∞(R) de las funciones complejas valuadas y medibles en R tales que | f (x)| ≤ M para casi
todo punto con respecto a la medida de Lebesgue y algún M ∈ R. Este espacio es un cociente con
respecto a la relación de equivalencia:

f ∼ g⇔ f (x) = g(x) excepto en un conjunto de medida cero

La norma en este espacio está dada por

‖ f ‖∞ = ı́nf{M ∈ R : | f (x)| ≤ M}

4) El espacio de las funciones continuas y acotadas C(R) con la norma dada por

‖ f ‖ = sup
x∈R
| f (x)|

para cada f ∈ C(R). Este es un subespacio cerrado de L∞(R)

5) Los espacios LP(X, dμ) con respecto a un espacio de medida (X, μ) para cada p ≥ 1. Los elementos de
estos espacios son clases de equivalencia de funciones medibles complejo valuadas que cumplen∫

X
| f (x)|p dμ(x) < ∞

y la relación de equivalencia está dada por

f ∼ g⇔ f (x) = g(x) excepto en un conjunto de medida cero

La norma en este espacio se define mediante

‖ f ‖p :=

(∫
X
| f (x)|p dμ(x)

)1/p

En particular para p = 2, tenemos un espacio de Hilbert.

A partir de dos espacio de Banach (X, ‖ · ‖X) y (Y, ‖ · ‖Y) podemos construir otro espacio de Banach. El cual

está dado por el conjunto de operadores lineales y acotados B(X,Y) con la norma de operadores dada por

‖A‖ := sup
x∈X
x�0

‖Ax‖Y
‖x‖X

De hecho, basta que el espacio Y sea completo. En el caso de que X = Y , escribimos solamente B(X).

Definición C.2. El espacio dual de un espacio de Banach (B, ‖ · ‖B) está dado por B∗ = B(B,K), dondeK = R
ó C según sea el caso.

De está manera, f ∈ B∗, si y sólo si f : B→ R, es lineal y acotada. Así, la norma en B∗ está dada por

‖ f ‖B∗ = sup
x�0

| f (x)|
‖x‖

= sup
‖x‖≤1

| f (x)| = sup
‖x‖≤1

f (x)
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Ejemplo C.1.2. Por el teorema B.4, tenemos que el dual de un espacio de Hilbert H es isomorfo á H. Además,
para cada p ∈ (1,∞), el espacio dual de Lp(R) es el espacio Lq(R) con q ∈ (1,∞) tal que (1/p) + (1/q) = 1.

Más aún, dado B espacio de Banach, tenemos por la definición C.2, que existe el espacio dual de B∗ al cual

llamamos espacio doble dual de B y lo denotamos por B∗∗. La relación entre estos espacios está dada por el

siguiente teorema.

Teorema C.1. Sea (B, ‖ · ‖) un espacio de Banach y para cada x ∈ B, definimos el funcional lineal x̃(·) sobre
B∗ el cual asigna a cada λ ∈ B∗ el escalar λ(x). Entonces, el mapeo J : B → B∗∗ dado por J(x) = x̃ es un
isomorfismo isométrico de B en un subespacio de B∗∗.

Definición C.3. Sea (B, ‖ · ‖) un espacio de Banach tal que el mapeo J definido en el teorema C.1 es suprayec-
tivo. Entonces, decimos que B es reflexivo.

Para un estudio más profundo de los espacios de Banach, se puede consultar [MB80].

Algunas consecuencias del teorema de Hahn-Banach para espacios vectoriales reales y normados (E, ‖ · ‖E)

están dadas a continuación.

Corolario C.1. Sea G un subespacio vectorial de E y consideremos g : G → R lineal y continua, con norma

‖g‖G∗ := sup
x∈G
‖x‖≤1

g(x)

Entonces existe f ∈ E∗ tal que extiende a g y además, ‖ f ‖E∗ = ‖g‖G∗ .

Corolario C.2. Para todo x0 ∈ E, existe f0 ∈ E∗ tal que

‖ f0‖ = ‖x0‖ y f0(x0) = ‖x0‖2.

Por lo que al definir f1 := ‖x‖−1 f0, entonces ‖ f1‖ = 1 y f1(x) = ‖x‖ para toda x ∈ E.

Corolario C.3. Para todo x ∈ E se tiene que

‖x‖ = sup
f∈E∗
‖ f ‖≤1

| f (x)| = máx
f∈E∗
‖ f ‖≤1

| f (x)|.

C.2. Separación de conjuntos convexos

En está sección, siempre consideraremos espacios vectoriales normados (E, ‖ · ‖E).

Definición C.4. Un hiperplano (afín) es un conjunto de la forma

H = {x ∈ E : f (x) = α}

donde f es una transformación lineal en E no idénticamente nula y α ∈ R. En tal caso, decimos que H es un
hiperplano de ecuación [ f = α].

Proposición C.1. El hiperplano de ecuación [ f = α] es cerrado si y sólo si f es continua.
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Definición C.5. Sean A, B ⊂ E. Decimos que el hiperplano H de ecuación [ f = α] separa A y B en sentido
amplio si

f (x) ≤ α,∀x ∈ A y f (x) ≥ α,∀x ∈ B.

Y decimos que H separa A y B en sentido estricto si existe ε > 0 tal que

f (x) ≤ α − ε,∀x ∈ A y f (x) ≥ α + ε,∀x ∈ B.

Geométricamente, la definición C.5 significa que los conjuntos A y B se sitúan "de un lado y de otro del

hiperplano H".

Definición C.6. Decimos que un subconjunto C de E es convexo si para cualesquiera x, y ∈ C, se cumple que
λx + (1 − λ)y ∈ C para toda λ ∈ [0, 1].

Proposición C.2. Sea C ⊂ E convexo, entonces int(C) y C son convexos.

Lema C.1. (Funcional de Minkowski de un convexo) Sea C ⊂ E convexo, abierto y con 0 ∈ C. Definimos el
funcional de Minkowski para cada x ∈ E mediante

p(x) = ı́nf{α > 0 : α−1x ∈ C}

Entonces p es un funcional sublineal, es decir, satisface (3.1) además existe M ∈ R tal que

0 ≤ p(x) ≤ M‖x‖

para cada x ∈ E y
C = {x ∈ E : p(x) < 1}.

Lema C.2. Sean C ⊂ E convexo, abierto y no vació. Entonces para cada x0 ∈ E\C existe f ∈ E∗ tal que
f (x) < f (x0) para todo x ∈ C. En particular, el hiperplano de ecuación [ f = f (x0)] separa {x0} y C en sentido
amplio.

A partir de los Lemas C.1 y C.2, se deduce el primer teorema de separación de conjuntos.

Teorema C.2. (Primer Forma Geométrica de Hahn-Banach) Sean A, B ⊂ E convexos, no vacíos y disjuntos
además, supongamos que A es abierto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B en sentido
amplio.

No sólo se pueden separar conjuntos convexos de puntos sino también dos conjuntos como lo muestra el

siguiente resultado.

Teorema C.3. (Segunda Forma Geométrica de Hahn-Banach) Sean A, B ⊂ E convexos, no vacíos y disjuntos
tales que A es cerrado y B compacto. Entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B en sentido
estricto.

El siguiente corolario es muy útil al tratar de demostrar que un subespacio es denso en E.

Corolario C.4. Sea F ⊂ E un subespacio vectorial tal que F̄ � E. Entonces existe f ∈ E∗ tal que f � 0 y
f (x) = 0 para toda x ∈ F.

Los detalles de está sección pueden consultarse en [Bré11].
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C.3. Funciones convexas

Definición C.7. Sea V un espacio vectorial. Decimos que una función f : V → R es convexa en V si para
cualesquiera x, y ∈ V se cumple que

f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y) (C.1)

para toda λ ∈ [0, 1].

En el caso de una función de R en R tenemos que la desigualdad (C.1) significa que cada punto sobre la

recta entre (x, f (x)) y (y, f (y)) del plano, está por encima de la gráfica de la función f .

Teorema C.4. En R, se cumple que una función f es convexa en (a, b) si y sólo si para x, y, x′, y′ ∈ (a, b) tales
que x ≤ x′ < y′ y x < y ≤ y′, entonces la cuerda sobre (x′, y′) tiene mayor pendiente que la cuerda sobre (x, y),
es decir,

f (y) − f (x)

y − x
≤

f (y′) − f (x′)
y′ − x′

(C.2)

Demostración. Si suponemos que f es convexa en (a, b), entonces

f (y) ≤ λ1 f (x) + (1 − λ1) f (y′) = ȳ

para algún λ1 ∈ [0, 1]. Luego,
f (y) − f (x)

y − x
≤

ȳ − f (x)

y − x
=

f (y′) − f (x)

y′ − x
. (C.3)

Análogamente,

f (x′) ≤ λ2 f (x) + (1 − λ2) f (y′) = ŷ

para algún λ2 ∈ [0, 1]. De aquí que

f (y′) − f (x′) ≥ f (y′) − ŷ

y en consecuencia,
f (y′) − f (x′)

y′ − x′
≥

f (y′) − ŷ
y′ − x′

=
f (y′) − f (x)

y′ − x
. (C.4)

Así de las desigualdades (C.3) y (C.4), resulta

f (y) − f (x)

y − x
≤

f (y′) − f (x′)
y′ − x′

.

Recíprocamente, sea λ ∈ [0, 1] y tomemos x′ = λx + (1 − λ)y junto con y′ = y en (C.2). Entonces

f (y′) − f (x′)
y′ − x′

=
f (y) − f (λx + (1 − λ)y)

y − λx − (1 − λ)y
=

f (y) − f (λx + (1 − λ)y)

λ(y − x)
.

Por lo tanto (C.2) implica que

(1 − λ) f (y) − (1 − λ) f (λx + (1 − λy)) ≥ λ f (λx + (1 − λ)y) − λ f (x),

es decir, (λ + (1 − λ)) f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y), lo cual implica (C.1). �
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C.4. Topologías débiles

Definición C.8. Sea B un espacio de Banach con espacio dual B∗. La topología débil en B, denotada por
σ(B, B∗), es la mínima topolgía para B en la cual cada funcional lineal f en B∗ es continua.

Así, una base de vecindades en cero para la topología débil en B está dada por los conjuntos de la forma

N( f1, . . . fn; ε) = {x ∈ B : | fi(x)| < ε; i = 1, . . . n.}

Además, decimos que una red {xλ}λ∈Λ ⊂ B converge débilmente a x ∈ B si y sólo si f (xλ) → f (x) para toda

f ∈ B∗. En tal caso, escribimos xλ
σ(B,B∗)
−→ x.

Las propiedades de la topología débil estan dadas mediante el siguiente resultado.

Proposición C.3. Sea B un espacio de Banach con espacio dual B∗. Entonces se cumplen:

1. La topología débil es más débil que la topología de la norma, es decir, todo conjunto σ(B, B∗)-abierto
es abierto.

2. Toda sucesión σ(B, B∗)-convergente es acotada en la norma

3. La topología débil es Hausdorff

Otra propiedad importante de la topología débil está dada para espacios de dimensión infinita en los cuales

la cerradura débil de la esfera unitaria, {x ∈ B : ‖x‖ = 1}, es la bola cerrada unitaria, { x ∈ B : ‖x‖ ≤ 1}.

Teorema C.5. Un funcional lineal f en un espacio de Banach es σ(B, B∗)-continuo si y sólo si es norma-
continuo.

También, podemos definir la topología débil en el espacio dual de B.

Definición C.9. Sea B un espacio de Banach, la toplogía débil-∗ es la mínima topología para B∗ en la cual
todas las funciones f �→ f (x), x ∈ B, son continuas. A está topología la denotamos por σ(B∗, B)

Así, la topología débil-∗ es más débil que la topología débil. Además, B es reflexivo si y sólo si las topolo-

gías débil y débil-∗ coinciden.

Teorema C.6. (Banach-Alaoglu) Sea B espacio de Banach real, entonces la bola unitaria en B∗ es σ(B∗, B)-
compacta.

C.5. Operadores adjuntos

Definición C.10. Sean X,Y espacios de Banach y consideremos T : X → Y un operador lineal acotado.
Definimos el operador adjunto de T , mediante T ∗ : Y∗ → X∗ dado por (T ∗ f )(x) = f (T (x)) para toda f ∈ Y∗ y
para cada x ∈ X.

La relación entre un operador y su adjunto está dada en el siguiente resultado.
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Teorema C.7. Sean X,Y espacios de Banach. Entonces la aplicación T �→ T ∗ es un isomorfismo isométrico
de B(X,Y) en B(Y∗, X∗), es decir,

‖T‖B(X,Y) = ‖T ∗‖B(Y∗,X∗)

En el caso de un operador T de un espacio de Hilbert H en si mismo, el adjunto es un operador T ′ de H∗

en H∗. Si consideramos C : H → H∗ dado por y �→ 〈y, ·〉, para cada y ∈ H, entonces C es una isometría lineal

conjugada la cual es suprayectiva por el Lema de Riesz. Ahora bien, definimos T ∗ : H → H mediante

T ∗ = C−1T ′C. (C.5)

Entonces, T ∗ cumple que,

〈x,Ty〉 = (Cx)(Ty) = (T ′Cx)(y) = 〈C−1T ′Cx, y〉 = 〈T ∗x, y〉 (C.6)

para cualesquiera x, y ∈ H.

El operador T ∗ : H → H definido en (C.5) es usualmente llamado el adjunto de T . Además, la aplicación

T �→ T ∗ es lineal conjugada, i. e., es lineal y αT �→ ᾱT ∗ para toda α ∈ C. Esto se debe a que C es lineal

conjugada.

Teorema C.8. Las propiedades básicas de la aplicación T �→ T ∗ son:

1. T �→ T ∗ es un isomorfismo isométrico lineal conjugado de B(H) sobre B(H).

2. (TS )∗ = S ∗T ∗.

3. (T ∗)∗ = T

4. Si T tiene inversa acotada, T−1, entonces T ∗ tiene inversa acotada y es tal que (T ∗)−1 = (T−1)∗.

5. La aplicación T �→ T ∗ siempre es continua en la topología débil y sólo es continua en la norma si H es
de dimensión finita.

6. ‖T ∗T‖ = ‖T‖2.

Por último, damos la definición de operador adjunto para operadores no acotados.

Definición C.11. Sean X un espacio de Banach y T un operador lineal con dominio D(T ) ⊂ X denso. Defini-
mos el adjunto de T mediante el operador T ∗ con dominio

D(T ∗) =
{
ω ∈ X∗ : existe ξ ∈ X∗ tal que ω(Ta) = ξ(a), ∀a ∈ D(T )

}
,

y la acción de T ∗, está dada por T ∗ω = ξ, para cada ω ∈ D(T ∗).





Apéndice D

Categoría de Baire

En este apéndice enunciamos uno de los resultados más importantes del análisis, a saber, el Teorema de

categoría de Baire.

Definición D.1. Sea M un subconjunto de un espacio métrico X. Decimos que es

1) denso en ninguna parte o raro en X si su cerradura, M, no tiene puntos interiores, es decir, si int(M) = ∅,

2) de primer categoría o magro en X si M es unión numerable de conjuntos densos en ninguna parte en X,

3) de segunda categoría o no magro en X si M no es de primer categoría en X.

Teorema D.1. (Categoría de Baire en espacios métricos completos)
Sea X un espacio métrico completo no vacío. Entonces X es de segunda categoría. Es decir, si

X =
∞⋃

k=1

Ak

con Ak ⊂ X cerrado para toda k ≥ 1. Entonces al menos uno de los conjuntos Ak contiene un subconjunto
abierto no vacío.

La demostración del Teorema D.1 puede encontrarse en [Kre89].
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