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Prologo.

En el sentido més general, por bifurcacion en una familia de sistemas dinamicos
se entiende un cambio cualitativo en el retrato fase cuando un pardametro al-
canza o sobrepasa a un cierto valor critico. Mas especificamente, llamamos
bifurcacién de un punto de equilibrio (o conjunto invariante) el caso donde este
cambio consiste en la aparicién de nuevos puntos de equilibrio (o conjuntos
invariantes) que al alejarse el parametro del valor critico, se alejan del punto o
conjunto en cuestiéon (En un lenguaje intuitivo, se dice que el punto o conjunto
se “escinde” bajo el cambio de pardmetro). El estudio de este fenémeno des-
perté intrés a partir del famoso articulo de E.Hopf (1942), donde se relaciona
la aparicién de soluciones periddicas con ciertos cambios en el comportamiento
de la parte lineal del sistema bajo un cambio de un pardmetro. Las investiga-
ciones posteriores a Hopf usualmente siguieron y siguen tomando como base un
cambio en el espectro de la parte lineal del sistema. Este tltimo es tipicamente
acompanado de un cambio (“ganancia” o “pérdida”) de estabilidad. Esta cir-
cunstancia dio origen a la pregunta, en qué medida un cambio de estabilidad da
lugar a una bifurcacién, independiente de que este se refleje o no en un cambio
cualitativo en el espectro de la parte lineal. El primer paso en esta direccion
fue dado en 1976 en un articulo de Marchetti et al, en el cual se prob6 que
una bifurcacién (en el sentido senalado) siempre ocurre cuando hay transicién
de estabilidad asintética a la inestabilidad completa (o “repulsor”). En in-
vestigaciones posteriores, estas hipétesis fueron sucesivamente debilitadas. El
tema tratado en la presente tesis cae dentro de este contexto, tratandose de

reemplazar la condicién de estabilidad asintética (luego de una inversién con-
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veniente del sentido del tiempo) por una més débil que incluye como caso tipico
a los puntos (o conjuntos) silla. La conclusién principal de todas estas inves-
tigaciones es que la aparicion de bifurcacion no depende de las propiedades de
las partes lineales de los sistemas, pudiendo ocurrir aquellos aun cuando estas
no cambian. La verdadera raiz de muy amplias clases de bifurcacién hay que
buscarla en ciertos principios de persistencia dinamica, en el caso en cuestion,
la “persistencia de la inestabilidad”, es decir, en el hecho de que un estado
de inestabilidad persiste, en cierto sentido, bajo pequenas perturbaciones del
sistema. Por lo menos esto es el caso para amplias clases de bifurcaciones.
Concretamente, en el presente trabajo se trata de probar la existencia de
bifurcaciones en el caso donde para cierto valor del parametro un punto de
reposo o conjunto invariante es inestable, mientras para otros valores, cercanos,
es estable. Se consideran dos tipos de bifurcaciones (en un sentido amplio):
extracriticas, del tipo descrito al comienzo, y criticas, que consisten en la acu-
mulacién de conjuntos invariantes para un determinado valor del parametro.
El objetivo principal consiste en relacionar estas dos clases de bifurcaciones
con dos tipos de comportamiento del sistema cuando el parametro se acerca
al valor critico, segiin se cumple o no cierta condicién de equiestabilidad gene-
ralizada (“equi” con respecto al pardmetro), llamada CRES (conexo-relativo-
equiestable). [Esto tiene que ver con el grado de deformacién que sufre el retrato
fase bajo el transito del parametro.] Los dos teoremas principales dicen que
bajo la condicion CRES existe una bifurcacién extracritica, y en su ausencia
una critica. En ambos casos puede ocurrir simultaneamente también el otro
tipo de bifurcacién (bifurcacion hibrida). El contexto de la tesis es el de fami-
lias de sistemas dindmicos o semidinamicos en espacios métricos, dependiendo

de un pardmetro (no necesariamente real, sino variando en algin espacio).
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Introduccion.

El estudio de los sistemas dindmicos tiene su origen en la teoria de las ecua-
ciones diferenciales con los trabajos de H. Poincaré en el siglo XIX. Poincaré,
y depués I. Bendixson, estudiaron las propiedades topoldgicas de las soluciones
de las ecuaciones diferenciales auténomas en el plano. Una de las principales
motivaciones que propiciaron el surgimiento de los sistemas dindmicos se debid
a que los precursores de este enfoque (G. D. Birkhoff, entre otros) puramente
topoldgico (o métrico) se dieron cuenta de que muchas de las propiedades de las
soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales dependen esencialmente
de las propiedades topoldgicas de las soluciones, y no necesariamente de la dife-
renciabilidad (ver por ejemplo, [Bh], [Si] y [Wh]). Los sistemas semidindmicos,
a diferencia de los sistemas dinamicos, son objetos que no toman en cuenta el
pasado, parten del estado inicial del sistema y su evolucion hacia el futuro, es
decir, se presupone la existencia y unicidad de las soluciones para todo el tiempo
t > 0, mientras que para los sistemas dindmicos, se presupone la existencia y
unicidad para todo t € R. Por ejemplo, la ecuacién diferencial & = —2® define
un sistema semidinamico, pero no un sistema dinamico porque las soluciones no
estan definidas para todo tiempo negativo: “se escapan” en un tiempo negati-
vo finito. Los sistemas semidinamicos estan estrechamente relacionados con los
sistemas dindmicos clasicos (para esto ver [BO] y [Sa]); sus resultados se apli-
can a una clase mas amplia de ecuaciones diferenciales que los obtenidos para
los sistemas dinamicos. Los sistemas semidindmicos, tienen su origen en la in-
terpretacién “dinamica” de las ecuaciones diferenciales funcionales con retardo

y en las ecuaciones diferenciales parciales de evolucion, en contraste con los
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sistemas dinamicos que tienen su origen en las ecuaciones diferenciales ordina-
rias auténomas, estas a menudo ( en el caso de las no lineales) tampoco definen
sistemas dindmicos (ver [BOJ). En este trabajo, suponemos la existencia de una
familia continua de sistemas semidinamicos, (X, T, A, F'), que dependen de un
parametro A, donde A\ pertenece a un espacio de parametros A. El conjunto A
puede ser un subconjunto de R o R", pero también puede ser cualquier espacio
métrico o topoldgico con la tnica condicion de la existencia de un elemento no
aislado \g € A (que corresponde al sistema F), “no perturbado”). El conjunto
X es un espacio métrico, (X, d) (el espacio fase), T' es un semigrupo, de hecho
en este trabajo siempre es R™, v F' es un mapeo continuo del producto carte-
siano X x T'x A en X. El mapeo F constituye el “elemento dindmico” del
sistema. Suponemos también la existencia de un conjunto invariante compacto
M C X, comtn para todos los sistemas semidinamicos, o sea, independiente
del pardmetro (por simplicidad).

El problema general que abordamos consiste en investigar cuales son las
condiciones que se deben cumplir para que un cambio en el comportamiento
de la estabilidad ( en el sentido de Lyapunov) del conjunto invariante fijo, M,
producido por un cambio de parametros, implique una bifurcacion de M, en
el sentido de que surgen de M conjuntos invariantes compactos, M| C X,
ajenos de M al salir el valor A de cierto valor critico, del cual vamos a suponer
que siempre sea A = Xg. (En el capitulo 3 daremos la definicién precisa de
bifurcacion.)

En cuanto al concepto de cambio de estabilidad del conjunto invariante
M, considerando una familia de sistemas semidinamicos, en esta tesis distin-
guimos dos formas de como ocurre el cambio de la estabilidad cuando cambia
el parametro. Estas distinciones dependen de si la pérdida o ganancia de la es-
tabilidad, ocurren en el valor critico del parametro o fuera de el, es decir, para
F,, o F)\, donde X es diferente de \g. En primer lugar, decimos que una familia
de sistemas semidindmicos exhibe una pérdida critica (ganancia extracritica)
de la estabilidad del conjunto M, en un valor \g € A, si M es Ag-inestable (o
sea, inestable con respecto al sistema no perturbado F),) pero A-estable con
respecto a los sistemas perturbados F) para algunos valores A arbitrariamente
cercanos a Ag. Andlogamente, una familia de sistemas semidindmicos exhibe
una pérdida extracritica (ganancia critica) de estabilidad en un valor \g € A
con respecto del conjunto M, si M es A\g-estable (o sea, estable con respecto

al sistema F),) pero A—inestable con respecto a sistemas perturbados F), para
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A arbitrariamente cercano a Ag. La idea de utilizar los términos como pérdida
critica (ganancia extracritica) o pérdida extracritica (ganancia critica), surge
porque el espacio de parametros es mas general que la recta real, como ya lo
hemos mencionado al principio de esta introduccién.

En particular, si el espacio de parametros es el espacio R, de los niimeros
reales y \g € R es el valor critico del parametro, la ganancia de la estabilidad
se llama subcritica (supercritica) en el sentido en que A crece, si M es inestable
con respecto al sistema semidinamico F), y estable con respecto al sistema F
para A < Ag (A > \g), respectivamente.

Los casos (més conocidos) donde se presentan los fenémenos de bifurcacion
y cambio de estabilidad, son los del “trinche” (“pitchfork”) en un sistema unidi-
mensional, donde un equilibrio se escinde en tres y la ganancia de la estabilidad
puede ser sub o supercritica, y la bifurcacion de Hopf en un sistema en el plano,
donde se desprende del equilibrio una solucion peridédica. La ganancia de la esta-
bilidad puede ser sub o supercritica (cambiando A por —\, para A € R ). Desde
el punto de vista del comportamiento cualitativo local, el rasgo caracteristico
es que para el valor critico del parametro el equilibrio es asintéticamente es-
table (atractor) o negativamente asintéticamente estable (repulsor), mientras
que para valores del parametro cercanos al valor critico el comportamiento de la
estabilidad en torno al equilibrio se invierte (el atractor se convierte en repulsor
o viceversa).

Esta problemética surgié de la clasica bifurcacién de Hopf!, y el enfoque
que seguimos en esta linea de investigaciéon fue iniciado en su forma general
por Marchetti, Negrini, Salvadori y Scalia [MNSS]. Ellos demostraron que si
una familia de sistemas dinamicos que dependen de un parametro A tienen un
conjunto invariante comun M, que es asintoticamente estable para cierto valor
A = Xo, y completamente inestable (repulsor) para todos los valores A diferentes
de \g, pero cercanos a \g, entonces M exhibe una bifurcacién en A = \g. En-
tendemos el concepto de conjunto invariante M completamente inestable en el
sentido de repulsor, es decir negativamente asintéticamente estable, (como por
ejemplo en el caso del sistema unidimensional, © = x, el punto de equilibrio,
{0}, es completamente inestable). Los cuatro autores en [MNSS] abordaron
el problema desde el punto de vista mas geométrico, en el contexto de un
flujo en un espacio métrico localmente compacto y relacionaron la bifurcacion

con cierta propiedad de atractores que ahora llamamos “persistencia”’. Esto

!Precursores: Poincaré y Andrénov.
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significa que el atractor estable (como tal) se preserva bajo pequenas pertur-
bacionesdel sistema, y el nuevo sistema (perturbado) tendra el atractor estable
cerca del atractor original. De esta propiedad, se deduce que ocurre una bi-
furcacion, siempre que un atractor o repulsor se convierte en su contrario. La
bifurcacién de Hopf en su forma maés sencilla ( por ejemplo en el caso del plano),
es de este tipo.

Los autores mencionados probaron el teorema basico de persistencia medi-
ante el método de la funcién de Liapunov, usando fuertemente la compacidad
local del espacio. De hecho, existe una demostracion més antigua pero al pare-
cer poco conocida de la persistencia, que se encuentra en [Se 2 | y que ademads se
lleva a cabo en el contexto amplio de flujos no-auténomos y sin unicidad en un
espacio no necesariamente localmente compacto (lo cual permite su aplicacién
a sistemas de dimensién infinita). El método de esta demostracién no requiere
la existencia de una funcién de Liapunov.

Este resultado (el de [MNSS]) extiende entonces la bien conocida bifurcacién
de Poincaré-Andrénov-Hopf (BPAH) (ver [MM], pp. 163 ss), para el caso en el
cual el comportamiento de la estabilidad no esta necesariamente determinado
por los autovalores de la parte lineal del sistema. En lo que sigue nos referimos
a la clase de bifurcaciénes que surgen de una pérdida extracritica (ganancia
critica) de la estabilidad consideradas en [MNSS| como bifurcaciones del tipo
AE-CI (es decir, que resultan de una transicién de un cambio de la estabilidad
del equilibrio de asintéticamente estable a completamente inestable). En [SF1],
Florio y Seibert debilitaron la condiciéon de que el conjunto invariante M sea
completamente inestable (repulsor), requerida en [MNSS]?, por condiciones més
débiles y ademas la teoria se extendio a sistemas semidinamicos, reemplazando
la hipétesis de la compacidad local del espacio de estados por la de compaci-
dad asintotica del sistema, la cual significa que las orbitas de una regién del
espacio de estados van hacia un conjunto compacto. En la teoria desarrollada
en [MNSS] y [SF1], se usa como herramienta el principio de persistencia de
la estabilidad asintotica bajo perturbaciones, para demostrar que existe una
relaciéon muy estrecha entre la pérdida extracritica de la estabilidad y la ocu-
rrencia de una bifurcacién del conjunto M. El principio de persistencia de la
estabilidad asintotica bajo perturbaciones (ver [Se 2] y [Yo]), lo entendemos
en el siguiente sentido: cuando un A\g-sistema que tiene un conjunto invariante

M asintdticamente estable es perturbado ligeramente (al salir el pardmetro \ de

2De hecho, se refieren a una familia de conjuntos, {My | A € A}.
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cierto valor critico \g), aparece en el sistema perturbado un conjunto invariante
M’ asintdticamente estable, arbitrariamente cercano al atractor original M vy la
region de atraccion permanece esencialmente intacta. A partir de la conexién
de este principio, con el problema de las bifurcaciones del tipo AS—CI, es decir
de las bifurcaciones que surgen de la pérdida extracritica de la estabilidad en
los trabajos [MNSS] y [SF1], podemos concluir lo siguiente: siempre que un
conjunto invariante M tiene una pérdida extracritica (ganancia critica) de la
estabilidad cuando un parametro alcanza o sobrepasa un cierto valor critico para
el cual M es aislado de conguntos invariantes (existe una vecindad de M tal
que todo conjunto invariante contenido en esta vecindad, estd contenido en M ),
tiene una bifurcacion. (analizados en SF1.) Los resultados mencionados hasta
ahora, estan contenidos en el lado izquierdo del cuadro sinoptico en la Figura
1, mediante el cual ilustramos la teoria general de bifurcaciones desarrollada
con este enfoque.

En 1994, durante un seminario, P. Seibert sugirié otra direccién en la cual
la bifurcaciones del tipo AE-CI, se pueden generalizar invirtiendo la escala
del tiempo y relajando la condicién resultante de la inestabilidad completa (re-
pulsor) para el valor critico Ag del pardmetro. Asi surgié el proyecto de este
trabajo.

En otras palabras, si M tiene pérdida critica de la estabilidad, en el valor
A = A, nos preguntamos si ello implica que existe una bifurcacion de M en Ag.

Una primera aproximacién a la solucion correspondiente a un caso espe-
cial, de este problema, se presenté en [AS1]|. Las posibles bifurcaciones del
conjunto invariante M que surgen en este caso, las llamamos bifurcaciones del
tipo I-F por que ocurren cuando existe la transicion de inestabilidad critica
a estabilidad extracritica de M. Es decir, son bifurcaciones que surgen de la
(ganancia)pérdida (extra)critica de la estabilidad del conjunto invariante M.

Una segunda aproximacion al estudio de este problema en esta linea de
investigacién, se presenta en [SF2] con el resultado principal: si el conjunto
mvartante M es aislado y tiene ganancia extracritica de la estabilidad en A,
entonces M tiene una bifurcacion que puede ser extracritica o (débilmente)
critica. Para demostrar este resultado, los autores introducen otro principio de
persistencia del cual hablaremos més adelante. Las otras hipotesis adicionales
bajo las cuales es valido este resultado, son muy generales. La familia de
sistemas puede ser de sistemas dinamicos o semidindmicos definidos sobre un

espacio métrico y sujetos sélo a la condicion de compacidad asintética local. El
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caso mas importante considerado en esta direccién es cuando M es aislado de
conjuntos invariantes con respecto al sistema no perturbado (correspondiente
al parametro A = )\¢), y para este mismo valor M es inestable pero no necesa-
riamente completamente inestable (es decir, no repulsor). Este es el caso en el
cual estd planteado el problema del surgimiento de la bifurcacion del conjunto
silla cuando M tiene ganancia extracritica de estabilidad [F1]. El caso més
tipico que se ha encontrado es la particién de la silla en dos, mientras que la
silla original se convierte en un atractor estable que puede ser, por ejemplo un
foco o un nodo.

Por otra parte, asi como en el caso de la demostracién de la existencia de
bifurcaciones del tipo AE-CI contenidas en las bifurcaciones del tipo E-I (ver
sus generalizaciones en [MNSS]) mencionadas en el parrafo anterior, se utilizé
el principio de persistencia de la estabilidad asintotica local como herramienta
para demostrar la existencia de este tipo de bifurcaciones, ademas de otras
hipétesis como la compacidad asintética, también para estudiar el problema
de las bifurcaciones que surgen de la pérdida critica de la estabilidad, formu-
lamos otro principio de persistencia, que llamamos principio de persistencia
de la extension dindmica ( o prolongacion) o principio de persistencia de la
inestabilidad (este principio se formul6 por primer vez en [SF2)).

Para establecer el principio de persistencia de la inestabilidad, consideremos
un sistema semidindmico (X, 7T, F') y un conjunto invariante y compacto M C
X. La extension dinamica positiva de M con respecto F' es, en cierto sentido,
el grado de de inestabilidad de M medido en términos de lo que Ura[Url]
llama la prolongacién positiva de M. La extension dindmica positiva (de aqui
en adelante la llamaremos simplemente extension dindmica)® del conjunto M,
consiste del conjunto de puntos en X y fuera del conjunto M, que se pueden
aproximar desde de una sucesion de puntos que converge a M, bajo la accion del
semiflujo F'. Por ejemplo, consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

en el plano,

r = -,
1.

Estas ecuaciones definen un sistema dindmico. El espacio de estados es R?

3N.P Bhathia observé que al conjunto M \ DT (M) o D*(z)\ v*(z) se le deberfa llamar
“prolongacién”; pero el concepto estaba ya demasiado arraigado para lo que en este trabajo
llamamos extension dindmica, DT (M) \ M.
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el conjunto M = {(0,0)} es el equilibrio del sistema, llamado punto silla,
puesto que el sistema tiene los autovalores 1. La extensiéon dinamica de M
es {(z,y) | © = 0,y # 0}(Ver la Figura 2). En el capitulo 2 estudiamos am-
pliamente como cambia la extension dindamica del conjunto M, cuando cambia
el parametro. Para esto, consideramos una familia de sistemas semidinamicos
(X,T,A, F). Suponemos que para un cierto valor critico A\g € A del pardmetro,
el conjunto invariante M es inestable y por lo tanto, la extensién dinamica de M
es no vacia (ver proposicién 2.1.4). El principio de persistencia de la inestabil-
1dad establece que a pequenos cambios de los parametros A alrededor del valor
critico \g, la extensién dindamica del conjunto M correspondiente a cada valor
de A, no puede disminuir bruscamente. Esto se puede interpretar como que
una situacion inestable no puede modificarse mediante cambios pequenos en el
pardmetro. Lo anterior significa que en realidad, si M es un conjunto invariante
inestable, su extensién dinamica al perturbar el parametro A alrededor de g,
tiene la propiedad de semicontinuidad inferior (es decir, la inestabilidad no es
implosiva). Sin embargo, la extension dindmica de M, no tiene la propiedad de
semicontinuidad superior ( es decir, puede ser ezplosiva).

En el capitulo 3, suponiendo la existencia de una familia de sistemas semi-
dindmicos (X, T, A, F') y un valor critico del pardmetro Ag € A, definimos los
conceptos de cambio de estabilidad y bifurcacion de un conjunto invariante M
contenido en X, cuando el pardmetro entra o sale de Aq.

Ademas definimos los conceptos de: pérdida critica (ganancia extracritica)
y pérdida extracritica (ganancia critica) de estabilidad de M mencionados an-

teriormente.

Finalmente, definimos los conceptos de cambios de estabilidad de M, duro
y suave en términos del radio de inestabilidad. El radio de inestabilidad de M
es una funcién del espacio de pardametros en R. Para cada A\ € A esta funcion
asocia la distancia del punto en la extensién dindmica de M (con respecto al
sistema F) mas alejado de M. Suponiendo que M exhibe un cambio de esta-
bilidad en Ay, decimos que es duro(suave), si la funcién radio de inestabilidad
de M es discontinua (continua) en \g. Por ejemplo, para los sistemas dindmicos
definidos por la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen del
parametro A > 0, @ = —A\x + 22, donde el espacio fase X es R, el espacio
de pardmetros A es R y, M es el equilibrio {0}. Para A = 0, la extensién
dindamica de M es (0,+00) (M es inestable), mientras que para A > 0, es

vacla (M es asintéticamente estable). El equilibrio M exhibe un cambio de
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estabilidad duro. En general, demostramos que si M exhibe pérdida critica de
estabilidad en )\ y F), es asintéticamente compacto en una vecindad de M,
entonces M exhibe un cambio de estabilidad duro en Ag.

La bifurcacion la entendemos como el surgimiento de dos o méas nuevos con-
juntos invariantes, del conjunto invariante M comun de la familia de sistemas
semidinamicos. Dependiendo de que si la separacién de los conjuntos invari-
antes del conjunto M, ocurre en o fuera de el valor critico Ay del parametro, le
llamamos bifurcacién critica o extracritica o hibrida (si ocurren ambas bifurca-
ciones la criticay la extracritica). Un aspecto importante que hay que destacar
de nuestra teoria, consiste en que en su desarrollo, nos interesa demostrar la
existencia de bifurcaciones bajo condiciones muy generales. Queremos abarcar
todos los casos posibles, independientemente de la genericidad o no genericidad
de estos casos. Las propiedades de los nuevos conjuntos que se separan de M
al entrar o salir A del valor critico Ay, queda por el momento, aplazado. Los
ejemplos que presentamos en el capitulo 4, los hemos escogido de acuerdo con
este enfoque.

El punto medular de este trabajo estriba en el estudio del problema de
cémo surgen de un conjunto invariante M el tipo de bifurcaciones definidas
en el contexto actual, cuando M exhibe una pérdida critica de estabilidad.
Partiendo de este punto de vista, tenemos que existen distintas maneras como
un punto de equilibrio o conjunto invariante M de la familia de sistemas exhibe
la pérdida de estabilidad. Una de estas se produce cuando se colapsa la region
de atracciéon de un punto de equilibrio o conjunto invariante M al tender A al
valor critico g, como en el caso estandar de la bifurcacién de Hopf invertida
mencionada anteriormente. Un ejemplo que presenta esta situacién esta dado

por la familia de sistemas de ecuaciones (en coordenadas polares) en el plano:

ro= —r(A—1?),

6 = 1, (r>0). 1)

El espacio de estados X es R?, M es el punto de equilibrio {(0,0)} del sistema
correspondiente a 7 = 0, y A es RT. El equilibrio M es estable para A > 0
y cada regién de atraccién A, de M es un circulo de radio vVA: 22 + ¢ < \.
Estas regiones de atraccién se colapsan en M, cuando A — 0*. Es claro que
M exhibe una pérdida critica de la estabilidad, puesto que para \g = 0, M
es repulsor con respecto al sistema resultante(Ver la Figura 3). Un segundo

caso esta caracterizado por la deformacion del retrato fase de ciertas familias
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de ecuaciones diferenciales dependientes del parametro A\, cuando este se acerca
al valor critico Ag. Un ejemplo prototipo que nos permite ilustrar este caso esté

dado por la familia de sistemas lineales,

:? = —Ar+y, (2)
y = -y

Esta familia de ecuaciones diferenciales, que depende de A, define una familia
de sistema dindmicos. El espacio de estados X es R?; el espacio de pardmetros
A es RT y M es el punto de equilibrio {(0,0)} de la familia de sistemas. Para
A > 0, el sistema tiene un autovalor de multiplicidad dos, —\ < 0, por lo tanto
M es un nodo impropio estable. Para A = 0, M es inestable y no esta aislado
de puntos de equilibrio, de hecho pertenece al conjunto de puntos de equilibrio
{(z,y) € R* |  # 0,y = 0}, del sistema correspondiente a A = 0. Por otra
parte, cuando A — 07 las dérbitas se alargan y se aplanan sobre el eje de las
equis, mientras que para cada A > 0, las correspondientes regiones de atraccion
Ay son cada una todo el plano R?(Ver la Figura 4).

Finalmente, un tercer caso prototipo, ocurre cuando el punto de equilibrio de
una familia de ecuaciones diferenciales, que depende de un parametro A, exhibe
pérdida critica de la propiedad de atraccion, cuando el parametro se acerca
arbitrariamente a un cierto valor critico Ay, convirtiéndose en un equilibrio no
asintotico estable para \g. Un ejemplo que muestra esta situacion, esta dado

por la familia de sistemas lineales que depende del parametro A > 0,

r =Y,

y = —x— M. 3)
Como en los ejemplos anteriores, el espacio de estados X es R?, el espacio de
pardmetros A es RT y M = {(0,0)} es el punto de equilibrio de la familia de
sistemas dinamicos definida por este sistema de ecuaciones diferenciales. Para
cada A > 0 los autovalores correspondientes son %ﬂ ; por lo tanto el
equilibrio M es un nodo estable. Para cada A\ > 0, las regiones de atraccion Ay
son todo el plano R?. Para A = 0, los autovalores del sistema correspondiente
son =£i; por lo tanto el equilibrio M es un centro. En este ejemplo tenemos
que cuando A — 07T, las regiones de atraccién A, no sufren ningtin cambio
y tampoco las orbitas, sin embargo para A = 0, M pierde la propiedad de
atraccién y no es aislado de conjuntos invariantes. (Las soluciones tienden al

origen cada vez mas lentamente, ver la figura 5.)
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Tomando como prototipos los distintos comportamientos que exhiben las
érbitas y las regiones de atraccién del punto de equilibrio {(0,0)} de los sistemas
(1),(2) y (3) cuando este tiene pérdida critica de estabilidad en A = 0, para
su estudio en el contexto general de los sistemas semidindamicos, en el capitulo
4, consideramos familias (X, 7T, A, F) de estos. Si A’ C A, y suponiendo que
para cada A € A’ el conjunto M tiene una regién de atraccién A, bajo la
accion del sistema F). Tenemos una familia de regiones de atraccion de M,
Apn i={A\ | A € A}, y llamamos a la terna { M, Aps, Far } familia de atractores
de M, donde F)/ es la familia de sistemas, {F\ | A € A’}. Por otra parte,
suponiendo que el conjunto invariante M exhibe pérdida critica de la estabilidad
en A = \g ¥ \p es un punto de acumulacion de A’, estudiamos cémo cambian
las regiones de atraccién A, y el comportamiento de las érbitas que tienen
puntos iniciales en vecindades esféricas de M arbitrariamente pequenas (con
respecto a la métrica d del espacio X), cuando A tiende a Ag. Para esto,
primero introducimos el concepto de equiestabilidad (ES) de M con respecto
a la familia de sistemas {F) | A € A'}. Esto significa que M es estable en el
sentido de Liapunov para cada A € A’ y, para cada e-vecindad de M, existe una
0-vecindad de M, tales que para toda A € A, toda dérbita con punto inicial en

la §-vecindad de M pemanece en la e-vecindad de M todo el tiempo.

En este capitulo demostramos que si A’ es un subconjunto del espacio de
pardmetros A, el valor critico del pardmetro \g es punto de acumulacion de A"y
el conjunto compacto e invariante M es ES con respecto a la familia de sistemas
Fyroen X\, entonces M es estable (en el sentido de Liapunov) con respecto al
sistema no perturbado Fy, (o sea, M no pierde la propiedad de atraccion bajo
F\ cuando A alcanza )\g. ) (Tal es el caso del comportamiento cualitativo de la
familia de sistemas dindmicos dada por el sistema (3) dependiente del pardmetro
A > 0). Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si M exhibe pérdida
critica de estabilidad, M no puede ser equiestable con respecto a la familia de
sistemas F)y/ en \g. Esto implica que el estudio del problema de bifurcaciones
de M, que surgen de la pérdida critica de estabilidad hay que hacerlo para las
clases de familias de atractores no ES. Para esto, definimos un tipo de atractores
més amplio que el de los ESs: los atractores relativamente equiestables(RES).
Decimos que el conjunto M invariante es relativamente equiestable con respecto
a Fi en A, si es etable en el sentido de Lyapunov y atractor para cada A € A’
relativo a las regiénes de atraccion Ay. Es decir, si para cada e-vecindad de M,

existe una d-vecindad de M tales que para toda érbita con punto inicial en la
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interseccién de la d-vecindad de M la regiéon de atraccion Ay, esta permanece
en la e-vecindad de M todo el tiempo. Si se cumple esto, decimos que la
terna {M, Apr, Fy'} es una familia de atractores relativamente equiestable. Un
ejemplo de una familia de atractores que es RES pero no ES, estd dado por la
familia de ecuaciones (1).

También, definimos y proporcionamos ejemplos de otra clase de familias de
atractores que no son RES de la siguiente manera. Sea M un conjunto compacto
e invariante, decimos que M es conezo relativamente equiestable (CRES) con
respecto a Fi\» en Ag, si para toda e-vecindad de M, existe una d-vecindad de
M tales que, para toda A\ € A’ y para toda A-6rbita con punto inicial en la
componente conexa que contiene a M de la intersccion de la d-vecindad de
M con la regién de atraccion Ay, permanece en la e-vecindad de M todo el
tiempo. Si se cumple esto, decimos que la terna {M, Ay/, F:} es una la familia
de atractores CRES. En el capitulo 4, proporcionamos ejemplos de familias de
atractores que no son RES, pero si CRES. Formalizamos la deformacién de las
orbitas mediante la negacién la propiedad CRES; esta es una expresiéon para la
deformacion de las érbitas.

En el capitulo 5, presentamos las contribuciénes principales que contiene
este trabajo de tesis. Estas se pueden resumir en lo siguiente, si el conjunto
invariante M exhibe pérdida critica de estabilidad en )y, entonces M exhibe

bifurcaciénes que pueden ser de tres tipos:

1. Extracritica: el conjunto M se escinde en mas de un conjunto invariante

cuando el parametro A sale del valor critico Ay, o

2. Critica (también a veces llamada “vertical”) si para A = Ay, se acumu-
lan en M conjuntos invariantes M’ ajenos a M ( si los conjuntos M’ se
adhieren a M como érbitas homoclinicas a esta bifurcacién le llamamos

bifurcacion débilmente critica.)

3. Hibrida, se presentan ambas bifurcaciones (débilmente) critica y extra-

critica a la vez.(En el segundo caso “débilmente hibrida”).

En el caso de bifurcacion extracritica, demostramos que si un conjunto
invariante M es asintéticamente estable para valores del parametro A cerca de
un cierto valor Ay e, inestable para A = \g y si ademas M tiene la propiedad

CRES ( conexo relativamente equiestable) entonces M exhibe una bifurcacién
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extracritica. En cambio, si la familia de atractores es no CRES, existe una
bifurcacién critica (posiblemente débil).

Formalmente los resultados son los siguientes:

Teorema 0.0.1 Sea Fi una familia de sistemas semidindmicos sobre un espa-
cio métrico X localmente conexo, N* C A y supongamos ademds que se cumplen

las siguientes hipotesis:

i) Eziste un conjunto M C X, no vacio, compacto, conexo y positivamente

A-invariante para todo X € A con las siguientes propiedades:

a) No-inestable, para \g & N*, \g € A*; y
b) A-estable para todo X € A* C A.

it) para cada N\ € N*, F)\ es LAC en alguna vecindad W € V.
iti) M satisface la propiedad CRES con respecto a A*

Entonces existe una bifurcacion extracritica de M en \g, relativo a A*.

Teorema 0.0.2 Sea F) una familia de sistemas semidinamicos definida sobre
un espacio métrico X, localmente conexo. Supongamos ademas que se cumplen

las siguientes hipotesis:

1. Existe un conjunto compacto y conexo M C X positivamente A-invariante

para todo A € A;
2. todo F\ es LAC en alguna vecindad W € Vy;;

3. M es inestable para X = \g y estable para A € N C A, con \g € N, \g &
Ny

4. M no es CRES.

Entonces ocurre una bifurcacion critica (posiblemente critica débil) de M

para X = Ag.

Corolario 0.0.3 Sea F) una familia de sistemas semidindmicos sobre un espa-

cio métrico localmente conexo y suponga que se cumplen las siguientes hipotesis:
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1. Eziste un conjunto compacto M C X;

2. M es asintoticamente estable para toda \* € A*, donde A* C A;
3. M no es asintétimente estable para X = \o; Ao € A*, Ao € A;

4. M es equiestable en Ao con respecto a la familia Fy-; y

5. Fy es LAC en una vecindad W € V).

Entonces existe una bifurcacion (posiblemente (débilmente)) critica de M para

A= N

Corolario 0.0.4 Sea Fy una familia de sistemas semidindmicos sobre un espa-

cto métrico localmente conexo y suponga que se cumplen las siguientes hipotesis:
1. Existe un conjunto compacto y conexo M C X;
2. M es inestable para X = \g;
3. M es asintoticamente estable para A tales que A — \g; y

4. Fn es LAC en una vecindad W € V.

Entonces existe una bifurcacion de M para X = X\g. La bifurcacion puede

ser extracritica o (posiblemente (débilmente))critica.

Corolario 0.0.5 Si se considera unicamente una bifurcacion simple (es decir,
o (débilmente)critica o extracritica) y no hibrida, las condiciones respectivas
dadas en el corolario (0.0.4) son necesarias y suficientes :

Una bifurcacion extracritica ([débilmente] critica) ocurre si solo si (no) se
satisface la propiedad CRES].

Las bifurcaciones (débilmente)criticas son ambas compatibles con las propie-
dades CRES y noCRES. Lo mismo las extracriticas; en caso de bifurcaciones

hibridas.

Finalmente, tenemos que la pérdida critica de la estabilidad de M en A = ),
cuando M es un conjunto silla y aislado de conjuntos invariantes para A = )y,
implica la bifurcacién extracritica de M. Queda como un problema abierto
demostrar que a su vez los conjuntos que se bifurcan, son conjuntos sillas*(en

un paper futuro).

4
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Nos parece natural abordar el problema anterior para el caso de sistemas
dindmicos sobre un espacio métrico localmente compacto y después, para el
caso general de una familia de sistemas semidinamicos que satisfacen alguna
propiedad adicional de compacidad asintotica. La formulacion precisa de este

problema la proporcionamos en las conclusiones de este trabajo.

Definiciéon 1 Un suconjunto S C X se llama conjunto silla si:
AU eS)(VW eS)FzeV) AT (z)gU ze~T(CU),

donde el simbolo S, es el filtro de vecindades del conjunto S.
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AS: estabilidad asintotica CI: completamente estable WA: atractor débil

A=A:AS| AS A=A, :inestable
AN
A£A,:CI || No WA A#\:estable
|7
S
> 2
S A-aislado |\ £ 8 -
— U o\ | N
28 =
Persistencia B
de _ _ CRES
AS Persistencia
TN
inestabilidad CRES
=l |
hipotesis l l
conclusiones Bifurcacion Bifurcacion*
[ Extracritica (Débilmente)
herramientas Critica
L compatible ——

MNSS: Marchetti-Negrini-Salvadori-Scalia
SF : Seibert-Florio * excluida una de la otra
AS : Aguirre-Seibert

Figura 1: En el lado izquierdo, ilustramos algunos resultados del problema
de bifurcaciones que surgen de equilibrios estables y, en el lado derecho las
que surgen de equilibrios inestables en conexién con los tipos de cambios de
estabilidad.
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(M)

\

Figura 2: Ilustraciéon de la Extension dinamica del equilibrio M.

AW

A>0 A=0

Figura 3: Ilustraciéon del caso estandar de la bifurcaciéon de Hopf.
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M M

A

A>0 A=0

Figura 4: Ilustracién de la bifurcacion critica.

Figura 5: Ilustracion de la pérdida de la propiedad de atracciéon de un conjunto
invariante.
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CAPITULO 1

Preliminares.

1.1 Familia de sistemas (semi)dindmicos.

Una familia continua de sistemas (semi)dindmicos o (semi)grupos continuos,
(X, T, A, F), consiste de un espacio métrico, por ejemplo lineal normado (X, || ||)
(el espacio de estados), el (semi)grupo topoldgico ordenado T' de los nimeros
reales (no negativos, llamado escala de tiempo), un espacio métrico (A, p) (el

espacio de pardmetros), y un mapeo continuo
F:XxTxAN—X

(la dindmica). Definimos, para cada A € A, el A-sistema F\ : X x T — X

mediante

F\(z,t) == F(x,t,\).
Denotaremos la familia (X,7, A, F') brevemente por F) (:= {F) | A € A}),

donde F representa una familia de sistemas (semi)dindmicos. Suponemos que

la familia F), satisface los siguientes axiomas:
(I) FY es el mapeo identidad (A € A).
() FiFY = F*Y (¢ €T, XeEA).
(IIT) F es continuo en T' x X X {\o}.

(IV) F es continuo con respecto al parametro A, en ), uniformemente en x y

t en subconjuntos B acotados de X y en intervalos acotados, es decir:

19
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(VBeB) (VreT,e>0) (INeN)
(Vo € B,t €[0,7],A € N) d(Fi(z), F} (z)) <e.

A veces F' puede no estar definida para todo t € T, y sin embargo la teoria

hace sentido.
La métrica asociada a la norma la denotamos por: d(z,y).

Ademas usaremos las siguientes notaciones

B.(z) ={ye X |d(z,y)<r} (r>0,zeX)
Sr(z) =={y € X [ d(z,y) =r}

B, (A)={z e X |d(z,A) <r} (ACX)
Sp(A) ={x e X |d(z,A) =r}

donde d(x, A) := inf{d(z,y) | y € A}.

Las sucesiones {x,, | n € N}, las denotamos simplemente por xy.

Fijamos un elemento Ay en A , y denotamos el sistema de vecindades de A
por N. Al sistema F\, lo llamamos no perturbado, y los otros F), para A # ),
perturbados (con respecto a F),).

El filtro generado por las vecindades esféricas de un punto x o un subcon-
junto compacto M de X los denotamos con V, y V,, respectivamente. La
familia de conjuntos acotados en X, la denotamos con B.

Las transformaciones Fi : X — X definen para cada t y para cada \ las
t-transiciones mediante Fi(z) := F(x,t,\) para todo x € X, y la familia de

funciones punto conjunto de la forma Fj  : X — 2%,
Fi(w) = {F} () | ' > t}

para toda = € X, y para toda (t,\) € T x A, definen las \-semidrbitas retar-
dadas. En particular, la A\-semiorbita positiva a través de x € X, la escribiremos

W (@) == Foa(x) = {Fx(x) | t > 0},

al conjunto limite correspondiente a x como L () <:: ({Eia(z) |t > O}) En

términos de sucesiones,

Li(z):={ye X |3y CRY ¢, - +o0, F'"(z) — y}.



1.1 Familia de sistemas (semi)dinamicos. 21

SitACX, (A =U{i(z) |z e A}. Ademés,siz e X, teT, AC X,
I C T, escribimos

FYA) = {F'(2) | = € A},
Fl(z) = {F'(z) | t € I},
FI(A) = {Fi(z) |z € At € I},

y anadlogamente para otros mapeos.
Observamos que como consecuencia del axioma (II), vale la identidad

Fia(r) = 75 (Fi(2))

que relaciona una A-semiorbita retardada en x con una A-semiorbita positiva a
través de Fi(x).
El interior, la cerradura y la frontera del conjunto A, los denotamos por A,

Ay OA respectivamente, y al complemento del conjunto A, por CA.

Definicién 2 Un (semi-) grupo F' es asintdticamente compacto (AC) sobre
A C X si para toda pareja de sucesiones xy C A, ty C T, tal que t, — 400,

FORl(z,) C A, el conjunto {F"(x,)}nen es relativamente compacto.

Definimos para cada A € A el conjunto A-limite L} (A) del conjunto A,
como el conjunto de los limites de todas las sucesiones convergentes de la forma
{F¥ (1)}, donde a2, € Ay ), — +o0.

Ejemplo 1 Un ejemplo de una familia continua de sistemas dindmicos estd
dado por la siguiente familia de sistemas de ecuaciones diferenciales autonomas

que dependen de un parametro:
&= f(x,\), r:R—>R" XeA f:R"xA-—>R" (1.1)

donde X\ es un pardmetro en el espacio A, y f : R" x A — R" es continua y Lip-
schitz para cada X\ € A. Supongamos que para cada (x,\) € R" X A existe una
tinica solucion ¢i(x, ) definida para todo t € RT que satisface po(z,\) = .
Poniendo X = R", definimos, para cada X € A, F} : X x R — X mediante
Fi(x) := ¢i(x, N). Entonces se obtiene una familia de sistemas dindmicos Fy,
sobre Q C X x RY, con Q es un conjunto abierto que contiene a X x {0},
suponiendo que (1.1) satisface la condicion de dependencia continua correspon-

diente.
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1.2 Conceptos basicos en sistemas (semi)dina-

micos.

Definicién 3 Una funcion ¢ : I — X, donde I es un intervalo no vacio
contenido en R, es una solucion del sistema semidindmico (X,T,F) sit €

I,s € R" y, t+ s €I implican que

F2(9(t) = ¢(t + s).

El intervalo I es el dominio de ¢ y se denota con D(¢). Si z € X, la
solucién ¢ con 0 € D(¢) y ¢(0) = x se llama movimiento positivo a través de

x. Cualquier solucién con x en su rango, se llama solucion a través de x.

Definicién 4 Una solucion a es una extension de una solucion ¢, St
D(a) > Dby, & = ¢ sobre D(¢). Una solucidn se llama maximal, si para
cualquier extension ¢ de ¢ tenemos D(¢p) = D(¢).

Proposicién 1.2.1 ([Sa/, Capitulo I, Teorema 4.4.) Para cualquier x € X
existe una solucion maximal correspondiente a x.

Definicién 5 Una solucion maximal se llama principal si su dominio es R.

Definicién 6 FEl punto x se llama critico, o un equilibrio o punto de reposo,
si v = F'(z) para todo t € R".

Definicién 7 Una drbita correspondiente a x es el rango de una solucion ma-
ximal correspondiente a x.

Una orbita se llama principal si la solucion correspondiente es principal.

Definicién 8 Un conjunto M C X se llama positivamente invariante si para
todo x € M,vale yv"(x) C M. El conjunto M es invariante si M y X\M son

ambos positivamente invariantes.

Proposicién 1.2.2 ([Saj, Capitulo II, Lema 2.4.) La cerradura de un con-
Junto positivamente invariante, es positivamente invariante. La union y la
interseccion de conjuntos positivamente invariantes son positivamente invarian-

tes.



1.2 Conceptos bésicos en sistemas (semi)dinamicos. 23

Definiciéon 9 Parax € X el conjunto H' := v*(x) se llama envolvente positi-
va o cerradura de la semidrbita positiva. Si H'(x) es compacto, el movimiento

positivo correspondiente se llama compacto.

Definicién 10 Un conjunto M C X se llama débilmente invariante si para

todo punto x € M, existe una orbita correspondiente a x contenida en M.

Proposicién 1.2.3 ([Saj,1 ¢ Teorema 3.5.) Si ' (x) es relativamente com-
pacto, el conjunto limite L () es no vacio, compacto y débilmente invariante.

Ademds, todas las drbitas contenidas en Lt (x) son principales.
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CAPITULO 2

El principio de persistencia de la

extension dinamica.

2.1 La inestabilidad, la primera prolongacion
positiva y el limite prolongacional positivo
de un conjunto.

Consideremos un sistema semidinamico definido sobre un espacio métrico (X, d)

y un conjunto positivamente invariante compacto M C X.

Definicién 11 Un conjunto invariante M es inestable si
(U e Vi)YV €Vu) (V) ¢ U.
Definicién 12 Definimos la prolongacién positiva mediante el mapeo
Dt X — 2%
donde para cada v € X, DY (x) es el conjunto

Dt(x) = {yeX|JanC X, HyCR"; 2, -2 v Fio(x,) — y}
N U) [ U € Va}.

25
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Definicién 13 Definimos el conjunto limite prolongacional positivo mediante

el mapeo J* : X — 2% donde para cada x, J*(x) es el conjunto:

JH(x) = {ye X |TayC X,y CR" 2, — 2,1, — +00

y Ftn(xn) — y}
= O (F(V) [teRY, V eV,}

Otra forma util de definir la prolongacion positiva de un conjunto, es en

términos de vecindades, y se obtiene a partir de la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.1 Sean z,y € X y consideremos el mapeo DT : X — 2% de

la Definicion 12, entonces
yeD () &VU eV, VW eV, I el, eV yeqt@) (21)

Demostracién: Primero supongamos que y € D (x), luego, existen z,, — =,
Y, — y tales que y, € vy (x,), como en la Definicién 12. Entonces para cada
pareja de vecindades U € V,, V € V, existe n tal que z,, € U, F'*(z,) € V,
y se obtiene la necesidad de la condicién para y € Dt (z). Para demostrar la
suficiencia, tomamos un sistema fundamental numerable Uy de vecindades de
x, y otro, Vi de y; entonces dados U € V, y V € V, como en 2.1, elegimos n tal
que U, C Uy V, C V. Luego, existe z,, € U, vy y, € V,, tales que y, € v (z,),
y de aqui se sigue que y € Dt (z).

Como consecuencia de la proposicién anterior escribimos

DY (x) = {y|VU €V, YW eV, v " ({U)NV £ 0}

/ / / / (22)
= {y|VUEV, W eV, el IyeV,y cq ()}

Anélogamente, enunciamos la siguiente proposicion a partir de la cual ob-

tenemos otra forma ttil de definir el limite prolongacional de un punto:

Proposicién 2.1.2 Sean z,y € X y consideremos el mapeo J* : X — 2% de

la Definicion 13, entonces

y € JH(x) & VU €V, WV €V, ¥t > 0:yH(FHU)) [V #0. (2.3)
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Demostracién: Primero suponemos que y € J¥(z); de la Definicién 13 tene-
mos que Jry C X, Ity C R tal que x, — z, t, — +oo y F'»(x,) — y. Esto
implica que YU € V,, YV € V,, Vt > 0; existe N € N tal que Vn > N : z,, €
U, F'(x,) € V, t, > t. Observemos que existe 7, > 0 tal que

b= by () = P () €9 (P () = 1)

entonces YT (U)(V # 0. Para probar la suficiencia, tomamos un sistema
fundamental de vecindades de z,V, y otro de y,V,. Sean U € V, y V €V,
dadas como en la relacién (A.26); elegimos n tal que B, (x) C U, B, (y) C V,
donde €, > 0, existe porque U y V son abiertos, luego por hipdtesis tenemos

que
(Vt>0) Y(F'(Be,(2)) [ ) Ben () # 0. (2.4)
Esto implica que dado ¢ > 0, Jy, € v* (F'(x,)),

3z, € B, (x), I, =t+7,, 7. >0: Yn = F'(z,) € B, (y).

Tomamos una sucesién {e,} con €, — 0 cuando n — 400, y aplicando el lado
derecho de la relacién (A.26) para cada n, tomemos que z, — =, ¥y, — Y ¥
t, — 400, puesto que t se puede hacer tan grande como se quiera. Esto prueba
la condicién suficiente para que y € J*(x).

La proposicién anterior, implica que podemos escribir el limite prolongacio-

nal positivo de un punto x € X como:
JHa) ={y € X |[VU €V, VW €V,, Vt > 0: 4 (F'(U)) [V #0}. (2.5)

|
La prolongacion positiva del conjunto M se define en términos de la prolon-

gacion positiva de un punto:

DHM) = [ J{D"(z)| x € M},
reM
y el correspondiente limite prolongacional positivo del conjunto M mediante:
JHM) = | J{T () |z € M}
zeM

Definicién 14 Definimos la extension dinamica positiva de M mediante

(M) := D*(M)\M.
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Si M es inestable, la extension dindamica de M con respecto a F' es el conjunto
de puntos fuera de M que se pueden aproximar a partir de una sucesion de

puntos arbitrariamente cercanos a M bajo la accion de F.

Para abreviar, de aqui en adelante, en lugar de escribir extension dindmica

positiva escribiremos extension dindamica.

Proposicién 2.1.3 (/Bh/) Si el espacio X es localmente compacto, el conjunto
M es inestable si y sdlo si I(M) # 0.

La condicion necesaria en la Proposicion 2.1.3 vale en general. Con respecto

a la condicién suficiente, si vale la siguiente proposicién:

Proposicién 2.1.4 Si M es inestable bajo FT, y FT es AC en una vecindad
de M, entonces M es inestable si y sdlo si IT(M) # ().

Demostracién. Sea W € Vy, en la cual FT es AC. La inestabilidad de M
implica que existe una vecindad U € V), que podemos escoger de tal manera
que U C W, y existe zy C X, z, — M, v (x,) ¢ U para toda n € N,
y existe ty C T tal que F'"(x,) € OU (por continuidad del semigrupo FT).
La propiedad AC en W implica que existe y € QU y existe una subsucesion,
{F%(z})}, de {F(x)}2, tal que F'%(z;) — y, por lo tanto y € I(M). La
otra implicacion es evidente, pues se sigue de la propiedad de separacién del
espacio.

El ejemplo que sigue muestra que es necesario que FT sea AC' en una vecin-

dad de M para que la Proposicion 2.1.4 sea verdadera.
Ejemplo 2 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

T =y,

. (2.6)

sobre X = {(z,y) € R* | y # 0} U{(0,0)}.

Sea M = {(0,0)}; en este caso IT(M) = ), a pesar de que el origen es
inestable.

Sin embargo, no hay contradiccion con la Proposicion 2.1.4 porque el semi-
grupo FT definido por (2.6) no es AC para ninguna vecindad de M, pues X
no contiene al conjunto {(x,0) | x # 0}. (ver la Figura 2.1).
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Yy

Figura 2.1: Tlustracion del Ejemplo 2

Proposicion 2.1.5 Sea M positivamente invariante y compacto. Sty ¢ M
y Hapbnen, d(@n, M) — 0, Htulnen C RY, tal que F'(z,) — vy, entonces

t, — +00.

Demostracion. En caso contrario, supongamos que la sucesion ¢y mencionada
en la hipotesis contiene una subsucesion acotada, entonces existe una sub-
sucesién t'y de esta tales que a su vez escogiendo la subsucesion, se puede
suponer que t, — t* < 4+00. La continuidad conjunta de F' con respecto a t
y z, implican que F'(z,) — F' (z), para alguna x € M, con x,, — z. Por lo
tanto, F' (z) = y € M, puesto que M es positivamente invariante. Lo cual es

una contradiccion con el hecho de que y € M.

Proposicion 2.1.6 Sea M compacto, positivamente invariante, inestable y

AC sobre alguna vecindad W € Vi, entonces vale:
(J+(M) N W) \M £ 0. (2.7)

Demostracion: La inestabilidad de M implica que existe una vecindad U €
Vv existe una sucesion zy C X tales que z,, — M y v (x,) ¢ U para toda
n. Debido a que M es compacto, se puede suponer que existe x* € M y existe
una subsucesion de la mencionada arriba, tales que x,, — x*. También se puede

suponer que U C W, puesto que una vez que tenemos la U de la Definicién 11,
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para cualquier vecindad de M contenida en U es de igual manera aplicable la
misma Definicion 11 sin pérdida de generalidad. Entonces por la continuidad

de F' en t, para cada n existen tiempos t, > 0 tales que
FOtl(zycU vy Fir(z,) € dU C U, (2.8)

Pero ademas, dado que por hipotesis el sistema semidindmico es AC sobre W,
existe una subsucesién de zy (que se puede suponer sea la misma zy mediante

la renumeracién) que converge en U C W, es decir, existe
yx € 0U :  F'"(z,) — y* (2.9)

puesto que OU es un conjunto cerrado (ver [6] pp. 53); por otra parte, siendo
M positivamente invariante, segin la Proposicién 2.1.5, tenemos que t,, — 400
de donde se sigue que y* € J(x) W, pero y* ¢ M por ende y* € J(M)\M;

es decir obtenemos (2.7).

Proposicion 2.1.7 Sea M C X con las mismas hipotesis de la Proposicion
2.1.0, entonces
I'"(M)=J"(M)\M. (2.10)

Demostracién: Sea y € [T(M), entonces y ¢ M y 3z € M, Joy C X,
Jty C RT, tales que z,, — x 'y F(x,) — y (ver la Definicién 12). Luego, puesto
que M es positivamente invariante y compacto, ¢, — oo ( ver la Proposicién
2.1.5 ), esto implica que y € J*(M)\M. Reciprocamente, si y € J*(M)\M, de
la Definicién 13 se tiene que y € I (M).

Corolario 2.1.8 Sea M C X con las mismas hipotesis de la Proposicion 2.1.6,

entonces

(M) (YW #0. (2.11)

Demostracién: Puesto que (J*(M)W)\M =(J*(M)\M) W, la Propo-
sicién 2.1.6 implica que (JT(M)\M)\W # 0 y luego la relacién (2.11 se

obtiene a partir de la relacion (2.10).
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Definicién 15 ! Definimos la prolongacién positiva relativa (PPR) de M con

respecto al conjunto A C X, como

Di(M) =
{y € A| 3z, d(z,, M) — 0, 3t, >0, FO")(z,) C A y F'(z,) — y}

(es equivalente a la prolongacion de M con respecto a la restriccion de F a
AxT).
Entonces, la extensién dindmica relativa (EDR) del conjunto M C X, con

respecto al conjunto A C X se define como
I5(M) == DY(M)\M.
Concluimos esta seccion con la siguiente proposicién.

Proposicion 2.1.9 Sea M C X, compacto y positivamente invariante. Su-
pongamos ademds que FT es AC en una vecindad A = Ae Vv, entonces

D} (M) es compacto.

Demostracién. Supongamos que D (M) no es compacto, entonces existe una
sucesion {yy, fnen C I4(M) que no contiene ninguna subsucesion convergente.

Luego para cada y, € [4(M), n fijo, existe una sucesion, por la Definicién 15,

{Tnmbmen,  d(@pm, M) — 0 (2.12)

y existen
{tn,m}meN - R+ (213)

tales que
Ynn = F (Tnm) = Yo, para m — oc. (2.14)

Ademas, aplicando la Proposiciéon 2.1.5, ¢, ,, — +00, para m — 0.

De esta ultima sucesion escogemos una subsucesion {y), },en tal que

d(Y,, Yn) < €n, con €, — oo cuando n — oo,

donde ademés vy, :== F'(z!), d(z,, M) — 0y !, := 2, es una subsucesién

de (2.12) y tI, := tpm, — 400 es una subsucesion de (2.13). Por otro lado,

'El concepto de prolongacion relativa lo acuniaron T. Ura [Ur], P. Seibert [Se] y N.P.
Bathia [Bh].
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puesto que FT es AC en A = A, la sucesién {y}, }nen, converge. Entonces, dada

e > 0 escogemos N € N suficientemente grande tal que para

€
AW yn) < 25 AWYrn> Ym) <

nom = N d(y), o) < g ;

ga

Wl ™

Luego por la desigualdad del triangulo,

AW Ym) < AWy Yn) + dWYns Yr) + A(WYrns Yim) < €

Esto implica que {y, }nen es una sucesiéon convergente, por lo tanto toda sub-

sucesion de esta es convergente, lo cual es una contradiccion.
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2.1.1 La persistencia de la extensién dinamica.

Consideremos una familia de semigrupos F que actia sobre el epacio métrico
X. Para cada A € A los simbolos DY (M) e I,(M) denotan la A-prolongacion
positiva y la A-extension dinamica del conjunto M, respectivamente, definidas
en la seccion anterior. Suponiendo que M C X es compacto y positivamente
invariante, en esta seccion demostraremos que la A-extension dindmica de M,

I\(M), definida como un mapeo de puntos a conjuntos:
I(M) A — 2% (2.15)

donde,
VAeAN, IL(M):=Df(M)\M.

tiene la propiedad de semicontinuidad inferior en A = \q, para el cual, M
es A\p-inestable. La semicontinuidad inferior, en el sentido de prolongacién con
respecto a \: es decir, el cambio de la A-extensién dindmica de M, I} (M),
producido por pequenos cambios del parametro \ alrededor del valor
A = )Xo, no es implosivo; aunque I (M), no es semicontinuo en el sentido
ordinario (ver por ejemplo [Sal, pag. 62).

El Axioma IV, concerniente a que la familia F de sistemas dindmicos de-
pende continua y uniformemente con respecto al parametro A en A, tenemos

las siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.10 Sea M C X compacto, positivamente invariante, Ag-
inestable para N\g € A y, ademds, sea F/\TO AC en una vecindad W de M.

Entonces

Yy < D)\O(M) =

2.16
YU € Vi, YV €V,, AN €N :VAEN, A (U)NV #0. (2.16)

Demostracién: La primera ecuacién de (2.2), aplicada a D} (M), da la sufi-

ciencia. Para demostrar la necesidad, sea y € D;\“O(M ); entonces, para U € V),

V' € Vi dadas, aplicando la segunda ecuacion de (2.2), elegimos 2/ € U, ' € X;
tales que ' € 7y (2'). Sea 7 > 0 tal que 3 = FY (¢/). Puesto que y/ € V,
V € V. El axioma IV implica que, IN € N tal que VA € N, F{(2/) € V, es
decir,

YAEN,  AF(U)NV £0.



34 El principio de persistencia de la extension dinamica.

Definicién 16 Definimos la prolongacién perturbacional fuerte (PPF) en g €

A, mediante el mapeo ]D;\“O : X — 2%y, para cada x € X escribimos
Dy (z) :={y | YU € V,,¥V € V,,AN e N : VA€ N, 7 (U)NV # 0}.

Definimos la prolongacion perturbacional fuerte de un conjunto M C X,
como la unién de las prolongaciones perturbacionales fuertes de los puntos del

conjunto M, es decir,
Dy, (M) := U{Dy, () | z € M}.

Llamamos extension dindmica perturbacional (EDP) de un conjunto M C X
en Ay € A, I, (M), a la diferencia Dy (M)\M, esto es,

Ty, (M) := D (M)\M.

Proposicién 2.1.11 (Principio de persistencia de la extension dindmica). Sea
M C X positivamente invariante, compacto, Ag-inestable para Ng € A 1y,
supongamos ademds que el semigrupo Fg; es AC, en una vecindad W de M.

Entonces
]AO(M) :H)\()(M)' (217)

Demostracién. Esto es una consecuencia inmediata de la equivalencia (2.16)
de la Proposicion 2.1.10.

[ |

[lustramos el contenido del principio de persistencia de la inestabili-

dad mediante la siguiente figura.

Definicién 17 Definimos la prolongacion perturbacional semi-fuerte(PPSF)
de x € X en Ny € A, mediante el mapeo D : X — 2%, y, para cada x € X

escribimos,
(@) ={y |VU € V,,YV € V,, AN e N.VA e N : 7 (U) NV # 0},
donde N := N\{\o}.

Definimos la prolongacion perturbacional semi-fuerte de un conjunto M C
X en )y, como la unién de las prolongaciones semifuertes de los puntos del
conjunto M, o sea,
(M) :=U{D) (z) | x € M}.
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A }"U

Figura 2.2: Tlustracion de la persistencia de la extension dindmica.

Llamamos extension dindmica prerturbacional semi-fuerte (EDPSF) de un
conjunto M en \g € A, I} (M), a la diferencia de conjuntos, D} (M)\M, es
decir:

No (M) 1= D (M)\M.

Proposicion 2.1.12 Sea M C X positivamente invariante, compacto, Xg-
inestable para A\g € A y, supongamos ademds, que el semigrupo F/\T0 es AC

en una vecindad W de M. Entonces

Ty, (M) C Ty, (M). (2.18)

Demostracién. Esto es una consecuencia inmediata de que \g € N € N en
la ecuacién (2.16) de la proposicién (2.1.10).

|

A partir de la proposicién 2.1.11 y de las ecuaciones (2.17), (2.18), tenemos

que si M es Ao-inestable entonces Iy (M) # 0. En los ejemplos que siguen

ilustramos los conjuntos I,(M), I, (M) y, I\ (M) para sistemas de ecuaciones

en el plano que dependen del parametro \.

Ejemplo 3 Consideremos el sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales

dependiente del parametro A € R,

(2.19)
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El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A es R, el valor critico
del pardmetro \g = 0 y, M = {(0,0)} es el equilibrio comin de la familia
de sistemas (2.19), para toda A € R. El origen M es \g-inestable, pero no
completamente \g-inestable por que este no es aislado de puntos de equilibrio,
pertenece al conjunto de puntos de equilibrio, {(z,y) € R* | x = 0}, del sistema
2.19 para X = Xo. Ademds, I ,(M) = I,,(M) = I} (M) = R*\M. Por otra
parte, para X > 0, I\(M) =1I,(M) = @, en esta, la primera igualdad proviene
de la ecuacion (2.17) y la sequnda, porque M es A- asintéticamente estable con
cuenca de atraccion, AT (M) = {(z,y) € R | |z| < A\}. Este ejemplo, ilustra
que en la siquiente relacion,

Lo (M) = I, (M) C I, (M) = R\{0}, (2.20)

obtenida de las proposiciones 2.1.11 y 2.1.12, la inclusion no necesariamente

es propia. (Ver la Figura 2.1.1).

A>0

Figura 2.3: Ilustracion del ejemplo 3

Ejemplo 4 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales
i=a((a®— 1)+ N\).

El espacio fase X es R, el espacio de los pardmetros A es R, el valor critico del
pardmetro \g = 0y, M = {0} es el equilibrio comin de la familia de ecuaciones.
Entonces I ,(M) = I ,(M) = [-1,0) U (0,1] mientras que, T} (M) = R\M.
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Para X\ # Ao, I\(M) = R\ M, esto significa que la extension dindmica “explota”
cuando el pardmetro sale del valor critico, A\g. Fste ejemplo también ilustra que

la inclusion en 2.18, en general es propia (Ver Figura 2.4).

Figura 2.4: Tlustracion del Ejemplo 4, la extensién dinamica “explota” cuando

el parametro sale del valor critico, Ay = 0.

Definicién 18 Definimos la prolongacion perturbacional débil (PPD) en un
punto \g € A, mediante el mapeo ]f),\o : X — 2%, y para cada x € X :

Dy, () == {y € X | VU € V,,VV € V,,¥N € N,IA € N : 7 (U) NV # 0}.

Definimos la prolongacion perturbacional débil (PPD) de un conjunto M en

Ao € A como la unién de las prolongaciones de los puntos de M, o sea,
D)\O(M) = U{D)\O(ZE) | T € M}

y llamamos la extension dindmica prolongacional débil (EDPD) de un conjunto
M en X\ € A, I,,(M), a la diferencia de conjuntos,

]L\o (M) - D)\O(M)\M'

Proposicion 2.1.13 Sea M C X invariante, compacto, Ag-inestable para \g €

Ay, F/{‘FO un semigrupo AC en una vecindad W de M. Entonces

I, (M) C I (M) C I, (M). (2.21)
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Demostracién. La primera inclusion en (2.21) estd dada por la proposicién

2.1.12; para demostrar la segunda, sea y € I} (M). Dados U € Vi, V € Vy;

fijamos N € N, como en la Definicién 17, luego VN; € N, por ser N un filtro

de vecindades de Ao, N N N; € N, entonces tomamos A € N N Ny, esto implica
que vy (U) NV # 0, puesto que y € Dy (M) y, A € N.

[ |

En general el conjunto I, (M) contiene propiamente al conjunto I, (M),

esto lo demostramos mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 5 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales

z ((2? —1)% +sen’5x) , si A #0,

&= [f(z,)), donde f(x,\)= { o(a? — 1)? si A = 0.

El espacio fase X es R, el espacio de los parametros A es R. Poniendo el
punto de equiliubrio comun de la familia de ecuaciones diferenciales como M =
{0} w, el valor critico del pardmetro Ao = 0. Entonces, I\ (M) = I,(M) =
[—1,0) U (0,1] = 1,,(M), mientras que, 1,,(M) = R\{0}. Ademds,

—~

IV (M) =[-1,00U(0,1] para \,=—, ne€Z\{0} y I,(M)=R\{0}

S|

para Ny # = y, X# 0 (Ver la Figura 2.5).

) /—\ A= 1/4
] /—\/\ =1/3
At A/—\/\ =1/2
T T A=1
®
A ° ¢ ‘/
AAAAA LA A
M|
A
\ \ Yy
Yyoyevyeye y ©
! A=1
\ AR \

A=0

Figura 2.5: Tlustracién del ejemplo 5, el conjunto ﬁAO(M ) contiene propiamente

al conjunto Iy (M).
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Considerando las Proposiciénes 2.1.11, 2.1.12 y la ecuacién (2.21), obtene-

mos el siguiente teorema

Teorema 2.1.14 Sea \g € A; M C X invariante, compacto, X\g-inestable y

F/\TO un semigrupo AC en una vecindad W de M. Entonces
L (M) =1, (M) C T} (M) C I, (M). (2.22)

Demostracién. La igualdad en (2.22) es resultado de la proposicién 2.1.11,

la segunda y tercera contenciones resultan de las proposiciones 2.1.12 y 2.1.13
respectivamente.

[ |

En general las dos contenciones en (2.22) son propias, esto lo demostramos

mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 6 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales dependiente

del parametro \,

&= f(z, ),
donde,

2 (1= 22)? + \?) ((4 — %) A2sen2§) ,si A #0,
[z, A) = A
z(1—2%)2(4 — 2?)%, siA=0.
El espacio fase X es R, el espacio de pardametros A también es R, el valor
critico \g = 0 y, M = {0} es el equilibrio de la familia de ecuaciones difer-

enciales para este ejemplo. Entonces obtenemos I (M) = [-1,0) U (0,1] =
L, (M), I}, (M) = (0,2] y, I, (M) = R\{0}. (Ver la Figura 2.6).

Mediante el ejemplo que sigue, demostramos que en la ecuacién (2.22) del
teorema 2.1.14, los conjuntos Iy,(M), I),(M), Ty (M) y I\, (M), pueden ser

iguales.

Ejemplo 7 Sean A >0 y By = {(0,0)} U (z,y) | = A, |y| < A}. Considere-

mos el sistema de ecuaciones diferenciales dependiente del pardmetro \ > 0,

dx
? - d(([E,y),B)\),
vy _

dt 0.
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A=-1/3 I
YWYV
AAA
P AAA
A=-1 )
O}

Figura 2.6: Tustracién del Ejemplo 6, las dos contenciones en (2.22) son propias,
L(M) = [-1,0) U (0,1] = I),(M),T} (M) = (0,2] mientras que, I, (M) =
R\{0}.

Y

AY

El espacio X es R, el espacio de pardmetros A es RY, el valor critico del
pardmetro A = Ao y el origen M := {(0,0)} es un punto de equilibrio fijo e
inestable YA > 0. Para A > 0, surge de M el conjunto B\ (:= B\\M) de puntos
de equilibrio inestables el cual se colapsa para X = N\g. Para 0 < § < A, tenemos
que LY (Bs(M)) C BS. Por lo tanto, en este caso

ILNM) :={(z,y) |0 <z < \y=0}, (\A>0),

mientras que,

(M) = L, (M) = I, (M) = L, (M) = {(z,y) | 2 > 0, y = 0}.

Ilustramos este ejemplo en la Figura 2.7.
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\
SYYYYYYYYY

>0

Figura 2.7: ITlustracion del Ejemplo 7

Para cada A\ € A, asociando la A-érbita de cada x € X, vy (), definimos
un mapeo de puntos a conjuntos, vy : X — 2%. Andlogamente, para cada

A € A, asociando la A-6rbita del conjunto A € 2%, mediante v (A) := U 7 (z)
€A

(ver, [La], pp.3), definimos un mapeo de conjuntos a conjuntos, vy : —

9X
2%, Para cada A € A, reemplazando el mapeo ® por 7y valen en general las
proposiciones A.0.10, A.0.11, A.0.13, A.20, A.0.17; y los corolarios A.0.14 vy,
A.0.15 del Apéndice A.

Considerando una familia de mapeos v, la siguiente proposicién concer-
niente a la continuidad U/-uniforme con respecto al parametro (U € 2%),
se sigue del axioma IV. La coleccion U de subconjuntos de X es una colecciéon

cuyos elementos tienen cierta propiedad, como por ejemplo, ser acotados.

Proposicion 2.1.15 Sean \g € A y F)\ una familia de sistemas semidindmicos.
Entonces

(VA e U)(Vy € 7}, (A))(Ve > 0)(AN € N)(VA € N) y € B(7y (A)).

Demostracién. Sea A C X, y € 7] (A) y € > 0. Puesto que y € 75 (4),
dr > 0y 2" € Atal que y = FJ (2*). Para 7 > 0, 2 fijos y € > 0; por
el Axioma IV 3N € N tal que V¢t € [0,7], VA € N d(Fy(z*), F§ (2%)) < e
Esto implica que F}(z*) C B(vy (2*)) C Bc(vy(A)). En particular si t = T,
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y = F{(") € B.(3}(A)).
[ |
En el contexto de la teoria general desarrollada en el Apéndice A para fami-
lias ®, de mapeos, ®, de conjuntos a conjuntos, los resultados de esta teoria son
completamente aplicables a las familias de mapeos v, , porque estas satisfacen
la proposicién 2.1.15, la cual es equivalente a la propiedad de continuidad
U-uniforme (U € 2%) con respecto al pardmetro expresada mediante A.23.
Para aplicar esta teoria, formulamos las siguientes definiciones.

La prolongacién positiva de M (definicién 12) queda,

b= (2. (v* (B.01) )

e>0
Es decir,

y € D(M) & Ve>0, 3xv € B(M):y € B(v"(2)).

Definicién 19 Definimos la prolongacion dindmica perturbacional inferior (P-
DPI) de M C X en Xo, bajo la accion de la familia de sistemas semidindmicos
Fa, D, (M), mediante

D00 = U N2 (o4 (B0n))

e>0 NeN \eN

Es decir,
yeD, (M)&Ve>0, IN €N, VAeN, Tz € B(M) :y € B(vy ().

Llamamos eztension dindmica perturbacional inferior (EDPI) de M C X
en Ao, I, (M), a la diferencia de conjuntos, D, (M)\M; es decir,

L, (M) = Dy, (M)\M.

Definicién 20 Definimos la prolongacion dinamica perturbacional superior
(PDPS) de M C X en X\ bajo la accion de la familia de sistemas semidindmicos
Fy, Dy, (M), mediante

B = ) () U (51 (8.00) ).

e>0 NeN A\eN

Es decir,

yeDy(M)&Ve>0, YN eN, INeN, Tz e B(M) :y € B(vy ().
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Andlogamente, llamamos extension dindmica perturbacional superior (EDPS)
de M C X en N\, I,(M), a la diferencia de conjuntos Dy,(M)\M, o sea,

ﬁ/\o (M) = ]D/\O (M)\M

Considerando los teoremas A.0.18 y A.0.20 del Apéndice A, tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 2.1.16 Sea F) una familia de sistemas semidinamicos, A\g € A, M C
X positivamente invariante, compacto, \g-inestable y F ;; un semigrupo AC en
una vecindad W de M. Entonces

1y (M) = L, (M) C L, (M). (2.23)

Demostracién La igualdad y la inclusion en 2.23, se obtienen del teorema
A.0.18 y del teorema A.0.20 del Apéndice A, respectivamente, reemplazando el

mapeo ¢ por v,

2.1.2 La persistencia como estabilidad.

Existe otra manera de enunciar el principio de la persistencia de la extension
dindmica, esta es a partir del concepto de la E'— equiestabilidad (E-S), que esta
motivado por la estabilidad segin Lyapunov, es decir; dada una e—vecindad de
un conjunto invariante M C X, existe una o — vecindad del mismo conjunto
invariante tales que para toda orbita con su punto inicial en la 0 — vecindad,
permanece en la € — vecindad de M todo el tiempo. Siguiendo esta idea, se

enuncia la siguiente definicién para un sistema semidindmico (X, 7', F').

Definicién 21 Sean M C X un conjunto compacto, positivamente invariante
yE CX; M es E — estable (E — S) si

(AU eVy) (VzxelU) ~F(z)CE. (2.24)

Definicién 22 Sean M C X wun conjunto compacto, positivamente invariante
yE C X; M es E—inestable (E — 1) si M no es E—S. Es decir, negando
(2.24) se tiene que M es E — 1, si

(VU €Vy) (FzelU) v (x) ¢ E. (2.25)
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En términos de sucesiones la Definicion 22 es equivalente a la siguiente

proposicion.

Proposicion 2.1.17 Sea M C X compacto y positivamente invariante E C
X, entonces

M es E—-1% 3oy CX)(v,— M) v (z,) ¢ E.

Demostraciéon. Sean M C X y E C X, con M compacto y positivamente
invariante. Primero se demuestra la condicién necesaria, para esto se supone

que M es E — I; de la definicién 22, se tiene que
(Vn € N)(Je, > 0)(3x, € B, (M)) ~(x,) ¢ E. (2.26)

Sin pérdida de generalidad, se pueden escoger los nimeros positivos €,,
tales que Vn € N ¢,,1 < ¢,. Entonces tomando ¢, — 0, cuando n — +o0,
la compacidad de M implica que x,, — M y ademés de (2.26), v (x,) ¢ E;
con esto se obtiene la condicién necesaria. Demostracién de la suficiencia, se
tiene por hipdtesis, una sucesiéon xy C X tales que 2, — M y v+ (z,) ¢ E. La

convergencia de zy al conjunto M implica que
(VU € V)(3IN € N)(Vn > N)(z, € U),

ademds, por hipétesis v (x,,) ¢ E; entonces se sigue de aqui la conclusion.
[ |
En el contexto de una familia de \-sistemas semidinamicos Fi; si M es E—S
bajo la accién del A-sistema F\ para A € A, se dice que M es (E, \)—estable
((E,\)—S). También, si M no es (E,\)—.S5, se dice que M es (E, \)-inestable
(E,\) —1).

Definicién 23 Sea £ C X y M C X compacto y positivamente invariante
VYA € A. El conjunto M es E-equiestable (E — ES) con respecto a la familia de

sistemas semidinamicos Fn si
(U € Vy) (YA e A) 7 (U) C E.

Definicién 24 Sean M C X compacto y positivamente invariante; E C X y
L C A. El conjunto M es (E, L)-equiestable ((E, L) — ES) con respecto a la

familia de sistemas semidindmicos Fp,, si

(U e Vy)(YA e L) 7 (U) C E. (2.27)
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Definicién 25 Sean M C X compacto y positivamente invariante, E C X y
L C A; el conjunto M se llama no E, L)-equiestable (no — (E,L)-ES)) con
respecto a la familia de sistemas semidinamicos Fy,, si M no es (E,L) — ES.
Esto es, tomando la negacion de (2.27) el conjunto M es no— (E,L) — ES si

YU e Va)(3r e L)(Fz € U) ~f(z) ¢ E. (2.28)

Otra forma equivalente a la definicion 25, se expresa en términos de suce-
siones. Esto es el contenido de la siguiente proposicion, la cual se demuestra

facilmente cosiderando la expresién (2.28).

Proposicion 2.1.18 Sean M C X compacto y positivamente invariante; E C
X y L C A. Entonces el conjunto M es

no— (E,L)—ES & (I\CL)FenC X), 2y = M ~{ (2,) £ E.

Demostracion. La demostracion es esencialmente la misma de la Proposicion
2.1.17, salvo que en este caso se tiene un conjunto de parametros. Primero se
demuestra la condicién necesaria. Sean M, E y L subconjuntos de X tales que
M es compacto y positivamente invariante. Supéngase que M es no— (E, L) —

ES, entonces de (2.28) se tiene que

(Vn € N)(3e, > 0)(3N, € L) 3y € B, (M)) 7y (zn) € E.

Definicién 26 Sean E C X, L C A, \g € L y M C X compacto y positiva-
mente invariante, entonces M es localmente (E, L)— equiestable (L — (E, L) —

EE) en \y con respecto a la familia de sistemas semidindmicos Fy, si

(3U e Vy)(BN e N)(VAe LNN) ~f(U) C E.

Con este enfoque el principio de persistencia de la extension dindmica se

enuncia mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.1.19 Principio de persistencia de la extension dinamica. Sea M C

X compacto y positivamente invariante Y\ € A y Ag-inestable. Entonces

(Vy € I (M))(Ye > 0)3N € N) M es no— (C(Be(y)), N) — ES.  (2.29)
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Demostracién. Sea y € I (M) y € > 0, entonces 3z € B.(M) y existe
7 > 0 tal que FY (z) = 3 € Be2(y). Para 7 > 0 anterior y €/2, aplicamos
la propiedad de la dependencia continua y uniforme con respecto al parametro
que satisface la familia Fy en Ay ( Axioma (IV)), por lo tanto existe N € N
tales que (Vt € [0,7])(YA € N) d(Fy (z)) < €/2, en particular para t = 7,
y" = F{(x) € Be2(y'), luego, aplicando la desigualdad del tridngulo tenemos

d(y, 3/”) < d(y,y’) + d(y',y”) < 6/2 + 6/2 =€

pero ¥ € B.(y) = vy (x) ¢ C(B.(y)) es decir, M es no-(CB.(y), N) — ES.

2.1.3 El problema desde el punto de vista del control.

2 Consideremos la familia de sistemas Fy como un sistema de control y para
Ao € A, F\,, modela el objeto no controlado para este, M es A\g— inestable y
A es el control variable. Supongamos ademas que los controles manejables se
encuentran en una vecindad N de A\g. Entonces nos planteamos la siguiente
pregunta: ;Qué tan grande debe ser N tal que contenga los controles que
nos permitan estabilizar el sistema? En el contexto de esta teoria, damos
una condicién necesaria, esta es: Si al aplicar un control )\, la extension
dindmica se reduce (en el sentido de que que el sistema se vuelva
“menos inestable”), entonces es necesario elegir el control A fuera de
cierta vecindad N del control cero, es decir, A debe estar alejado del
control cero. La formulacion precisa de la afirmacién anterior ponemos en el

siguiente Corolario:

Corolario 2.1.20 Dada una familia de sistemas semidindmicos continuos, (X,-

T, A, F), supongamos que se cumple las siguientes hipdtesis:
1. M C X es compacto, positivamente invariante para toda A\ € A;
2. M es Ag—inestable , \g =0 € A;

3. ye Di (M) y

2En el contexto de esta teoria, Felipe Monrroy-Pérez, nos sugirié considerar el pardmetro
A como un control. Presentamos en esta subsecciéon un ejemplo general como respuesta a

esta sugerencia.
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4. A= {AeA|yg DL},

Entonces AN € N A*NN = &. En particular los controles que estabilizan
el sistema, pertenecen al complemento de alguna una vecindad del origen del

espacio.

Demostracion. Por contradiccién. Supongamos que existe una sucesion de
valores ()\,) del pardmetro, tales que A, — 0y, para cada n, y € Dy (M), esto

implica que
(VU € Vi)(WV € V)(YN e N)B e N) ~F(U)NV = 0.

Entonces la Persistencia de la inestabilidad implica que y ¢ Dy (M), lo cual
contradice la hipétesis.
[ |
Enunciando el contenido del teorema anterior, en términos mas simples,
tenemos que la estabilizacion de un punto de equilibrio o conjunto invariante
(atin cuando esta sea parcial), no se puede alcanzar mediante controles arbitra-
riamente pequenos.
En contraste con esta situacién, una perturbacion arbitrariamente pequena
puede provocar un efecto muy fuerte en la estabilidad del sistema. Esto lo

ilustramos claramente en el ejemplo que sigue:

Ejemplo 8 Consideremos la familia monoparamétrica de ecuaciones diferen-

clales,
i=x((z® = 1)+ \),
tomamos X =R, A =R, M = {0}.
En este caso, para X = 0, I (0) = [-1,1]; para A > 0, I{(0) = R. Por
otra parte, para A < 0, I} (0) = [—\/1 — V= V- \/—A], por lo tanto,

el conjunto anterior se reduce gradualmente cuando A entra al conjunto R™.

Finalmente el sistema se estabiliza para N = —1. Notemos que el sistema se
estabiliza fuera de la vecindad (—1,1) de A =0 (Ver la Figura 2.8).

En el ejemplo que sigue ilustramos el contenido del Corolario 2.1.20 midiante

un sistema de ecuaciones diferenciales en el plano.
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X

Figura 2.8: ITlustracion del ejemplo 8, el sistema se estabiliza fuera de la vecin-
dad (—=1,1) de A = 0.

Ejemplo 9 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
dependientes del parametro \:
. 3
T = — Az,
v (2.30)
x® — \y.
la cual tiene un conjunto invariante comun M = {(0,0)}, suponiendo que el

pardametro A es el control variable, analizamos dos casos:

1. Para A = 0, interpretamos el sistema como un sistema libre de control, y
queda,

3

5 (2.31)

T =y
y = @
Utilizando el método de Wazewski, es facil demostrar que el punto de
equilibrio M, del sistema 2.31 libre de control es inestable, este es un

congunto silla.

2. Para A > 0, el origen M es (localmente) asintdticamente estable. Para
estimar la region de atraccion, utilizamos la funcion de Lyapunov, V =

1,2 1,2
32 + 5y~ Luego calculamos,

V=iz+ygy=@>+y)ay—N) <0s >y
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Dada ¢ > 0, sea xy = ¢, el Corolario 2.1.20, implica que un control X > 0
que estabilice la region {(z,y) | xy < ¢} del sistema (2.31) es posible para
A > ¢, pero no para 0 < X\ < ¢ (Ver la Figura 2.31).
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Figura 2.9: Ilustraciéon del ejemplo 9, un control A > 0 que estabilice la region
{(z,y) | zy < ¢} del sistema (2.31) es posible para A > 0, fuera de una una

vecindad de A = 0, suficientemente grande.



CAPITULO 3

Los cambios de estabilidad y tipos de

bifurcacion.

3.1 Cambio de estabilidad.

Considerando una familia de sistemas (semi)dindmicos dependiente de un pa-
rametro que tiene un conjunto invariante comin. Cuando el parametro alcanza
o sale de un cierto valor critico, un fenémeno que ocurre frecuentemente, es el
cambio de estabilidad del conjunto invariante. En esta seccién formalizaremos
este concepto de cambio de estabilidad, y en el Capitulo 5 estudiaremos la
relacién que existe entre este fenomeno con otro llamado bifurcacion y, del cual
nos ocuparemos en la siguiente seccion.

Hacemos la distincion entre dos tipos de cambio de estabilidad. En uno el
conjunto invariante pierde la estabilidad cuando el parametro alcanza el valor
critico (pérdida critica de la estabilidad), y el otro, ocurre cuando el conjunto in-
variante pierde la estabilidad cuando el pardametro sale del valor critico (pérdida
extracritica de la estabilidad).

La estabilidad de un conjunto invariante de un sistema semidinamico se

define como sigue.

Definicién 27 Un subconjunto M C X se llama estable si toda vecindad de
M contiene una vecindad de M positivamente invariante; en caso contrario se

llama inestable.

o1
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Considerando una familia de sistemas semidinamicos, que tiene un conjunto
invartiante comin, M C X, decimos que M es A-estable (M-inestable) si es

estable (inestable) para el sistema F.

Definicién 28 Una familia de sistemas (semi)dindmicos tiene una pérdida
extracritica (ganancia critica) de la estabilidad en el valor \g € A con respecto
a un conjunto M, si M es Xg-estable y, A-inestable para algunos valores de A

que convergen a .

Definicién 29 Una familia de sistemas (semi)dindmicos tiene una pérdida cri-
tica de la estabilidad en Ay con respecto a un conjunto M, si M es \g-inestable,

pero A—estable para algunos valores A que convergen a .

Si A es un intervalo de la recta real, la pérdida de la estabilidad se llama
suberitica (ultracritica), si M es Ag-estable, y A-inestable para A < Ag (A > o),
respectivamente.

En general, el espacio de parametros A se divide en dos conjuntos A, y
A; tales que, M es M-estable para A € A, y, A-inestable para A € A;. Los
conjuntos A, y A; se llaman dominios de estabilidad e inestabilidad en el espacio
de los parametros, respectivamente y, la frontera entre ambos se llama el borde
de estabilidad (vedse [Ba|, [Ba2] y [Hal). La “pérdida de estabilidad” es la
transicion de A, a A;. Esta se llama “critica” (“extracritica”) si el punto de

transicion del primero al segundo ocurre en un punto frontera que pertenece a
A (Ae).

Considerando una familia de sistemas (semi)dindmicos F sobre un espacio
métrico X que tiene un conjunto invariante compacto comin M C X, un en-
foque en el estudio del cambio de la estabilidad de M, con respecto a la familia
de sistemas (semi)dindmicos F}, tiene que ver con la manera como cambia la
extension dindmica (o conjunto de inestabilidad) de M, I\(M), cuando cam-
bia el pardmetro X\. En el Capitulo 2 (Definicién 14), definimos la extension
dindmica de M, I(M), para A € A. Si el sistema F) tiene la propiedad LAC
sobre una vecindad W € Vy; del conjunto compacto M A-inestable; entonces
I\(M) es no vacio. Equivalentemente, si M es A-estable, I\(M) es vacio [Bh].
Desde este punto de vista, el cambio de estabilidad puede ser suave o explo-
siwo dependiendo de como se expande o se comprime la la extension dindmica,

cuando el parametro alcanza o sale del valor critico, segiin sea el caso.
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Definicién 30 Sea Fy una familia de sistemas (semi)dindmicos, M C X com-
pacto y A\g € A. Consideremos la funcion (radio de inestabilidad) - A — R

tales que,

u(A) == sup {d(y,M)} (VA eA). (3.1)

yeln(M)

Entonces a M le sucede un cambio de estabilidad en Ay si se cumplen

A@O sgn(p(A)) =1 (3.2)
lim sgn(u(A)) = 0. (3.3)

Esto significa que cualquier vecindad de Ay contiene valores de A tanto de
estabilidad como de inestabilidad.

Por otra parte, suponiendo que a M le sucede un cambio de estabilidad en
Ao, decimos que el cambio de estabilidad de M es duro si () es dicontinuo en

Ao ¥, es blando, si p(\) es continuo en \g.

Proposicion 3.1.1 Sea Fy una familia de sistemas semidinamicos, M C X un
conjunto compacto, \g € A. Si a M le sucede una pérdida critica de estabilidad
en Ao, y el sistema F), tiene la propiedad LAC sobre una vecindad W € Vy,

entonces el cambio de estabilidad de M es duro.

Demostracion. Puesto que M tiene una pérdida critica de estabilidad en )\,
existe una sucesion Ay C A tal que A\, — Ao, para la cual M es \,—estable y
M es A\g—inestable. La A\g—inestabilidad de M y la propiedad LAC implican
que I,,(M) # @. Por lo tanto, u(\g) > 0. Por otra parte, para cada n € N,
I, (M) =@ y por ende u(\,) = 0. Entonces p(A,) # p(Ao) > 0, de donde se
sigue que p es discontinua en Ay y que el cambio de estabilidad de M es duro.

[ |

Otra forma de definir la pérdida dura de la estabilidad de M es como sigue.

Definicién 31 La pérdida de la estabilidad de M en el valor critico Ay es dura

(explosiva) si
(AU € Vy)(YN e N)(Br e N) I (M) ¢ U.

En otras palabras, la pérdida de estabilidad de M es dura, si la expansion

de I\(M) es repentina (explota) cuando A se aproxima al valor critico A\g. En
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el caso contrario, la pérdida de la estabilidad de M en el valor critico Ay, es

blanda. Es decir, si se cumple

(VU € Vy)(3BN e N)(VA e N) (M) cCU.

Lo anterior significa que si M tiene pérdida de estabilidad blanda, la expansion
de I,(M) es lenta (como funcién de ).

Si M es Ag-estable pero no es un atractor bajo la acciéon de F),, la pérdida
extracritica de la estabilidad de M puede ser cualquiera de las dos dura o suave.

En los siguientes ejemplos consideraremos familias de sistemas dinamicos
sobre espacios fase unidimensionales, definidos por ecuaciones diferenciales que
dependen de un parametro, A de la forma, # = f(z,\) conz € R, A€ Ry f
continua. Para cada uno de estos casos, el valor critico del parametro es A\g = 0,
el punto de equilibrio M = {0}, y f(0,A\) =0 (VX €R).

Ejemplo 10 Sea
i =—2(\* —2?), (3.4)
entonces I,(M) =R — {0}, I\(M) =@ YA #0. Por lo tanto el origen exhibe

una pérdida critica dura de la estabilidad (ver la Figura 3.1).

Y

Figura 3.1: El equilibrio M exhibe una pérdida critica dura de la estabilidad.

Ejemplo 11 Consideremos

&= Nx(x? + \?), (3.5)
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para esta ecuacion I, (M) = @, [,(M) =R — {0}, A # 0, el origen exhibe una

pérdida extracritica dura de la estabilidad (ver la Figura 3.2).

A A

YVY

Figura 3.2: El origen M exhibe una pérdida extracritica dura de la estabilidad.

Ejemplo 12 Consideremos la familia de ecuaciones diferenciales dependiente
del parametro \,

b= —Ax(2x? — \?). (3.6)

Para X # 0, I\(M) = [-\, A\ = M. Dada e >0 y A\ < ¢, I\(M) C B0). Por
otra parte, I\,(M) = &, por lo tanto, el origen exhibe pérdida extracritica suave
de la estabilidad (ver la Figura 3.3).

En los Ejemplos 10 y 11, el origen M es estable para Ay = 0.

3.2 Tipos de bifurcaciones.

La bifurcacion (comunmente la palabra bifurcacién se usa para designar el lugar
donde un camino o rio se divide en dos ramales o brazos) es un fenémeno que se
presenta en muchos modelos matematicos que dependen de ciertos parametros
fisicos que resultan del estudio de fenémenos concretos en las ciencias naturales.
La bifurcacién ocurre cuando se presenta un cambio brusco en el estado de
equilibrio del sistema fisico en cuestion cuando el conjunto de parametros entra

o sale de ciertos valores criticos.
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Figura 3.3: El origen M exhibe una pérdida extracritica suave de la estabilidad.

El estudio del fenémeno de bifurcacion tiene como precursores a Poincaré,
Andronov y Hopf.

En 1942 Hopf [Ho] consideré un sistema n-dimensional no lineal de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que dependen de un parametro real y, el origen
del espacio fase un punto de equilibrio fijo para todos los valores del parametro.

Hopf llamé bifurcacion (en aleman, abzwigung) al fenémeno que consiste en
el surgimiento de una familia de soluciones periodicas que se acumulan en el
origen cuando el pardmetro se aproxima arbitrariamente a cierto valor critico.
Bajo ciertas condiciones, la familia de soluciones periddicas pueden estar pre-
sentes cuando el parametro alcanza el valor critico del mismo. En este sentido,
bifurcacion significa surgimiento de soluciones periédicas del punto de equilibrio
y es conocida como bifurcacién de Poincaré-Andronov-Hopf (BPAH).

El enfoque que presentamos en este trabajo esta motivado por la bifurcacion
del tipo BPAH y nuestro propdsito es obtener una generalizacion a sistemas
semidinamicos sobre espacios abstractos.

Llamamos bifurcacion de un conjunto invariante comun de una familia de
sistemas (semi)dindmicos que dependen de un pardmetro, al surgimiento del
conjunto invariante comin de uno o mas conjuntos invariantes cuya distancia
al conjunto invariante comun tendiendo a cero, cuando el parametro alcanza o
sale del valor critico. Desde este punto de vista, hacemos la distincion de varios
tipos de bifurcaciones, dependiendo en donde surgen del conjunto invariante

comun nuevos conjuntos invariantes en el espacio de los parametros.
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Definicién 32 Sea F) una familia de sistemas (semi)dindmicos y M un con-
gunto compacto, invariante. Decimos que M tiene una bifurcacién extracritica
en Ao € A con respecto a la familia de sistemas Fy, si para cualquier pareja de
vecindades, U € Vyy y N € N, existe A € N, X\ # X\, M\ C U, M cerrado,

positivamente \-invariante no vacio, tal que M N M = &.

Definiciéon 33 Un conjunto M C X es débilmente invariante si para cada
x € M eziste una orbita maximal, v"(x), (es decir, una érbita que no se puede
extender) tal que v (x) C M.

Definiciéon 34 Un conjunto M C X es aislado de conjuntos cerrados débil-
mente invariantes, si 3U € V), tal que st W es un subconjunto de U, cerrado,

débilmente invariante, entonces W C M.

Definicién 35 (Dual) Un conjunto M C X no es aislado de conjuntos cerrados
débilmente invariantes st YU € Vy,; y existe un subconjunto W de U cerrado,

débilmente invariante tal que W ¢ M.

En el contexto de una familia de sistemas semidindmicos, para A € A, un
conjunto M es: débilmente A-invariante o A-aislado de conjuntos cerrados
débilmente \-invariantes o no aislado de conjuntos cerrados débilmente A-
invariantes, si se cumplen las definiciones 33, 34 y 35 respectivamente, para
el A-sistema (semi) dindmico, F).

La relaciéon W ¢ M, de la Definicion 35 no significa que W N M = &, si no
que NN (U\M) # @.

Observacién 1 En el caso de un sistema dindmico: Todo conjunto débilmente
mvariante es invariante, puesto que st M C X, es débilmente invariante, para
cada x € M eziste una orbita mazimal, v*(x) C M y una dnica érbita v~ (x) C

M, a través de x vy, por lo tanto, y(x) =~ (x) Uyt (z) C M.

Definicién 36 Un conjunto M C X, compacto, cerrado y Ag-invariante, exhibe
una bifuracién critica (o bifurcacién vertical) con respecto a la familia Fy en
Ao € A, si M es A-invariante y, A-aislado de conjuntos cerrados débilmente \-
mvariantes para X — Ao y, toda vecindad U de M contiene un conjunto cerrado
Xo-invariante My tal que My, N M = &.



58 Los cambios de estabilidad y tipos de bifurcacién.

Definicién 37 Un conjunto M C X, compacto, cerrado y \g-invariante, exhibe
una bifurcacion débilmente critica con respecto a la familia de sistemas Fy en
Ao € A, si M es A-invariante y \-aislado de conjuntos cerrados débilmente \-
invariantes para A — \g y, toda vecindad U de M contiene un conjunto cerrado
No-invariante, My C U pero My ¢ M.

Observacién 2 Si M N M = @, la definicion 37 se reduce a la definicion
36; es decir, la diferencia entre estos dos tipos de bifurcaciones estd en que se
cumpla My "M =@ o My N M # 0, pero en ambos casos My ¢ M.

Definicién 38 Un conjunto positivamente invariante y compacto M exhibe
una bifurcacion hibrida) con respecto a la familia de sistemas Fy en A\g € A, si
se satisfacen simultaneamente las condiciones de las definiciones 32 (de bifur-
cacion extracritica) y 36 (de bifurcacion critica). Finalmente, decimos que el
congunto M exhibe una bifurcacion débilmente hibrida con respecto a la familia
de sistemas Fy en \g € A, si se satisfacen simultdneamente las condiciones de
las definiciones 32 (de bifurcacion extracritica) y 37 (de bifurcacion débilmante

critica).

Si el conjunto de parametros es el conjunto de niimeros reales, se distinguen
tres tipos de bifurcaciones ampliamente conocidos en la literatura: subcritica,
supercritica y transcritica, dependiendo de que si estas bifurcaciones ocurren
para A < Ag, A > \g o para ambos casos. Estos tipos de bifurcaciones caen
dentro de la que llamamos bifurcacion extracritica, (ver [HK]).

Con frecuencia el cambio de estabilidad y la bifurcacion, de un conjunto
invariante comin de una familia de sistemas dindmicos, estan relacionados en
el sentido de que, cuando ocurre un cambio de estabilidad del conjunto invarian-
te, generalmente también ocurre una bifurcacién de este cuando el parametro
entra o sale del valor critico. Mediante los ejemplos que siguen, demostraremos
que existen cinco posibles combinaciones de estos fendmenos, estas son las si-
guientes: pérdida critica con bifurcacion critica, pérdida critica con bifurcacion
extracritica, pérdida extracritica con bifurcacion critica, pérdida extracritica con
bifurcacion critica y finalmente, pérdida critica con bifurcacion hibrida.

En los ejemplos que presentaremos a continuacion, consideramos familias de

sistemas ecuaciones diferenciales en el plano dependientes del pardmetro A > 0,
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del tipo:

T = f(x>ya>‘)a
y = g(.l’,y,/\).

Para estos sistemas, suponemos que f y g satisfacen la condicion de Lipschitz en
R y cumplen la condicién de continuidad uniforme (Axioma IV) con respecto
al pardmetro. En el contexto actual el espacio fase X es R?, el espacio de
pardmetros A es el intervalo de nimeros reales, (0,+00), el valor critico del
pardmetro \g = 0y, M = {(0,0)}, el equilibrio comiin de la familia de sistemas
de ecuaciones; es decir, f(0,0,\) = ¢(0,0,A) =0,¥\ € AU{0}.

Ejemplo 13 Para el sistema lineal,

T = —Ar—v,
Yy = —Ay.
Tenemos In,(M) = {(x,y) € R* | y = 0,2 # 0}, M es inestable y no aislado

de los puntos de equilibrio del sistema (3.7) correspondiente a A = X\g. Para

(3.7)

A > 0, el sistema 3.7 tiene un valor caracteristico, p = —X\, de multiplicidad
dos, de donde, M es un nodo impropio estable y por lo tanto tenemos que
I\(M) = @. En conclusién, M exhibe una pérdida critica de la estabilidad con

bifurcacion critica (ver la figura 3.4).

Ejemplo 14 Consideremos el sistemas no lineal dependiente del pardmetro
A >0,

- _),
t=a(z=X) (3.8)
J=—y.

Para X\ > 0, el sistema (3.8) tiene valores caracteristicos: p = —\,—1. Por

lo tanto M es AS (localmente) con region de atraccion, Ax(M) = {(z,y) €
X |z < A} y entonces, I\(M) = @. Para A = Ay, M es inestable (punto silla)
y ademds I,(M) = {(z,y) € R* | y = 0,2 > 0}. El conjunto M ezhibe una
pérdida critica de la estabilidad con bifurcacién extracritica (silla-nodo) (Ver
la Figura 3.5).

Ejemplo 15 Consideremos el sistema lineal, dependiente del parametro A > 0,

T = Ar+vy,

3.9
= —x+\y. (3:9)
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Si ponemos el sistema (3.9) en coordenadas polares, queda

ro=Ar,

0 - 1 (3.10)

Para A > 0, los valores caracteristicos del sistema son complejos con parte
real positiva, ;= X % i, por lo tanto M es (un foco) inestable y tenemos,
I(M) = R*\{M}. Por otra parte, para X = 0, los valores caracteristicos del
sistema que resulta de (3.9), son puramente imaginarios, por lo tanto, para este
caso M es (centro) estable y por lo tanto, I,,(M) = @. El conjunto M exhibe
una pérdida extracritica de la estabilidad (y de la atraccién) con bifurcacién

critica, (ver la Figura 3.6.)

Ejemplo 16 Consideremos el siguiente sistema no lineal dependiente del pa-
rametro X > 0,

T o= v —y—x(x®+y?),

3.11
= x4+ Ay —y(z* + 7). (3:11)
Introduciendo coordenadas polares, el sistema (3.11) queda
. _ >\ 2
Po= A=), (3.12)
0 = 1.

Para X\ > 0, la parte lineal del sistema (3.11) tiene valores caracteristicos com-
plejos con parte real positiva, 1 = X £ i, entonces I[\(M) # @. Tomando en
cuenta el sistema (3.12), calculamos la extension dindmica de M, I\(M) =
{(z,9) € X | 22+ 9> < VAWM, cuya frontera: {(z,y) € X | 2> + y*> = vV},
contiene un ciclo limite que se colapsa en el origen M cuando X — 0T. Para
A =0, el equilibrio M, del sistema resultante de (3.11) es AS. Esto se demuestra
utilizando la funcion de Lyapunov V (x,y) = %(x2+y2), para la cual la derivada
total correspondiente es V(x, y) = — (22 +y*)? < 0, siempre que (x,y) # (0,0).
Por lo tanto, el origen exhibe una pérdida extracritica (suave) de la estabilidad

y bifurcacién extracritica, (ilustramos este ejemplo con Figura 3.7.)

Finalmente, un conjunto invariante M puede tener pérdida critica de la
estabilidad con bifurcacion hibrida, tal es el caso que demostraremos con el

ejemplo que sigue.
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Ejemplo 17 Consideremos el sistema de ecuaciones en el plano, dependiente
del parametro \ > 0,

T o= af=d), (3.13)

y = -y
Para X > 0, el polinomio caracteristico de la parte lineal del sistema (3.13),
tiene una raiz negativa de multiplicidad 2, p = —\. Por lo tanto, M es AS y
por ende I\(M) = @. Ademds, los los puntos de equilibrio (£=v/'), 0), del sistema
(3.13) son del tipo silla y corresponden a los puntos de bifurcacion de M. Para
A= Xo, M es un punto de equilibrio inestable del sistema que resulta de (3.13)
y, tenemos que I ,(M) = {(xz,y) € X | y = 0,z # 0}. Por otra parte, M no
es aislado de puntos de equilibrio, pertenece al conjunto de puntos de equilibrio
{(z,y) € X | = 0,y # 0}, del sistema (3.13) para A = 0. Por lo tanto,
M exhibe una pérdida critica de la estabilidad con bifurcacion hibrida (Ver la
Figura 3.8).
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The backward orbit from [1.5, -0.017] --> a possible eq. pt. near (1.3, -0.017).

Feady.

T he famnvward orbit from 1.9, -0.0057] --> a possible eq. pt. near [2, -0.0057].

The backward orbit from [1.9, -0.0057] --> a possible eg. pt. near (1.9, -0.0057).

Feadu.
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The backward orbit from [-2.1, 0.062] left the computation window,
Feady.

The famnvward orbit from [-2.1, 0.0057] --> a possible eq. pt. near [-0.022, 5.7e-005).
The backward orbit from [-2.1, 0.0057] left the computation window.
Rearlu

Figura 3.4:

El equilibrio M exhibe una pérdida critica de la estabilidad con
bifurcacion critica.
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Feady.

The farward orbit from (-0.34, 1.5] --> a possible eg. pt. near [-0.095, 0.0071].
The backward orbit from [-0.34, 1.5] left the computation window.

Rearu

The backward orbit from [-0.939, -0.017] left the computation window. ‘

X'=x(x-0.5)
y'=-y
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ouit |
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Feady.
The farward orbit from [0.37, 0.29] --> & possible eq. pt. near [0.015, 3.1=-005].
The backward orbit from [0.37, 0.29] left the computation window.

The backward orbit from [0.43, 0.1E] left the computation window. ‘
Rearu

Figura 3.5: El equilibrio M exhibe una pérdida critica de la estabilidad con

bifurcacion extracritica.
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A>0 A=0

Figura 3.6: El equilibrio M exhibe una pérdida extracritica de la estabilidad

con bifurcacién critica.

Figura 3.7: El origen M exhibe una pérdida extracritica (suave) de la estabili-

dad con bifurcacion extracritica.
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The backward orbit from [-0.15. -1] -» a possible eq. pt. near [[0.12, -1].
Feady.

The farward orbit from (017, -1] left the computation window.

The backward orbit from [0.17, -1] --> a possible eq. pt. near (013, -1].
Rearu

x (3¢ - 0.5)
-05y

X'
y'

L2

Frink I

ouit |

The backward orbit from [-0.64, -0.32] left the computation window,

Feady.

The farward orbit from [0.035, 1.5] -> a possible eq. pt. near [0.00038, 0.015).
The backward orbit from [0.039, 1.5] left the computation window.

Rearu

Figura 3.8: El equilibrio M exhibe una pérdida critica de la estabilidad con

bifurcacion hibrida.
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Los cambios de estabilidad y tipos de bifurcacion.




CAPITULO 4

Equiestabilidad, Familias de atractores

equiestables y generalizaciones.

4.1 Atraccion.

Definicién 39 Se definen los siguientes conjuntos,

AT (M) :={z e X |VU € Vy,IT €R" y F.(z) CU} (4.1)
Ys
Al (M) :={z € X |VU € Vy, Tty e R*t, > 400 y F'"(z) CU}. (4.2)

Los conjuntos AT (M) y Al (M) se llaman regiones de atraccion y de atraccién
débil de M, respectivamente. De aqui en adelante ocasionalmente escribiremos
A y Aw para las regiones de atraccién y de atraccién débil de M respectiva-

mente, cuando el caso asi lo requiera y no exista confusion.

Si z € AT(M), decimos que x es atraido hacia M y si z € Aj,(M), que x es
débilmente atraido hacia M.

Definicién 40 Un conjunto M C X se llama atractor o atractor débil, si
las correspondientes regiones de atraccion AT (M) y A{, (M), son vecindades
abiertas de M.

67
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Definicién 41 Un conjunto M C X, se llama asintéticamente estable (AS) si

M es un atractor débil estable.

Los siguientes resultados concernientes a la atraccién y la atraccion débil,
los utilizaremos en el desarrollo de este trabajo, las demostraciones se pueden

consultar en [Sa] pp. 57-59.

Lema 4.1.1 Para todo conjunto M C X se cumple lo siguiente:
(i) AT(M) C Ay (M).
(ii) AT (M) y Ay, (M) son invariantes.

El siguiente lema es una caracterizacion de los puntos de Ay, (M).

Lema 4.1.2 Para todo conjunto M C X y x € X las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(i) A*(M) C Al (M).

(ii) (Fty C RT ¢, — +00) tales que (Fi»(x) C M VvV M N L*(x) # 2).
(iii) M N H*(F'(z)) # 2.
Donde, H* () = v (z).

Proposicién 4.1.3 Si M C X es atractor o atractor débil, entonces A* (M)

o Af, (M) respectivamente, son vecindades abiertas de M.
Corolario 4.1.4 Si M C X es atractor, entonces AT(M) = A}, (M).

Teorema 4.1.5 Si M C X es un atractor débil estable, entonces es un atrac-

tor.

Corolario 4.1.6 Un conjunto M C X es asintéticamente estable si y solo st

M es un atractor estable.

Teorema 4.1.7 Sea X un espacio localmente conexo. Un conjunto M C X
no vacio, es asintoticamente estable si y solo si M tiene un numero finito de

componentes y cada una es asintoticamente estable.
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Lema 4.1.8 Sea X un espacio localmente conexo y, supongamos que M C X
es atractor. Si Ay es una componente de AT (M), entonces My := Ay N M es

un atractor no vacio con Ay = AT(My).

Lema 4.1.9 Sean M, y M, separados por vecindades. Si My, U My es asin-
téticamente estable entonces también My y My son asintoticamente estables.
Ademds AT (M) y AT (Ms) son ajenos.

Corolario 4.1.10 Si M C X es un conjunto compacto, asintoticamente es-

table, con region de atraccion conexa, entonces M es conexo.

4.2 Equiestabilidad.

Sea A’ un subconjunto del espacio de parametros A, M C X compacto vy,
atractor (o atractor débil) para cada N € A’ con regién de atraccion A, (M)
( respectivamente con regidn de atraccion débil Ay, (M)). El subindice N
significa que A}, (M) es la region de atraccion de M con respecto al sistema
semidinamico Fy y andlogamente en la region de atraccion débil, Ay . Para
evitar confusién, las llamaremos \-region de atraccion y N-region de atraccion

débil respectivamente. Mas explicitamente, escribimos
AL (M) :={z e X |VU € Vy,3r €R" y F.x(z) CU} (4.3)

N
AL(M) :={x € X | VU € Vy, Tty € R t,, — +o0; vy Flr(z) CU}.  (4.4)

Si z € A}, (M), decimos que x es N-atraido hacia M, y si x € A}, (M),
decimos que x es N-atraido débilmente hacia M.

Denotamos con AL, (M) := {A},(M) | N € N'} y con Ay, (M) = {A}, | -
N € A'}, las familias de N-regiones de atraccion AL, (M) y de atraccion débil
Ajy (M) respectivamente. Cada N-region de atraccion AS, (M) y cada N-regidn
de atraccion débil Ay, (M), depende del sistema semidindmico Fy para cada
N € A’. De este modo obtenemos una familia de atractores con el conjunto M
independiente del parametro. Esta familia de atractores es una terna la cual

escribimos como, {M, Aps, Fj/}.
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Definicién 42 Sea M C X y N C A, el conjunto M es equiestable (ES) con
respecto a la familia de sistemas semidinamicos Fx: y a la familia de conjuntos

Chr si,
(Ve > 0)(36 > 0)(Va € A') : 7 (Bs(M) N Cy) C B(M).

Definicién 43 Si los conjuntos Cy en la definicion (42) coinciden con el espa-
cio X, decimos que M es equiestable (ES) con respecto a la familia de sistemas

(semi)dindmicos Fir.

[lustramos la definicion 43, en la Figura 4.1.

Figura 4.1: TIlustracion de la definicién 43, familia de atractores equiestable

(ES).

En la definicién 43 tenemos que, un conjunto invariante es equiestable con
respecto a una familia de sistemas semidinamicos, si su region de atraccién no
varia, y las semiorbitas no se deforman bruscamente cuando cambia el parame-
tro. Un ejemplo muy simple de lo anterior, se obtiene al considerar la familia
de ecuaciones diferenciales, £ = —Ax. Para este caso, el espacio fase es X = R,
el punto de equilibrio, M = {0} y las regiones de atraccién de M, son todo el
espacio, Ay (M) = R\M, para toda A\ > 0. Obviamente, M es equiestable con
respecto a la familia de sistemas dindmicos definidos por la familia de ecuaciones
diferenciales en cuestion.

Presentamos a continuacion, otro ejemplo de atractor equiestable dado por

la familia de sistemas en plano, para este, la region de atraccion no depende
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del pardmetro y las orbitas no se deforman bruscamente cuando el parame-
tro se aproxima a su valor critico, mientras que la propiedad de atraccion se
pierde criticamente (el equilibrio del sistema es estable para el valor critico del

parametro, pero, no es atractor).

Ejemplo 18 Consideremos el sistema lineal dependiente del parametro A\, en
el plano:

= _)\1'+y,

x
4.5
Yy = —Ay—u. (4.5)

Para este sistema, el espacio fase X es R?, el origen M = {(0,0)} es fijo para

toda A > 0 y tiene valores caracteristicos: —\ £ 1. Por lo tanto, para A > 0,

M es un nodo impropio AS. Calculamos las \-regiones de atraccion usando

la funcion de Lyapunov V(x,y) = %(SBZ + y?), de donde la derivada total es

Viz,y) = —Ma? +192) < 0 Y(z,y) € R% (x,y) # (0,0), entonces para cada

A >0, A (M) = R*\M. La solucion del sistema (4.5), a través de cada punto
€ R? estd dada explicitamente por,

imicial (i
Ft <x) _n cost sint (x) .
Y —sint cost Y

Con la norma Euclidiana en R?; para cada punto inicial (z) eR?* NeRT,

>+

~—

y, t > 0, obtenemos
T _
||F;(y)|| — e 447,

entonces de ésta ultima igualdad; dado € > 0, elegimos § < €, y cualquier punto
inicial,(x,y) en la bola centrada en M de radio §, Bs(M) : ||(z,y)| < 9, se
sigue que

(VA € RY)(VE>0) |F! (z) | < e,

por lo tanto, M, es un atractor equiestable con respecto a la familia Fr+ de
sistemas semidindmicos dada por (4.5). Por otra parte, para A = 0, M es un
centro. En este caso M exhibe una pérdida critica de la atraccion, esto es, en

el valor critico del pardmetro, M es estable pero no atractor. (Ver la Figura

4.2).



Equiestabilidad, Familias de atractores equiestables y
72 generalizaciones.

4.3 Pérdida equiestable de la atraccion.

En el ejemplo 18, el conjunto M en cuestién es un atractor equiestable, mien-
tras que para A = 0, es estable. Esta propiedad le llamamos pérdida (critica)
equiestable de la atraccion y vale en general para cualquier familia de sistemas

semidinamicos, bajo ciertas hipdtesis enunciadas en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.1 Sea A" C A y M C X un conjunto compacto, equiestable

con respecto a la familia Fy y Ao € N'. Entonces M es \g—estable.

Demostracion. Supongamos que M es Ap-inestable, existe € > 0 tal que para
toda § > 0, existe x € Bs(M) y 7 > 0 tal que,

F{(x) & B.(M). (4.6)

Por la propiedad de equiestabilidad de M, el nimero § > 0 anterior se elige de
tal suerte que para todo X' € A/,

Y (Bs(M)) C B(M), (4.7)

entonces por la dependencia continua de F' con respecto a los pardmetros [Axio-

ma III], se tiene que para A arbitrariamente cercano a g, F¥, (x) € B.(M), lo
cual contradice (4.7).

[ |

La propiedad de Ag- estabilidad de M es una condicion necesaria para la

equiestabilidad de M, pero no suficiente: el conjunto invariante M puede ser

Ao-estable bajo la accién de F),, y sin embargo no ser equiestable con respecto a

la familia F)/, para Ay € A/, esto lo demostramos mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales no lineal con
parametro A,
o= Az (2% — N, (4.8)
y = -y
Para este caso, el espacio fase X del sistema es R?, el espacio de pardme-
tros A" = (0,00) y, M = {(0,0)}, es un punto de equilibrio comin para todo
A € N. Los valores propios de la parte lineal de (4.8) son: p = —M\%, —1,
por lo tanto M es un nodo AS (localmente). Para estimar las \-regiones de
atraccion de M, usamos la funcion de Lyapunov V(z,y) = 3(z* + y?). La
derivada total correspondiente es, V(z,y) = —Ax?(A—x2%)—y? < 0, ¥(z,y) € R?
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y (z,y) # (0,0), siempre que |z| < v/X. Entonces para cada X > 0, tenemos la
region de atraccion AT (M) = {(z,y) € X | || < VA} y por lo tanto , Ay # R>.
Entonces, M no es equiestable con respecto a la familia de sistemas Fr+. Por
otra parte, para X = 0 el sistema (4.8), queda lineal con valores carateristicos
i = 0,—1. Utilizando otra vez la funcion de Lyapunov para este ejemplo, la
derivada total queda, V(z,y) = —y*> < 0 Y(z,y) € R?, (z,y) # (0,0). Por
lo tanto tenemos que M es 0-estable y ademas, pertenece a la recta vertical
{(z,y) € X | © = 0,y # 0} de puntos de equilibrio (M no es aislado de
conguntos invariantes). Para X > 0, region de atraccion A (M) se colapsa en
esta recta vertical (eje Y) cuando X — 0% (ver la Figura 4.3). Finalmente,
concluimos que M es 0— estable, pero no equiestable con respecto a la familia
Fr+.

Ejemplo 20 Consideremos el sistema dinamico dado por el sistema lineal que

depende del parametro A > 0,

= —\z —\y,

4.9
jo= =Ny 4

El espacio fase X para este sistema es R?, el espacio de pardmetros es A =
(0,00), M ={(0,0)}, es el punto de equilibrio para todo A >0 y A\g = 0, es el
valor critico del pardmetro. FEste sistema tiene un valor caracteristico negativo:
i = —M\% de multiplicidad 2, por lo tanto M es asitéticamente estable. La region
de atraccion es R?, para todo X\ > 0. Para demostrar que M no es equiestable,
damos la solucion explicita de este sistema a través de cuaquier punto inicial
(z) € R?, esta es,

o () _ (mx,y, m)) _ ( 1= ) () o ( - Ayt))

y pa(x,y, \it) 0 1 Y y
donde 1 (x,y, \;t) = e‘AQt(x—)\yt), ©a(2,y, \;t) = e ty; son las componentes
de la solucion sobre los ejes cooordenados. En el caso de la componente sobre
el eje z, alcanza su valor minimo (6 mdzximo), cuando el punto inicial es (2) Y
y>0 (y<0)parat= % Este es v1(0,y, A; %) = —. La componente sobre
el eje y, para este mismo tiempo y punto inicial es ps(0,y, \; %) =2 Porlo
tanto tenemos para |y| # 0,

g (V) =
A \y Ae

— 400 cuando X — 0%,
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es decir, las orbitas se aplanan en direccion del eje x, al cruzar la recta y =
—Ax con pendiente vertical. Por lo tanto, M no es equiestable con respecto a
Fxr+. Por otra parte, para A\ = 0, M es estable y no es aislado de conjuntos

invariantes, todos los puntos del plano son puntos de equilibrio (Ver la Figura

4-4).

Proposicién 4.3.2 (Dual). Sea A" C A, M un conjunto compacto N -atractor
VN € Ny Ao € N. Si \g-inestable, entonces M no es equiestable con respecto
a FA/.

Demostracién. Supongamos que M es equiestable, la proposicién (4.3.1) im-
plica que M es \g—estable. Esto cotradice la hipotesis que M es A\g—inestable.
[ |

4.4 Generalizaciones del concepto de equiesta-
bilidad.

La proposicién 4.3.2 de la seccién 4.3 implica que, si A’ C A, con la propiedad
que A’ incluye en la cerradura el valor critico del pardmetro y, el conjunto M
compacto, cerrado e invariante, exhibe una pérdida critica de la estabilidad, la
familia de atractores { M, Ay/, Fo} no puede ser equiestable. Esto y el problema
medular planteado en este trabajo que consiste en estudio de las bifurcaciones
que surgen de la pérdida critica de la estabilidad, nos ha llevado a estudiar las
familia de atractores no equiestables. Para esta clase de familias de familias
es que formularemos conceptos que generalizan el concepto de esquiestabili-
dad (ES). Uno de estos es el concepto de familia de atractores relativamente

equiestables, la definicién es como sigue.

Definicién 44 Una familia de atractores { M, A}, Fo'}, es relativamente equi-
estable (RES) si en la Definicion 31.

Cy = AL(M) VYN e N.

Es decir, la familia de atractores {M, An, Fx'} es RES si M es ES con res-
pecto a la familia de sistemas (semi)dinamicos Fyr y la familia de regiones de

atraccion AX, .

El contenido de esta definicién lo ilustramos en la Figura 4.5.
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Observacién 3 Si M es un atractor ES con respecto a la familia de sistemas
(semi)dindmicos Fy:, entonces la familia de atractores {M, A}, Fx'} es RES.
Lo anterior se desprende de las definiciones (43) y (44). Sin embargo, si una
familia de atractores {M, A},, Fn'} es RES, no implica que M es un atractor

ES. Demostraremos esto mediante el ejemplo que sigue.

Ejemplo 21 Consideremos el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales no

lineales dependiente del parametro A > 0.

= 2 +y2 - N2),

Y2+ P — A2). (4.10)

En este sistema el espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A' = R
y M = {(0,0)}, es un punto de equilibrio para todo N € N'. Introduciendo

coordenadas polares el sistema (4.10), queda

ro= r(r?—\?%),

i o (4.11)

Para X > 0, el sistema (4.10) tiene tiene parte lineal con un valor ca-
racteristico, —\*, de multiplicidad 2, esto implica que M es AS (localmente).
Para estimar las regiones de atraccion, consideremos la funcion de Lyapunov
V(z,y) = 2(a*+y?). Entonces la derivada total es, V(z,y) = (22 +y2—A2) (22 +
v*) v,

Vie,y) <0e 2> +y2 < A2 para (x,y) # (0,0).

Por lo tanto, Y\ € A las regiones de atraccion son A\—wvecindades esféricas
del origen, AY (M) = {(z,y) € X | 2° +y* < N} y ademds, I} (M) = @.
Para A = 0, el origen es inestable, en este caso I (M) = R*\M. Aplicando
la Proposicion (4.3.2), tenemos que M no es equiestable con respecto a Fy+,
sin embargo, es relativamente equiestable. Para demostrarlo, consideremos la

norma Fuclideana. Dado € > 0, tomando 6 =¢ y A > 0,
Bs(M) N AT (M) = {(z,y) € X | ||(z,y)|| < min {5, \}} C AT(M).

Dado que V(z,y) < 0, V(z,y) € AT (M) y, ademds las regiones de atraccidn
son positivamente invariantes; para todo € > 0 y & = €, tenemos que YA €
RY, 77 (B(M) N AS(M)) C B(M). Concluimos que la familia de atractores
{M, Ag+, Fg+} es RES pero no ES.
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La propiedad RES de un conjunto invariante y compacto con respecto a una
familia de sistemas semidinamicos, significa que las 6rbitas con puntos iniciales
arbitrariamente cercanos al conjunto invariante y las regiones de atraccion co-
rrespondientes a cada valor del parametro, no se deforman bruscamente cuando
el parametro se aproxima a su valor critico.

En el ejemplo siguiente consideramos una familia de atractores que no tiene
la propiedad RES. Para este, las 6rbitas con puntos iniciales arbitrariamente
cercanos al conjunto invariante en cuestion, bruscamente bajo la accion del flujo

cuando el parametro tiende al valor critico.

Ejemplo 22 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones no lineales

que dependen de un pardmetro A > 0,

T o= x(x® =\,

) (4.12)

Para este sistema el espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros N es
R™, el valor critico del pardmetro, \g = 0 y, M = {(0,0)} es un punto de
equilibrio comin para toda N € N. Para X\ # 0, la traza de la parte lineal
de (4.12) es negativa, —2)\* vy, tiene un valor caracteristico de multiplicidad 2,
= —\2. Por lo tanto el origen, M, es asintéticamente estable. Las regiones
de atraccion para cada \, estdn dadas por A (M) = {(z,y) € X | 0 < |z| < A}.
Demostraremos que la familia de atractores {M, AR+,FR+}, no es RES. Para
€e>0yd >0, con (e >6), elegimos A € (0,5). Las lineas y = 0, £\ son
invariantes y para y # 0 las soluciones sobre estas lineas decrecen. El valor de
A elegido, define una curva Cy @y = %, que al ser cruzada por las orbitas,
y cambia de signo negativo a positivo, cuando recorre la region de atraccion,
AT(M) = {(z,y) € X | |z| < A}, en la direccion del eje y en el sentido
de positivo a negativo. Ademds dentro de la franja infinita A7 (M), xi < 0.
Sobre la curva Cy elegimos un punto (z*,y*) € Cy tal que, 0 < z* < X y,

*

Yy = —e¢ (esto se consigue tomando x* = /-5 /\). La semiorbita negativa

Yy (%) cruza el eje x entre x =0 y, © = X porque & < 0 y, y < 0 en la region
{(:E,y) eX|0<z< )\} por abajo de la curva Cy, que contiene la drbita
en cuestion. El punto de interseccion xo de v, (x*) con el eje x pertenece al
congunto Bs(M) N A (M), pero x* € vy (z9) y a* & B(M). Por lo tanto esta
familia de atractores, {M, A;{Q, Fgr+}, no es RES.
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Otro ejemplo prototipo es que tiene regiones de atraccién todo el espacio,
X, excepto el punto de equilibrio, M, esta dado por la siguiente familia de

ecuaciones diferenciales dependiente de un parametro.
Ejemplo 23 Consideremos el sistema lineal que depende del parametro A > 0.

Y,

4.13
= =T —\y. ( )

El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A es el intervalo, (0,4), el
valor critico del pardametro A\g = 0 y, M = {(0,0)}, es un punto de equilibrio
comun para toda N € N'. Para X\ > 0, la traza y el discriminante del sistema
4.13 (tra = —\, A = N2 —4\ respectivamente) son negativos y la parte real de los
valores caracteristicos es negativa, Re(p) = —%. Por lo tanto el origen M es un
foco asintdticamente estable. Para todo N € RT, AT (M) = R?. Considerando
un valor caracteristico complejo y su correspondiente vector caracteristico, a

saber,

==

A VAN — N2 R A VAN — N2
5—1—272 ;2= 9 +1 0 ,

damos explicitamente, el \- sistema, Ft( ) para cada (zg) € R?, este es

(%o y, R1(X; z0,90) cos %ﬁvt—&()\;%ayo)
5 -7 Nvesy: )
Yo Ra(A; w0, yo) cos | 51 — da(A; o, o)
donde
A A
Ra(% 70, o) f\/y‘) PG A,
2 + (4= A
(5 ()\ xojyo) ( Zo + yO) ( )yO
4\/ 4\ — )\2(21‘0 + yo)
2v/ Y2 + g + \x
RQ(/\;l’anO) - \/yo 0 Oyoa
4— )\
Y,
A(2z9 + yo)

5o(\: 20, o) = — Arctg ero T Y0)
2( Zo yO) rc gmyo

Para cada (z9,y0) € R" las A\-semidrbitas positivas vy (o, yo) son espirales que

se enrollan en el origen en sentido dextrogiro.
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Dadas € > 0 y 6 > 0, escogemos (xg,y0) = (—n,m), conn >0y (—n,n) €
Bs(M) con la solucion Fi(—n,n) tal que, FY(—n,n) = (—n,n) para cada \ €
(0,4).

Entonces, Ry(\;—n,n) = \/%’ Y

)\ILI(I)l+ Rl()\; -, 77) = +OO7 (414)
2
Ro(As =nm) = = ! =V
Jim, Ro(X; =n,m) = n. (4.15)

Los limites (4.14) y (4.15) cuando N\ — 0, significan que; las semidrbitas
positivas se alargan en la direccion del eje x y se aplanan en la direccion del
eje y, por lo tanto la dérbita vy (—n,n) con punto inicial en Bs(M), abandona
la vecindad B.(M). Esto demuestra que la familia de atractores {M, Ay, Fo}
no es RES (Ver la Figura 4.7).

Dada § > 0 y una familia de atractores {M, Ay, Fa'} la componente conexa
de A3, (M) N Bs(M) que contiene a M, A3, 5, estd definida como:

La familia de componentes conexas dependientes del parametro que contienen
a M, A} 5, la escribimos como, Ay 5 = { A} ;| X € '}

Definicién 45 La familia de atractores {M, Ap, Far} es conexo relativamente
equiestable (CRES) si en la Definicion 42,

Cy = A}’é v e A

Es decir, la familia de atractores {M, Axr, Fpr} es CRES si M es ES con res-
pecto a la familia de sistemas Fx y con respecto a la familia de componentes

conexas que contienen a M, A} s.

[lustramos el significado de la definicién 45, de atractor CRES, en la Figura
4.8.

Observacion 4 Si la familia de atractores {M, Ax, Fn'} es RES entonces es
CRES. Pero, si la familia es CRES, no necesariamente es RES. Demostramos

esta afirmacion, mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 24 Consideremos la familia de sistemas dindmicos definido por el

sistema en coordenadas polares dependiente de A > 0,

o= r(l— AERT
r r(l—r), € R™, (4.16)
0 = 02r—6)0—N), r>0, 0<60<2r.

El punto P, con coordenadas r = 1, § = 0 es asintéticamente estable

para A > 0 y atrae al plano R? excepto el rayo §# = X incluido el origen;
AT(P) =R)\{(r,0) | r >0, 0 = \}.

Fijamos dos contantes €, 6 > 0 (e > §).

Para A > 0 suficientemente pequena, existen semiérbitas con punto inicial
en Bs(P) N Af(P) que abandonan B.(P) si e < 1. Esto prueba que la familia
de atractores no es RES. Por otro lado, las semiérbitas que comienzan en la
componente conexa de Bs(P)NAY (P) que contiene el punto P, A} s permanecen
en B.(P), ver la Figura 4.4.

Por lo tanto la familia de atractores { P, Ag+, Fr+} es CRES.

Otro ejemplo de familias de atractores que tiene la propiedad CRES, pero
no tiene la propiedad RES, esta dado por la siguiente familia de sistemas de

ecuaciones diferenciales ordinarias dependientes de un parametro.

Ejemplo 25 Sea la familia de sistemas de ecuaciones que dependen del pard-
metro A > 0.

7= —al=aty), (4.17)

g o= yly—Ar-2?).
El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros, A, es RT, el valor critico
del pardmetro \g = 0 y, M = {(0,0)}, es un punto de equilibrio fijo para toda
A € A. Para A > 0, el sistema tiene otros tres puntos de equilibrio distintos de
M, estos son: M} = (0, ) y, los otros dos puntos que resultan de la interseccion
de las curvas, 2 = y% cony = A\+x°. La familia de atractores, { M, A}, Flo,400)
es CRES pero, no RES. Dado € > 0 y § € (0,¢€), cualquier orbita con punto
inicial en el conjunto, Bs(M)N{(z,y) € X | y > A +a?}, abandona la e-vecindad
esférica B.(M) mientras que, toda drbita con punto inicial en Bs(M)N{(z,y) €

X |y < A+ 22}, permanece en B(M). (Ver las Figuras 4.10-4.11)

Un ejemplo mas de familias de atractores que tiene la propiedad CRES pero
no tiene la propiedad RES, construido a partir del ejemplo 25, multiplicando
la primera ecuacién de este sistema por el factor, 1 4+ 22y°, y la segunda por

22 + \ + v, lo presentamos a continuacién.
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Ejemplo 26 Sea la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
que dependen del pardmetro \ > 0.

i = —x(1 - 2%,
2

= - O+t e

El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A, el valor critico del pa-
rametro \g = 0 y, M = {(0,0)} es el conjunto invariante comin. (Ver las
Figuras 4.12-4.13).
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X'=-05x+y
y'=-05x-x
T T T T
2 P ~ = S — < < i
S AT S T TR Y
15 T T T 2 TS G W L
A A > = N N Y
1 7 4 AT = = NS Ul b
2 A A N TS b g
05| Y NS N N ARV N
? 77 78 ) M
7 7/ 7 7
> 0 f 71 L /g é F'rintl
T/ T T e YA,
05| T o ]
T 7 SR = IR
’“?gw i A A
N\ foenr = s A s
T TN N = . = 7
151 /Y N3 < - = - o %
N N ~ S~ e e = _
ok /i‘ NoX "i NSNS _ = ‘M z‘/ /‘ i
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

The backward orbit fram [2, -1] left the computation window.

Ready.
The farward orbit from (2.1, -1.8] --> a possible eqg. pt. near [0.0073, -0.013].
The backward orbit from [2.1, -1.8] left the computation window,

Feady.

Frink I

ouit |

The backward orbit from [1.9, -2] -+ a nearly closed orbit.
Feady.

The farward orbit from [0.067, -0.028] --> a nearly closed orbit.
The backward orbit from [0.061, -0.028] --» a nearly closed orbit.

Rrariu

Figura 4.2: ITlustracion de la pérdida critica de la propiedad de atraccién.
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The backward orbit from [-2.7, 2.1] left the computation window.

The famnvward orbit from [-2.1, 2.1] left the computation window.
Rearlu

The backward orbit from [-2. 2] left the computation windaw.

Feady.

15

0.5

-0.014).

5 -1 -0.5

1.

-2
The backward orbit from [-1.9, -1.5] left the computation window.

Feady.
The backward orbit from [-2.1, -1.5] left the computation window.

The farward orbit fram [-2.1. -1.5] > a possible eq. pt. near [-2.1.
Rearlu

Figura 4.3: Ilustracion de la pérdida critica no equiestable, de la propiedad de

atraccion de M.
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X'=-05x-05y
y'=70.52y

The backward orbit from [-1.9, 2] left the computation window.

Feady.

The farward orbit from (1.9, -1.8] --> a possible eqg. pt. near [0.053, -0.0078).
The backward orbit from [1.9, -1.8] left the computation window,

Feady.

Figura 4.4: Tlustracién de una familia de atractores no ES, pero estable para el

sistema correspondiente al valor critico del parametro.

Figura 4.5: Tustracién de la definicion de familia de atractores que tiene la
propiedad RES.
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x’=x(x2—0.252)
y'=y (€ - 0.25%) - x*

The backward arbit from [0.25, -17) --» a pozzible eq. pt. near (0025, -16).
Feady.
The forward orbit from [0023, -17] --» a pozzible eq. pt. near (0027, -2.4].
The backward orbit from [0.23, -17] --» a possible eq. pt. near [0.24. -17).
Rrardu

Figura 4.6: Las orbitas con punto iniciales cercanos al origen, se aplanan en

U, Uy,

direccion del eje “x” y se alargan en direccién del eje “y”.
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Y VY

0

i

A>0

M

A A

(e

A=0

Figura 4.7: Las orbitas se alargan en direccion del eje “x” y se planan en
direccion del eje “y”.

e

>

Figura 4.8: Ilustracién de la definicién de una familia de atractores que tiene
la propiedad CRES.
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Figura 4.9: TIlustraciéon del ejemplo 24 que trata de una familia de atractores

que tiene la propiedad CRES pero no tiene la propiedad RES.
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x’=fx(1fx2y5)
y =yl -

Frink

ouit |

The backward orbit from [0.21, 5.1) --> a pozsible eq. pt. near [1. 1),
Feady.

The farward orbit from (1.7, 0.87] left the computation window.

The backward orbit from 1.7, 0.81] --> a possible eq. pt. near (0.99, 1).

Feadu.

x':—x(l—xzys)
Y =y -05-x)

Frink

-2

-15

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2
X

Cluit I

The backward orbit from [-0.9, -0.85] left the computation window.

Feady.

The farward orbit from (-2, -0.44] --> a possible eq. pt. near [-0.01E, -0.0043).
The backward orbit from [-2, -0.44] left the computation window,

Feadu.

Figura 4.10: Tlustracién del comportamiento de una familia de atractores que
tiene la propiedad CRES y no tiene la propiedad RES. Arriba A = 0, abajo

A =0.5.
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x‘=fx(17><2y5)

y'Eyy-1-X)

Frint
\\\
NN =P
0 .
The backward orbit from [-0.2E, 4.7] --> a possible eq. pt. near [-0.54, 1.3).
Feady.
The famvward orbit from [0.42, 4.8] left the computation window.
The backward orbit from [0.42, 4.8] --> & possible eq. pt. near [0.53. 1.3).
Feadu.
x':—x(l—x2y5)
Y =y -15-x)
5
S =
e
> 2T T . ————————— = Print I
1
0
-1 ; ) = (uit |
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

X

The backward orbit from [0.63, 4.3] --> a possible eq. pt. near [0.31, 1.6).
Feady.

The famnward orbit from [0.068, 5] left the computation window.

The backward orbit from [0.068, 5] -» a possible eq. pt. near [0.31. 1.E].
Feadu.

Figura 4.11: Tlustracién del comportamiento de una familia de atractores que
tiene la propiedad CRES y no tiene la propiedad RES. Arriba A = 1, abajo

A= 1.5.
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The backward orbit from [-0.49, -1.4] -+ a possible eq. pt. near (-1, -1].
Feady.

The farward orbit fram [-0.57, -1.3] left the computation window.

The backward orbit from [-0.57. -1.3] --» a possible eq. pt. near (-1, -1].
Feadu.

The backward orbit from [-1.9, 0.57] --> a possible eq. pt. near [-0.78, 1.1].
Feady.

The farward orbit from (-1.9, 0.71] --> a possible eg. pt. near [-0.015, 0.0075].
The backward orbit from [-1.9, 0.71] --> a possible eq. pt. near (0,78, 1.11.
Feadu.

Figura 4.12: Tlustracion del comportamiento de otra familia de atractores que
tiene la propiedad CRES pero, no tiene la propiedad RES. Arriba A = 0, abajo
A =0.5.
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Figura 4.13: ITlustracion del comportamiento de otra familia de atractores que
tiene la propiedad CRES pero, no tiene la propiedad RES. Arriba A = 1, abajo
A= 1.5.



CAPITULO 5

Teoria de Bifurcaciones.

5.1 Antecedentes.

La presente teoria tiene sus origenes en la Bifurcacion de Hopfy se desarrolla a
partir de una de sus posteriores generalizaciones, las Bifurcaciones que surgen
de equilibrios estables, invertiendo en estas ultimas el sentido del tiempo y
debilitando la hipétesis referente al valor critico del parametro. Con la finalidad
de tener una vision clara de estas cosas, presentamos un breve desarrollo de las

ideas que las originaron.

5.1.1 Bifurcacion de Hopf.

En la literatura (por ejemplo, [HK]), se enfoca la Teoria de Bifurcaciones como
el estudio de los posibles cambios en la estructura de las érbitas de una ecuacion
diferencial en dependencia de un parametro, al variar este. Mediante los ejem-
plos que siguen, a pesar de su simplicidad, expresamos esta idea e ilustramos
algo de la terminologia que hemos definido en el Capitulo 3 y que utilizamos

en el estudio de este problema segiin nuestro punto de vista.

Ejemplo 27 ( Bifurcacion unidimensional, “trinche”). Consideremos la fa-

milia monoparamétrica de ecuaciones diferenciales:
i =—z(2® — \) = \v — 2, (5.1)

91
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Puntos
de
equilibrio

A=0

Figura 5.1: Tlustracién del ejemplo 27, bifurcacion extracritica: cuando A sale

del valor critico 0, surgen dos nuevos puntos de equilibrio.

para este caso el espacio fase X es R, el espacio de pardmetros A es R y
M = {0}. Para N < 0 el origen M es asintdticamente estable (AS), para
A > 0, es inestable (“repulsor”). Para cada valor A > 0 del pardametro surgen
dos “nuevos” puntos de equilibrios, {+v/A\} ( asintéticamente estables). Por

lo tanto, tenemos una bifurcacion extracritica del equilibrio M (ver la Figura

5.1).

Ejemplo 28 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones dependiente
del pardmetro X,

o=y,

5.2
= —z+\y—19°, (r,y € R, X €R). (5:2)

En este ejemplo, el espacio fase X es R* y M es el equilibrio {(0,0)} del sis-
tema, este es independiente del pardmetro. Para X < 0, M es un foco estable (
correspondiendo a una oscilacion amortiguada). En efecto, tomando la funcion
de Lyapunov v(z,y) = %(3:2 +y?) y calculando la derivada total, para A\ < 0,

tenemos:

b(z,y) =i +yj =N —y' =y’ (A —y°) <0, (5.3)

con esto demostramos que M es estable y, aplicando el principio de tnva-
riancia de LaSalle ([Am] Teor. 18.3 pp. 234), también tenemos que M es

asintdticamente estable para X < 0. Por otra parte, para X > 0 el equilibrio
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AY Y A
A<O | - A>0

=\ Ciclo Cy: d(Cx, M) — 0
M \ 4 Cuard) 7\/%0

Q_J X M X

Ca

\ 4

Figura 5.2: Ilustracion del ejemplo 28, bifurcacion extracritica: cuando A sale
del valor critico 0, surge de M una érbita periédica C) cuyo didmetro aumenta

cuando \ crece.

M es un foco inestable (local); corresponde a un oscilador excitado. Para ve-
rificar la inestabilidad de M, calculamos %(mQ +9%) = 2y*(\ — y?) > 0, para
|y |< VA, segin un argumento andlogo al principio de invariancia de LaSalle,
intercambiando el tiempo t por —t, tenemos que M es inestable. Para valo-
res de X tendiendo a 0, las orbitas van hacia M. Para verificar lo anterior,
calculamos nuevamente la variacion del cuadrado de la distancia desde los pun-
tos iniciales de las soluciones del sistema (5.2), al conjunto M, para estimar
la variacion de esta distancia con respecto al tiempo. FEntonces tenemos que
(22 +y?) = 29> (A —y?) <0, para | y |> VA — 0( cuando X\ — 0% ). Por el
Teorema de Poincaré-Bendizson (ver [HK],pp. 367 Teor. 12.5 ) , existe un

ciclo limite C, que se colapsa en M cuando A — 07 (Ver la Figura 5.2).

Ejemplo 29 (Bifurcacion critica bidimensional). Consideramos el sistema de

ecuaciones lineales en el parametro \,

T o=y,

(5.4)
= —x+ Ay, (r,y € R, XA €R).

El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A es R y M = {(0,0)} para
el punto de equilibrio del sistema (5.4), para cualquier X\. Si A < 0, M es un
foco estable (oscilacion amortiguada). Para X =0, M es un centro (oscilacion
no amortiguada). Y finalmente para A > 0, M es un foco inestable (oscilacion
excitada). (Ver la Figura 5.3). Cada vecindad de M contiene ciclos cuando

A= 0. Es decir, para A =0, M no es aislado de conjuntos invariantes.

En los ejemplos anteriores tenemos que si el tipo de estabilidad del equi-

librio M cambia cuando el sistema esta sujeto a pequenas perturbaciones del
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A<0 2=0 A>0

Figura 5.3: Tlustracién del ejemplo 29, bifurcacion critica: para el valor critico
del parametro A = 0, M no es aislado de conjuntos invariantes, toda vecindad

de M contiene una orbita periddica.

parametro A alrededor de A = 0, estos cambios de estabilidad generalmente van
acompanados del surgimiento o desaparicion de pequenas érbitas que se acumu-
lan alrededor del punto de equilibrio M. En relidad, este importante fenémeno
de bifurcacion es lo que se conoce como la cldsica Bifurcacién de Hopf! . El
Teorema de Hopf nos da algunas condiciones suficientes para la ocurrencia
de este tipo de bifurcacion y se enuncia en el siguiente contexto.

Dado el sistema,
i=F(z,)\), (z:R" -R"F:R"xR—R"\ecR) (5.5)
(con F analitica en x ). Se supone que x = 0 es un punto de equilibrio para
toda A € R es decir:
F(0,\) =0 (VAeR). (5.6)

Separamos F' en partes lineal y no lineal:

&= Lyxr+ f(x,\). (5.7)

( Ly es una matriz de n x n independiente de x). Entonces vale:

Teorema 5.1.1 ([Ho/,[MM]) Para X\ = 0, sean exactamente dos autovalores de
Ly puramente imaginarios: pu+ = +i8 (6 > 0) y suponiendo que las trayec-
torias de ps () crucen el eje imaginario transversalmente (ver la Figura 5.4).

Entonces existe una familia de soluciones periddicas dependientes del pardmetro

Iprecursores: Poincaré, Andrénov (+ escuela).
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A que se acumulan en el origen para A — 0. En general las soluciones periodicas
existen o para A < 0 (“subcritico”), A > 0 (“ultracritico”), o X =0 (“critico”).
En los primeros dos casos, eriste para cada A (suficientemente pequena) exac-

tamente un ciclo (esto no se cumple cuando no vale la condicion de transver-

salidad).

Bl
N
My

\ 4

—
B

Figura 5.4: Illustracion de la hipdtesis de transversalidad del Teorema 5.1.1, de

la bifurcacién de Hopf.

En los ejemplos 27, 28 y 29, los autovalores respectivos son: pu = A para el
ejemplo 27 y, py(N) = A
28 v 29. Por lo tanto, la bifurcacion de M es del tipo Hopf.

El rasgo comun que presenta el punto de equilibrio M de cada una de las

, con py(0) = =i, 1, (0) = 1 para los ejemplos

ecuaciones diferenciales en los ejemplos 27, 28 y 29, analizados anteriormente,
es el cambio de estabilidad del punto de equilibrio fijo M cuando A cambia de
signo de izquierda a derecha sobre el eje real. Tenemos que para A < 0, M
es estable y, para A > 0, M es inestable. En los tres casos decimos que a M
exhibe una pérdida critica de la estabilidad cuando A cambia de signo (o A sale
del valor citico del pardmetro).

Para el valor “critico” del pardmetro A (A = 0 en los ejemplos) puede haber
estabilidad de M( como en los tres ejemplos 27, 28 y 29) o inestabilidad de
M (en los mismos, con la inversién del tiempo, es decir: sustituyendo —t en
lugar de ¢ en las ecuaciones correspondientes). Parafraseando la Definicién 29;
decimos que el punto de equilibrio o conjunto invariante M tiene una pérdida
critica (o ganancia extracritica) de estabilidad en A = Ay, si para A = \g M es

inestable y para ciertos valores arbitrariamente cercanos a Ao M es estable. La
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ganancia critica de la estabilidad de M es equivalente a la pérdida extracritica

de la estabilidad de M, y viceversa.

5.1.2  Bifurcaciones que surgen de equilibrios estables,

en general.

Una extension del Teorema de Hopf se realizé permitiendo conjuntos invariantes
en vez de ciclos, y reemplazando la condicion que se refiere a los autovalores de
la parte lineal, por una condicién de cambio (ganancia critica) de la estabilidad.
En esta direccion estudiaron este problema Marchetti, Negrini, Salvadori
y Scalia en 1976 [MNSS] y Marchetti [Ma]. Ellos demostraron que:

Si el origen 0, del espacio fase es asintéticamente estable (AS) para Ao, y
completamente inestable para ciertos valores del parametro A, — \g, entonces
surgen conjuntos invariantes M,, ajenos a M para cada A, tales que d(M,,,0) —
0 paran — oo. En particular, en el caso del plano, estas seran orbitas peridédicas
(debido al Teorema de Poincaré-Bendixon), como en la teoria de Hopf.

Es decir, la pérdida extracritica de la estabilidad implica lo que llamamos,
bifurcacion extracritica. Asi que la ezistencia de la bifurcacion no depende de la
parte lineal del sistema, sino del cambio de estabilidad (esta puede ser resultado
de cambio de signo de partes reales de autovalores pero no necesariamente.)
Este es un fenémeno que se explica mediante otras propiedades mas generales
que tienen los sistemas dindamicos. El ejemplo que sigue, refuerza la afirmacion

anterior.

Ejemplo 30 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones dependientes
del parametro X,
o=y,

5.8
= —x+y3(\—z?), (r,y € R, N€ER). (5:8)

El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A es R y, M el punto
de equilibrio {(0,0)}, independiente del pardmetro. Para A < 0, M es AS.
Para demostrarlo, consideremos la funcion de Lyapunov: v(z,y) = %(1:2 +y?),

calculando la derivada total, tenemos:

O(x,y) =23 +yj = M —y* =y (A —2%) <0, (5.9)

luego, para X\ < 0 de la ecuacion (5.9), implica que M es estable. Aplicando el
principio de invariancia de LaSalle ([Am] Teor. 18.3 pp. 234) y considerando
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nuevamente la ecuacion (5.9), tenemos también que M es asintdticamente es-
table para A\ < 0, puesto que v(x,y) — +oo cuando ||(z,y)| — +oo. Por otra
parte, para A > 0 el equilibrio M es completamente inestable. Para verificar
esto, calculamos & (2% 4 y?) = 2y*(\ — 2%) > 0, para | x |[< VX y, nuevamente,
segun un argumento andlogo al principio de invariancia de LaSalle, intercam-
brando el tiempo t por —t, tenemos que M es inestable. Para valores de A ten-
diendo a 0 , las orbitas van hacia M. Para demostrar lo anterior, calculamos
nuevamente la variacion del cuadrado de la distancia desde los puntos iniciales
de las soluciones del sistema (5.8), al conjunto M, para estimar la variacion
de esta con respecto al tiempo. Asi tenemos que, %(ﬁ +1?) =2y* (AN —2?%) <0,
para | z |> VX — 0 ( cuando X — 0% ). Por el Teorema de Poincaré-Bendizson
( ver [HK], pp. 367 Teo. 12.5 ), existe un ciclo limite @, que se colapsa en
M cuando X\ — 0. (Ver las Figuras 5.5 y 5.6). Por lo tanto, existe una bifur-
cacion de Hopf; sin embargo, el Teorema 5.1.1 de Hopf no es aplicable porque

los autovalores del sistema lineal asociado al sistema (5.8), siempre son cero.

En 1994, Seibert y Florio, [SF] extendieron lo anterior en las siguientes

direcciones:

1. A sistemas semidindmicos en espacios métricos arbitrarios, bajo una con-

dicién de compacidad asintética local (LAC) en A, es decir:

Dadas las sucesiones (), (\,), (t,) tales que F}\i’t"](zn) C A t, —
+00, A, — Ao, entonces el conjunto {Fy"(z,)} es relativamente com-
pacto {FI*1(z) := F\({z} x [0,t]) = {F!(z) | ¢’ € [0,#]} trayectoria por

x con parametro \}.

2. Al caso donde la inestabilidad completa es relajada, por ejemplo: el origen

0 (o conjunto invariante M) no es atractor débil (NAD), o sea,
(Jen)(FAN), d(zp, M) — 0, X, — Ao L;\“n(:zcn) NM=g.

Si M es AS para N\g y NAD para A ( ademds de satisfacer la condicion
LAC) entonces existe una bifurcacion extracritica. Tal es el caso de la

transicion extracritica de foco a silla.

Ejemplo 31 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones depen-
dientes del pardmetro A,
T = _y()\ - y2)7

5.10
= —x—y, (r,y € R, X€R"). (5.10)
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El espacio fase X es R* y, ponemos a M como el punto de equilibrio
{(0,0)} del sistema, independiente del parametro. Para A = 0, M es un
foco estable. Para demostrarlo, consideremos los autovalores de la parte

lineal del sistema en cuestion. Estos son:

pe(X) = %‘/H—M, p+(0) =—1,0y, ¢/, (0) = 0. Por lo tanto, para X > 0,
M es un punto silla; y surgen dos focos (puntos que se bifurcan) los cuales
se alejan de M cuando A se aleja de 0. En este caso el Teorema de Hopf,
no es aplicable porque no se cumple la hipotesis de transversalidad, por el

contrario, tenemos Ly (N), =0 (ver las Figuras 5.7 y 5.8).

[x=0

En las demostraciones de la existencia de bifurcaciones para los casos an-
teriores, se utiliza como herramienta el Principio de persistencia de la
estabilidad asintética el cual enunciamos como sigue:

Cuando un sistema semidindmico F\, involucra un conjunto invariante M
AS (atractor estable), es perturbado ligeramente, aparece en el sistema Fy per-
turbado, un conjunto invariante AS arbitrariamente cercano al atractor original
(ver, [Se2] y [Yo]). Esto significa que en esencia también se preserva la region
de atraccion (no se puede colapsar subitamente ).

En la ganancia critica (pérdida extracritica) de la estabilidad asintdtica, la
bifurcacion extracritica del conjunto invariante M (aislado de conjuntos invari-
antes) ocurre, cuando entre la regién de repulsién R, del “nuevo” repulsor M
y la regién de atraccion del“nuevo” atractor M} brotan los conjuntos M), que
se separan de M. (Corresponde al caso MNSS, cuando M = {0} es el origen
del espacio fase e independiente del pardmetro.) Ilustramos este Teorema de
dindmica topoldgica en la Figura 5.9.

En la Figura 5.9, se tiene que, R, es la regién de A—repulsion de M, A;“O (M)
es la \p—regién de atraccion de M, M} es un atractor maximal en AIO, los M,
son conjuntos invariantes y cerrados en U\M donde U es una vecindad de M

y se tiene la siguiente relacién entre estos conjuntos:
M C Ry C My C Ay (M).

A continuacién presentamos un ejemplo prototipo que a pesar de su simpli-

cidad, ilustra lo que hemos mencionado en el parrafo anterior.
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Ejemplo 32 Bifurcacion bidimensional extracritica silla— nodo. Consideremos

la familia monoparamétrica de ecuaciones diferenciales:

T = —z(z? =N

5.11
= Y (l',yGR, )‘GR) ( )

El espacio fase X es R?, y ponemos M = {(0,0)} para el punto de equilibrio del
sistema de ecuaciones diferenciales (5.11). Para A =0, M es un nodo estable;
mientras que para A > 0 surgen dos nodos estables (—v/\,0) y (VX,0) y, M
se convierte en un punto silla. FEl equilibrio M del sistema (5.11), sufre una
pérdida extracritica de la estabilidad (Ver la Figura 5.10).

La conclusion del estudio del problema de la existencia de bifurcaciones a partir
de equilibrios estables, es que siempre que un conjunto invariante M tenga una
pérdida o ganancia de la estabilidad cuando un parametro alcanza o sobrepasa
un valor critico para el cual M es aislado de conjuntos invariantes, ocurre una
bifurcacion de M, excepto posiblemente en algunos casos muy especiales. Como
los mencionados por Florio y Seibert en [SF1].

Considerando nuevamente los ejemplos 27, 28 y 29 de la subseccién anterior,
concernientes a la bifurcacién de Hopf, reescalando el tiempo ¢ con —t, tenemos
que el cambio de la estabilidad y la bifurcacién extracritica de M se preservan?.

Siguiendo esta linea de investigacion, relajando la hipdtesis de que para
A= Ao, M es AS; y en su lugar, suponiendo que para A = \g, M sea inestable
en el sentido negativo (completamente inestable). Para evitar la doble negacién,
invertimos la escala del tiempo. Entonces tenemos que al poner —t en lugar de ¢
que para A = X\, M es (completamente) inestable en el sentido negativo y para
cada A # A\g pero A — A\g M AS, esto es, una pérdida critica de la estabilidad
de M y la bifurcacién extracritica de M se preserva. Entonces una transicion
de inestabilidad completa hacia la estabilidad asintética de M, va acompanada
de una bifurcacion extracritica cuando el conjunto invariante M es aislado de
conjuntos invariantes en el valor critico del pardmetro. Esta conclusion resulta

trivial, pues basta con reescalar el tiempo y se obtiene a partir del resultado en

2En 1984, depués de un seminario que versé sobre la clasica bifurcacion de Hopf en la
Universidad Centro Occidental de Venezuela, a Seibert se le ocurrié que este fenémeno de
bifurcacién, pudiera estar ligado a ciertos principios (de persistencia) topoldgicos de natu-
raleza muy general. Ahi se pudo haber originado el enfoque que presentamo aqui y del cual
se derivé la teoria bosquejada en el esquema que presentamos en la introduccién de este

trabajo.
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[SF1]; por esta razén, en lo que presentamos aqui, reemplazamos la hipdtesis de
inestabilidad completa por la de mera inestabilidad de M en el valor critico del
parametro y para los valores arbitrariamente cercanos a este, suponemos que M
es estable. Aplicando el principio de persistencia de la inestabilidad (ver
Cap. 2) y suponiendo que la familia de atractores satisface la propiedad CRES
definida en el Capitulo 3, demostraremos en la siguiente seccién la existencia

de la bifurcacién extacritica de M.

5.2 Bifurcaciones que surgen de conjuntos in-

variantes inestables.

5.2.1 La existencia de bifurcaciones extracriticas.

Proposicion 5.2.1 Sea M C X un conjunto compacto y positivamente in-
variante. Supongamos ademdas que M es un atractor con region de atraccion
AT(M).

Entonces la frontera de la region de atraccion, OAT(M); es positivamente

muariante.

Demostracién. Supongamos que JAT(M) no es positivamente invariante.

Sea x € QAT (M), entonces existe 7 > 0 tal que o F(z) € At (M) o F™(z) €
CA+(M). Seay := F™(x). Siy € AT (M), puesto que AT(M) es abierto e
invariante (ver [Sal, pp. 57-58); entonces x € AT (M), luego = & AT (M), por

lo tanto se tiene una contradiccién. Por otra parte, si y € CA+(M), puesto

que CAT(M) es abierto, existe (por continuidad de F' con respecto a x ) una
vecindad V' € V, tal que F7(V) C CA*(M) y F™(V) € V,. Pero V contiene
puntos de A*T(M); esto contradice que AT (M) es positivamente invariante.

|
El contenido de la Proposicién anterior estd implicito en el Teorema 1.8 en [Bh],

pp- 60, para el caso de sistemas dinamicos.

Lema 5.2.2 Sea M C X compacto y positivamente invariante bajo cierto
sistema semidindmico (X, T, F). Supongamos que se cumplen las siguientes
hipotesis:
i) Para € >0, M es aislado de conjuntos invariantes con respecto a la bola
cerrada B.(M), es decir: si M' C X es invariante y M’ C B.(M) =
M Cc M.
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it) M es conexo y toda vecindad esférica de M es arco-conezra;

iii) M es un atractor con region de atraccion AT(M); y

iv) (36 >0) Bs(M)\Aj # @, donde A} es la componente conexa de
A3 (M) = AF(M) () By(M)

que contiene a M.

Entonces existe z* € A} tal que v (z*) ¢ B.(M).

Demostracién: Elegimos x € M y 2’ € Bs(M)\ A} (existe por la condicién
iv)). Aplicando la hipétesis ii), segin la cual Bs(M) es arco—conexa, tenemos
que existe una funcién continua ¢ : I — Bs(M), donde I = [0, 1] tal que
©(0) = x y ¢(1) = 2’. Escribimos o := ¢(I); por la Definicién de la funcién
¢, 0 C Bs(M). Definimos el conjunto B := {t € [0,1] ||; ¢(t) € A}}; entonces
B # o, puesto que p(0) = 2 € M C Aj. Por otro lado, (1) = 2/ ¢ Aj,
lo cual quiere decir que ¢~ !(B), tiene una cota superior menor que 1. Como
consecuencia de todo esto, incluyendo que A} € Vyy, existe t* € (0,1) tal que
t* = sup B. Por la continuidad de ¢, existe z € Bs(M) para la cual p(t*) = z;
entonces z € JA%, pues en caso contrario se tiene t* # sup B, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, z € 0A; N Bs(M) (ver la Figura 5.11).

Por otra parte, 9AT (M) es un conjunto positivamente invariante (Propo-
sicién 5.2.1) y cerrado (se sigue de la Definicién de frontera de un conjunto).
Dado que z € A, vT(z) C A y también LT (z) C 0A, ademéds, v (z) y LT(2)
son conjuntos invariantes (ver [Sal, pp 36 y 40). La regién de atraccién de
M, AT(M) es abierta, entonces 0A N M = &, por ende y*(z) N M = Ty
L*(2)N M = @. En particular, la hipétesis (i) implica que v*(2) ¢ B(M). El

complemento de la e—vecindad cerrada de M es un conjunto abierto, entonces

(32" €~4%(2))(3n>0) B,(z') CCBAM) (5.12)

Fijamos 2’ € v7(z) y n > 0 tales que satisfacen (5.12). Para 2/, la depen-
dencia continua con respecto a las condiciones iniciales implica que existe o’
tales que By/(z) C Bs(M) y

(V' € By(2) (y € By(2)) B >0)  F7(y) € By(). (5.13)
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En particular,

(Jy* € By(2)) (32" € By(2) NAY) F'(z*) € CB.(M).  (5.14)

La ecuacién (5.14) implica que v (2*) ¢ B.(M).

El contenido del Lema 5.2.2; lo ilustramos en la Figura 5.12.

Proposicién 5.2.3 Sea (X, T, F) un sistema smidindmico y, supongamos que

se cumplen las siguientes hipotesis:

(i) El conjunto M C X es no vacio, compacto y positivamente invariante
para todo A € A;

(i) F es LAC sobre W € Vy;;

(11i) M es inestable.

Entonces
IM)NW # @ (5.15)

Demostracion. Sea W € V), F LAC sobre W y M inestable. A partir de las
hipétesis (iii) e (i), siendo M inestable y compacto existe una vecindad U € V),

escogida, sin pérdida de generalidad, de manera que U C W y entonces
(Fzxn CU)(3tn C RN (32" € M) : z, — 2%, F'(2,) € v (2,) NOU, (5.16)

donde los puntos F'(x,) € OU existen por la continuidad de F con respecto
a t. La suposicién (segun la hipdtesis (i)) que se refiere a que M es compacto
y positivamente invariante, implica que ¢, — oo (ver la Proposicién 2.1.5
del Capitulo 2). Por otra parte, F' es LAC sobre W ( ver la hipdtesis (ii));
de esto concluimos que existe una subsucesion de {Ft" (xn)}zo:l, que converge

sobre OU C W. Elegimos esta subsucesion, la depuramos, la reenumeramos y
(e.]

finalmente la reescribimos de la siguiente manera: {F tn (mn)}nzl. Sea
Yp = F'(2,), t, >0 paracada n €N, (5.17)
entonces
Jy* € I(M)NoU C I(M)NW tales que y,, — y; (5.18)

por lo tanto vale la relacién (5.15).
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Teorema 5.2.4 Sea F\ una familia de sistemas semidindmicos sobre un es-
pacio métrico X localmente conexo, A* C A N\g &€ N*, Ny € A* y supongamos

ademdas que se cumplen las siquientes hipotesis.

i) Existe un conjunto M C X, no vacio, compacto, conexo y positivamente

A-invariante para todo X € A con las siguientes propiedades:

a) M es Ag-inestable;

b) M es \-asintéticamente estable para todo N € A* C A.
ii) para cada X\ € A*, Fy es LAC en alguna vecindad W € V.
iii) M satisface la propiedad CRES con respecto a A*.

Entonces existe una bifurcacion extracritica de M en X, relativo a A*.
Demostracién: Sean W € V), F, LAC sobre W. A partir de la Proposicion
5.2.3, siendo M A¢-inestable (hipétesis i) a)) y compacto, tenemos

Lo(M)NW # o (5.19)
Sea € > 0, suficientemente pequeno para que

(¢}

B(M) c W (5.20)

I (M) ¢ B.(M). (5.21)

Para este € fijamos el correspondiente 6 € (0, €) segin la propiedad CRES.
Siendo el espacio X localmente conexo, existe una vecindad conexa Vs € V),

tal que
Vs C Bs(M). (5.22)

Debido a (5.21) existe un punto z € Vj tal que

Y, (@) & Be(M). (5.23)

Por 5.23 y (5.20) existe ¢ > 0 tal que y := F! (x) € W\B.(M). Por la
dependencia continua con respecto al parametro \ (persistencia de la extensién

dindmica) tenemos que:

(3N € N)(YA € N) ' = Fl(z) € W\B.(M). (5.24)
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Siendo el conjunto M A-atractor, con regién de atraccién Ay, y la familia
de atractores {M, Ay«, Fx«} CRES en Ao, més concretamente

M (A35(M)) C B(M), (5.25)

vale v ¢ A3 ;(M), debido a (5.23). Siendo x € V;, esto implica que CWH
Vs # &, 0 sea, & # Wﬂ Vi & Vs (ya que A3 (M) C V). De esto
concluimos que

O Ass # 9 3(pues en caso contrario Vs no serfa conexo). Elegimos z €
Ov; AL 5 Puesto que la familia de sistemas semidindmicos Fj« es LAC en una
vecindad W (hipétesis ii)), aplicando la propiedad de dependencia continua
con respecto a las condiciones iniciales junto con las ecuaciones (5.19) y (5.20)

tenemos,

L (z) C v (z) C B(M) CcW. (5.26)
[La segunda inclusién sigue mediante un argumento elemental a partir de
(5.24), tomando en cuenta (5.21).] Tomamos

M = L (2); (5.27)

este conjunto es ajeno con M, compacto, débilmente invariante y compuesto

de oOrbitas principales (ver [Sal, Teorema 3.4- (i) y Teorema 3.5 pp.40-41).

El contenido del Teorema 5.2.4 lo ilustramos en la Figurab.13.

5.2.2 La existencia de bifurcaciones criticas.

Definiciéon 46 Un conjunto invariante y cerrado, M C X exhibe una bifur-
cacion débilmente critica con respecto a una familia de sistemas semidinamicos
Fr en \g € A, si cada una de sus vecindades contiene un conjunto cerrado M’
débilmente \g-invariante no contenido en M vy, para cada N € N C A tal que
A — Ao, M es aislado de conjuntos positivamente débilmente invariantes. St

en particular, M' N M = &, este concepto se reduce al de bifurcacion critica.

Definicién 47 Una familia de sistemas semidinamicos Fy es localmente asin-

toticamente compacto (LAC) en Ao en un conjunto W, si para cualquier terna

38314 =0ANB.
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de sucesiones, TN, tn, AN, tales que t, — 400, A, — Ao, ¥ F/{i’t"](xn) cw

para todo n € N, la sucesion {F)t\:(xn)} es un conjunto relativamente compacto.

Teorema 5.2.5 Sea F\ una familia de sistemas semidinamicos definida sobre
un espacio métrico X, localmente conexo. Supongamos ademds que se cumplen
las mismas hipdtesis puestas en el Teorema 5.2.4 excepto i) y iii), las cuales
reemplazamos por: la familia de sistemas semidindmicos Fx LAC en \g en una
vecindad W € Vo y, M no es CRES, respectivamente.

Entonces ocurre una bifurcacion critica o débilmente critica de M para A =

Xo. Ademds existe una orbita principal para F),.

Demostracion: Primero, sea W € V), y segun la negaciéon de la propiedad
CRES; fijamos una € > 0 tales que B.(M) C W y, para cualquier pareja de
vecindades, N € N'y Bs(M) con ¢ € (0,¢€), tenemos que

T (A3s) & Be(M) (5.28)

vale para alguna A € N, donde Aj s estd definida como en el Teorema 5.2.4;
la componente conexa de Ay s := Ay N B(M) que contiene a M. Fijamos A
y ¢ dadas por (5.28). Siendo la interseccién de dos conjuntos abiertos, A, s
es abierto, entonces es localmente conexo (véase [Ku| pp. 163). El conjunto
A3 5 es una componente de Ay 5, por lo tanto es abierto [Ku], entonces es una
vecindad de M.

Luego, definimos los dos siguientes subconjuntos de AJ ; :

o =1z € Al | (2) € Bo(M)}, (5.29)

Ay =1z € A, | 73 (2) C B(M)}. (5.30)

Ambos conjuntos definidos por (5.29) y ( 5.30) son no vacfos. Para A,
esto es consecuencia de la negacion de la propiedad CRES, concretamente de
(5.28); para Aﬁ\ﬁ, es consecuencia de que M es A—asintdticamente estable (para
A € A'). Los conjuntos A 5 y A5 s son ajenos, el segundo por definicién (ver
(5.29)) y el primero porque M es A-asintéticamente estable; para la € que hemos
fijado en (5.28), existe n > 0 tales que vy (B,(M)) C B(M). Tomando en
cuenta que A3 ; es una vecindad de M, tenemos inmediatamente que, A} 5 # @.
A saber, A3 ;0B (M) # @,y A sNB,(M) = &, por lo tanto A} s0B, (M) # @.
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En el siguiente paso demostraremos que los dos conjuntos definidos por
(5.29) y (5.30) son abiertos: para AS ;5 es consecuencia de la dependencia con-
tinua con respecto a los puntos iniciales, siendo Aj 5 abierto. Para Aj 5, hacemos
las dos siguientes afirmaciones: primera, que cualquier semiérbita vy (x) con
punto inicial z € Aj 5, permanece dentro de la €- vecindad esférica Bo (M),
para € < €; y segunda, esta orbita (en la primera afirmacion), depués de un
cierto tiempo 7, queda dentro de Bs(M).

La segunda de estas afirmaciones es consecuencia de que M es \- asintoti-
camente estable.

En efecto, para la ¢ fija en (5.29) y (5.30), escogemos un « € (0, J) tales que
YW (Ba(M):= () "(2) € Bs(M), (5.31)
2EB (M)

y 7 > 0 tales que

FY(x) € Bya(M). (5.32)
Entonces, concluimos que
 (F)(@)) € Bs(M). (5.33)

La primera afirmacion se sigue entonces, de la continuidad de las érbitas con
respecto a t: definiendo la funcién d(t) := d(Fi(x), M), esta alcanza un valor
maximo € < € sobre el intervalo compacto [0, 7]. Luego, por la dependencia
continua con respecto a los valores iniciales, cualquier semidrbita vy (2’), con a’
suficientemente cercano a x, permanecera dentro de B.(M) durante el intervalo
de tiempo [0, 7], al término del cual estard en el conjunto B, (M), por (5.32), y
continuard después en Bs(M) como consecuencia de (5.31). Esto implica que
x' e Af\7 5, 1o que demuestra que este conjunto es abierto.

Puesto que todo conjunto conexo, como Aj; no se puede separar en dos

conjuntos abiertos ajenos (A4 5 y A$ ), existe un tercer subconjunto

A5+ o (5.34)

de A3 5 ajeno de Af\,(; y AS 4, tales que

Por definicion de la primera y tercera componentes de esta unién, toda

semidrbita positiva vy (x), con = € Agy(g, contiene un punto y = Fi(z), t > 0,
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en el conjunto Sc(M); si existen mas de un punto, existe un primero y este lo
denotaremos con y,(x), y el correspondiente valor de ¢ para el cual se alcanza

este punto, con ty(z), mas explicitamente:

yn(z) = FPP(2) € S.(M). (5.36)

[lustramos la demostracién hasta este punto mediante la Figura 5.14.

Elegimos una sucesion dn, 0, — 0, y una correspondiente sucesion A,
An — Ao, tales que vale (5.28) para cada A,,d, en lugar de A y d y una co-
rrespondiente sucesion zy tales que x,, € A(A)n,én’ para todo n € N. Los puntos
correspondientes a y, (z,) v los tiempos ¢y, (z,) los denotaremos en forma
abreviada como y, y t,, respectivamente. Se sigue de la compacidad y la
invariancia positiva de M, que t,, — +o0o. Luego, por la propiedad LAC en )\
en el conjunto W € Vy,, de la familia Fj, la sucesién yn tiene un punto de
acumulacién y* € S.(M), el cual podemos suponer sin pérdida de generalidad,
que es el limite de la sucesién yn y lo fijamos.

Probaremos que existe una A\g—orbita principal (es decir que esté definida
para todos los valores de t € R) a través de y* y que esta contenida en B(M)

Primero construiremos la érbita principal 7y, (y*), a través de y* € S.(M).
Sea {t"™} una sucesién de nimeros reales positivos no acotada. La idea es cons-
truir una sucesion de extensiones sucesivas de 7,,(y*), con dominios [—t",0),
siendo cada extension, una extension hacia atras de la que le precede.

Para este fin, definimos una sucesién doble de puntos
ol = Fy " (x,),  con "<ty (5.37)

Para todo m fijo, la sucesion resultante en n, contiene un ntmero infinito de
elementos, porque t,, — +00, vy esta es relativamente compacta por la propiedad
LAC de la familia Fy (las semi 6rbitas 75, (), por definicién de las x,,’s, estan
contenidas en W, por lo tanto en W). Podemos por lo tanto suponer que
toda sucesion {z{l} converge (mediante una depuracion sucesiva de la sucesién
original xn correspondientes a los valores crecientes de m), y denotamos los

respectivos limites por y™. Esto es, para cada m fija

Fy " (2,) = y™, cuando n— 400, con " <t,. (5.38)
Entonces, por los Axiomas II y III, vale la siguiente relaciéon para toda

m > 2:
Yt = FUTT . (5.39)
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En efecto escribiendo m — 1 en lugar de m en la relacién (5.37) y aplicando

el Axioma II, obtenemos
Fin=" (g, = FL 0 gy = TN EE T (). (5.40)

Luego, tomando el limite en (5.40) cuando n — +o00 y aplicando el Axioma
111, llegamos a (5.39).

Si definimos 3° = y* y tY = 0, (5.39) vale también para m = 1.

Para cada numero ¢ < 0, le asignamos un punto y(t) seleccionando m tal

que —t™ < t < —t™"! y definimos

y(t) = i ™). (5.41)
La independencia de y(t) con respecto de m es consecuencia inmediata de la
propiedad de semigrupo; en particular, y™ = y(—t™), y y* = y(0). Por la
misma razon, (5.41) se puede extender al caso de un punto arbitrario y(s) con
s < t, en lugar de y™:

y(t) = By (4(s)), (5.42)

lo que demuestra que y(-) es una extensién hacia atrds de ﬂ:}(y*) y, puesto
que t"™ — +o00, esta define una orbita principal a través de y* y la denotamos

por Yy, (y*). Por simples argumentos de continuidad, considerando que y(t) es

el limite de una sucesién de puntos dentro de B.(M) se sigue que la érbita
principal 4,,(y*) también estd contenida en B.(M). Puesto que ¢ se puede
tomar arbitrariamente pequena, esto demuestra la existencia de una bifurcacién
(posiblemente débilmente) critica de M. Tlustramos el contenido del Teorema

de la bifurcacion critica mediante la Figura 5.15.

Corolario 5.2.6 Sea F) una familia de sistemas semidindmicos sobre un es-
pacio métrico, X, localmente conexo y sea el conjunto compacto M C X. Su-

pongamos ademas que se cumplen las siguientes hipotesis:
1. M es asintoticamente estable para toda \* € A*, donde A* C A;
2. M no es asintétimente estable para X = \o; Ao € A*, Ao € A*;
3. Fy, es LAC en una vecindad W € Vs y

4. M es equiestable en Ay con respecto a la familia Fy«.
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Entonces existe una bifurcacion critica de M para A = \.

Demostracion: Sea W € V), aplicando la Proposicién 4.3.1, el conjunto M es
Ao-estable (exhibe una pérdida equiestable de la atraccién). Consecuentemente,
toda vecindad U € V), contiene una vecindad V' € V,, tal que x € V implica
que ”y;ro(:v) C U. Sin pérdida de generalidad, podemos escoger las vecindades
UyV, tales que V. .C U C W y entonces la propiedad LAC implica que el
conjunto limite L} () no es vacio, compacto y débilmente invariante ( ver, [Sal
Cap.II, Teorema 3.5). Por otra parte, la hipdtesis de que M no es \g-atractor y
el Teorema 6.7 en [Sa] implican que Lj\LO (x) N M = @, para alguna x € V. Esto
y la \*-estabilidad asintética de M para cada \* € A* que garantiza que M
sea un conjunto A*-aislado de conjuntos A*-invariantes, implican que M exhibe

una bifurcacién critica.

Corolario 5.2.7 Sea Fj una familia de sistemas semidindmicos sobre un es-
pacio métrico X localmente conexo. Sea A* C A con, \g € A\ A*, Ny € A* y

supongamos que ademds se cumplen las siguientes hipotesis.

i) Existe un conjunto M C X, no vacio, compacto, conexo y positivamente

A-invariante para todo X € A con las siguientes propiedades:

a) M es Ag-inestable;

b) M es \-asintéticamente estable para todo \ € A*.
i1) Fp es LAC en Ay en una vecindad W € V.

Entonces existe una bifurcacion de M para A\ = X\g. La bifurcacion puede ser

extracritica o critica o débilmente critica.

Demostracion: Considerando las hipdtesis de este Corolario, si la familia de
atractores {M, AL., Fx+} es CRES el Teorema 5.2.4 implica que el conjunto M
exhibe una bifurcacién extracritica. Si la familia de atractores {M, AL, Fi+}
no es CRES, aplicando el Teorema 5.2.5 tenemos que el conjunto M exhibe una

bifurcacién critica o posiblemente débilmente critica.
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5.2.3 La existencia de bifurcaciones hibridas.

Definicién 48 Dada una familia de sistemas semidindmicos Fy que tiene un
congunto comun M compacto y positivamente invariante, decimos que M tiene
una bifurcacion (débilmente) hibrida en \o, si tiene ambas bifurcaciones: una
(débilmente) critica y otra extracritica en Ng. Decimos que M exhibe una bifur-
cacion simple si solamente exhibe una bifurcacion critica o débilmente critica o

extracritica pero no hibrida.

Corolario 5.2.8 Suponiendo las mismas hipotesis del Corolario 5.2.7. Si con-
sideramos unicamente una bifurcacion simple es decir, solamente bifurcacion
extracritica o bifurcacion (débilmente) critica del conjunto M, las condiciones

respectivas dadas en el Corolario 5.2.7 son necesarias y suficientes, o sea,

a) M exhibe una una bifurcacion extracritica simple en N si solo si la familia
de atractores { M, A}., Fa«} es CRES ; y

b) M exhibe una bifurcacion critica o posiblemente débilmente critica simples
en N si y sélo si la familia de atractores {M, A%., Fa«} no es CRES.

Demostracién: Primero demostremos la condicién necesaria para el inciso a).
Por contradiccién, supongamos que M exhibe una una bifurcacion extracritica
en Ao, y que la familia de atractores {M, AL., Fx-} no es CRES, aplicando
el Teorema 5.2.5 tenemos que el conjunto M exhibe una bifurcacion critica o
posiblemente débilmente critica, 1o cual es una contradiccion con la hipdtesis
de la bifurcacion extracritica simple de M en A\y. La suficiencia para el inciso
a), se sigue del Teorema 5.2.4.

Demostracion de la segunda parte. La condicion necesaria para el inciso
b), se sigue también por cotradiccién. Suponiendo que M exhibe una bifur-
cacion critica o débilmente critica en \g, y que para ambos casos, la familia de
atractores { M, A}., Fo«} es CRES, el Teorema 5.2.4 implica que el conjunto M
exhibe una bifurcacion extracritica en Ao, lo cual es una contradiccion con la
hipdtesis de bifurcacion critica o posiblemente débilmente critica simples de M
en )\g. La suficiencia para el inciso b), se sigue del Teorema 5.2.5.

[ |

Observacion 5 Las bifurcaciones extracritica o (débilmente) critica de M son
ambas compatibles con las propiedades CRES y noCRES de la familia de atrac-

tores { M, A%., Fa«}, en el siguiente sentido; el Teorema 5.2.4 nos garantiza la
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ezistencia de la bifurcacion extracritica de M en Ay, pero no excluye la posibili-
dad de que ezista bifurcacion (débilmente)critica de M en \g. Andlogamente, el
Teorema 5.2.5 nos garantiza la existencia de la bifurcacion (débilmente)critica
de M en \g, pero, no excluye la posibilidad de que exista bifurcacion extracritica
de M en \g. FEsta observacion nos motivo a dar la Definicion 48, de bifurcacion
hibrida de M en \g. Las bifurcaciones de este tipo, las ilustramos mediante los

dos ejemplos que siguen.

Ejemplo 33 Consideremos el sistema de ecuaciones en el plano, dependiente

del parametro A\ > 0 :

o= 23(x® = N)(1 —2?),

L (5.43)

Para este caso, el espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros A es R, el
valor critico del pardmetro \g = 0 y M = {(0,0)}, es el equilibrio comin de
la familia monoparamétrica sistemas (5.43). Para A = X\g, M es inestable y
no esta aislado del conjunto de puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones
diferenciales (5.43): {(z,y) € R* | & = 0}. Para X > 0, la familia de atractores
{M, A257+m),F(0,+m)}, es CRES, luego, el Teorema 5.2.5 implica la existencia
de una bifurcacion extracritica de M, en A = 0, el conjunto de puntos de bifur-
cacion, es M} = {(£V/)\,0)}. Sin embargo, no es excluyente la posibilidad de
la existencia de una bifurcacion critica de M para X\ = 0 como en este caso.

Este tipo de bifurcaciones pertenece a la clase que hemos llamado bifurcaciones
hibridas. (Ver la Figura 5.16.)

Ejemplo 34 Consideremos el sistema de ecuaciones en el plano, dependiente

del parametro \ > 0,

o= (2= = (y—A)?

e (5.44)

El espacio fase X es R?, el espacio de pardmetros es RT™ y M es {(0,0)},
el punto de equilibrio de la ecuacion monoparamétrica (5.44), para toda X\ > 0.
Para A = 0, el conjunto M es inestable y surgen de este orbitas homoclinicas
(ver la Figura 5.17.)

Para X\ > 0, surge de M el conjunto M\ = {(\,N),(2X,0)} de puntos de
equilibrio de (5.44) ajeno de M. La linealizacion del sistema (5.44) en (0,2\)
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tiene dos autovalores positivos: p = X\, pp = 2\ y, por lo tanto (0,2X) es un
nodo inestable (localmente); en (X, \), la linealizacion del sistema (5.44) tiene

un autovalor ;1 = 0 de multiplicidad 2 inestable (ver la Figura 5.17).

La familia de atractores {M, AEB’JFOO),F(O,JFOO)}, no es CRES, luego, el Teo-
rema 5.2.5 implica la existencia de una bifurcacion débilmente critica de M,
en A = 0, como en este caso. Sin embargo, no es excluyente la posibilidad
de la existencia de una bifurcacion extracritica, tal como se demuestra en este
ejemplo. FEste tipo de bifurcacion de M, en A = 0, es un ejemplo de la que
llamamos, bifurcacion débilmente hibrida de M en A = 0. En M se acumulan

orbitas homoclinicas.
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The backward orbit from [-1.2, -2] left the computation window.

Feady.
The backward arbit from [-1.7, -2] left the computation window.

The farward orbit from [-1.7, -2] --> a nearly closed orbit.
Feadu.

=y

X

-x-y(0.25 - x%)

y'=

Frint

2

The farward orbit from (1.2, -1.9] left the computation window,

The backward arbit from [1.2, -1.9] > a nearly closed orbit.

The backward orbit from [1.3, -2] -+ a nearly closed orbit.
Feadu.

Feady.

Figura 5.5: Ilustracion del ejemplo 30, arriba para A = 0, M es asintéticamente

estable y, abajo para A = 0.25, M es inestable y surge una orbita periddica .
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x'=y
y'=-x-y(05-x)

Frint I
f
"
¥
0
L <
t j Gluit |
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
X
The backward orbit from [-0.57. 1.6] --> a nearly closed orbit.
Feady.
The famnward orbit from [-0.4, 2] --> & nearly closed orbit.
The backward orbit from [-0.4, 2] --» a nearly clozed orbit.
Feadu.
x'=y
y'=-x-y*(0.75-x)
Frint I
Guit |

The backward orbit from [-1.7. 1.7] left the computation window.
Feady.

The famnward orbit from [0.85, -2] --» a nearly closed orbit.

The backward orbit from [0.85, -2] left the computation windaw,
Feadu.

Figura 5.6: Ilustracién del ejemplo 30, arriba para A = 0.5 y, abajo para
A = 0.75. Existe una bifurcacién del tipo Hopf, sin embargo, el Teorema 5.1.1
de Hopf no es aplicable porque los autovalores del sistema lineal asociado al
sistema (5.8), siempre son cero. La existencia de la bifurcacion no depende de

la parte lineal del sistema, sino del cambio de estabilidad.
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0.1, -0.087].

[
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.
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A

The backward arbit from [-2.7, -1.4] left the computation window.

The backward orbit from [-2, 0.94] left the computation window.
Feadu.

Feady.
The farward orbit from [-2.1, -1.4] --» a possible eq. pt. near

Figura 5.7: Tlustracion del ejemplo 31, arriba para A = 0, M es un foco estable.
Abajo, para A = 0.25, M es un punto silla y surgen dos focos estables.

The farward orbit from [-1, -0.05] --> a possible eq. pt. near [-0.45, 0.4E).

The backward orbit from [-1, -0.05] left the computation window,

The backward orbit from [1.8. 1.8] left the computation window.
Feadu.

Feady.
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x'=-y (05-y)

The backward orbit from [-1.9, -0.97] left the computation window.

ady.
The famvward orbit from [-2, 1.3] --> a possible eq. pt. near [-0.7, 0.72].
The backward orbit from [-2. 1.3] left the computation window.

Feadu.

.
The famnvward orbit from [2, 1.5] --» a possible eq. pt. near [0.85, -0.8E).

The backward orbit from [-1.7, -0.29] left the computation window.

Fiead:
The backward orbit fram [2. 1.5] left the computation window.
Feadu.

Figura 5.8: Ilustracion del ejemplo 31, arriba A\ = 0.5 y, abajo A = 0.75.
Los focos que se bifurcan se alejan de M cuando A crece. En este caso el

Teorema 5.1.1 de Hopf, no es aplicable porque no se cumple la hipdtesis de

transversalidad.
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Ry : region de A-repulsion de M.
/ +
M C Ry C M, C A5 (M)
My C M5 \ Ry (regién sombreada)
M{: atractor maximal en A;\FO (M)
M): conjuntos cerrados invariantes en A;\“O (M)\ M

Figura 5.9: Tlustracion del Teorema de Seibert - Florio, sobre existencia de
bifurcaciones extracriticas que surgen de equilibrios estables. La bifurcacion

ocurre en el anillo topoldgico sombreado: M \ Ry, para A # A¢.
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The backward orbit from [1.5, -0.8] left the computation window.
Feady.
The famnvward orbit from [-1.1, 1.5] --> a possible eq. pt. near (-0.24, 0.0004),
The backward orbit from [-1.1. 1.5] left the computation window.
Rearlu
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Feady.

The famvard orbit from [-1.2, 1.5] --> a possible eq. pt. near [-0.71, 0.07].
The backward orbit from [-1.2, 1.5] left the computation window,

Rearlu

The backward orbit from [1.5, -0.4E] left the computation window. ‘

Figura 5.10: TIlustracion del ejemplo 32, arriba para A = 0, M es un nodo
estable. Abajo, para A > 0 surgen dos nodos estables, M se convierte en un

punto silla (inestable) y exhibe una bifurcacion extracritica.
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ye'

*

oA

Figura 5.11: Ilustracion de la primera parte de la demostracién de Lema 5.2.2,
se obtiene una 6rbita y*(z) ¢ B.(M) donde z € 0AS (M) No.

Figura 5.12: Tlustracién del Lema 5.2.2, existe z* € Aj tal que y*(2*) ¢ B.(M).
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Figura 5.13: Ilustracion del Teorema 5.2.4 de la bifurcacion extracritica: el
conjunto de bifurcacién ajeno de M es M} := L{(z), el cual es compacto,

débilmente invariante y esta compuesto de orbitas principales.
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Figura 5.14: Tlustracién de la tricotomfa: A3 5 = A} sUAS sUAS ;, los conjuntos

Al 5y AS 5, son abiertos. Puesto que el conjunto A3 5 es conexo, A3 5 # @.
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Figura 5.15: Ilustracion del Teorema 5.2.5 de la bifurcacion critica. Aqui ilus-
tramos que la 6rbita principal 4),(y*) construida inductivamente, esta con-
tenida en B.(M).
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X (x2 - 0.25) (1 - %)
-0.25y°

X'
y’

Prririt

Quit |

0.8

[

The backward orbit from [0.36, 0.43] left the computation window.
Ready.

The farward arbit from [0.27, 0.41] --» a pozzible eq. pt. near [0.24, 0.3].
The backward orbit from [0.27. 0.47] left the computation window,
Readu.

Figura 5.16: Ilustracion del Ejemplo 33 de la bifurcacion hibrida. El conjunto
de puntos de bifurcacién, es M = {(£+/A,0)}. Sin embargo, el Teorema 5.2.5
no excluye la posibilidad de la existencia de una bifurcacion critica de M para

A=0.
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Frint I

‘ Guit I
X
The backward orbit from [-0.33, 0.11] left the computation window.
Feady.
The forward orbit from [-0.34, 0.042] --> a possible eq. pt. near [-0.067, 0.0074).
The backward orbit from [-0.34, 0.042] left the computation window.
Readw.
Frint I
| : i ] | it |

The backward orbit from [0.25, 0.27] --» a possible eq. pt. near [0.25, 0.2E].
Feady.

The forward orbit from [0.25, 0.2E] --> a pozsible eq. pt. near [0.25, 0.2E).
The backward orbit from [0.25, 0.26] --» a possible eq. pt. near [0.25, 0.25].
Readw.

Figura 5.17: Ilustracion del Ejemplo 34 de la bifurcacion débilmente hibrida.
Para A > 0, surge de M el conjunto M§ = {(A, A), (2X,0)} de puntos de equi-
librio de (5.44) ajeno de M. Esta familia de atractores no es CRES, el Teorema
5.2.5 implica la existencia de una bifurcacion débilmente critica de M, en \ = 0.
Sin embargo, no es excluyente la posibilidad de la existencia de una bifurcacion

extracritica.
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5.2.4 Ejemplos diversos.

La importancia que tiene la presente teoria consiste en su aplicacién en el
estudio de problemas de bifurcaciones que ocurren en sistemas semidinamicos
definidos sobre espacios de dimension infinita.

En el siguiente ejemplo haremos uso del Corolario 5.7 de [SADA], con-
cerniente a la teoria de reduccion de estabilidad, para verificar la hipdtesis de
estabilidad asintética de un punto de equilibrio en el estudio de su bifurcacion
cuando el parametro es distinto de su valor critico. En el contexto actual, el

corolario citado se reduce a lo siguiente:

Corolario 5.2.9 Sea F' un sistema semidindmico sobre un espacio métrico X;
supongamos que los conjuntos M,Y C X son cerrados, no vacios, positivamente

mvariantes, y ademds, que se cumplen las siguientes hipotesis:

(1) Y es uniformemente estable:

(Ve > 0)(30 > 0) 7 (Bs(Y)) C Be(Y);

B.(Y) < Bs(Y) Y (no acotado)

Figura 5.18: Ilustracién de la hipétesis (i) del Corolario 5.2.9.

(i) Y es B—atractor:
(VA € B)(Ve > 0)(3t > 0) FHt2)(A) c B(Y),
donde B es la familia de subconjuntos acotados de X ;
(111) M es By, —atractor:
(VAy € By) (Ve > 0)(3t > 0) FI+)(Ay) € B.(M),

donde By, es la familia de subconjuntos de X, de distancia acotada respecto
aY;
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(iv) el sistema semidindmico (o semigrupo), I es B-acotado, es decir

(VA€ B)(33>0) ~"(A) C Bg(M).

Entonces M es B-globalmente asintoticamente estable, o sea,
(VA € B)(Ve > 0)(3t > 0) FHT)(A) ¢ B.(M)
y ademas M es estable.

La idea intuitiva del contenido geométrico del Corolario 5.2.9, la ilustramos en
la Figura 5.19. En esta, tenemos la relaciéon M C Y C X; las flechas verticales
con sentido hacia Y, ilustran la hipdtesis (ii) y las horizontales que apuntan
hacia M, representan la hipétesis (iii). Los conjuntos X e Y son ambos de

(0]
dimension infinita, Y es “de dimensién menor que X7, en el sentido de Y = @.

X

Figura 5.19: El conjunto M es B-globalmente asintéticamente estable.

Ejemplo 35 Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, a-

coplado y dependiente del pardmetro \,

U = gy,
(5.45)
Uy = AUge +uv, <2< (A>0).
Ponemos condiciones de Dirichlet en la frontera,
0,t) =u(l,t) = 0

0(0,8) =v(1,t) = 0, (t>0)
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y condiciones iniciales,

u(,0) = ¢o()

o(z,0) = Golx)  (O0<z<) (547)

con o, Yy € He. El sistema estd bien planteado para X = H, x H,, donde

H, := {x € L*(0,1) | x, X son absolutamente continuas,
X" € L*(0,1) and x(0) = x(1) =0 }.

En lo que sigue, para simplificar la notacién escribiremos L? en lugar de L*(0,1).

Tenemos que X es un espacio lineal normado, con norma

(e, D)llx = llpllw, + 19122, (5.48)

lell?, = llellz + ll¢"]l 2 (5.49)

El conjunto de pardmetros para este caso es A = RT. Para cada N € A la
A\—solucion (uy,vy), donde uy : R x RT — R, vy : R x RT — R,) del sistema

de ecuaciones (5.45) estd dada explicitamente por

uy(z,t) = e Mg (5.50)

t
oa(x,t) = e MY —|—/ e AEDAK ) (1)dr, (5.51)
0

donde
(Kva)(t) = (uava)(t) € Ho,

las funciones @y y 1y se interpretan, en la aplicacion fisica mas comin como
distribuciones iniciales de temperatura, dadas en (5.47), y finalmente A es el

operador
2

A= — o con dominio D(A) = H,.

En el contexto actual escribiremos, para cada A, Fi(p,1) = (ux,vx)(t), para

definir una familia de sistemas semidinamicos en el espacio X.
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Consideremos los conjuntos,

Y = {(p,9)|¢ =0} (5.52)
M = {(¢,¥)|lp =0,¢ = 0}, (5.53)

del espacio X . Puesto que cada elemento de la familia de semigrupos {e ™4 | X €

A} es un semigrupo contractivo en L*(0,1), también, para cada X € A,
t
Lvuy = e My + / €_>\(t_T)A<KU)\)(T)dT,
0

define un mapeo contractivo en C([0,t],H,) para t pequena. Entonces tenemos
que para cada X\ € A, vy estd bien definida para cada t > 0.

A continuacion vamos a verificar las hipotesis del Corolario 5.2.9 para cada
AeA.

(i) Y es A\-uniformemente estable.

Dado ¢y € 'H,, tenemos que

up(z,t) = e M = Z e sin mr, (5.54)
m=1
1
Cm = 2/ ©(s)sin mmsds. (5.55)
0

Entonces uy(x,t) — 0 cuando t — 400, uniformemente en x, porque
[ua(, )|l 1= SUD,e(01) [ur(w,t)| decrece mondtonamente como funcion
de t, para cada X\ > 0. Por lo tanto, (uy,vy) — (0,vy) cuando t — 400

uniformemente en X. Ilustramos lo anterior en la Figura 5.20.

(ii) El conjunto Y es B—atractor uniforme en X. Esto se demuestra con el

mismo argumento que en (i).

(iii) El conjunto M es By —atractor uniforme en'Y. En efecto, para Fi(p, 1) €
Y, uy = 0. Por lo tanto, (5.50) implica que, dado ¢ € H,,

o0
_ N2 2 .
va(z,t) = e My = g e Nt sin m,
m=1

con )
dy = 2/ Y(s)sin mmsds.
0

Entonces vy(x,t) — M cuandot — 400 uniformemente en'Y . llustramos

lo anterior simbolicamente mediante la Figura 5.21.
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v X

Figura 5.20: La solucién (uy,vy) — (0,vy) cuando ¢ — 400 uniformemente en

X.

(iv) Finalmente, vamos a demostrar que el sistema semidindmico, Fy es B—a-

cotado. FEsto significa que para cualquier conjunto acotado, B € B, no

puede ocurrir algo parecido a lo que ilustramos en la Figura 5.22.

Las orbitas con puntos iniciales en conjuntos acotados estan acotadas. Para

esto, demostraremos que las orbitas estan uniformemente acotadas sobre con-

juntos acotados. En efecto, supongamos que

(e, V)|lx < R para alguna R > 0,

y consideremos la solucion Fi (¢, ) := (ux,vy) del sistema (5.45) con uy(x,0) =

o(2), 02(2,0) = ¥(x), y lo funcidn,
1t
wy(t) == [ wvide.
2 Jo
Derivando con respecto a t obtenemos,
1
iy () = / (r0st)d —
0

1
= / UAN(AVNzz + upvy)dT =
0

1 1
= /\/ v,\v,\mdqu/ u,\vidx.
0 0

(5.56)



130 Teoria de Bifurcaciones.

v X

M Uu

Y: u=0
Figura 5.21: La solucién vy(x,t) — M cuando ¢ — +oo uniformemente en Y.

X

Figura 5.22: Toda solucién con punto inicial en un conjunto acotado conte-

niendo a M, no sale de este.

Luego, integrando por partes,
1
iy (f) = / (Aoreatn + 1y )da =
0

1 1
= —/ A3, dr + [0 p]p + / u\vidr =
0 0
1 1 1
= —/ i dx + / uyvidr < / u\vide,
0 0 0

1
w,\(t)g/ u\vidT. (5.57)
0

entonces

Por otro lado,

uy < Jur| < Jualloe = sup [ua(z, 1)l (5.58)
z€(0,1)
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entonces

1 1 1
/ u\vsdx S/ luy|vydr < ||u,\||oo/ vidx (5.59)
0 0 0
Aplicando 5.58 y 5.59 obtenemos la siguiente desigualdad
1 1 1
wy(t) = / — v} dx —I—/ uyvide < / (=i, + [lunllsov?)de. (5.60)
0 0 0

Haremos una estimacion de ||uy(z,t)||oo. Considerando las ecuaciones (5.54)
y (5.55), obtenemos

lurlloo < e ey (5.61)
m=1

En la ecuacion anterior acotaremos el coeficiente de Fourier, |c,,|. Nueva-

mente integrando por partes

1
Cm = 2/ ©o(s)sinmsds =
0

_ _[290(8)

9
cos mms|g + — / ¢'(s) cosTsds =
mm mn Jq

9 1
= —/ ¢'(s) cosmmsds.
0

mim

Otra vez, integrando por partes

1
/ ¢'(s) cosTsds =
0

/ 1
= [& sinmms]y — —/ " (s)sinmmsds =
mm mm Jo
1
= ——/ " (s) sinmmsds.
mm Jg

Por lo tanto

! 2
Cm = 2/ o(s)sinmsds = ———
0

m2m2

1
/ ¢"(s) sinmmsds,
0

de aqui, utilizando la desigualdad de Holder:

1
/ & (5)lds < 1" o2,
0

obtenemos finalmente una cota para los coeficientes |cp,|
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2|[¢"l >
eal < s [ 1o oias < 22
como consecuencia tenemos
2l|¢" [z 2]l lre o~ 1
lurlloo < Z g <THEY (5.62)
m=1
Pero
=1 T
e 2 < R Y 2 G
entonces
R
lux(z, )0 < 5 (5.63)
De (5.56), (5.57) y (5.63) tenemos
2R
wy(z,t) < B—WwA(x,t) (5.64)
de donde concluimos que
Ry R2 Ry
w(t) < es'wy(0) < 3—6377 t > 0. (5.65)
T

La desigualdad (5.65) significa que la funcion wy(t) correspondiente a la
mitad del cuadrado de la norma vy(z,t), es de orden exponencial para cualquier
funcion inicial 1 acotada.

Demostraremos que para cada t suficientemente grande , wy(x,t) < 0, pero
antes, considerando la integral

m(a:,t):/o Uas(s, t)ds, (5.66)

elevando al cuadrado ambos lados de (5.66) y aplicando la desigualdad de
Schwartz obtenemos

Rz t) = / oe(5,8)d)? < (1220 (5, )22

x/ v3,(s,t)ds </ v3,(s,t)ds,
0 0

1
v?\(x,t)g/ v/\s(s,t)dsg/ v3,(s,t)ds
0 0

IN
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Por lo tanto,
1
vi(z,t) < / v34(s,t)ds, (5.67)
0

luego, integrando ambos lados de (5.67) sobre el intervalo [0, 1], concluimos que

1 1
/ v (x,t)dr < / vy, (z,t)dz, (5.68)
0 0

Para cada t, derivando wy(t) integrando por partes, y aplicando las desigual-
dades (5.68) y (5.60) tenemos

1

1
is(®) < [ (Nt sl < [N+ funloed o, (509
0 0

por lo tanto

1
n(t) < (<A + lualloe) / o, d, (5.70)
0
Por otra parte, de la desigualdad 5.62 obtenemos
2Re —Am?2n?t
||u)\||00 < Z m27T2 9 (571)
entonces en (5.71), para cada A > 0 existe un tiempo T\ > 0 suficientemente
grande, tales que

|lul|oo <A (Vt > T)), uniformemente sobre conjuntos acotados en X. (5.72)

o equivalentemente tomando en cuenta la desigualdad (5.70), expresamos lo

anterior sucintamente de la siguiente manera

VA>3 >0)  (H>T  (Julle X)) wa() <0,  (5.73)

uniformemente sobre conjuntos acotados en X. Esto implica que que la solucion
Fi(p,1), permanece acotada, para t > 0, tomando en cuenta ademds que la
funcion wy(z,t) es de orden exponencial y que la funcion exponencial estd aco-
tada para 0 <t <T).

Considerando el subespacio

V={(04)]veH,},
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el sistema reducido es

u=0, v = Ag.

Y es invariante, M = {(0,0)} es un Bi -atractor. Aplicando el Corolario 5.2.9,
resulta que para cada A > 0 M es B—globalmente asintoticamente estable. Ver
la Figura 5.23.

A/(‘w, ¥)

Y: u=0
Figura 5.23: El conjunto M (interseccién de los “ejes” u y v) es B—globalmente
asintoticamente estable.

Demostraremos que para A = 0 la solucion es inestable.

En este caso el sistema (5.45) queda

=0
e (5.74)
vy = uv, 0<xz<1) (A >0),
con condiciones de Dirichlet en la frontera,
0,t) =wu(l,t) = 0
v(0,t) =v(1,t) = 0, (t>0)
y condiciones iniciales,
0) =

o
v(z,0) = ¢P(z), (0<z<1)
T, t

con ¢, € H,. Puesto que u( = 0, resulta u(x,t) = @(z). Entonces
v(z,t) = o(x)v(z,t), de donde v(z,t) = ¥(x)e!*®. Por lo tanto el sistema

semidindmico correspondiente a A = 0, queda definido como

Fi(p,¥) = (p(x), d(x)e™). (5.77)
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Demostraremos que la solucion de equilibrio, M, es inestable. Es decir,
(3e > 0)(V0 > 0)(I(p,v) € Bs(M))(3t* >0)  (FY & B(M))  (5.78)

Para esto, fijemos € > 0, y, § > 0. Sea (p,¥) € X, una pareja de funciones

iniciales tales que satisfacen

0<p(x) <

)

?

0<y(z) <

A Ll wl ™

0 < |¢"(z)] z € (n,m2) C (0,1)

€
§7
con

1 1 1
m%wuaéwwm+AwWWm+Awwmx&
Ver la Figura 5.24.

A
6 ___________
- X
2% | l
3 |
|
6 |
_ |
3T P L2
AL
(0.0 ™ mol

Figura 5.24: Tlustracién de una pareja de funciones iniciales (p, ) € X.

Puesto que parat >0

1 1 1
el = [ Fan+ [ (@ @Pdet [ 0@,
0 0 0
existe un T' > 0 suficientemente grande tales que,

PA(2)e T > 6y (o, 9)llx > e

(ver la ilustracion de esto en la Figura 5.25) por lo tanto M es inestable. Final-
mente, aplicando el Corolario 5.2.7 para A\ = 0 el conjunto M tiene una bifur-

cacion critica, es decir M no es aislado de conjuntos invariantes. Ademds, para
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A >0, M es aislado de conjuntos invariantes por ser atractor, aplicando esto
y el principio de persistencia de la inestabilidad tenemos que M es un atractor
no CRES; las drbitas se alargan en direccion del eje Y, (simbolicamente), ilus-
tramos este fenomeno en la Figuras 5.26 y 5.26 simuladas con MATLAB. FEl

(0,0) Uil Ny 1

Figura 5.25: ITlustracién de una pareja funciones iniciales (¢, 1) € X, con T' > 0
tales que, ¢?(2)e*) > 5y |[(,9)[|lx > e.

conjunto de puntos de bifurcacion estd dado por

{(p,¥) [ =0} U{(p,9) [ ¥ =0}

Ejemplo 36 Consideremos la siguiente familia de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales, que involucra una accion retardada de la sequnda ecuacion sobre la

primera

p(t) = —2(t) +x(t)y(t — 1),
gy =y + @) - Ny@t)  (A>0).

Con el proposito de aplicar nuetra teoria, consideramos el sistema semidi-

(5.79)

ndmico definido por (5.79) sobre el espacio Z = C([—1,0],R2) en el siguiente
sentido: dada una funcién inicial € Z, sea z(-) = (x(-),y(-)) la correspon-
diente solucion del sistema (5.79) [x(-) depende solamente de ¥ (0)]. Luego,

denotamos con z la funcion definida por

z(0) =z(t+0), 6e€[-1,0],



5.2 Bifurcaciones que surgen de conjuntos invariantes inestables.137

con t en el intervalo mazimal I, = [0,ty) para el cual existe la solucion, y

definimos el semigrupo de transformaciones locales F* mediante
Ft/(zt) = Zt-f—t’ (t Z O, t+ t, - ]w),

en particular, zo = 1.

Denotaremos los puntos del espacio Z con Z, y el origen de Z (la funcion
identicamente cero) con 0, y escribimos Z como la suma directa 7 = X @ lN/,
donde cada uno de los espacios X eY es una réplica de C([-1,0],R), y los
elementos de estos espacios los denotamos como T e 1, respectivamente. La
relacion existente entre los elementos zZ , T y y pertenecientes a los tres con-
jJuntos Z,)Af Yy Y respectivamente, la escribimos como zZ = (Z,y). Los origenes
de los respectivos subespacios X e Y, los denotamos o, oy. En los tres espacios

introducimos las normas

12} = sup{[=(0)[ - 6 € [-1,0]};

algo andlogo escribimos para, ||Z|| ||9]|. Aqui |z(0)| estd definida como |z(0)| +

ly(0)].

Entonces el semigrupo local F'¢ define un sistema semidindmico local sobre
el espacio Z (ver por ejemplo [BOJ).

Para aplicar el Corolario 5.2.7 a nuestro caso, ponemos M := {0} para el
origen del espacio Z. Que la familia de sistemas sea LAC, es una consecuencia
directa del del Teorema de Arzela-Ascoli.

Para A = 0, M es inestable y aislado; se trata de un conjunto silla, por lo
tanto queda excluida una bifurcacion critica(débil).

Para X > 0, demostraremos la estabilidad de M siguiendo el argumento,
basado en el Teorema 3.4 [SF3] el cual establece que si un conjunto compacto
positivamente invariante M, es un atractor uniforme relativo a un conjunto
cerrado y positivamente invariante Y que contiene a M, y Y es localmente
estable cerca de M, entonces M es estable.

En este contexto, M es un atractor uniforme relativo a 'Y si
(Jo > 0)(Ve > 0)(I7 > 0) F.(B,(M)NY) C B.(M),

estabilidad local de Y cerca de M significa que existe una vecindad U de M

tales que

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € Bs(M))  FOU(z) cU implies F°U(z) c B.(Y),
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y estabilidad de M quiere decir que toda vecindad de M contiene una vecindad
de M positivamente invariante.

En este ejemplo, el conjunto Y es X y M es {6} (como lo hemos puesto
al comienzo), respectivamente. En relacion a X, el origen, 0, es claro que
es uniformemente asintoticamente estable, por lo tanto se cumple la primera
hipétesis del teorema. Sdlo falta demostrar que X es localmente estable cerca de
0. La sequnda ecuacion de 5.79 se puede considerar como una ecuacion difer-
encial ordinaria no-auténoma con x(t) actuando como una entrada . Primero
demostraremos una propiedad de tipo-estabilidad mediante la funcion de Lya-

punov v(y) = 42, la derivada total con respecto a la sequnda ecuacion de 5.79,

2
de esta es
v =1y (2* + 1y = \).
FEsto implica que |y| decrece a lo largo de las drbitas siempre que el estado y y
la entrada x ambos sean menores que \/A/2 en valor absoluto. Denotamos este
conjunto en el espacio (x,y) con U.
Para demostrar la propiedad de estabilidad local en cuestion, definimos la

vecindad, U de 0 como

U={7) : 2l < VA2, 3] < V3/2}.

La relacion entre un movimiento z(t) en el espacio de puntos Z = X &Y y
el movimiento que le corresponde Z(t) = z; en el espacio de funciones Z estd
dado por z(t) = 2/(0), es claro que si el sequndo,para cualquier valor dado
de t, pertenece a U, el primero pertenece a U. Entonces también es claro
que mientras 3(t) € U, §(t) decrece a lo largo de la drbita. De esto se sigue
inmediatamente que X es localmente estable cerca de 6 y también el teorema
citado es aplicable y entonces obtenemos la estabilidad de o.

Las condiciones concernientes a la propiedad de conexidad de las vecindades
de M se cumplen porque el espacio 7 es lineal.

Por lo tanto, aplicando el Corolario 5.2.7 y tomando en cuenta la obser-

vacion 5.3, concluimos que existe una bifurcacion extracritica.
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Distribucion de u(x)

0.03
0.025
0.02
0.015
0.01, (VN
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Distribucion de v(x)
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Distancia x

Figura 5.26: ITlustracién de las soluciones u(x,t) y v(x,t).
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x 107° Distribucion Final de u(x).
12 T T T
1 - -
0.8 J
0.6 1
04 1
0.2 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Distancia x
x 107 Distribucion Final de v(x).
15 T T
1 - -
05 J
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Distancia x

Figura 5.27: Distribucién final de temperatura para u y v.



CAPITULO 6

Conclusiones.

La tesis desarrolla, en forma sistemética la teoria de una clase de bifurcaciones
en sistemas dindmicos y semidinamicos en espacios generales, que se caracteriza
por la existencia de inestabilidad para cierto valor critico de un parametro
y estabilidad para valores cercanos. Por ejemplo, incluye la bifurcacién de
puntos o conjuntos silla. En este sentido complementa la otra amplia clase
de bifurcaciones, muy estudiado en el pasado, cuyo prototipo es la bifurcacion
de Hopf ( o de Poincaré-Andronov-Hopf), y donde se trata del caso donde hay
estabilidad para cierto valor del parametro e inestabilidad para valores cercanos.
Ambas teorias juntas dan el resultado de que cualquier cambio de estabilidad
va acompanado de una bifurcacién (en el sentido en el cual entendemos el
concepto).

Algunos problemas que quedan por estudiar son los siguientes:

1. Las propiedades de la estabilidad de los conjuntos que surgen de la bi-
furcacion de un punto o conjunto silla; concretamente, si estas a su vez
son conjuntos sillas ( ver los Ejemplos 38, 39 y del Apéndice B). Un
posible punto de partida de esta linea de investigacion, consiste resolver
este problema para el caso especial de sistemas dinamicos en un espacio
localmente compacto y después abordar el caso general acerca del com-
portamiento de sistemas semidinamicos para tiempos negativos. En el

Apéndice B, presentamos un posible punto de partida.

2. Aplicaciones de esta teoria al estudio de bifurcaciones de sistemas de

141
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sistemas semidinamicos en dimensién infinita definidos por ecuaciones

diferenciales parciales y ecuaciones diferenciales con retardo.



APENDICE A

Teoria general de la prolongacion

perturbacional.

Este aspecto de la teoria de sistemas (semi)dindmicos es en realidad un caso
especial de una teoria méas general. Por eso, en esta subseccion desarrollamos
algunos elementos de una teoria de mapeos de conjuntos a conjuntos, que pos-
teriormente se aplicaran a sistemas dinamicos y semidinamicos. El propdsito
es mostrar que el concepto de prolongacion y sus derivados, son conceptos de
naturaleza de mapeos arbitrarios que se pueden estudiar en un contexto maéas
general que el dinamico.

Sea ® : X — 2¥\@ un mapeo de puntos a conjuntos. Para A € 2%, la

imagen del conjunto A bajo el mapeo ® esta dada por ®(A) := U {®(x)}, esto
€A
implica que existe el mapeo inducido de conjuntos a conjuntos ® : 2% — 2%\ &.

En este contexto la evaluacién del mapeo ® en un punto z € X la definimos
como ®(z) := P({z}).
Todos los mapeos ® en cuestion tienen la propiedad aditiva, segun la

siguiente proposicion.

Proposicién A.0.10 Sean @ : 2% — 2X\@, {A; | i € I} C 2% donde I es un
cojunto de indices, entonces <I>(U A;) = U D(A;).
icl el

Demostracién. Sea y € (ID(U A)e (Fiel)(lye A)) & (ye U@(AZ))

el el
[ |

143
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La siguiente proposicion implica que el mapeo ® tiene la propiedad de

monotonia. La demostracion es obvia.

Proposicién A.0.11 Si A, B € 2%X y A C B, entonces ®(A) C ®(B).

Definicién 49 Sea ® : 2% — 2%¥\& un mapeo de conjuntos a conjuntos. De-

finimos la prolongacion del conjunto A C X con respecto a ® mediante

Da(A) := [ (2(B(4))). (A1)

e>0

Con el propodsito de no complicar la notacion, de aqui en adelante escribire-
mos D(A) en lugar de Dg(A) en el contexto actual y donde no haya confusion,

cuando el mapeo @ es fijo.
Proposicion A.0.12 Sea A C X. Entonces

(Ve > 0) A C BJ(A). (A.2)

Demostracién. Sean ¢ > 0y x € A, se sigue que

(B(z)\{z})NA# @< (Fye A) 0<d(z,y) <e=z € B(A).

Proposicién A.0.13 Sean ® : 2%X — 2X\@ y A C X, entonces

(V(@(B(A) = [ BA2(B(A))). (A.3)

e>0 e>0

Demostracién. Primero demostraremos la inclusién “ C 7, en (A.3). Apli-

cando la Proposicion A.0.12, tenemos que
(Ve > 0)(®(B(A))) C B.(d( ) & [\(@(B(A))) [ Be(
e>0 e>0

con esto se concluye la primera parte. La otra inclusién, “ D 7, en (A.3); se

obtiene por contradiccion. En efecto, supongamos que

(V(@(B(A)) 2 () BP(B(A))); (A.4)

e>0 e>0
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esto es equivalente a las siguientes relaciones,

(3y) ye(\BA2(BA)) A yelJC(@(B(A). (A.5)

e>0 e>0

La segunda relacién en (A.5) implica que
(Fer > 0) y € C(P(B,(A))). (A.6)

El conjunto, C(®(B., (A))) es abierto, puesto que es el complemento del con-

junto cerrado ®(B,, (A); por lo tanto
(36 > 0)  Bs(y) € C(P(Bc (A))). (A.T)

Fijamos €¢; > 0y ¢ > 0 de acuerdo con dadas por (A.6) y (A.7) respectivamente;
entonces tenemos

Bs(y) N ((Be,(4))) = 2. (A.8)

Por otro lado, la familia de conjuntos {®(B.(A)) : € > 0} es una familia de con-
juntos anidados'. Aplicando la Proposicién A.0.11 concerniente a la propiedad

de monotonia del mapeo @ y la relacién (A.8) tenemos que

Bs(y) N[ )(BA2(B(A)))) = 2, (A.9)

e>0

también, aplicando la Proposicién A.0.11

N (BA@(BA)) = [(BA2(B(A)))). (A.10)

0<e<min(ey,0) >0

Las dos ultimas relaciones (A.9) y (A.10) juntas implican que

y & (\(B®(B.(A)))) (A.11)

e>0

en consecuencia se obtiene una contradiccién con la primera relacién en (A.5).
|

La Proposicién A.0.12 implica que el lado derecho de (A.3) en la proposicién
A.0.13, es otra forma de expresar la prolongacion del conjunto A, en términos
de las e-vecindades de las imagenes de las e—vecindades del conjunto A, bajo

el mapeo ®. Esto es el contenido del siguiente corolario.

LY e,e2>0) (e <e) = BB, (A) D B(Be,(A)).
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Corolario A.0.14 Sean ® : 2¥ — 2X\@ , y € X y A € 2% | entonces

Dy(A) = [)(BA®(B.(A)))). (A.12)

e>0

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de (A.1)y (A.3).
|
En realidad para cada mapeo ®, la prolongacion correspondiente Dg, es
también un mapeo Dg : 2% — 2%\ @, donde para cada A € 2% el valor de Dg en
A se define como: Dg(A) := - o(®(B.(A))) o equivalentemente, considerando
el corolario A.0.14, Dg(A) = (.oo(B(P(B(A)))). Puesto que para todo A €
2% v A C Dg(A) obtenemos Dg(A) # @. Resulta obvio que el mapeo Dg es
mondétono como consecuencia de la monotonia del mapeo @, es decir: si A C B
entonces Dg(A) C Dg(A). En efecto, si A C B

(Ve >0) @(B(A)) C ©(B(B)).
La propiedad de monotonia del mapeo ®, implica que
(Ve > 0)(®(B(4)) C ®(B:(B)),

luego, esto es equivalente a

(\(B®(B.(A)) € [\(BA2(B.(B)))).

e>0 >0
y aplicando el corolario A.0.14, obtenemos Dg(A) C Dg(B). Como consecuen-
cia de esto se desprende que la prolongacién de un conjunto, contiene todas
las prolongaciones de cada uno de los puntos del conjunto en cuestion, por lo

tanto, vale la siguiente relacién.

| Da(2) € Do (A) (A.13)

T€EA

donde la prolongacién de cada punto z € 0A, la ponemos como Dg(x) :=
Dg({z}), y la escribimos explicitamente tomando en cuenta la relacién (A.12)

reemplazando el conjunto A por el punto z,

Dy (x) = [ B(®(Bc(x))). (A.14)

>0
Por otra parte, dado un mapeo ® : 2¥ — 2¥\@ y A C X la contencién
Dg(A) € U,eq Da(x), no vale en general. Para demostrar lo anterior, con-
sideremos el mapeo ® : 2% — 2¥\&, definido como ®(A) = A, para toda
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A C X. Entonces ®(A) = Ay Dg(A) = Noo(®(B(A4))) = A. Si A no es
cerrado, tomamos y ¢ A\ A, entonces y € Dy (A) pero y & (oo B(®(Be(x))).
SiAC Xy A=A tampoco vale en general, Do(A) C J,c4 Do(z), para

cualquier mapeo . Lo anterior lo ilustramos en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 37 Sean X = [0,1] x [0,1] y A = {0} x [0,1], entonces A = A.

Definimos el mapeo ® para cada punto (x,y) € A de la siguiente manera,

[z,1] x{y}, si y>0;

D(x,y) = A.15
S [ R ) o
Entonces
®(A) = | J @(p) = [0,1] x (0,1 U {(0,0)},
pEA
Y,
Dy(A) = [ B®(B.(A))) = [0,1] x [0,1]
ademas,

0,1] x {y}, si y>0;
Da(p) = Ds(0,y) = (A.16)

{(0,0)}, y=0.

Por lo tanto, en este caso
(0,1) € Da(A)\ U Do(p),
peEA
por consiguiente, tenemos que
Da(A) # | Dal(2).

z€A
(Ver la siguiente figura).
La Proposicién A.0.13, nos permite caracterizar los elementos de la prolon-
gacion de un conjunto como los puntos que son alcanzados desde puntos

arbitrariamente cercanos al conjunto, mediante la accién del mapeo P;

este es el significado de la conclusién del siguiente corolario.
Corolario A.0.15 Seany € X, A€ 2¥ y & :2% — 2% | entonces

y € Do(A) & (Ve > 0)(3r' € B.(A)(®(z') N B.(y) £ ). (A.17)
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1 1
I I
A— (x,9) it I
| Dy (P
(I)(SC,ZJ), (y>0) D¢(07(J):{(0,0)} q)( )
~
0 (@o 1 0 1
P =0y, y>0
1
. Dy (A)=[0.13/0.1]
0 1

Figura A.1: Tlustracion: El mapeo ® no es aditivo.

Demostracién. Demostraremos la necesidad de la condicién. Siy € Dg(A),
aplicando el Corolario A.0.14, obtenemos

(Ve > 0) ®(B.(A)) N B.(y) # 0, (A.18)

de aqui obtenemos el lado derecho de de la equivalencia (A.17). Para demostrar
la suficiencia, supongamos que y satisface las condiciones el lado derecho de
(A.17); aplicando nuevamente el Corolario A.0.14, y € Dg(A).

|
La relacion (A.17) nos provee otra forma de escribir la prolongacion del
conjunto A, esta es:

Dg(A) = {y € X [ (Ve > 0)(3z" € B(A))(3Fy € Be(y)) ¢ € 2(a)} (A.19)

A continuacién damos una caracterizaciéon mas del conjunto, Dg(A), en términos

de sucesiones. Esta caracterizacion la expresamos mediante la siguiente propo-
sicion.
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Proposicién A.0.16 Sea @ : 2% — 2X\@, y € X y A € 2%, entonces

y€ Dgp(A) & (Jan € X) Fyn C X)), d(p, A) = 0, Yy — vy, yn € P(z,,).
(A.20)

Demostracién. Primero demostraremos la necesidad de la condicion, para
esto, sea y € Dg(A) [segin (A.12)]. Entonces, Ve > 0,y € B.(P(B.(A))).
Luego, para cada sucesion ey, €, — 0y, para cada n € N, existen z,, € B, (A)
Y, Yn € B, (y) tales que y,, € ®(z,). Por lo tanto, tenemos que d(x,, A) — 0,
Yn — Yy, con y, € ®(x,); lo cual prueba la primera parte. Para demostrar la
suficiencia, supongamos que y satisface el lado derecho de la equivalencia (A.20).
Esto implica que Ve > 0, AN € N, suficientemente grande, tal que Vn > N,
Tn € B(A), yn € B(Y) ¥ yn € () C P(Be(A)); es decir, B(y)NP(B(A)) #
0, lo cual es equivalentemente a que y € Dg(A), considerando (A.12)). Esto
completa la prueba de la proposicion.
|
La Proposicién A.20 nos provee de otra forma de definir la prolongacion
de un conjunto A C X con respecto a ®, Dg(A): nos permite ver que ésta
contiene todos los puntos a los cuales podemos aproximarnos desde
puntos arbitrariamente cercanos al conjunto A, mediante el mapeo
.
A partir de (A.20) de la proposicién anterior obtenemos otra forma equiva-

lente de escribir la prolongacién del conjunto A, con respecto a ®, como sigue

De(A) ={y € X|(Fen € X) Gy~ C X), d(zp, A) = 0, Yy — vy, yn € P(x,)}

(A.21)
Por otra parte, la siguiente proposicion implica que la prolongacion es en rea-
lidad la cerradura de la grafica del mapeo P, en el siguiente sentido:

denotamos con I'g la grafica del mapeo @,
Lo = {(z,y) € X*|y € O(x)},

y

(z,9) €ETo & Brn CX) Fyn C X), Tn — T, Yn — Y, Yn € ®(1,), y € B(2)
(A.22)

Proposicién A.0.17 Sea ® : 2% — 2X: z.y € X, entonces

y € De(z) < (z,y) € Lp.
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Demostracién. Sea (z,y) € Iy, considerando (A.21) y (A.22) es claro que

y € Dg(x). Por otra parte si y € Dg(x), aplicando nuevamente(A.21), (z,y) €
Ty

|

Ahora consideramos una familia ®, = {®) : 2¥ — 2X\@ | X € A} de

mapeos de conjuntos en conjuntos y suponemos que $, satisface la siguiente

propiedad continuidad con respecto al parametro:

a) Continuidad U-uniforme con respecto al parametro (4 € 2%):

(VA eU)Vy € @), (A))(Ve > 0)(IN € N) (VA € N) 1y € B(Pr(A))
(A.23)

donde U es una cierta clase de subconjuntos de X, con una propiedad especial;
por ejemplo, puede ser una familia de conjuntos acotados o compactos.
Estudiaremos la variacion de la A-prolongacién de A C X, Dg, (A); cuando

A varfa en una vecindad pequena de \g N € N.

Definicion 50 Sea \g € A y A C X. Definimos la prolongacion perturbacional

inferior de A en \g bajo la accion de la familia de mapeos @, mediante
Py(A) =) U [ B(@x(B(A))). (A.24)
e>0 NeN XeN
La relacién (A.24) también la podemos escribir como:

P (4) = | Py (@) (A.25)

z€EA

donde,
y € Py () & (Ve>0)(AN e N)(VA € N) B(y) N B(Py(x)) # @.

Tenemos que la prolongacion perturbacional inferior de A en \g, bajo la accion
de la familia de mapeos ®,, es la prolongacion de A bajo la accién del mapeo

®,,. Este es el contenido del siguiente teorema:

Teorema A.0.18 (Persistencia inferior de la prolongacién) Sea Ay € A
, M C X y Py la familia de mapeos de conjunto a conjunto que satisfacen a),

descrita por (A.23), entonces tenemos

Da,, (M) = P, (M).



151

Demostracién. Probaremos primero la inclusion: P, (M) C Dy,(M). Sea
y € P, ,(M); entonces de (A.24) obtenemos

(Ve > 0)(AN € N)(YA € N) : &5 (B.(A)) N B.(y) # 0.

Puesto que \g pertenece a cualquier vecindad del filtro de vecindades de \g, en
particular, \g € N, @ (B(M))NB(y) # 0, es decir, y € D,,(A). Para probar
la inclusién contraria, sea y € D,,(A); esto implica que dado ¢ > 0, por la
Definicion 49 vale y € Be/a(®y,(Be/2(A))); elegimos y' € @y (Bej2(A)) N Beja(y)
y aplicamos (A.23) a ¢/, €/2, Bj2(A) en lugar del conjunto A y tenemos que

(AN € N)(VA € N) : yf € Bojo(®r(Beja(A))).

Por otra parte, d(y,y’) < €/2. Por la Proposicion A.0.10, B.o(®x(Be2(A))) C
B (®x(B(A))); entonces, para todo A € N, y € Bj2(y') C B(Pa(Be(A))), es

decir, y € P, (A), lo cual completa la demostracién del teorema.

Definicion 51 Sea \o € A y M C X, decimos que la familia de mapeos @ de
conjunto a conjunto es de prolongacion inferiormente persistente en la pareja
pardmetro-conjunto (Ao, M) si Dy,(M) = P, (M).

Aplicando el Teorema A.0.18 se concluye que cualquier familia de mapeos
®, con la propiedade a), es de prolongacion inferiormente persistente en toda

pareja parametro-conjunto (Ao, M), para cualquier \g € Ay M € U.

Definicion 52 Sea \g € A y A C X, definimos la prolongacion perturbacional

superior de A en \g, bajo la accion de la familia @, mediante

P)\O(A) = ﬂ ﬂ U B€((I>>\(B€(A)))

e>0 NeN \eN

De la misma manera que en (A.25), escribimos (A.24) en términos de la

prolongacion perturbacional de los puntos del conjunto A como sigue

p>\0<A) = U P)\o(x)

z€EA

donde,

y € Dy, (2) & (Ve > 0)(YN € N)(3N € N) : B(Be(x)) () Bely) # 2.
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Con la siguiente proposicion probaremos que la prolongacion perturbacional
inferior esta contenida en la prolongacion perturbacional superior, pero no lo
contrario. Més adelante probaremos mediante un ejemplo que estos dos con-

ceptos no son equivalentes.

Proposicién A.0.19 Sea Gy = {G, € 2% : X € A}, entonces

U Néec ) UG (A.26)

NeN \eN NeN \eN

Demostracién: Sea y € U ﬂ G\, entonces (IN; € N) (VA € Ny) y € G,

NeN XeN
Luego VN € N, NN Ny € N. Sea A\; € N N Ny, puesto que A\ € Ny, y € Gy,

obtenemos la relacién (A.26).
|

Teorema A.0.20 Sean \g € A, A C X y ®p una familia de mapeos de con-

Junto en conjunto, con la propiedad a) . Entonces

Py, (4) C Py, (4).

Demostracién: Dados ¢ > 0, el sistema de vecindades N, N € N para
cada A € N ponemos G := B.(P)\(B:(A))) y aplicamos la Proposicién A.0.19.
Luego combinamos la definicién 52 (aplicada a D,,) con el Teorema A.0.18
para obtener la conclusién del teorema.

|

Corolario A.0.21 Sean A\, € A, A C X y ®) una familia de mapeos de

conjunto en conjunto, con las propiedades a) y b). Entonces
D)\U(A) C p/\o(A)

Demostracién. Es una consecuencia de los Teorema A.0.18 y Teorema A.0.20
|

Definicién 53 Sean \g € A y A C X decimos que la familia de mapeos @y de
congunto a conjunto, es de prolongacion superiormente persistente en la pareja
pardmetro-conjunto (Ao, A) si Dy,(A) = Py, (A).

En general, la familia de mapeos ®,, no es inferiormente persistente en (\g, A),
esto lo demostramos mediante el ejemplo 4, considerando la familia de mapeos,
Py, como la familia de mapeos 75, y la pareja (Ao, A) = (0,{0}) ( Ver la figura
2.4).



APENDICE B

Bifurcacion de Conjuntos silla.

Definimos el conjunto silla de la siguiente manera:

Definicién 54 Un suconjunto S C X se llama conjunto silla si:
BUeS) (VW eS)BxeV) ~H(x)gU xey"(CU). (B.1)

[lustramos la definicién anterior en la siguiente figura. En esta, las 6rbitas que
entran corresponden a las que tienen puntos iniciales 2’ € CU, y la que sale,

vt (z), a la mencionada en la definicién (54)

Definicién 55 Un subconjunto S C X se llama aislado de conjuntos invarian-
tes su:
(3U € S)(YM' invariante: M' CcU)= M C S

Proposicion B.0.22 Sea S C X un conjunto compacto e invariante. Supon-

gamos ademds que se cumplen las siguientes hipotesis:
(i) F es LAC sobre W € S;
(i) (VU € §)(FV eS) VU, V\S es conexo;
(i1i) S es aislado de conjuntos invariantes;
(iv) S no es atractor; y
(v) QU € S)(YW € S)3xr V) ze€~H(CU).

153
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Entonces S es un conjunto silla.

Demostracién. Fijamos el conjunto U € S tal que satisface las hipétesis (v),
(i) con U C W y (iii) con U como en la Definicién 54 . Entonces fijamos
también una vecindad abierta, V € Sy V = {;, correspondiente al conjunto U,
seleccionado anteriormente de acuerdo a la hipétesis (ii), en caso contrario (v)
se cumple automaticamente; de tal modo que V' C U. Tenemos de lo anterior,
por la hipdtesis (ii), que el anillo topoldgico V\S, es conexo. Luego, definimos
los conjuntos

Et ={r eV |yt (z) ¢ U} (B.2)

E-={xcV]zecy (CU))}. (B.3)

Por continuidad con respecto a las condiciones iniciales, los conjuntos E* y E~

son conjuntos abiertos. Demostraremos que
EYUE =V\S, (B.4)

esto es, que la unién de los conjuntos E+ y E~, cubren todo el anillo topoldgico

V\S. Procedemos por contradiccién suponiendo que, ETUE~ ; V\'S; entonces
JreV\S AN zgETUE". (B.5)

Sea la x € V\S dada por (B.5) del renglén anterior, lo cual implica que
U{r} € V\S. Aqui v/ denota las soluciones maximales que contienen =,
y su unién | J{v;}, es invariante [Sa]. Puesto que = ¢ ET y x ¢ E~, entonces
las soluciones maximales que contienen el punto x (v, son conjuntos invarian-
tes) no salen de U, ni entran desde CU: permanecen en U. Por otro lado, por la
hipétesis (iii), S es aislado entre conjuntos invariantes con respecto a U; esto
implica que |J {7, } C S, por lo tanto x € S, lo cual es una contradiccién. Esto
establece la igualdad (B.4). Ahora bien, de la hipdtesis (ii) tenemos que V'\S
es conexo, esto implica que la unién del lado izquierdo de (B.4), es no ajena:
EtNE~ # @. Por lo tanto, (3z € V\S)(z € v"(CU))(v"(x) ¢ U), lo cual
implica que el conjunto S es un conjunto silla.

|

Lema B.0.23 Sea (X, T, F,\) una familia de sistemas dindmicos, X un es-
pacio métrico localmente compacto, M C X invariante y compacto YA € A.

Ademds supongamos que se cumplen las siguientes hipotesis:



155

(’L) Ao € K,’
(i) AU, V,W) (W eVy)(VeVy)(U eVy); y
(11i) M es Ao- aislado de conguntos invariantes con respecto a U;

Entonces (AN € N)(VA € N) (AM, X —invariante M, C V\W).

Demostracién. Sean U, V y W como en la hipdtesis (ii). Por ser M un
conjunto A\g—aislado de conjuntos invariantes con respecto a U, no pueden
existir conjuntos \g—invariantes distintos de M contenidos en V\W. Tampoco
existen conjuntos positiva o negativamente \o— invariantes contenidos en V\W;
pues, en caso contrario: si existe un conjunto My C VAW \o— positivamente
invariante. Sea x € Mj , tomando el conjunto limite positivo del punto x:
L*(z). Este conjunto resulta invariante (ver [Bh]), porque (X, T, F),) es un
sistema dindmico. Por lo tanto tenemos que L} (z) € M}, c V\W C U;
con esto exhibimos otro conjunto invariante contenido en U distinto de M. lo
cual contradice la hipdtesis (7i7). Siguiendo el mismo razonamiento del caso
anterior, concluimos que L~ (x) también es un conjunto invariante contenido
en U distinto de M, lo cual de igual manera, contradice la hipdtesis (7iz). Asi,
se descartan los posibles conjuntos Ag— (semi)invariantes que pudieran estar
contenidos en U distintos de M. Por otra parte, supongamos que la conclusion

del lema no vale, entonces:
IANCA A= X, VA, M\, —invariante, M, C V\W. (B.6)

Sean x, € M. Puesto que M es compacto y X es localmente compacto, se
puede suponer que V\W es compacto. Entonces sin pérdida de generalidad,
existe 2* € VAW x, — a*. Por la argumentacién anterior, 73 (z*) ¢ V\W.
Luego, la dependencia continua con respecto al conjunto de puntos iniciales y
con respecto al parametro A, juntas implican que ’yj\“n (z*) sale de V\W también
para n grande; es decir cuando, A, — Ag. Esto contradice (B.6). Usando el
mismo argumento para el caso de la érbita negativa, correspondiente al punto
2*; 7y, (¢%), también sale del anillo VAW, lo cual también contradice (B.6).

[ |

Teorema B.0.24 Sea (X, T, F,\) una familia de sistemas semi-dindmicos, X
un espacio métrico localmente arco-conexo, M C X invariante y compacto

VA € A. Ademds supongamos que se cumplen las siquientes hipdtesis:
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(i) Fr es LAC en Ny sobre W € Vy;
(1) M es \o—inestable;
(iii) (3 & M)(L* () £ 0)(L* (x) € M);
(iv) M es \g- aislado de conjuntos invariantes con respecto; y
(v) (Ve >0)(36 >0) B(M)\Bi(M) es conezxo.
Entonces se separan de M conjuntos sillas.

En los ejemplos que siguen presentamos tres casos prototipo en el plano que

nos ilustran el contenido del Teorema B.0.24.

Ejemplo 38 Sea la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

dependientes del parametro A > 0,

= \y— a3,

o= —Mx+y)+yd (B7)

El espacio fase es R?, el espacio de pardmetros A es RY y M = {(0,0)}. Para
A=0, M es un conjunto silla y, para A > 0 M es un foco estable. Los puntos

que se bifurcan son conjuntos silla. Ver la Figura B.1.

Ejemplo 39 Consideremos la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales

que contienen el parametro \,

= Yy — 7,

(2% = Ny +v°. Y

El espacio fase es R?, el espacio de pardmetros A es RY y M = {(0,0)}. Para
A =0, M es un conjunto silla y, para A >0 M es un nodo estable. Los puntos

que se bifurcan son puntos silla. Ver la Figura B.2.

Ejemplo 40 Para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales que de-

penden del parametro A > 0,

T = \y+ 2%

= “AMz+y) -y’ 9

El espacio fase es R?, el espacio de pardmetros A es RT™ y M = {(0,0)}. Para
A =0 M es un conjunto silla degenerada y, para X > 0 M es un nodo estable

y el punto que se bifurca es un punt silla. Ver la Figura B.3.
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Feady.

The forward orbit from [2.1, 2,11 left the computation window.
The backward arbit from [2.1. 2.1] left the computatian winday.
Feadu.

The backward orbit fram [2. 2] left the computation window. ‘

-

Feady.

The forward orbit from [-1.8, -0.41] --> a possible eq. pt. near [-0.016, -0.012].
The backward orbit from [-1.8, -0.41] left the computation window.

Feadu.

The backward orbit from [-0.44, -0.5] left the computation window. ‘

Figura B.1: Arriba, para A = 0 M es un conjunto silla. Abajo, para A = 0.5

M es un foco estable. Los puntos de bifurcaciéon son puntos silla.
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The backward orbit from [-1.9, -0.88] left the computation window,
Feady.
The forward orbit from [-2.1, -1.3] left the computation window.
The backward orbit from [-2.1. -1.3] left the computation window.
Readw.

Feady.
The forward orbit from [2. -2] left the computation window,
The backward orbit from [2, -2] left the computation window,

The backward orbit from [2.1, -2.1] left the computation window. ‘
Readw.

Figura B.2: Arriba, para A = 0 M es un conjunto silla. Abajo, para A = 0.5

M es un nodo estable. Los puntos de bifurcaciéon son puntos silla.
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)

Frint

ouit |

The backward orbit from [-1.8, 1.9] left the computation window,

Feady.

The forward orbit from [-0.64, 1.9] --> a possible eq. pt. near [-0.098, 0.24).
The backward orbit from [-0.64, 1.9] left the computation window.

Feadu.

=05y +¥%
'=-05(x+y) -y

< x

Frint I

ouit |

The backward orbit from [-1. 1.8] left the computation window.

Feady.

The forward orbit from [0.004, 0.005E] --» a possible eq. pt. near [-0.00057, 0.00052).
The backward orbit from [0.004, 0.0056] left the computation window.

Feadu.

Figura B.3: Arriba, para A = 0 M es un conjunto silla degenerada (fusién
nodo-silla). Abajo, para A = 0.5 M es un foco estable. El punto que se bifurca

es un punto silla.
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