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Resumen

Estudiar un oscilador econémico planteado en los anos 40’s que describe la
interaccion entre el precio, producciéon y consumo, el cual por su contexto histérico
se ignoré. Mediante la aplicacion de teoremas y técnicas computacionales, se lleva
a cabo un andlisis cualitativo del sistema de la dinamica del sistema donde se
estudian los parametros del modelo lineal y del modelo no lineal por Rocard. Para
identificar que condiciones de los parametros generan distintos comportamientos
dindmicos, incluyendo estabilidad, inestabilidad y posibles bifurcaciones. Ademas

de probar que condiciones de parametros genera caos en el sistema dinamico.



i

Indice general

Indice general

Resumen

1

Introduccién.

1.1 Osciladores . . . . . . . . ...
1.1.1  Oscilador arménico amortiguado. . . . . . . . . . . ..
1.1.2  Oscilador de relajacién. . . . . . . . .. ... ... ...

1.2 Oscilador de relajacion en economia. . . . . . . ... .. ...

Oscilador econémico de relajacion.

2.1 Modelo econémico diferencial. . . . . . . . .. .. ...
2.2 Justificacion del modelo econémico. . . . . . . .. ...

2.3 El Modelo lineal como un tipo de modelo compartimental.

2.4 Ecuacion de tercer orden equivalente. . . . . . . ... ... ..

Analisis dindmico del modelo lineal

3.1 Anadlisis dindmico. . . . . . . ... oL
3.1.1 Polinomio y raices caracteristicas. . . . . . . ... ...
3.1.1.1 Informaciéon dindamica a partir del criterio de
Routh-Hurwitz. . . . . . ... ... ... ...

3.1.1.2  Analisis de polinomio caracteristico. . . . . .

3.1.2 Dinamica de los puntos de equilibrio. . . . . . . . . ..

Andlisis dindmico del modelo no lineal.

4.1 Puntos de equilibrio. . . . . . ... ... 0oL

4.2 Linealizacion en puntos de equilibrio . . . . .. ... ... ..

4.3 Analisis de polinomios caracteristicos . . . . . . .. ... ...
4.4  Consecuencias del criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz.

4.5 Conjuntos de parametros. . . . . . . . . .. ... ... ...

4.5.1 Casos especiales para los polinomios caracteristicos. . .

4.5.1.1 Raices igual a cero en los polinomios. . . . . .

4.5.1.2 Raices imaginarias puras conjugadas. . . . . .

4.5.1.3 Relacion con el criterio de Routh. . . . . . . .

4.5.2 Regiones del espacio de pardametros. . . . . . . . . . ..

4.5.3 Curvas del espacio de parametros. . . . . . . . . . . ..

4.5.4 Puntos del espacio de parametros . . . . .. ... ...

4.6 Gréfica asociada . . . . . .. ...

0 U 1 =

12

15
17
18

20
20
22

22
23
28



Indice general iii

4.6.1 Ejemplo de construccion. . . . . . ... 64
4.6.2 Submatrices de la matriz de adyacencia. . . . . . ... .. 67

5 Simulaciones Computacionales. 71
5.1 Regiones. . . . . . . 72
5.1.1 Region 2. . . . . . .. 72
5.1.1.1 Simulacién computacional. . . . . . . . . ... .. 73

51.2 Regidn 3. . . . . . 75
5.1.2.1 Simulaciéon computacional. . . . . . . .. ... .. 75

5.1.3 Region 4. . . . . ..o 78
5.1.3.1 Simulacién computacional. . . . . . . . . ... .. 78

514 Region 5. . . . . . . 80
5.1.4.1 Simulacién computacional. . . . . . . . . ... .. 80

5.1.0 Region 6. . . . . . . .o 82
5.1.5.1 Simulacién computacional. . . . . . . . . .. ... 82

5.1.6 Region 7. . . . . ..o 85
5.1.6.1 Simulaciéon computacional. . . . . . . . ... ... 85

5.1.7 Regidn 9. . . . . ..o 87
5.1.7.1  Simulaciéon computacional. . . . . . . .. ... .. 88

51.8 Region 10. . . . . . . ..o 90
5.1.8.1  Simulaciéon computacional. . . . . . . . . ... .. 90

5.1.9 Region 12. . . . . . . . ..o 92
5.1.9.1 Simulaciéon computacional. . . . . . . .. ... .. 92

5.1.10 Regién 16. . . . . . . . . . . ... 94
5.1.10.1 Simulaciéon computacional. . . . . . . . . .. . .. 94

5.2 Curvas. . ... e 97
52.1 Analisis. . . . . ... 97
5.2.2  Variedad central asociada a la curva. . . . . . .. ... .. 102

6 Caos en el sistema de Rocard. 112
6.1 Atractor cadtico. . . . . . ... 112
6.1.1 Caos. . . . . . . e 112
6.1.2 Atractor extrafio. . . . . . . ... .. ... 115
6.1.2.1 Ejemplos de atractores. . . . . . ... ... ... 116

Punto fijoestable. . . . . .. ... ... 116

Ciclo limite. . . . . . ... .. .. ... .. ..... 117

6.1.2.2 Ejemplos de atractores extranos . . . . . . . . .. 118

6.1.3 Divergencia exponencial de trayectorias. . . . . . . .. .. 120

6.2 Exponente de Lyapunov del sistema de Rocard. . . . . . . . ... 126
6.3 Sistemas dinamicos discretos unidimensionales. . . . . . . . . . .. 127
6.3.1 Representacion Grafica. . . .. .. .. ... ... .. ... 129
6.3.2 Punto fijos, orbitas periédicas. . . . . . ... ... ... 130
6.3.3 Bifurcaciones. . . . . ... ... ... L 131

6.4 Periodo tres implica caos. . . . . . .. ... L. 135
6.4.1 Lemasprevios . . . . . . . . . .. ... 136

6.4.2 Demostracion del Teorema. . . . . . . . . . . . . .. ... 144



Indice general

v
6.5 Teorema de Sharkovskii . . . . . . . . . . . .. ... .. 147
6.5.1 Lemas previos . . . . . . . ... ... 151
6.5.2 Demostracion del Teorema. . . . . . . . . . . . ... ... 163
6.6 Discretizacion de Rocard. . . . . . . . . ... 168
6.7 Atractores cadticos de Rocard. . . . . . . . ... ... 177
7 Trabajo a futuro. 182
8 Conclusién. 183
Bibliografia. 185
Apéndices 186
A Apéndice 186
Al Teorema Routh-Hurwitz . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 186
Al.1 Tabla de Routh-Hurwitz . . . . . . .. ... .. ... ... 186
Al.2 Ejemplo de tabla de Routh-Hurwitz . . . . . ... ... .. 187
A2 Teoremas referentes a Cardano-Ferrari . . . . . . . . .. .. ... 188
A3 Sistema dindmico como objeto en programacion. . . . . . . . . . . 189
A3.1 Objetoanidado. . . . . . . . ... ... 192

A3.2 Ejemplodewuso. . . . ... ... ... . 196



Indice de cuadros

v
£ L]
Indice de cuadros
3.1.1 Tabla de Routh-Hurwuitz para sistema lineal X = AX. . . . . . . 23
3.1.2 Criterio de Routh-Hurwuitz expresiones simplificadas. . . . . . . . 23
3.1.3 Raices para el polinomio (3.1.4) con la condicién pig; 20 . . . . . 27
3.1.4 Resumen de conjuntos bajo las condiciones de pardmetros n y ¢ 32
4.3.1 Criterio de Routh-Hurwuitz expresiones simplificadas. . . . . . . . 38
4.3.2 Raices para el polinomio (4.2.4) con las condiciones de pagy # 0 41
4.4.1 Tabla de Routh-Hurwuitz para el polinomio caracteristico asociada
lospunto Poy Ps. . . . . . . . Lo 42
4.4.2 Simplificacion de las condiciones para los parametros del criterio de
Routh-Hurwitz para el polinomio caracteristico en los punto P y Ps. 42
4.4.3 Posibilidad de estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema. . 43
4.5.1 Resumen de regiones bajo las condiciones de pardmetros n y € en
Al y AQ ................................ 53
4.5.2 Resumen de curvas con condiciones de parametros nye. . . . . . 58
4.5.3 Iteraciones para el punto hg . . . . . . . ... ... 60
4.5.4 Tteraciones para el puntops . . . . . . . . ... 61
4.5.5 Resumen de puntos y sus condiciones de pardmetros n y €. 63
4.6.1 Tabla con los elementos la fila que corresponde con la regiéon cuatro
delamatriz A. . . . . . .. ... 64
4.6.2 Tabla con los elementos la fila que corresponde con la region cuatro
delamatriz B. . . . . .. ... 65



vi

Indice de figuras

Indice de figuras

1.1.1

1.1.2

1.1.3

2.3.1

3.1.1

3.1.2

3.1.3

4.4.1

4.5.1

4.5.2

4.5.3

4.5.4

4.6.1

Triangulo de referencia. . . . . . . . . .. . ... ... ... ...
Respuesta al oscilador armoénico amortiguado. . . . . . . . . ..
Respuesta al oscilador armoénico amortiguado con resistencia

negativa. . . . . . . L. L

Modelo compartimental lineal . . . . . ... ... ... ... ..

Regién de parametros € y 1 donde la linealizacién del punto en el
origen es estable. . . . .. ... Lo
Dinamica cerca del punto fijo en el origen. . . . . . . ... ...

Regiones de comportamiento del sistema lineal. . . . . .. . ..

Region de pardmetros € y 7 donde la linealizacion de los puntos
diferentes al origen son estables. . . . . . .. ... ... .. ...
Regiones donde aparecen los puntos fijos distintos del origen. . .
Dinamica cerca de los puntos fijos fuera del origen. . . . . . ..
Dinamica cerca de los puntos fijos fuera del origen en la region
donde se cumple e/p > —1.. . . . ... ... L.
Regiones del sistema no lineal. . . . . . .. ... ... ... ...

Ejemplo de construcciéon de la region cuatro para la matriz A.

17

23

28

29

43

44

45

45

46

65



Indice de figuras

vii
4.6.2 FEjemplo de construcciéon de la region cuatro para la matriz B. 66
4.6.3 Notacién de los elementos del grafo. . . . . . . .. .. ... ... 70
4.6.4 Grafo asociado al espacio de parametros. . . . . . . . .. .. .. 70

5.1.1 Solucién numérica del sistema con n = —0.5, ¢ = 1, ty = 10,
At=5x10"% . . . . 74

5.1.2  Solucién numérica del sistema con n = 1., ¢ = 1., ty = 15,
At=5x10"% . . . . 7

5.1.3  Solucién numérica del sistema con n = —1.25, ¢ = 1.0, t; = 20,
At=5x10"% . . . 79

5.1.4 Solucién numérica del sistema con n = —1.25, ¢ = 1.0, t; = 20,
At=5x10"% . . . . 81

5.1.5 Solucién numérica del sistema con n = —3.5, ¢ = 3.0, t; = 20,
At=5x10"% . . . . 84

5.1.6  Solucién numérica del sistema con n = —2.14, ¢ = 2.2, t; = 20,
At=5x10"% . . . . 86

5.1.7 Solucién numérica del sistema con n = 2.5, ¢ = 5, t; = 20,
At=5x10"% . . . 89

5.1.8 Solucién numérica del sistema con n = —2, ¢ = 1.95, t; = 20,
At=5x10"% . . . 91

5.1.9 Solucién numérica del sistema con n = —2.13, ¢ = 2.1, t; = 20,
At=5x10"% . . . .. 93

5.1.10 Solucién numérica del sistema con n = —2.5, ¢ = 1, ty = 20,
At=5x10"" X, =(0.3,-0.05,0). . . .. ... ... ... ... 95



Indice de figuras

viii

5.2.1 Campo vectorial sobre la variedad central presentada en la curva

I'Mecone=3. . . . . . . . . . e 110
5.2.2 Integracién numérica bajo la condicién € = —n, cone =3. . . . 111
5.2.3 Diagrama Fase de la curva I'y y su variedad central asociada . . 111
6.1.1 Soluciéon numérica para el sistema de Lorenz con dos condiciones

iniciales cercanas. . . . . .. .. ..o 120
6.1.2 Sensibilidad de las condiciones iniciales ®(t,x1) y P(¢,%3)

separadas por el vector 0(¢). . . . ... ... 121
6.1.3 Gréafica In[[6(¢)|| vs t con pendiente A. . . . . ... ... 122
6.1.4 Fallo en la prediccién por el error de medicion [[§(0)|. . . . . . . 124
6.2.1 Grafica In (W%ﬁ\ll) con respecto t para el sistema de Rocard . . . 127
6.3.1 orbitade f(z) =2x(1—2). . . . . . ... 129
6.3.2 Se muestra la grafica algunos elementos de la familia cuadratica

fa(z) = a — x* antes, durante y después de una bifurcacion de

silla-nodo. . . . . . .o 133
6.3.3 Diagrama de bifurcacién de la familia de funciones f,(x) = a — 2% 134
6.3.4 Se muestra la grifica de la familia cuadratica f,(z) = a — z* antes

y después de una bifurcaciéon de duplicaciéon de periodo. . . . . . 135
6.5.1 Gréfica de la funcion en el ejemplo 5.1. . . . . .. .. ... ... 149
6.5.2 Grafica de la particién del ejemplo 5.1. . . . . . ... .. .. .. 149
6.5.3 Subgrafica para la particiéon del lema .. . . . . . . .. ... ... 151
6.6.1 Discretizacion de la integracion numérica. . . . . . . . . . . . .. 168



Indice de figuras ix

6.6.2

6.6.3

6.6.4

6.7.1

6.7.2

6.7.3

6.7.4

6.7.5

Representaciones graficas de las orbitas de los maximos de lsa
integraciones numéricas. . . . . .. ... 171
Los mapas de bifurcacién en el intervalo n € (—1.34, —0.65) para
cada una de las tres soluciones numéricas para el sistema de Rocard.173
Los mapas de bifurcacién en el intervalo n € (—1.02, —0.97) para

cada una de las tres soluciones numéricas del sistema de Rocard. 175

Diagrama fase con parametros n = —0.97, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1). . . . . . ... ... ... 178
Diagrama fase con parametros n = —1, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1). . . . . . . ... ... .. 179
Diagrama fase con parametros n = —1.014, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xo = (0.1,0.1,0.1). . . . . . ... ... ... 179
Diagrama fase con parametros n = —1.2, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1). . . . . . . ... ... .. 180
Diagrama fase con parametros n = —1.34, ¢ = 0.5 y w = 2 con

condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1). . . . . . ... ... ... 181



Capitulo 1. Introduccion. 1

Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Osciladores

1.1.1. Oscilador armoénico amortiguado.

Un oscilador arménico con amortiguamiento es un sistema dindmico descrito por
una ecuacion diferencial que modela el comportamiento de una particula de masa
m sometida a una fuerza restauradora proporcional a su desplazamiento desde
la posicion de equilibrio, y una fuerza de amortiguamiento proporcional a su

velocidad.

La ecuacion diferencial que describe un oscilador arménico amortiguado estd dada
por
d*r  dx

donde,
= m es la masa de la particula,
» z(t) es la posicién de la particula en funcién del tiempo t,

= ¢ es el coeficiente de amortiguamiento, determinado por la resistencia del

medio al movimiento,

= k es la constante del resorte, que representa la fuerza restauradora del

sistema.

fiad's
dt?

dz

El término m7 representa la energia cinética de la particula, ¢%f modela la
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fuerza de amortiguamiento, y kx describe la fuerza restauradora del resorte. La
presencia del término de amortiguamiento da cuenta de la disipacion de energia a
medida que la particula se mueve, lo que resulta en un decaimiento exponencial

de las oscilaciones.

Este modelo se utiliza para describir sistemas fisicos donde la resistencia del
medio y la fuerza restauradora son factores significativos, como en el caso de
amortiguadores de vehiculos, sistemas de suspension, oscilaciones en circuitos

eléctricos, entre otros.

Los parametros m, k, ¢ son considerados positivos; en caso que ¢ = 0, se obtiene el
oscilador arménico. La ecuacion diferencial ordinaria que describe un oscilador

con un resorte, se simplifica en la forma

Er  d
th+a£+w2x:07 (1.1.2)

con o = c¢/m y w? = k/m. El polinomio caracteristico asociado esta dado por

p(r) = r* 4+ az + w?,

Las raices de este polinomio estan dadas por,

—a+ Va2 — 4w?

T2 = 9
Para el caso en que a? — 4w? > 0,
l’(t) = Cle”t + CQGTQt, (113)

es la solucién general de (1.1.3).

El escenario donde a? — 4w? < 0, da lugar a rafces complejas conjugadas,

—a+ V4w? — a2

2 Y

rie =
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y la solucién general se expresa, usando la formula de Euler, como

(' cos (\/wQ — 475) + Cysin (Hoﬂ — 4t)] . (1.1.4)

Una expresion de la forma Cf sin(3) 4+ Cs cos(f) se puede simplificar, para mostrar

z(t) = e 2

que se tiene un movimiento peridédico. Por medio de la identidad trigonométrica

del coseno de la suma de dngulos,

Rsin(B + ¢) = R(sin(B) cos(¢) + cos(3) sin(¢)), (1.1.5)

donde las ecuaciones que relacionan C, Cs, R, y ¢ son las siguientes:

Rsin(¢) = C4,
Rcos(¢) = Cy,

al dividir estas ecuaciones,

entonces,

Cy

Figura 1.1.1: Triangulo de referencia.

De esta forma al usar (1.1.5), la expresién Cy sin(f) + C cos(5) se transforma,

Cysin(f) + Cycos(fB) = Rsin (5 + ¢),

donde R es la amplitud y ¢ es el angulo de fase. Entonces la solucion general
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(1.1.4) se puede escribir en la forma

[ 2
z(t) = Re™2'sin ({ w? — %t

Asi se obtienen oscilaciones sinusolidales con decrecimientos exponencial, donde

+¢>) . (1.1.6)

x = 0 es un punto de equilibrio asintoticamente estable. Esto debido al

amortiguamiento debido al medio ambiente.

1

Figura 1.1.2: Respuesta al oscilador armoénico amortiguado.

Por otra parte, si asumimos que si la resistencia al medio es a < 0, entonces, de

la expresion (1.1.6) la solucién oscilatoria muestra un crecimiento exponencial,

z(t) = Re3'sin ([\/aﬁ - Oj td + (b) , (1.1.7)
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Y
o5
| u M

J_ AN

Figura 1.1.3: Respuesta al oscilador armoénico amortiguado con resistencia
negativa.

Cuando el parametro o < 0 se utiliza en la ecuacién diferencial, este modela un
comportamiento en el cual, en lugar de que la fricciéon del medio disipe la energia
y detenga el movimiento, la condicién negativa implica que se esta anadiendo
energia al sistema. Esto genera un mecanismo de retroalimentacién positiva, que
puede dar lugar a oscilaciones crecientes o incluso a comportamientos inestables

si no hay otros factores que limiten este aporte de energia.

1.1.2. Oscilador de relajacion.

La solucién de la ecuacién diferencial (1.1.2) desde el punto de vista fisico
tiene como consecuencia que el resorte se rompa, ya que la amplitud crece

exponencialmente.

Para expresar las limitaciones de la amplitud se puede asumir que la resistencia «
del medio fuese positiva en valores grandes de x y negativa para valores pequenos,
entonces sustituimos « con la expresion o — 32?2, en la expresion (1.1.2) asf se
obtiene

i~ (a—3y2%) & +wlz =0, (1.1.8)

donde «a, 7 y w son pardametros positivos, se propone el siguiente cambio de
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variables espacial y la reparametrizacion temporal:

(0%
=,/— 1.1.9
r= 5o (1.1.9

t' = wt. (1.1.10)

El objetivo es reescribir la ecuacion (1.1.8) en términos de la nueva variable v y el

nuevo tiempo t'.

Primero, se deriva la relacién (1.1.9) respecto al tiempo t, utilizando la regla de

la cadena. Hay que observar que v depende de t' y t’ depende de t, por lo tanto,

/ at’
—. 1.1.11
dt/ dt ( )

d
dt

Como t' = wt, entonces:

= w. (1.1.12)

Por lo que, la primera derivada de x queda expresada como:

[« [«
37 dt’ ngl, (1.1.13)

dv
donde, de ahora en adelante, la notacién v = §7 denota la derivada de v respecto
a la nueva variable de tiempo t'.

De manera analoga, derivando nuevamente obtenemos:

b Ly [Tt
n 3y dt
dv at’
3y Yar T dt
pe
a o d%v a
\/7 @ YT e 1

Ahora se reescribir cada término de la ecuacién (1.1.8), para el primer término,

. «
i=,—w?".

3y
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Para el segundo término primero hay que observar que:

Entonces:

a—3yr’ =a—3y (av2>
3

= a1 —v?).

La derivada & se ha calculado en (1.1.13), por lo que el segundo término de la

—(04—3”)/1’2>i3: —a(l—v2)1/3ng’.
Y

Para el tercer término:
«Q
Wi =w? [ —w.
3y

Entonces la ecuacién (1.1.8) ha sido transformada y se obtiene,

1/?)C;cuzv”—oz(l—1}2)U;;LM/—l—u)z,/?:i;U:O. (1.1.15)

[«
Debe de notarse que todos los términos tienen un factor comin 30 el cual es
f)/

ecuacion original es:

posible dividir a toda la ecuacion, resultando:

W —a(l —v*)wv +w?v =0. (1.1.16)

Al dividir toda la ecuacién entre w?, finalmente se obtiene:

v — g(1—@2)1/—}—1):0, (1.1.17)
w
’ @ " o__ dQU iy
donde v’ = R Esta es la forma transformada de la ecuacion (1.1.8),



8 1.2. Oscilador de relajacién en economia.

al tomar a/w = ¢, se obtiene llamado oscilador de relajacién no,

b —e(1—v*)0+v=0. (1.1.18)

El hecho de que un oscilador esté “cerca” de un oscilador arménico abre varias
posibilidades de andlisis. Al comparar las ecuaciones (1.1.18) y (1.1.2), se observa
que el pardmetro « ahora es una funciéon a(v) = —e(1 — v?) que depende
directamente de la solucién de la ecuaciéon diferencial. Esta funcién no es una

eleccién arbitraria, ya que presenta las siguientes propiedades:
» Si |v| < 1, entonces a(v) > 0.
» Si|v| > 1, entonces a(v) < 0.

Por lo tanto,

1. Para valores |v| < 1, la retroalimentaciéon aumenta la amplitud de las

oscilaciones, lo que sugiere un comportamiento de amplificacién.

2. En cambio, cuando la solucién crece y |v| > 1, la retroalimentacién provoca
una disminucion en la amplitud de las oscilaciones, introduciendo un efecto

de amortiguamiento.

Este comportamiento genera una dinamica que oscila entre las caracteristicas de un
oscilador amortiguado, como se muestra en la figura 1.1.2; y las de un oscilador con
resistencia negativa, ilustrado en la figura 1.1.3. Este balance entre amplificacién y
amortiguamiento define el fendémeno de autoexcitacion caracteristico del oscilador

de Van der Pol.

1.2. Oscilador de relajacion en economia.

Lo referente a esta seccion tiene como referencia a ( ).

Durante el periodo de entreguerras, se llevaron a cabo investigaciones en el campo
de la economia con el proposito de desarrollar un modelo oscilatorio que permitiese
variar la frecuencia de las oscilaciones sin afectar la amplitud, el objetivo de crear
un modelo es poder considerar las diversas partes que componen el organismo
econ6émico; por ejemplo, el precio, niimero de consumidores y poder de produccion.

Para de esta forma, comprender como regular la dinamica de estas variables.
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En 1928, el matematico neerlandés Ludwig Hamburger propuso la utilizacion de
osciladores de relajacion. Su interés se centraba en los ciclos econémicos, y su
objetivo primordial era emplear estos osciladores para transformar la economia en
una disciplina cientifica, siguiendo un enfoque anédlogo al utilizado en biologia en

ese entonces.

En la busqueda de un modelo apropiado, surgié una analogia mecanica que
permitié establecer un formalismo matematico, similar al proceso seguido en la
fisica para desarrollar leyes fisicas. Hamburger presenté una analogia inspirada en
los osciladores de relajacion, la cual se traduce en una metafora mecanica que se
asemeja a un tanque que se llena. La dinamica de este tanque depende tanto del

volumen del mismo como del flujo de agua que ingresa.

En 1931 el fisico neerlandés Balthasar Van der Pol, reconocido por sus
contribuciones en el desarrollo de osciladores de relajacion, impulsé a Hamburger
a publicar su trabajo titulado Analogie des fluctuations économiques et des
oscillations de relaxation ( ) ( analogia de las fluctuaciones
econémicas y de los osciladores de relajacién en espanol), lo que se buscaba crear

una convergencia entre los aspectos fisicos y econémicos.

En su estudio, se evidencia que los osciladores de relajaciéon manifiestan ciclos
auto-sostenidos, los cuales, si bien son periédicos, no siguen una forma sinusoidal
clasica. La atraccion principal radica en la generacion irregular de esta periodicidad,
preservando la amplitud inalterada. Esta analogia se establece al comparar dicho
comportamiento con las dinamicas econdémicas, resaltando la conexion entre la

falta de regularidad en los ciclos y la preservacién de la amplitud.

Por otro lado, Van der Pol se plantea la interrogante acerca de si la periodicidad
en la vida econémica se atribuye mas a las cualidades intrinsecas de la economia
que a influencias externas. Este planteamiento sugiere la posibilidad de que las
fluctuaciones econémicas encuentren sus raices en caracteristicas inherentes al
sistema econdémico en si mismo, en lugar de ser resultado exclusivo de fuerzas

externas.

Un hallazgo significativo de Hamburger fue la integraciéon de las acciones de
mercado con el oscilador de Van der Pol (1.1.18). En este contexto, el pardmetro
a de la ecuacion del oscilador amortiguado (1.1.2), se vincula con los rendimientos

de una accién, dando como resultado una representacién grafica que experimenta
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variaciones en frecuencia sin afectar de manera significativa la amplitud.

No obstante, existieron tres causas fundamentales que gradualmente motivaron el

abandono de la investigacion:

1. La presencia de competencia en el ambito de la generacion de teoria
econdmica. En 1933, el economista Jan Tinbergen logré avances significativos
en la construccion de modelos econémicos dindamicos en mercados especificos,
desarrollando multiples ciclos econémicos que evidenciaban una superioridad
en la obtencion de resultados respecto a los analisis efectuados por Hamburger

mediante el empleo de osciladores de relajacion.

2. La incapacidad del modelo de oscilador de relajacion para captar el colapso
econémico. Dado que las investigaciones en ciclos econémicos se llevaron
a cabo tras la Gran Depresion en 1929 y los osciladores de relajacién, en
el andlisis local, exhibian ciclos limite pero no contemplaban la posibilidad
de colapso, es decir, en caso de ser correcto el modelo, este carecia de
la capacidad de representar el fenémeno del colapso econémico, tal como

ocurrié durante el desplome en el mercado de valores.

3. La implementacion lineal del oscilador de relajacion. En 1935, el economista
polaco Michal Kalecki desarrollé un modelo lineal de los osciladores de
relajacion. Sin embargo, antes de la publicacion de Kalecki, Ragnar Frisch,
un economista noruego que trabajaba con los osciladores de relajacion,
critico su enfoque. Aunque el modelo de Kalecki demostré su funcionalidad
con datos empiricos, fue posteriormente censurado como “dogma” por el
economista estadounidense Paul Samuelson en 1975. Es crucial destacar que
en ese periodo también existian modelos no lineales que fueron ignorados, y

la critica se aplicé de manera generalizada a toda la analogia.

En este contexto, en 1941, el matematico francés Yvis Rocard publicé su libro
Théorie des oscillateurs ( ) (Teoria de los osciladores en espanol), en
la cual detalla exhaustivamente los osciladores de relajacion y sus aplicaciones en
areas como teoria econdémica, electricidad y acustica. En el capitulo 5, dedicado a
los osciladores en las teorias econémicas, Rocard aborda el oscilador propuesto
por Kalecki. Este particular tipo de oscilador ya habia sido objeto de criticas
desde sus inicios por parte de Frisch. Este cuestionamiento inicial por parte de

Frisch y posteriormente por Samuelson contribuyé a que el libro no alcanzara una
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relevancia significativa en el A&mbito econémico ni matematico.

En un giro inesperado de eventos en 1951, el fisico estadounidense Richard
Goodwin conoce al profesor de fisica aplicada francés Philippe Le Corbeiller en la
Universidad de Harvard, reconocido por sus notables contribuciones en la teoria y
aplicaciones de sistemas no lineales, entre ellos los auto-osciladores. Este encuentro

propicia que Goodwin se adentre en la teoria de los osciladores de relajacion.

Con la meta de obtener una explicacién detallada de las trayectorias econémicas,
considerando un movimiento con amplitud constante, Goodwin se embarca en la
aplicacién de oscilaciones de relajaciéon. Goodwin logra implementar este enfoque en
diversas instancias, logrando capturar la asimetria entre los periodos de crecimiento
y depreciacién econémica. Estudiar estas contribuciones quedan fuera del alcance
de este trabajo, el proposito es brindar un contexto histérico sobre la aportacion
de Rocard.
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Capitulo 2
Oscilador econémico de relajacion.

El fenémeno de las oscilaciones econémicas ha suscitado el interés de los
economistas. Sin embargo, para aquellos comprometidos genuinamente con un
enfoque cientifico, surge el desafio de determinar un modelo que represente los
equilibrios de las magnitudes u objetos econémicos, como la produccién y los

precios.

Con este fin, se busca el desarrollo de modelos capaces de representar las
oscilaciones entre las variables, similar a lo observado en los osciladores de
relajacion. El proposito era establecer leyes dindmicas que reconsideraran las

variaciones temporales entre los diferentes objetos econémicos.

Las relaciones directas que pueden establecerse entre los objetos econémicos y las
tasas de cambio a lo largo del tiempo tienen el potencial de describir la naturaleza

intrinseca de la economia.

En su libro Teoria de los osciladores, en el capitulo 5, Rocard presenta una
contribucion al modelo de Kalecki. Sin embargo, Rocard describe como su propia
aportacion el comportamiento de la economia mediante un sistema de tres
ecuaciones diferenciales, en el cual se plantea tinicamente la existencia de érbitas

periodicas.

El objetivo central de esta tesis consiste en estudiar las caracteristicas del sistema
de ecuaciones diferenciales propuesto por Rocard y analizar sus implicaciones

econdmicas.
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2.1. Modelo econémico diferencial.

Las secciones 2.1 y 2.2 tiene como referencia ( ).
A continuacion se presenta el modelo propuesto por Rocard.

Se supone que y representa el precio de un bien, y; es el nimero de consumidores
de este bien, o su consumo total, y ys es el grado de herramientas, o poder de
produccion, introducido en la fabricacion de este bien y que tiende a reducir su

precio.

El incremento por unidad de tiempo del nimero de consumidores y; disminuye
si hay una fraccion significativa de la poblacién que consume el bien, y también

debe disminuir si el precio de y es alto, en relaciéon a un estado de equilibrio,

d
% = —ay; + by, (2.1.1)

con a positivo, b se supone negativo, a y b son coeficientes que se piden por ejemplo

para un analisis estadistico de las correlaciones entre y; e y.

Los fabricantes, por el contrario, se ven tentados a aumentar las herramientas
dedicadas a esta produccion, en funcién de la cantidad de consumidores para

cumplir la demanda existente y el costo de produccién del bien,

dys

= k(y + 1), (2.1.2)

Ademads, un aumento de los medios mecanicos y, puestos a disposicion de la
produccion debe dar lugar a una tendencia a la baja del precio, de ahi que la

velocidad de reduccion de precios, se puede expresar como,

dy

2d 2.1.3
mdt Y2, ( )

En las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.3), kK y m son dos nuevos coeficientes por
determinar, lo esperado es que ambos tengan el mismo signo. El modelo supone
la interaccion entra las variables sin tener en cuenta los factores externos o ajenos

a esas tres variables.
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Finalmente, el modelo basado en las tres leyes econdmicas (2.1.1), (2.1.2) y (2.1.3),

dy ?J2
—_ = — 1—-= 2.14
dyso
= =k 2.1.5
pn (y + 1), (2.1.5)
dy
o 2.1.6
mdt Y2 ( )

Este modelo refleja la idea de que la introducciéon de herramientas que reducen el
precio y la capacidad de los fabricantes para adaptarse a nuevas herramientas en
el proceso de produccion es clave. Este razonamiento es especialmente relevante en
el contexto de productos que compiten entre si, donde las herramientas utilizadas
para su fabricacién son iguales o muy similares. Esto refuerza la conexion entre las
dindmicas econémicas, los costos de produccion y las estrategias de competencia

en mercados modernos.

La psicologia del consumidor interviene y constituye un elemento de inestabilidad
ya que en la primera ecuacién (2.1.1) que relaciona la variaciéon de consumidores
con respecto al precio y la cantidad de consumidores, es donde se puede ver que la
variacion en el precio de un producto afecta en el interés de los consumidores, lo
que implica que b no sea necesariamente negativa, si existe un precio de equilibrio
denotado por 1y donde el vendedor y consumidor estan de acuerdo con el precio

del bien, entonces se tiene dos casos,

= Si el precio es mayor a vy, la cantidad de clientes por unidad de tiempo

decrece ya que el producto es mas caro.

= Si el precio es menor a yg, la cantidad de clientes por unidad de tiempo

aumenta ya que el producto es mas barato.
Lo que indica que b tiene un comportamiento definido.
= si y es pequeno entonces b > 0.
= si y es grande entonces b < 0.

En consecuencia se remplaza b en la ecuacion (2.1.1) con,

b l1 - zz] : (2.1.7)
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para tomar en cuenta las consecuencias anteriores, de esta forma, las ecuaciones
del sistema dejan de ser lineales y su tratamiento se vuelve mas dificil. Se tiene el

sistema de 3 ecuaciones diferenciales,

dy y?

dt ay1+ [ yg Y,

dys

22 =k

dt (y+y1>’
W

En la seccidén 2.4 se describiré la forma obtener la ecuacion diferencial de tercer

orden g » p )
Y Y Y Y

— — +k—+k bll—%= =0.

me +madt2 + 7t + [a—l— ( y%)] y=20

En esta se consideran las sustituciones en los parametros dadas por
) a = ew, b:nwv Y = Yoz, Yo #O

La relacién w? = k/m genera que k y m deben tener el mismo signo y a y b son

multiplos de w. Asi se obtiene la ecuacién no lineal de tercer orden,

3z A’z  ,dz )
%%—auﬁ%—w a%—w [5+n(1—z)}z:0, (2.1.8)

2.2. Justificacion del modelo econémico.

El modelo econémico lineal en la secciéon anterior se enuncian las variables,
(i) y = precio del servicio o producto,
(ii) y; = cantidad de clientes o consumo, y

(iii) yo = cantidad de recursos materiales o maquinas (tooling).
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Regresando al sistema lineal,

d
% = —ay; + by (2.2.1)
dyz
2k 2.2.2
B2 byt w) (222)
dy
__ 2.2.3
m®— (223)

En este modelo, la primera ecuacion es una expresiéon dinamica de la demanda
que incluye parte del concepto de Walras de encaisse désirée (es decir, el aumento
en el consumo aumentara la demanda de dinero, lo que a su vez aumentara el
precio y, por lo tanto, disminuira el consumo) y la ley clasica de la demanda (la

cantidad comprada varia inversamente con el precio).

Si el pardmetro a es positivo,este representa la tasa de crecimiento del nimero
de consumidores o la tasa de crecimiento del consumo total; en caso contrario,
a < 0, el parametro representa un decrecimiento; si b < 0, entonces representa la
tasa de crecimiento del precio del producto; en caso contrario b > 0 representa un

decrecimiento del mismo.

La segunda ecuacién, que no es comun hoy en dia, es una expresion dinamica
de la oferta, y y 4+ y; puede interpretarse como la demanda nominal, y k& puede
considerarse como la tasa de crecimiento de esta demanda nominal. La tercera

ecuacion es una expresion dindmica del precio, que depende solo de la oferta.

Al reescribir la tercera ecuaciéon como dy/dt = —ys/m, se observa que m
corresponde a la tasa de crecimiento de la parte del capital en el proceso de
produccion. De hecho, cuando m < 0, se tiene un desinversion en el capital fisico,

y cuando m > 0, se tiene una inversion en el capital fisico.

Desde un punto de vista del modelado en la primera ecuacién se tiene que la
variacion de clientes depende entre la relacion de la oferta y demanda, a mayor
precio de oferta (variable y) entonces menor demanda, es decir, clientes (variable
y1). La segunda ecuacién modela la variacién de los recursos materiales y es
proporcional a la cantidad de clientes (variable y;) dado un precio (variable y). La
tercera ecuacion modela la variacion del precio disminuye si aumentan los recursos
disponibles. Ademas g, es el valor de equilibrio del crecimiento o decrecimiento

del precio.
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2.3. El Modelo lineal como un tipo de modelo

compartimental.

Un modelo compartimental en el contexto de sistemas de ecuaciones diferenciales
se refiere a una representacion matematica de como una poblacién se divide
en diferentes compartimentos o categorias y los elementos de cada categoria
pueden moverse entre los compartimentos a lo largo del tiempo. Estos modelos
compartimentales son ampliamente utilizados en epidemiologia, biologia, ecologia
y otras disciplinas para analizar y predecir la propagacion de enfermedades, la

dinamica de poblaciones y otros fenémenos relacionados.

Las transiciones entre los compartimentos por unidad de tiempo se describen
mediante ecuaciones diferenciales que determinan la manera cambian las
poblaciones en cada compartimento con respecto al tiempo. Estas ecuaciones
se basan en tasas de transmisién, recuperacion, natalidad, mortalidad u otros

factores relevantes.

Los modelos compartimentales permiten comprender cémo evoluciona una
poblacion a lo largo del tiempo, como se propaga una enfermedad, como cambian
las proporciones en cada compartimento y como diferentes intervenciones pueden

afectar la dindamica del sistema.

k
a k.. Y2

V1 1/m y

b

Figura 2.3.1: Modelo compartimental lineal

Para el modelo del sistema considerado los compartimentos estan dados,
respectivamente por el precio del producto, el nimero de clientes y la cantidad de

recursos materiales, las flechas entre los bloques indican las transiciones o flujos



18 2.4. Ecuacion de tercer orden equivalente.

entre los diferentes compartimentos. Estas flechas representan las tasas de cambio
o las transiciones que ocurren en el sistema con el tiempo. Hay que observar que

para este modelo,

= La flecha de y; a ys representa la tasa de crecimiento & con la que el niimero

de clientes se convierte en nimero de materiales.

» La flecha de y, a y representa la tasa de crecimiento 1/m con la que el

numero de materiales se convierte en el precio del producto.

= La flecha de y a 1y, representa la tasa de crecimiento k con la que el precio

del producto se convierte en el nimero de materiales.

= La flecha de y a y; representa la tasa de crecimiento b con la que el precio

del producto se convierte en el niimero de clientes.

= La flecha que sale de y; representa la tasa de perdida a con la que el niimero

de clientes disminuye.

2.4. Ecuacién de tercer orden equivalente.

En esta seccién se reescribird el sistema de ecuaciones (2.2.1) - (2.2.3) como una
ecuacion de tercer orden, para ello se toma la tercera ecuacion (2.2.3) y se deriva
dos veces respecto de t,

muy = —is. (2.4.1)

Ahora, se deriva respecto de t la segunda ecuacion del sistema de ecuaciones
(2.2.2), obteniendo

o = k(G + ). (2.4.2)
Para sustituir §» en la ecuaciéon (2.4.1) y asi obtener,

miy = —k(y + ). (2.4.3)

Se toma la primera ecuacion del sistema de ecuaciones diferenciales (2.2.1) y la

segunda ecuacién del sistema de ecuaciones diferenciales (2.2.2), se multiplican
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por k vy b respectivamente, se restan y se despeja ky,

Se toma la segunda ecuacién del sistema de ecuaciones diferenciales (2.2.2),

despejar ky y ky,, obteniendo

ky =1, —k
Yo (2.4.5)
kyr = 92 — ky.
Las ecuaciones (2.4.5) se sustituyen en (2.4.4), por lo que,
kyr = —a(2 — ky) + bky. (2.4.6)

Al derivar la tercera ecuacion del sistema de ecuaciones diferenciales (2.2.3),

mij = —is, (2.4.7)

y sustituyendo la ecuacién (2.4.7) en la ecuacién (2.4.6) se obtiene

ky1 = amy + aky + bky. (2.4.8)

Ahora, la ecuacion (2.4.8) se sustituye en la ecuacion (2.4.3) y se obtiene la

ecuacion diferencial lineal de tercer orden homogénea,

mj + amij + ki + k(a + b)y = 0. (2.4.9)
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Capitulo 3

Analisis dinamico del modelo

lineal

3.1. Analisis dinamico.

Para analizar la dindmica del sistema de ecuaciones diferenciales en base a la
variacion de los parametros primero se reduce la cantidad de parametros mediante
cambios de variables en a la ecuacién diferencial de tercer orden (2.4.9). Se divide

entre m, para introducir las sustituciones,

, a = cw, b= nw, Y = Yoz, Yo # 0, (3.1.1)

Esto, con la motivacién de reducir la cantidad de parametros en medida de lo

posible.

2 conlleva a la necesidad de

Es fundamental destacar que la dependencia de w
que las magnitudes de las variables k y m, es decir, la tasa de crecimiento del
capital m y la tasa de crecimiento de la demanda nominal k& son ambas crecientes
o decrecientes, por lo tanto, compartan el mismo signo, con la condicién adicional
de que m no sea igual a cero, entonces al sustituir las relaciones (3.1.1) en la

ecuacion diferencial de tercer orden (2.4.9), observemos

Yo 2+ yoewz + yow?z + w? (ew + nw) yoz = 0,
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expresion que se simplifica,
2+ ew? + w?s + w? (ew + nw) 2z = 0.

Ahora se reescribe la ecuacion de tercer orden como un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden. Para ello se toma Z = x, al derivar respecto del
tiempo se obtiene Z = &y 2" = &, se toma la ecuacion diferencial de tercer orden

(2.4.9), entonces se despeja %7,
3 = —ewi — w?i — w? (ew + W) 2,

es decir,

i = —ew? — w?s — w? (ew + W) 2,

Se toma § = w (¢ + n) z, con lo que se obtiene:
&= —ewi +w?i — Wy
Ahora se realiza una integracion respecto t ademas de factorizar —w, por lo que,

T = —w(er + wy + wz).

De esta forma genera un sistema dinamico de tres ecuaciones diferenciales de

primer orden (3.1.2) a partir del sistema de ecuaciones diferenciales (2.2.1) -
(2.2.3),

— = —w(exr + wy + wz)

— =w(e+n)z (3.1.2)

En forma matricial, se tiene

X = AX (3.1.3)
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donde
—we  —w? —w?
A=10 0 w(e+n)
1 0 0

La linealizacién del sistema de ecuaciones lineales (3.1.2) representada en la matriz
A, lo que implica que la estabilidad global del sistema esta dada por los vectores
propios del polinomio caracteristico asociados a la matriz A y sus correspondientes

valores propios.

3.1.1. Polinomio y raices caracteristicas.

Se puede observar que el sistema dindmico (3.1.3) es lineal. Claramente P, =

(0,0,0) es tinico punto fijo. Se calcula el polinomio caracteristico del sistema:

—we — XA —w? —w?
Hp (\) =]A—- )| = 0 -\ w(e+n)
1 0 —A
_ —w? —w? ) —we — X\ —w?
-\ w(e+n) 0 -

= — W (W)(e+n) = (A=) + (=N (=A)(—ew = })
=2 —ewh? — W\ —Wi(e + 1),

de esta forma, polinomio caracteristico asociado al punto de equilibrio P;

corresponde a
Hp, (\) = X + cwd? + W’ X + w?(e + 7). (3.1.4)

3.1.1.1. Informacion dinamica a partir del criterio de Routh-Hurwitz.

Se construye la tabla de Routh-Hurwitz (ver anexo Al.1) para encontrar los

valores de los parametros para los cuales el sistema es estable.

La estabilidad del punto fijo esta dada si en su respectiva tabla de Routh-Hurwitz
no existen cambios de signo en la primera columna. Dado el cambio de variable
(3.1.1), se tiene que el pardmetro w > 0, con lo que se analizan los elementos

correspondientes a la primera columna de la tabla (3.1.1).
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’ Tabla de Routh-Hurwitz

1 w?

Ew ew® + nuw?
_n? 0
w3 (e +n) 0

Cuadro 3.1.1: Tabla de Routh-Hurwuitz para sistema lineal X = AX.

Primer elemento | Segundo elemento | Tercer elemento
Condicién ew >0 —% >0 wi(e4+n)>0
Simplificacién e>0 n <0 e+n>0

Cuadro 3.1.2: Criterio de Routh-Hurwuitz expresiones simplificadas.

Con lo que se obtiene que la linealizacion en el tiene que el origen es estable
cuando se cumplen las condiciones € > 0, n <0y e+ n > 0. A continuacién se
elaborara un espacio de parametros bidimensional con los parametros en la figura
(3.1.1).

4112
4y
2
y4
| Ul
) ) RS 2 )
N
2
N
4 <

Figura 3.1.1: Region de parametros € y n donde la linealizaciéon del punto en el
origen es estable.

3.1.1.2. Analisis de polinomio caracteristico.

Dado que se tiene un sistema de tercer orden, el polinomio caracteristico resulta

de grado 3, por lo que se utiliza la formula de Cardano-Ferrari (ver anexo A2.1).

En el problema principal, se calcula el valor del discriminante A del teorema de

Cardano-Ferrari en funcién de los parametros, es decir, el discriminante A; (g, 7, w)
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para el polinomio Hp, (3.1.4). Primero, se determina el valor de p para este primer

polinomio, usamos la notacién p; para distinguirlo,

3w? — (ew)?
plzi( )

ahora se calculan el valor de ¢, con la notacion ¢y,

2(ew)? — 9(ew)w? + 27(w3 (e + 1))

B = o7
wd g
= 2—7(25 — 9e + 27¢ + 27Tn)
3

w

=57 (2e(e* +9) + 27n),

A

por lo tanto, el valor de A;(e,n,w) esta dado por,
R 2 2
Ai(e,n,w) = (6121) + (];1) :

(e o)+ (£ 05

w6 Wb (3 —e2\?
— (25(52 +9) + 2777)2 + — <3 ) ,

22(27)2 33
w8 wb 3
= (2e(e? 4+ 9) + 27n)% + = (3-¢%)",

donde se busca donde el valor de cambia de signo con la motivaciéon de encontrar
las condiciones del teorema para determinar el tipo de solucion de solucion a la

ecuacion de tercer grado (ver anexo A2.2). Por lo tanto,
1 2 2 213
1(25(5 +9) +2T)" + (3—¢7)° =0,

se puede observar que para w = 0, el polinomio caracteristico Hp, (3.1.4) se reduce
a Hp, (\) = A3, cuyas raices son idénticas e iguales a cero. Por otro lado, para

w # 0 se tiene la expresion

(2&?(82 +9)+ 277))2 + (3 — &?)?, (3.1.5)

A

A1 (57 77) =
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Para simplificar la notacién, se denota A;(e,n) = A;, observando que este
discriminante no depende del valor de w. Esto implica que el parametro w no
influye en la determinacion del tipo de raices del polinomio caracteristico Hp,. En
otras palabras, aunque w afecta la escala de la dinamica del sistema de ecuaciones
diferenciales, no altera la naturaleza cualitativa del comportamiento del sistema,
la cual esta determinada por los tipos de raices que surgen como soluciones de la

ecuacion cubica asociada.

Se puede observar que la expresion (3.1.5) es una expresién implicita que involucra
la combinacion de los pardametros 1 y €, es posible obtener una expresion explicita

al despejar el parametro n, para A;. De la ecuacion
1 2 2 2\3
1(2&(5 +9)+27)*+ (3—¢°)° =0.

Se tiene que,
(2e(e* +9) +27n)? = —4(3 — &%),

es decir,
2e(e? +9) + 27Ty = £/ —4(3 — £2)3.

En resumen,

0= 227 <—5(52 1)+ /(2 - 3)3) . (3.1.6)

Con lo que obtiene una expresion 7, (g) para el pardmetro n en términos de ¢,
2 2
m(e) = 7 (—8(8 +9)+ /(g2 — 3)3) . (3.1.7)

Dada la raiz cuadrada en la expresion (3.1.7), existe un intervalo de valores de
e donde se obtienen valores complejos para 7;(¢), los cuales no son de nuestro

interés. Estos estan dados por aquellos ¢ tales que
(2 - 3)* <0, (3.1.8)

es decir,
g2 —-3<0, (3.1.9)

el < V3. (3.1.10)
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Ahora, se busca determinar el valor del valor de A; en la regién |¢| < v/3, es decir,

si se tiene un ¢’ € (—+/3,v/3) que signo tiene la expresion A(e’,n),

Ai(e,n) = i (2e( +9) + 277,)2 (3 — 2y

Siempre positivo

Donde ¢ estd acotado por |e] < V/3 entonces 3 — £2 siempre es positivo, por lo
tanto, en la regién |e| < v/3 el valor de A;(g,n) > 0, es decir, por el teorema A2.2,

se tiene dos raices son complejas conjugadas y una real.

Dado el teorema A2.2 se encuentra los valores donde el valor de A;(g,n) = 0 con

la condicién de que p = ¢ = 0, entonces para p; = 0 se calcula el valor de &

correspondiente,
3—e1=0
de donde,
—5% = -3,
de esta forma,
e1 = +£V3. (3.1.11)

Para ¢; = 0 se calcula el valor de 7y,
261(6% + 9) + 277’]1 = 0,

asi,

27 = —2e1(e2 4+ 9),

finalmente,
1

T o7

se tiene que con el valor de 1 = :I:\/g,

m == (—2a1(7 +9)). (3.1.12)

m= o (~2EVA)(EVE) +9))

1
=57 (:FQ\/§(3 + 9))
24
BRETAS
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Asi,

m(£V3) = chx/i (3.1.13)

A partir del Teorema de Cardano-Ferrari es posible elaborar un un espacio de
parametros bidimensional para estudiar el comportamiento de las raices del
polinomio caracteristico del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.
Dicho comportamiento brinda informacion local del punto de equilibrio del sistema
de ecuaciones diferenciales. Ahora hay que identificar estos puntos (++v/3 F g\/g)

en el espacio de parametros.

Hay que observar que en los puntos 1" = (v/3, —=8/9v3) v n; = (—v/3,8/9v/3)
se tiene que el determinante es nulo Al(j:\/g, :FS\/g) = 0. Por el teorema de
Cardano-Ferrari para el discriminante (ver anexo A2.2), se tienen una raiz triple

con valor A = qiéw.

Para la condicién A; = 0, con pg # 0, se debe cumplir € > /3, donde se tiene una
raiz doble y una raiz simple, las cuales estan dadas en la tabla 3.1.3 y se calculan

haciendo uso del teorema A2.2,

Tipo de raiz Ay =0, prgs #0
, _3n | ew

Raiz doble o 3
L 4p?  ew

Raiz simple — 9, 3

Cuadro 3.1.3: Raices para el polinomio (3.1.4) con la condicién pyq; # 0

Hay que observar que la expresion A; (3.1.5) depende unicamente de dos
parametros 1 y €, entonces la variacion de estos parametros generan condiciones
distintas para A;. Por el teorema de Cardano-Ferrari del discriminante, se tienen
tres posibilidades para las raices del polinomio caracteristico (3.1.4), es decir, tres
tipos de comportamientos globales en el sistema dindmico alrededor del punto fijo,

dicho comportamiento se puede visualizar en un mapa bidimensional en el plano
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(n,€). De esta forma las raices del polinomio caracteristico tiene tres posibilidades

de acuerdo al signo de A;. Esto se determina tres regiones dicho plano,

Proposiciéon 3.1.1. Sea el determinante Aq(e,n) se puede determinar tres

regiones en el plano bidimensional (1, ).

» Cuando A(e,n) > 0, dos raices son complejas conjugadas y una raiz es real,

region color verde.

» En caso de que A(e,n) = 0, todas las raices son reales y al menos dos de

ellas son iguales, curva color naranja.

» Si A(g,n) <0, todas las raices son reales distintas, region color amarillo.
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Figura 3.1.2: Dinadmica cerca del punto fijo en el origen.

3.1.2. Dinamica de los puntos de equilibrio.

La construccion de un mapa que guarde toda la informaciéon sobre posibles
comportamientos dindmicos en el sistema de ecuaciones (3.1.2) es vital para

comprender el comportamientos del sistema de interés.

Para el sistema de ecuaciones diferenciales dado en (3.1.2), se obtiene la expresion
de A, donde se observa que el pardmetro w no influye en la determinacién de la
combinacién de posibles raices del polinomio caracteristico (3.1.4). Esto implica

que, aunque w afecte la escala de Ay, no modifica la dindmica de los puntos fijos.

A continuacién, se construye un mapa bidimensional que muestra la informacién

sobre las raices del polinomio caracteristico en funcién de los parametros (g,7).
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Este mapa se obtiene a partir de la expresion de A; en (3.1.5), la cual permite
analizar la dindmica global alrededor de los puntos fijos. Para esto, se utiliza la
figura (3.1.2) y el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz presentado en la tabla
(3.1.1), con el fin de evaluar la estabilidad de las soluciones en funcién de los

valores de los parametros.

Para un estudio mas visual, hay que determinar regiones distintas, que estan
delimitadas analiticamente por el signo de la expresion A; y por las simplificaciones
del criterio de Routh-Hurwitz de la tabla (3.1.2).

0o
S
)

D

N

T —
1=\

1
e
1
L
N O

(o))

Figura 3.1.3: Regiones de comportamiento del sistema lineal.
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De esta forma se obtienen cuatro regiones que se describen a continuacién,

= Para A; > 0, se tiene una raiz real y dos raices complejas, donde el criterio

de Routh-Hurwitz genera dos regiones,

e Regién A: Se cumple e +71n > 0 y < 0; en esta region se tienen tres

raices con parte real negativa; por lo que, el sistema es estable.

e Region C: Se cumple > 0 o simultdneamente ¢ +1n < 0y n < 0; es
decir, que no se cumple el criterio de estabilidad de Routh, Se tiene
al menos una raiz con parte real positiva, por lo tanto, el sistema es

inestable.

= Para A; < 0, se tiene tres raices simples, donde el criterio de Routh-Hurwitz

genera dos regiones,

e Region B: En esta region se satisfacen las desigualdades e +n > 0y
1 < 0; es decir, se cumple se cumple el criterio de estabilidad de Routh.
Por lo que se tienen tres raices con parte real negativa, es decir, el

sistema es estable.

o Regién D: Se cumple la desigualdad n > 0 o simultaneamente las
desigualdes ¢ +7 < 0 y n < 0, es decir, no se cumple el criterio de
estabilidad de Routh, de esta forma, se tiene al menos una raiz positiva,

es decir, el sistema es inestable.

Ademas, hay 4 curvas que se describen a continuacién y delimitan las region recién

descritas.

= La curva generada por la igualdad A; = 0: sobre los puntos de esta curvas
todas las raices son reales y al menos dos de ellas son iguales. El criterio de

Routh-Hurwitz genera dos curvas en ella.

1. Al conjunto determinado por las restricciéon e +17 > 0y n < 0 se le
denota Cy, el cual se encuentra dentro de la region de estabilidad del
criterio de Routh; por lo tanto, las tres raices son son negativas, es
decir, el punto de equilibrio es estable, por lo tanto, el sistema es estable

(curva color negro en la figura 3.1.3).

2. Ahora, bajo las restriccién n > 0 o simultdneamente e +n7 <0y n < 0,

se tiene un conjunto que denotamos Cs, este se encuentra fuera de la
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region de estabilidad, uno de los tres valores propios es positivo, es
decir, el punto de equilibrio es inestable, por lo tanto, el sistema es

inestable (curva azul en la figura 3.1.3).
= La curva generada por € + 17 = O:

3. Bajo la restriccién de np < 0 se tiene el conjunto que denotamos por Cs.
En este se observa la transicién de regién estable a inestable (curva

color verde en la figura 3.1.3).
= La curva que es generada por n = 0:

4. Bajo la restriccion de € > 0 a este conjunto se le denota C,, donde se
observa la transicién de region estable a inestable (curva rojo en la
figura 3.1.3).

Hay 4 puntos puntos destacables en el diagrama:

1. El origen (e,n7) = (0,0), en este caso en que se reduce el polinomio
caracterfstico a la expresion A3 + w?\ = A(A\? + w?), entonces se tiene
las raices del polinomio caracteristico son A\; = 0 y Ag3 = £iw, es decir, una
raiz nula y dos raices complejas puras. Este punto genera las condiciones

necesarias para la posible aparicién de una bifurcacién de tipo fold-Hopf.

2. El punto (¢,7) = (V/3, —%\/g), limite de condiciéon para 1n,(g), como se
muestra en (3.1.13), es el valor para la condiciéon p; = ¢; = 0 con lo que se
generan tres raices idénticas negativas; por lo tanto, el sistema es estable ya

que cumple con las condiciones del criterio de Routh-Hurwitz 3.1.2.

3. El punto (g,n) = (—\/g,g 3), limite de condicién para 7;(g), como se
muestra en (3.1.13), es el valor para la condiciéon p; = ¢; = 0 con lo que se
generan tres raices idénticas inestables porque no cumple con el criterio de

Routh-Hurwitz.

4. El punto (g,n) = (2,—2), en este caso que se reduce el polinomio
caracteristico a la expresion A+ 2w \2+w?\ = A(A\?+2wiA4w?) = A(A4w)?;
entonces se tiene las raices A\ = 0y A\y3 = —w. Al tratarse de un sistema
lineal y con la aparicién de un A\; = 0 muestra que las soluciones son

perpendiculares al vector propio asociado a A;.

Finalmente se construye una tabla con las condiciones que se cumplen en cada
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region, en ella se usan los siguiente simbolos, los cuales denotan:

= Vv se cumple la condicién.

= X se niega la condicién.

= — no se considera la condicion, ya que se consideran las minimas condiciones.

Hay conjuntos que toman mas de una fila, esto denota que la unién de los conjuntos

que forman cada fila son las que definen al conjunto.

Condiciones

Conjuntos A1>O‘A1:O‘77+8>O‘77<0‘77:O‘77+8:0
Regiéon A v X v v —
Region B X X v v — —
., v X X v — —
Region C 7 > — ” — —
Regién D x x X Y — —
X X — X — —
C; — v v ve — -
— v X v - -
Ca — v — X — —
Cs — - - ve — v
Cy — - v - v -

Cuadro 3.1.4: Resumen de conjuntos bajo las condiciones de parametros ny ¢
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Capitulo 4

Analisis dinamico del modelo no

lineal.

En el capitulo cuatro, se justifica reemplazar el término lineal by en la primera
ecuacion de Rocard (2.2.1) por el término b (1 — Z—i) y, lo que introduce una no
0

linealidad en el sistema,

diy ?JQ

— = — b(1l—- % 4.0.1

dys

= =k 4.0.2

22— k(y+ ), (402

dy

—— = —1s. 4.0.
mdt Y2 (4.0.3)

Este cambio transforma el sistema original en un sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales, permitiendo capturar dindmicas mas complejas y comportamientos no
lineales que no podrian ser descritos adecuadamente mediante el modelo lineal

original.

De manera anéloga al capitulo anterior, al realizar la sustitucién mencionada,
la ecuaciéon diferencial de tercer orden equivalente se deduce aplicando los pasos
correspondientes. Con esta modificaciéon, se obtiene la siguiente ecuacion diferencial

de tercer orden,

mjy"+amy+ky+k:la+b<1—§2>]y=0. (4.0.4)
0
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A la ecuacién diferencial de tercer orden (4.0.4), se divide entre m con el
objetivo de simplificar los coeficientes. Posteriormente, se introducen las siguientes

sustituciones:
) a4 = ew, b:WWa Y =Yooz, 907&07

Con estas sustituciones, la ecuacion resultante adquiere la forma adimensionalizada,

lo que facilita el analisis de su dindmica. La ecuaciéon diferencial transformada es:

Yo 2+ yoew? + yow?s 4 w? [ew + qw] yoz = 0,

Esta forma simplificada permite explorar las propiedades cualitativas del sistema

y realizar simulaciones numéricas con parametros mas manejables,

2+ ew? + w?i + w? [54—77(1 —22)} z=0. (4.0.5)

A la ecuacién de tercer orden (4.0.5) se modifica nuevamente con el propédsito
de obtener una soluciéon con comportamiento de oscilador donde su frecuencia
dependa mas en la amplitud. Para ello, se considera la sustituciéon 1 — z? por la
32
4

. 2
expresion 1 — 2% — =5,

22
5+ ewd + w4 o [64—77(1—22—22)]2:0. (4.0.6)
w

Para reescribir la ecuacion de tercer orden (4.0.6) como un sistema de ecuaciones

diferenciales de primer orden, se despeja Z’

22
3 = —ewi + Wi —w? l5+77<1—22—22>] z,
w

se introducen las siguientes sustituciones,

Sustituyendo estas relaciones en la ecuacion diferencial de tercer orden (4.0.6) se
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obtiene,
2

&= —ewi + w?s — w? ls—i—n(l—zQ—a:Z)] z.
w

Ahora se toma § = w {5 +1n (1 — 22— %)} z, con lo que se obtiene

&= —ewd + w?z — wy.
Se integra respecto t y se factoriza —w,

T =—w(er +wy +wz) + ¢,

La constante c¢; resulta de la integracion respecto del tiempo, esta constante
desplaza la solucion, es decir, el comportamiento ¢; unidades en la variable x,

para simplificar se puede tomar ¢; = 0.

Con lo que se obtiene un sistema de ecuaciones de primer orden no lineal de Rocard
( ) el nuevo sistema dindmico de Rocard se define por el sistema de

ecuaciones diferenciales,

dz
dt
dy , T2

dtzcu[S—l—n(l—z _Lﬂﬂ z, (4.0.7)
dz
dt

= —w(exr + wy + wz),

:1‘7

4.1. Puntos de equilibrio

Ahora se calculan los puntos de equilibrio que presenta el sistema de ecuaciones

diferenciales (4.0.7), son tales que,

—w(er +wy +wz) =0, (4.1.1)
22
wl5+n<1—z2—2>]z:(), (4.1.2)
w
z=0. (4.1.3)

Para calcular los punto de equilibrio se sustituye (4.1.3) en (4.1.1) y (4.1.2),
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ademéas w, z # 0 con lo que se obtienen las relaciones,

y=—2z, (4.1.4)
n(1-2%) =-¢ (4.1.5)
De la expresion (4.1.5),
/ €
z2=,14+— (4.1.6)
n
Todos los puntos de equilibrio se encuentran sobre los planos plano z = 0y z = —y.

Entonces los puntos de equilibrios estan dados por,

P, = (0,0,0), (4.1.7)

Py = (0, \/"Jrg,—\/?”g), (4.1.8)
n 7

P3:<0’_\/n+57\/n+5>.

7 7

Los puntos de equilibrios distintos del origen P, y P53 deben de cumplir que la

(4.1.9)

coordenada z (4.1.6) sea un valor real,

1+ >0,
n

es decir,

v
L

(4.1.10)

S O

4.2. Linealizacién en puntos de equilibrio

Ahora se obtendra el comportamiento local alrededor de los puntos de equilibrio,
para ello se obtiene una linealizacién del sistema de ecuaciones (4.0.7), para ello

se calcula la matriz Jacobiana del sistema de dinamico,

ot 0% O 2 2

DF = |90 80 S| =|-2%gz 0 —Z’+wle+n—3p22)|. (42.1)

9z 9z 0z
on oy 05 1 0 0
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Se calcula la estabilidad en el punto de equilibrio P, = (0,0, 0), para ello se evalia

la matriz Jacobiana (4.2.1) en el punto de equilibrio P; entonces se obtiene,

—we  —w? —w?
DF(P)=| 0 0 we+n]. (4.2.2)
1 0 0

Esta matriz corresponde a la misma matriz del sistema de ecuaciones lineales

(3.1.3), y el polinomio caracteristico corresponde con,

Hp (\) = A3 + ewd? + WA + Wi (e + 1),

el polinomio caracteristico coincide con la ecuacion (3.1.4).

El polinomio caracteristico que corresponde con los puntos P, y Ps es identico
dado que la matriz Jacobiana DF en la relacion (4.2.1) no depende la componente

y v la componente z se eleva al cuadrado, entonces,

—we  —w? —w?
DF(P,)=DF(P)=| 0 0 —2w(s+n) (4.2.3)
1 0 0

Se calcula el polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana evaluada en P, y Ps:

—we — )\ —w? —w?
= 0 —A —2w(e+n)
1 0 -A
—w? —w? —we — X\ —w?
- SN
-\ —2w(e+n) 0 -

= —w’(=2w(e + 1)) = (=A)(=w?) + (=) (=A)(—ew = )
= — A% —ewA? — WA + 203 (e + 1)

En resumen, el polinomio caracteristico en los puntos de equilibrio P, y P; esta
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dado por,
Hp,(\) = Hp,(A) = N’ + cwA® + w’X — 2w (e + 1) (4.2.4)

4.3. Analisis de polinomios caracteristicos

Dado que el polinomio caracteristico de la linealizacién del origen es igual que el
polinomio caracteristico del sistema lineal (3.1.2), entonces se obtiene el mismo
analisis ya realizado en el capitulo anterior para el comportamiento local alrededor

del origen.

Las condiciones de estabilidad dadas por el criterio de Routh son,

Primer elemento | Segundo elemento | Tercer elemento
Condicién ew >0 5 w(e+mn)>0
Simplificacion e>0 n <0 e+n>0

Cuadro 4.3.1: Criterio de Routh-Hurwuitz expresiones simplificadas.

El discriminante asociado del polinomio caracteristico asociado al origen

corresponde con,

(26(> + 9) +270)" + (3 — ).

o]

A1 (57 77) =

Para calcular el valor de Ag(s, n,w) para el polinomio Hp,, primero se calcula el

3w? — (ew)? 5 (3 —¢&?
pQ—f—W 3 )

valor de ps

también se calcula el valor de ¢,

_ 2(ew)? — 9(ew)w? 4 27(—2w? (e + 1))
q2 = o7 )

(2e® — 9¢ — bde — 54n),

_
27
w3 9
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De esta forma,

R 2 2
Ag(e,n,w) = (CJ;) + (Z;Q) :
6 6
_ 4‘”36 (£(28% — 63) — 54n)% + %(3 _e2)3,

donde lo que se busca es donde el valor de cambia de signo con la motivaciéon de

encontrar las condiciones del teorema A2.2, por lo tanto,

1
Z(5(262 —63) —54n)* + (3 — %) = 0.

Donde w # 0 se obtiene la expresion siguiente,

Ao(e,n) = 7 (2(22% — 63) — 54n)” + (3 - £%)° (4.3.1)

1
4
Por simplicidad As(e,n) = Ag, observemos que la dindmica cualitativa local del
sistema no depende del valor de w, la dinamica local alrededor de los puntos de

equilibrio del sistema no depende de pardmetro w pues omega > 0.

El discriminante (3.1.5) es una expresién que depende de los pardmetros n y ¢,
ahora se obtiene una expresién dos posibles expresiones para el parametro 7,
1 2 2 2\3
~(e(28* = 63) — 54) + (3—%)° =0,
4
£(2e% — 63) — 5dn = £,/ —4(3 — £2)3

n= —514 (—5(252 —63) £ 2¢/(e2 — 3)3) :

Se tiene dos posibles expresiones para n en términos de €.

1

no(e) = — (—5(252 —63) +24/(e2 - 3)3> : (4.3.2)

Dada la raiz cuadrada en la expresién (4.3.2), se debe encontrar el intervalo de
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valores de € donde esta definida la expresion ny(e),

(e = 3)° >0,
e2-3>0,
e2 > 3,

| > V/3.

Ahora busca determinar el valor del discriminante Ay en la region || < v/3, para
el valor de Ay (4.3.1),

(c(2% — 63) — 54)” +(3 — £2)°.

1
AQ(Eu 77) = Z

Siempre positivo

En la region |¢| < /3 el valor del discriminante Ay(e,n) > 0, es decir, por el

teorema (A2.2), se tiene dos raices son complejas conjugadas y una real.

Los valores donde se cumple Ay(g,71) = 0 con la condicién de que p = ¢ = 0, para
po el andlisis es el mismo que para p; dado que p; = po, en estos casos se tiene

que g9 = ++/3. Para q2 se obtiene g9 = ++/3, con lo que se calcula ns:

£9(2e3 — 63) — 54m, = 0,
—54n, = —e(2e5 — 63),

se sustituye el valor 5 = +/3

= (~(EVHEVE - 63).
=~ (FV30203) - 63)),

con lo que se tiene el punto,

m(+V3) = JFZ\@. (4.3.3)

Para el valor de Ay(£+/3, :Fg—z\/g) = 0, por el teorema de Cardano-Ferrari A2.2
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se tienen raices triples en A = $§w.

Para la condiciéon de Ay = 0 con pg # 0, se debe de cumplir € > /3 ya que para la
regién € < v/3 se tiene un discriminante siempre positivo, con ayuda del teorema

A2.2 se tiene una raiz doble y la raiz simple, las cuales estan dadas por:

Tipo de raiz Ay =0
) 3qa  Ew
Raiz doble 20, 3
o 4p; | ew
Raiz simple 90, 3

Cuadro 4.3.2: Raices para el polinomio (4.2.4) con las condiciones de psgs # 0
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4.4. Consecuencias del criterio de estabilidad de

Routh-Hurwitz.

Se toma el polinomio caracteristico de la linealizacion del origen, ecuacién (3.1.4),

que coincide con el andlisis del sistema lineal (3.1.3).

Ahora se toma el polinomio caracteristico de la linealizacion de los puntos fijos
fuera del origen, ecuacién (4.2.4), se construye su respectiva tabla para el criterio
de Routh-Hurwitz:

’ Tabla de Routh-Hurwitz ‘

1 w?

Ew —2ew3 — 2nuw?
w?2-(3¢+2n) 0
2w (—e — 1) 0

Cuadro 4.4.1: Tabla de Routh-Hurwuitz para el polinomio caracteristico asociada
los punto P, y Ps.

La estabilidad del punto fijo estda dada si en su respectiva tabla de Routh-Hurwitz
no existen cambios de signo en la primera columna, donde dado el cambio de
variable (3.1.1), implica que el pardmetro w > 0, con lo que se analizan los

elementos correspondientes a la primera columna de la tabla (4.4.1),

Primer elemento | Segundo elemento | Tercer elemento
Condicién ew >0 WI0Be2) ) 2w3 (—e—n) >0
Simplificacién e>0 3e+2n>0 e+n<0

Cuadro 4.4.2: Simplificacion de las condiciones para los parametros del criterio
de Routh-Hurwitz para el polinomio caracteristico en los punto P, y Ps.

De esta forma los puntos distintos del origen son estables cuando se cumplen las
condiciones € > 0, 3¢ +2n > 0 y € + 71 < 0. Se elabora una mapa con los dos

pardametros en la figura (4.4.1).

Dada la condiciéon € + n > 0 se puede concluir que en la linealizacién de los
puntos de equilibrio del sistema (2.2.2) no se puede tener que todos los puntos de
equilibrio son estables simultaneamente; por lo tanto, se tienen tres casos para la

estabilidad en la linealizacién cuando se tienen tres puntos fijos,
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‘M
2
6i_
4 5 0[N 2 4
R
N\
2 RN
\5 \l
\r\ N
4 \ ~N

N N~

Figura 4.4.1: Regién de pardmetros € y 1 donde la linealizaciéon de los puntos
diferentes al origen son estables.

Caso | Punto en el origen P, Puntos P, y Ps Color de region
1 Inestable Inestables Region blanca de figuras 3.1.1 y 3.1.1
2 Estable No existen los puntos Regién morada figura 3.1.1
3 Inestable Estables Regién verde figura 4.4.1

Cuadro 4.4.3: Posibilidad de estabilidad en los puntos de equilibrio del sistema.

Se observa que en el comportamiento local alrededor de los puntos de equilibrio

del sistema no hay estabilidad simultanea en los puntos de equilibrio.
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4.5. Conjuntos de parametros.

Se puede observar que la linealizacion del sistema (2.2.2) obtiene que w no afecta
en la determinacién del discriminante en la linealizacién cerca de los puntos fijos, el
valor de Ay(e,n) que se muestran en las relaciones (4.3.1) y (3.1.5) respectivamente,
se puede elaborar un mapa en dos dimensiones para observar el comportamiento de

los tres puntos fijos con ayuda de los teorema de Routh-Hurwitz y Cardano-Ferrari.

La ideas central es usar la informacién obtenida por los dos teoremas para los dos

polinomios caracteristicos y la condicion de existencia de los puntos distintos del

origen.
N
N
~N
\ 2.
6;
h Y |
-4 -2 0]~ 2 4
N
-2
~N
4 N

Figura 4.5.1: Regiones donde aparecen los puntos fijos distintos del origen.

Dados los puntos de equilibrio para el sistema no lineal (4.1.7) - (4.1.9), se debe
cumplir la relacién €/n > —1. El eje horizontal representa a la variable € y el eje

vertical representa 7).

La region en color azul es donde la combinacién de pardmetros genera 3 puntos de
fijos, mientras que fuera de esta region solo se tiene un punto fijo en el origen. Se

obtiene la figura correspondiente a Ay (e, ) que se muestra en la ecuaciéon (4.3.1).

La figura 3.1.3 para A;(e,n) en el andlisis lineales la misma la figura para la

estabilidad local alrededor del origen.
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Figura 4.5.2: Dinamica cerca de los puntos fijos fuera del origen.

Dado que solo en la regién azul de la figura (4.5.1) se encuentran las condiciones
para que existan puntos fijos distintos del origen, entonces debe limitarse la figura

(4.5.2) a la regién azul de la figura (4.5.1), con lo que se obtiene la figura (4.5.3).

Figura 4.5.3: Dinamica cerca de los puntos fijos fuera del origen en la regiéon
donde se cumple ¢/n > —1.

Al analizar los polinomios caracteristicos en funciéon del discriminante en las
figuras (3.1.2), (4.5.3) y su estabilidad de los puntos de equilibrio con los criterio
de Routh-Hurwitz en las tablas (3.1.2) y (4.4.2), entonces se generan 16 regiones

diferentes delimitadas por 28 curvas y 13 puntos de interseccion.
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Figura 4.5.4: Regiones del sistema no lineal.


https://www.desmos.com/calculator/dc222c8ac5

4.5. Conjuntos de parametros. A7

Como se ha comentado en el sistema (4.0.1) - (4.0.3) el parametro w no afecta
para la determinacion local de la dindmica de los los puntos fijos, ya que al calcular
los discriminantes Aq(e,n) y Ay(e,n) estos no dependen del pardmetro w que se
muestran en las relaciones (3.1.5) y (4.3.1), se puede elaborar un mapa en dos
dimensiones de la informacion de las raices del polinomio caracteristico que dan
la dindmica de los puntos fijos, esta informacién se analiza en las figuras (3.1.2)y
(4.5.2), ademéds de considerar la estabilidad mediante el criterio de Routh-Hurwitz
que se obtiene en las tablas (3.1.1) y (4.4.1).
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4.5.1. Casos especiales para los polinomios caracteristicos.

4.5.1.1. Raices igual a cero en los polinomios.

Es importante analizar los polinomios caracteristicos Hp,(A) y Hp, (\), en especial
donde la parte real de las raices de dichos polinomios es cero, para ello se toma
primero Hp (0) = 0, es decir, que condiciones de los parametros generan A\ = 0

como raiz del polinomio
Hp, (0) = 0° 4+ £w(0)* + w?(0) +w’(e + 1) = w’(e +1) = 0,

es decir,
= —n. (4.5.1)

Ahora para Hp,(0) = 0,
Hp,(0) = 0° + ew(0)? + w?(0) — 2w?(c + 1) = —2w’(e + 1) = 0,

se obtiene la misma relacién que expresion (4.5.1), los polinomios Hp,(\) y Hp, (N)

bajo la condicién de € = —n), resultan en el mismo polinomio,
Hp (N) = Hp,(A) = AN — A + w?) (4.5.2)

El polinomio cuadratico resultante de la factorizacién no cuenta con otra raices
igual a cero, ya que w > 0, ademas n = 0 obtiene raices complejas imaginarias
puras, es decir, bajo la condiciones n = ¢ = 0, se tiene una raices iguala cero y

dos imaginarias puras conjugadas. El inico punto de equilibrio es el origen.

4.5.1.2. Raices imaginarias puras conjugadas.

Para encontrar la existencia de raices imaginarias puras conjugadas, se toma
primero el polinomio caracteristico Hp, (A) y se sustituye A = ib y A = —ib, con
be R\ {0},

Hp, (ib) = (ib)® + ew(ib)* + w?(ib) + w*(c + 1),
= —ib® — ewb® + w?ib + w3 (e + 1), (4.5.3)
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ademas,

Hp, (—ib) = (—ib)® + ew(—ib)* 4+ w?(—ib) + w*(e + 1),
= ib® — ewb?® — w¥ib + w(e + 1), (4.5.4)

si A = £ib son raices del polinomio caracteristico asociado al origen, entonces,

Hp,(—ib) = Hp,(ib) = —Hp, (ib) = —Hp,(—ib) = 0, por lo tanto,

Hp,(—ib) = Hp, (ib),
ib® — ewb? — w?ib + wi(e + 1) = —ib® — ewb® + Wb + Wi (e +n),
2ib® — 2iw?b = 0,
20i(b* — w?) = 0. (4.5.5)

Dado que b # 0, entonces se tiene la condicién para el parametro w = +b, ahora
se toma Hp, (—ib) = —Hp, (ib),

Hp, (—ib) = —Hp, (ib),
ib® — ewb® — w?ib + w(e +n) = ib® + ewb® — Wb — w(e +n),
—2b%cw + 2ew® + 2nw® = 0, (4.5.6)
como w = +b, entonces de la expresién (4.5.6) resulta en:
2nw® =0

n=0 (4.5.7)

por lo tanto, se tiene la condiciéon 1 = 0, y la variable € queda como variable libre,

entonces el polinomio caracteristico bajo la condicién 1 = 0 resulta en,

Hp, (A) = X* + ebA? + b* X + w’e = (A — ib) (A + ib)(\ + be). (4.5.8)

Ademas para la condicién 1 = 0, el tinico punto de equilibrio es el origen.
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Para encontrar la existencia de raices imaginarias puras conjugadas, en el segundo

polinomio caracteristico Hp, () y se realiza el mismo procedimiento, sustituir
A=iby A= —ib,conbe R\ {0},

Hp,(ib) = (ib)® + cw(ib)? + w?(ib) — 2w (e + 1),
= —ib® — ewb® + iw?b — 2w (e + 1), (4.5.9)

ademas,

Hp,(—ib) = (—ib)® + ew(—ib)* 4+ w*(—ib) — 2w*(c + 1),
= ib® — ewb? —iw?b — 2w (e + 1), (4.5.10)

si A = =£¢b son raices del polinomio caracteristico asociado al origen, entonces,
le(—ib) = le (Zb) = —le (Zb) = —le(—ib) = 0, por lo tanto,

Hp,(—ib) = Hp,(ib),
ib® — ewb® — w?ib — 2w’ (e + 1) = —ib® — ewb® + w?ib — 2w (e + 1),

2ib% — 2iw?b = 0,

2bi(b* — w?) = 0. (4.5.11)

Dado que b # 0, entonces se tiene la condicion para el parametro w = +b, ahora
se toma Hp,(—ib) = —Hp, (ib),

HPz(_ib) = —Hp, (Zb)’
ib® — ewb® — Wb — 2w (e + 1) = ib® + cwb® — w?ib + 2w (e + ),

1
—4w <2b25 +ew? + nw2> =0 (4.5.12)

como w = +b, entonces de la expresién (4.5.12) resulta en:

3

Wl nw?=0

2
= - 4.5.13

=5 ( )

por lo tanto, se tiene la condicién n = —3¢/2, y la variable £ queda como variable
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libre, entonces el polinomio caracteristico bajo la condicién n = —3¢/2 resulta en,

Hp,(\) = X* + ebA? + b*\ + w’e = (A — ib) (A + ib)(\ + be). (4.5.14)

Ademés para la condicién n = —3e/2 los puntos de equilibrio P, y Pj se encuentran

bien definidos definidos y a una distancia fija del origen,

1 2 1 2
—5€ —5€
Py = | Py = O“HH +($ )
—56 —56
B /1+1_\/§
V3 3 V3

por lo tanto, los puntos P, y P se encuentran a una distancia de 1/2/3 del origen.

4.5.1.3. Relacion con el criterio de Routh.

La condiciéon de existencia de los puntos diferentes del origen se encuentra
delimitado con la condicién 4.5.1, lo que indica que existe una variedad central
asociada al cero, esta variedad aparece en los tres puntos de equilibrio, donde se
muestra que exactamente en ese valor n = —¢ los 3 puntos de equilibrio son el

origen, lo que puede indicar un tipo de bifurcacion de tridente.

Para el polinomio caracteristico asociado al origen (3.1.4) se tiene que bajo la
condicién n = 0 (4.5.7), se tiene raices imaginarias puras, que implican una posible
bifurcacién de tipo Hopf, ademas la condicion nn = 0 delimita una parte de la region
generada por el criterio de Routh siendo la cota superior del segundo elemento de
la tabla 3.1.2.

Para el polinomio caracteristico asociado a los puintos distintos del origen (4.2.4)
se tiene que bajo la condicion n = —%5 (4.5.13), se tiene raices imaginarias puras,
que implican una posible bifurcacion de tipo Hopf, ademés la condiciéon n = —%5
delimita una parte de la regién generada por el criterio de Routh siendo la cota

superior del segundo elemento de la tabla 4.4.2.
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4.5.2. Regiones del espacio de parametros.

Ahora con la informacién sobre la tabla de Routh-Hurwuitz, los discriminantes
de los polinomios caracteristicos y la condiciéon de existencia de los puntos de
equilibrio distintos del origen se puede generar regiones con comportamientos
locales definidos por el Teorema de Cardano-FerrariA2.2 y el criterio de Routh
Al.1.

Se construye una tabla con la informacion de las condiciones que se cumplen en
cada region, en ella se usan los siguiente simbolos, que tienen los significados que

se en listan,
= Vv se cumple la condicién.
= X se niega la condicién.

= — no se considera la condiciéon ya que es consecuencia de las anteriores o no

es valida.

Las condiciones resultantes con los simbolos v y X son las minimas y estas
implican las condiciones que que estan marcadas con el simbolo — , es por ello,
que no se consideran. También es posible que se tomen condiciones como negar la
existencia de los puntos diferentes del origen lo que implica que el discriminante
para los puntos distintos del origen no se considera puesto que no existen, esto

sucede en la region 1 en la tabla, 4.5.1.
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23

Regiones Condiciones
A >0 A >0[n+e>0[n<0]e/n>-1[3+2n>0

1 % = > - § -
2 v _ v 7 ~ >
; Y v v x % -
4 v v < v 7 ~
) X v > 7 7 >
6 X v < 7 7 ~
7 X _ v 7 ” >
8 X _ > > v -
9 v X v X 7 =
W Y X X v v v
= X X v X v X
2 . X X v v v
13 a N v X v -
1 v X v v v X
1 v X X v v X

10 v v X v v X

Cuadro 4.5.1: Resumen de regiones bajo las condiciones de pardmetros n y € en

AlyAQ
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Se describe la estabilidad local del sistema en las 16 regiones senaladas en la figura
4.5.4, ademas como ya se verificaron todas las condiciones donde la linealizacién
falla, es decir, donde la parte imaginaria de las raices del polinomio caracteristico
se anulan, entonces, las 16 regiones a continuacién siempre tienen parte real

distinta de cero, ya que no cumplen ninguna de las condiciones (4.5.7) y (4.5.13),:
1. Regién 1. El origen es el tinico punto fijo.

= Las raices del polinomio caracteristico d; generan una raiz real y dos
raices complejas conjugadas, es decir, el sistema genera oscilaciones

alrededor del punto fijo.
= El punto fijo del origen es inestable.
2. Region 2. El origen es el tinico punto fijo.

= Las raices del polinomio caracteristico generan una raiz real y dos raices
complejas, es decir, el sistema genera oscilaciones alrededor del punto

fijo.
= El punto fijo del origen es estable.
3. Regién 3. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices de los polinomios caracteristicos generan una raiz real y dos
raices complejas, es decir, el sistema genera oscilaciones alrededor del

punto fijo.
» Los 3 puntos fijos son inestables.
4. Regién 4. Se tienen 3 puntos fijos.

= Las raices de los polinomios caracteristicos generan una raiz real y dos
raices complejas, es decir, el sistema genera oscilaciones alrededor del

punto fijo.
= El punto en el origen es inestable.
= Los puntos fuera del origen son estables.
5. Regién 5. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices del polinomio caracteristico del origen generan tres raices

reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones alrededor
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del punto fijo.

= Las raices de los polinomios caracteristicos distintos del origen generan
una raiz real y dos raices complejas, es decir, el sistema genera

oscilaciones alrededor del punto fijo.
= Todos los puntos fijos son inestables.
6. Regién 6. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices del polinomio caracteristico del origen generan tres raices
reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones alrededor

del punto fijo.

» Las raices de los polinomios caracteristicos distintos del origen una
raiz real y dos raices complejas, es decir, el sistema genera oscilaciones

alrededor del punto fijo.
= Los puntos fijos fuera del origen son estables.
= El origen es inestable.
7. Region 7. El origen es el inico punto fijo.

= Las raices del polinomio caracteristico del origen generan tres raices
reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones alrededor

del punto fijo.
= Kl origen es estable.
8. Region 8. El origen es el tinico punto fijo.

= Las raices del polinomio caracteristico del origen generan tres raices
reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones alrededor

del punto fijo.
= El origen es inestable.
9. Regién 9. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices del polinomio caracteristico del origen generan una raiz real
y dos raices complejas, es decir, el sistema genera oscilaciones alrededor

del punto fijo.
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» Las raices de los polinomios caracteristicos distintos del origen generan
tres raices reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones

alrededor del punto fijo.
= Todos los puntos fijos son inestables.
10. Regién 10. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices del polinomio caracteristico del origen generan una raiz real
y dos raices complejas, es decir, el sistema genera oscilaciones alrededor

del punto fijo.

= Las raices de los polinomios caracteristicos distintos del origen generan
tres raices reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones

alrededor del punto fijo.
= Kl origen es inestable.
= Los puntos fijos fuera del origen son estables.
11. Regién 11. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices de todos los polinomios caracteristicos generan tres raices
reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones alrededor

de los punto fijo.
= Todos los puntos fijos son inestable.
12. Regién 12. Se tiene 3 puntos fijos.

= Las raices de todos los polinomios caracteristicos generan tres raices
reales distintas, es decir, el sistema NO genera oscilaciones alrededor

de los punto fijo.
= Kl origen es inestable.

= Los puntos fijos fuera del origen son estables.
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Se construye una tabla con el resumen de las condiciones que se cumplen en cada

curva, donde se usan los siguiente simbolos que denotan:
= v se cumple la condicion.
= X se niega la condicién.

= — no se considera la condicién.

4.5.3. Curvas del espacio de parametros.

Las condiciones resultantes con los simbolos v y X son las minimas y estas
implican las condiciones que que estan marcadas con el simbolo — , es por ello,
que no se consideran, también es posible que la curva principal sea la cota de la
desigualdad que no se este tomando a consideracion, esto sucede en la curva I'y
donde la curva principal es €/ > —1 y no se considera €/ = —1 ya que es la

cota de la desigualdad.
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I Curva Restricciones

‘| principal A1>O\A2>O\n<0\€/n>—1\38+277>0
1 % -1 X X v — v
2 %: 1 X X X — X
3 %— -1 v v v — v
4 %: -1 v v X — X
5 A1 =0 — X X v X
6 A =0 — X v v v
7 n=mn(e) - - v X v
8 | n=mn(e) - - v X v
9 | n=mn(e) - - X X X
10| n=mn{(e) — — X X X
11 A =0 — v v v X
12 A =0 — v X v v
13 A =0 — v X v X
14 Ay = — v v v v
15 Ay=0 X — X v X
16 Ay =0 X — v v v
17| n=mn,(e) v — v v v
18| n=mn5(e) v — v v v
19 Ag =0 v — v v X
20 AQ = v — X v v
21| n=mn,(e) v - X v X
22 | n=mn;(e) v - X v X
23 n=0 — v — — v
24 n=20 — X — — v
25 n=20 — v — — X
26 n=20 - X . — X
271 3e+2n=20 v v v v —
28| 3e+2n=0 X v v v —

Cuadro 4.5.2: Resumen de curvas con condiciones de parametros 7 y e.

Se debe resaltar que las curvas I'y a I'y corresponden con la condicién (4.5.1) que
implica que existe un cero en los polinomios caracteristicos de todos los puntos de

equilibrio del sistema, por lo tanto, la linealizacién no aplica en dichas curvas.

Ademaés en las curvas ['y3 a I'gs corresponden con la condicion (4.5.7) que
implica que existe raices complejas imaginarias puras conjugadas en el polinomio
caracteristico asociado al origen, por lo tanto, la linealizacién no aplica en dichas

curvas.

Para finalizar las curvas I'y; y I'yg corresponden con la condicién (4.5.13) que

implica que existe raices complejas imaginarias puras conjugadas en el polinomio
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caracteristico asociado a los puntos distintos del origen, por lo tanto, la linealizacion

no aplica en dichas curvas.

El resto de curvas puede ser descrito el comportamiento local con los teorema de

Routh y Cardano.

4.5.4. Puntos del espacio de parametros

Los puntos de interés en la figura (4.5.4) son aquellos donde se crea una unién con
distintas region, ya que la dinamica alrededor de este punto puede representar una
alta sensibilidad a que cualquier variacion en los parametros puede desencadenar
en comportamientos diferentes, por ejemplo, el origen es un punto de interés ya

que conecta distintas regiones y curvas.

En el andlisis de los polinomios caracteristicos del origen y los puntos fuera del
origen se encontraron los puntos muestran que existen dos puntos (j:\/g, IF%\/§>
(4.3.3) donde las tres raices de la linealizacion son idénticas, de la misma forma se

encontrd que para el origen existen dos puntos (i\/g, :Fg\/g) (3.1.13).

Pero aun existen puntos por determinar en el espacio de parametros

La curva generada por A;(e,n) = 0 se intersecta con las curvas ¢/n = —1y
3e 4+ 2n = 0, primero se toma la condicién € = —n en la curva A; = 0,
Ai(=n,n) =0,
1

S (20 () + 9) +27) + (B~ (=P =0,

4
(—2773 + 977)2 +4(3 —n*)? =0.

El procedimiento es analogo para Ay = 0 bajo la misma condiciéon € = —n,

Ao(—=n,n) =0,
1 (200 = 63) = 59)" + (3.~ (-n)*)" =0,

4
(—2773 + 977)2 +4(3 —n*)? =0,

Se llega a la misma relacién con ambas expresiones A1 y As, con lo que se muestran

que se tiene una interseccién entre las dos curvas formadas por Ay =0y Ay =0
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y la curva €/n = —1, se continua con la simplificacién para encontrar el punto

exacto,

An® — 360" + 81n* 4+ 108 — 1081 + 361" — 4n° = 0,
108 — 27n* = 0,

con lo que se tienen dos soluciones n = £2, dado que se encuentra en la curva
e/n = —1, entonces el punto de interseccién esta dado por hy = (2,—-2) y
hy = (—2,2). Existe dos puntos de interseccién entre las curvas generadas por las

ecuaciones 1, (4.3.2) y my (3.1.7), para € > 0 para el primero se toma,

1 2 N3\ __ 1 2 2\3
27(—25(9& +9>— —4(3—5))——54<—5(25 —63)+ —4(3—5)),
1 1
_ 2 _ = 2 —. _~2)3
25(5 +9)—25(25 63)+2\/ 4(3 —¢€?)7,
27 1
8 Zloo D\ /—4(3-e2)
3e 5 € 5 (3 —¢?)

Ya que la soluciéon a la ecuacion anterior implica resolver una ecuacion de grado
6 entonces se implementa un algoritmo numérico con el fin de obtener una
aproximacién, para ello se utiliza el método de punto fijo, donde a partir de la

ultima expresion se encuentra una funcién para iterar,

27 1
= et £2)°, (4.5.15)

Se toma f™(g) como la n—iteracién de la funcién (4.5.15), entonces se obtiene la

siguiente tabla de iteraciones,

f"(2)
2.05408004925
2.06413778459
2.06587305341
2.06616821560
2.06621829807

Tk W N~ 3

Cuadro 4.5.3: Iteraciones para el punto hs

Entonces se obtiene 7,(2.06621829807) = 72(2.06621829807) = —2.13682571104,
por lo tanto, el punto hs = (2.06621829807, —2.13682571104). La solucién exacta
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se puede encontrar en el apéndice.

De forma similar para el segundo punto de interseccion, se puede hacer el andlisis

para € < 0 se obtiene,

1 , =\ 1 ) "
27(—25(5 +9) + —4(3—s)>_—54(—e(2e ~63) - —4(3—5)),
1 1
. 2 _ = 2 Y _9\3
2¢ (e +9)_25(25 63) V4B -
27 1
B e=2y/-4(3—e2)
3e 5€= 3 (3—¢2)

Ya que la solucién a la ecuacién implica resolver una ecuacion de grado 6 entonces
se implementa nuevamente un algoritmo numérico para obtener una aproximacion,
para ello se utiliza el método de punto fijo, donde a partir de la ultima expresion

se encuentra una funcién para iterar,

27 1
€= o< + g —4 (3 —e2)° (4.5.16)

Se toma f"(e) como la n—iteracion de la funcién (4.5.16), entonces se obtiene la

siguiente tabla de iteraciones,

Cuadro 4.5.4: Iteraciones para el punto py

/"(=2)
-2.05408004925
-2.06413778459
-2.06587305341
-2.06616821560
-2.06621829807

Uk W N |3

Entonces se obtienen n;(—2.06621829807) = 19(—2.06621829807) =
2.13682571104, por lo tanto, el punto hy = (—2.06621829807,2.13682571104),
la solucién exacta se puede encontrar en el apendice. Debe de notarse que la

coordenada ¢ para los puntos hg y hy tienen en valor absoluto el mismo valor.

La curva A; = 0 intersecta con la curva 3¢ + 2n = 0, para ello se sustituye la
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condicién —3/2e = 7 en el valor de A; =0,

2
Al <€, —3€> = O,
81 \2
<53 + 18z — 25) +4 (3 — 52)3 =0,

Se tiene cuatro soluciones, para resolver, se realiza un cambio de variable x = £2,

822 — 59x — 16 = 0,

cuyas soluciones estas dadas por,

Ty = 116 (59 +11v/33).

Las cuatro soluciones de (4.5.17) corresponden con los valores,

1
€12 = iZ\/ 59 + 11V 33,

1
€34 = izl 11v/33 — 59.

Se encuentran dos intersecciones de la recta 3¢ 4+ 2n = 0 con la curva
A; = 0, entonces se tiene los puntos hy = (}1\/59 +11v/3 ,—%\/59 + 11\/33) y

he = (—N59 +11v/33, 34/59 + 11\@).

El ultimo par de puntos por encontrar tales que Ay(e,0) = 0, es decir,

1 2 3
1 (e (2¢ = 63) —54(0)) + (3—-¢*)" =0,
3969¢2 — 252e 4 4£5 4+ 108 — 10822 + 36e* — 4£5 = 0,
27(—8¢* 4+ 143¢? +4) = 0. (4.5.18)

Asi, se obtiene un polinomio de orden cuatro, al usar = €2 da lugar al polinomio,

—822 + 143z +4 =0,
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sus soluiciones son,

T1a = —116 (—143 +19V57) .

Al devolver el cambio de variable, se obtiene las soluciones de la ecuacién (4.5.18),

1/
8172 = IEZ 143 + 19\/ 57,

1
€34 = izl 19v57 — 143.

Entonces se tienen las dos intersecciones de la recta 3e+2n = 0 con la curva A = 0,

dadas por los puntos hr — (—i\/ 143 + 19v/57, 0) v s = (b/ 143 + 19v/57, 0).

’ Punto ‘ Valor de ¢ ‘ Valor de 7 ‘
0 0 0
n V3 —5V3
n —/3 % 3
s V3 —-3
1y —/3 V3
hy 2 )
iy ) 2
hs | 2.06621820807 | —2.13682571104
hi | —2.06621829807 | 2.13682571104
hs | 15941133 | —\/59+ 11v/33
he | —1\/59+11v33 | /59 + 111/33
he | —1y/143 +19v/57 0
hs | —1y/143 +19v/57 0

Cuadro 4.5.5: Resumen de puntos y sus condiciones de pardmetros n y ¢.

4.6. Grafica asociada

La informacion obtenida de los cédlculos de las regiones, las curvas y los puntos
genera conjuntos distintos de combinaciones de parametros donde la dinamica del
sistema es distinta, con ayuda de un grafo se puede guardar la relacion entre los
conjuntos por medio de aristas, cada vértice representa un conjunto y los arista
representa la existencia de una trayectoria en el espacio de los parametros para

cambiar el comportamiento del sistema.
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Al tomar las tablas 4.5.1, 4.5.2 y 4.5.5, entonces se tienen 57 conjuntos diferentes,
por lo tanto, 57 comportamientos locales diferentes en el sistema de ecuaciones
diferenciales planteado. Debe de notarse que ningin conjunto de regiones, curvas
o puntos son adyacentes a si misma, es decir, toda region es separada de las otras
regiones por curvas o puntos. Esto mismo sucede para las curvas y los puntos,
esto implica que la matriz de adyacencia contiene matrices de ceros en la diagonal

que corresponden con las regiones, curvas y puntos.

La matriz de adyacencia esta conformada por,

O16x16  Ai6xas  Biox1s
Afgxis Oagxas  Chsxis (4.6.1)

BL CL 0
13x16  “13x28  V13x13 /..

donde las matrices representan lo siguiente.
= Matriz A relaciones entre las regiones y las curvas.
= Matriz B relaciones entre regiones y puntos.
= Matriz C relaciones entre curvas y puntos.

Las matrices A, B y C estan compuestas por ceros y unos, el nimero uno
indicando que existe una trayectoria en el espacio de parametros para cambiar de
un comportamiento a otro, con esta informaciéon es posible cambiar los parametros
a un conjunto de interés particular o la posibilidad de llevarlo a un conjunto

particular sin pasar por algiin conjunto no deseado.

4.6.1. Ejemplo de construccion.

Las matrices que contienen relaciones con las regiones corresponde con las matrices

Ay B, para el ejemplo se elige la region cuatro, para la matriz A, se tiene, En la

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘FH‘FIZ‘Fl.'j‘FIA‘rls‘rlb‘rW‘rlx‘FI‘J FQU‘FZI‘r22‘r23‘r24‘r25‘r‘zo"FQT‘FZ(%‘
[oJofoJoJofJoJoJoJoJoJtJoJoJrfrJofoJo[oJo[oJofJo[1]o0]

Cuadro 4.6.1: Tabla con los elementos la fila que corresponde con la regién
cuatro de la matriz A

figura 4.6.1 se puede ver las relaciones que estan marcadas con uno, estas implican

que delimitan el comportamiento de la region cuatro mediante curvas,
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Figura 4.6.1: Ejemplo de construccién de la regién cuatro para la matriz A.

Para la matriz B es la relacion entre la region cuatro y los puntos,

O|m |ni|m | m |ha| ha|hs|hal|hs|he!|hs|hs
Rs| 1] 0 0 1 0 1 0 1 0 1 01010

Cuadro 4.6.2: Tabla con los elementos la fila que corresponde con la regién

cuatro de la matriz B.

Explicitamente se muestran los puntos que delimitan a la regiéon cuatro en la

figura 4.6.2,

Este mismo proceso se repite con las 16 regiones entonces se obtiene la matriz

Ay B, la matriz C sigue el mismo procedimiento pero ahora enfocandose en el

punto deseado.
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Figura 4.6.2: Ejemplo de construccion de la region cuatro para la matriz B.
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Submatrices de la matriz de adyacencia.

4.6.2.

Explicitamente se tiene la matriz A”:

Rl RZ R!} Ri RS Rb‘ R? RS R9 Rl() Rll R12 RL‘S Rl/l R15 R16

(4.6.2)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

I

Iy

Ly

Iy

Is

Ts

Iz

Iy

Ty
T'io

Fll

rlQ

I‘13

F14

F15

1—‘16

I'7

FZO

I‘21

I‘22

F23

1—‘24

1—‘25

Ia

FZ?

FZS
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Explicitamente se tiene la matriz B:

77;_ 7’]2— hl hg hg h4 h5 h6 h7 hg

T

O nf

Ry

Ry

Ry

Ry

Rs

Rg

Ry

Ry

Ry
R

Rll

R12

R13

Ry

Rys

Ry
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Explicitamente se tiene la matriz C"

b7 Ds

s My D1 D2 P3 Pa D5 De

un

O nf

(4.6.4)

0O 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0O 0 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0

1

0

0
0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0

0

0

0
o 0 0 0 0 0 0 O

0

0

0 0 0 0

0

0

o 0 0 0 0 0 0

1

0

0O 00 0 0 O

0

0O 0 0 0 0 0 0 1

0

Iy

Iy

I3

L'y

I's

I

I'7

I

Iy
I'o

'

F12

I'is

F14

I'y5

I'v6

'y

I'is

F19

Iy

I‘21

F22

F23

Y1

Iy

Iy

F27

Iag

Para visualizar el grafo primero se define una nomenclatura visual en la figura

4.6.3.
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Region

Punto®

Curva

Figura 4.6.3: Notaciéon de los elementos del grafo.

Visualmente el grafo asociado al espacio de parametros corresponde con lo que se

ve en la figura 4.6.4

@&
B @ ® @&/ ©
@ @ B o ®
B @& B &
® & i
. [4]
®) 1] ..
@ @ @
] ® @

'......'.

Figura 4.6.4: Grafo asociado al espacio de parametros.
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Capitulo 5
Simulaciones Computacionales.

La informacion recopilada en los capitulos anteriores ha permitido identificar
la existencia de una amplia variedad de comportamientos dindmicos. En este
capitulo, se describe detalladamente la relacion entre los resultados analiticos y la
integraciéon numeérica en las regiones donde el comportamiento de las soluciones

que son acotadas.

Se analizan las regiones, curvas y puntos que aparecen en la figura 4.5.4 y que
se encuentran representados con el grafo 4.6.4. El andlisis de los 57 diferentes
conjuntos resulta ser un proceso bastante extenso. Por esta razén, se enfocan
unicamente en las regiones que presentan soluciones globalmente acotadas para el
sistema de ecuaciones diferenciales. Esto implica seleccionar aquellas dreas donde
las soluciones no divergen hacia el infinito y exhiben un comportamiento confinado

dentro de limites definidos en el espacio de fase.

Este enfoque permite centrar el andlisis en dindmicas mas manejables y fisicamente
relevantes, descartando regiones donde las soluciones sean inestables o tiendan
a valores no acotados. De esta manera, se logra reducir significativamente la
complejidad del estudio, mientras se mantiene el interés en comportamientos que

son de mayor interés para aplicaciones practicas y tedricas.

Para realizar este analisis se enuncian sus caracteristicas y posteriormente se
obtiene una simulacién computacional. Las simulaciones se obtienen usando el
método de Range-Kutta de orden cuarto, para todas las simulacion se especifica
el incremento en la variable temporal At para la integracién numérica, tiempo

final de integracién ¢, las condiciones iniciales, los valores de los pardmetros ¢ y
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7. Para el pardmetro w se mantiene contante con w = 2 ya que este pardmetro no

afecta en el andlisis local o los puntos de equilibrio.

Para las simulaciones presentadas a continuacion, cada figura del diagrama de fase
contiene un hipervinculo. Al hacer clic en la figura, se abre el navegador con una
version interactiva de la misma en la red. Invitamos al lector a navegar algunas

de estas simulaciones.

5.1. Regiones.

Para revisar el comportamiento del sistema dindmico en cada regién se mencionan
las condiciones que se cumplen, esto con apoyo de la tabla 4.5.1, y se senalan las
implicaciones en el sistema dindmico; recordemos que la tabla 4.5.1 contiene el
resumen de la informacién descrita por los discriminantes Ay (3.1.5) y Ay (4.3.1),
ademas de las condiciones de estabilidad descritas por el criterio de Routh-Hurwitz
en las tablas 3.1.2 y 4.4.2 y la condicién de existencia de los puntos distintos del
origen, con todo esto se realizan las soluciones computacionales con ayuda del

c6digo que se encuentra en el apéndice.

Las regiones seleccionadas corresponden a aquellas que no presentan inestabilidad
global en la integracion numérica; es decir, aquellas donde las soluciones no
divergen la solucion hacia el infinito. Las regiones que no han sido simuladas

pueden ser analizadas utilizando el c6digo proporcionado en el apéndice.

5.1.1. Region 2.

La condicién para generar los puntos de equilibrio fuera del origen no se cumple, (es
decir, e/n < —1), lo que implica que solamente existe un solo punto de equilibrio

en el origen.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, = (0,0,0) (4.1.7), que
corresponde con tabla (3.1.2) se cumplen, por lo tanto, la parte real de la raiz
del polinomio caracteristico es negativa para las tres raices, lo que implica que el

origen es estable.

Ademas se tiene que A; > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real

y dos raices complejas conjugadas con parte real distinta de cero, esto dado que
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no cumple ninguna de las condiciones para la existencia de parte real cero en el
polinomio caracteristico para el punto en el origen, esto implica que los valores

cercanos al punto P, generan oscilaciones alrededor del mismo.

En resumen, existe un tnico punto de equilibrio en el origen, dicho punto es

estable y genera oscilaciones alrededor del punto.

5.1.1.1. Simulacién computacional.

La integracion numérica de la figura 5.1.1a muestra los esperado, es decir, un

punto de equilibrio en el origen estable con oscilaciones alrededor del mismo.

Se construye el diagrama fase en la figura 5.1.1b, donde se sefiala el vector propio
asociado al valor propio real del sistema de ecuaciones diferenciales y el plano
asociado a los valores propios complejos, ademés se indica la direccién del campo

vectorial.
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(a) Integraciéon numérica region 2.

_04 o

<

06 o

(b) Diagrama fase de la region 2 con condiciones iniciales
X7 =(-0.6,-0.35,0.5) y X2 = (0,0,0.1).

Figura 5.1.1: Solucién numérica del sistema con n = —0.5, ¢ = 1, t; = 10,
At =5x 1074


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region2_diag_fase.html

5.1. Regiones. 75

5.1.2. Region 3.

La condicién para generar puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple; es

decir, ¢/n > —1. Esto implica que existen tres puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, que corresponde con tabla
(3.1.2) no se cumplen, por lo tanto, al menos una raiz tiene parte real positiva, lo

que implica que el punto P; es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +¢/n) (4.1.8)
y P3 = (0, —\/1 +e/n, \/1 +¢/n) (4.1.9) , las condiciones de la tabla (4.4.2) no

se cumplen,en consecuencia, al menos una raiz tiene parte real positiva, lo que

implica los puntos P, y P3 son inestables.

Ademas, como se tiene que A; > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz
real y dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico en el punto
en el origen P; y estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen
las condiciones ¢ = —n ni n = 0, esto implica que los valores cercanos al origen

generan oscilaciones alrededor del origen.

Ademas, se tiene que A, > 0 entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real
)

y dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico para los puntos
5 n parte r istin r ue no cumplen con ndicion
P, v P5; con parte real distinta de cero ya que no ¢ len con las condiciones
e=-—-nnin= —%6, esto implica que los valores cercanos a dichos puntos generan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, existen tres puntos de equilibrio, los 3 puntos son inestables y generan

oscilaciones alrededor de cada punto.

5.1.2.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.

En el diagrama también se indica la direccién del campo vectorial, lo que
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proporciona una vision clara de como las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dinamica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccién y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.
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) — X(t)
— ) (t)
5 — z(t)
(a) Integracion numérica de la regién 3.
1
<o
2 N o v
o . y
(b) Diagrama fase de la regién 3 con condiciones iniciales
X; = (=0.6,-0.35,0.5), X5 = (0.5,1.5,-1.4), X5 =
(=0.5,—1.5,1.4).
Figura 5.1.2: Soluciéon numérica del sistema con n = 1., ¢ = 1., t; = 15,

At =5 x 1074


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region3_diag_fase.html
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5.1.3. Region 4.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple,

es decir, £/n > —1. Esto implica que existen tres puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, = (0,0,0) (4.1.7), que
corresponde con tabla (3.1.2) no se cumplen, por lo tanto, al menos una raiz tiene

parte real positiva, lo que implica que el punto P; es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +¢/n) (4.1.8)
y P3 = (0, —\/1 +e/n, \/1 +¢e/n) (4.1.9) , las condiciones de la tabla (4.4.2) se

cumplen,en consecuencia, todas las raices tiene parte real negativa, lo que implica

los puntos P, y P; son estables.

Ademas, como se tiene que A; > 0 entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz
real y dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico en el punto
en el origen P; y estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen
las condiciones € = —n ni = 0, esto implica que los valores cercanos al origen

generan oscilaciones alrededor del origen.

Ademads, se tiene que Ay > 0 entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real
Y

y dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico para los puntos

P, v P; con parte real distinta de cero yva que no cumplen con las condiciones
3

e=-—-nnin= —%z—:, esto implica que los valores cercanos a dichos puntos generan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, existen tres puntos de equilibrio, el punto en el origen es inestable y
los puntos P, y P3 son estables y todos los puntos generan oscilaciones alrededor

de cada uno.

5.1.3.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.
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En el diagrama también se indica la direccion del campo vectorial, lo que
proporciona una vision clara de como las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dindmica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccion y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.

X (1)

(a) Integracion numérica de la regién 4.

0.5

(b) Diagrama fase de la regién 4 con condiciones iniciales X; = (0.16,—0.02, —0.16),
X5 = (~0.16,0.02,0.16), X3 = (—0.35,0.23, —0.8).

Figura 5.1.3: Soluciéon numérica del sistema con n = —1.25, ¢ = 1.0, t; = 20,
At =5 x 1074,


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region4_diag_fase.html
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5.1.4. Regioén 5.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple;

es decir, £/n > —1. Esto implica que existen tres puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, = (0,0,0) (4.1.7), que
corresponde con tabla (3.1.2) no se cumplen, por lo tanto, al menos una raiz tiene

parte real positiva, lo que implica que el punto P; es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +¢/n) (4.1.8)
y P; = (0, —\/1 +¢e/n, \/1 +¢/n) (4.1.9), condiciones de la tabla (4.4.2) no se

cumplen; en consecuencia, al menos una raiz tiene parte real positiva, lo que

implica que los puntos P, y P son inestables.

Ademas, como se tiene que A; > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz
real y dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico en el punto
en el origen P; y estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen
las condiciones € = —n ni = 0, esto implica que los valores cercanos al origen

generan oscilaciones alrededor del origen.

Ademas, se tiene que Ay > 0 entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y
dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico para los puntos P,
y P3 con parte real distinta de cero ya que no cumplen con las condiciones € = —n
nin = —%z—:, esto implica que los valores cercanos a dichos puntos presentan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, existen tres puntos de equilibrio, los tres puntos son inestables y

todos los puntos generan oscilaciones alrededor de cada uno.

5.1.4.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.

En el diagrama también se indica la direccién del campo vectorial, lo que
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proporciona una visién clara de cémo las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y cémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dindmica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccién y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.

x(t)
y(®)
z(t),

(a) Integracion numérica de la regién 5.

~1

=1
-2

(b) Diagrama fase de la regién 5 con condiciones iniciales
X1 = (0.16,—-0.02,-0.16), X» = (—0.16,0.02,0.16),
X3 = (—0.35,0.23,—0.8).

Figura 5.1.4: Soluciéon numérica del sistema con n = —1.25, ¢ = 1.0, t; = 20,
At =5 x 1074


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region5_diag_fase.html
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5.1.5. Region 6.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple;

es decir, £/n > —1. Esto implica que existen tres puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, = (0,0,0) (4.1.7), que
corresponde con tabla (3.1.2) no se cumplen, por lo tanto, al menos una raiz tiene

parte real positiva, lo que implica que el punto P; es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +¢/n) (4.1.8)
y P3 = (0, —\/1 +e/n, \/1 +¢e/n) (4.1.9) , las condiciones de la tabla (4.4.2) se

cumplen; en consecuencia, todas las raices tiene parte real negativa, lo que implica

los puntos P, y P; son estables.

Ademas se tiene que A; < 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y
dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico en el origen P; y
estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen las condiciones
e = —n ni n = 0, esto implica que los valores cercanos al origen NO generan

oscilaciones alrededor del origen.

Ademads, se tiene que Ay > 0 entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real
Y

y dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico para los puntos

P, v P; con parte real distinta de cero yva que no cumplen con las condiciones
3

e=-—-nnin= —%z—:, esto implica que los valores cercanos a dichos puntos generan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, existen 3 puntos de equilibrio, el origen es inestable y los dos puntos
fuera del origen son estables, ademas el punto P; no presenta oscilaciones alrededor

y los puntos P, y P; presentan oscilaciones.

5.1.5.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.
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En el diagrama también se indica la direcciéon del campo vectorial, lo que
proporciona una vision clara de como las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dindmica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccion y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.
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— X (1)
—— y(t)

— 7, (1)

(a) Integracion numérica de la region 6.

0.5

(b) Diagrama fase de la regién 6 con condiciones iniciales
X1 = (0.56,—-0.52,-0.55), Xy = (—0.56,0.52,0.56),
X3 = (—0.55,0.53,—-0.5).

Figura 5.1.5: Solucién numérica del sistema con n = —3.5, ¢ = 3.0, t; = 20,
At =5 x 1074


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region6_diag_fase.html
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5.1.6. Region 7.

La condicién para generar los puntos de equilibrio fuera del origen no se cumple;
es decir, /1 < —1, lo que implica que solamente existe un solo punto de equilibrio

en el origen.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, = (0,0,0) (4.1.7), que
corresponde con tabla (3.1.2) se cumplen, por lo tanto, la parte real de la raiz
del polinomio caracteristico es negativa para las tres raices, lo que implica que el

origen es estable.

Ademas se tiene que A; < 0, entonces por el teorema A2.2 se tienen tres raices
reales distintas en el polinomio caracteristico en el punto en el origen P;, esto
implica que los valores cercanos al origen no presentan oscilaciones alrededor del

origen.

En resumen, existe un tnico punto de equilibrio, el punto P, es decir, el origen el

cual no presenta oscilaciones alrededor.

5.1.6.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los vectores
propios asociados a los valores propios reales del tinico punto de equilibrio en el

sistema de ecuaciones diferenciales.

En el diagrama también se indica la direccién del campo vectorial, lo que
proporciona una vision clara de céomo las trayectorias evolucionan en torno al
punto de equilibrio y cémo interactian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dinamica, como la

estabilidad del puntos de equilibrio y las regiones de atraccion.
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(a) Integracion numérica de la regién 7.

_04 ~0.5
02 “0.4

05
A
0 D_q

(b) Diagrama fase de la regién 7 con condiciones iniciales
X; = (0.56,-0.52,—0.55), Xo = (—0.56,0.52,0.56),
X3 = (—0.55,0.53,—-0.5).

Figura 5.1.6: Soluciéon numérica del sistema con n = —2.14, ¢ = 2.2, t; = 20,
At =5 x 1074,


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region7_diag_fase.html
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5.1.7. Region 9.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple;

es decir, £/n > —1. Esto implica que existen tres puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P; = (0,0,0) (4.1.7), que
corresponde con tabla (3.1.2) no se cumplen, por lo tanto, al menos una raiz tiene

parte real positiva, lo que implica que el punto P; es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +¢/n) (4.1.8)
y Py = (0, —\/1 +e/n, \/1 +¢/n) (4.1.9), condiciones de la tabla (4.4.2) no se

cumplen; en consecuencia, al menos una raiz tiene parte real positiva, lo que

implica que los puntos P, y P3 son inestables.

Ademas, como se tiene que A; > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una
raiz real y dos raices complejas conjugadas para el polinomio caracteristico en
el punto P, y estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen
las condiciones ¢ = —n ni n = 0, esto implica que los valores cercanos al origen

presentan oscilaciones alrededor del origen.

Ademas, se tiene que A, < 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real
y dos raices complejas conjugadas para el polinomio caracteristico en los puntos
P, v P3, con parte real distinta de cero ya que no cumplen con las condiciones
€= -—-nnin= —%z—:; esto implica que los valores cercanos a dichos puntos no

presentan oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, el sistema cuenta con tres puntos de equilibrio. El punto P; exhibe
oscilaciones a su alrededor y es inestable, mientras que los puntos P, y P3 no
presentan oscilaciones y también son inestables. Es importante destacar que,
aunque todos los puntos son inestables segtin el andalisis de la linealizacion, el
sistema presenta un ciclo limite, como se evidencia en la simulacion computacional
mostrada en la figura (5.1.7b). Este comportamiento indica la presencia de
dinamicas no lineales que estabilizan las trayectorias globales en un patrén

oscilatorio cerrado, a pesar de la inestabilidad local de los puntos de equilibrio.
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5.1.7.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.

En el diagrama también se indica la direccion del campo vectorial, lo que
proporciona una visién clara de cémo las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dinamica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccion y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.
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— X ()
—— y(t)

— 7 ()

(a) Integracion numérica de la regién 9.

(b) Diagrama fase de la regién 9 con condiciones iniciales
X1=(1,-2,-1), Xo=(—-1,2,1), X3 = (—1,-2,1).

Figura 5.1.7: Solucién numérica del sistema con n = 2.5, ¢ = 5, t; = 20,
At =5 x 1074,


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region9_diag_fase.html
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5.1.8. Regioén 10.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple;

es decir, £/n > —1. Esto implica que existen tres puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico del punto de equilibrio en el origen P, = (0,0,0) (4.1.7), que
se muestran en la tabla (3.1.2) no se cumplen. Por lo tanto, al menos una raiz

tiene parte real positiva, lo que implica que el punto P; es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +e/n) (4.1.8)y
Py = (0, —\/1 +¢e/n, \/1 +¢/n) (4.1.9), dadas en la tabla (4.4.2) se cumplen, en

consecuencia, todas las raices tiene parte real negativa, lo que implica los puntos

P, y P3 son estables.

Ademas, como se tiene que A; > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una
raiz real y dos raices complejas conjugadas para el polinomio caracteristico en
el origen y estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen las
condiciones ¢ = —n ni n = 0, esto implica que los valores cercanos al origen

presentan oscilaciones alrededor.

Ademas, se tiene que Ay < 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y
dos raices complejas conjugadas para el polinomio caracteristico en los puntos P,
y P3 con parte real distinta de cero ya que no cumplen con las condiciones € = —n
nin = —%5, esto implica que los valores cercanos a dichos puntos no presentan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, el sistema presenta tres puntos de equilibrio. El punto P; exhibe
oscilaciones a su alrededor y es inestable, mientras que los puntos P, y P3; no

presentan oscilaciones y son estables.

5.1.8.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.
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En el diagrama también se indica la direccion del campo vectorial, lo que
proporciona una vision clara de como las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dindmica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccion y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.

o s 0 s 20

(a) Integracion numérica de la regién 10.

~0,,

2 -
0 o,

05

ot

(b) Diagrama fase de la regién 10 con condiciones
iniciales X; = (0.3, —0.05,0), X2 = (—0.3,0.05,0), X3 =
(—0.3,-0.05,0).

Figura 5.1.8: Solucién numérica del sistema con n = =2, ¢ = 1.95, t; = 20,
At =5 x 1074,


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region10_diag_fase.html
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5.1.9. Region 12.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple;

es decir, e/n > —1. Esto implica que existen 3 puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico asociado al punto de equilibrio en el origen (4.1.7), dada en la
tabla (3.1.2) no se cumplen; por lo tanto, al menos una raiz tiene parte real

positiva, lo que implica que el punto P, es inestable.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico de los puntos de equilibrio P, = (0, \/1 +¢/n, —\/1 +e/n) (4.1.8)y
Py = (0, —\/1 +¢e/n, \/1 +¢/n) (4.1.9), dadas en la tabla (4.4.2) se cumplen; en

consecuencia, todas las raices tiene parte real negativa, lo que implica los puntos

P, y P3 son estables.

Ademas Ay < 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y dos raices
complejas conjugadas para el polinomio caracteristico en el origen P, y estas raices
tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen las condiciones € = —n ni
n = 0, esto implica que los valores cercanos al origen no presentan oscilaciones

alrededor del origen.

Ademas, se tiene que Ay < 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y
dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico para los puntos P,
y P3 con parte real distinta de cero ya que no cumplen con las condiciones € = —n
nin = —%5; esto implica que los valores cercanos a dichos puntos no presentan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, el sistema cuenta con tres puntos de equilibrio. El punto P; genera
oscilaciones a su alrededor y es inestable, mientras que los puntos P, y P3; no

generan oscilaciones y son estables.

5.1.9.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.
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En el diagrama también se indica la direccion del campo vectorial, lo que
proporciona una vision clara de como las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dindmica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atracciéon y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema. La soluciones que se generaran en las regiones

(a) Diagrama fase de la regién 12 con condiciones
iniciales X; = (0.3, —0.05,0), X5 = (—0.3,0.05,0), X3 =
(—0.3,—0.05,0).

Figura 5.1.9: Soluciéon numérica del sistema con n = —2.13, ¢ = 2.1, t; = 20,

At =5 x 1074

10 y 12 son similares pero se puede observar la diferencia en los diagramas fase de

las figuras 5.1.8b y 5.1.9a ya que el origen es distinto en la linealizacion.


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region12_diag_fase.html
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5.1.10. Region 16.

La condicion para generar los puntos de equilibrio fuera del origen si se cumple;

es decir, e/n > —1. Esto implica que existen 3 puntos de equilibrio.

Las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz para el polinomio
caracteristico asociado al punto de equilibrio en el origen, se muestra en la tabla
(3.1.2) no se cumplen; por lo tanto, al menos una raiz tiene parte real positiva, lo

que implica que el punto P; es inestable.

Por otra parte, las condiciones dadas por el criterio de Routh-Hurwitz

para el polinomio caracteristico asociados a los puntos de equilibrio P, =

(0, \/1 +¢/n, —\/1 +e/n)y Ps = (0, —\/1 +¢/n, \/1 +¢&/n), que se muestran en
la tabla (4.4.2) no se cumplen; en consecuencia, al menos una raiz tiene parte real

positiva, lo que implica los puntos P, y P5 son inestables.

Ademas, como A; > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y
dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico en el punto en
el origen P; y estas raices tiene parte real distinta de cero ya que no cumplen
las condiciones ¢ = —n ni n = 0. Esto implica que los valores cercanos al origen

presenta oscilaciones alrededor del origen.

Ademas, se tiene que Ay > 0, entonces por el teorema A2.2 se tiene una raiz real y
dos raices complejas conjugadas en el polinomio caracteristico para los puntos P,
y P3 con parte real distinta de cero ya que no cumplen con las condiciones € = —n
nin = —%z—:; esto implica que los valores cercanos a dichos puntos presentan

oscilaciones alrededor de los mismos.

En resumen, el sistema cuenta con tres puntos de equilibrio: P, P, y P3. Todos
estos puntos generan oscilaciones a su alrededor y son inestables, lo que indica

que las trayectorias cercanas divergen de los puntos de equilibrio.

5.1.10.1. Simulacién computacional.

Se construye el diagrama de fase correspondiente, en el cual se destacan los
vectores propios asociados a los valores propios reales de cada punto de equilibrio
en el sistema de ecuaciones diferenciales. Adicionalmente, se representa el plano
definido por los vectores propios correspondientes a la parte oscilatoria, es decir,

aquellos relacionados con los valores propios complejos conjugados.
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En el diagrama también se indica la direccion del campo vectorial, lo que
proporciona una vision clara de como las trayectorias evolucionan en torno a los
puntos de equilibrio y coémo interactiian con las estructuras inherentes del sistema.
Este enfoque permite identificar caracteristicas esenciales de la dindmica, como la
estabilidad de los puntos de equilibrio, las regiones de atraccion y los patrones de

oscilacion que surgen del sistema.

— X (1)

—— y(t)

I Z(t)

(a) Diagrama fase de la regiéon 16 con las condiciones
X; = (0.3,-0.05,0), Xo = (—0.3,0.05,0), X3 =
(—0.3,-0.05,0).

Figura 5.1.10: Solucién numérica del sistema con n = —2.5, ¢ = 1, ty = 20,
At =5 x 107, X, = (0.3, -0.05,0).

Las regiones no simuladas no cumplen con el criterio de Routh-Hurwitz para la


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/region16_diag_fase.html
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estabilidad en ninguno de los puntos al realizar la linealizacion, y las simulaciones
correspondientes muestran comportamientos inestables. Sin embargo, en las
regiones tres, cinco, nueve y dieciséis, aunque tampoco se satisfacen las condiciones
de estabilidad seguin dicho criterio, se identifican parametros especificos donde las
soluciones convergen hacia un atractor, revelando un comportamiento dindmico
mas estructurado en contraste con las regiones restantes. Esto sugiere la presencia
de fenémenos que no pueden ser completamente explicados tinicamente por la

estabilidad lineal.
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5.2. Curvas.

Para revisar el comportamiento del sistema dinamico en la curvas que son
las fronteras que dividen a las regiones, se menciona las condiciones que se
cumplen, esto con apoyo de la tabla 4.5.2, y se senalan las implicaciones en el
sistema dinamico, posteriormente se agregan las soluciones computacionales que

se describen a detalle en el capitulo simulaciones computacionales.

Las curvas que no han sido simuladas pueden ser obtenidas utilizando la libreria

del anexo, siguiendo las mismas ideas desarrolladas.

Existen casos, donde las raices de los polinomios caracteristicos asociados a cada
puntos del sistema de ecuaciones diferenciales, tienen parte real nula, es decir
que la linealizacién genera resultados sobre el comportamiento local, para ello es

necesario incluir una aproximacion de orden mas alto, ya sea orden dos o superior.
Estas condiciones corresponden con,

= ) =0 (4.5.7) para P, = (0,0,0), esta condicién genera raices complejas

imaginarias puras conjugadas.

» 2 = -3¢ (45.13) para P, = (0, \/1 + £, —\/1 +5)y B o=
(0, —,/1+ %, J1+ %), esta condicion genera raices complejas imaginarias
puras conjugadas.

» 7= —¢ (4.5.1) que es valida para todos todos los puntos de equilibrio, esta
condicién con € # 0 genera un cero como raiz de los polinomios caracteristicos

asociados a los puntos de equilibrio.

Bajo las curvas que cumplan estas condiciones existe la posibilidad de una
bifurcacion en el sistema de ecuaciones diferenciales, es decir, un cambio en

la topologia del comportamiento en el sistema de ecuaciones diferenciales.

5.2.1. Analisis.

En primer lugar se analiza la condicién € = —n, esta condicién es valida para las
curvas I'y a I'y, las curvas I'y y I's son la frontera de las regiones de estabilidad de
los polinomios caracteristicos asociados a todos los puntos de equilibrio. Por el
lado contrario las curvas I'y y I'y no cumplen con las condiciones de estabilidad,

por lo que, estas curvas en la parte lineal ya son inestables.
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Se toma el sistema dindmico (4.0.7) en forma matricial y se sustituye la condiciéon

E=—-nyw=2,

T —2ex — 4y — 4z
gyl =| Sa%z+ 22 (5.2.1)
z T

Para este sistema es posible reescribirlo separando la parte lineal y no lineal,

x T T —2ex — 4y — 4z 0
gyl =Aly|+F||y| | = 0 + |52z 4 227 |,
z z z x 0
recordar que € = —n genera que todos los puntos de equilibrio sean idénticos al

origen, por lo tanto, al calcular las matrices Jacobianas (3.1.3) y (4.2.1) en los
puntos P, P, y P bajo la relacién € = —n resultan en la misma matriz, la cual

esta dada por,

—2% —4 —4
J=10 0 0]. (5.2.2)
1 0 0

De la misma manera, los polinomios caracteristicos (3.1.4) y (4.2.4) coinciden

bajo la condicién € = —n, y estdan dadas por,

Hp, (\) = Hp,(A) = Hp,(\) = AN + ewA? + w?),

cuyas las raices son A\ = 0, \y3 = —¢ £ v/¢2 — 4. Se tiene un valor propio nulo
en Aq, por lo tanto, no se puede realizar la linealizacién. Para ello se calcula la

variedad central asociada a ese valor propio nulo.

Para v/e2 — 4 los valores para |¢| < 2 y |¢| > 2 resultan respectivamente en
nimeros complejos y reales, por lo que, el calculo de las variedades centrales es

diferente.

Ademas, la condicién € > 0 es una condicién para la estabilidad para todos los
puntos de equilibrio, por lo tanto, esto comprueba que las curvas I's y 'y son

inestables. El caso |e| = 2 genera valores propios repetidos, lo que implica, que el
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calco de la variedad central también es diferente.

Definicién 5.2.1 (Variedad invariante). (2003) Un conjunto invariante
S € R es una variedad invariante C™(r > 1), si S tiene la estructura de una

variedad diferenciable C™(r > 1).

Ahora, R" puede ser expresado como la suma directa de tres subespacios denotados

por E% E* y E°, los cuales se definen ( ), respectivamente como,

E° = span{eq,--- e},

u
E :Span{es+1,-‘~ 7es+u}7 stu+c=n,
S
E® = Span{es+u+1a T 7€s+u+c}a
donde {ey,--- ,es} son los vectores propios generalizados de la matriz asociada

a la linealizacion del campo vectorial, que corresponden con los valores propios
generalizados, con parte real negativa, E* = span{eg,1,- -+, €51y} son con los
vectores propios generalizados que corresponden con los valores propios con
parte real positiva y E® = span{esiyi1, -, €stute} son los vectores propios que
corresponden con los valores propios con parte real nula. E*, E* y E° son referidos

como los subespacios estable, inestable y central, respectivamente.

La variedad central para campos vectoriales se descompone el campo vectorial en

sus componentes en £y E° tienen la forma,

x:Ax—l—f(x,y),

y = Bz + g(z,y), (r,y) € R° x R® (5.2.3)
donde,
£(0,0)=0,  DF(0,0) =0
9(0,0)=0,  Dg(0,0) =0 (5.2.4)
Definicién 5.2.2 (Variedad central). (2007) Una variedad invariante es

llamada variedad central del sistema de ecuaciones (5.2.3) si localmente puede ser
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representado de la siquiente manera:
We(0) = {(z,y) € R® x R°y = h(x),|z| < ,h(0) = 0, Dh(0) = 0},

para O suficientemente pequena.

Hay que senalar que las condiciones h(0) = 0 y Dh(0) = 0 implican que W “(0) es
tangente a E° en (x,y) = (0,0).

Teorema 5.2.1 (Existencia de la variedad central). Eziste una variedad central
C" para (5.2.3). La dinamica de (5.2.3) restringida a la variedad central es, para

una u suficientemente pequena, dada por el campo vectorial c—dimensional,

= Au+ f(u, h(u)), u € R° (5.2.5)

El siguiente resultado implica que la dindmica de (5.2.5) cerca de u = 0 determina
la dindmica de (5.2.3) cerca de (z,y) = (0,0).

Teorema 5.2.2 (Estabilidad del sistema dindmico).

= Suponer que la solucion cero de la variedad central (5.2.5) es asintdticamente
estable (o inestable), entonces la cero solucion del campo vectorial (5.2.3) es

también es asintoticamente estable (o inestable).

» Suponer que la cero solucion de la variedad central (5.2.5) es estable, entonces
st (z(t),y(t)) es una solucion del campo vectorial (5.2.3) con (x(0),y(0)
suficientemente pequerio, existe una solucion u(t) de la variedad central

(5.2.5) que cuando t — oo,

x(t) = u(t) + Oe™)
y(t) = h(u(t)) + O(e™™)

donde v > 0 es una constante.
Lo que implica que la dindmica es capturada por la variedad central.

La dinamica es capturada por la variedad central, lo que significa la estabilidad
del campo vectorial se encuentra en la variedad central, este teorema establece

que para condiciones iniciales del sistema suficientemente cerca al origen, las
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trayectorias a través de estas condiciones se acercan asintoticamente a la variedad

central.

Para calcular la variedad central se debe retomar la definicion ( ),

We(0) = {(z,y) € R® x R°|ly = h(x), |z| < 6, h(0) = 0, DR(0) = 0}.  (5.2.6)

Para § suficientemente pequena, dada la invariancia de la dindmica de (5.2.3), se
generar una ecuacion diferencial parcial cuasi-linear donde h(x) debe satisfacerse.

Para ello,

1. Las coordenadas (x,y) para cualquier punto en W ¢(0) debe satisfacer,

y = h(z). (5.2.7)

2. Al diferenciar (5.2.7) con respecto al tiempo, implica que las coordenadas

(#,79) de cualquier punto en W “(0) debe satisface,

i = Dh(z)i. (5.2.8)

3. Cualquier punto en W “(0) obedece la dindmica generada por (5.2.3), por lo

tanto, al sustituir

T = Az + f(z, h(x)),
y = Bh(z) + g(z, h(z)),

en (5.2.8) genera,

N(h(z)) = Dh(z)[Az + f(x,h(z))] — Bh(z) — g(z,h(x)) =0. (5.2.9)

La ecuacion (5.2.9) es una ecuacion diferencial parcial cuasi-linear que h(z) debe
satisfacer, se necesita encontrar la solucién a esta ecuacién para obtener la variedad

central.

Es probable que resolver (5.2.9) sea més dificil que el problema original, sin
embargo, es posible calcular una aproximacién mediante una seria de potencias

para aproximar a h(zx).
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5.2.2. Variedad central asociada a la curva

Se escoge la curva ['; para calcular la variedad central asociada, ya que la curva

I'; tienen valores propios conjugados y las curvas Iy y I'y tienen una variedad

inestable asociada.

Para realizar el calculo de la variedad central hay que obtener la forma candnica

de Jordan, es decir, los vectores propios asociados a cada valor propio. Para el

valor Ay =0

-2 —4 —4 1 0 O 1
0 0 0 Rl — R3 0 0 0 Rg + 28R1 — R3 0
1 0 0 —2c —4 —4 0

Ahora se calcula el kernel,

1 0 0] |wn 0
0 0 0] [ve| = /0],
0 —4 —4| |vs 0

con lo que se tienen las expresiones,

01:0,

U2—|—U3:0,

por lo tanto, el kernel corresponde con,

0
0
—4

0
0
—4
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Para )\2,3,

—2e+eFVer—4 —4 —4
0 eFvet—4 0
1 0 €F Ver — 4
1 0 5$\/€2—4_
0 1 0 R3+(€i\/€2—4>R1—>R3
—eFVe2 -4 —4 -4
1 0 eF+ve2-—4

Ry +— R;3

Ry — Ry/(e F Ve? —4)

0 1 0
0 —4 0
Ahora de calcula el kernel,
1 0 exFve2—4| |n 0
0 1 0 va| = |0f,
—4 0 U3 0

con lo que se tienen las expresiones,

UQIO,

v+ (e FVe2 —4)vg =0,

por lo tanto, el kernel corresponde con,

Uy (—e £ Ve? —4)us —e++e? -4
Vag = |va| = 0 = 0 Us,

v v 1
3 3

Una vez calculados los tres vectores propios asociados a su respectivo valor propio,

se escribe la forma canoénica de Jordan de la matriz (5.2.2),

—1
—2 —4 —4 o MO O] |
0 0 0|=P"NP=|V, V, W 0 X 0|V Vo V4,
r 0 0 I 0 0 M| || | |
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donde,
0 —e—VeZ—4 —e+ 2 4]
P - —1 O O )
1 1 1 |
0 0 0
A= —e—/e2 -4 0 ,
0 —&+Ve? — 4]
0 ~1 0 |
-1 1 1 1
P = T2V —4 _2\/;2—4 +3 _2\/;2—4 +3|
1 e 1 € + 1
2v/e2—4 2v/e2—4 2 2Ve2—4 2

con la matriz Py P~! se tiene las transformaciones lineales para cambiar entre los

espacios (z,y,z) y (u,v,w), entonces para la transformacion (z,y, z) — (u, v, w),

U X
-1
vl =P |y,
w A
0 —1 0 T
— | _ 1 o 5 _'_l o e 1
2Ve2—4 2ve2—4 2 2Ve2—4 2 ’
1 € _l_l € 1
L 2v/e2—-4 2ve2—4 2 2v/e2—4 2 J
-y
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entonces para la transformacién (u, v, w) — (z,y, 2),

x U
y| =P |v|,
z w
[0 —e—Ve2—4 —e+Ve2—-4| |u
= [-1 0 0 v,
1 1 1 w
_v(—e— 62—4)+W(—6—|—\/62—4>
= —u
i u+v+w

Ahora se separan la parte lineal y no lineal del sistema de ecuaciones (5.2.1),

T T T
gl =Aly|+F]||y||;
z z

ahora se usa el cambio de coordenadas (u,v,w) — (x,y, z),

U U U
Plo|=AP |v|+F|P|v ,
w w w

la expresién anterior es multiplicada por P,

U U U
vl = PilAP v —i—P*lF P o
W w w

La expresion P~1AP resulta ser la matriz diagonal de la forma canénica de Jordan,

U U U
vl =A|v|+P'F|Plo]|],

w w w



106 5.2. Curvas.

lo que implica que bajo la transformacién (z,y,2) — (u,v,w) que el flujo del
sistema dinamico esta alineado con los vectores de la linealizacion, para encontrar
la informacién del flujo en la direcciéon el valor propio nulo observaremos la parte

no lineal bajo la transformacién (x,y, z) — (u, v, w),

u 0 0 0 [
v =10 —e—ve2-4 0 v
w| [0 0 —e+Ve2—4| |w
0 -1 0 -v(—e— 62—4>+w<—e+m)
+ _Nﬁ _2\/%"_% _2\/:2774"'% F —u ,
i wesiTs  wemita U+ v+ w

es calculada la parte no lineal,

U 0 0 0 U
vl =10 —e—+e?2—4 0 v
w 0 0 —e+Ve?2 —4| |w
0 -1 0 0
+losAm At At 6(0.5(v(e+m)+w(e—\/ﬂ))2+2.0(u+u+w)2)(u+v+w) ,

1 < 41 < 41
2ver—4 2ve2—4 ' 2 224 T2 0

se calcula el ultimo producto de matrices para obtener la parte no lineal bajo las

coordenadas (u,v,w),

U 0 0
v =10 —e—ve2-4
W 0 0 —e+m
(%((e+\/7)+we— - 2+ u+v+w)2>(u+v+w)
+le(-5m5 +3) (v(e-&-\/i)-i-w(e— 4))2+2 u+v+w)>(u+v+w) .
6(2 :2744—%) <%(1}(6+m)+w(e 4)>2+2 (u+v+w 2) (u+ v+ w)

Esta expresién reescribe el sistema (5.2.1) de la forma (5.2.3). Ahora la idea es

aproximar las funciones v y w en funciéon de u, para ello se toman los polinomios
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mayores a uno, es decir, la parte que no captura la linealizacion,

v(u) = agu® + ayu’, (5.2.10)
w(u) = bou? + byu?, (5.2.11)

para calcular h(u) se debe satisfacer la condicion (5.2.9), para ello se identifican

todas las partes de la condicién,
a0u2 -+ a1u3

b()u2 + b1U3

h(u) = U] =

B D U €2 -4 0
ClooN] 0 —e+VeZ—4|’
f(u,h(u)):—e(%(v(e+\/62—4)+w<e— 62—4>> +2(u+v+w)?) (utv+w),

e (— 1) (%(v(e+m)+w(e—m)) +2(u+v+w)2>(u+v+u)
_e(ﬁ—}—%)(%(v(e—i—x/@—él)+w(e—\/62—4)) +2(u+v+w)2>(u+v+w) '

Debe de notarse que las expresiones f(u, h(u)) y g(u, h(u)) siguen expresadas en
funcién de (u,v,w) para aplicar la condicién es hace falta sustituir v y w por las

aproximaciones definidas en h(u). Ahora se aplica la condicién (5.2.9),

Dh(u)[Au + f(u, h(u))] = Bh(u) = g(u, h(u)) = 0,

2a0u + 3aqu? A 0 3
| n(wy) -
2bou + 3bju 0 A3

a0u2 + aju

| () =0

Para aproximar la expresion de h(u) se necesitan los coeficientes, al simplicar la
expresion anterior se obtienen productos de orden superior a tres, para facilitar la
solucion de los coeficientes se toma las potencias de u hasta orden tres, con lo que

la condicién para (5.2.9) para este ejercicio resulta en:

apeu’® + agu’Ve2 — 4 + ajeu® + ajude? +\/— 3 B 0
boeu? — bouv/e2 — 4 + breu® — biud/e? — \/622—_34—611,3 ’
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Se factoriza términos en comun,

<a1(€+\/62—4>+\/:22—_4—6)u2+a0<6+ 62—4)u3 10
(bl(e— 62—4)—\/%—6)u2+b0(6— 62—4)u3 7

lo que queda por resolver es cuando los coeficientes de los polinomios son iguales

a Ccero,

2

a1(€+\/62—4)+€74—€:0,

2

2 _

CLD(E+\/€2—4):O,

bl(e— 62—4)— 262 4—620,
2 _

b0<€— 62—4)20,

no olvidar que la curva I'; tiene la condiciéon de € > 2, por lo tanto, la solucion

para los coeficientes resulta en,

CL():O,

—+ever — 4
a, = ,
! e +eve2 —4—4

con esta informacién se puede obtener h(u),

—e24eve2—4
) — H _ [Ejﬁ%}%ﬂ | (5.2.12)
2—er/e2—4—4

Ahora con esta informacién podemos obtener el comportamiento sobre la variedad

central w,

= f(u, h(w)),
1

u:—e<2 (v(e+\/62—4)+w(e—\/62—4))2+2(u+v+w)2> (u+v+w),
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Se usan las aproximaciones para v y w,

me<1 (et (ervaiy (2T 624))2+

2\\e2+e/2—1-14 e—e/2—4—4
o (us -2+ eve2 —4 sy —2—eve2—4 5 ?
w - u — |u
E+e/2—4—4 e —e/e2—4—4
. -2+ eve2 —4 5 —2—eve2—4 3
u —  u —  |u
E+e/2—4—4 e —e/e2—4—4 ’

~ L < 4 (e+ < 3 2+
~ —€| < €E— —F/————|U € — u
2 €2 —4 Ve —4

(e (AT () )

T TEVE TR T TEVE TR )y
e +eve2—4—-4 e —eve2—4—-4
— 4+ e/e2 —4 3 ——eVe—4 )\ ,
ut|——m |+ | ——F— |’ |,
e+eve—4—4 e —eve2—4—4

Q

—c @ (25u3)2 +2 (u + 52u3)2> (u + 52u3) ,

—€ (252u6 +2 (uQ + 2e%ut + 54u6)) (u + 52u3) ,

Q

~ —2eu® — 683U’ — 283U — 6°u” — 26500 — 227U’

se toman el términos de menor orden,

U~ —2eu?, (5.2.13)

ahora se puede estudiar el campo vectorial sobre la variedad central de forma

grafica como se observa en la figura 5.2.1.

La variedad central es localmente estable, ya que el campo vectorial asociado a la

variedad es estable para toda wu.

Es posible realizar una integraciéon numérica sobre una de estas curvas para

verificar los resultados, dicha integracion se encuentra en la figura 5.2.2.

La integracion numérica muestra que existe un lento decaimiento hacia el cero en
las 3 soluciones. Se puede observar el diagrama fase y la correspondiente variedad

central en la figura .

Debe hacerse notar que la expresion (5.2.13), es valida para la curva I'; y I's, pero
I's se encuentra en el segundo cuadrante, es decir, en lugar de tener una variedad
estable se tiene una variedad inestable, ademas la estabilidad de la variedad central

también es inestable ya que la expresién (5.2.13) es validad para ambas curvas
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0.8

Figura 5.2.1: Campo vectorial sobre la variedad central presentada en la curva
I'{ con e = 3.

y para € < 0 se invirte el sentido del flujo del campo vectorial sobre la variedad

central, es decir, es inestable.
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-0.05

Figura 5.2.2: Integracion numérica bajo la condiciéon € = —n, con € = 3.

0

_02

ot 0

0.5

Figura 5.2.3: Diagrama Fase de la curva I'y y su variedad central asociada
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Capitulo 6

Caos en el sistema de Rocard.

6.1. Atractor caodtico.

Para la informacion correspondiente a las seccién 6.1 se ha tomado como referencia

bésica a ( ).

6.1.1. Caos.

En general el caos es un comportamiento aperiodico a largo plazo en un sistema

determinista que erhibe una dependencia sensible de las condiciones iniciales.
Algunas definiciones destacables,

Definicién 6.1.1. ( (1995)) Una funcién f en un espacio métrico X
se dice que es caotico si tienen un conjunto invariante Y, ademads cumple que f

es transitivo sobre Y y f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en'Y .

Definicién 6.1.2. ( (2003)) A se dice que es cadtica si, la solucion al
sistema dindmico auténomo ®(t, ) tiene sensibilidad a las condiciones iniciales y

O(t, ) es topoldgicamente transitivo en A.

Definicién 6.1.3. ( (2000)) Sea una funcién f en la recta real R y
O = {x1,x2,...} una drbita acotada de f. Entonces la drbita es cadtica si O no

es asintoticamente periodica y O tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.

Definicién 6.1.4. ( (1959)) Sea (X, d) un espacio métrico y sea f : X —

X una funcion continua. Se dice que f es cadtica si cumple las siguientes tres
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condiciones:
1. Transitividad topoldgica: [ es topologicamente transitiva.

2. Densidad de los puntos periodicos: El conjunto de puntos periddicos
de f es denso en X.

3. Sensibilidad a las condiciones iniciales: Fxiste 0 > 0 tal que para

todo x € X y todo entorno U de x, existe y € U yn € N tal que

d(f"(x), ["(y)) > 0.

Definicién 6.1.5 (Transitividad topoldgica ( )). Sea (X,d) un
espacio métrico y f : X — X wna funcion continua. Se dice que f es
topolégicamente transitiva si para cualesquiera abiertos no vacios U,V C X,

existe un entero n € N tal que

M U)ynv #£0.

Para la definiciéon de caos en los sistemas dindmicos hay que tener diferentes
factores, se seguird con la definiciéon de ( ) pero primero es necesario

destacar elementos fundamentales.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales
X' =F(X), (6.1.1)

donde F': R® — R" es un campo vectorial suave (de clase C*).

Si x € R™, denotemos por x(t) = ¢(t,z) a la solucién de (6.1.1) tal que

z(0) = ¢(0,x) = x. (6.1.2)

De esta forma, cuando la solucién esté definida en todo R, tenemos una funcién
¢p:RxR"—=R", (t,x)+— o(t,x).

Es usual denotar, para cada t € R, ¢(t,e) = ¢;(e). En consecuencia, de (6.1.2),
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tenemos que

¢ : R" — R"
es la identidad,
Go(x) = idgn(x) = X. (6.1.3)
Ademas, si t1,ts € R, entonces para cada x € R",

¢t2 ° ¢t1 (X) = (btz (¢tl (X)> = ¢t2+t1 (X) (614)

Es de notar que (6.1.3) y (6.1.4) implican que la inversa (¢;)~" existe y estd dada
por (¢;) ! = ¢y

Una funcién ¢ : R x R" — R”, donde (t,x) — ¢(t,x), tal que satisface las

igualdades (6.1.3) y (6.1.4) se conoce como un sistema dinamico.

La definicién de caos de Devaney busca capturar tres aspectos fundamentales del
comportamiento cadtico en sistemas dinamicos deterministas. A continuacion se
explica cada una de las condiciones que debe cumplir una funcién f: X — X
sobre un espacio métrico (X, d) para ser considerada cadtica en el sentido de

Devaney:
1. Transitividad topolégica:

Esta propiedad implica que la dindmica de f no esta confinada a una region
del espacio: cualquier parte del espacio eventualmente se puede mezclar con

cualquier otra.

Lo que senala es que cualquier region del espacio eventualmente se mueve,

bajo iteracion de f, lo suficientemente cerca de cualquier otra region.
2. Densidad de los puntos perioédicos:

El conjunto de puntos peridédicos es denso en X, lo que significa que en
cualquier parte del espacio, por més pequena que sea, hay puntos periédicos

arbitrariamente cercanos.

Para todo z € X y todo entorno abierto U de z, existe un punto periédico

p € U, es decir, f*(p) = p para algtin k € N.

El comportamiento cadtico puede parecer aleatorio, esta tejido sobre una
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estructura de comportamiento repetitivo (puntos periédicos) que estédn por

todas partes.
3. Sensibilidad a las condiciones iniciales:

Esta propiedad formaliza la idea de que una pequena perturbacion en las

condiciones iniciales puede llevar a trayectorias muy diferentes con el tiempo.

Existe 6 > 0 tal que para todo z € X y todo entorno U de =z, existe y € U
y n € N tal que

A(f (@), f(y)) >

Lo que implica que no importa qué tan cerca elijas dos puntos, sus érbitas
eventualmente se separaran por al menos ¢. Esta es la llamada “dependencia

sensible a las condiciones iniciales”.

Por tanto, el caos en un sistema dinamico requiere sensibilidad a condiciones
iniciales, transitividad topoldgica, la presencia de un comportamiento aperidodico
o densidad de puntos periédicos en una region invariante y acotada del espacio de

fases.

6.1.2. Atractor extrano.

Definicién 6.1.6 (Atractor). Un atractor es un conjunto A C R™, cerrado, que

satisface las siguientes propiedades,

1. A es un conjunto invariante,

Vo e A, VteR, Ot ax) € A

Es decir, cualquier trayectoria que comienza en A, permanece en A para

todo tiempo t.

2. Existencia de una region de atraccion U,
3 U C R" abierto, con A C U, tal que si oy € U,
entonces tllglo d(®(t, x), A) = 0.

Esto significa que existe una vecindad U de A donde todas las trayectorias
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que comienzan en U tienden a A cuando t — oo.

3. A es minima,

BA CAconA#A tal que A’ satisface 1y 2.

Es decir, no hay subconjuntos propios de A que sean invariantes y que

atraitgan un conjunto abierto de condiciones iniciales.

6.1.2.1. Ejemplos de atractores.

Punto fijo estable. Supongamos que x, es un punto fijo estable, es decir,
O(t,x,) =x. VteR,
y existe una vecindad abierta U de x, tal que para toda xq € U,

Jim O(t,x0) = X,

Por demostrar que el conjunto A = {x,} es un atractor de acuerdo con la definicién.

1. Invarianza: Tomamos Xy € A = {x.}. Entonces, por ser un punto fijo,

d(t,%x9) = x, para todo t € R, y claramente x, € A. Asi, A es invariante.
2. Existencia de una region de atraccion: Por hipotesis, existe un abierto
U tal que para toda xo € U,

Jm O (t,x0) = X,

Observamos que
d(@(t, XO)? A) = ||(I)(t7 XO) - X*Hv

asi que
lim d(®(t, %), A) = 0.

t—o00

Por lo tanto, U es una region de atraccién para A.

3. Minimalidad: El conjunto A = {x.} no tiene subconjuntos propios no
vacios. El inico subconjunto propio es el vacio, el cual no es invariante. Por

lo tanto, A es minima.
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Concluimos que {x.} es un atractor.

En general todo sistema con un punto fijo estable contiene un atractor.

Ciclo limite. Sea el sistema:

F=r(1—7r?), =1

Observacion: La ecuacion para r es independiente de 6 y describe un sistema

radial clasico con un ciclo limite en r = 1.

Ahora para la ecuacion

7 =r(l—1r?)

posee tres soluciones estacionarias: r = 0, que es inestable, y » = 1, que es estable.
La solucion r(t) tiende a 1 para cualquier condicién inicial 9 € (0,00) \ {1}. Esto
implica que todas las trayectorias, salvo la solucién trivial en el origen, tienden al

circulo r = 1 en el plano (z,y).

Por lo tanto, el sistema tiene un ciclo limite estable, definido por el conjunto:

A:{(x,y)ER2zx2+y2:1}.

Ahora se verificar que el ciclo limite A cumple con la definicién formal de atractor.

1. Invarianza: Si (z¢,yo) € A, entonces r(0) = 1, y la ecuacién para r(t)
implica que r(t) = 1 para todo t. Asi, la trayectoria permanece en el

conjunto A, cumpliendo:

VieR, ®(t, (zo,y0)) € A.

2. Existencia de una regién de atracciéon: Para cualquier condicién inicial

(o, o) con zZ+y2 > 0, la solucién 7(t) de la ecuacion 7 = r(1 —r?) satisface:

lim r(t) = 1.

t—o00

Por lo tanto, existe un entorno abierto U C R?\ {(0,0)} tal que toda
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trayectoria con condicién inicial en U converge a A. Luego,

lim d(P(t, (z0,v0)), A) = 0.

t—o00

3. Minimalidad: No existe subconjunto propio A" C A que sea invariante
y que atraiga un conjunto abierto de condiciones iniciales, pues toda la
dinamica asintética fuera del origen converge precisamente al circulo r = 1,

y no a subconjuntos propios de él.

El conjunto A = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} es un ciclo limite estable y cumple
con las tres condiciones de la definiciéon de atractor. Por lo tanto, el sistema dado

tiene un atractor no trivial que es un ciclo limite.

Definicién 6.1.7 (Atractor extrafio). Un atractor A C R" se denomina extranio
si, ademds de cumplir con la definicion de atractor, muestra dependencia sensible

a las condiciones iniciales. Esto implica que:

1. A es un atractor: Satisface las propiedades de invariancia, atraccion y

minimalidad.

2. A tiene al menos un exponente de Liapunov positivo. Esto implica
que dos trayectorias x,(t) y xx(t) con condiciones iniciales cercanas x1(0) ~

x9(0) divergen exponencialmente con el tiempo:
1 (t) — ()| = €]|1 (0) — 2(0),  con A > 0.
3. A estd contenido en una regiéon acotada del espacio fase:
3 K >0 tal que Vx, € A, sup | Dy(x0)|| < K.

Es decir, aunque las trayectorias divergen exponencialmente en ciertas

direcciones, permanecen dentro de una region finita del espacio fase.

6.1.2.2. Ejemplos de atractores extranos

Sea el sistema dindmico extendido de tipo Lorenz dado por:
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X =Y,
Y=-X-Y—-XZ+ BX, (6.1.5)
Z =—7+ XY,

donde B > 0 es un parametro que puede ser suficientemente grande.

En ( ), los autores demuestran que para ciertos
valores de los parametros (en particular, paray =1, > 0, y B > 1), el sistema
anterior presenta un atractor de Lorenz en el sentido geométrico introducido por
Afraimovich—-Bykov—Shilnikov. La prueba se basa en la detecciéon de una mariposa
homoclinica (homoclinic butterfly) asociada a un punto de silla con valor de silla
cero, junto con la verificacién rigurosa de uno de los criterios de Shilnikov para el

nacimiento del atractor de Lorenz.

Siguiendo la definicién formal de atractor geométrico de tipo Lorenz discutida
en ( ), el conjunto que se identifica como atractor

cumple con las siguientes propiedades clave:
= [nvarianza topologica del conjunto.

» Existencia de  foliaciones invariantes con  propiedades  de

contraccién/expansion.
= Dindmica transitable y densa en d6rbitas periddicas tipo silla.
= Robustez estructural frente a perturbaciones suaves.

s Atraccién asintotica de todas las Orbitas contenidas en una vecindad

absorbente.

Por lo tanto, este conjunto cumple con los criterios para ser considerado un
atractor extrano, lo que confirma de manera rigurosa la existencia del atractor

de Lorenz bajo un conjunto abierto de valores paramétricos.

El resultado citado en ( ) constituye una demostracién
analitica del nacimiento de un atractor de Lorenz en un modelo extendido
tridimensional. Este trabajo aporta evidencia matematica solida sobre la presencia
de caos robusto en una amplia clase de sistemas dinamicos, mas alla del modelo

clasico de Lorenz.
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Figura 6.1.1: Soluciéon numérica para el sistema de Lorenz con dos condiciones
iniciales cercanas.

6.1.3. Divergencia exponencial de trayectorias.

Si el sistema posee un atractor con dependencia sensible a las condiciones iniciales,
entonces cualesquiera dos trayectorias o soluciones a un sistema de ecuaciones
diferenciales ®(t, x;) y ®(¢, X2) con condiciones iniciales tales que 0 < [|x; —x3|| < 1
muy proximas divergen exponencialmente en el tiempo. Especificamente, si se

considera la diferencia entre las trayectorias,

5(t) = B(t, x1) — D(t, %), (6.1.6)

entonces existe un exponente de Liapunov positivo A > 0 tal que

16| ~ [16(0)||e*,  cuando t — oo. (6.1.7)

Esto implica que, a medida que ¢ — o0, las trayectorias evolucionan hacia

comportamientos completamente distintos, aunque inicialmente eran casi idénticas.

En consecuencia, las trayectorias cercanas pueden terminar en cualquier region
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del atractor, lo que tiene una implicaciéon practica significativa: la prediccion a
largo plazo en un sistema con estas propiedades se vuelve practicamente imposible,
ya que pequenas variaciones o errores en medicion en las condiciones iniciales
se amplifican de manera exponencial, lo que implica que llevard a resultados

completamente diferentes a pesar de venir de condiciones iniciales cercanas.

Las trayectorias ®(t,x;1) y ®(¢, %) sobre el atractor en al tiempo ¢ estan dado por

O(t,x9) = ®(t,x1) + (),

donde 4(t) es un pequeitio vector de separacién con una longitud inicial tal que
0<|0(0)]] < 1.

@ (t,X2) = D (6,%1) +6(0)

Figura 6.1.2: Sensibilidad de las condiciones iniciales ®(t,x;) y ®(¢, x2) separadas
por el vector ().

En un sistema dinamico con un atractor extrano, la distancia entre dos trayectorias
inicialmente cercanas, denotada por 6(t) (6.1.6), crece hasta alcanzar un valor

maximo determinado por el tamano del atractor.

donde 6(0) es la separacién inicial y A > 0 es el exponente de Liapunov. Esta
expresion indica que las trayectorias cercanas se separan exponencialmente en el

tiempo. Al aplicar el logaritmo natural a ambos lados de la expresién (6.1.7),

In [|5()]| ~ In ([]5(0)[le*) ,
In [[6(t)] ~ In ||5(0)[| + At (6.1.8)

Al graficar In ||6(¢)|| en funcién de ¢, se obtiene una curva que se aproxima a una
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linea recta con pendiente positiva igual al exponente de Liapunov \.

Este comportamiento confirma una de las condiciones para que el sistema presente
un comportamiento cadtico, ya que pequenas diferencias en las condiciones iniciales

conducen a diferencias macroscépicas en la evolucién temporal de las trayectorias.

Pendiente = \

N

In|ls]|

Figura 6.1.3: Grafica In [|6(t)|| vs ¢ con pendiente A.

Es necesario senalar algunos detalles adicionales sobre el comportamiento de la

separaciéon entre trayectorias,

1. No linealidad exacta en la curva de separacién: La curva In ||6(¢)]| en
funcién del tiempo nunca es exactamente una linea recta, ya que presenta
ondulaciones debido a que la intensidad de la divergencia exponencial
varia ligeramente a lo largo del atractor. Es importante que, la divergencia
exponencial se detiene cuando la separacion entre trayectorias es comparable
al diAmetro del atractor, ya que los atractores son objetos acotados. Este
fenomeno explica la nivelacion o saturacién observada en la curva de la

figura 6.1.3.

2. Definicién formal del exponente de Liapunov: El niimero \ se suele
llamar exponente de Liapunov, aunque este es un uso impreciso del

término por dos razones:

= En un sistema de dimensioén n, existen en realidad n exponentes de
Liapunov distintos, es decir, A = (A1,..., \,)?, definidos de la siguiente

manera,

5(t) ~ e5(0),
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con §(t), A € R" e I, es la matriz identidad de tamano n.

Al considerar la evolucién de una esfera infinitesimal con centro en x; y
radio ||6(0)]|. Durante su evolucién del tiempo, la esfera se distorsionara
hasta convertirse en un elipsoide infinitesimal, ya que cada direccion

de la esfera crecera con respecto a cada A\p para k=1,...,n.

La longitud del eje principal k-ésimo del elipsoide. Entonces, su

evolucion sigue la relacion:

0y(t) ~ (0)e™,

donde A son los exponentes de Liapunov. Para valores grandes de
t, el diametro del elipsoide esta controlado por el exponente A\, mas
positivo. Por lo tanto, el valor A que hemos considerado hasta ahora es

en realidad el mayor exponente de Liapunov del sistema.

= El valor de A depende levemente de la trayectoria elegida. Para
obtener una estimacion precisa, se debe promediar sobre muchos puntos

diferentes en la misma trayectoria para determinar el valor verdadero

de ).

Cuando un sistema dinamico posee un exponente de Liapunov positivo, existe
un horizonte temporal mas alla del cual la prediccion del comportamiento
del sistema deja de ser valida. Esto se debe a la sensibilidad con respecto las

condiciones iniciales, como se ilustra en la Figura 6.1.4.

Si suponemos que realizamos una medicién de las condiciones iniciales de un
sistema experimental con una precision extremadamente alta, atn asi, debido a la
naturaleza de las mediciones fisicas, siempre existird un error inicial ||§(0)|| entre

nuestra estimacion y el estado inicial verdadero del sistema.

Dado que la evolucion de la separacion entre trayectorias cercanas sigue la relacion
(6.1.7) con A > 0 el mayor exponente de Liapunov, esto implica que, para algin
tiempo finito ¢*, la magnitud ||0(¢*)|| se vuelve comparable con la escala del sistema,
haciendo que las predicciones sean inexactas. En consecuencia, siempre existe un
tiempo critico t* en el cual la incertidumbre inicial amplificada por la dinamica
del sistema alcanza un umbral significativo, mas alla del cual cualquier prediccion

sobre la evolucion del sistema pierde validez.
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La prediccién
falla en tyorizonte

t=0

t = tHorizonte

2 condiciones iniciales
casi indistiguibles

Figura 6.1.4: Fallo en la prediccién por el error de medicion [|6(0)]|.

Después de un tiempo ¢, la diferencia entre trayectorias en un sistema con exponente

de Liapunov positivo crece segin la expresion (6.1.7)

Si se define @ como una medida de nuestra tolerancia, es decir, un margen de
error aceptable en la prediccion, entonces consideramos que la prediccion es valida

mientras se cumplan las desigualdades,

Cuando la separacién entre trayectorias supera este maximo, es decir, cuando

|0(t)]] > a, la prediccién deja de ser confiable. Al resolver la ecuacién ||0()]] = a
para t,
16(0)][e* = a,
At a
et =
16(0)]]

t:iln<||55))||>’

se obtiene el tiempo caracteristico después del cual la prediccion pierde validez.
Este valor temporal es conocido como horizonte de predictibilidad, el cual

estd aproximado por,

1 a
tHorizonte ~ O (Aln <||5(0)||>> . (6.1.9)

Este resultado indica que el horizonte de predictibilidad esta determinado por el

exponente de Liapunov A y la relacién entre la tolerancia a y el error inicial ||0(0)]].
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Sistemas con exponentes de Liapunov mayores tienen horizontes de predictibilidad
mas cortos, lo que implica una menor capacidad para realizar predicciones a largo

plazo.

La dependencia logaritmica de ||6(0)|| en la ecuacién (6.1.9) es lo que dificulta
la prediccién a largo plazo. Para mostrar este efecto se considera un sistema
con sensibilidad a las condiciones iniciales caracterizado por un exponente de

Lyapunov \.

Si se busca mantener un error en la prediccion dentro de un margen de 1 > a > 0,

y se consideran dos condiciones iniciales
» La primera con un error inicial ||d;(0)| = 10~™.

» La segunda con un error inicial ||d2(0)|| = 107", que es 10" veces m4s precisa

que la primera.

Ambas condiciones iniciales evolucionan en el tiempo hasta alcanzar un maximo a,
lo que define sus respectivos horizontes de predictibilidad t#orizonte,1 ¥ tHorizonte 2,

dados por la ecuacion (6.1.9):

1 a
tHorizonte,1 ™~ O|l~In| =7 )
Horizonted (A <||51(0)||>>

1 a
t orizonte ~O|-In| = .
porene (A <||62<o>|r>>

Al dividir ambas expresiones, se obtiene la razén entre los tiempos de

predictibilidad,

tHorizonte,2 o In (Hég((lO)H) _ 11’1(@) - 1n(10—2n)

tHorizonte,l In ( IH(CL) - 11’1(10_”) .

es decir,
T Horizonte,2 . IH(CL) + 2nl1n 10

tHorizonte,l B hl(a) +nlnl0 "

Finalmente, al tomar el limite cuando n — oo, se tiene que,

lm UHorizonte2 _ Im In(a) 4+ 2n1n 10 _
n—reo tHorizonte,l n—00 111((1) +nlnl0
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Esto implica que, aunque la segunda condicion inicial es 10" veces méas precisa

que la primera, su horizonte de predictibilidad solo maximo el doble.

Este resultado resalta una caracteristica fundamental de los sistemas con
sensibilidad a las condiciones iniciales, ya que mejorar la precision de las condiciones
iniciales no prolonga significativamente el tiempo durante el cual las predicciones

son validas, debido a la naturaleza logaritmica de la dependencia en ||§(0)]|.

6.2. Exponente de Lyapunov del sistema de

Rocard.

El sistema de Rocard (4.0.1) - (4.0.3) presenta regiones de interés donde existe
inestabilidad local pero en las simulaciones computacionales aparecen regiones
atractoras de soluciones. Para este sistema determinista es posible calcular el
exponente de Lyapunov y determinar sobre la existencia de sensibilidad a las

condiciones iniciales.

Para el sistema de Rocard se calcula el exponente de Lyapunov

computacionalmente. Al resolver la ecuacion,

la@) = llole™

1 (15
—7! <H6<0>||>'

Para iniciar se considera una pequena diferencia entre dos condiciones iniciales,

para A, se obtiene,

tomando las condiciones iniciales,

x; = (0.05 4+ 107'%,0.05,0.05) y
X = (0.05 — 107"2,0.05,0.05);

de esta forma ||6(0)| = ||®(0,x1) — ®(0,%2)| & 1.99 x 1072, Para el sistema
dindmico se escoge la regién 16 con valores cercanos a la regién cuatro, esta
eleccién no es arbitraria, ya que la regién 16 presenta inestabilidad en los analisis
locales a los puntos fijos y la regién 4 presenta estabilidad de la figura 4.5.4, por

lo que se espera un comportamiento transitorio.
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Los valores para los parametros y la integraciéon numeérica corresponden con
n=—128 w=2¢=0.5 con un intervalo de tiempo ¢ € (0, 140) y n = 100,000

iteraciones.

25 (94,28.02)

0 20 40 60 80 100 120 140

Tiempo (t)

Figura 6.2.1: Gréfica In (HI(Isg)HH) con respecto t para el sistema de Rocard

Se obtiene una imagen similar a la Figura 6.1.3, donde la pendiente puede calcularse

a partir de dos puntos. El primer punto corresponde con el origen, dado que para

»(f5on) =

t = 0 se tiene

El segundo punto se encuentra en la Figura 6.2.1 en la coordenada (94,28.02). Es
decir, el exponente de Lyapunov se obtiene a partir de la pendiente de la recta

que pasa por el origen y por el punto (94,28.02), por lo que,

28.02
A=—=02 .
o 0.29808

Este resultado muestra que el sistema es sensible a las condiciones iniciales, lo
cual es una de las caracteristicas fundamentales para la presencia de caos en un

sistema dinamico como se menciona en las secciéon 6.1.1.

6.3. Sistemas dinamicos discretos

unidimensionales.

Para la informacién correspondiente a la seccién 6.3 se ha tomado como referencia
basica a ( ). Para establecer que el sistema de Rocard
exhibe comportamiento cadtico, es necesario verificar las siguientes propiedades

fundamentales:
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» Transitividad topolégica: f es topologicamente transitiva.

= Densidad de los puntos peridédicos: El conjunto de puntos periédicos
de f es denso en X.

» Sensibilidad a las condiciones iniciales: pequenas variaciones en el estado
inicial del sistema conducen a trayectorias que divergen exponencialmente

con el tiempo.

En la seccién 6.2 se ha demostrado que el sistema de Rorcard es sensible a
las condiciones iniciales. Ademas por construccién, el sistema de Rocard es
determinista. Para probar la transitividad topolédgica y la densidad de puntos
periddicos se lleva a cabo una discretizacion del sistema, obteniendo una funcion
discreta que conserva las propiedades esenciales de la dinamica del sistema continuo,

de esta manera poder utilizar la definicién de ( ).

Antes de proceder con el andlisis del sistema discreto, es necesario introducir
algunas definiciones y resultados fundamentales en teoria de sistemas dinamicos
discretos. Posteriormente, se construird un funcién de bifurcaciones discreta, es
decir, una grafica con los distintos valores de la érbita para distintos valores en un
rango de un parametro del sistema, el cual permitirda analizar el comportamiento

de las soluciones en términos de la variacién de los parametros del sistema.

Definicién 6.3.1 (Sistema dindmico discreto unidimensional). Una funcion
f:A— A con ACR sedenomina sistema dindmico discreto unidimensional,
por ejemplo, [ : R — R. Sea x un punto en R y sea f una funcion en R. La drbita
de x bajo [ es el conjunto de puntos {z, f(x), f*(z),...} donde

fo(fo---of)x)=[f"(x)

n veces

El punto de partida x de la orbita se llama valor inicial de la orbita.

Definicién 6.3.2 (Orbita). Sea z un punto y sea f una funcion. La érbita de
bajo f es el conjunto de puntos {z, f(x), f*(z),...}. El punto de partida x de la

orbita se denomina valor inicial de la orbita.

Definicién 6.3.3 (Punto fijo). Un punto p es un punto fijo de la funcion f si
f(p) =p.
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6.3.1. Representacion Grafica.

Para un sistema dinamico discreto cuyo dominio es R, se puede hacer un grafico
de una 6rbita, la idea es utilizar la siguiente técnica grafica. Dibujar el gréafico

de la funcién f junto con la linea diagonal y = x, correspondiente con la funcién
identidad.

07

| f(x)=2x(1-x)

—0.1/ 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X
0/ | | | | | | | | |

Figura 6.3.1: 6rbitade f(z) = 2z(1 — x).

En la Figura 6.3.1, se muestran la grafica de la funciéon f(z) = 2z(1 —z) y la
diagonal y = x. Lo primero que queda claro en una imagen de este tipo es la
ubicaciéon de los puntos fijos de f, ya que corresponden a las intersecciones de
y = f(z) con la linea y = x, dado que en estos puntos el valor de entrada = y el
valor de salida f(x) son idénticos. Esto implica que = es un punto fijo. La figura
6.3.1 muestra que los puntos fijos de f(x) = 2x(1 —x) son x =0y x = 0.5. Estos

valores se obtiene al resolver la ecuacién 2x(1 —z) =z

La representacion grafica de una orbita se realiza de la siguiente manera: se toma
el valor de entrada x = 0.15, que representa la condicion inicial, y se calcula
la salida f(0.15). En la figura 6.3.1, el valor de salida es 0.255. Para encontrar
£(0.255), se considera 0.255 como el nuevo valor de entrada. Para convertir un
valor de salida en un valor de entrada, se traza una linea horizontal desde el
punto (0.15,0.255) hasta la linea diagonal y = x. En la figura 6.3.1, se observa un
segmento de linea vertical que comienza en x = 0.15, representando la evaluacion

de la funcién, seguido por un segmento punteado horizontal que convierte la salida
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en una nueva entrada para repetir el proceso iterativamente. De esta manera, la

orbita queda definida por la sucesion

{0.15,0.255,0.37995, 0.471176, . .. }.

De la representaciéon grafica de la 6rbita con valor inicial x = 0.15 en la figura
6.3.1, se observa como esta converge al punto fijo x = 0.5. Esto significa que
la 6rbita con condicién inicial = 0.15 queda atrapada en x = 0.5 y no puede

moverse mas alla de este punto fijo.

Finalmente, una regla sencilla para interpretar la representacion grafica de una
6rbita es la siguiente: Si la grafica esta por encima de la linea diagonal y = z, la
6rbita se mueve hacia la derecha hasta llegar a la identidad; si la grafica esta por
debajo de la linea diagonal, la 6rbita se mueve hacia la izquierda hasta llegar a la

recta y = .

6.3.2. Punto fijos, orbitas periddicas.

En un sistema de tiempo discreto, existen dos tipos distintos de puntos fijos. Un
punto fijo estable tiene la propiedad de que los puntos cercanos a él se mueven
aun mas cerca del punto fijo bajo la dinamica del sistema. Por otro lado, un
punto fijo inestable es aquel en el que los puntos cercanos se alejan a medida

que aumenta el niimero de iteraciones.

El concepto de cercania se formaliza mediante la nocién de vecindad N,(p), definida
como el conjunto de todos los nimeros reales dentro de una distancia e del punto

p. Especificamente,
Ne(p) ={z e R | [z —p| <€}

con 0 < € < 1. De esta manera se tiene puntos x muy e—cercanos de p.

Definicién 6.3.4 (Punto repulsor y atractor). Sea f: R — R wuna funcion y sea

p € R un namero real tal que f(p) = p, es decir, p es un punto fijo.

= 5@ todos los puntos suficientemente cercanos a p son atraidos hacia p,

entonces p se llama un sumidero o punto fijo atractor. Es decir, existe
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un € > 0 tal que para todo x en el entorno N.(p), se cumple

lim f¥(z) = p.
= Por el contrario, si todos los puntos suficientemente cercanos a p son repelidos
desde p, entonces p se llama una fuente o punto fijo repulsor. Mds
precisamente, si existe un entorno N.(p) tal que cada x € N.(p), excepto
p en si mismo, eventualmente se dirige fuera de N.(p), entonces p es una

fuente.

Teorema 6.3.1 (Estabilidad de un punto fijo.). (2000) Sea f una
funcion (suave) en R | y p es un punto fijo de f,

w Si|f'(p)| <1, entonces p es un punto fijo estable.
» Si|f'(p)| > 1, entonces p es un punto fijo inestable.

Definicién 6.3.5 (Puntos periédicos.). (2000) Sea f una funcion
en R. A un punto p se le llama un punto periédico de periodo k si f¥(p) =p, y si
k es el entero positivo mds pequeno que satisface esta condicion. La orbita con

punto inicial p (que consta de k puntos) se llama érbita periddica de periodo k.

La estabilidad de las orbitas periddicas se observa en los puntos cercanos a la

orbita periodica que pueden quedar atrapados o repelidos por la orbita.

Teorema 6.3.2 (estabilidad de las orbitas.). (2000) La orbita

periodica {p1,...,px} €S un sumidero si,

|f () -+ f1(p)] < 1,

y un fuente si,

|f (k) - f'(p1)| > 1.

6.3.3. Bifurcaciones.

El comportamiento de un sistema dinamico discreto con un punto fijo estable
es relativamente sencillo, ya que cualquier trayectoria que inicia en las cercanias
del punto fijo, esta convergera hacia él con el tiempo, incluso ante pequenas

perturbaciones. Sin embargo, cuando el sistema depende de ciertos parametros, la
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variacion de estos puede inducir cambios cualitativos en la dinamica.

En particular, a medida que un parametro se modifica, un punto fijo que
inicialmente era estable puede perder su estabilidad, dando lugar a nuevos
comportamientos como oscilaciones peridédicas o incluso dando lugar a una
dindmica cadtica. Este tipo de transiciones suelen estar asociadas a fenémenos
llamados bifurcacién, los cuales son clave en el analisis de la evolucion de los

sistemas dinamicos en términos de sus parametros.

Los sistemas dinamicos que dependen de un valor de parametro a en el cual el
numero o la estabilidad de puntos fijos o puntos periédicos cambia, entonces a es

conocido como valor de bifurcacion.

Definiciéon 6.3.6 (familia de funciones dependientes de un parametro). Una

familia de funciones dependientes de un pardmetro tiene la forma,

FiIxR" = R"
(o, ) = fox).

En esta familia de funciones muestra que existe una funcion f, para cada valor

de un parametro a € I con I C R.
Los dos tipos de bifurcaciones basicos son:

» La transicién en el comportamiento del sistema, en la cual una region
previamente carente de puntos fijos da lugar a la aparicién de puntos fijos,

corresponde a una bifurcacion de tipo nodo de silla.

= La bifurcacion de duplicacién de periodo se caracteriza por la pérdida de
estabilidad de un punto fijo, acompanada de la aparicion simultanea de una

nueva orbita con el doble del periodo original.

Ambas bifurcaciones bésicas se dan en la familia cuadritica unidimensional f,(z) =
a — 22, donde a es un pardametro escalar. Para estudiar el pardmetro se hace
referencia a la figura 6.3.2. Cuando a < —1/4 no existen puntos fijos; en el valor
a = —1/4 la grafica f, es tangente a la linea y = a, por lo que, existe exactamente
un punto de equilibrio en el punto z = —1/2. Para a estrictamente mayor a —1/4,
la funcion f, cruza con linea y = x en exactamente dos puntos, lo que genera la

creacion de dos puntos fijos.
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Figura 6.3.2: Se muestra la grafica algunos elementos de la familia cuadratica
fa(x) = a — 2 antes, durante y después de una bifurcacién de silla-nodo.

El punto (a,x) = (—1/2,—1/4) corresponde a un punto de bifurcacién para la
funcion f ya que el nimero de punto fijos, como funcién de a, cambia cuando
a pasa por el valor a = —1/4, cuando a = 1/2 la funcién f tiene un punto fijo
repulsor en = (—1—+/3)/2 y un punto fijo atractor en x = (—1+4+/3)/2. El caso
en el que un par de puntos fijos aparecen en una regiéon donde no habia ninguno,

a medida que se varia un parametro a, se denomina bifurcaciéon de tipo silla-nodo.

En una bifurcacién de silla-nodo, nacen dos puntos fijos de f,, uno estable y
otro inestable, a medida que aumenta el parametro a. Por supuesto, esto es una
cuestion de perspectiva. Alternativamente, es posible que los dos puntos fijos

desaparecen a medida que a disminuye.

Para las funciones en los que el espacio de estados es unidimensional, esta
bifurcacion también se denomina a veces bifurcacion tangente. Este nombre
proviene del hecho de que la derivada f! en una 6rbita de bifurcacion de silla-nodo
de punto fijo debe ser igual a +1, y por lo tanto, el grafico debe ser tangente a la

linea y = x.

En la figura 6.3.2 se muestran graficos del espacio de estados, donde se obtiene
la grafica de la funcién f, antes, durante y después del valor de bifurcacion. Un
tipo diferente de grafico comprime la informacién del espacio de estados de modo
que se pueda ver la variacién en funcion del pardametro a, este tipo de grafico,
ejemplificado en la figura 6.3.3, se denomina diagrama de bifurcacién. El
eje vertical corresponde al espacio de estados. Solo se representan los puntos

significativos en el espacio de estados, estos corresponden a los puntos fijos,
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Figura 6.3.3: Diagrama de bifurcacién de la familia de funciones f,(z) = a — z*

En la figura 6.3.3 muestra los puntos fijos de f, (eje vertical) como funcién de a
(eje horizontal) cerca de la bifurcacién de tipo silla-nodo, es decir, valores alrededor
de la vecindad a = —1/2. Los puntos fijos que atraen se muestran con una curva
continua y los puntos fijos que repelen se muestran con una curva punteada. Por
ejemplo, cuando a = 0, la funcién f tiene dos puntos fijos, uno atractor y otro

repulsor.

Hay que observar que el punto (3/4, 1/2) representa un paso de la curva de puntos
fijos de linea continua a linea discontinua, lo que indica un cambio en la estabilidad.
La forma en que los puntos fijos cambian la estabilidad es que f!(x) = —2x cambia
entre =1 a medida que varia el pardmetro a. A medida que a aumenta de —1/4 a
—3/4, la derivada de f! en el punto fijo que atrae disminuye de +1 a —1, es decir,
hay un cambio de estabilidad. Para a > 3/4, la derivada de f! en este punto fijo
ha cruzado el valor —1, y el punto fijo se convierte en un repulsor. En el rango de
pardametros (3/4,00), la funcién f, no tiene atractores de puntos fijos, es decir, la

Orbita no tienen a un valor.

Sin embargo, f, tiene un atractor de periodo dos para a € [3/4,5/4]. En a =3/4 ,
los dos puntos en esta drbita se separan del punto fijo z = 1/2 . Para a ligeramente
mayor que 1/2 , un punto en la érbita es mayor que 1/2 y el otro es menor que
1/2 . Esta bifurcacion se llama bifurcacién de duplicacién de periodo. En la
Figura 6.3.4 se muestra el grafico de f, para valores de a antes, y después de la

bifurcacién de duplicacion de periodo, donde anteriormente existia un punto fijo
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aparecen una orbita de periodo dos.

(a) for(z) =0.7 —a? (b) fos(x) =0.8—z”

Figura 6.3.4: Se muestra la grafica de la familia cuadritica f,(r) = a — 2 antes
y después de una bifurcacién de duplicacién de periodo.

6.4. Periodo tres implica caos.

Para la informacion correspondiente a la seccién 6.4 se ha tomado como referencia

bésica a ( ).

Una vez demostrada la existencia de sensibilidad a las condiciones iniciales y dado
que el sistema de Rocard es un sistema determinista, es necesario verificar la
densidad de los puntos peridédicos de sus soluciones para demostrar que existe un

comportamiento cadtico en el sistema.

Para encontrar que un sistema tiene densidad en los puntos periddicos es suficiente
con tener la presencia de una orbita de periodo tres, ya que esto implica la

presencia de todos los periodos.
La definicion de caos que se adoptara en este trabajo es ( ).

La existencia de orbitas de todos los periodos implica que, para cualquier n € N
suficientemente grande, se pueden encontrar soluciones de periodo n. Dado que
el conjunto de los nimeros naturales no esta acotado superiormente, siempre es

posible considerar valores de n tan grandes como se requiera, lo que garantiza
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la aperiodicidad en las soluciones del sistema como menciona la definicion de

Esto permitira finalmente demostrar que el sistema de Rocard presenta
comportamiento cadtico. Ademas, el espacio de parametros previamente definido

facilitara la identificacion de las regiones en las que se manifiesta el caos.

Teorema 6.4.1 (Li & Yorke). Si se tiene una funcion f: R — R continua, y

existe un punto a que satisface que:
1 fa) <a< fla) < f2a),
2. f*(a) > a> f(a) > f*(a),
entonces f tiene puntos de todos los periodos.

Este resultado es una senal fuerte de caos, donde hace falta probar la sensibilidad
a las condiciones iniciales, en general, la presencia de ciclos de todos los periodos

sugiere una dinamica rica y compleja.

Para realizar la demostracion del Teorema es primordial demostrar cuatro lemas

previos.

6.4.1. Lemas previos

Lema 6.4.1. Si I y J son dos intervalos cerrados y f(I) D J entonces existe un
subintervalo K C I tal que f(K) = J, f(int(K)) = int(J) y f(OK) = 0J.

KclI ao

Demostracion.

Sea J = [by,bg]. Como f(I) D J, existen puntos ay,as € I tales que f(ay) = by
y f(az) = be. Sin pérdida de generalidad, supongamos que a; < as. Sea X el

conjunto definido por

Xy ={z € lay, a9 | f(x) =b1}.
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Como X; es no vacio y acotado superiormente, Se define su supremo como

r1 = sup X;.

Dado que la funcién f es continua en I, y dado que el conjunto de puntos donde
f(z) = by es no vacio (pues contiene a a;), se sigue que el supremo x; estd bien

definido y pertenece a [a, as].

Para justificar que f(x1) = by, observamos lo siguiente: dado que x; es el supremo
del conjunto de puntos donde f(x) = by, existe una sucesién de puntos {z,} tales
que x, = z1 'y f(x,) = by para toda n. Como f es continua en z1, tomando el
limite en ambos lados de f(x,) = by, se obtiene:

lim f(z,) = f(x1) = b.

n—oo
Esto prueba que f(x1) = b;.

Ademas, por la definicién de supremo, se tiene que para todo € > 0, existe un
x € (x1—¢,x1] tal que f(z) = by. Como z; es el supremo de los puntos que mapean
en b;. Observacion, si x; = ay entonces f(x1) = f(ag) pero f(x1) = by entonces
f(az) = by aqui se tiene una contradiccién dado que por hipdtesis f(as) = bs.
Por otro lado si x; > a9 entonces z; ¢ [&1,@2] pero nuevamente se tiene una
contradiccion ya que por definicién de x; se tiene que x1 € [aq, asl, por lo tanto,

1 < Q2.

Ahora, sea X5 el conjunto definido por
X2 = {Qf € [.fl?l,ag] ’ f(.fl?) = bg}
Como X5 es no vacio y acotado inferiormente, se define su infimo como

Ty = inf Xg.

De manera analoga al caso de z7, este infimo estd bien definido y satisface
f(z2) = by por continuidad de f.

Definidos estos dos puntos, ahora se demuestra que xy < x5, primero si r; = x5

entonces f(x1) = f(x2) = by = bs, lo que es una contradiccién ya que por hipétesis
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by # bo.

Por definicién x5 > 1 pero x; # x9 pues f(x1) = by y f(x2) = by, por lo tanto,

o > x1. Asimismo, se tiene que a1 < 17 < T2 < ao.

Definimos entonces el subintervalo K = [z, xs]. Se tiene entonces que:
f({l.la xZ}) = {b17 b2}

Para ver que f(K) = J, tomemos cualquier y € (b1, by). Hay que probar que existe

algin = € (21, z2) tal que f(z) =y. Como f es continua en [z1, z3] y satisface:

flz1) =b1,  f(x2) = by,

por el teorema del valor intermedio (TVI), se garantiza que para cada y € (by, bs)

existe un = € (x1,x9) tal que f(x) = y. Esto implica que:

f((x1,22)) = (b1, b2),

por lo que f(int(K)) = int(J).

Finalmente, probemos que f(0K) = 0J. Por las definiciones de x; y x9, se tiene
que f((z1,x2)) solo contiene valores en (by, bs), es decir, no puede tomar los valores
by ni by en el interior del intervalo. Como f(x1) = by y f(x2) = by, se sigue que los
unicos puntos donde f puede tomar los valores de la frontera de J son precisamente

x1 Yy T9. Por lo tanto,

f(@K) = {f(x1)>f(372)} = {bl,bQ} =0J.

Asi, se ha construido un subintervalo K = [z1,25] C I que satisface las tres

condiciones del enunciado:
. FE) =,
» f(int(K)) = int(J),
» f(OK)=0J.

Por lo tanto, se concluye que existe el subintervalo buscado, lo que prueba el lema.
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Definicién 6.4.1. Un intervalo I f-cubre un intervalo J siempre que f(I) D J.

Esto se denota de la forma I — J.

Lema 6.4.2. Si existen dos puntos a y b distintos tales que f(a) > a y f(b) < b,
y que [a,b] estd contenido en el dominio de f, entonces existe un punto fijo de f

en el intervalo (a,b).

Demostraciéon. Se define la funcién auxiliar

Nuestro objetivo es demostrar que existe algun ¢ € (a,b) tal que g(c) = 0, lo que

equivale a demostrar que f(c) = ¢, es decir, que ¢ es un punto fijo de f.

Primero se evalia g(z) en los puntos dados. Dado que se proporciona que f(a) > a

y f(b) < b, al evaluar g(z) en a y b se obtiene:

g(a) = f(a) —a >0,
g(b) = f(b) = b <0.

Esto significa que g(a) es positivo y g(b) es negativo.

Ahora se verifica las condiciones para aplicar el TVI. Para poder aplicar el TVI,
es necesario verificar que g(z) es una funcién continua en [a,b]. Dado que f es
continua en [a, b, entonces la funcién g(x) = f(x) — x también es continua en
[a, b], pues la funcién identidad = es continua en todo R y la resta de funciones

continuas sigue siendo continua.
Por lo tanto, g(z) es continua en [a, b].

El TVI establece que si una funcién continua g(x) toma valores de signo opuesto
en los extremos de un intervalo cerrado, entonces debe existir al menos un punto

¢ en el intervalo donde g(c) = 0.

previamente se verifica que g(a) > 0y g(b) < 0, y ademaés g(z) es continua en [a, b],
por lo tanto, con el Teorema del Valor Intermedio, Vu € (g(a), g(b)), entonces
existe ¢ € (a,b), tal que, g(c) = u, en particular 0 € (g(a), g(b)), por lo tanto,
existe ¢ € (a,b) tal que

g(d)=0.
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Dado que g(¢) = 0, se tiene que

fldy==0 = f(d)=/C.

Por lo tanto, el punto ¢’ es un punto fijo de f en el intervalo (a, b).

Lema 6.4.3. 57 un intervalo cerrado I se f-cubre a si mismo, entonces f tliene

un punto fijo en I.

Demostracién. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado tal que f(I) 2 I, es decir, f

cubre a [.
Por el lema 6.4.1, se garantiza la existencia de un subintervalo K = [z, 2] C I

tal que la imagen de K bajo f es exactamente I, es decir,

FK) =1 =[a,b]. (6.4.1)

Esto implica que f(x1) y f(x2) alcanzan los extremos de I, lo que da lugar a dos

casos posibles:
1. f(z)=a=x1y f(x2) = b= .
2. f([L’l) =a<I1y f<$2) =b> xs.

Caso 1: Si se cumple f(z1) = x; o f(z2) = x2, entonces se ha encontrado un

punto fijo de f y la demostracion concluye.

Caso 2: Si en cambio f(z1) < z1y f(xg) > xq, entonces se tiene que f es una

funcién continua definida en un intervalo cerrado [z1, z5] y satisface la condicion

Por el teorema del valor intermedio aplicado a la funcién auxiliar g(x) = f(z) — z,

se garantiza la existencia de un punto ¢ € [x1, 23], se hace uso del lema 6.4.2.
En ambos casos, se ha probado que existe un punto fijo en I.

Lema 6.4.4. Si se supone que Jo — J;, — -+ — J, = Jy es un ciclo con

f(Jx) D Jgs1 para k =0,...,n—1, entonces:

1. Eziste un punto fijo xo de f™ tal que f*(xq) € Jp para k =0,..., n.
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2. Ademdas:

= [ste ciclo no se forma al recorrer p veces un ciclo mds corto de longitud

m, donde mp = n.
» Se cumple que int(J;) Nint(J) =0 a menos que J; = Jy.

Si el punto periddico xo de la parte (1) se encuentra en el interior de Jy, entonces

su periodo minimo es n.

Demostracion: Se inicia de la hipotesis de que existe un ciclo de intervalos

Jo—=J == Jhy1 = S = Jo,

donde para cada k= 0,1,...,n — 1 se cumple que

f(Jk) D) Jk—i—l-

El objetivo es demostrar, mediante un argumento inductivo, dos afirmaciones:

1. Existencia de punto fijo para f™: Se probara que existe un punto xy tal que

f™(z0) = wo y ademds, para cada k = 0,1,...,n, se tiene que f*(xq) € Jj.

2. Periodocidad minima: Si el punto fijo xq de f™ se encuentra en el interior
de Jy, entonces su periodo minimo es n; es decir, no se trata de repetir p

veces un ciclo de longitud m (con mp = n).
Para lograr esto, se utiliza la siguiente afirmacion inductiva (denotada por (5;)):
(S,): Existe un subintervalo K; C J, tal que, para cada i =1,2,...,7, se cumple:
» fU(K;) C J;.
» fi(int(K;)) C int(J;).
= fIK;) = ;.

El objetivo final es probar (S,,).posteriormente se obtiene la existencia de un punto

fijo xg para f".
Para j = 1, se quiere encontrar un subintervalo K; C Jj tal que:

= f(Ky) C i,
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s fint(K,)) C int(Jy),
= f(Ky) =

El Lema 6.4.1 establece que si f(.Jy) D J; entonces existe un subintervalo K; C Jy
que se evalua de forma exacta sobre Ji, es decir, f(K;) = J; y, ademés, la imagen

del interior de K; queda contenida en el interior de J;. Esto prueba el caso base

(S1)-

Ahora se verifica el paso inductivo. Supongamos que la afirmacion (Sy_1) es cierta
para algin k£ con 2 < k < n. Es decir, existe un subintervalo Kj;_; C Jj tal que

para cadat=1,...,k — 1 se cumple:
= fY(Kip) C i
o fi(int(Ky_1)) C int(J;),
. fk_l(Kk—1> = Jp—1.
Se debe demostrar que existe un subintervalo K C Kj;_1 que verifique:
» fRH(K}) C Ji y, en efecto, fH(Ky) = Ji,
» fE(int(K})) C int(Jy),

» Ademaés, parai=1,...,k — 1, se conserva que f'(K}) C J; (va que K}, C
K1 v la aplicacién de f! a K permanece dentro de J; por la hipétesis

inductiva).

Como f*1(Ky_1) = Jp_1 por la hipdtesis inductiva, al aplicar f se tiene:
fr(Ki) = f(fk_l(Kk—1)> = f(Jr-1).
Pero la hipétesis del enunciado nos dice que f(J,_1) D Ji. Es decir,
S (K1) D Ji.

Esto significa que la imagen de Kj_; bajo f* cubre al menos a Jj.

Dado que f*(Kj_1) D Jr v f (0 en este caso la iteracién f*) se puede aplicar
nuevamente el Lema 6.4.1 para deducir que existe un subintervalo K; C Kj;_; tal
que:

) =Je vy fH(int(Ky)) = int(Jy).
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Esta construccion garantiza que se preservan las inclusiones para las imagenes de

los interiores y se ajusta el subintervalo para que la imagen exacta sea Jj.

Dado que Ky, C K1 y ya se tenia que paracadat=1,... .k — 1:

fi(Kk_l) C JZ

entonces,

fl(Kk) C fl(kal) C Jz

Es decir, las propiedades relativas a las imagenes intermedias se mantienen.

Con lo anterior se concluye que la afirmacion (Si) se cumple. Esto completa el

paso inductivo.

Una vez que se ha demostrado (.S,), se tiene un subintervalo K, C J; tal que

fn(Kn) — Jo.

Ademas, se tiene que

fi(K,) CJ; parai=1,...,n,

y en particular, para el interior:
Fr(int(K,)) = int(Jo).

Mediante los Lemas 6.4.2 y 6.4.3 estos lemas garantizan la existencia de un punto
fijo para una iteracion de la funciéon, se deduce que f" tiene un punto fijo x¢ en

K,,. Por lo tanto, se cumple:

fn<x0) = Zo,

y, dado que zy € K,, C Jy, ademas se tiene que para cada ¢ =0,1,...,n:

fi (33'0) c Jl

Esto demuestra la parte (1) del lema.
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Para demostrar que el punto fijo z( tiene periodo minimo n (bajo la condicién de

que xg € int(.Jy)), se argumenta lo siguiente:

Sizg € 0Jyy f(zo) = xo entonces se tiene una contradiccién ya que se construye

un ciclo de tal manera que f™(zg) = o, entonces zo € int(.Jp).

Dado que f*(K,) = Jy, también se tiene que en el interior

f(int(K,)) = int(Jo).

Ya que zy € int(Jy) y dado que f™(xy) = zo, entonces, zy € int(K,), lo que
implica que
(o) € int(J;), i=0,1,...,n.

Dado que zy es un punto fijo de f™, se obtiene que f"(zq) = x¢, asegurando que

xo permanece en int(Jy) en cada iteracion.

Si el periodo de x fuera menor que n, existiria un entero m < n tal que f™(zq) =
xo. Esto implicaria que el ciclo de intervalos es el resultado de recorrer p veces un
ciclo mas corto de longitud m, con mp = n. Sin embargo, la construccién de los
intervalos garantiza que el ciclo completo tiene longitud n y no es generado por
un ciclo mas corto repetido. Esta contradiccion establece que el periodo minimo

de x(y debe ser precisamente n.

Ahora falta probar que si int(J;) Nint(J;) = 0 entonces i # j . Si int(J;) Nint(Jy) =

() con ¢ = j entonces,

int(J;) Nint(.J;) = int(J;) # 0,
por lo tanto es falso que int(J;) Nint(J;) = ) con ¢ = j, por lo tanto, int(J;) N
int(J) = 0 entonces i # j es verdadero.

Con esto se concluye la parte (2) del lema.

6.4.2. Demostracion del Teorema.

Teorema 6.4.2 (Li & Yorke). Si se tiene una funcion f : R — R continua, y

existe un punto a que satisface que:
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1. f*(a) <a < f(a) < f*(a),
2. f3a) 2 a> f(a) > f*(a),
entonces f tiene puntos de todos los periodos.

Demostracion del teorema 6.4.1. Sin pérdida de generalidad, supondremos

que se cumple la primera condiciéon:
f*a) < a < fla) < f*(a).

Se analiza en detalle el primer caso, donde se cumplen las siguientes condiciones:
= fla)=b>a,
= f2a) = f(b)=c> fla)=b,y
- Pa) = fO)=d<a.
Ahora, se define los intervalos:
w [1 =[a,b],
w [, =)l
Se observa que:
1. I f-cubre Iy, es decir, f(I;) 2 L.
2. I f-cubre tanto I; como Iy, es decir, f(I3) 2 I U Is.

Como f(I3) D I, el lema 6.4.3 muestra la existencia de un punto fijo en I, es

decir, un x € I, tal que f(x) = =.

Se busca probar que existe un punto periédico de periodo exactamente n para

cualquier n > 2.

Se considera un ciclo de longitud n estructurado como:

[1—>12—>[2—>"'—>12—>[1.

Es decir, f manda I; a I, y luego f manda I, repetidamente a si mismo hasta

regresar a [; en el paso n.
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Por el lema 6.4.4, existe un punto xy € I; tal que:
f"(20) = x0

y ademas,

fi(xg) €l paraj=1,...,n—1.
Ahora hay que probar que z( tiene periodo exactamente n, es decir, que no existe
un k con 1 < k < n tal que f*(z) = 0.

El objetivo es demostrar que si existe un punto zo en I; = [a, b] tal que f"(x¢) = o,
entonces no puede existir un k con 1 < k < n tal que f*(z9) = z¢. En otras

palabras, se busca demostrar que el periodo de x( es exactamente n.

Para ello, se asume que existe un k en el intervalo 1 < k < n tal que f*(xq) = .
Por el lema 6.4.4 xg € Iy y f/(xg) € [y para j=1,...,n—1.Si zg es de periodo
menor a n entonces xy € I, esto implica que xg debe pertenecer a la interseccion

I, N I, la cual esta formada tnicamente por el punto b, es decir, xg = b.

Ahora para k =1, f(b) = b pero esto es una contradiccién ya que por hipdtesis
f(b) =cconb <ec.

Para el caso k = 2. Si f2(b) = b, se tiene que:
F2(0) = f(a).
Sin embargo, de la hipétesis del teorema se sabe que:

f3(a) < a.

Dado que a < b, se obtiene la siguiente contradiccion:

b= f2(b) = f3(a) <a <b.

Por lo tanto, la igualdad f?(b) = b es imposible.

Para el caso k > 3. Ahora se asume que existe un entero k > 3 tal que f*(b) = b.
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En particular, se sabe por el lema 6.4.4 que f7(b) € I, = [b, c], lo que implica que:

f7(b) > b.

Por otro lado, de la hipotesis del teorema, se cumple que:
f2(0) = f’(a) < a.

Dado que a < b, se obtiene la desigualdad:

f2(b) <a<b.

Se observa aqui una contradiccién, pues no es posible que f?(b) < a 'y
simultdneamente b < f2(b) cuando a < b. El objetivo es demostrar que f7(b) > b
para k > 3; sin embargo, la hipotesis del teorema muestra que, al iterar dos veces
la funcién f, no puede existir un punto fijo que satisfaga las condiciones dadas.
En particular, la relacion f2(b) = f3(a) < a implica que, en la segunda iteracion,

el supuesto punto fijo £y = b se encuentra en el intervalo [d, al.

Asi, para todo j € {1,...,n — 1}, la segunda iteracién satisface f2(b) € [d,al, lo

que contradice el Lema 6.4.4, ya que este garantiza que f7(b) € Is.

Dado que en ambos casos se obtiene una contradiccion, se concluye que no puede
existir un k£ con 1 < k < n tal que f¥(xy) = x¢. En consecuencia, el punto zg

tiene exactamente periodon, completando asi la demostracion.

6.5. Teorema de Sharkovskii

Para poder enunciar el teorema de Sharkovskii, es necesario introducir un nuevo
tipo de orden en el conjunto de los niimeros enteros positivos. Este orden,
denominado orden de Sharkouvskii, se representa mediante el simbolo especial >,
que indica precedencia segin esta relacion particular, y no debe confundirse con

el orden usual de los ntmeros naturales.

El orden de Sharkovskii comienza con los nimeros impares mayores que uno, los

cuales se disponen en orden decreciente, es decir, en sentido opuesto al orden
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natural. De este modo, se establece la primera parte de esta ordenacién especial.
3pdH 71l .-

A continuacién, se incorporan al orden de Sharkovskii todos los enteros que
resultan de multiplicar por dos un niimero impar. Posteriormente, se agregan los
enteros que resultan de multiplicar un ntimero impar por potencias crecientes de

dos. Es decir, la ordenacién sigue el siguiente esquema:
365070 62-362-5p - 5223522 5p 2" 32" 5 2" 32" T B

Finalmente, se afiaden al orden todas las potencias de dos, dispuestas en orden

decreciente, es decir:
cep2ttiponp ol L 2352252 1

De esta manera, se ha definido un orden total sobre el conjunto de los enteros
positivos. Aunque esta ordenacion puede parecer inusual a primera vista, es
precisamente la estructura que determina qué periodos de puntos periddicos
implican la existencia de otros periodos, tal como lo establece el Teorema de
Sharkouvskii.

Teorema 6.5.1 (Teorema de Sharkovskii). Sea I C R un intervalo y sea f : I — R
una funcion continua. Si f posee un punto de periodo n, y que ni>k en el orden
de Sharkovskii. Entonces, f también posee un punto de periodo k. (Por periodo se

entiende el minimo periodo del punto.)

Hasta concluir la demostracion del teorema, se asumird que f es una funcién
continua de un intervalo I C R en R, como se indica en la hipdtesis. La
demostracion del teorema se basa en identificar ciertos intervalos que se cubren
mutuamente de formas particulares mediante la funcién f. Para expresar con
claridad estas ideas, se introduce la siguiente definicién de un tipo especifico de

grafo.

Definicién 6.5.1. Sea A = {IL,...,1,} una particion del intervalo I en
subintervalos cerrados con interiores no vacios y mutuamente disjuntos. Un grafo
A-asociado a f es un grafo dirigido cuyos vértices estdn dados por los intervalos

I;, y existe una arista dirigida desde I; hacia I;, si f-cubre I; a partir de I;; es
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decir, si f(I;) D I;. Este grafo también se denomina grafo asociado a la particion.

Ejemplo 6.5.1. Sea f una funcion cuyo grafo asociado, ilustrado en la figura
6.5.1, corresponde a una particion del intervalo en tres subintervalos Iy, I, I3. Sea
que Iy f-cubre Iy, Iy f-cubre Iy y Is y I5. El grafo correspondiente a esta particion

se muestra en la Figura 6.5.2.

I3

Iy I I3

Figura 6.5.1: Grafica de la funcién en el ejemplo 5.1.

O

Figura 6.5.2: Grafica de la particion del ejemplo 5.1.
Para comenzar se considera el caso en que n es un nimero impar que satisface las
siguientes condiciones:
(i) n>1,

(ii) la funcién f posee un punto x de periodo n, y no existen puntos de periodo

impar k tales que 1 < k < n.
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Para demostrar el teorema de Sharkovskii en este caso particular, Peter Stefan
propuso una estrategia basada en la construccién de una érbita con un patréon
especial sobre la recta real. Sea x; un punto n-periddico de la funciéon f, y al
definir la 6rbita como z; = f*"!(z;) para i = 1,2,...,n. Stefan mostré que se
puede encontrar una 6rbita tal que sus puntos estén ordenados de la siguiente
manera:

Ty < Tpeog < o < T < T < X2 < Ty <0 < Tp—1

donde a es igual a 3 si n es impar. (La reflexiéon de este ordenamiento es decir,
invertir todos los signos de desigualdad también es vélida.) Un punto periédico

cuya orbita posee este tipo de ordenamiento se denomina orbita de tipo Stefan.

El Lema establece rigurosamente que, bajo las condiciones mencionadas, tal érbita

existe efectivamente.

Dada una orbita como la descrita anteriormente, se definen los siguientes

subintervalos asociados a los puntos periédicos x1, s, ..., Ty:

Ty, $2)

€3, xl)

L2j415 L2j— 1]

=

= |

= [z2, 24),
=

]2] 1 = [Toj-2, Tajl,

paraj =2,..., "T_l La forma de estos intervalos esta motivada por el ordenamiento

especial de la érbita de tipo Stefan.
Debido a la estructura de dicha érbita, se cumple lo siguiente:

(i) I; cubre a I1 y a Iy, es decir, f(I) D I; U I,

(ii) para 2 < j <n — 2, se tiene que I; cubre a [;44, es decir, f(1;) D 141,
(iii) I,,—; cubre a todos los intervalos I; con j impar.

La existencia de una érbita con estas propiedades implica que el grafo A-asociado

a f contiene un subgrafo con la estructura mostrada en la figura 6.5.3. A este
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subgrafo se le conoce como grafo de Stefan.

Aplicando los lemas anteriores a dicho grafo de Stefan, se puede demostrar la
existencia de todos los puntos periddicos correspondientes a los periodos que estan

implicados por n en el orden de Sharkovskii.

Figura 6.5.3: Subgrafica para la particion del lema .

6.5.1. Lemas previos

Lema 6.5.1. Sea n un nimero impar tal que n > 1. Si la funcion f posee un
punto x de periodo n, y que f no tiene puntos de periodo impar k con 1 < k <n

(es decir, k>n en el orden de Sharkovskii). Sea

J = [min O(z), max O(z))

el intervalo que contiene la drbita de x, donde O(x) denota el conjunto de puntos
de la orbita de x. Sea A la particion de J inducida por los elementos de O(x).

Entonces, el grafo A-asociado a f contiene un subgrafo con la siguiente estructura:

Los intervalos Iy, ...,I, 1 pueden numerarse de manera que tengan interiores

disjuntos y cumplan las siquientes propiedades:

(i) Iy cubre a I y Iy, es decir, f(I;) D I U Iy,
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(7t) para todo 2 < j <n —2, se cumple que f(1;) D 141,
(iit) f(I,—1) D I para todo j impar.

Este subgrafo se ilustra en la figura 6.5.3 y corresponde a lo que se denomina un
grafo de Stefan.

Demostracion. Sea O(x) = {z1, 22, ..., 2, } la érbita del punto z, con los puntos

ordenados de manera creciente en la recta real, es decir:

2 < 2g < --- < 2.

Dado que f(z,) € O(x), y z, es el mayor de los puntos de la d6rbita, se concluye
que f(z,) < z,. De manera andloga, como f(z1) € O(z) y 21 es el menor de ellos,

se tiene que f(z1) > 2.
Se define
a=méax{y € Oz) : f(y) >y},
lo cual implica que a # z,. Sea a € O(x). Definimos b € O(z) tal que

b=min{y € O(z) |y > a}.

Es decir, b es el menor punto de la érbita O(z) que es estrictamente mayor que a

en el orden usual de la recta real. Se define entonces el intervalo

]1 = [Cb,b] c A

Demostraremos que este intervalo I; cumple las condiciones enunciadas en el lema.
La prueba se construye mediante una sucesién de afirmaciones que detallan el
comportamiento dinamico de la funcién f sobre los intervalos definidos por la

orbita.
» Afirmacién 1. El intervalo I; se cubre a si mismo: f([;) D I;.

» Afirmacién 2. Iterando la accion de la funcién f, el intervalo I; termina

por cubrir todo el intervalo J = [min O(x), max O(x)).

= Afirmacién 3. Se construye una sucesion de intervalos Iy, I, ..., I, 1 tal

que cada uno cubre al siguiente, y todos ellos tienen interiores disjuntos.
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» Afirmacién 4. Existe un ciclo minimo en el grafo A formado por estos

intervalos, de la forma

L —-1I,— - —=1,1—1,

lo cual constituye un lazo de longitud n — 1 sobre intervalos distintos.

» Afirmaciones 5 y 6. Los intervalos I; pueden ordenarse sobre la recta de
modo que cumplen con las propiedades topoldogicas y dinamicas establecidas
en el enunciado del lema: disjuncion de interiores, relaciones de cobertura, y

posiciéon relativa.

Estas afirmaciones, combinadas, completan la demostracién del lema. El subgrafo
asociado a los intervalos I, ..., I, ;1 cumple entonces con la estructura descrita

en la Figura 6.5.3.

Por demostrar. Afirmacion 1. La imagen de I; se cubre a si misma, es decir,

f(h) D L.

Sabemos que f(a) > a, por lo tanto, f(a) > b. Ademéds, como b > a, si f(b) > b,

entonces hay dos posibilidades:

» f(b) = b, lo que significa que b es un punto fijo, lo cual es falso porque
b € O(x), es decir, f(b) # b ya que al aplicar f(b) adquiere el siguiente valor

en la orbita.

= f(b) > b, entonces se obtiene un punto de la érbita que estd a la derecha de
b pero eso contradice el hecho de que b era el menor punto mayor que a en

la 6rbita.

Entonces la tinica posibilidad légica es f(b) < b, lo que implica f(b) < a. Por lo

tanto, f(I;) D I, como se queria demostrar.

Por demostrar. Afirmacién 2. La imagen iterada f"2(I;) cubre todo el
intervalo J, es decir, f"2(I;) D J.

Dado que f(I;) D I, entonces al aplicar f de nuevo,

FA(L) = f(f(1) D f(1),

ya que I; = [a,b] con a < b, al aplicar de forma iterada se produce conjuntos
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anidados,
L) D L) DD f(I) D I,

es decir, f*1(1;) D f*(I;). El ntimero de puntos en O(z) \ {a,b} es n — 2, por lo
que 2, € f*(I;) para algin 0 < k < n — 2 dado el anidamiento, se concluye que
21,20 € fP2(1), y ast, fP72(1) D (21, 24) = J.

Por demostrar. Afirmacién 3. Existe un intervalo Ky € A, con Ky # I, tal
que f(Ko) D Ii.

Sea I; = [a,b], un intervalo formado por dos puntos consecutivos de la érbita.
Como n es impar, al considerar los puntos interiores de la érbita que no son
extremos del intervalo I, el nimero total n — 2 es impar, por lo que al dividir los
puntos de O(x) \ {a, b} segin su ubicacion relativa a I;, uno de los dos lados (a

la izquierda de a o a la derecha de b) contiene més puntos que el otro.

Se denota por P C O(z) \ {a, b} al conjunto de puntos ubicados en el lado que
contiene estrictamente mas puntos que el otro. Como f permuta ciclicamente los
puntos de O(z), y la imagen de cada punto en la érbita sigue en la dérbita, debe
existir al menos una transicién entre un punto cuya imagen estéd en P y otro cuya
imagen no lo esta. Es decir, existen y;,y2 € O(x) consecutivos en el orden de la

recta real, tales que:

fy) €P, v f(ye) € P, o viceversa.

Tal transiciéon se deduce por un argumento topologico similar al principio del
valor intermedio: si una funciéon continua sobre una érbita finita cambia de un
subconjunto a su complemento, entonces necesariamente dicha transiciéon ocurre
sobre un intervalo entre dos puntos consecutivos. Como consecuencia, el intervalo
Ko = [y1, y2] cumple que f(Kj) contiene un subintervalo que conecta la imagen
de un punto dentro de P con uno fuera de P. Este intervalo I; queda contenido
en f(Kj), es decir,
f(Ko) DI

Ademsds, como y; y y2 no coinciden con los extremos de [, se garantiza que

Ky # I3, lo cual concluye la demostracion.

Por demostrar. Afirmacion 4. Existe un ciclo Iy — Iy — --- — [, — I; con
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I # I;. El ciclo méas corto con esta propiedad tiene longitud £k =n — 1.

El objetivo es demostrar que existe una sucesion de intervalos
L =1y — - = I, = I,

donde I; € A, I, # I, y tal que f(I;) D I;41 para todo 1 < j <k, y f(Ix) D .
Ademads, afirmamos que el ciclo mas corto con esta propiedad tiene longitud
k=n-—1.

En pasos anteriores, se construyé un intervalo K, € A, distinto de I, tal que
f(Ko) D I;. Ademas, se demostrd que

f"72(1) D K.
Combinando ambas inclusiones, se concluye que

"N hL) D f(Ko) D 1.
Por lo tanto, existe una secuencia de intervalos I, I, ..., I,_1 € A tal que:
f(l;) DIy paral<j<n-—2, y f(l,—1)D1h.

Esta sucesion define un ciclo de longitud £ = n — 1, donde todos los intervalos

pueden ser distintos.

Ahora, supongamos que existe un ciclo de la forma
[1-)[2-)"'—>[k—>[1,

con 2 < k < n — 1. Consideramos el caso en que k sea el entero mas pequeno
para el cual existe tal ciclo. Como estamos asumiendo que el ciclo es el mas
corto posible, los intervalos I, ..., I, son todos distintos: si alguno se repitiera,

podriamos extraer un subciclo mas corto, lo que contradice la minimalidad de k.

Dado que k > 2, el niimero k o k + 1 es impar. Definimos m € N como ese valor
impar, es decir, m = k si k es impar, o m = k + 1 si k es par. En ambos casos, se
tiene:

1 <m<n, mimpar.
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Ahora existen dos posibles construcciones de un ciclo de longitud m:

= Sim =k, ya tenemos un ciclo de longitud impar:

L —=1y— =1, — I

= Sim = k+1, se construye el ciclo extendido anadiendo un intervalo adicional
K, al final:
L—->0L— =1, = Ky—I.

En ambos casos, se tiene una cadena de inclusiones entre intervalos:

f(ll) 3127 f<]2) 3137 ceey f(Ln) Dlla

lo cual satisface las hipotesis del Lema 1.4. Este lema garantiza la existencia de

un punto z € I; tal que
fM(z) = z.

Ademas, por la construccion de la familia A, los intervalos son disjuntos en sus
interiores, y los puntos de la érbita periédica se ubican en los interiores de estos
intervalos. Por lo tanto, z no pertenece a la frontera de ninguno de ellos, y su

periodo minimo también es m.

Dado que m es impar y estrictamente menor que n, esto contradice la hipotesis
de minimalidad de n como el menor periodo impar existente para f. Por lo tanto,
la suposicién inicial de que existe un ciclo con longitud £ < n — 1 lleva a una

contradiccion.

En consecuencia, el ciclo mas corto de intervalos con la propiedad f(I;) D I;41,

con I D I, debe tener longitud exactamente k =n — 1.

Por demostrar. Afirmacién 5.
(a) Si f(I;) DI, entonces j=1o0j=n—1.
(b) Para j > i+ 1, no existe una arista dirigida de I; a I; en el grafo.
(c) El intervalo I; cubre Gnicamente a I; y Is.

La parte (a) se deduce directamente de la parte afirmacién 4. Las partes (b) y

(c) se siguen del hecho de que el ciclo es el més corto posible; por lo tanto, no



6.5. Teorema de Sharkovskii 157

pueden existir coberturas adicionales que acorten dicho ciclo sin contradecir su

minimalidad.
Por demostrar. Afirmacién 6. Ocurre una de las dos siguientes posibilidades:

(i) El orden (en términos de la recta real) de los intervalos I; en el ciclo descrito

anteriormente es

y el orden de los puntos de la érbita es
" Ha) < ") < ... < fAa) <a< fla) < fa) < ... < f"*(a),

(ii) Ambas ordenaciones anteriores estan exactamente invertidas.

Sea I = [a, b], como se construyé en el anteriormente, se tiene que f(a) = b, de
modo que f(I;) D I, y que I; cubre Gnicamente a I, que debe ser adyacente a
L.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que Iy < I; (la otra posibilidad da lugar
al orden simétrico). Entonces f(b) = ¢ con ¢ < a, lo que indica que el intervalo
Iy = [c, a] estd inmediatamente a la izquierda de ;. Ademads, el punto f(a) = b se

encuentra en el extremo derecho de I;, de modo que:

fOL) ={f(a), f(0)} ={b;c}, v Oy ={c,a}.

Esto justifica que I C f(I;), como parte de la definiciéon de cobertura.

Como f es continua y Iy = [¢, a] cubre un tnico intervalo I3,

f(0I) = {f(c), f(a)} = {f(c), b},
y como f(c) > b (ya que ¢ < ay f crece en esa region), se sigue que f(Iy) estd
estrictamente por encima de b, y en particular no intersecta el interior de I;.
Dado que:
w fla)=bel,y

= f(c) >,
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entonces la imagen del intervalo I, es un subintervalo que se encuentra
estrictamente a la derecha de I;. En particular, el intervalo I3 C f(I3) debe

ser adyacente a I; por la derecha, es decir, I3 > I;.

Ademas, por la afirmacién 5(a), I> no cubre a I, y por la parte (b), tampoco
cubre a ningin I; con j > 3, ya que solo cubre a [3. Como consecuencia, I3 debe
ser adyacente a [} por la derecha, reforzando la estructura intercalada de los

intervalos.

Para generalizar esta estructura, supongamos que para cierto k < n—1, el intervalo

I, cubre tnicamente al siguiente, I, 1. Entonces, del mismo modo que antes:

. f(‘[k‘) D Ik‘-{-la
» y por la afirmacién 5, I no cubre a ningtn otro I;.

Si I, estd inmediatamente a la izquierda (o derecha) de Iy_o, entonces Iy, estd en

el lado opuesto respecto a I, es decir, se intercalan alrededor de ;. En particular:

15 esta a la izquierda de I;, I35 a la derecha de I;, I, a la izquierda de I;, etc.

Por induccion, se deduce que los intervalos estan ordenados como:

Se sabe que cada f7(a) cae en la imagen del intervalo I;, el cual cubre a I;;;. A
partir de esto, y por la forma en que los intervalos estan ordenados de manera
intercalada alrededor de Iy, se concluye que los puntos de la érbita de a también

siguen un patréon alternante con respecto a la posicion de a.

En particular, el orden de los puntos en la érbita de a es:

" Ha) < f73a) < ... < fAa) <a< fla) < fa) <...< f"?(a),

lo cual esta exactamente invertido respecto al orden de los intervalos:

Esto muestra que la ordenacién de los puntos de la érbita es exactamente inversa
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a la de los intervalos que los contienen, como se afirma en el enunciado.

Por demostrar. Afirmacién 7. El intervalo I,,_; cubre a todos los I; con j

impar.

Sea a € I; un punto de inicio de una orbita periddica de periodo n, donde n > 3

es impar. La orbita generada por a es:

O(a) = {a, f(a), f*(a),..., [ (a)},

con f"(a) = a. Por construccion, los intervalos I; estan definidos como

I = [f(a), f/*(a)],

para los indices validos que siguen el patrén intercalado.

En particular, se considera el intervalo:
Ly = [f""Ha), " (a)].

Se estudia la imagen de este intervalo bajo la aplicacion f:
= En el extremo izquierdo, f(f"!(a)) = f"(a) = a.
» En el extremo derecho, f(f"3(a)) = f"2(a).

El valor f"2(a) corresponde al mayor punto de la érbita O(a), debido a la

disposicion intercalada de los puntos:
[ Ha) < f"a) < ... < fAa) <a< fla) < fPa) <...< f"%(a).

Dado que f es continua y f envia los extremos de I,,_; a los puntos a y f"%(a),

se concluye que:

fInz1) O [a, f*7*(a)).

Por la forma en que se han construido los intervalos I;, por la construccién de los
intervalos se tiene,
[a, fn_Q(CL)] == ]1 U 13 U---u In_g

ya que dichos intervalos corresponden a los subintervalos consecutivos definidos
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por los puntos de la érbita ordenados de forma creciente entre a y f"%(a).

Por lo tanto, se concluye que:

f([n_l) >DLUul3u---U In_Q,

lo que prueba que I,,_; cubre a todos los I; con j impar.
Con esto, todas las afirmaciones anteriores prueban el Lema 6.5.1.

Proposicion 6.5.1. El Teorema 6.5.1 es verdadero si n es impar y mazimal en

el orden de Sharkovskis.

Se procede por casos, de acuerdo al valor del entero k cuya existencia se desea

garantizar:
Caso (a). Sea k un entero par tal que k < n.

Considérese el ciclo de intervalos definido por
In—l — In—k — ]n—k—i—l — ]n—2 — [n—17

el cual tiene longitud k. Dado que la sucesion de intervalos forma un ciclo, puede
aplicarse el Lema 6.4.4, del cual se concluye la existencia de un punto zy € I,,_1

tal que f*(xq) = wo.

Los extremos del intervalo I,_; corresponden a puntos de la é6rbita periddica
de periodo n considerada inicialmente. En consecuencia, tales extremos tienen
periodo exactamente igual a n, y no pueden ser candidatos a tener un periodo
menor, como k < n. Como el Lema 6.4.4 asegura que z, € int(,_1), se concluye

que el periodo minimo de x( es exactamente k, lo cual prueba este caso.
Caso (b). Sea k > n, ya sea par o impar.

En este caso, se construye un ciclo de intervalos de longitud k& de la siguiente

manera: primero se recorre el ciclo de longitud n
]1—>IQ—>"'—>In_1—>]1,

y posteriormente se repite el intervalo I; un total de k — n veces, obteniéndose asi
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un ciclo de la forma

L—L— =1, —-LHL—-0LH— - —1.

k—mn veces

Este ciclo tiene longitud total k. Al aplicar nuevamente el Lema 6.4.4, se garantiza

la existencia de un punto zg € I; tal que f*(z) = zo.

En consecuencia, en ambos casos se ha demostrado que la existencia de un punto
periédico de periodo n, siendo n impar y maximal en el orden de Sharkovskii,
garantiza la existencia de puntos periddicos de cualquier otro periodo k tal que

n> k. Esto concluye la demostracion de la proposicion.

El primer paso para demostrar el resultado para otros valores de n consiste en
probar la existencia de un punto de periodo dos siempre que haya un punto de

periodo par.

Proposicion 6.5.2. Sea f : I — I una funcion continua definida sobre un
intervalo I C R, y supongamos que f tiene un punto periodico de periodo n, y
contiene una orbita de tipo Stefan. Entonces, la dindmica inducida sobre la union

de los intervalos del grafo de Stefan es topologicamente transitiva.
Sea a el menor punto de la érbita periddica de periodo n de f, con n impar y
maximal. Como es sabido, la 6rbita de a genera un conjunto de intervalos

I =[f/(a), ' (a)] paraj=0,1,...,n—1,

ordenados de modo que cada I; conecta consecutivamente los puntos de la 6rbita.

Definimos un grafo dirigido (conocido como el grafo de Stefan) en el que los

vértices son los intervalos /;, y existe una arista dirigida de I; a I}, si

Este grafo tiene las siguientes propiedades clave cuando n es impar y maximal en

el orden de Sharkovskii:

1. Existe un ciclo dirigido en el grafo que pasa por todos los vértices. Es decir,

se puede recorrer todo el conjunto de intervalos aplicando iteraciones de f.
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2. En particular, el intervalo I,,_; cubre todos los intervalos con indice impar.
Como consecuencia, desde cualquier intervalo del grafo, las iteraciones de f

eventualmente alcanzan cualquier otro intervalo del grafo.

Sea ahora U y V' dos abiertos no vacios contenidos en la unién de los intervalos
del grafo. Como estos abiertos intersectan a alguno de los intervalos [;, y dado
que el grafo es conexo y contiene ciclos que recorren todos los vértices, existe una

sucesion de iteraciones de f que lleva puntos de U hacia V.

Mas formalmente, existen j, k € {0,...,n — 1} tales que UNL; # 0y V N I # 0.
Dado que existe una cadena de intervalos conectando I; con [ mediante imagenes

sucesivas bajo f, existe m € N tal que

mU)ynv £40.

Esto cumple la definicién de transitividad topolégica sobre la unién de los intervalos
I;. Por tanto, el sistema dindmico inducido por f sobre el grafo de Stefan es

topologicamente transitivo.

Lema 6.5.2. 57 f tiene un punto de periodo par, entonces tiene un punto de

periodo dos.

Sea n el menor entero mayor que uno (en el orden usual de los enteros, no el orden
de Sharkovskii) tal que f tiene un punto de periodo n. Si n es impar, el resultado

se sigue de la Proposicion 1.7. Por lo tanto, sigue suponer que n es par.

Sea O(a) la oOrbita de un punto de periodo n, Iy = [a,b], y sea J =
[min O(a), max O(a)] = [A, B], como antes. En la demostracién del Lema 6.5.1, el
hecho de que n sea impar sélo se utilizo para asegurar la existencia de un intervalo
Ky € A con Ky # I tal que f(Ky) D ;.

Primero, hay que suponer que existe tal K. Entonces hay un ciclo minimo como
en la demostracion anterior, con 2 < k < n — 1. Como antes, I,,_; cubre a todos

los I; del otro lado, de modo que
]n—l — In—2 — In—l

es un ciclo de longitud dos, y por tanto existe un punto de periodo dos.
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Ahora supongamos que no existe ningtin Ky € A con Ky # I y f(Ky) D .
Entonces se sigue que:

(i) Todos los puntos z; € O(a) con z; < a satisfacen f(z;) > b.

(ii) Todos los puntos z; € O(a) con x; > b satisfacen f(x;) <b.

Dado que algunos puntos de O(a) son enviados a by a B, se tiene que b, B €
f([A, a]), y por tanto
#(14.a)) > b B,

De manera similar, f([b, B]) C [A,a]. Asi,
[A,a] = [b, B] = [A,d]

es un ciclo de longitud dos. Como los intervalos son disjuntos, debe existir un

punto de periodo dos. Esto concluye la demostracion.

6.5.2. Demostracion del Teorema.
La demostracion del Teorema de Sharkovskii se divide en los siguientes casos:
1. n es impar y maximal en el orden de Sharkovskii, y n k.

Este caso estd demostrado en la proposicion 6.5.1. Para & < n par, se
considera un ciclo de longitud & dentro del ciclo de longitud n, y por el Lema
6.4.4, existe un punto de perfodo k. Para k > n, si zg € I; tiene f*(xq) = o,
pero no esta en la érbita de periodo n, entonces por el Lema 6.4.4, x( tiene

periodo k, lo cual completa la prueba.
2.n=2"yn>k, porloquek=2%con0<s<m.
a) Caso: s =0, es decir, f tiene un punto fijo.

Podemos definir a y b como antes, de modo que f(a) > by f(b) < a.
Por lo tanto, f([a,b]) D [a,b], y por el lema 6.4.3, f tiene un punto fijo.

b) Caso: s = 1.

Este caso se sigue directamente del Lema 6.5.2, el cual afirma que si f

tiene un punto de periodo par, entonces tiene un punto de periodo 2.

c) Caso: s > 1.
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Se parte del supuesto de que la funciéon f : I — I tiene un punto
periédico de periodo 2™, v se desea demostrar que entonces f también

tiene un punto periédico de periodo 2%, donde 1 < s < m.

Sea
g=r""

Es decir, g es la composicion de f consigo misma 2™~° veces. Como f
tiene un punto periédico de periodo 2™, se deduce que existe un punto

p € I tal que

P (p)=p y Ff(p)#p paratodol<j<2™

Al definir ¢ = f2" ", se observa que:

9 ) =" ) =" () =p,

lo que implica que p es un punto periddico de g de periodo 2°. En
particular, g tiene al menos un punto periédico de periodo 2°. Esto
garantiza que ¢ tiene un punto periédico de algin periodo ¢ tal que
q|2°.

Ahora, se aplica el Lema 6.5.2, el cual establece que si una funcién
continua definida sobre un intervalo tiene un punto periédico de periodo
2" con r > 2, entonces también tiene un punto de periodo 2. En este
caso, ¢ tiene un punto peridédico de periodo 2°, y dado que s > 2
(porque s > 1 por hipétesis), el lema se puede aplicar a g. Por lo tanto,

g tiene un punto xy de periodo 2, es decir:
92@0) =z y g(w0) # o

Sustituyendo g = f2" ", se obtiene:

frks“(xo) =Ty y fQWH(%) # g.

Esto muestra que el punto xg es periddico para f, con algin periodo

que divide 2™t pero estrictamente mayor que 2™ °. Es decir, el
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periodo minimo de xy bajo f es de la forma 2!, con t < s.
A continuacion, se analiza qué valores puede tomar t:

Si t < s, entonces x serfa un punto fijo para ¢ = 2" ", ya que:
g(wo) = [ (wo) = o

Pero esto contradice el hecho de que xg es un punto de periodo 2 para

g, es decir, que g(zg) # xo. Por lo tanto, esta posibilidad se descarta.

Por lo tanto, debe cumplirse que t = s, es decir, el periodo de x4 bajo

f es exactamente 2°, como se deseaba probar.

Esto concluye la demostracion del caso s > 1, y por tanto queda
probado que si f tiene un punto periédico de periodo 2™, entonces

también tiene un punto periédico de periodo 2° para todo s < m.

3. n=2"p, con p > 1 impar, m > 1, n es maximal en el orden de Sharkovskii

para f,y nt k. Se presentan tres subcasos posibles para k:
a) Caso : k=2%g, con s >m+1, ¢ > 1 impar.

Sea g = ™. Como por hipétesis la funcién f tiene un punto de
periodo

n=2"p, conp>1impar,

.7 s—m . D .
entonces la funcién compuesta ¢ = f2 " tiene un punto periédico de

periodo
2"

2s—m

2m—s

Como s > m + 1, se tiene que 2m — s < m — 1, por lo tanto, el punto

periddico tiene periodo

2'p conr<m-—1yr>1.

En particular, este punto tiene un periodo que es el producto de una
potencia de 2 con un nimero impar mayor que 1. Esto implica que g

tiene un punto de periodo impar mayor que 1.
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Como ¢ tiene un punto de periodo impar mayor que 1, y ya se ha
demostrado en la proposicion 6.5.1, se deduce que g tiene puntos
perioddicos de todos los periodos que le siguen en el orden de Sharkovskii.

En particular, como ¢ > 1 es impar, existe un punto periédico de periodo

q para g.

Ahora, como g = f* " y g tiene un punto x, de periodo g, se tiene:
gl(mo) =mg = [T " (m0) = fFU(m0) = mo,

y como el periodo de xy bajo g es exactamente ¢, se concluye que el

periodo de xg bajo f es exactamente

k= 2%.

Por lo tanto, se ha demostrado que f tiene un punto de periodo k,

como se queria.
Caso: k£ = 2% con s < m.

Se define la funciéon compuesta g = fP. La motivacion de este paso es
que, dado que f tiene un punto de periodo 2™p, entonces g tendra un
punto de periodo 2™, ya que se elimina el factor impar p. Formalmente,

si 2o es un punto tal que f2"P(zy) = zo, entonces

ng (Io) = fzmp(xo) = Zo,

por lo tanto, zy es un punto de periodo 2™ para la funcién g.

Ahora se aplica el resultado previamente demostrado para funciones
que tienen un punto de periodo 2™. En efecto, como s < m, se deduce

que g también tiene un punto x; de periodo exactamente 2°; es decir,

g (1) =21, y ¢(v1)# a1 paral<j<2

Recordando que g = f?, se tiene que

fP% (1) = a1,
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por lo que x; es un punto peridédico de f de periodo k = 2°p.

Finalmente, como x; tiene periodo minimo 2° para es impar, se
) )

concluye que el periodo minimo de z; para f es exactamente p-2° =k,

ya que cualquier periodo menor implicaria un periodo menor para g, lo

cual contradice la suposicion.
Esto completa el caso en que k = 2° con s < m.
Caso : k =2"q con ¢ impar y ¢ > p.

Definimos la funcién g = f2”. Como se asume que f tiene un punto
de periodo n = 2™p, se deduce que g tiene un punto de periodo p. Es

decir, existe un punto xy tal que:

" (o) = mep(ifo) = Zo,

y como el periodo minimo de xy para f es 2"p, entonces el periodo

minimo de xg para g debe ser p.

Dado que p > 1 es impar, y ¢ > p, por la parte del pa proposicion 6.5.1,
se garantiza que la funcién g tiene un punto de periodo ¢. Es decir,

existe xy tal que:

gi(r)) =21 vy ¢ (x1)#z; paratodo1<j<q.

Como g = f%", esto implica que:
f2mq(x1) = Ty,

y como el periodo minimo de z; para g es ¢, se deduce que el periodo
minimo de x; para f es:
2Mq = k.

Por lo tanto, se ha demostrado que f tiene un punto de periodo k,

como se requeria.
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6.6. Discretizacion de Rocard.

En esta seccion se establece la existencia de un punto de periodo tres en el sistema
de Rocard, el cual estd modelado por la ecuacién (4.0.7). A partir de dicho sistema,
es posible construir un conjunto discreto asociado. Para ello, se consideran las tres
soluciones numéricas x, y y z, de las cuales se extrae una sucesion de maximos
locales correspondientes a cada oscilacion del sistema. Es decir, cada iteracién
se define como el valor maximo alcanzado en cada oscilaciéon, como se ilustra
en la figura 6.6.1. Con esta informacién es posible representar graficamente el

comportamiento discreto del sistema.

[N

Zny1 = f(2n)

Figura 6.6.1: Discretizacion de la integracién numérica.

De esta forma, se tiene una discretizacion para cada solucion z(t), y(t), z(t) la

ecuacion de recurrencia

Zne1 = f(zn), (6.6.1)

donde el objetivo es analizar el comportamiento de la secuencia {z,} en relaciéon
con z,41. Los elementos de cada una de estas tres orbitas estan determinados
por los valores maximos de las integraciones numéricas para cada una de las tres
variables z, ¥, z. Con esto se obtienen tres sistemas dinamicos discretos, cada uno

correspondiente con los resultados de las integraciones numéricas del sistema 4.0.7.

Para determinar los valores maximos, primero se lleva a cabo la integraciéon
numérica, obteniendo tres conjuntos de datos correspondientes a las variables
x,y, z en funcion del tiempo discretizado ¢;. En particular, se consideran los valores

en intervalos de tamano At.

Cada conjunto de datos resultante de la integraciéon numérica, representado por

las secuencias {x; }7, {vi}i, v {2}/, contiene exactamente n elementos, donde

n es el nimero de subdivisiones del intervalo de integracion.
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El calculo de los maximos locales, necesario para construir la 6rbita del sistema
dindmico discreto, se realiza a partir de los conjuntos de datos {z;}" ;, {v:},
y {zi}";, los cuales corresponden a las soluciones numéricas del sistema de
ecuaciones diferenciales (4.0.7). Un maximo local se define como un valor en la
secuencia que es estrictamente mayor que sus vecinos inmediatos. Es decir, un

elemento z; es un maximo local si y solo si se cumple,
Ti1 <Zi V¥ Tig1 < Ty, Ppara l<i<n-—1.

Esta condicién asegura que x; es mayor que el valor anterior x;_; y el valor
posterior x;1, es decir, x; es el valor maximo en un intervalo local de tres puntos
consecutivos: z;_1, z;, r;+1. De manera similar, las condiciones para los maximos

locales en y y z se expresan,
Yie1 <Yi Y Yir1 <Y, Dpara 1<i<n-—L

ademas,

2i1 <2z V %1 <%, para 1<i<n-—1.

Este enfoque garantiza que los puntos seleccionados son verdaderos maximos
locales dentro del intervalo discretizado de valores. La condicién 1 < i <mn — 1 es
necesaria para poder evaluar los valores de x;_1 y x;41, evitando asi puntos en los

bordes de la secuencia que no tengan ambos vecinos disponibles.

De esta manera, las 6rbitas para los tres sistemas dinamicos discretos se obtienen

como los conjuntos de maximos locales:

Tomax = {[i] | 2[i — 1] < 2[d], 2[i + 1] < zi], i > 1}, (6.6.2)
Ymax = {li] | y[i — 1] <y, yli + 1] <yli], i > 1}, (6.6.3)
Zmax = {2[1] | z[i — 1] < z[d], z[i + 1] < z[7], @ > 1}. (6.6.4)

Debe de recordarse que por la forma en que se obtiene las 6rbitas, estas dependen

fuertemente de los parametros del sistema de ecuaciones diferenciales (4.0.7), es
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deCir7 xmax(na 57 w)? ymax(n> 87 w)? Zmax(ﬁ; 57 w)

Entonces la idea para obtener la representacion grafica de estos sistemas dinamicos
discretos se calcula la integraciéon numeérica con el codigo en el apéndice y obtener

los méximos en cada oscilacién con las expresiones (6.6.2), (6.6.3) y (6.6.4).

Para obtener el ejemplo de las érbitas zyax(—1,0.5,2), Ymax(—1, 0.5,2), zmax(—1,0.5, 2)
se calcula la integracion numérica usando la condicién inicial 2(0) = (0.1,0.1,0.1)

y los pardmetros w = 2, = 0.5 y n = —1 para el sistema (4.0.7), con un tiempo

t € (0,100) y n = 100,000 iteraciones,
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Representacion grafica de las iteraciones X4y

Xn+1

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Xn
B “ . |

®

(a) Integracién numérica para x(t) con (b) Representacién gréafica de la
los méximos sefialados. orbita zmax(—1,0.5,2).
Representacion grafica de las iteraciones yyq

*e
08 ®e

Yn+1

In

(c) Integraciéon numérica para y(t) con (d) Representacién gréfica de la
los méximos senalados. érbita ymax(—1,0.5,2).

Mapa de Rocard z,,,,

(e) Integracién numérica para z(t) con (f) Representacién gréfica de la
los méximos senalados. érbita zmax(—1,0.5,2).

Figura 6.6.2: Representaciones graficas de las orbitas de los maximos de Isa
integraciones numeéricas.
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Los puntos negros en las figuras 6.6.2a, 6.6.2c y 6.6.2e son los maximos locales
de las integraciones numéricas x(t;), y(t;), z(t;) que representan los valores de las

Orbitas Timax, Ymax, Zmax Sehalados con los puntos en azules de las figuras 6.6.2b,
6.6.2d y 6.6.2f

Para la construccién de los mapas de bifurcacién, se realizan integraciones
numéricas sucesivas en las cuales el parametro n varfa en el rango (—1.34, —0.65),

con 400 incrementos, es decir, se tiene el conjunto,

—0.65+1.34
= << o — )71 —1.34;.
N {0_2_399,( 200 )z 3}

Se tiene tres mapas de bifurcacion con las diferentes Orbitas

xmax(nAa 057 2)a ymax(nAa 05; 2) y Zmax(nAa 057 2)

Cada mapa de bifurcacién se obtiene tal que na X Tmax(7a,,0.5,2), es decir,

mediante pares ordenados de las orbitas con cada unos de los valores de na.

Es importante senalar que para la construccion de los mapas de bifurcacién, los
primeros diez valores de las érbitas se no se colocan en la grafica con el fin de
eliminar los transitorios y garantizar que el comportamiento sea periédicamente
estable, de esta forma capturar el comportamiento del sistema y no el transitorio

dado por la condicién inicial.

La representacion grafica de las orbitas describe el comportamiento de las
soluciones numéricas del sistema (4.0.7) ya que muestra si los maximos tiene alguna
periodicidad en cada oscilacion, con ayuda del espacio de parametros descrito en
la figura 4.5.4 es posible trazar cualquier curva al obtener los pares ordenados del
espacio de pardmetros es posible calcular las 6rbitas Tmax (7, €, W), Ymax (7, €, w) ¥y

Zmax(1), €, W).

Para seleccionar la curva en el espacio de parametros, se considera un segmento
de recta definido por e = 0.5 con n € (—1.34, —0.65). Para calcular las drbitas, se
emplean estas condiciones, ademas de establecer w = 2. Esta curva en el espacio
de pardametros obtiene valores de distintas regiones, la regién 4, donde se observa
inestabilidad local en el origen y estabilidad en los puntos fuera de este, asi como

a la region 16, en la cual la estabilidad local es inestable en todos los puntos.
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Mapa de bifurcacion x . Mapa de bifurcacion yy.

0.8
1.5
0.6
0.4

0.2

Vimax

0.5
-0.2
0 —0.4
-0.6
-0.5
-1.2 -1 -0.8 -1.2 -1 -0.8
n n
(a) Mapa de bifurcacién para Zq;- (b) Mapa de bifurcacién para Ymaq-

Mapa de bifurcacion z,,,

0.5

Zmax

-0.5

(c) Mapa de bifurcacién para zmaq.

Figura 6.6.3: Los mapas de bifurcacién en el intervalo n € (—1.34, —0.65) para
cada una de las tres soluciones numéricas para el sistema de Rocard.
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Para valores n € (—0.65,—0.75) y € = 0.5 son valores que corresponden en la
region 4, que tiene inestable el origen y los puntos de equilibrio distintos del
origenson estables, en las figuras 6.6.3a, 6.6.3b y 6.6.3c se muestra este efecto al

tener orbitas de periodouno.

Para valores n € [—0.75,1.34) y € = 0.5 son valores que corresponden en la region
16, todos los puntos de equilibrio son inestables localmente, con las figuras 6.6.3a,
6.6.3b y 6.6.3c se muestra que existe un atractor, mas especifico atn, se trata de
un atractor extrano ya que previamente se prueba que el sistema es sensible a las

condiciones iniciales.

Las 6rbitas Tmax(17,0.5,2), Ymax(1,0.5,2) ¥ zmax(n,0.5,2) para n € [—0.75,1.34)
muestran una duplicacién del periodo, la resoluciéon de como se calculen estos

diagramas dependen del poder computacional.

Al realizar un acercamiento en las figuras 6.6.3a, 6.6.3b y 6.6.3c, se observa la
presencia de un periodo tres que aparece en los tres mapas de bifurcacion. Esto se
debe a que, al trazar una linea vertical correspondiente al valor n = —1.014 en los
diagramas de bifurcaciéon, dicha linea cruza tres veces cada uno de los diagramas.
Estos cruces se detallan en las figuras 6.6.4a, 6.6.4b y 6.6.4c, donde una linea

punteada senala claramente los puntos de interseccion.
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Mapa de bifurcacion x,qy

Mapa de bifurcacion yy,x

0.8

0.7

0.5

xmax

0.3

0.2

-1.02 -1.01 -1 -0.99 -0.98 -0.97 -1.02 -1.01 -1 -0.99 -0.98 -0.97

n n

(a) Mapa de bifurcacion para Zpq.. (b) Mapa de bifurcacion para ymqz-

Mapa de bifurcacion z,,x

-1.02 -1.01 -1 -0.99 -0.98 -0.97

n

(c) Mapa de bifurcacién para zpqq.

Figura 6.6.4: Los mapas de bifurcacién en el intervalo n € (—1.02, —0.97) para
cada una de las tres soluciones numéricas del sistema de Rocard.
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A partir de una simulaciéon computacional del sistema, se ha identificado la
existencia de una o6rbita periddica de periodo 3. Este hallazgo es altamente
significativo, ya que, por el Teorema de Sharkovskii 6.5.1, la existencia de una
6rbita de periodo 3 implica la existencia de érbitas peridédicas de todos los demas
periodos naturales. En particular, esto recupera el resultado de Li y Yorke 6.4.1,

quienes mostraron que “periodo tres implica caos”.

Ademaés, mediante experimentacién numérica se observo sensibilidad a las
condiciones iniciales: trayectorias que parten de puntos cercanos divergen
exponencialmente en el tiempo. Esto es evidencia empirica de una de las

propiedades fundamentales del caos.

Por otra parte, dada la proposiciéon 6.5.2, se verifica que la érbita de periodo
3 genera una dindmica que es topologicamente transitiva sobre la unién de los
intervalos del grafo de Stefan. Esta propiedad garantiza la existencia de trayectorias

que se aproximan arbitrariamente a cualquier region del espacio dinamico.
En conjunto, la presencia de:
1. transitividad topoldgica (garantizado por la proposicién 6.5.2),

2. un conjunto denso de puntos periddicos (garantizado por el Teorema de
Sharkovskii 6.5.1),

3. sensibilidad a las condiciones iniciales (garantizado por la simulaciones

numéricas),

permite concluir que el sistema cumple con la definicion de caos en el sentido
de Devaney, por lo tanto, el sistema dinamico continuo (4.0.7) exhibe dindmica
cadtica. Esto implica que, para ciertos valores de los parametros, el sistema

presenta trayectorias altamente impredecibles a largo plazo.

Se ha demostrado que las condiciones € = 0.5 y n € (—1.34,—0.97), las cuales
representan una curva en el espacio de parametros definida a lo largo de esta tesis,
generan comportamientos cadticos. La eleccién de estos valores no es arbitraria,
ya que se encuentran en la transicion entre dos regiones: una donde al menos un
punto de equilibrio local es estable y otra donde todos los puntos de equilibrio son
inestables. Este andlisis evidencia que el caos emerge precisamente en la transicion

entre estas dos regiones dindmicas.
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Es factible analizar cada transicién entre regiones con al menos un punto de
equilibrio estable y aquellas donde no existe ningiin punto de estabilidad. En
dichas transiciones, es posible obtener resultados similares que evidencien la
aparicion de comportamientos cadticos. Lo que resulta en una forma posible de
poder detectar rapidamente condiciones de parametros donde a parece caos en el

sistema.

En la figura 4.5.4 se pueden senalar rapidamente condiciones para los parametros

donde es posible encontrar comportamientos cadticos,

« Ry = {77,5 eER;nl<3e VO0<e< 143+ 19\/57}, este conjunto

contiene elementos de las regiones 2 y 3.

" Ry = {77,5 ER;n<e— i\/143 + 19\/57}, este conjunto contiene

elementos de las regiones 3 y 9.

s Ry = {n,a ER;[3e+2n| < %n}, este conjunto contiene elementos de las
regiones 4, 5, 6, y 16.

» Ry = {n,e € R;|Ai(n,e) —n| <e V 3e < —2n}, este conjunto contiene

elementos de las regiones 5 y 16.

s Ry = {n,eeR;|As(n,e)—n <1.8 Ve>0V n>0}, este conjunto

contiene elementos de las regiones 3 y 9.

Los conjuntos Ry, Ry y R3 contienen elementos de dos regiones una de ellas genera
soluciones al sistema de ecuaciones (4.0.7) donde localmente es estable para sus

puntos fijos y la otra regién contiene al menos dos puntos de inestabilidad.

Los conjuntos R4 y R; contienen elementos donde las regiones generan soluciones
al sistema de ecuaciones diferenciales (4.0.7) donde localmente son inestables en
todos los puntos fijos pero existen condiciones iniciales que en las simulaciones

computacionales muestran un atractor.

6.7. Atractores cadticos de Rocard.

La informacién obtenida revela que los maximos locales exhiben un
comportamiento cadtico. Con base en ello, es posible construir los retratos de

fase correspondientes a los valores donde se manifiesta dicho caos en los maximos
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locales, lo que permite obtener una representacion visual del comportamiento

global del sistema.

A continuacion se presentan distintos diagramas fase con las condiciones ¢ = 0.5 y

n € (—1.34,—0.97) con un tiempo de integracién ¢ = 100 y 100, 000 iteraciones.

4

0.5

1

Figura 6.7.1: Diagrama fase con pardmetros n = —0.97, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1).


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/ejemplo1.html
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0.5

-0.5

-1

-1

05

o® 0.

Figura 6.7.2: Diagrama fase con parametros n = —1, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1).

-0.5

-1

=0,
~0.4 6

-1 —0.2
_05 0720 .
Y ¢ 05 0.5 e
Figura 6.7.3: Diagrama fase con parametros n = —1.014, ¢ = 0.5 y w = 2 con

condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1).


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/ejemplo2.html
https://flipmordecai.github.io/html_garphs/ejemplo3.html
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Figura 6.7.4: Diagrama fase con parametros n = —1.2, ¢ = 0.5 y w = 2 con

condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1).


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/ejemplo4.html
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B o .5

Figura 6.7.5: Diagrama fase con parametros n = —1.34, ¢ = 0.5 y w = 2 con
condiciones iniciales Xy = (0.1,0.1,0.1).

La Figura 6.7.3 corresponde al valor del parametro n = —1.014, donde las tres
soluciones numéricas presentan un periodo tres en los maximos locales. Las
integraciones numéricas realizadas se sitian en la region dieciséis, caracterizada
por la inestabilidad de todos los puntos de equilibrio segtin la linealizaciéon. Para
valores menores de n < —1.34, la integraciéon numérica indica que la dinamica
global se torna inestable. Aunque atn no se ha encontrado un criterio general que
permita determinar de forma sistematica el rango de aparicion de los atractores
mostrados en las figuras 6.7.1, 6.7.2,6.7.3, 6.7.4 y 6.7.5, estos tienden a manifestarse

en regiones de inestabilidad proximas a regiones estables.

Los retratos fase presentados coinciden con los obtenidos en el articulo Ginousx et al.
(2022). Sin embargo, la informacién recopilada en este trabajo proporciona una
guia o brujula para identificar un mayor niimero de atractores cadticos. Estos se
localizan principalmente en las regiones inestables cercanas a las regiones estables,
lo que permite una exploraciéon mas sistematica y detallada de estas transiciones

dinamicas.


https://flipmordecai.github.io/html_garphs/ejemplo5.html
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Capitulo 7

Trabajo a futuro.

A lo largo de los capitulos se realiza un estudio del sistema dindmico, sin embargo,

resulta completamente extenso y sin cubrir todos los aspectos posibles, por lo que,

se enuncian algunos aspectos por cubrir,

» Revisar todas curvas y puntos para poder determinar y encontrar

bifurcaciones sobre las curvas.

Realizar algin tipo de control de los parametros para forzar las soluciones a

permanecer en alguna region de interés.

Realizar un codigo de programacién simbdlica para calcular las variedades

centrales.

Realizar un entorno con interfaz grafica para poder observar distintos
resultados en tiempo real y observar con mas detalle los cambios en el

sistema al mover los parametros.
Realizar el circuito fisico en el laboratorio del sistema de Rocard (4.0.7).

Usar el circuito con aritmética modular para realizar un verdadero generador

de niimeros aleatorios.
Interpretar los resultados en el modelo econémico.

Usar datos reales de un producto para ver la relaciéon encontrada
matematicamente entre el precio, el poder de produccion y el nimero de

consumidores para verificar los resultados obtenidos que implican caos.
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Capitulo 8
Conclusion.

Este trabajo analiza un modelo econémico que, retomado recientemente y de origen
determinista, es capaz de generar comportamientos cadticos, lo que evidencia que
la complejidad de los sistemas econémicos puede surgir de las propias interacciones
internas entre variables como precio, produccién y consumo, sin necesidad de

factores externos.

Inicialmente, se estudié el modelo lineal, determinando que el comportamiento
cualitativo del sistema depende de dos parametros, lo que permitié identificar
regiones con distintos tipos de estabilidad. Posteriormente, al considerar el sistema
no lineal, se hallaron dos nuevos puntos de equilibrio y se comprobé que la dinamica
se vuelve mas rica y sensible, especialmente cerca de ciertas combinaciones de
parametros donde aparecen bifurcaciones y fenomenos de transicion entre regiones
en el espacio de parametros que generan con al menos punto de equilibrio estable

a regiones sin puntos de equilibrio estables.

A través de simulaciones y analisis computacional, se detectaron regiones donde,
aunque no existen puntos de equilibrio estables, el sistema presenta regiones de
atraccion y comportamientos caoticos, confirmados mediante la identificacion de
orbitas de periodo tres y sensibilidad a las condiciones iniciales. Esto se logro
mediante herramientas teéricas como el teorema de Sharkovskii y mapas de

bifurcacion.

Finalmente, se concluye que incluso un modelo econémico simple y aislado,
sin factores externos, puede desarrollar dindmica cadtica, lo que subraya la

capacidad inherente de los sistemas deterministas para generar comportamientos
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impredecibles y complejos. Los métodos empleados en este analisis pueden
extenderse a otros sistemas dindmicos, facilitando la deteccion de regiones cadticas

en diferentes disciplinas.
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Apéndice A

Apéndice

Al. Teorema Routh-Hurwitz

Teorema A1l.1 (Routh-Hurwitz). (1995) Todas las raices de un
polinomio P(s) dado se encuentran en el semiplano complejo izquierdo, cuando
todas las entradas de la primera columna de la tabla de Routh no cambian de

$1gno.

A1l1.1. Tabla de Routh-Hurwitz

Construccién de la tabla de Routh, dado un polinomio caracteristico de la forma,

P(8) = 8" + ap_ 18" + ap 98" 2+ -+ ay5 + ao,

se construye las primeras dos filas de la tabla de Routh,
» Primera fila: a,,a,_2,a,_4,...,
= Segunda fila: a,,_1,a,_3,a,_5, ...,

las filas subsecuentes se calculan utilizando los elementos de las filas anteriores. El
elemento de la fila ¢ y columna j, denotado como R, j, se calcula de la siguiente

manera;:
—(Rzem “Rigj41— Ri—o - Rifl,j+1>
Ri_1.

Ri; =

donde R;_1; es el primer elemento de la fila inmediatamente anterior, y 2;_2 j41 ¥
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R;_1 j+1 son elementos correspondientes de las filas dos y una posiciones anteriores,

respectivamente.

Para clarificar, si la primera columna de la fila 7 se denota como R; ;, entonces el

primer elemento de la fila 7 + 1 es:

—(Rix-Ric12—Ri11- Rip)
R; 1

Rit11=

Y los siguientes elementos de la fila se calculan de manera iterada.

A1.2. Ejemplo de tabla de Routh-Hurwitz

Consideremos un polinomio de tercer grado:

P(s) = a3s® + ags® + a1s + ag

La tabla de Routh-Hurwitz seria:

Donde,
Gz - a1 —ag - ao
Rs, =
a2
R372 =0
Ry1=ag

La estabilidad del sistema se determina revisando los signos de los elementos en
la primera columna. Si todos los elementos mantienen el mismo signo, entonces el

sistema es estable.
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A2. Teoremas referentes a Cardano-Ferrari

Teorema A2.1 (Cardano-Ferrari). (2000) Sea wun cuerpo K de

caracteristica distinta de 2 0 3 y sea a,b,c € K, entonces las raices de la ecuacion,

2+ ar?+br+c=0

en una cerradura algebraica de K vienen dadas por:

n a
r=u+v— 3,
3

donde,
u= ,3/—% + VA, (A2.1)
v = ,3/—% — VA, (A2.2)
1)
A= (2> +(2) (A2.3)
42
p= 5 3 <, (A2.4)
2a3 — 9ab + 27c

la raiz cuadrada de A se escoge arbitrariamente por la simetria en v y v, fijada

ésta, las raices cubicas u y v se escogen de modo que p = —3uv.

Teorema A2.2. (2000) Dado el polinomio x® + ax* + bz + ¢ = 0 con

a,b,c,e R, entonces:

1. 81 A = 0 entonces todas sus raices son reales, y al menos dos de ellas son

iquales
» Sip=q=0 entonces la ecuacion tiene una raiz triple v = —%

» Sipg # 0 entonces la ecuacion tiene una raiz doble x1 5 y una simple
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x3, dadas respectivamente por,

1,2 2p 37
4 a
T3 =————
99 3

2. 8i A > 0 entonces la ecuacion tiene una raiz real viene dada por,

N a
Ty =u+v— .
3
donde la raiz cibicas u y v son reales. Las otras dos raices son imaginarias,
y vienen dadas por,

U+ v a
X = — _——
1,2 2 3

(u —v)i.

L V3
2

St A < 0 entonces la ecuacion tiene tres raices simples, que vienen dadas por,

D 0 + 2k a
T123 =2 s\ 5|73

donde k =0,1,2 y el dngulo 0 < 8 < 7 esta determinado por,

cosf =

A3. Sistema dindmico como objeto en
programacion.

La motivacién detras de este capitulo es desarrollar una nueva libreria de
programacion basada en el lenguaje Python para el anélisis de sistemas dinamicos,
con la capacidad de expandirse para cualquier tipo de sistema que conste de tres
ecuaciones diferenciales. Esto ofrece la ventaja de tener un mayor control sobre

los parametros en los calculos numéricos y la presentacion de resultados.

La nueva libreria llamada “DinamicalAnalysis” se fundamenta principalmente en

dos herramientas esenciales: “SymPy” y “NumPy”. Cada una de estas bibliotecas
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proporciona ventajas significativas en el analisis tanto numérico como analitico de

sistemas dindmicos.

La libreria NumPy tiene como funcién principal facilitar la manipulacion eficiente
de estructuras de datos multidimensionales, como matrices y arreglos, asi como la
ejecucion de operaciones matematicas de alto rendimiento. A su vez, la libreria
NumPy optimiza los largos calculos numéricos mediante operaciones vectorizadas
y gestion eficiente de memoria. Esta vectorizacion también se usa en el software
Matlab.

La libreria SymPy es una biblioteca de Python dedicada a la matematica
simbodlica. Su propoésito principal es proporcionar herramientas para realizar
calculos simbodlicos, donde las variables son tratadas como simbolos algebraicos en

lugar de valores numéricos concretos.

Una ventaja considerable de utilizar el lenguaje de programacién Python radica
en su naturaleza de codigo abierto, lo que significa que es gratuito y accesible
para cualquier persona. Del mismo modo, todas sus bibliotecas poseen esa misma
versatilidad, lo que facilita su adopcién y utilizacién en una amplia gama de

proyectos y aplicaciones.

Mientras que NumPy se encarga de las aproximaciones numéricas, SymPy se
dedica a realizar calculos simbdlicos para obtener resultados analiticos. Esto incluye
determinar puntos fijos, realizar linealizaciones, calcular polinomios caracteristicos

y brindar apoyo en aproximaciones para el calculo de las variedades centrales.

Ademas, la libreria se encuentra registrada para uso de cualquier persona
al ingresar al sistema de gestiéon de paquetes del lenguaje de programacion
Python, conocido abreviadamente como pip. Al realizar la ejecucion del
comando pip install DinamicalAnalysis se obtiene una copia exacta del

c6digo desarrollado a lo largo de este capitulo.

Para crear un objeto de programacion primero es necesario determinar todas
las propiedades que dicho objeto necesita al inicializarse. Para ello se crea un
objeto llamado RocardSystem asociado al sistema de ecuaciones diferenciales que
se inicialice con los siguientes argumentos: los parametros de condicion inicial X_0,
intervalo de tiempo de simulacion t, nimero de iteraciones para la simulacién N y
los pardmetros eta , epsilon y omega, que corresponde con los pardmetros del

sistema analizados e a través de la tesis.
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La inicializacién de la variable se puede distinguir por las palabras reservadas
def __init__. Para cada uno de los argumentos se les asignan por defecto valores
predeterminados que corresponden con: X_0 = np.zeros((3,1)),t = [0,50],
N = 1000, eta = -1.3 , epsilon = 0.5y omega = 2.

import sympy as sp

import numpy as np

class RocardSystem:
def __init__ (self, X_0 = np.zeros((3,1)), t = [0,50], N =
1000, eta = -1.3 , epsilon = 0.5, omega = 2):

# Configurar impresidén del cdédigo simbédélico

sp.init_printing ()

### Generar las propiedades del objeto ###
# Integracidén numérica RK4

self.t =t

self .N = N

self.h = (t[1]1-t[0])/N

# Variables simbdlicas

self .x, self.y, self.z = sp.symbols(’x,y,z’)

# Vector de variables simbodlicas

self .X = sp.Matrix([self.x, self.y, self.z])

# Parametros
self .eta , self.ep, self.w = sp.symbols(’eta,epsilon,

omega’)
# Valores numéricos de parametros
self .parameters = {self.eta: eta, self.ep : epsilon, self

.w : omega}

# Punto inicial para integracidén numérica

self .X_0 = np.reshape(X_0, (3,1))

# Ecuacidén diferencial componente a componente

self .X_dot = -self.w*(self.ep*self.x + self.wxself.y +
self .w*xself.z)
self.Y_dot = self.w*x(self.ep + self.eta*x(l-self.z*x*x2-self
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x**x2/self . wx*x2))*xself .z
self.Z _dot = 1.*xself.x

# Vector diferencial
self .F = sp.Matrix([self.X_dot, self.Y_dot, self.Z_dot])

# linealizacidén del sistema

self.J = sp.simplify(self.F.jacobian(self.X))

Listing A.1: Parte 1 de la inializacién del objeto llamado RocardSystem.

La primera funcién que se crea tiene la finalidad de actualizar los parametros una

vez ya creado el objeto de programacion.

def update_parameters(self, eta=None, epsilon=None, omega=None):
if eta is not None:
self .parameters[self.eta] = eta
if epsilon is not None:
self .parameters[self.ep] = epsilon
if omega is not None:
self .parameters[self.w] = omega

Listing A.2: Funcién para actualizar los pardametros del sistema de ecuaciones

diferenciales.

A3.1. Objeto anidado.

Dentro de la inicializacion se crea otro objeto, con el objetivo de crear una
propiedad en el objeto de programacién y asi realizar el calculo de los puntos fijos,
la linealizacion de los puntos de equilibrio y los polinomio caracteristicos de forma
simbolica, de modo que se tiene un objeto de programacion anidado. Por lo tanto,

genera una mejor organizaciéon y modularidad.

# Objeto amnidado

self.calcular = self.Calcular(self)

### Propiedades cualitativas ###
## puntos fijos

self .puntos_fijos = self.calcular.puntos_fijos ()

## linealizaciodn

self.lin = self.calcular.linealizacion ()
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## Polinomio caracteristico

self .pol_carac = self.calcular.pol_carac()

## Resolver el sistema con RK4 con los parametros introducidos

self.X_t = self.calcular.RK4()

Listing A.3: Parte 2 de la inializaciéon del objeto llamado RocardSystem

Ahora se procede a crear la inicializacion del objeto anidado para permitir el

acceso a la informacion de la instancia creada en el nivel superior del objeto.

class Calcular:
def __init__ (self, instancia):

self.info = instancia

Listing A.4: inicializacion de la informacion de la instancia ya creada.

En las funciones de calculo de puntos fijos, linealizacién y polinomios caracteristicos

se agrega la opcion de calculo en general, es decir, con los pardmetros como variables

simbolicas.
A continuacién define primero la funcién para calcular los puntos fijos dentro
objeto Calcular.

def puntos_fijos(self, gemneral = False):

self.info.puntos_fijos = sp.solve(self.info.F,
self.info.x,

self.info.y,

del

self.info.z, simplify=True)

puntos_fijos = sp.Matrix(self.info.puntos_fijos)

if not gemeral:
self.info.puntos_fijos = puntos_fijos.subs(
[
(self.info.eta, self.info.parameters[self.info.etal),
(self.info.ep , self.info.parameters([self.info.ep] ),
(self.info.w , self.info.parameters([self.info.w] )

D

return self.info.puntos_fijos

Listing A.5: Funcién en el objeto anidado para calcular los puntos fijos.
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Ahora se define la funcién para calcular la linealizacion, también dentro del objeto

Calcular.

1 def linealizacion(self, general = False):

N

self.info.lin = 3*[Nonel

self.info.puntos_fijos = sp.Matrix(self.puntos_fijos(

general = general))

for i in range(3):
self.info.lin[i] = self.info.J.subs(
[
(n,punto) for n ,punto in zip(
[self.info.x ,self.info.y ,self.info.z] ,
self.info.puntos_fijos[i,:])

D

if not gemneral:
for i in range(3):

self.info.lin[i] = self.info.lin[i].subs(

[
(n,punto) for n ,punto in zip(
[self.info.eta ,self.info.ep ,self.info.w] ,
self.info.parameters.values ())

D

return self.info.lin

Listing A.6: Funcion en el objeto anidado para calcular la linealizacion.

En este momento, se define la funcién para calcular el polinomio caracteristico

dentro del objeto Calcular.

1 def pol_carac(self):

3 self.info.pol_carac = 3*[Nonel
1 for i in range(2):

5 self.info.pol_carac[i] = self.info.lin[i].charpoly ()

7 return self.info.pol_carac

Listing A.7: Funcion en el objeto anidado para calcular los polinomios

caracteristico.
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Finalmente, se procede a crear una funcién para calcular la solucién numérica
utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Durante el cdlculo de la
solucion numérica, se incluye un argumento opcional para determinar el maximo
de cada una de las tres soluciones del sistema de tres ecuaciones. Esto se logra
verificando la diferencia de las soluciones en los tiempos t;_1—t;_o > 0y t;—t;_1 < 0.
Ademas, se anade una condicién para manejar el caso en que la solucién no tenga

limite, es decir, cuando esta tienda a infinito.

def RK4(self, maximos = False, max_value = 10%%*3):

X = self.info.X_0
t, N, h = self.info.t[0], self.info.N, self.info.h

self.info.X_t = np.zeros((3,N))
self.info.X_t[:,0] = X.flatten()

F = self.info.F.subs(
[

(n,param) for n,param in self.info.parameters.items ()

D

# Optimizacidén de la variable computacional con NumPy

F = sp.lambdify(self.info.X, F, "numpy")

for i in range(1,N):
if X[0] > max_value or X[1] > max_value or X[2] >
max_value:
self.info.X_t = self.info.X_t[:,:il]

break

_1 = h*F(*X.flatten())
2 = h*F(x(X + 1/2*xk_1).flatten())
k_ 3 = h*F(x(X + 1/2*xk_2).flatten())

h*F (*(X + k_3).flatten())

X = X + 1/6x(k_1+2*xk_2+2*xk _3+k_4)

self.info.X_t[:,i] = X.flatten ()

if i+1<N and maximos:

if i==
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self.info.maximos = np.zeros(self.info.X_t.shape)
if self.info.X_t[0,i-1] - self.info.X_t[0,i-2] > O

and self.info.X_t[0,i]l- self.info.X_t[0,i-1]<0:

self.info.maximos [0,i-1] = self.info.X_t[0,i-1]

if self.info.X_t[1,i-1] - self.info.X_t[1,i-2] > O

and self.info.X_t[1,i]l- self.info.X_t[1,i-1]<0:

self.info.maximos [1,i-1] = self.info.X_t[1,i-1]

if self.info.X_t[2,i-1] - self.info.X_t[2,i-2] > O

and self.info.X_t[2,i]l- self.info.X_t[2,i-1]<0:

self.info.maximos [2,i-1] = self.info.X_t[2,i-1]

return self.info.X_t

Listing A.8: Funcién en el objeto anidado para calcular el método de Range-

Kutta.

A3.2. Ejemplo de uso.

import DinamicalAnalysis as DA

# Tres condiciones iniciales diferentes
X_0 = np.array([[ 0.3, -0.3, -0.3],
[ -0.05, 0.05, -0.05],

L 0, 0, 011 )
# tiempo para la simulacidn
t = [0,40]
#lteraciones
N = 40000

#Valor maximo de paro para la integracidén numerica

max_value = 10

# llamada del objeto

sistemal = DA.RocardSystem(X_0 = X_0[:,0] , t = t,
= 0.5, eta = -1.3, omega = 2.)

sistemal

# Funcidon vectorial

sistemal.F

N

N,

; #Toda la informacidén se encuentra guardada en la variable

epsilon
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#Linealizacidn

sistemal.J

#Puntos fijos

5 sistemal.calcular.puntos_fijos(general=True)

26 sistemal.calcular.puntos_fijos ()

#Linealizacidén sonbre los puntos fijos
sistemal.linealizacion(general=True)

sistemal.linealizacion ()

#Polinomios cartacteristicos

sistemal.calcular.pol_carac ()

56 # Integracidén numerica

7 sistemal.calcular.RK4(max_value = max_value)

Listing A.9: Ejemplo de cédigo

Lo que genera como resultado:

Funcioén vectorial

—w (ex + wy + wz)
wz (e+77(—z2+1— fj—z))
1.0z

Jacobiano de la funcién vectorial

—ew  —w? —w?
—% 0  ew—3nwz?+nw— ’7%2
1.0 0 0

Puntos fijos

(0.0, 0.0, 0.0), (0.0, —\/6+", \/E“L”), (0.0, f”, —f”)
n 77 n n

0.0 0.0 0.0
0.0 —0.784464540552736  0.784464540552736
0.0 0.784464540552736  —0.784464540552736
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Linealizacion
—ew —w? —w? —ew  —w? —w?
0 0 ew+nw|, | 0 0 ew+nw—3w(e+n)
1.0 0 0 1.0 0 0
—-1.0 —4.0 —4.0 —-1.0 —4.0 —-4.0
0 0 —-1.6|, 0 0 3.2
1.0 0 0 1.0 0 0

Polinomio Caracteristicos
PurePoly (1.0X* + 1.0A? + 4.0\ — 6.4, \, domain = R),
PurePoly (1.0X* + 1.0A? + 4.0\ + 12.8, A, domain = R)
integracion numeérica

[[3.0000 x 107", 2.9988 x 107! .. — 1.5564 x 107%°, —1.5559 x 107
[—5.0000 x 1072, —5.0000 x 107°%-..1.6256 x 107 1.6256 x 10~]
[0.0000 x 10%°,2.9994 x 107%*...8.81844 x 107°%,8.6628 x 10~"%]
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