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Resumen

Los haces estructurados han suscitado un gran interés en los tltimos afos
debido a su versatilidad y a las diversas aplicaciones que ofrecen en campos
como las comunicaciones 6pticas, la micromanipulacién y el procesamiento de
informacion cuantica, entre otros. Estos haces tienen una distribuciéon espacial
compleja de la polarizaciéon y amplitud, que puede describirse matematicamente
a través de funciones especiales. Ejemplos de haces estructurados incluyen los
haces gaussianos, Hermite-Gauss, Laguerre-Gauss, Bessel, y los haces de Airy.

Entre estos, los haces escalares se caracterizan por una distribucién de in-
tensidad que es independiente de la polarizacién y pueden describirse mediante
soluciones de la ecuacién de Helmholtz, como los haces gausianos y Bessel. A
diferencia de los haces vectoriales, donde la polarizacién varia en el espacio, los
haces escalares ofrecen una estructura mas simple y han sido ampliamente utili-
zados en aplicaciones Opticas tradicionales, como la transmisiéon de informacion
a través de fibra optica.

En este trabajo se hace un enfoque en haces con simetria cilindrica pa-
rabodlica, cuyas soluciones se conocen como funciones de Weber o cilindricas
parabdlicas. Las soluciones a la ecuacién vectorial de Helmholtz homogénea, se
pueden escribir en términos de polarizaciones ortogonales, que surgen de la si-
metria de Heaviside-Larmor (HL). Dichas soluciones tienen polarizaciones que
dependen de la posicién, de manera que son haces estructurados. A partir de
estas soluciones hemos determinado, la helicidad, el flujo de helicidad, la energia
y el flujo de energia. La helicidad y flujo de helicidad contienen la informacién
del contenido rotacional en estos haces. Es posible modificar las soluciones or-
togonales para favorecer ciertos tipos de polarizacion. Se analizan y visualizan
distintos casos que exhiben propiedades muy interesantes que no estan presen-
tes en las ondas planas como: polarizacién eliptica en un plano que involucra
las tres componentes vectoriales, elipticidad como funcién de la posicién, entre
otras mas.

En este trabajo se han obtenido algunos resultados colaterales relevantes,
una descripcion matematica alterna de la polarizacion eliptica y su medicién
experimental. Con base en pardmetros que se relacionan directamente con los
semiejes y la inclinacién de la elipse, se plantea un método experimental directo
para medir el estado de polarizacion de la luz. Con este método se pueden obviar
los parametros de Stokes.



Abstract

Structured beams have garnered significant interest in recent years due to
their versatility and the wide range of applications they offer in fields such
as optical communications, micromanipulation, and quantum information pro-
cessing, among others. These beams exhibit a complex spatial distribution of
polarization and amplitude, which can be mathematically described using spe-
cial functions. Examples of structured beams include Gaussian beams, Hermite-
Gauss beams, Laguerre-Gauss beams, Bessel beams, and Airy beams.

Among these, scalar beams are characterized by an intensity distribution
that is independent of polarization and can be described by solutions to the
Helmholtz equation, such as Gaussian and Bessel beams. Unlike vector beams,
where polarization varies across space, scalar beams provide a simpler structu-
re and have been widely used in traditional optical applications, such as the
transmission of information through optical fibers.

The solutions to the homogeneous Helmholtz vector equation can be written
in terms of orthogonal polarizations, which arise from the Heaviside-Larmor
(HL) symmetry. These solutions have polarizations that depend on the position,
so that they are structured beams. From these solutions we have determined
helicity, helicity flow, energy and energy flow. The helicity and helicity flux
contain the information of the rotational content in these beams. It is possible
to modify orthogonal solutions to favor certain types of polarization. Different
cases are analyzed and visualized that exhibit very interesting properties that
are not present in plane waves, such as: elliptical polarization in a plane that
involves the three vector components, ellipticity as a function of position, among
others.

In this work, some important collateral results have been obtained. An al-
ternate mathematical description of elliptical polarization, based on parameters
that are directly related to the semi-axes and the inclination of the ellipse. A
direct experimental method is proposed to measure the state of polarization of
light. With this method the Stokes parameters can be ignored.
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Introduccion

La luz se concibe como una onda electromagnética, donde las ecuaciones
de Maxwell juegan el rol principal. Se pueden estudiar las propiedades que
conllevan el contemplar a la luz de esta forma, una de ellas es la polarizacion,
la cual describe la direcciéon en que oscilan los campos eléctricos y magnéticos,
donde la direcciéon de propagacion es ortogonal a la oscilacién de los campos.

La simetria de Heaviside-Larmor (HL) es una transformacién que intercam-

bia el campo eléctrico E y el campo magnético H, E — \/gH, H— —\/%E.

Cuando estos campos son ortogonales, la transformaciéon se convierte en una
rotacién en sentido antihorario de m/2. Esta simetrfa se puede utilizar para
obtener soluciones a las ecuaciones de Maxwell [2].

Se calculan soluciones vectoriales para el sistema coordenado cilindrico para-
bélico. Dichas soluciones se construyen a partir de un vector semilla y la soluciéon
escalar de Helmholtz. Las funciones cilindricas parabdlicas describen estas solu-
ciones. En el capitulo 2 se estudian estas soluciones con base en el vector semilla
€., y se muestran graficos que ayudan a entender el comportamiento de estas
soluciones. Un resultado es polarizaciéon eliptica la cual se encuentra oscilando
en un plano que involucra las tres componentes vectoriales, y otro resultado es
polarizacién eliptica sobre el plano cartesiano. A partir de estas soluciones, se
calcula el vector de Poynting real y complejo, asi como los planos de equifase
y planos equifotales. Posteriormente, se usan diferentes tipos de semillas para
obtener nuevas soluciones.

En el capitulo 3 se calcula el contenido rotacional con base en las solucio-
nes obtenidas con el vector semilla &,. Con base en las soluciones E,, y E,,
se construyen nuevos estados de polarizaciéon. De tal forma que se presentan
dos diferentes formas de construir nuevos estados de polarizacién, la primera
mostrada en el capitulo 2.

En con propésito de medir de polarizacién localmente, se hace un enfoque en
las ondas planas. En el capitulo 4 se presenta el tratamiento convencional de la
polarizacién. Posteriormente en el capitulo 5, se ofrece una solucién paramétrica
de la elipse, que involucra dos parametros que describen de forma independiente
la inclinacién de la elipse y la relacién entre sus semiejes. Los métodos de extre-
males que se plantean en la segunda parte, centran su objetivo en determinar
estos parametros, obviando los parametros de Stokes, y se muestran en el capi-
tulo 6. Posteriormente, en el capitulo 7 se muestran resultados experimentales

12
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de los métodos de extremales y el tradicional, y en el capitulo 8, se muestran
las conclusiones.



Parte 1

Soluciones vectoriales
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Capitulo 1

Trabajo previo

La electrodindmica clédsica tiene como base las ecuaciones de Maxwell, el
campo eléctrico E y magnético H fungen como protagonistas. Con base en las
ecuaciones de Maxwell se pueden obtener dos ecuaciones de onda vectorial para
estos campos. Frecuentemente el punto de partida es resolver la ecuacién de onda
escalar, encontrar la solucién vectorial a partir de estos campos escalares no es
tarea sencilla, autores como [3, 4, 5] plantean encontrar soluciones vectoriales
a partir de soluciones escalares. Sin embargo, las soluciones son extensas y en
ocasiones se tornan confusas. La tarea se vuelve aiin més complicada cuando se
desean encontrar estas soluciones en algin otro sistema coordenado que no sea
el sistema cartesiano.

Para este trabajo, los sistemas coordenados de interés resultan ser los sis-
temas con simetria cilindrica, los cuales son: coordenadas cilindricas circulares
[2, 6], coordenadas cilindricas elipticas [7, 8] y coordenadas cilindricas para-
bélicas [0, 10, 11, 8, 12, 13]. El primer sistema coordenado resulta ser el mas
estudiado, sin embargo, los dos siguientes sistemas a pesar de tener aportacio-
nes, éstas son menores en comparaciéon con el primer sistema. En los siguientes
capitulos se da un enfoque en el sistema de coordenadas cilindrico parabdlico.

Encontrar soluciones del campo eléctrico y magnético, es frecuentemente
un objetivo en electrodindmica. En este trabajo se usa la idea que plantea [2],
la cual consiste en usar la solucién de la ecuacién escalar de Helmholtz y un
vector semilla u, para posteriormente construir un vector U = v u, el cual debe
satisfacer la ecuacion vectorial de Helmholtz.

Los campos E y H para un medio lineal no dispersivo isotrépico y homogé-
neo, en ausencia de fuentes, satisfacen la ecuacién de Helmholz homogénea

V2E + pew’E = 0, VZH + pew?H = 0.

Ya que los campos tienen divergencia cero, el campo eléctrico se puede escribir
i

como el rotacional de un vector E = £V xU. La unidad imaginaria i asegura que
la polarizacién de los campos se mantenga [2]!, y k=1 preserva que las unidades

!La unidad imaginaria en [3, pp. 393] esta ausente
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CAPITULO 1. TRABAJO PREVIO 16

se mantengan coherentes [2]. Al sustituir la expresién del campo eléctrico en
la ecuacién de Helmholtz, e intercambiar el orden de los operadores, se obtiene
V x (VZU + kZU) = 0, entonces

(VU + £°U) = VT,

donde V7Y representa el gradiente de una funcién. El motivo de colocar el gra-
diente después de la igualdad, es porque el rotacional de un gradiente es cero,
por lo que V2U + k2U se debe poder escribir como un gradiente?.

La transformacién de Heaviside-Larmor (HL), intercambia el campo eléctri-

co y magnético, E — \/gH, H - f\/%E. Si los campos son ortogonales, la
transformacién es una rotacién de 7/2 en sentido antihorario. Una nueva solu-

cién puede escribirse como una combinacién lineal de la solucién original, y de
la solucién que surge a partir de la simetria HL. La solucién es

EY = 0,E + \/E H,

donde g1, @2 son constantes que corresponden a diferentes estados de polari-
zacion. Si poE se toma como punto de referencia, el término gp; involucra una
rotacién de /2 en direccién a las manecillas del reloj, y la solucién se convierte
en

i
EY = o,E — 291 (V< E).

Las soluciones generales para el campo eléctrico y magnético, en términos del
vector U y VT son [2]

1 .
E=¢p <U+k2V(V-U)—VT) “V‘QQ%VXU,

€ 1 1
H:\/;<p2 (U—i—kQV(V-U)—VT)) —p1%V><U,

donde el superindice (g) por ha quitado por economia.

Las soluciones vectoriales se construyen a partir de la ecuacién escalar de
Helmholtz V29 + k%) = 0, sea U = tu, donde el vector u se conoce como el
vector semilla y v la solucién a la ecuacion escalar de Helmholtz. Las soluciones
de campo eléctrico y magnético, en términos de ¢ y u son [2]

E=gp (wu—l—;V(Vzﬁ-uﬁ-wV-u)—;V’I’)

i

+ P2y (VY xu+ 9V xu), (1.0.1a)

2Fl gradiente VY es omitido por [3, 14]
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H= [pg(wu+k12V(Vw-u+1/)V-u)—]:2VT>

= o™

7

91y (Vi x u+ 9V x u)} . (1.0.1b)

Para encontrar las soluciones de los campos electromagnéticos, es necesario en-
contrar la solucién a la ecuacion escalar de Helmholtz, posteriormente proponer
un vector semilla u, para evaluar U = 1 u en la ecuacion vectorial de Helmholtz
(VQU + kQU) =VT. Si (VQU + kQU) se puede escribir como un gradiente, el
vector semilla u es valido para encontrar los campos E y H.

En la primera parte de este trabajo, se analizan las soluciones E y H para
el sistema de coordenadas cilindrico parabdlico. Posteriormente, en la segunda
parte, se analiza el sistema cartesiano, donde las ondas planas son soluciones.



Capitulo 2

Ondas cilindricas
parabdlicas

2.1. Coordenadas cilindricas parabdlicas

Las coordenadas cilindricas parabdlicas son un sistema de coordenadas orto-
gonales tridimensionales, que resultan de la proyeccién del sistema de coordena-
das parabdélicas bidimensional en la direccién perpendicular z. Asi, las superficies
coordenadas son cilindros parabdlicos confocales, y el sistema se visualiza en la
figura 2.1. Las coordenadas en este sistema son (7, o, z), y sus dominios estdn
definidos en [15, 5, pp. 501-502]

0<7<o0, —00 < 0 < 00, —00 < z < 00.

La relacién de estas nuevas coordenadas con las coordenadas cartesianas es !

[15, 5, p. 21]
z= = (* = 0?), (2.1.1a)
2
=10, (2.1.1b)
z =z (2.1.1c)
L Algunos autores como [7], usan la definicién de Arfken [16], el cual define x = 7o y

y:%(72—02).

18
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas cilindrico parabdlico, conformado por la
interseccién de dos cilindros parabdlicos y un plano.

Los factores de escala en este sistema son
hi1=hs = T2+O'2, hsy = 1. (212)

Las coordenadas 7, ¢ en términos de = y y son

T=\Var+y?+uz, (2.1.3a)
o=sgn(y)\VvVa?+y?—=x. (2.1.3b)

Esta nueva base puede relacionarse con la base fundamental de las coordenadas
cartesianas mediante las relaciones (ver apéndice A)

1
& =—(—0cé,+718), (2.1.4a)
hy
1
1
&, =¢,, (2.1.4¢)
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e inversamente

&, =—(1é,—08,), (2.1.5a)
hy
1
1

6, —é,. (2.1.5¢)

Al analizar las ecuaciones (2.1.1a) y (2.1.1b) se obtiene [15]
y? = =212 4 74, (2.1.6a)

si te toma un valor constante de 7, la ecuacién (2.1.6a) describe una pardbola
que abre en la direccién negativa del eje x, y se representa en la figura 2.2a. Con
las mismas ecuaciones (2.1.1a) y (2.1.1b), se obtiene una segunda ecuacién que
contiene la variable sigma

y? =20%x + ot (2.1.6Db)

Al tomar o constante, la ecuacién (2.1.6b) representa la ecuacién de una parébo-
la, pero esta abre en la direccién positiva del eje x. Esta parabola se representa
en la figura 2.2b. El caso méas general es considerar 7 # o, de esta forma, el
sistema coordenado cilindrico parabdlico tiene la interseccion de dos parabolas
diferentes. La ecuacién (2.1.1c) es la ecuacién de un plano al tomar z constante,
es comun que este plano se represente con la forma de una "hoja", debido a la
delimitacién de la interseccién entre las dos parabolas, su visualizacién esta en
la figura 2.2c. Sin embargo, la representacion del plano z constante puede tener
otra forma.
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(a) Cilindro parabdlico con 7T constante (b) Cilindro hiperbdlico con o constante
(r=8). (o0 = —16).

(c) Planos para z constante (z = 300).

Figura 2.2: Superficies coordenadas.

2.2. Ecuacién escalar de Helmholtz
La ecuacion escalar de Helmholtz es
V2 + k%) =0,

al considerar el método de separacién de variables ¢ = V (1)U (0) Z (2), la
ecuacién diferencial de Helmholtz en el sistema coordenado cilindrico parabdlico
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se puede descomponer en una ecuaciéon para la variable 7

2
?)TZ +(r?—a) V=0, (2.2.1a)

otra ecuacion para la variable o

02U
o7 T (6® +a) U =0, (2.2.1b)

y una ecuacién para la variable z

0%z

52t Zk? = 0. (2.2.1c)

La ecuaciones (2.2.1a) y (2.2.1b) se pueden escribir como
RP+(E+£a)P =0, (2.2.2)
la cual tiene como solucién
P (£a,&) = P (*a,0) Pe (£a,§) +i P’ (+a,0) P, (£a,§) (2.2.3)

donde ¢ representa una variable muda (la cual puede representar a 7 0 o) y
141, 1/2 341 1/2

% , P (+a,0) = —271 % , son constan-
tes de normalizaciéon. Los subindicea e y o hacen referencia a par e impar,
respectivamente. El pardmetro a es conocido como el parametro parabdlico adi-
mensional [17] y adquiere valores continuos en el espacio de los reales. La solucién
par P, (+a,T) se puede escribir en términos de una exponencial compleja y la
funcién hipergeométrica M (a1, by, 7) o funcién de Kummer [18]

P (+a,0) = 271

12 1 1. 11,
P, (xa,&) =e 18 M (4 + 385 2252) , (2.2.4)
esta solucion tiene una paridad respecto a la variable &.

La solucién impar P, (+a, £) también se puede escribir de forma semejante a
la solucién par P, (+a, ), sin embargo, la solucién impar contiene como factor
extra la coordenada ¢, la cual rompe con la paridad respecto a la variable £ [18]

P, (+a, &) = e 36" M (i T %m, g ;i§2> . (2.2.5)
La ecuacién de Helmholtz en el sistema coordenada cilindrico parabdlico, tiene
otras soluciones, las cuales reciben el nombre de funciones de Weber [15], sin
embargo, estas funciones no cumplen la condicién de radiacién de Sommerfeld
[19, 20], la cual establece que las soluciones a la ecuacién de Helmholtz solo
irradien hacia el exterior desde fuentes conocidas. Ademads de que en infinito, las
soluciones deben de caer a cero. Las funciones cilindricas parabdlicas P, (£a, &)
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y P, (£a, &) cumplen con este criterio, las funciones de Weber no 2. Estamos
completamente agradecidos por tan valiosa observacién por parte del Prof. S.
Chavez-Cerda, ya que de no ser asi, se usarian las funciones incorrectas.

El comportamiento oscilatorio de las soluciones P, (0,£) y P, (0, &) se puede
observar en la figura 2.3

-2

Figura 2.3: El gréafico en color rojo representa la soluciéon impar P., y el grafico
punteado, la solucién par P,, para a = 0.

La ecuacién (2.2.1¢) tiene como solucién general Z (z) = e**=*. Por la tan-
to, la solucién general a la ecuacién escalar de Helmholtz es ¥ (7,0,2,t) =
P(a,7)P(—a,0) Z (2) e~ al sustituir de forma explicita las funciones

Y (r,0,2,t) =[P (a,7,0) — Py (a,7,0) + i Poe (a,7,0) + i Peo (a,7,0)] eik=2—wt)

donde P, (a,7,0) = P. (—a,0) P (a,0) Pe (a,7) Pe (—a,0),
P,(a,7,0) = Py (—a,0) P} (a,0) P, (a,7) P, (—a, o),
P, (a,7,0) = Pe (—a,0) P! (a,0) P, (a,7) P. (—a,0) v
P, (a,7,0) = P.(a,0)P., (—a,0)P. (a,7) P, (—a,o). Se ha tomado la opcién
de usar cursiva para las soluciones individuales, sin embargo, al considerar un
producto de soluciones, se deja de usar cursiva, para evitar la confusién.

La amplitud de la solucién a la ecuacion escalar de Helmholtz es

] = /(P (@.7,0) = Py (a,7,0)) + (Poc (a,7,0) + Pro (a,7,0))’,

y su fase es

Py (a,T, P., (a,T,
@ZkzZ—wt—i—arctan( (a,7,0) + (ara))'

Pe(aaTﬂj)*PO(avTvO-)

En la siguiente subseccion se toma el caso fundamental con a = 0, para estudiar
el comportamiento y fase de la solucion .

2Las ondas planas no satisfacen la condicién de radiacién de Sommerfeld, ya que para ellas,
incluso la condicién E = 0 no se lleva a cabo en el infinito, es decir, se atentdan.
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2.2.1. Caso fundamental, a =0

Para entender el comportamiento de estas soluciones, se analiza el caso fun-
damental, cuando el parametro parabdlico, a = 0. Para este caso los productos
de las soluciones pares e impares son

V2r 72 o?
Pe(O,T,U):T’\/TUJ_% Z J_% I 5
\/§7T T2 o2
PO(O,T,U):T\/TUJ% <4> J% (4>,
donde J 1 representa la funcién de Bessel de primer tipo [18]. El producto de

funcién par por funcién impar P, (0,7,0) es

atvimor =t (2) 0 (2) vy (2) o4 ()

La funcién P, (0,7,0) es muy similar a P, (0,7,0), la tnica diferencia es el
cambio de signo del subindice de la funcién de Bessel, por lo tanto P, (0,7, 0)
73 ()73 (%)
Ty (7)1 ()

Con un poco de algebra, la solucién a la ecuacién escalar de Helmholtz
con a = 0 se puede escribir como

el

es P, (0,7,0) = P, (0,7,0)

N (5 7 (%)
exp |¢ | k,z —wt —arctan | ———~ — . (2.2.6)

En la figura 2.4 se muestra la amplitud y la fase de la ecuacion de Helmholtz
para el valor de a = 0 sobre el plano &, é,, con base en la ecuacién (2.2.6).
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25
2
15
1
05
-50 0 50
X

(a) Amplitud de la solucién a la ecuacién escalar de(b) Fase de la solucién a la ecuacién escalar de
Helmholtz para a = 0 Helmholtz para a = 0

o

-50 0 50

Figura 2.4: Representacién de la amplitud y fase a la ecuacion de Helmholtz,
con base en la ecuacién (2.2.6).

La amplitud como la fase de la figura 2.2.6 muestran un comportamiento
similar, donde existen dos perfiles parabdlicos simétricos respecto al eje y.

2.2.2. Ondas contrapropagantes

En algunos tratamientos tales como [21, 1], usan la solucién a la ecuacién
escalar de Helmholtz y las relacionan con haces parabdlicos, cominmente llama-
dos "campos 6pticos invariantes de propagacién". En la seccién 2.3 se muestran
las soluciones del campo eléctrico y magnético para este sistema coordenado.
En esta subsecciéon de aborda la idea campos escalares, con el objetivo de po-
der contrastar estas soluciones, con las soluciones a las ecuaciones de Maxwell.
Comunmente la primera solucion al sistema coordenado cilindrico parabdlico
es counsiderar la solucién par P, (a,7,0), la siguiente solucién es considerar la
solucién impar P, (a,7,0). Se usa el producto de las soluciones cilindricas para-
bélicas, sin embargo, se toma la parte par o impar de la solucién, no se considera
la solucién general en el espacio de los complejos, considerar como solucién ge-
neral, la suma de la soluciéon par més la solucién impar, implica que la soluciéon
general se encuentre en el espacio de los reales.

La solucién general en el espacio de los reales a la ecuacién (2.2.2) es P (+a, &) =
P (£a,0) Pe (£a,&) + P’ (+a,0) P, (a,§), sin embargo, al trabajar con esta so-
lucién, no se puede escribir en términos de una amplitud y una fase, tal como se
hizo anteriormente con la solucién 1. Al multiplicar por la dependencia temporal
e~ la solucién P (£a, ), desplazarse en el espacio o en tiempo resultan cosas
distintas. En la solucién (2.2.6) a la ecuacion escalar de Helmholtz, la solucién
representa una onda viajera, precisamente porque desplazarse en el espacio o en
el tiempo resultan lo mismo.

En la figura 2.5 se representan las ondas P, (a, 7, 0) para diferentes valores
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de a, donde P, (a,7,0) es

P.(a,7,0) = Pe (—a,0) P (a,0) Pe (a, 7) Pe (—a,0) (2.2.7)
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(a) a = 0. El méximo se encuentra en el ori- (b) a = 1. La simetria se rompe, sin embargo,
gen del sistema de referencia, posteriormente el maximo se mantiene en el origen. El perfil

el minimo y el maximo se alternan.
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que abre en direccion negativa al eje x contie-
ne una regién de valores cercanos al minimo.
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(¢) a = 1.5. A medida que el valor de a au- (d) a = 2. El perfil parabdlico que abre en di-
menta, los valores de la amplitud también lo reccién negativa sobre el eje x ha aumentado

hacen.

el valor de su foco. Dentro de esa regién, se en-
cuentra una regién de valores cercanos al mi-
nimo.

Figura 2.5: Amplitud de las ondas contrapropagantes escalares con soluciones
pares, referentes a la ecuacién (2.2.7) P, (a,7,0). Se puede observar que para
a = 0, existe una cresta con un patrén circular en el origen. A medida que el
valor de a incrementa, el foco de los perfiles parabdlicos que abren sobre el eje

negativo x, comienza a crecer.

En la figura 2.6 se representan las ondas P, (a, T, o) para diferentes valores

de a, donde P, (a,7,0) es

P, (a,7,0) =P} (—a,0) P} (a,0) P, (a,7) P, (—a, o) (2.2.8)
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Se puede observar en ambos gréficos, que el parametro a modifica como abren
los perfiles parabdlicos respecto al eje x, cuando a es negativo, se genera una
reflexién sobre el eje y. Cuando a = 0, se puede observar una simetria de los
perfiles parabdlicos sobre el eje y. Cuando a > 0, la distancia focal de los perfiles
que se encuentra en mayoritariamente en el segundo y tercer cuadrante es mayor,
respecto a los perfiles que se encuentran mayoritariamente en los primer y cuarto

cuadrante.
35
Z
3
15 25
2
& 1 i
15
) ) : |
. 05 o
. . 05
: -50 0 50 h -50 0 50
X X

(a) a = 0. A diferencia que el caso anterior, (b) a = 1. Los mdximos se mantiene relati-

existe una linea nodal sobre el eje x, lo que vamente iguales al caso anterior, sin embargo,

hace que haya dos méximos cercanos al origen. dado que la simetria se ha roto, la parte iz-
quierda de estos maximos es concava.

-50 0 50 -50 0 50

(¢) a = 1.5. A medida que el valor de a au- (d) a = 2. El perfil parabdlico que abre en

menta, los valores de la amplitud también lo direccién negativa sobre el eje z ha aumentado

hacen. el valor de su foco. Dentro de esa regién, se
encuentra una regién de valores cercanos al
minimo.

Figura 2.6: Amplitud de contrapropagantes escalares con soluciones impares, co-
rrespondientes a la ecuacién (2.2.8) P, (a, T, o). Las regiones oscuras representan
los nodos y las regiones blancas las crestas de la amplitud de las soluciones.

Una diferencia entre la amplitud de P, (a,7,0) y P, (a,7,0) radica que para
las soluciones impares, existe una linea nodal sobre el eje . Lo cual genera que
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para a = 0, el patrén circular que existe en las solucién par, ya no se encuentre
en la amplitud para la solucién impar.

En la figura 2.7 se muestra una comparaciéon entre la onda propagante con
a = —4 con la reportada por Sabino et al [1].

(a) Onda contrapropagante con base en la ecua- (b) Solucién par reportada por [1]
cién (2.2.7).

Figura 2.7: Contraste entre amplitudes de una onda par escalar contrapropa-
gante para a = —4. Los gréficos se generan sobre el plano €,,&,, el motivo de
no colocar los ejes, es porque [1] asi lo reporta, y con fines de comparacion, se
omiten los ejes de la subfigura 2.7a.

Los graficos que se reportan aqui difieren en como abren las pardbolas, esto
se debe a que en este tratamiento, las coordenadas 7 y o estdn definidas en
los intervalos 7 € [0,00) y 0 € (—00,00), sin embargo, en [21, 1, 7] estas
coordenadas estdn definidas de forma contraria, de tal forma que 7 € (00, 0) y
o € [0,00). Esta diferente definicién repercute en una reflexién sobre el eje y.

2.2.3. Ondas viajeras

Se toma el caso de una onda viajera, donde la solucién es P, (a,7,0) +
i P, (a,T,0), esta solucién tiene una amplitud y una fase. En la figura 2.8 se
muestran las intensidades de la onda viajera para diferentes valores de a. Algo
que se puede ver inmediatamente es la ausencia de una simetria sobre el eje y
para el modo fundamental a = 0.
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(a) a = 0. Este patrén es muy similar al caso (b) a = 1. La simetria se ha roto, y los perfiles
anterior para soluciones impares, ya que exis- parabdlicos (color blanco) muestran una ten-
ten dos maximos cercanos al origen, separados dencia que abre en direccion negativa del eje
por una regién nodal sobre el eje x. T.
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(¢) a = 2. Esta tendencia se mantiene, sin (d) a = 8. El foco de los perfiles aumenté con-

embargo, el foco de los perfiles parabdlicos au- siderablemente respecto a los casos anteriores,
menta, al igual que el valor de la intensidad. y en una gran parte de los cuadrantes dos y
tres, se encuentra una regién de minimo.

Figura 2.8: Intensidad de la onda viajera escalar P, (a,7,0)+ ¢ P, (a,T,0) para
diferentes valores a a.

El parametro a modifica como abren los perfiles parabdlicos, a medida que el
pardmetro a comienza a crecer, los perfiles parabdlicos tiene una mayor abertura
sobre el eje z. En la figura 2.9 se muestra la fase de la solucién P, (a,7,0) +
i P, (a,7,0) para diferentes valores de a.
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(7,

-40 -20 0 20 40

(a) a = 0. Esta fase muestra un simetria (b) @ = 1. La simetrfa se ha roto. Cada
sobre el eje y, sin embargo, también mues- regién contrastante muestra un corrimiento
tra una antisimetria respecto al eje z, ya del minimo al méximo.

que sobre este eje se cambio de un valor
maximo a uno minimo.

i\

! n n n n
-40 -20 0 20 40

(¢) a = 2. Los perfiles parabdlicos que abren (d) a = 8. También se muestra una antisi-
en direccién negativa del eje z, han aumen- metria respecto al eje x, ya que el minimo
tado el valor de su foco. se alterna con el maximo.

Figura 2.9: Fase de la ondas viajera P, (a,7,0) + i P, (a,7,0) para diferentes
valore de a.

Se puede observar como para el caso fundamental a = 0, la fase muestra una
simetria sobre el eje y, similar a lo observado para el caso de ondas contrapro-
pagantes, a medida que el factor parabdlico a crece esta simetria se rompe, sin
embargo, siguen existiendo perfiles parabdlicos que abren tanto en la direccién
positiva del eje x, como en la direcciéon negativa. El foco de los perfiles que abre
en direccién negativa al eje x, comienza a crecer a medida que el valor de a es
mas grande.
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2.3. Soluciones vectoriales

Los campos E,, en términos de la solucién escalar de Helmholtz 1) y el vector
semilla u es [2]

1 1
E,, =¢vYu+ EV(Vw'u—H/JV-u) — EVT. (2.3.1a)
La segunda solucién E,, es
E,, = %w X U4V X u, (2.3.1b)

donde E = p1E,, + @E,, y las soluciones E,,, y E,, son linealmente inde-
pendientes. En otros textos [3, 4], el campo E,, se asocia al campo transversal
eléctrico, por no tener componente en la direccién z. Si se propone como vector
semilla u = €., esto implica que V-é, =0, VT =0y V x &, = 0. Los campos
se simplifican a

. .
By, =vé. + 5V (Vi -&.), E,, = %w X8, (2.3.2)

al sustituir la solucién a la ecuacién escalar de Helmholtz ¢ = U (—a,0) V (a,0) Z (2),
el campo E, es

1k,

By =75 (U(=a,0)0:V (a,7) & +V (a,7) 05U (—0a,0) &) 'm0
1
k2 )
+ <1 - kQ) V(a,7)U(—a,0)e®*De,
y el campo E,, es
Eg,, = ﬁ (V(a,7)0,U (—a,o0) & — U (—a,0) 0,V (a,T) éa)ei(kzz’“’t).
1
Al sustituir de forma explicita las funciones cilindricas parabdlicas, el campo
E, es
ik, R R E2\ .
EFl = *W (ar er + 80 ea—) + <]— - k2> ez:|

[P. (a,7,0) — Py (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Pye (a,7,0))] e*=*79D = (2.3.3a)

resulta interesante como el operador 0; se encuentra s6lo en la componente 7 del
campo, asi mismo, el operador J, se encuentra unicamente en la componente 7
de éste.

El campo E, es

{ R R
EKJQ = m ((90 e — 87— eg)

[P. (a,7,0) — P, (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Pye (a,7,0))] e!F=2791) = (2.3.3b)
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aqui la amplitud de la componente 7 del campo E,, corresponden a la amplitud
de la componente ¢ del campo E, , con la tnica diferencia de un signo negativo.
De la misma forma, ocurre algo similar respecto a la amplitud de la componente
o del campo E, y su relacién directa con la amplitud de la componente 7 del
campo Eg . A partir de la observacién anterior, se concluye que (E,) =
k k
T k. (Epl)g y (EKQ)U = k. (EPI)T'
Al tomar el producto punto entre las soluciones
EKJl 'EKJQ = [(EKOI )T éT + (Egn)g éU + (Egol)z éz] ' [(Egdz)q— é‘r + (sz)g éa]’ se

obtiene
E@l ! EKI2 = (Epl)T (EKJ2)T + (Epl)g (EKJ2)U ’

se usan las relaciones entre las amplitudes de las soluciones E,, v E,

k

Epl ! Esﬂz = kTZ (7 (Epl)q— (Esﬂl)g + (Epl)g‘ (Epl)—r) =0.

Las soluciones del campo eléctrico son ortogonales.

2.3.1. Campos E_, y E,, en coordenadas cartesianas y
frentes de onda

Los programas para graficar campos vectoriales, se basan en los vectores
unitarios del sistema cartesiano. A lo largo de este trabajo, se trabaja tanto
con la base de vectores unitarios de este sistema, pero también con la base
de vectores unitarios del sistema cartesiano, con el objetivo de visualizar sus
graficas.

El campo E,, en término de los vectores unitarios en coordenadas cartesia-
nas es

EPI = W((T&-—Uag)ez+(087+780)ey)+ ( _k:2> ez’:|

[P. (a,7,0) — Py (a,7,0) +i (Pao (a,7,0) + Py (a,7,0))] e*==74D (2.3 4a)

al igual que en término de los vectores unitarios €, y &, el campo E,,, muestra
una simetria respecto a las componentes €, y €.

El campo E,en término de los vectores unitarios en coordenadas cartesianas
es

E,, - % (00 +70,) 6y + (00, —70,)8,) (2.3.4D)

[P.o (a,7,0) 4 Py (a,7,0) —i (P. (a,7,0) — P, (a,7,0))] e!F===w1),
En la siguiente subsubseccién se usan los valores de las amplitudes, para poder

representar de forma grafico el comportamiento de estas cantidades sobre el
plano &, é,.
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2.3.1.1. Planos equifotales

A partir de las amplitudes de las campos E,,, y E,, se pueden construir los
planos equifotales [22]. Se toma cada amplitud de los campos como constante, y
se generan diferentes planos equifotales. El campo E,, tiene tres amplitudes que
estan asociadas a sus componentes vectoriales, entonces E,, tiene tres diferentes
planos equifotales para cada valor de p.

La amplitud de la componente x del campo E,, es

©1

k

Boul, = 55 (70 = 000) (Pr (0,7,0) + P2 (07,0)’

511/2
+((10; — 00,) (P (a,T,0) — P, (a,7,0))) , (2.3.5a)

el plano equifotal depende de las coordenadas 7 y o, por lo que este plano
equifotal es perpendicular a la direccién de propagacion z. La amplitud de la
componente y del campo E,, es

k.
Boul, = 5255 | (00 +70,) (P (a,7,0) + P2 (a,7,0)))’
1

+((00; + 705) (P. (a,7,0) — P, (a,7,0)))° i , (2.3.5b)

este plano es muy similar al plano (2.3.5a), la tunica diferencia radica en el
cambio del operador (70, — 0d,) = (00, + 70,).

La amplitud de la componente z del campo E depende exclusivamente
de las soluciones P (a,7,0), Ps(a,7,0), P.(a,7,0) y P, (a,7,0), y no de sus
derivadas

k2 2

Bl = (1- 1) [(Bano)+ Raro)

+ (P. (a,7,0) — P, (a,, 0))2] 2 (2.3.5¢)

Un caso similar ocurre con E,,, que tiene dos planos equifotales para cada valor
de a. La amplitud de la componente = de la solucién E, es

Bl = g (00 +790) (P (0.7.0) + Py (a.7.0)°
+ (600 4 70.) (P. (a,7,0) — P, (a,7,0)))? i ., (2.3.6a)

El plano equifotal asociado a la componente y de la solucién E,, es

1
Boal, = 7 [((00: = 70,) (P (a,7,0) + P (a,7,)))°
1

(00, —70,) (P, (a,7,0) = Po (a0 (2.3.6D)
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Los planos equifotales de E,,, son muy similares a los planos de la soluciéon E, ,
sin embargo, son diferentes. Nétese que las soluciones vectoriales ofrecen seis
planos equifotales, hay mayor informacién con base a estas soluciones. Usar sélo
soluciones escalares limita la informacién, ya que solo hay un plano equifotal.

2.3.1.2. Planos de equifase

Los planos de equifase se construyen a partir de la fase que tienen los campos

[22]

Las fases de las componentes vectoriales del campo E,, se pueden determinar
inmediatamente. La fase de la componente x es

0z, = k,z — wt — arctan ( (70, = 99) (P (a,7,0) = Fo (a,7,0)) )

(7'37 — 0'80) (Peo (G,T, U) + Poe (G,T, U))
(2.3.7a)

se debe de tener cuidado y no eliminar el operador (70, — 00,) a pesar de que se
encuentre en el numerador como en el denominador. La fase de la componente
y del campo E, es

(c0; + 705) (P (a,7,0) — P, (a,T,0))
(007 + 705) (Peo (a,7,0) + Pye (a,7,0))

Py, = k,z —wt — arctan (

) . (2.3.7D)

Notese que esta fase es muy similar con respecto a la componente z, lo tnico
que cambia es el operador (00, + 70,). La fase de la componente z del campo

E, es

(2.3.7¢)

Peo 1 POE PER
0z = ko2 —wtarctan( (a,7,0) + (a,7 U)) ,

e(a7T7U)_PO(aaTao)

para esta fase, no hay operadores, sélo se encuentran involucradas productos de
las funciones cilindricas parabdlicas, esto mismo ocurre con el plano equifotal
(2.3.5¢).

Para el campo E,,, en plano de equifase de la componente x es

(005 +710,) (P. (a,7,0) — P, (a,7,0))
(005 + 70;) (Peo (a,7,0) + Poe (a, T, J))> , (2.3.8a)

Pz, = k2 —wt — arctan (

y la fase correspondiente a la componente y es

(00r — 705) (Pe (a,7,0) — P, (a,7,0))
(60; — T05) (Peo (a,T,0) + Poe (a,7,0))

Py, = k.2 —wt — arctan (

) . (2:3.8D)

Todas estas ecuaciones muestran relaciones entre ellas, la principal es que las
derivadas de las funciones pares P, (a,7,0) e impares P, (a,T,0) se encuentran
en el numerador para las componentes €, y €, de las fases, asi mismo, las deriva-
das de las funciones P,, (a,7,0) y P, (a, T, 0) se encuentran en el denominador.
La tnica diferencia radica en el cambio de las variables 7 y o.
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2.4. Casos especificos

Con el objetivo de analizar las soluciones del campo eléctrico, se analizan
casos especificos.

2.4.1. Caso fundamental ¢ =0
2.4.1.1. Campo E,

El primer caso que se analiza es a = 0, las soluciones del campo eléctrico son
Eg, = (Eg,), e+ (Eg,), &+ (Ey,), &,y Ey, = (Eg,), &+ (E,), & El
proposito de analizar las magnitudes de las componentes por separado, se debe
a dos motivos, el primero es porque las soluciones son mas extensas que las
soluciones escalares, por lo tanto, escribir las soluciones del campo eléctrico en
una sola ecuacién genera confusion. El segundo motivo se debe a querer analizar
y poder contrastar, la amplitud de las magnitudes, y la amplitud total, con las
soluciones escalares.

La amplitud de la componente &, del campo E,, es

. \Fﬂﬂ\/ﬁ(‘f)”i;(‘f)Q
©1lr T

 hik?

\/(TQJi (5) 74 (F) e

y su respectiva fase es

o = — t
P arctan TQJ% (%2) J_% (ﬁ) —|—7'2J_% (%2) J_% (%) + 2;]3% (%2)

+ k,z — wt — arctan — arctan

los términos del numerador y el denominador son muy similares, sin embargo,
no son los mismos.
La amplitud de la componente o del campo E,, es

ke \F\@T\/J; (F)2+ 71 (5)?
g
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y su respectiva fase es

Se puede observar que ambas componentes tienen amplitudes y fases diferentes,
por lo que sobre el plano é., &, el campo E,,, estd polarizado elipticamente. Sin
embargo, tanto la amplitud como la fase entre diferentes componentes son muy
similares, la tnica diferencia es el cambio 7 — ¢. Cuando 7 = o, la amplitud
y la fase es la misma para ambas componentes, por lo que para este caso, el
campo E, estd linealmente polarizado a 45° respecto al eje 7.

La componente z del campo E, es

\/>7T\/O'77' 2 7' o (T2 ) 02 5 (02
(- 8) B ) A G )

(2.4.1e)

y su respectiva amplitud es

7 (%)

(%)
— arctan 472
T3 (%) T3 (%)

Tanto la amplitud como la fase de esta componente son diferentes a las com-
ponentes 7 y o. El campo E,, estd elipticamente polarizado sobre un plano
que involucra las tres componentes vectoriales. Cuando se considera 7 = o, se
mencioné que el campo sobre el plano €., &, estd linealmente polarizado a 45°,
al considerar la componente z, el campo E,, estd elipticamente polarizado, un
semieje de la elipse se encuentra sobre el plano é.,é, (lo que ocasiona que la
proyeccién sobre este plano, sea polarizacién lineal), y el otro semieje es paralelo
al eje de propagacion z. En la figura 2.10 se muestra el caso cuando 7 = ¢ para
la solucién E,,, con el valor a = 0. Sobre el plano cartesiano, la proyeccién de la
solucién E,, es polarizacién lineal con una inclinacién de —45°, la cual corres-
ponden a un semieje de la elipse. En la direcciéon de propagacién, se encuentra
paralelo el semieje restante, por lo que la solucién E,, representa polarizacién
eliptica.

Yy = k.z — wt — arctan (2.4.11)
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—

Figura 2.10: Polarizacién eliptica debida a la solucién E,, con a = 0 cuando
T = 0. La proyeccioén sobre el plano €,,&, es polarizacién lineal.

El motivo de colocar la polarizacion lineal en una diferente orientacion de la
que se describié anteriormente, es con el tnico fin de poder apreciar todos los
detalles de las diferentes polarizaciones.

En la figura 2.11 se muestran las intensidades de las componentes vectoriales
del campo E,, para el caso a = 0. Las amplitudes se grafican con base en la
ecuacién (2.3.4a).
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Figura 2.11: Intensidades del campo E,, para a = 0. Se puede observar que
cada amplitud mantiene una simetria respecto al eje y. La intensidad de la
componente €, muestra en el origen dos crestas separadas por una linea nodal
tenue.

Cada componente de los campos (2.3.4a) y (2.3.4b) se puede escribir en no-
tacion polar, al igual como se hizo en este caso, sin embargo, las expresiones
seran mucho més extensas, esto porque, en el caso anterior, la componente T
del campo es (E,,) = —thk%U (—a,0) .V (a,7)e*=2=w) Nétese el contras-
te entre esta componente y la componente z del campo E de la expresién
(2.3.4a), la componente x contienen una diferencia de dos productos, por lo que
escribir esta componente en su notaciéon polar, generard una expresiéon mucho
méas compleja en contraste con la ecuaciones (2.4.1a) y (2.4.1b).
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2.4.1.2. Campo E,,

La amplitud de la componente &, campo E, es

‘E2|7—:
© hl]f U8\/§\/J

2 2
\/(WJQJ}l <U4> J,% (2) +7T02J*i (

y su respectiva fase es

P, = —arctan . 2
(ro20y () g () + 7020y () I3 (%) + 274 (5
Ji (% Ji (%
k.z — wt — arctan 4(; — arctan 4(: +—. (2.4.2b)
J_1(F) J_1 ()

La amplitud de la componente €, es

Epul, =~z /2 VI ()24 (%)
olo = 2 T8V2/ Iy (F)2+ Iy (F)?

2 2
(e ) ) o

y su respectiva fase es

Cada componente del campo E,, tiene amplitud y fase diferente, por lo tanto el
campo E, estd elipticamente polarizado sobre el plano é,,é,. Cuando 7 = o,
el campo E, estd linealmente polarizado a —45° sobre el eje 7, debido al signo
negativo de la componente o del campo. En la figura 2.12 se muestran las
intensidades de las componentes, y la intensidad total del campo E,,, con base
en la ecuacién (2.3.4b).
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Figura 2.12: Intensidades del campo E, para a = 0. Estas intensidades son
muy simulares a las reportadas en la figura 2.11, ya que como se demostré
anteriormente, (E,, ), es proporcional a (E, ), v de la misma forma (E, ), es
proporcional a (Eg, ), .

En la figura 2.13 se muestran las fases de las diferentes componentes vecto-
riales del campo E,,, para a = 0. Dado que la componente &, del campo E,,, es
proporcional a la componente €, del campo E, , y la componente €, del cam-
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po E,, es proporcional a la componente &, del campo E,, . Las fases para las
componente vectoriales son semejantes a las mostradas en la figura 2.13. Es por
este motivo que las fases de las componentes vectoriales de E,, no se colocan.

(a) Fase de la componente é; del campo E,;. (b) Fase de la componente &, del campo Eg; .

50 r ) |
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z
10
> 0 1.
-10
\
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0.
-40
-50
-50 0 50
X

(c) Fase de la componente &, del campo Eg, .

@

B

a

Figura 2.13: Fases de las componentes vectoriales del campo E,, para a = 0. Se
puede observar como la fase de la componente €, mantiene un patrén de simetria
de perfiles parabélicos sobre el eje y. La fase de la componente &, exhibe esta
naturaleza de perfiles parabdlicos, sin embargo, la fase de la componente &, no
muestra este patrén.

Las soluciones E,, y E,, se representan en la figura 2.14, sin embargo, en
contraste con las imagenes mostradas anteriormente, aqui se representan las
soluciones en sus componentes vectoriales &, y &, sobre el plano cartesiano. La
subfigura 2.14a muestra la solucién E, , la cual muestra como en los cuadrantes
3 y 4 las lineas de campo se curvan, ademas las lineas de campo muestran una
simetria sobre el eje y. La solucién E,, se representa en la subfigura 2.14b y al
igual que la solucién anterior, existe una simetria sobre el eje y. En el primer y
segundo cuadrante, las lineas de campo muestran un comportamiento del tipo
remolino alrededor de tres regiones.

En la figura 2.15 se muestra de forma grafica y clara la ortogonalidad entre



CAPITULO 2. ONDAS CILINDRICAS PARABOLICAS

-— \ =

ARNEN

Voo =\ 4o
J S oo~ g

N

s N . = = s\

L e T
P L
N —— - e N -
B . —-— -~

A

-0,

AN e~
P

B ISP

b - s~
- -\

-— - - s

- —— N\

- - =

(a) Parte real del campo Eg,; con base en

la ecuacién (2.3.4a)

42

“~ N~ N\
<~ N !
/N
/4 A
sk [ A 4
I~ p AR
bxrt 4/
\ s 11
Vs RN
o 4 4 gy
N/ PN s
e R
A [N
O T W
AR RN
2 T T
D N R T
[ N
okt b v~

-10

(b) Parte real del campo E,, con base en

la ecuacién (2.3.4b)

Figura 2.14: Soluciones del campo eléctrico E con base en la semilla &, para

a=0yz=0.

las funciones E,,, y E,,, para el caso a = 0.

-10

[ * o+ A + X o+ X

[+ x % X % X
¥+ * K 1 X X ox

L+ x % A XX X X x +

EoA XA + X + 4 XX+

P+ XA + % X + X%+

[ X *F++ 4+ x £+
X ++ + X x +
IR S S e
[ *+++ * * + A
[« +++++ ++
[ *++ 4+ + + A
Lr+++++++

A ox A 444 x
4+ X x + 4+ + & x
F A ox 2+ 4 4 x
4+ 4o
F4+ X+ + 4+

+ 4 e+

-10

-5 0 5

10

Figura 2.15: Ortogonalidad de las soluciones E,, y E,,, sobre el plano cartesiano.

24.2. a>0

En la figura (2.11) se representan las intensidades de las diferentes compo-
nentes vectoriales de la solucién E,, para a = 1, as{ como la intensidad total

de E,
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Figura 2.16: Intensidad de las componentes del campo E,, para a = 1. Las
cuatro intensidades muestran un comportamiento similar, donde los perfiles pa-
rabdlicos abren en direccion negativa al eje z.

Se puede observar que la simetria en las subfiguras de la figura (2.11) se
ha roto. Ahora solo los perfiles parabdlicos se encuentran orientados sobre el
eje x, en direccién negativa. Nétese que los perfiles a primera vista parecieran
continuos, sin embargo, no lo son. Los perfiles parabdlicos corresponden a la
superficie 7 = cte, cual se representa en la figura 2.1, pero esta curva tiene una
interseccién con la superficie o = cte, por lo tanto, los perfiles no pueden ser
continuos.

En la figura 2.17 se representan las intensidades de las diferentes componen-
tes vectoriales de la solucién E,, para a = 1.
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Figura 2.17: Intensidades de las componentes vectoriales del campo E,, e in-
tensidad total para a = 1.

Al igual que el caso anterior para E,, con a = 1, las amplitudes del campo
E,, ya no tienes perfiles parabélicos simétricos respecto al eje y. Solo hay per-
files parabdlicos que abren en direccion negativa del eje x. La idea de que las
soluciones E,, y E,, ofrezcan los perfiles parabélicos de forma independiente,
es sensato, debido a que son soluciones linealmente independientes. En la figura
2.18 se muestran las fases de las diferentes componentes vectoriales de E,,, para
a=1.



CAPITULO 2. ONDAS CILINDRICAS PARABOLICAS 45

H
v

50 0 50 50 0 5
x X

(a) Fase de la componente &, del campo E,. (b) Fase de la componente €, del campo E,, .

X

(c) Fase de la componente &, del campo E,; .

Figura 2.18: Fases de las componentes vectoriales del campo E,,, para a = 1. Se
puede observar como la fase de la componente €, muestra perfiles parabdlicos
que abren sobre la parte negativa del eje x. La fase de la componente €, exhibe
esta naturaleza de perfiles parabdlicos, sin embargo, en una vecindad cercana
al origen, existe un parabdlico el cual abre en direccién contraria a los perfiles
principales. La fase de la componente &, exhibe un patrén circular, lo cual
resulta interesante, ya que es la tnica fase de las componentes que muestra este
comportamiento.

Las soluciones E,, v E, se representan en la figura 2.19, sin embargo, en
contraste con las imigenes mostradas anteriormente, aqui se representan las
soluciones en sus componentes vectoriales &, y &, sobre el plano cartesiano.
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Figura 2.19: Soluciones del campo eléctrico E con base en la semilla &, para
a=1yz2=0

En la subfigura 2.19a se representa la solucion E, para a = 1, el comporta-
miento en contraste con la subfigura 2.14a ha dado un cambio. Sobre el plano
cartesiano se muestran dos perfiles parabdlicos en el segundo y cuarto cuadrante.
La solucién E,, se muestra en la subfigura 2.19b, la cual muestra tres remoli-
nos alrededor del plano cartesiano. El remolino que se encuentra en el primer
cuadrante, sobre su vecindad, las lineas de campo tienen un comportamiento
circular.

En la figura 2.20 se representan las amplitudes de las diferentes componentes
vectoriales de la solucién E,, para a = 2.
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Figura 2.20: Intensidades de las componentes vectoriales del campo E, e in-
tensidad total, para a = 2

Los perfiles mostrados en la figura 2.20 parecieran iguales a los perfiles de
la figura (2.11) correspondiente al caso con a = 1. Sin embargo, el foco de los
perfiles parabodlicos ha incrementado. Esto muestra que el pardmetro a, esté
relacionado intimamente con el foco.

En la figura (2.21) se representan las intensidades de las diferentes compo-

nentes vectoriales de la solucién E,, para a = 2.
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Figura 2.21: Intensidad de las componentes vectoriales e intensidad total del
campo E, para a = 2.

Ocurre un caso andlogo con este segunda soluciéon para a = 2, donde hay
perfiles parabdlicos, los cuales son similares a la solucién E,,, para a = 2. En la
figura 2.23 se representan las soluciones E,, y E,, en sus componentes vecto-
riales €, y &, sobre el plano cartesiano. En la figura 2.22 se muestran las fases
de las diferentes componentes vectoriales de E,, para a = 1.
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(a) Fase de la componente &, del campo E,. (b) Fase de la componente €, del campo E,, .

(c) Fase de la componente &, del campo E,; .

Figura 2.22: Fases de las componentes vectoriales del campo E,, para a = 2.
La fase de la componente €, muestra perfiles parabdlicos donde han aumentado
su foco respecto al caso a = 1. La fase de la componente €, sigue mostrando
esta naturaleza de perfiles parabdlicos, sin embargo, los perfiles parabdlicos que
abren en direccion positiva del eje x, son mas pronunciados.
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Figura 2.23: Soluciones de la parte real del campo eléctrico E con base en la

semilla €, paraa=1y z2=0

La subfigura 2.23a muestra la solucién E,, para a = 2, en este figura los
perfiles parabdlicos estan méas pronunciados, los cuales apuntan en la direccién
negativa del eje z. En la subfigura 2.23b se representa la solucién E,,, donde
los tres remolinos permanecen, sin embargo, estos se han desplazado en direc-
cién positiva del eje z. Esta subfigura muestra diferentes perfiles parabélicos,
los cuales apuntan en la direcciéon negativa del eje x.

Se obtuvieron cinco expresiones para las amplitudes, y cinco ecuaciones que
describen la fase de estas soluciones, més las componentes vectoriales. Clara-
mente las soluciones escalares distan de ofrecer los resultados de las soluciones
vectoriales, por lo tanto, se observa la importancia de obtener soluciones a las
ecuaciones de Maxwell para comprender el comportamiento de los campos elec-
tromagnéticos en distintos sistemas coordenados.

2.5. Contraste entre soluciones escalares y solu-

ciones vectoriales

Una vez obtenidas las soluciones vectoriales a las ecuaciones de Maxwell, se
hace un contraste con las soluciones escalares, con el objetivo de analizar las

diferencias en torno a las intensidades.

En la figura 2.24c se muestra una comparacién para el valor ¢ = 0 entre
intensidad de la onda viajera (tratamiento escalar) y la intensidad del campo

E,, (solucién vectorial).
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Figura 2.24: Comparacién entre la solucién escalar y soluciones vectoriales para
a = 0. La intensidad de la onda viajera muestra un gran relaciéon entre la
intensidad del campo E, , sin embargo, no son las mismas intensidades. La
linea nodal sobre el eje x se encuentra mas pronunciada en la solucién escalar.

La subfigura 2.24c ofrece una diferencia entre la solucién escalar y la solucién
vectorial, en esta figura se muestra que existe una diferencia entre la intensidad
escalar y vectorial. Las crestas son mas tenues respecto a las intensidades, y los
nodos son mayores en esta subfigura, sin embargo, son diferentes intensidades.

En la figura 2.25¢ se muestra una comparaciéon para el valor a = 0 entre
intensidad de la onda viajera (tratamiento escalar) y la intensidad del campo
E,, (solucién vectorial).
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(a) Intensidad de la onda viajera escalar (b) Intensidad de la solucién E,, paraa = 12.
P. (a,7,0) +1i P, (a,7,0) para a = 12.
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a=12.

Figura 2.25: Comparacion entre la solucién escalar y soluciones vectoriales para
a = 0. La intensidad de la onda viajera muestra un gran relaciéon entre la
intensidad del campo E,, sin embargo, no son las mismas intensidades. La
linea nodal sobre el eje x se encuentra mas pronunciada en la solucién escalar.

Las subfiguras 2.25a y 2.25b muestran en patrén muy similar, donde a prime-
ra vista se podria decir que son igual, o casi iguales. Sin embargo, en la subfigura
2.25¢ se muestra la diferencia entre estas dos intensidades, donde muestra que
existe una diferencia entre estas dos intensidades, donde el orden de magnitud es
considerable. Esta diferencia mantiene un patrén muy similar a los que se mues-
tran en las subfiguras 2.25a y 2.25b, sin embargo, las crestas son mas tenues, y
se encuentran mas separadas, a diferencia de los casos 2.25a y 2.25b.
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2.6. Contraste con otras soluciones

En [17] se encuentra el campo eléctrico en el sistema coordenado cilindrico
parabdlico, con base en los vectores M y N, donde el vector M y N son [3, 14]

M=Vx (u)=V x U,

N:%VxM:%VxVxU,

a partir de estos vectores, el campo eléctrico es [3]

E = (a,M +b,N)
1
:—(aanU—i—bnkaVxU).
El campo eléctrico reportado por [2] es

; 1
EZWQ%VXU—I—plﬁVXVXU

= pQEpg + @1E@1a

se puede observar que el campo E,, es proporcional al vector M y que el campo
E,, es proporcional al campo E, . Sin embargo, la diferencia radica en que en
el vector M est4 ausente el factor k=1 la unidad imaginaria i. En el vector N
solo estd k elevado a la menos uno, sin embargo, en el vector E,,, , este va como
k2. La ausencia de estos factores repercute de forma significativa en la solucién
del campo eléctrico.

Por ejemplo, en coordenadas cartesianas, al proponer el vector U como pola-
rizacién lineal, U = 1) &,, el campo eléctrico a partir del formalismo de campos
complementarios es

E= @11/1 ém - @21/1 éyv
el campo eléctrico estd linealmente polarizado sobre el plano &, é,. Cada solu-
ciéon E,,, y E,,, estd linealmente polarizada, y son ortogonales.

El campo eléctrico a partir de los potenciales M y N es Egtratton = a1k €, +
tazky &, este campo estd circularmente polarizado. La polarizacion lineal del
vector semilla U no se conservd, debido al factor i en la componente y del campo
eléctrico.

Cuando se proponen como vector semilla U = 1 &, la ecuacién vectorial del
Helmholtz es V2U + k2U = 0, sin embargo, el caso més general de la ecuacién
vectorial de Helmholtz es

VU + k*U = VT.

Para este caso el gradiente VY = 0, por lo que este factor no repercute en las
solucién general del campo eléctrico. En otro tipo de sistemas ortogonales, tales
como coordenadas esféricas [2] o coOnicas, al proponer el vector U = kr, el
gradiente VY # 0, por lo que tiene relevancia en la solucién general del campo
eléctrico y magnético. Este factor VY, al igual que la unidad imaginaria i, se
encuentran ausentes en el formalismo clasico, que tiene como base los vectores
My N.
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2.7. Campos reales

En este seccién se calculan la parte real de las soluciones E,, y Eg, con
el propdsito de calcular mas adelante otras cantidades, el vector de Poynting,
helicidad y flujo de helicidad. En especial el vector de Poynting real, ya que
esta cantidad depende explicitamente de la parte real del campo eléctrico y
magnético.

2.7.1. Campo E,

La parte real del campo E,, es

k. . .
ReE,, = e (0r &; 4+ 0y €5) [(Peo (a,7,0) 4+ Pye (a,T,0)) cos »

(P, (a,7,0) — P, (a,7,0))sin x|
k2 . -
+( - k;) [(P.(a,7,0) — P, (a,7,0)) cos ¢ — (Puo (a,7,0) + Poe (a,7,0)) sin x| &,
donde » = k,z — wt. Esta soluciéon se puede escribir en término de los vectores
unitarios en coordenadas cartesianas, con la ayuda de las relaciones (2.1.4a) y
(2.1.4b), de tal forma que el campo es

ReE, (70 — 00,) &y + (007 + T0s) €]

h2k?
[(Peo (a,7,0) 4+ Poe (a,T,0)) cos x + (P, (a,7,0) — P, (a,7,0)) sin »]

2
+ (1 — Z;) [(P.(a,7,0) — Py (a,7,0)) cos s — (Pey (a,7,0) + Ppe (a,7,0)) sin s | &,.

Las componentes &, y €, son muy similares, la diferencia se encuentra marcada
en el cambio de las variables 7 y o.
2.7.2. Campo E,
La parte real del campo E,, es
1

" hik
[(Peo (a,7,0) + Poe (a,7,0)) cos  + (P, (a,7,0) — P, (a,7,0)) sin »] ,

ReE,, = (05 &r — 0, &,)

esta solucién se puede escribir en término de los vectores unitarios en coordena-
das cartesianas, con la ayuda de las relaciones (2.1.4a) y (2.1.4b), de tal forma
que el campo es

ReE TOy +00;) €5 — (TOr — 00,) €]

1
P2 — _@ [(
[(Peo (a,7,0) 4+ Poe (a,7,0)) cos ¢ + (P, (a,7,0) — P, (a,7,0)) sin »] .
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Aligual que la parte real de la solucion E,, , la parte real del campo E,, muestra
una simetria entre las componentes €, y €,, con la tnica diferencia del cambio
de las variables 7 y o.

2.8. Vector de Poynting

El vector de Poynting representa el flujo de energia direccional de los campos
electromagnéticos. La unidad en el SI es W/m?, lo cual indica la transferencia
de energia por unidad de area.

A lo largo de las siguientes subsecciones se aborda el vector de Poynting real
y complejo, y se evalian estos vectores con base en los campos E,,, v E,,,, que se
obtuvieron con base en la semilla €,. La relacion entre ambos vectores de Poyn-
ting se discute al final de la seccién. A lo largo de los siguientes planteamientos,
se usa la normalizacién p? + p3 = 1, con el fin de conservar la intensidad a pesar
de la orientacion de los campos. Con esta normalizaciéon se espera eliminar la
dependencia de los pardmetros @1 y g2 en el vector de Poynting.

2.8.1. Vector de Poynting real
El vector de Poynting real esta definido por [4, pp. 259]
S® = ReE x ReH,

entonces el vector S en términos de ReE(, , ReE,, ReH, y ReH,,, es

S* = (p1ReE,, + pReE,,,) x (p1ReH,,, + poReH,,) |

pero H, = —\/%Em y Hy, = \/%Em, entonces

€ €
Sk = (p1 ReE,,, + 2 ReE,,,) x (—pl \/;ReEm + o2 \/;ReEm) .

Con un poco de algebra el vector de Poynting se puede escribir como

st = \/i (ReE,, x ReE,,)) (2.8.1)

Este resultado es general, para cualquier campo eléctrico y magnético, ademas
que la dependencia de los pardmetros p; y g2 se ha ido. El vector de Poynting
S* es ortogonal a los campos ReE,, y ReE,,, entonces

ReE,, - S* =0,
ReE,, - S =o0.

2
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El vector de Poynting en términos de las amplitudes de los campos E,, v E,,
es

SR _ \/i (ReE,,). (ReE,,). &, — \/j (ReE,,). (ReE,,). &

+ \/; [(ReE,,). (ReE,, ), — (ReE,,), (ReE,,) | &.. (2.8.2)

Con los campos ReE,, y ReE, que se determinaron en la seccién 2.7, y la
ecuacién (2.8.2), se puede determinar las componentes del vector de Poynting
real. La componente &, del vector de Poynting es

(SR)T _ ﬁ ( N ’“2> (P.(a,7,0) — P, (a,7,0))

- hik k2

O- [(Peo (a,7,0) 4+ P, (a,7,0)) cos? s + (P. (a,1,0) — P, (a,T,0)) cos s sin %]

" 1 (Peo (a,7,0) + Poe (a,7,0))

O [(Peo (a,7,0) + Poe (a,7,0)) cos sesinse + (Pe (a, 7,0) — P, (a,7,0)) sin® 5] ,
(2.8.3a)

se puede ver inmediatamente que en el limite paraxial k, = k, esta componente
se anula por completo. Se puede observar cierta simetria entre los términos del
segundo y cuarto renglén, sin embargo, ya no es posible una factorizacién extra.
La componente &, es

(SR)U - \ﬁ (1 - k2> 9y (P.(a,7,0) — P, (a,7,0))

hik k2

[(Peo (a,7,0) — P, (a,7,0))sin? . — (P, (a,7,0) — P, (a,T,0)) sin s cos %]

n ﬁ (1 _ kQ) 05 (Poo (a,7,0) + Poe (a,7,0))

[(Peo (a,7,0) — P, (a,7,0)) cos ssin s — (P, (a,7,0) — P, (a,,0)) cos* %] ,
(2.8.3b)

al igual que la componente €, ésta se anula en el limite paraxial. Esta compo-
nente comparte una relacién casi inmediata con la componente €., sin embargo,
las derivadas actian sobre los términos contrarios respecto a la componente €.
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La componente €, es

ke
(S]R)z T h%k?’

+ [(80 (P.(a,7,0) — P, (a,rT, 0)))2 + (0- (P (a,7,0) — P, (a,T, 0)))2} sin? %]

[((aa (Poy (a,7,0) + Poe (a,7,0)))> + (85 (Poy (a,7,0) + Poe (a, 7, 0)))2> cos? %

2, /%k,
B f\L/Qgii [87' (Pe (a7T7 U) - b (CL,T, 0’)) Or (Peo (0,77', U) + Poe (a,T, U))
1

0y (P (a,7,0) — P, (a,7,0)) Oy (Peo (a, T,0) + Poe (a,T,0))] sin s cos s,
(2.8.3¢)

esta componente a diferencia de las componentes anteriores, no se elimina en el
limite paraxial, ademés esta componente contiene términos cuadraticos.

2.8.2. Vector de Poynting complejo
El vector de Poynting complejo es [3, pp. 137]

1
)

S¢ = (ExH"),

algunos autores como [ , 24, 12, } trabajan con este vector en vez del vector
de Poynting real. En la subseccion 2.8.3 se entiende el por qué este motivo.
La parte real del vector de Poynting complejo es

3 * *
Re SC — _ /;Re (p1Eg, X Ej, + 03B} x Bg,) (2.8.4)

€ % *
+ \/;pglee (Ep, x E;, +Eg, x Em) ,

con un poco de 4lgebra y considerar la parte real e imaginaria del campo (E,,, =
ReE,, +ilmE,, y E,, = ReE,, +iImE,,,), la parte real del vector de Poynting
complejo es

Re € = \/i (Re (Ep,) % Re (Ey,) + Im (B,,) x Im (E,, )). (2.8.5)

Al tomar los productos cruz, la componente 7 de la parte real del vector de
Poynting complejo es

(Re SC) - }\L/li ( — :g) (P (a,7,0) — P, (a,7,0)) Or (Peo (a,7,0) 4+ Poe (a,T,0))

— (Poo (a,7,0) 4+ Poe (a,7,0)) O (Pe (a,7,0) — P, (a,7,0))], (2.8.6a)

esta componente al igual que la componente €, del vector de Poynting real, se
anula en el limite paraxial. Existe una relacién entre la componte (2.8.3a) y
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(2.8.6a), sin embargo, aun no estd completamente claro. En la seccién 2.8.3 se
muestra de forma clara esta relacién.

La componente €&, es

£
Vi #
(Re SC) = KZ (1 — k:;> [(P.(a,7,0) — P, (a,7,0)) Oy (Peo (a,7,0) + Poe (a,T,0))
—(Peo (ay7,0) + Poe (a,7,0)) Oy (Pe (a,7,0) — P, (a,7,0))], (2.8.6b)
esta componente es muy similar a la componente €, la tnica diferencia es la

variable sobre que actua la derivada.
La componente €, es

res) = Lo

h2k3 {(30 (P, (a,7,0) — Py (a,7,0)))* + (05 (Peo (a,7,0) + Poc (a,7,0)))*

+ (- (P (a,7,0) — P, (a,7,0)))* + (87 (Peo (a,7,0) + Ppe (a,7,0)))?| ,
(2.8.6¢)
esta componente no se anula en el limite paraxial, por lo que en el limite paraxial,

la direccion del vector de Poynting complejo es la misma que la del vector de
Poynting real, la cual corresponde al eje de propagacion z.

2.8.3. Relacion entre el vector de Poynting real y complejo

Al tomar el promedio temporal sobre un periodo del vector de Poynting
real SR, los términos que contengan la funcién sin s cos s> son cero, ya que
o sin (k22 — wt) cos (k22 — wt) dt = 0, y los términos que contengan las funcio-
nes sin” » o cos? » tendran un factor de 1/2, ya que % foﬂ cos? (k,z — wt) dt =

L ["sin? (k.z — wt) dt = 1/2. Por lo tanto, el promedio temporal de la compo-
i A .
nente €, del vector de Poynting real es

ﬁ 2
<S“§>T - %ﬂ ( — ’;) [(P. (a,7,0) — P, (a,7,0)) 8> (Peo (a,7, ) + Poe (a,7,0))
— (Poo (a,7,0) 4+ Poe (a,7,0)) O (P. (a,7,0) — P, (a,1,0))], (2.8.7a)

inmediatamente se puede ver que existe una relacién entre la componente (2.8.6a),
de tal forma que <S§>T =1 (Re SC) .
La componente &, es

<s§>T - ;]\l/lg (1 — g) [(P. (a,7,0) — P, (a,7,0)) 8 (Peo (a,7,0) + Ppe (a,7,0))

- (PGO (G,T, J) - Poe (CL, T, U)) ao’ (Pe (Q,T, 0') — PO (047’7'7 0'))] s (287b)
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de la misma forma, hay una relacién directa entre la componente &, de la parte
real del vector de Poynting complejo, de tal forma que <S]§> = % (Re SC) .
T

g
La componente €, es

R\ _ 1 k: 2 2
<SZ>T— 373 [0 (Peo (@,7,0) + Pac (0,7,0)))" + (0 (Peo (4,7,0) + Poc (a,7,))

+ (0 (P. (a,7,0) = P, (a,7,0)))" + (0: (Pe (a,7,0) — Py (a, 7, a)))ﬂ :
(2.8.7¢)

esta componente también se relaciona con la componente €, de la parte real del
vector de Poynting complejo. A partir de estas observaciones, se puede llegar a
la conclusién de que

<SR>T - %Re SC. (2.8.8)

Este resultado es vélido para ondas planas y lo reporta [3], sin embargo, para
ondas cilindricas parabdlicas también se cumple.

Es comiin trabajar con el promedio temporal del vector de Poynting real,
ya que a este promedio es el que se puede medir experimentalmente. El por
qué se usa el vector de Poynting complejo en vez del real, se debe a la relaciéon
(2.8.8). Para este caso, calcular la parte real del vector de Poynting complejo
resulté mas extensa que el calculo del vector de Poynting real, sin embargo, en
ondas planas, trabajar con el vector de Poynting complejo resulta mas eficaz que
su contraparte real. En la figura 2.26 se muestra la componente €, del vector
de Poynting complejo, que a su vez, es proporcional a la componente €, del
promedio temporal del vector de Poynting real.
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(a) a = 0. El valor maximo se encuentra en (b) a = 1. La simetria se ha roto y los perfiles
el origen, posteriormente se desprenden lineas parabdlicos abren en direccién negativa del eje
nodales sobre el eje x y eje y. T.
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(c) @ = 2. A medida que el valor de a aumenta, (d) a = 3. El perfil parabdlico predominante ha

los valores de las amplitudes aumentan. aumentado el valor de su foco, y se puede notar
que en las regiones cercanas al origen, estan los
valores cercanos al maximo.

Figura 2.26: Amplitud de la componente &, del vector de Poynting complejo
para diferentes valores de a. La simetria respecto al eje y se mantiene para el
caso fundamental a = 0.

Para el caso fundamental a = 0, se observa una simetria para la componente
é. del vector de Poynting, cuando a > 0, esta simetria se rompe y aparece un
perfil parabdlico con un mayor foco que abre en direccién negativa del eje x, y
otros perfil parabdlico que abren en la direccién positiva del eje x. Sin embargo,
el perfil parabdlico predominante es el que abre en direccién negativa al eje z,
donde conforme a incrementa, el foco de este perfil aumenta.
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2.9. Haces cilindricos parabdlicos polarizados en
otras direcciones

Al considerar los vectores U, = ¢ &, y U, = ¢ &,, la ecuacién vectorial de
Helmholtz se satisface, lo que genera nuevas soluciones las cuales se encuentran
mayormente polarizadas en una direccién. Las semillas determinan la preferencia
en la direccién de polarizacién. Estas semillas que se muestran en esta seccién
s6lo dan hincapié a la existencia de nuevas soluciones a la ecuacién vectorial de
Helmbholtz.

v
N
_¥

El motivo de no usar los vectores ¥ €, y ¥ é&,, es porque no satisfacen la ecuacion
vectorial de Helmholtz. Entonces surge la idea de construir semillas a partir de
los vectores base de otro sistema coordenado.

U, =vye, = (ré,—océ,), (2.9.1a)

U, =¢é, = (cér+71é,). (2.9.1b)

2.9.1. Solucién con U,

Al considera el vector U, = ¢ €, el campo eléctrico E, es

Ep, = {k;h? [(h2 (0202 + 7202 — 20709, + (0% — 72) (78, — 00,)

+207 (105 + 00:) + k*hY) &, + (B} (o7 (82 — 802) + (77 — 0°) 0,0,)
ik, .

kTh% (7'(97— — 08,,) ez}

[P, (a,7,0) — Py (a,7,0) +i(Peo (a,7,0) + Py (a,7,0))] e**.  (2.9.2a)

(0% = 72) (705 + 00;) + 207 (00, — 70:)) &,] +

La ecuacién (2.9.2a) a pesar de ser extensa, muestra que el término en color
purpura es el dominante, ya que no decae en funcién de k. Este término se en-
cuentra en la componente €,, y es

Y = [P.(a,7,0) — P, (a,7,0) +i (P (a,7,0) + Poe (a,7,0))] €#<*. Para el es-
pectro visible k~ 108, por lo tanto los demds factores en comparacién con ) son
pequenos, y se pueden despreciar. Al despreciar los términos en las componentes
€, y €y, el campo E,, es

R ik, R
EWl = (ez + W (7_87— - 080) ez)

[P, (a,T,0) — P, (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Ppe (a,T,0))] eth=% (2.9.2b)

el campo E,, en esta aproximacién, es polarizacion eliptica que estd oscilando
sobre el plano €., €., ya que la componente &, tiene el factor de i. Sobre el
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plano &, &, el haz estd linealmente polarizado en la direccién €, lo cual es
consiste debido a la semilla &, . Esto nos indica que no se puede tener polarizaciéon
completamente en la direccién z, sin embargo, la polarizacién de la solucién E;,
se encontrara preferencialmente polarizada en la direcciéon de la semilla, sobre
el plano &, ¢€..

El campo eléctrico E, es

k.. (10, +00;). )
E,,=- (e +i1—s—"€,
o2 kY kh?

[P.(a,7,0) — Py (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Py (a,7,0))] %%, (2.9.2¢)

la solucién estd linealmente polarizada en la direccién €, sobre el plano €, €,. El
campo E,,, tiene una polarizacion eliptica sobre el plano €,, €., debido al factor
¢ en la componente &,. Las soluciones E,,, y E, son polarizaciones elipticas,
que se encuentran oscilando en planos diferentes.

El producto punto entre las soluciones E,, y E, no es cero, lo cual resulta
interesante, ya que ofrece la interpretacién de que las soluciones E,, y E,,
no son ortogonales. Una posible respuesta a este resultado puede radicar en
el tipo de vector semilla que se us6. La base de vectores unitarios del sistema
coordenado cilindrico parabdlico es €;, &, y €, el vector &, no forma parte de
esta base. La ortogonalidad en las soluciones E,, y E,, estd presente cuando se
usé el vector semilla €., el cual si pertenece a la base de este sistema coordenado.

2.9.2. Solucién con U,

Al considera el vector U, = ¢ &, el campo eléctrico E,,, al considerar los
términos dominantes (al igual que el caso anterior) es

R ik, R
EK’l = <ey + kTh% (’r(?a + 0'87—) ez)

[P, (a,7,0) — Py (a,7,0) +i(Peo (a,7,0) + Py (a,7,0))] **,  (2.9.3a)

esta solucién estd elipticamente polarizada sobre el plano €, &,. Sobre el plano
€., €, el haz esta linealmente polarizado, y la intensidad estd en funcién de las
coordenadas.

sz . aa_ 87' ~
E,, — <k exﬂﬁfkh;) ez)

[P. (a,7,0) — Py (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Pyoe (a,7,0))] 7. (2.9.3b)

La solucién E,, es polarizacién eliptica, que esté oscilando sobre el plano €, €,.
Las soluciones E,,, y E,, son polarizaciones elipticas, la primera oscilando
en el plano €,, &, y la segunda en el plano &,, €.
Con base en las semillas €, y €, es posible construir un nuevo vector U, co-

mo una combinacion lineal de éstas, por ejemplo, Uy = vy éy = w% Este
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nuevo vector también es solucion a la ecuacion vectorial de Helmholtz. Al tomar
el resultado de que las semillas €, y €, generan una polarizacién lineal prefe-
rencial en la direccién €, y €,, respectivamente. Se espera que el vector semilla
€. genere términos dominantes que hagan referencia a polarizacién circular.



Capitulo 3

Contenido rotacional

En este capitulo se analiza la soluciones E,, y E, con base en la semilla
é., correspondientes a las ecuaciones (2.3.3a) y (2.3.3b), respectivamente. El
objetivo es encontrar el contenido rotacional en estas soluciones. Posteriormente
con base en estas soluciones, se construyen nuevos estados de polarizacién.

3.1. Rotacional y divergencia del campo eléctri-
co y magnético

El rotacional de un campo vectorial F = (F., F,, F.) en coordenadas
cilindricas parabdlicas es

VxF= Ol _ 0.Fy | e+ | 0.F; — O €5
hy ha

1
+ 53 0r (M Fy) = 8, (nF,)) &,
1

con hy el factor de escala presentado al inicio de la seccién 2.

El rotacional del campo E,, con base en la semilla &, es

1

2k?2 R .
V x Eg, :h—l (1 2 > (05 €7 — Or €5)

[P. (a,7,0) — P, (a,7,0) 4+ i (Peo (a,7,0) + Py (a,7,0))] e!F=27«1)

y el rotacional para E,,con base en la semilla €, es

k. R R N
VxE, = [ (0r &, + 05 €5) + Zez}

ik k
[P, (a,7,0) — P, (a,7,0) + i (Peo (a,T,0) + Ppe (a,7,0))] ei(kzZ7“’t),

64



CAPITULO 3. CONTENIDO ROTACIONAL 65

El campo eléctrico general es E = B, + poE,, entonces su rotacional se
puede escribir como

1 2k? k R
VXE= |:h1 (@1 (1— k;)(%—pgkj&)eT

1 242 ke o\ . i
7h71 <p1 (1 — k‘2> 87— — p2k80> e, + p2k62:|

[P, (a,7,0) — Py (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Ppe (a,7,0))] ilkzz—wt)

El rotacional del campo magnético es

VxH=pVxHg +0VxH,,,

— 5] _ S . .
pero H,, = —\/;EP2 vy Hg, = \/;Epl, entonces el rotacional se convierte en

VxH= —pl\/iv x By, +p2\/jv x Eg, .

La divergencia de un campo vectorial F = (F,, F,, F.) en coordenadas cilin-
dricas parabdlicas es

g L (a(thT) . a(th,,)> | OF.

- h? or 0o 0z
La divergencia de las soluciones E,, y E,,, es cero, por la tanto
V-E=0.

Al igual que en el caso anterior, se puede calcular la divergencia del campo mag-
nético con el resultado anterior, peros los campos E,,, vy E,,, tienen divergencia
nula, lo que ocasiona que la divergencia del campo magnético sera cero.

V-H=0.

Este resultado es justamente algo que se deberia esperar, ya que en el trata-
miento de [2], las fuentes son nulas.

3.2. Helicidad y flujo de helicidad

Los potenciales electromagnéticos son de gran relevancia para calcular cam-
pos electromagnéticos. El potencial escalar ¢ 4 y potencial vectorial A, son los
protagonistas al momento de calcular el campo eléctrico y magnético. El motivo
es que los potenciales en ecuaciones de onda homogéneas involucran la carga y
la corriente como términos fuente. La solucién se escribe facilmente en términos
de funciones de Green retardadas [20]. Los potenciales vectoriales han adquirido
una papel destacado en el contenido de momento angular. El flujo y la helicidad
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se asocian a estos potenciales. Estas cantidades no pueden estar relacionadas
con la invariancia de gauge, ya que estas cantidades deben ser invariantes. La
simetria de Heaviside-Larmor, tiene la inclusion de una segundo potencial C
[27, 28], el cual lleva como nombre potencial de Bateman. El campo eléctrico se
relaciona mediante el rotacional de este potencial y el campo magnético median-
te la derivada temporal. En ausencia de cargas o corrientes, el potencial vectorial
A satisface la ecuacion de onda homogénea. El campo eléctrico y magnético se
pueden escribir en término de este potencial

1
H=-VxA, E = —§,A,
L

con el nuevo potencial C, dichos campos se pueden escribir en término de éste,
de tal forma que [26]

H-_1pcC, E=-V xC.
I

En la estructura escalonada de las ecuaciones electromagnéticas, los campos
libres estan dados por la derivada temporal del vector potencial A y C[2]

con G = ;%C' Para una onda monocromatica con frecuencia w, la relacién entre
los campos y los potenciales es

E =iwA - A = —iw 'E, (3.2.2a)

H=iwC — C=—iw 'H. (3.2.2b)

La solucién general de campo eléctrico y magnético es E (r,t) = E(r)e ™! y

H(r,t) = H(r)e ™! La helicidad compleja, definida a partir del formalismo

de campos complementarios [2], en términos de los potenciales vectoriales A y
Ces [2] .

EQSC* = JpE(A-H* —C* - E), (3.2.3a)

El flujo de helicidad complejo es

C ¢ € 1% *
—P,-=,/—-E" xA —H . 3.2.3b
“afo - | [TE xa s BHg (3.2.30)

para A,H* C*E € C/R. Afanasiev [29] presenta la helicidad en su notacién
integral, sin embargo, la idea se mantiene. La representacion integral de (3.2.3b)
con el factor % se considera como la representacién total del espin [30], S =
%f(ExA+H><C) dav.

Al tomar el complejo conjugado de la helicidad y el flujo complejo, resultan

5( Cor) = VEE(A* - H-C-EY), (3.2.3¢)
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C C * 3 * L
— (PR ) =4/—ExA —H . 3.2.3d
p ( AC ) \/; X A"+ \/: x G ( )

El complejo conjugado de la helicidad y el flujo se pueden escribir como
c

x C c c * C
; ( SC*) = ;QS*Cv ; (‘I’AC*) =®5.c (3.24)

3.2.1. Unidades

Las unidades de momento angular son
L] =[rxp]=[]s],
las unidades de £ 0. son

o] ~E@ g B = s,

y las unidades de ﬁ@gc* son

{;qﬁc*} = [\/iE x A+ \/gﬂ x g*} =[Jsm™ '],

La helicidad tiene unidades de momento angular por unidad de volumen, una
densidad volumétrica. El flujo de helicidad también tiene unidades de momento
angular por unidad de area, una densidad superficial de momento angular por
unidad de tiempo, o energia por unidad de area. El flujo de helicidad hace
referencia a la cantidad de momento angular por unidad de area por unidad de
tiempo, que se origina debido a las soluciones de campo eléctrico. La relaciéon

entre la helicidad y el flujo es
< c ) ]
c|—oac |-
I

3.2.2. Helicidad y flujo en términos de E_,, y E,

c
{‘PAC
1

Los campos eléctrico y magnético son

E(r,t) = (011 Ey, + 0By, ) e, H (r,t) = (p1H,, + poH,,) e ™",

(3.2.5a)
pero H, = —\/%Em vy H,, = \/%Em, entonces el campo magnético en
términos de E,,, v E,, es

€ —iw
H(r,t) =, /; (=1 Eg, + p2E,, ) e L. (3.2.5b)

El potencial vectorial A con ayuda de las ecuaciones (3.2.2a) y (3.2.2b), se
pueden escribir en términos de E,, y Eg,

A =——(¢Eg, +pEg,)e ™, (3.2.5¢)

1
w
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de la misma forma, el potencial ¢ con ayuda de las ecuaciones (3.2.2a) y (3.2.2b)
es

i [e —iw
C= —w\/;(_PlEm + p2Eg, ) e . (3.2.5d)

Con las ecuaciones (3.2.5a)—(3.2.5d) se puede calcular la helicidad y el flujo. Si
la helicidad es \/ue (A" - H — C - E¥), al desarrollar la diferencia de productos
escalares dentro del paréntesis se obtiene

A-H -C"-E=
PR 3 * * * *
e 1\/; [ngm 'Em - @%Em 'Em + P12 (Em e T Em 'Epz)] )

por lo tanto, la helicidad es

¢ c
-
1 2AC
— 2iew ™" [p3E,, B, — PIEg, "Ef, + o102 (Bp, - Ef, — Eg, EQ )],
al tomar el complejo conjugado

C * C
; ( gc*) = ;Qg*c =
2iew ! [ng;2 -E,, — 01E;, -E,, — o102 (E;‘)I ‘E,, —E; -Eg,)].

01 2

El flujo es igual a \/%E x A" + \/gH* x C, al desarrollar la suma de los

productos vectoriales se obtiene

C g. _ * *
;qﬁc* = \/;zw "By, xE}, —E xE,,),

y su complejo conjugado es

c&C *_C c _ [&E. * *
(#@AC*> = ;‘P Q= \/;ZOJ (_Epl X E@l +EPZ X Epz) .

Las cantidades reportadas en (3.2.3a) y (3.2.3b) son cantidades complejas, sin
embargo, lo que se desea encontrar fisicamente son cantidades reales. La heli-
cidad y el flujo se deben construir como una combinacién lineal entre ﬁggc*,

ﬁi’gc* y sus complejos conjugados, de tal forma la helicidad es

C 1 C C C
—oac = z— (OA ¢+ + 0A+C) > 3.2.6a
m 5 (¢x ¢ + 0k-c) ( )
y el flujo de helicidad es
c lc
Copo=-5 (@C .+ %, ) . 3.2.6b
r 2 \TAC A*C ( )
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Con esta combinacién lineal, la helicidad ya no depende de los pardmetros g1 y

£2-
La helicidad 7oac en términos de los campos E¢, y Eg, es

ggAc —iw e (B, -El, —E% -E,,). (3.2.7a)
Notar que en la ecuacién (3.2.7a) en formalismo de campos complementarios
estd presente, esto porque el complejo conjugado de E,, - E;Q es E;l -E,.
Al tomar la diferencia de una cantidad compleja con su complejo conjugado, el
resultado es dos veces la parte imaginaria de la cantidad compleja. El factor i
asegura que la helicidad se convierta en una cantidad real. En la seccién 3.3 se
muestra el contenido rotacional en ondas planas, y la helicidad tiene una factor
de cuatro en el resultado, contrario a lo que comtinmente se reporta, donde la
helicidad tiene una factor de dos. Sin embargo, se ve muy claro porque en el
formalismo de campos complementarios, la helicidad tiene un factor doble.

El flujo de helicidad ﬁq’AC es

£<I>Ac = iw‘l\/i (Ey, xE;, —E; xE ). (3.2.7b)

Al tomar la parte real e imaginaria de los campos (E,,, = ReE,, +iImE,, y
E,, = ReE, +iImE,), la helicidad es

EQAC = 2w 'e (ReE,, - ImE,, — ReE,, - ImE,,, ), (3.2.8a)
1
y el flujo de helicidad es
5@ ac =20 \/j (ReE,, x ImE,, + ReE,, x ImE,),), (3.2.8b)

con estas expresiones es mas claro que la helicidad I%QAC y el flujo l%@ AC Son
cantidades reales, construidas a partir de campos complejos.

3.3. Contenido rotacional en ondas planas

Como referente, veamos cudl es el contenido rotacional en ondas planas.
En coordenadas cartesianas, al considerar el vector U = Ej (uoz€, F tuoy€y) eilkz—wt)
la solucién para el campo electromagnético es [2]
~ . ~ ~ . ~ i(kz—wt
E = Ej (p1 (u0s€s £ iuoy€y) + p2 (—uos€y F iuoy€s)) gilkz—wt)
la cual es polarizacion eliptica y se aborda con mas detalle en el capitulo 5.
Los campos E,,, para ondas planas es

A Ca i(kz—wt
E,, = Eo (0028, F iugy€y) e (kz—wt)
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y el campo E, es
EKJ2 = FEy (—UOﬁéy F ZonéJ) €i(k27Wt).

La helicidad y el flujo se pueden calcular al usar las ecuaciones (3.2.7a) y
(3.2.7b), y son

c 4 1—e2 c €4 1—e2
— =Fe—FE2—— —Ppc = ——F2—— &, 3.3.1
MQAC :F€w 02 —e2y’ ? AC :F\/;w 0(2_62)13 ) ( )

donde ¢ es la eccentricidad. Estos resultados corresponden a los reportados por
[2]. Para la helicidad, los productos E,, 'E;1 v Eg, ~E;2, son iguales. El factor
4 es debido a la suma de los productos Eg, - E;ly E,, - E;Q, lo cual resulta
interesante, ya que al trabajar en el tratamiento real, el factor es 2 en vez de
4. En el tratamiento complejo se usa la idea de campos complementarios, por
lo que cada campo tiene la contribucién de 2 para la helicidad. Para el flujo de
helicidad ocurre algo similar, cada producto E, - E;Q y E;l x Eg, tiene un
factor de 2, por lo que la suma de estos productos genera el factor de 4.

Cuando la eccentricidad e = 0, se trata de polarizacion circular, la helicidad
y el flujo son

c 2 c €2 5.

—oac = Fe—Eg, —®uc = JF\/>E§ez-

I w I pw
La polarizacién lineal existe cuando e = 1, donde claramente la helicidad y
el flujo son nulos. Ondas planas con polarizacion lineal no tienen contenido

rotacional.
Al usar la expresién (2.8.1) para calcular el vector de Poynting real, se obtiene

st = \/?Eg (ug, cos® (kz — wt) — ugy sin® (kz — wt)) &.,
I
y el promedio temporal es
(s%) = LIEE (w2, — ) e..
2V u v Y
Con la expresién (2.8.5) se obtiene el promedio del vector de Poynting
1 c 1 Je A
§ReS = B ;Eg (u%m — u%y) e,

Se verifica que el promedio temporal del vector de Poynting real, es igual a un
medio de la parte real del vector de Poynting complejo.
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3.4. Contenido rotacional en haces cilindricos
parabdlicos

El flujo de helicidad respecto a los soluciones E, y Eg, con base en la
semilla €&, es

C /{12 Tk
“Ppe=—(1-2 € ks . - A
L oAC ( kg) \/;h%wkg (705 + 00;) &, + (00, — T0;) &,]

[(Pe (a,7,0) — P, (a,7,0))% + (Poy (a,7,0) + Poe (a,7,0))°

L8
+2\/?< F ) [ag (Pe (a,T,O') —Po (a77'70')>87 (Peo (a,T,O') +P0€ (a’7T7U)>
[=0; (P.(a,7,0) — Py (a,7,0)) 0y (Poo (a,7,0) + Poe (a,7,0))]] &,, (3.4.1)

se puede observar que las componentes &, y &, son muy simétricas, lo que cambia
de la componente €, respecto a la componente &, es T =+ 0 y 0 — —7. Este
cambio se puede observar como una rotacién de 7/2 en sentido antihorario de
los ejes T v 0. Esta analogia resulta interesante, ya que a lo largo de este trabajo,
se ha usado el formalismo de los campos complementarios, donde el formalismo
surge a partir de la simetria HL, la cual rota el campo eléctrico y magnético

E— \/EE, H— —\/%E. La componente €, del flujo muestra dos términos

muy semejantes, sin embargo, cada término es derivado respecto a una variable.
En la figura 3.1 se muestra el flujo de helicidad sobre el plano cartesiano, para
diferentes valores de a. Para el caso fundamental (subfigura 3.1a), el flujo de
helicidad muestra una simetria sobre el eje = y eje y, donde se pueden observar
seis remolinos, aunque los méas pronunciados son los que se encuentran en el
centro del plano. La subfigura 3.1b rompe con la simetria sobre el eje y, sin
embargo, la simetria sobre el eje x se mantiene. Ademéas de mostrar un perfil
parabodlico que apunta en la direcciéon positiva del eje x. Para el caso a = 2
(subfigura 3.1c), aparecen 3 remolinos, algo que sucede con la solucién E, con
base en la semilla &,, donde en la frontera de los remolinos, se pueden apreciar
perfiles parabdlicos. En la subfigura 3.1d se muestra el caso a = 3, donde los
remolinos se han mantenido, pero con un ligero desplazamiento en la direccién
positiva del eje x. De la misma forma, los perfiles parabélicos se encuentra aqui
pero mas pronunciados.

La helicidad respecto a los soluciones E,,, y E,, con base en la semilla &, es

c e k
;QAC = :|:4;h2—23 [05 (P (a,7,0) — P, (a,7,0)) Or (Peo (a,T,0) + Poe (a,7,0))
1

—0; (P, (a,1,0) — P, (a,7,0)) Oy (Peo (a, 7,0) + Poe (a,7,0))] . (3.4.2)

En la figura 3.2 se muestra la helicidad para diferentes valores de a.
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(a) a = 0. Dado que las lineas de campo
giran o muestran un enroscamiento sobre
un eje, muestra que el sistema tiene una
helicidad alta.
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(¢) @ = 2. En la regién del primer y cuarto
cuadrante existen tres regiones con un alto
enrollamiento.
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(b) a = 1. Las lineas de campos mues-
tran un enroscamiento alrededor de los
cuadrantes uno y cuatro.
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(d) @ = 3. Las regiones de enrollamiento se
mantienen del caso anterior, sin embargo,
los regiones se deforman ligeramente.

Figura 3.1: Parte real del flujo de helicidad para diferentes valores de a.
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(a) a = 0. Cerca del origen se encuentra el mi- (b) a = 1. Se muestra que el maximo y minimo
nimo, que hace referencia a polarizacién circu- se encuentran cercanos al origen, por lo tanto,
lar con polarizacién izquierda. cerca el origen se encuentran los estados con
polarizacién circular.
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(¢) a = 2. A medida que el valor de a aumenta, (d) a = 3. Cada perfil parabdlico alterna entre
los limites del méximo y minimo aumentan, sin polarizacién derecha ( color blanco) y polari-
embargo, el maximo y minimo se concentranzacién derecha (color negro).

cerca al origen.

Figura 3.2: Magnitud de la helicidad con base en la ecuacién (3.2.7a) para
diferentes valores de a.

Se puede observar que los patrones de la helicidad son muy similares a las
amplitudes de las componentes de las soluciones E,, v E,, con base en la semilla
€. Para el caso fundamental ¢ = 0, se mantiene una simetria de perfiles para-
bélicos respecto al eje y, sin embargo, cuando a > 0, los perfiles parabélicos sélo
apuntan en direccién positiva del eje . A medida que el valor de a incrementa,
el foco de los perfiles parabdlicos aumenta. La magnitud de la componente &,
del flujo tiene una representacién casi simular a la mostrada en la figura 3.2, ya
que esta amplitud es proporcional a la helicidad. Las graficas de la figura 3.2 nos
muestran la proyecciones de los estados de polarizacion sobre el eje de propaga-
cién (eje z). En este contexto, los colores blanco y negro representan los valores
méaximo y minimo, respectivamente. La polarizacién circular derecha estd aso-
ciada al color blanco, mientras que la polarizacién circular izquierda se vincula
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con el color negro. Entre estos extremos, se encuentran los estados de polariza-
cién lineal y eliptica: el valor cero indica polarizacién lineal, los valores mayores
a cero pero menores al maximo corresponden a polarizacién eliptica derecha,
y los valores menores a cero pero mayores al minimo representan polarizaciéon
eliptica izquierda.

Esta cantidad es muy similar a la componente €, del flujo de helicidad, esta
relacion es evidente debido a la ecuacién

V- ®pc + 0roac = 0. (3.4.3)

Ninguna de las dos cantidades (flujo y helicidad) depende del tiempo ni de la
coordenada z, por lo que la ecuacién (3.4.3) se reduce a V - ®ac (1,0) = 0.
El flujo de helicidad en término de los vectores unitarios del sistema cilindrico
parabdlico es

c k2 e k
“Ppo=—[(1=-=2 -z & &
[ AC ( k2> \/;hlwkz (80 er a‘r ea)

[ag (P.(a,7,0) — P, (a,7,0))? + 9y (Peo (a,7,0) + Poe (a, 7, 0))>

e
2 [F ) (0, (P (o) = Py a7, (P 7o)+ P 7))
7 h%wkz o \Lell,T,0 o\, T,0 T \Leo A, T, 0 0e \, T, O

[-0; (P.(a,7,0) — Py (a,7,0)) Oy (Peo (a, T,0) + Poe (a,7,0))]] €.,

la divergencia en el sistema cilindrico parabélico es V-F = h% (0r (M Fr) + 05 (M1 Fy))+
0. F,, por lo tanto al aplicar la divergencia sobre el flujo de helicidad, los tér-
minos que determinan que esta divergencia es nula son h% (05 €7 — 0 &5). Al
aplicar el operador V sobre estos términos resulta en (9,9, — 9,0, ), al conside-

rar que se pueden intercambiar el orden de las derivadas 0,0, — 9,0, = 0, por

lo que la divergencia del flujo de helicidad es cero.

En el limite paraxial k., = k, las componentes €, y €, del flujo de helicidad se

anulan debido al factor (1 — ’;—2) La componente €, del flujo se duplica, debido

2
al factor (1 + Z—z), este hecho implica que esta componente esté relacionada
directamente con la helicidad, de tal forma que

c c
c (9Ac> = <‘I’Ac> (3.4.4)
H paraxial K z—paraxial
El flujo de helicidad no necesita ser paralelo a E x H, puede tener componentes
transversales respecto a la propagacién de la onda [31, 32], sin embargo, este

flujo de helicidad sélo tiene componentes transversales respecto a la direcciéon
de propagacion. Que el flujo de helicidad y la helicidad sean diferentes de cero,
indica que las soluciones E,, v E,, tienen momento angular.



CAPITULO 3. CONTENIDO ROTACIONAL 75

3.5. Polarizacion preferencialmente circular

Las soluciones E,, y E,,, correspondientes a las ecuaciones (2.3.3a) y (2.3.3b),
con base en la semilla €, son ortogonales. A partir de estas soluciones se puede
generar polarizacion circular como una combinacién de estas soluciones, de tal
forma que se construye un nuevo campo E,,,

L
V2

donde Efpl y Efp , son los soluciones originales a la ecuacion vectorial de Helmholtz,
con base en la semilla €, . El signo positivo hace referencia a polarizacién derecha
O, v el signo negativo a polarizacién izquierda O.

A partir de este nuevo campo E , se puede determinar E
cional

EKJl = (Efm +i E;z) ’

como su rota-

©1 02

1
Es’JQ = EV X Epl'

. .z . i
El nuevo estado E,, , generado con en la combinacion lineal de los campos E |

! . ~
y E,,, con base en la semilla €, es

11 ik . ik . K2\ .
EPl _ﬁ |:h1]§ [(ZF(% - kaq—) er + (:I:@T — k50> eo—:| + (1 — kQ) ez]

[P. (a,7,0) — P, (a,7,0) 4+ i (P.o (a,7,0) + Py (a,7,0))] e!F=z=t)
(3.5.1a)

dada la simetria en las soluciones E,, y E,, con base en la semilla &, es
razonable encontrar simetria entre las componentes €, y €, de la nueva solucién
E,,. En el limite paraxial la nueva soluciéon E,, es

E,, _(F0, — i) (6, +ié,)

V2hik
[P. (a,7,0) — P, (a,7,0) + i (P.o (a,7,0) + Py (a,7,0))] e!F=z=t)

©1

la cual inmediatamente se puede interpretar como polarizacion circular sobre el
plano €&, é,, en la subseccién 3.5.1 se aborda con mas detalle este resultado.
El estado E,,, obtenido a partir del rotacional de (3.5.1a) es

i 2k2 ik, R
o= i (=) 2 o) o
ik 2k? 1
(1= 2= & (K2 k) e
+ ($ ’ Oy ( 12 )8T> é, t Ik (k: kz) é,
[P, (a,7,0) — P, (a,7,0) 4+ i (Peo (a,7,0) + Poe (a,7,0))] eF=*=¢Y)  (3.5.1b)

De la misma forma que la solucién (3.5.1a), la solucién E,,, mantiene una si-
metria entre las componente €, y é,. En el limite paraxial, la solucién (3.5.1b)
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es
) . R A
E,, :m (=0, Fi0;) (6, L i &,)
[P, (a,7,0) — P, (a,7,0) + i (Peo (a,T,0) + Ppe (a,7,0))] ei(kzzf‘”t),

donde se ve casi de forma directa una polarizacién circular sobre el plano €., €.
Al considerar el limite paraxial, la componente €, se anula por completo, lo que
muestra que esta solucién esta circularmente polarizada en el plano cartesiano.

3.5.1. Estado de polarizacién E,

Al inicio de la seccién 3.5 se observé que la nueva solucién E,, en el limi-
te paraxial se polarizacién circular sobre el plano é,,é,. Con el propésito de
entender mejor la polarizaciéon de esta solucién, se escribe en términos de los
vectores unitarios en coordenadas cartesianas

1 1 k. k- A
EKJl :ﬁ |:h%k |:(T <:Fao- - ’Lka7—> — 0 (:l:aT — 'Lk8<7>> €,

2
+i (T <:Flj;80 — i@T> -0 <i]j:37 - ia;)) éy] + (1 B :;) éz]
(3.5.2)

[P, (a,7,0) — P, (a,7,0) + i (Peo (a,T,0) + Ppe (a,7,0))] ei(kzszt),

se puede ver como las componentes &, y &, de la ecuacién (3.5.2) son muy

similares, lo inico que impide que las amplitudes de estas componentes sean
igual se debe al factor k./k, por lo tanto, en el limite paraxial k, =~ k, la
nueva solucion E,, estd circularmente polarizada sobre el plano &, €,. La nueva
solucién se puede escribir en términos de una amplitud y una fase, de tal forma
que la componente €, es

1 of o k2 5 o o k2
(EPI);E = \/ET%]C |:(8T¢) (U + ET > + (aa¢) (T + ﬁO’ ) +

K2\1"? k. (08, — 70,
2700, 0-1) (1 — k;)] exp (z (arctan (¥kw> +kyz — wt)) ,

la componente €, es

1 2 2 k? 2 2 2 kg 2
(EW1)y = \/iT%k |:(87"(/J> (T + ﬁO’ ) + (&ﬂﬂ) (0‘ + ET >

—2700:00,vY <1 — :g)} exp (z <arctan (i%m +k,z— wt))) .

Se puede observar una relacion entre las amplitudes y las fases, sin embargo, no
s N K2
son idénticas. La componente &, del nuevo campo E, es (B, ), = (1 - k—;) .
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Donde % es la solucién a la ecuacién escalar de Helmholtz en el sistema cilindrico
parabdlico. A pesar de ser extensa la ecuacion, se puede observar que las compo-
nentes €, y €, son muy parecidas. La diferencia de fase entre la componente €,
y €, es Fr/2, porque la cantidad £ (¢0, — 70;) ¢ rota del eje imaginario al eje
real, y la cantidad (79, + 00;) rota del eje real el eje imaginario, la cual es una
rotacion en sentido antihorario de /2. La nueva solucién E,, esta elipticamente
polarizada, y la proyeccién sobre los planos (€, €,), (€;,€.), (&,,€.) son polari-
zaciones elipticas. Sobre el plano €, €, el campo estd elipticamente polarizado,
donde los semiejes se encuentran alineados con los ejes cartesianos, ya que hay
una diferencia de 7/2 entre estas componentes. Al momento de tomar el limite

paraxial, la amplitud para ambas componentes es ﬁ (8T1/1)2 + (801/))2, por

lo tanto, la nueva solucién E,, es

1
801_\/§k

donde inmediatamente se puede observar la polarizacion circular.

E (0:0) + (9,0)? (&, Fi &) e'hamt),

3.5.2. Estado de polarizacién E,

Al inicio de la seccién 3.5 se observé que la nueva solucion E,,, en el limite
paraxial el campo estd circularmente polarizado sobre el plano &,,é,. Con el
propésito de entender mejor la polarizacion de esta solucién, se escribe en tér-
minos de los vectores unitarios en coordenadas cartesianas en términos de una
amplitud y fase. La componente &, es

1 2k2\ 2
(EWQ)I = 7\/§kh% l(aow)Q ((1 — k2 > 7'2 + k20’2>
1/2
22\ 2 k2 2k2\? k2
+ (371/))2 <<]_ — k.QZ) o2 + k;fr?) + 270090, ((1 — k2z> B k;)]

k., k2 & -
exp {z arctan <:|:k (1 - 2k2z> MH , (3.5.3a)

la, componente &,

1 2k2 2 k2
e~ g [ (7 () )
2\ 2 2 gy ]1/2
+(0:9)? (7'2 <1 - 2:;) + Zgaz> — 2700:¢0,v < - :Z)]

exp {z arctan (:F]j: (1 - 2:23) M)} , (3.5.3b)

las expresiones (3.5.3a) y (3.5.3b) son extensas, sin embargo, el motivo de escri-
birla de esta forma es para observar de forma casi inmediata la similitud entre
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las componentes €, y &,, las cuales son iguales al momento de tomar el limi-
te paraxial. Al igual que la solucién anterior, la diferencia de fase entre estas
componentes es de +m/2, ya que (79, + 00,) pasa de estar en el eje imaginario
a estar en el eje real, y (00, — 70;) pasa de estar en el eje real a estar en el
eje imaginario. El signo + indica una rotaciéon en sentido horario, y el signo
negativo una rotacién en el sentido antihorario.

Al tomar el limite paraxial, la nueva soluciéon E, es

1 N A i(kz—w
Bow =7 V10001 + 10,0 (Fie, — &) e

donde la nueva solucién E,, se encuentra circularmente polarizada sobre el plano
€., €y, al igual que la solucién anterior, sin embargo, la diferencia radica en los
signos. Cuando se elije el primer signo, el campo E,,, tiene asociada polarizacién
derecha O, y el campo E,, tiene asociada polarizacién izquierda O, al tomar
el segundo signo —, pasa lo contrario. Se puede observar de forma directa la
ortogonalidad entre ambas soluciones. La nueva solucién E,, se construya a
partir del rotacional de la nueva solucién E,, con el factor %, al ignorar este
factor extra, las nuevas soluciones E,, y E,, no son ortogonales, ya que la
solucién E,, serd E,, = %\/ (851)° + (8,0)% (—ié, + &,) /2=« la cual si
representa polarizacion circular, donde el signo positivo es polarizacion derecha,
y el signo negativo es polarizacién izquierda. Notese que si se elige el primer signo
se estd trabajando con polarizacion derecha, sin embargo, la polarizacién de
E, también es polarizacién derecha (al tomar el primer signo), por lo tanto las
soluciones ademas de no tener la misma amplitud, tienen la misma direccién de
polarizacién, por lo que no son soluciones ortogonales. Se muestra la importancia

de anadir el factor ; a la solucién E,,,. Por este motivo se usa este tratamiento

para encontrar soluciones a las ecuaciones de Maxwell, ya que en [3, 11], este
factor estd ausente.

Se acaba de presentar una forma de obtener polarizacién circular con base
en las soluciones originales E,, v E,, con base en la semilla €. Sin embargo,
existe otra forma de obtener polarizacién circular, la cual se basa en lo pre-
sentado en la seccion 2.9, donde se propone usar la semilla €, para generar
polarizacién preferencialmente circular. De esta forma, existen dos formas para
generar polarizacién circular.

3.5.3. Contenido rotacional

Con base en las ecuaciones (3.2.7a) y (3.2.7b) se determina el contenido
rotacional de las nuevas soluciones (3.5.1a) y (3.5.1b), la helicidad es

c 5 3k2 k2
Lo =t K e 1) (07 +02) + (K —k2) ( — 162)]

((Pe (a,7,0) — Py (a,7,0))* + (Poe (a,7,0) + Peo (a, 7, 0))2) . (3.5.4a)
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esta cantidad muestra una simetria entre los primero dos términos, de hecho, en

el limite paraxial, estos dos términos son iguales, y el tercer término se anula.
El flujo de helicidad es

c e k k2 2k?2
—Ppo=,/——Z=|1-=2 e, —0,6,) = z 2 2) e
m AC \/;hlka |:( k2> (Os€r 8Te(,) hok? (6,, + 87) eZ:|

((Pe (a,7,0) — P, (a,7,0))* + (Ppe (a,7,0) + Peo (a, T, 0))2> . (3.5.4b)

donde la componente €, es la de mayor peso, en comparacién con las otras
componentes, ya que en el limite paraxial, el flujo es paralelo a la direccién de
propagacion. En este limite, la magnitud del flujo es proporcional a la helicidad,
tal como se mostro en la ecuacién (3.4.4), en donde se trabajé con las soluciones
originales. Para el caso donde se trabajo con las soluciones originales E,, v E,
con base en la semilla €, ningin término en la helicidad se elimina, sin embargo,
en la ecuacion (3.5.4a), el tltimo término se cancela en el limite paraxial. Dado
que en el limite paraxial, las nuevas soluciones E,, y E, estd circularmente
polarizadas sobre el plano cartesiano, es evidente que el flujo se encuentra sélo en
la direccién €., ya que este es el caso que reporta [2] para polarizacién circular.

3.6. Polarizacion preferencialmente eliptica

En el caso anterior, el nuevo estado E;, se construyé como E,, = % (Efp Ry E;O 2) ,
sin embargo, este estado E,, se puede generalizar como

donde ¢ y b € C, y cumplen la condicién |p}]* + |ph]* = 1, lo cual implica la
conservacion de la energia a pesar de tener diferentes estados de polarizacion.
Si ) = % Y 5 = :I:ﬁ, se obtiene el caso anterior. Si ahora estos parametros

son )
Ug , 7 Uup

/
= —, = ii’
01 \/5 2 \/g
donde u, y up son el semi eje mayor y menor de una elipse, respectivamente.
El nuevo estado E,,, con base en la ecuacién (3.6.1) es

1 1 ik, ik N
E,=—|— |- —0, + & —Ug— 0y
©1 \/5 |:h1k ( (ua L Or £ up0s > er+ < Uq % 0y £ up0r ) eo’)
k2
+uq ( — k;) éz}
[P (a,7,0) — P, (a,7,0) + i (Peo (a,7,0) + Poe (a,7,0))] eilhzz—wt) (3.6.2a)

el semieje u;, se encuentra contenido en el plano €, &, y el semieje u, se en-
cuentra en todo el espacio.
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El nuevo estado E,,, construido a partir del rotacional de la ecuacién (3.6.2a)

; 2k2 ik, R
E@z :ﬁ |:<U(L <1 - k;) 30 F ’U,blkaT) €
1
ik, 2k2 R Up R
+ (:!:Ubkao- — Ugq (1 — kQ > 87-) €, + m (kQ — kz) (29

[P.(a,7,0) — Py (a,7,0) + i (Peo (a,T,0) + Ppe (a,7,0))] ilk=z—wt)
(3.6.2b)

€s

Al igual que en el caso anterior, se puede calcular la helicidad y el flujo de
helicidad, sin embargo, estas cantidades seran muy similares a las reportadas
en la seccién anterior. Cuando u, = up = 1, se tendran los resultados que se
reportaron anteriormente.

A lo largo de esta primera parte, se han obtenido resultados muy interesantes.
Desde la solucién E con base en la semilla €., la cual estd elipticamente
polarizada en un plano que involucra las tres componentes vectoriales, donde su
proyeccion sobre el plano &, €, es polarizacién lineal y las proyecciones sobre
los planos restantes son polarizaciones elipticas.

Otro resultado interesante reside en el vector de Poynting, ya que el vector
de Poynting real resulté tener contribucién en las tres componentes vectoriales,
sin embargo, al tomar su promedio temporal; la contribucién resultante sélo
apunta en la direccién €,. En ondas planas, el vector de Poynting real, sélo
tiene contribucién en la direccién €, la cual corresponden con la direccién de
propagacion; al tomar su promedio temporal, la contribuciéon se mantiene. Surge
la pregunta, ;por qué las componentes €, y €, se anulan, al tomar el promedio
temporal?.

Al momento de calcular el contenido rotacional con base en los campos E,
y Eg,, con la semilla €., resulté que dichas soluciones ofrecen informacién de
momento angular en el campo eléctrico y magnético
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Capitulo 4

Polarizacion

Supongamos que tenemos un campo eléctrico E, donde hay dos ondas lineal-
mente polarizadas con amplitudes a, y a,, que se propagan a lo largo del eje z,
estas ondas se encuentran en planos mutuamente perpendiculares, con una dife-
rencia de fase 6 = d2 — &1 entre ellas. La fase d5 corresponde a la fase inicial de la
componente y, y la fase §; corresponde a la fase inicial de la componente x del
campo E. Se toman los planos €,,é, y €,,&, como los planos de polarizacién.
El campo eléctrico se puede describir como [33]

E =a,cos (74 01) €5 + aycos (T +d2) &y, (4.0.1a)

o también representarse en su notacién compleja

i(T4+61)

E=aq.e €, + ayei(T+62) éy, (4.0.1b)

con 7 = kz — wt. Observar que se estd tomando el caso mas general, en donde
az # ay y 0 puede tomar cualquier valor. Si se modifican las fases iniciales de la
ecuacion (4.0.1a), es decir, se asocia una diferencia de fase general § a una sola
componente del campo E, entonces

E = a;cosT &, + aycos (T +96) &y,

o en su notacién compleja

1)

E = (a, &, +aye” &,)e". (4.0.2a)

La expresién (4.0.2a) puede tomar diferentes tipos de polarizaciéon como, lineal,
circular o eliptica. Por ejemplo, para § = mn con n = 0,+1;42,... el campo
eléctrico se convierte en polarizacién lineal y cuando 6 = 0 y a; = ay, la
expresion se convierte en polarizacién circular. Cuando el valor de § es diferente
a estos valores, el campo eléctrico es polarizaciéon eliptica.

Al parametrizar la ecuacién (4.0.2a) y normalizar la intensidad del campo
eléctrico como a2 + afj =1, el campo se puede escribir como

” iS5 A i
E= (aw é; ++/1—a2e’ ey) e,
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y su parte real es

R N
E" =a,cosTe, +

1—a2cos(r+9)é,.

83

Al modificar a, y 0 se cubrirdn todos los estados de polarizacion posibles en el
plano €,,é,. En la figura 4.1 se muestran algunos estados de polarizacion.

(a) az =0.632 y 6 = 5.59

y
1.0

0.5

-1.0

(¢) az =0.707Ty § = 7/2

0.5

-1.0

(b) az =0.632y § =2

-1.0

(d) az = 0.707 y 5 = 2.86513

Figura 4.1: Polarizacién del campo eléctrico para diferentes valores de a, y
0. Estos valores modifican el estado de polarizacién del campo. El dngulo ¢

representa la inclinacién respecto al eje x.
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4.1. Polarizacién eliptica

Se renombra la componente €, del campo (4.0.1a) como Ey,, al expandirla
se obtiene s
Eoy = ay cos T cos 63 — ay [1 — cos® 7] /2 sin d2, (4.1.1a)

de la misma, se renombra la componente €, como Ey, , y se expande
1/2
FEor = a; cOST COs 01 — ay [1 — cos? ’7'] / sin 01, (4.1.1b)

al tomar el cuadrado de las expresiones (4.1.1a) y (4.1.1b)

2
E
< Ox> =cos? 7 cos® 0, + (1 — cos? 7') sin? 61 — 2 cos T cos &y sin &y sin 7,
[
(4.1.2a)
B\ 2
<Oy> =cos® 7 cos? 0y + (1 — cos? T) sin? ds — 2 cos T cos d5 sin s sin 7.

Ay
(4.1.2b)

Posteriormente se toma la suma de los cuadrados

Eox\> [ Eo\>
( Ox> + (Oy) = cos” 7 (cos® 01 + cos” 6, — sin® §; — sin® &)
ay ay

— 2cosTsin T (cosd1 sin d; + cos dp sin dp)
+ (sin2 81 + sin? 62) ,
se toma una diferencia de fase relativa entre ambas componentes, se puede decir

que la diferencia estd asociada a una sola componente, de tal forma que d; = 0
y 2 = § , con lo que se obtiene

2 2
(EO“"> + (EOy> = cos? T (1 + cos? § — sin? 5) (4.1.3)

ay ay

— 2cos Tsin T (cosdsin §) + sin? 4,

al distribuir los términos y escribir el sin? § como sin? § = 1 — cos? d, se llega a

Eow\> [ Eoy\’
( Ox) +<Oy> = 2cos? 7cosd — 2cos Tsin T (cos dsin d) 4 sin? 5,

Qg ay

se factorizan términos en comuin

Eo:\" | [ Eoy\’
( OI) + <Oy> =2cosdcosT (cosTcosd — sinTsind) + sin? 6.
g ay

El término del paréntesis es proporcional al producto de las componentes €, y
&, del campo eléctrico, ya que

EOa:EOy

= cosTcos (T +0)
Az y

= cosT (cos T cosd —sinTsind),
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con lo que finalmente se obtiene la expresion

E2 E? 2Fq. E
g‘” 4 % 2020 g § = sin? 6. (4.1.4)
a2 a? Ay

La expresion (4.1.4) corresponde a la ecuacién implicita de una elipse, la cual se
encuentra inclinada respecto al eje x. La inclinacion y el valor de los semiejes de
la elipse, dependen de los valores de 6, a, y a,. Para verificar esta afirmacién,
se rota el campo eléctrico E = Ey, €, + Ey, €, 1 grados respecto al sistema
original &;, €,, a un nuevo sistema de referencia &g, €,. Esto se consigue con la
siguiente transformacion

E¢ = — Egp sinty + Eg, cos, (4.1.5a)
E, =Ey; cosyp + Loy, sin 1. (4.1.5b)

Se sabe que las ecuaciones de la elipse en el nuevo sistema de referencia &, €,
son [33]

E¢ = acos (T + dy), (4.1.5¢)
E, = £bsin (1 + do) , (4.1.5d)

donde a y b representan las nuevas amplitudes en este nuevo sistema. Los dos
signos en la ecuacion (4.1.5d) hacen referencia a las dos posibles orientaciones
en esa direccién del campo eléctrico [33]. La fase dp representa una fase inicial
en estas componentes.

Al hacer un anélisis entre las ecuaciones (4.1.5a) y (4.1.5b) con (4.1.5¢) y
(4.1.5d), se obtienen los siguientes resultados [33]

a® 4+ b* =a? + ai, (4.1.6a)
2aza, cosd
tan 2 =—5 Y~ 4.1.6b
an 2y~ 200 (4.1.6b)
2a,.a, sin §
in 2y =—5—2 o~ 4.1.6
sin 2x T+ a2 ( c)

El angulo 1 representa la inclinacion del semieje mayor de la elipse respecto al
eje z, y la tangente del angulo y representa el cociente entre el semieje b y a.
El motivo de escribir el seno de x y no la tangente, se debe a la relacién directa
con los pardmetros de Stokes, que se muestran a continuacion.

4.2. Parametros de Stokes

Los parametros de Stokes para una onda plana cuasi-monocromética se de-
finen como [33]
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=(a2) + (a}), (4.2.1a)
=< =) —{a) (4.2.1b)
= (2aza, cosd), (4.2.1¢c)
Sg = (2aga,sin o) . (4.2.1d)
Estos pardmetros en término de intensidades son [33]
SO —1(0°,0) + 1(90°,0), (4.2.2a)
=1(0°,0) —1(90°,0), (4.2.2b)
52 =1(45°,0) — I (135°,0), (4.2.2¢)
Sy =I (45°,7r/2) 1(135°,7/2). (4.2.2d)

Donde el primero nimero en el paréntesis corresponde a la orientacién de un
polarizador lineal, y el segundo al retardo que se le aplica a la luz. La determina-
cién de estos pardmetros requiere un polarizador lineal y una placa retardadora

de A/4.
El grado de polarizacién de la luz se define como [33]

p_ ool _ /5% + 53+ 53

Lol So ’

donde I, representa la intensidad de luz polarizada, y I;o la intensidad total.
Estos pardmetros se relacionan inmediatamente con las ecuaciones (4.1.6b)
y (4.1.6¢), de la siguiente forma [33]

tan 2y = %,
1

I
S?+ 53+ 53

Los parametros de Stokes determinan el estado de polarizacion de la luz, ya que
a partir de éstos, se pueden determinar los angulos ¥ y x.

0<y <m, (4.2.3)

sin2x = /4 < x <7/4 (4.2.4)

4.3. Esfera de Poincaré
La esfera de Poincaré es un modelo que permite la representacién de los

estados de polarizacion de la luz, y se construye a partir de la definicién de los
pardmetros de Stokes [34, 35, 36, 37, 33]

S
s1 = S—l = c0s 2) cos 29, (4.3.1a)
0

89 = % = cos 2 sin 29, (4.3.1b)
0
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S3 = S = sin 2y, (4.3.1¢)
So

donde Sy, S1, S2 y S3 son los parametros de Stokes. Cuando la luz estd com-
pletamente polarizada se cumple Sy = /S? + S5 + 52, si no fuese el caso, los
pardmetros se tienen que normalizar respecto a la intensidad de luz polarizada
S? 4+ 52 4+ S2. Se considera un campo eléctrico, donde dos ondas planas se
propagan en la direccién z. En el plano &.,&é, que se encuentra oscilando el

campo eléctrico.

Para todos los estados de polarizacion, el primer parametro de Stokes sg = 1
(teniendo en cuenta la normalizacién y considerar luz polarizada). La polariza-
ci6n lineal horizontal (paralela al eje x) tiene asociado los pardmetros, s; = 1
y so = s3 = 0. Los pardametros s; = —1 y s;1 = s3 = 0 describen polarizaciéon
vertical (paralela el eje y). Y los pardmetros s = 1y s; = s3 = 0 describen
polarizacién con una inclinacién de 45° respecto al eje x.

La esfera de Poincaré se encuentra en el espacio de los pardmetros de Stokes,
con los ejes s1, s2 v s3. El dangulo ¢ se mide respecto al eje s1, y esta definido
en 0 < ¢ < 7. El angulo x se mide respecto al plano si,s2, y estd definido
en los valores —7m/4 < x < w/4, cuando el dngulo x es negativo aborda los
estados con polarizacién izquierda, y cuando y es positivo cubre los estados con
polarizacién derecha. En la figura 4.2 se muestra una representacion de la esfera
de polarizaciéon de Poincaré.

Las ecuaciones (4.3.1a)—(4.3.1c) estdn descritas como funcién de dngulos
dobles, es por este motivo que aunque 0 < 1) < 7, este cubre todas las posibles
orientaciones sobre el ecuador de la esfera. El Angulo x también esta descrito co-
mo angulo doble, a pesar de que —7/4 < x < /4, aborda todas las elipticidades
a lo largo del hemisferio de la esfera debido a este factor.
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Figura 4.2: Esfera de Polarizacién de Poincaré



Capitulo 5

Ondas planas

5.1. Parametros de la polarizacion

Para ondas planas, la solucién escalar compleja a la ecuacion de Helmholtz
es 1 = ae’?,donde a representa la amplitud, la fase ¢ = kz — wt, donde k es la
magnitud del vector de onda, w la frecuencia angular y ¢ el tiempo. El campo
eléctrico (1.0.1a) se convierte en [2]

E=p <¢ﬁ - (k : ﬁ) zpﬁ) — ok x @ (5.1.1)

con k = % y u hace referencia a los vectores unitarios del sistema cartesiano.
Al proponer al vector U como polarizacién eliptica U = (ugz€s F uoy€y) Y.
Con la condicién anterior se fija que la intensidad sea la misma para cualquier
polarizacién eliptica, 1) = FEge'? con Ey la amplitud. La ecuacién (5.1.1) es [2]

E = Eye? (p1uoz F ip2uoy) €z + Eye'? (—patos F ip1uoy) €y, (5.1.2)

donde g1 y —p2 son las proyecciones €, y €, de un vector unitario alineado
con el semi eje mayor de la elipse sobre el eje x, up, y ugy representan el
semieje mayor y menor de la elipse respectivamente. Si ug, y o, son positivos,
el signo negativo hace referencia a la polarizacién derecha, y el signo positivo
a polarizacion izquierda. Los parametros que describen la polarizacién eliptica
cumplen [2]

p1+ps=1, 0<pf <1

ul, —|—u3y =1, 0<ud, <1.
La parte real de E es

E=E (plqu cosp = P2Uoy sin QP) €,
+ Eo (—p2uos cos ¢ £ prugy sin @) &,. (5.1.3)

89
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Cuando se modifica ug,, cambia la relacion entre los semiejes de la elipse, por
otro lado, cuando se modifica i, cambia la inclinacién del semieje mayor de
la elipse respecto al eje x. Estos parametros son independientes, relacionandose
directamente con los dngulos ¢ y x que caracterizan a la esfera de Poincaré, en
contraste con el tratamiento usual donde quedan acoplados [33]

Los términos de polarizacién p; y —gp2 de la ecuacién (5.1.2) se factorizan

E = Eoeinl (qu é, F LUy éy) + Eoeigo@g (:Finy €, — Uoy éy) .

Los términos de los paréntesis son polarizaciones elipticas alineadas con el siste-
ma €, &, y son ortogonales, porque (Uo,€y F ttoy€y) - (Fitloy€s — Uoz€y) = 0.
Si se modifica p1 y —ge2, la elipticidad se mantiene pero rotan los semiejes de
la elipse en contra de las manecillas del reloj, en el plano €,, &, con un angulo

1 = —arctan <@2) , Te P < gmod . (5.1.4)

01 2

En geometria analitica a partir de la definicion de los semiejes de la elipse, se
introduce el dngulo x [38]

U,
X = T arctan <Oy> , -
Uz

<x < (5.1.5)

T
T

N

Los angulos ¢ y x se representan en la figura 5.1. Es posible obtener expresiones
para los dngulos dobles, aunque en este procedimiento son innecesarias.

2
tan 2v = 7%,
P1 — 92
2U gz U
0z — Uoy

La expresion (5.1.2) surge de la simetria Heaviside Larmor, la cual, la cual se

aborda en [26, 2, 32], 81 p1 = 1y g2 = 0, la expresién (5.1.2) resulta polariza-
cién eliptica cuyos semiejes se encuentran alineados con el sistema de referencia
€;,8,.

En el andlisis de Born & Wolf, tal y como se planted en el capitulo anterior,
se parte de la expresién del campo eléctrico, las cuales son dos ondas planas
linealmente polarizadas en planos mutuamente perpendiculares [33]

E = a,cos (74 01) €5 + aycos (T + d2) &y, (5.1.7)

Se modifica d para obtener distintos estados de polarizacién, sin embargo, mo-
difica tanto elipticidad como la orientacién de la elipse, de manera que estas
cantidades se encuentran acopladas.
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Figura 5.1: Elipse con polarizacién izquierda. El &ngulo 1 del eje mayor respecto
al eje x se encuentra sélo en términos de p; y —p2. El dngulo x se encuentra
en términos de ug; y uoy-
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Para buscar una relacién directa entre las ecuaciones (5.1.3) y (5.1.7), sélo
es necesario expandir los dngulos de (5.1.7) e igualar los coeficientes

ag cos 01 = Fop1uoy, (5.1.8a)

—azsind; = £Ep\/1 — p24/1 —ud,, (5.1.8b)
a, cosda = —Egy/1 — p2uqy, (5.1.8¢)
—Qy sin 62 = ﬂ:EQplﬂ 1-— U(Q)T (518(1)

Al tomar el cociente entre las ecuaciones (5.1.8b) y (5.1.8a) se obtiene

vl_@%vl_u%m ::F@Quoy

b
©1U0z ©1U0g

tand, = F

al despejar 0

01 = Farctan (muoy> . (5.1.9)
£1U0z

De forma andloga, el cociente entre (5.1.8d) y (5.1.8¢)

tan 0y = 481 L 45, — 4 P1toy

\/ 1-— p%uoT ©2U0z ’

se despeja do

09 = +arctan (pluoy) . (5.1.10)
§2U0g

Con la definicién de § = d5 — 1 se obtiene d en términos de p; y ugy

)= 52 — 51 = arctan (iplumj> — arctan (:qum/>
§2U0z P1U0z

=4+ (arctan (muoy) + arctan <@2on>) .
©2U0x §1U0z
+8

Con la identidad trigonométrica arctan a+arctan § = arctan (fia ﬁ) y un poco

de algebra
Uz U0y

o192 (ug, —uf,)
con las relaciones cos§ = 1/4/1 4 tan?§ y sind = tand/+/1 + tan? §, se obtiene
192 (uf, — ud,)
Voreh (u, —ud,)" + ud,
sin § = L0atoy . (5.1.12)

Vohos (uf, — )" + ud i,

tand = +

)

cosd =

: (5.1.11)
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Al tomar la suma del cuadrado de las ecuaciones (5.1.8a) y (5.1.8b)

as = /(1= o8) (1 — ) + p3ud, = EoyJa3ud, + phud,.  (5.1.13)

De forma andloga, al tomar la suma del cuadrado de las expresiones (5.1.8¢) y
(5.1.8d)

ay = Eo/(1 - 9} ud, + 0} (1 —u3,) = EoyJoBud, + ol (5.1.14)

La suma de cuadrados de (5.1.13) y (5.1.14) es

a; +al = Ej (pTug, + psup,) + B (piug, + oTud,)
= Eg (97 (ug, +ud,) + 03 (ug, +ug,)) = E5. (5.1.15)

Los resultados se resumen en [39]

01 = Farctan (mm,) , (5.1.16a)
21Uz
dy = arctan (mw;) , (5.1.16b)
22Uz
ud, —ud
cosd = P19z (15 QOy) , (5.1.16¢)
siné = Lt : (5.1.16d)
Vohoh (ud, —d,)" + g,
tand = £—oeloy (5.1.16¢)

o192 (ud, — ud,)

ay = Eo\/p3uf, + plud,, (5.1.16f)
ay = Eoy/ p3ud, + ©iug,, (5.1.16g)

Las expresiones (5.1.16a) y (5.1.16b) se pueden obtener a partir de la represen-
tacién polar de la expresién (5.1.2).

Con base en la definicién de los parametros de Stokes en términos de las
amplitudes a,, a, y la diferencia de fase ¢ [33, pp. 31]. Estos pardmetros en
términos de las nuevas variables son

So = E3 + 2@ulo, (5.1.17a)
§1= B2 (ud, — ud,) (63— 03). (5.1.17D)
Sy = —2E} (ug, — ug,) p192, (5.1.17¢)
S3 = £2E2ug,uoy- (5.1.17d)
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Donde 21,41, representa la intensidad de luz depolarizada, en el capitulo 6 se
dard mas detalle a este cantidad. 5
01

az€ P
is, |,y entérminos

La representacion usual del vector de Jones es [10] ( ae
y

de las variables de extremales es [39]
P1Uoz F i@QUOy (5118)
—2uoz F ip1uoy /)’

cabe resaltar que el vector de Jones (5.1.18) ya estd normalizado.

5.2. Angulos de la polarizacién

Si 1 =1y g2 =0, en la expresién (5.1.2), el campo es polarizacién eliptica,
con el semieje mayor paralelo al eje z (1) = 0),

o i ~ . ~
E = Eye'? (uos &z F iuoy €y) .

Consideremos que esta onda incide a través de una placa retardadora de \/4,
. . ) T . . .

que provoca un corrimiento de fase de e’z = i sobre su eje lento (se considera

el eje y por convencién), de esta manera se obtiene polarizacién lineal

i ~ A
E= Eoe ® (on €, + U0y ey) s

con un angulo de inclinacién

U
X = T arctan (o;,) ,
Uz

el cual corresponde a una de los angulos de la esfera de Poincaré. Es comun
asociar al angulo x con la eccentricidad e

2
U
0 /

e= —Ty: 1 — tan? y.
Uog

En la figura 5.2 se muestran dos elipses con polarizacion derecha e izquierda,
con sus semi ejes alineados con los ejes del sistema (¢ = 0). En estas imagenes se
representa la transformacion de polarizacién eliptica a lineal, donde la tangente
del dngulo de inclinacién de la polarizacién lineal corresponde al cociente del
valor de los semieje de la elipse, ug; y uoy. Consideremos polarizacién eliptica
con el semieje mayor inclinado 1 grados respecto al eje x, y el semieje menor
inclinado ¥y, grados respecto al eje x. Los dngulos ¥ y ¥, se relacionan como

1/) = wmin + 900; mod (900) 5 (521)

el motivo se colocar mod (90°) es porque las oscilaciones del campo eléctrico
se estan haciendo en dos cuadrantes diferentes, y su inclinaciéon puede estar
descrita por distintos angulos.
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Uoy
X u
- x 0z x
U0z
X
Loy
(a) Elipse con polarizacién derecha y polari-  (b) Elipse con polarizacién izquierda y polari-
zacién lineal con un angulo x de inclinacién zacién lineal con un angulo —x de inclinacién

Figura 5.2: Transformacion de polarizacion eliptica a lineal

Consideremos que la onda descrita por la ecuacién (5.1.2) incide a través
de la placa retardadora, sin embargo, para generar polarizacién lineal, el eje
rapido de la placa debe estar inclinado ¢ grados respecto al eje x, para que el
corrimiento de fase ocurra sélo en la componente y del campo. En el sistema
de referencia de la placa retardadora de A/4, la elipse después de incidir en
ella se transformara en polarizacién lineal con un angulo de inclinacién de x
(al igual que el caso anterior). Desde el punto de vista del sistema &,,&,, este
angulo tendra una correccion que corresponde al desplazamiento de la placa
retardadora respecto el eje x, el cual es 1. La inclinacién de la polarizacién
lineal corresponde a la suma de los dos dngulos de la esfera de Poincaré

b+ x.

En la figura 5.1 se muestra la relacién inmediata entre los angulos ¥ y x.
Considerar que se analiz6 el caso mas general, es cual es polarizacion eliptica
con inclinaciéon de ¥ grados respecto al eje z. El contraste que existe con la
figura 5.2 y 5.3 es el valor de .
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Y Yoy
NS
j Uy 8@
~S [ Uox O @X
S Q,Q
X X
¥ x
S T Ir 1
P1 | wmfn
min | N
| ey
Ve, 1 *
Q — {02l U,
* | <
§ '
|
|
|
|
I
|
(a) Polarizacién derecha (b) Polarizacién izquierda

Figura 5.3: Representacion de los angulos ¥ y x en un mismo estado de polari-

zacion.



Capitulo 6

Métodos de extremales

Los procedimientos que se muestran a continuacién, contempla un estado
general de la polarizacién, el cual consiste en polarizacion eliptica con intensidad
EZ y luz depolarizada con intensidad I,.

Antes de presentar los métodos se debe elegir un sistema de referencia para
colocar los elementos 6pticos, usualmente se elije al sistema €., €,, donde el eje
x es paralelo a la mesa éptica, para posteriormente alinear el eje del polarizador
lineal paralelo al eje z, y el eje de propagacién se toma como el eje z.

Se usa la convencién de reportar los angulos de los elementos épticos y los
estados de polarizacién como Born & Wolf [33], estando el observador viendo de
frente al haz de luz. Se considera polarizacién derecha cuando el giro corresponde
a la direccion de las manecillas del reloj O. La polarizacion izquierda se refieren
cuando el giro es en direccién contraria a las manecillas del reloj O.

Puesto que la luz depolarizada tiene la misma proyeccion en cualquier direc-
cién, si incide luz depolarizada Iq a través del polarizador lineal, el 50 % de la
energia incidente se absorbe en el polarizador lineal y el 50 % se transmite. El
detector se ubica sobre el eje z después de todas las componentes.

6.1. Meétodo hibrido

A continuacién se muestra el procedimiento de medicién

PROCEDIMIENTO DE MEDICION

1. Se gira el polarizador lineal hasta obtener el maximo de intensidad (ver
figura 6.1), en este punto se obtiene

1
Inmix = Egug, + 5 1a, (6.1.1)

y se registra el angulo del polarizador lineal v, que coincide con la incli-
nacién del semieje mayor de la elipse y es directamente uno de los angulos
de la esfera de Poincaré.
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2. Se procede a girar el polarizador lineal hasta obtener el minimo de inten-
sidad, que serd al dngulo ¥, = ¥ + 90° (ver figura 6.2). Se obtiene

1
Lnin = Egug,, + 5 1a. (6.1.2)

3. Sin mover el polarizador lineal se coloca un placa retardadora de \/4
entre la fuente de luz y el polarizador lineal con el eje rapido a v grados
(ver figura 6.3). Se gira el polarizador lineal en direccién contraria a las
manecillas del reloj, si la intensidad aumenta serd polarizacién izquierda,
por el contrario, si la intensidad disminuye, sera polarizacion derecha.

4. Se continua girando el polarizador lineal en esa direcciéon hasta obtener
una intensidad minima (ver figura 6.3) que serd

1
Inulo = ild- (613)

Yy

Polarizador
lineal

Figura 6.1: Angulo de intensidad méxima.

Yy
Polarizador

lineal ¢ + 90 o

Figura 6.2: Angulo de intensidad minima.
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Polarizador
lineal

Placa retardadora de \/4

Figura 6.3: Determinacién de quiralidad y luz depolarizada.

Tomando la suma de la intensidad maxima (6.1.1) y minima (6.1.2) se obtiene
Inix + Imtn = E§ (ud, + u,) + Ia = E§ + 2Ly0.
Restando 21,1, se obtiene la intensidad de la luz polarizada
E§ = Inax + Imin — 2Inuo- (6.1.4)

Con base en los resultados, de (6.1.1) y (6.1.3) se obtiene el semieje mayor
de la elipse

Iméx - Inu o
“médx _nulo (6.1.5a)

de (6.1.1) y (6.1.3) se obtiene el semieje menor de la elipse

Tnin — 1,
gy = | i _Tnulo, (6.1.5b)
Eq
Notese que siempre se consideran las raices positivas. Obtenidos los valores de
Ugz Y Uoy, se obtiene la razén de los semiejes de la elipse

tany = £ (6.1.6)
U0z

El signo positivo hace referencia a polarizacion derecha y el negativo a polari-
zacion izquierda, el cual se determiné en el cuarto paso del procedimiento de
medicién.

6.1.1. Precisiones sobre el método de extremales

El sello de este método consiste en la medicién de intensidades maximas y
minimas, de ahi el nombre del método de extremales.
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En la primera medicién, si la intensidad no cambia con el giro del pola-
rizador lineal, se podra tener polarizacién circular, polarizacién circular y luz
depolarizada, o luz completamente depolarizada.

En la segunda medicién, si al angulo ¥y, se registré una nula intensidad, se
estard trabajando con polarizacién lineal completamente polarizada a ¢ grados.
Si fuese el caso donde ¥p,i, + 90° # 9, es preferible tomar el valor de 1 como
Y = Pmm + 90°. Desde un punto de vista experimental es mejor trabajar con
mediciones de nulo.

En la tercera medicién, la placa retardadora de A/4 transforma la polari-
zacién eliptica incidente en polarizacién lineal. Para polarizacién incidente iz-
quierda, la polarizacién después del retardador se ubicard en el segundo/cuarto
cuadrante. Al girar el polarizador lineal contra las manecillas del reloj, la inten-
sidad aumenta. Si la polarizacién fuese derecha, la intensidad disminuiré.

En las placas retardadoras comerciales usualmente existe una marca sobre
sobre los extremos del eje rapido. Si no fuese este el caso, en [11] se plantea una
manera de medirlo, mediante la reflexiéon de un espejo metélico. El motivo de
colocar el eje rapido de la placa retardadora de A\/4 a ¢ grados es para que el
semieje mayor de la elipse pase a través del eje rapido, para generar polarizaciéon
lineal.

A la ecuacién (6.1.6) se le asocian los signos positivo y negativo para poder
hacer una distincién entre las diferentes direcciones del estado de polarizacion.
En el procedimiento de medicién se mostré la medicién de los cuadrados u, y
ugy. Sin embargo, el signo del cociente entre ug, y o, determina la quiralidad.
Este signo se obtiene experimentalmente en la tercera medicion.

Si en las primeras tres mediciones, la intensidad se mantiene constante, se
podra tener polarizacién circular, polarizacion circular y luz depolarizada, o
luz completamente depolarizada. En el tercer paso se debe colocar la placa
retardadora de A\/4 con el eje rdpido a 45°. En la cuarta medicién, si la luz se
extingue con el polarizador lineal a 45°, la polarizacién del laser serd polarizacién
circular izquierda. Por el contrario, si la orientacién del polarizador lineal fuese
—45° sera polarizacion circular derecha. Si en la medicién anterior no se registrd
una intensidad nula, sino un minimo de intensidad, la luz estd parcialmente
polarizada, siendo el minimo de intensidad %Id.

En la cuarta medicién, si 1,10 no cambia respecto a las mediciones anteriores
(Imax = Imin = Inulo) se tendra luz completamente depolarizada. Para encon-
trar la intensidad de luz depolarizada es necesario separar la contribucién de
luz polarizada. Para separarla, la placa retardadora de \/4 se coloca de manera
que produce polarizacién lineal. El dangulo del polarizador lineal se coloca per-
pendicular al &ngulo de salida de la polarizacién lineal obtenida del retardador.
La contribucién de luz remanente es entonces luz depolarizada I, = %Id. Si
esta intensidad es cero I, = 0, la luz estd completamente polarizada.
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6.2. Meétodo de angulos

En la seccién 5.2 se mostr6 una relacion directa entre los angulos de la esfera
de Poincaré, sin embargo, en ningiin momento se planteé la idea de medir alguna
intensidad para determinar estos angulos.

La necesidad de como determinar y, surge como consecuencia de que la suma
de los angulos de la esfera de Poincaré corresponde al angulo de inclinacién de
la luz linealmente polarizada. Al colocar un polarizador lineal cruzado con la
polarizacién lineal, el 4ngulo donde la intensidad sera nula (si fuese luz completa-
mente polarizada) o minima (si fuese luz con una cantidad de luz depolarizada)
correspondera con

enulo = 1pmin + X5 — X = enulo - ’(/}mixr (621)

A continuacién se plantea el método de medicién, para determinar el estado
de polarizacién. En el primer método se considerd luz polarizada, y aqui no es
necesario medir ninguna intensidad. Sin embargo, para luz con una cantidad
de luz depolarizada, es necesario hacer tres mediciones de intensidades, para
determinar el estado de polarizacién.

6.2.1. Método para luz polarizada

El procedimiento para determinar el estado de polarizacién es

1. Se coloca el polarizador lineal alineado con el sistema €, &,, y se comienza
a girar (si la intensidad aumenta, girar en la direcciéon contraria) hasta
obtener una intensidad minima (ver figura 6.4a), se habrd encontrado ¥, .

2. Sin mover el polarizador lineal, se coloca una placa retardadora de \/4
entre la fuente de luz y el polarizador lineal, con el lento a ¥y, grados
respecto al eje x.

3. Se gira el polarizador lineal (si aumenta la intensidad girar en la direccién
contraria) hasta obtener una intensidad nula (ver figura 6.4b), se habrd
obtenido 0,,16-

A partir del primer y segundo dngulo obtenido ¥min v Onulo, respectivamente.
Con la ecuacién (6.2.1) se conoce el valor de x.

6.2.2. Meétodo para luz polarizada con una cantidad de-
polarizada

Se considera luz polarizada con un porcentaje de luz depolarizada, el proce-
dimiento es el siguiente

1. Se coloca el polarizador lineal alineado con el sistema €, &,, y se comienza
a girar hasta obtener la intensidad méxima I,4x, se registra la intensidad
méxima y el angulo del polarizador, que corresponde a .
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Polarizador Fuente de luz

lineal

(a) Angulo para intensidad minima

Yy
Fuente de luz

Polarizacion lineal

Polarizador
lineal

Placa retardadora de \/4

enulo

(b) Determinacién del segundo dngulo de Poincaré
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Figura 6.4: Esquemas para la determinacién del estado de polarizacién de la luz
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2. Se gira el polarizador lineal en la direccién contraria, hasta obtener la
intensidad minima (ver figura 6.4a), se registra la intensidad minima I,
y el angulo del polarizador, que corresponde a Yy -

3. Sin mover el polarizador lineal, se coloca una placa retardadora de A/4
entre la fuente de luz y el polarizador lineal, con el lento a ¥y, grados
respecto al eje x.

4. Se gira el polarizador lineal (si aumenta la intensidad girar en la direc-
cién contraria) hasta obtener una intensidad minima (ver figura 6.4b), se
registra el angulo 6,,, y la intensidad que corresponde a

1
Inulo = §Id

El angulo x se determina a partir del segundo y cuarto paso, de tal forma
que x = enulo - ’(/}mirv

Para encontrar el porcentaje de luz depolarizada, tomar el cociente

21 nulo

[g= o
% d Iméx +Im1'n

La diferencia entre este procedimiento y el anterior, es que se deben medir
intensidades, porque se considera luz polarizada con una cantidad de luz depo-
larizada. La cantidad de depolarizacién se determina midiendo intensidades.

6.3. Meétodo de intensidades

Anteriormente se mostrd el método para determinar el estado de polarizacion
de la luz sin la necesidad de medir intensidades. Surge la pregunta de si se puede
hacer el caso contrario, calcular el estado de polarizaciéon sblo con la medicion
de intensidades.

Este método se basa en los arreglos 6.1—6.3.

Considerando el caso mas general, que es luz con una cantidad de luz depo-
larizada, la intensidad total es la suma de la intensidad maxima y minima

Itotal = Iméx + Imin = Eg + Id,

con )
Iméx = Egu(Q)w + ilda
2 2 1
Imin - E()uoy + §Ida
Eg = Iméx + Imin - 2Inulo~
Al tomar el cociente entre las ecuaciones (6.1.1) y (6.1.2), se obtiene
Imin - Inulo

on
t =t+— =44/ —. 6.3.1
X UOz Iméx - Inulo ( )
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La elipticidad x es negativa si la intensidad decrece cuando el polarizador lineal
se gira en direccion a las manecillas del reloj desde ¥y, con la placa retardadora
de \/4 en el arreglo.

El signo de x es negativo si la intensidad decrece cuando el polarizador
lineal es gira en direcciéon contraria a las manecillas del reloj desde ¥yi,. Se ha
determinado la direccién de polarizacion.

La polarizacién del campo en la direccién x es

E, = Eoe'™*=%Y (o100, F P2iUgy) -
La intensidad de FE, es
I — Lo = Ey - E; = Eg (pf (ng — Ugy) + ugy) s (632)

donde la cantidad depolarizada se ha quitado de I.
Al despejar la proyeccién p; de la ecuacién (6.3.2) se obtiene

Em ! E; - E2U2 Ix - Imin
== O : (6.3.3)
EO (U’Oa: - on) Iméx - Imin

o1 =

Las proyecciones cumplen la relacién ? + o3 = 1, entonces se puede determinar
la proyeccion o
pQ _ Imeix - Ix (6 3 4)
2 Iméx - Imin

Al tomar el cociente de las ecuaciones (6.3.3) y (6.3.4), se obtiene

2 Iméx - Iz
tan o F I 1. (6.3.5)

El signo de 1 es negativo si la intensidad decrece cuando el polarizador lineal
se rota en direccién de las manecillas desde I, a 0° hasta la intensidad minima
Imim a 1pmfn-

El signo de v es positivo si la intensidad decrece cuando el polarizador lineal
se rota en direccién a las manecillas del reloj desde I, (0°) hacia Iym.

El estado de polarizacién qued6 determinado sélo con la mediciéon de inten-
sidades, sin medir angulos.

El método hibrido anterior resulta ser una combinacién entre el método de
angulos e intensidades, sin embargo, ninguno recae en buscar los pardmetros de
Stokes.

6.4. Parametros de Stokes sin medir intensida-
des

Anteriormente se determinaron los valores para 1 y x con base en el registro
de angulos, entonces pardmetros de Stokes se pueden determinar sin la necesi-
dad de medir intensidades. Esto contrasta con la definiciéon de estos parametros,
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los cuales se definen como una combinacién lineal de intensidades. Con las ecua-
ciones (5.2.1) y (6.2.1), los pardmetros de Stokes normalizados en términos de
los dngulos Oyl ¥ Ymin son

s1 = cos 2x cos 2¢) = — c08 [2 (Bpulo — Ymin)] €08 (2¢min ) (6.4.1a)
$9 = cos 2x sin 2¢p = — c08 [2 (Bpulo — Ymin)] sin (2¢min) , (6.4.1b)
s3 = sin 2x = sin [2 (Opulo — Ymimn)] - (6.4.1c)

Estos pardametros para luz completamente polarizada se pueden determinar sélo
con medir angulos, sin la necesidad de medir intensidades.



Capitulo 7

Mediciones experimentales

El laser que se utiliz6 inicialmente esta parcialmente polarizado, la contribu-
cién polarizada se muestra en la figura 5.1. Eventualmente, se modificé el estado
de polarizacién de la luz para reportar diferentes estados de polarizacion, tanto
lineal como eliptica.

Para comprobar la fiabilidad del método se realizaron mediciones con un
laser Nd:YAG a 632 nm, con diferentes estados de polarizacion, eliptica, lineal,
circular y una pequenia componente de luz depolarizada. Las incertidumbres
se reportan con base en el criterio de resolucién del instrumento, donde para
lecturas digitales es =1 y para lecturas analogas la mitad de la escala minima,
para este caso £1.

7.1. Meétodo hibrido

Se comienza por introducir el polarizador lineal alineado con el eje z, dejando
espacio entre él y la fuente, para posteriormente introducir un segundo elemento.
Se gira el polarizador lineal en contra de las manecillas del reloj, hasta obtener
la intensidad méaxima I,4c = 561. Se registra el angulo del polarizador lineal,
en este caso 55°. Nétese que se ha obtenido el angulo de la esfera de Poincaré 1

’ Cantidad \ Valor ‘

Tnax 561 +1
b 55° £ 1°
Inin 56 + 1
1/}min 145° £1°
Quiralidad -1
I 22+1

Cuadro 7.1: Medicién de las cantidades que permiten obtener la polarizacién de
la luz.
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de forma directa en la primer medicién. Se vuelve a girar el polarizador lineal
hasta obtener la intensidad minima Iz, = 56 a un angulo de 145°. Los angulos
¥ Y Ymm tienen una diferencia de 90°, no es necesario modificar ¥ con base en
Ymin, Si este no fuera el caso, ¥ = Yym, + 90°.

Se coloca la placa retardadora de A\/4 entre el polarizador lineal y la fuente
a 5b°, y se comienza a girar el polarizador lineal en direccién contraria a las
manecillas del reloj. La intensidad aumenté, indicando que es polarizacion iz-
quierda, se continua girando el polarizador lineal hasta una intensidad minima
Ilo = 11 a un angulo de 309°.

La tabla 7.1 presenta las medidas obtenidas, correspondientes el desarrollo
de extremales.

El porcentaje de luz depolarizada respecto a la méxima intensidad es

22

7o) = 5156

x 100 = 3.5 %,

la intensidad depolarizada EZ es
Eg = Iméx + Imin - 2Inulo =595 £ 4.

donde su incertidumbre es la combinacién lineal de las incertidumbres de I4x,
Imin y Id~
Los semiejes de la elipse ug, y ugy con base en (6.1.1) y (6.1.5b) son.
u2, = 0.92 4 0.004, (7.1.1a)
up,, = 0.075 £ 0.002. (7.1.1b)

La ecuacién para la incertidumbre de w3, (y para las demds cantidades) se
calcula mediante derivadas parciales para tener el error absoluto, la cual es es

Imdm - %Id
(E3)”
1

A-[mdav -2
|7

Aug, = AE? (7.1.2)

1
— Al
+‘E§ d

Se verifica que u?, + u%y = 0.999 el cual es muy cercano a uno, asi mismo se
obtiene el valor de x

10.072
= arct —\/——= ] =—15.96° £ 0.8°.
X = arctan ( 0.92 )

Buscando la relacién entre los semiejes

|uoy| = [tan (—15.96)] |uoz|
= 0.28]ug,)-
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’ Cantidad \ Valor ‘
1(0°,0) 220 £ 5.5
1(90°,0) 398 £5.5
1(45°,0) 549 £ 5.5
1(135°,0) 70 + 5.5
I(45°,7/2) | 162+£5.5
I(135°,7/2) | 469 £5.5

Cuadro 7.2: Intensidades registradas con base en el método de Born & Wolf.

El estado de polarizacion de la luz se determina por completo.
Valores complementarios

Otras variables se pueden calcular, dependiendo del formalismo que se utilice
, aunque ya no sean necesarias, por ejemplo se obtienen las proyecciones del
semieje mayor de la elipse p1 y —gp2 con sus respectivas incertidumbres

g1 = cos 55 = 0.57 £ 0.01,
—92 =sin b5 = 0.81 +0.01.

Los parametros de Stokes son
So=617+6, 51 =—-174 £ 3,
Sy =478 £ 22, S5 = —296 £ 6.

El pardmetro S3 estd definido como el producto de ug, y ugy. Sin embargo,
como ambas cantidades se han considerado siempre positivas, este producto no
define el signo, la quiralidad contiene esa informacion. Con base en la expresién
(5.1.18) se calcula en vector de Jones normalizado

0.54 +10.22
—-0.774+140.15 /-
7.1.1. Meétodo tradicional

Los resultados anteriores se contrastaron con las mediciones obtenidas por
el método convencional. Con base en la tabla 7.2, se pueden encontrar los pa-
rametros de Stokes

So = I(0°,0)+1(90°,0) =618+ 11, (7.1.4a)
Sy =1(0°,0)—1(90°,0) = —178 & 11, (7.1.4b)
Sy = I(45°,0) — I (135°,0) = 479 + 11, (7.1.4¢)
Sy =I(45°,7/2) — I (135°,7/2) = —307 & 11. (7.1.4d)

La parte depolarizada SM es

s =21 +7,
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las componentes de la parte depolarizada tienen la forma

1
s — . (50 — /S + 53+ 53, 0,0, 0)

tot

= (0.033, 0, 0, 0),
con Iy = Sp. Las componentes de la parte polarizada tienen la forma

<@ _ Upol, S1, S, S3)

Ipol
= (1, —0.29, 0.8, —0.51),

con Ipo = +/S; + 5% + 52. Los dngulos de la esfera de Poincaré ¢ y x son

1 S

¢ = - arctan | =2 ) = 55.19°+0.79°, (7.1.5a)
2 Sy
1

X = - arcsin < 53 > = —15.6° £ 0.8°. (7.1.5b)
2 ool

Sea tan x = b/a , donde b y a representan el semieje menor y semieje mayor de
la elipse respectivamente. Se obtiene la relacion entre los semiejes

tan x = —0.28 = b/a — |b] = 0.28]al.
El grado de polarizacién es

Ino
ol .96 + 0.04.

tot

P =

7.1.2. Comparacién de resultados

En la tabla 7.3 se muestran los pardmetros que determinan el estado de
polarizacién, para ambos métodos.

’ \ Método de extremales \ Born & Wolf ‘

D 0.039 £+ 0.003 0.03£0.01
P 0.960 £+ 0.003 0.96 £ 0.04
P 55° £1° 55.19°4+0.8°
X —15.96 +0.8° —15.6° £ 0.8°
RS |uoy| = 0.28 |uoy| |b] = 0.28 |a

Cuadro 7.3: Comparacién de resultados entre ambos métodos, D, P significan
depolarizacion y polarizacion respectivamente y RS, la relacién de semiejes.

En la tabla 7.3 se observa que los valores entre ambos procedimientos coin-
ciden dentro del valor de sus incertidumbres. La figura 7.1 muestra el estado de
polarizacién que se estuvo analizando.
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Figura 7.1: Elipse con polarizacién izquierda a una inclinacién de $\psi$ grados.

Los graficos 7.2 y 7.3 ofrecen una comparacion de ¢ y x para ambos métodos.

X

150

»

Figura 7.2: Dispersién de los valores de ¢ v ¥, los puntos color azul corresponder
al método de Born & Wolf y los puntos anaranjados al método de extremales.

El gréfico 7.2 muestra una dispersién para los valores de ¥ y x (dichos
valores se asocian a los resultados reportados anteriormente) por medio de los
dos métodos. La coincidencia es notable, inclusive es dificil distinguir entre las

dos mediciones.
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X,
s} Polarizacién eliptica
¥ =175° y =21.5°

[ Polarizacién lineal Polarizacion lineal

U: 20° )= —30°
Al

"0 t

Polarizacién eliptica Polarizacién oh'ptica_f
Y=o, x=200  ¥=62°,x=152°0

8

F r e :1/)

Figura 7.3: Diferentes estados de polarizacién abordados por ambos métodos.
Las elipse representan las incertidumbres

El gréfico 7.3 muestra distintos estados de polarizacién con valores de @ y
X, en esta grafica ya es complicado distinguir la separacion entre los punto. Se
optd por no asociar cada punto a un método, porque para este grafico no es
necesario, lo que se pretende es mostrar la semejanza de los resultados de ¢ y
X para ambos métodos.

’ P. Stokes \ Extremales \ B&W ‘

So 617+ 6 618 £11
S1 —174+3 | —178 11
So 478 £ 22 479 £ 11
Ss —269+6 | —307+£11

Cuadro 7.4: Pardmetros de Stokes con base en ambos métodos.

La tabla 7.4 muestra los parametros de Stokes para ambos tratamientos,
estos coinciden dentro del valor de sus incertidumbres.

Cabe mencionar que para verificar el método de extremales, se realizaron
mas de cincuenta medidas experimentales para cada estado, por lo que se tuvo
una base de datos sélida al momento de reportar los estados de polarizacién.

A partir de este método se escribid el articulo [39].

7.2. Método de angulos e intensidades

En esta seccién se muestran resultados de diferentes estados de polarizacion.
Los métodos de dngulos e intensidades se comparan favorablemente con el mé-
todo tradicional. El motivo de tener juntos el método de angulos e intensidades,
es porque se comparan con el método tradicional, y por economia, los resultados
del método tradicional se muestran sélo una vez.
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7.2.1. Laser Nd:YAG

En la tabla 7.5 se muestra los dos angulos registrados y la cantidad de
intensidad depolarizada del ldser. Al analizar los resultados de la tabla 7.5, se

’ Variable \ Valor ‘

U)mfn 325°
Onulo 310°
I, 22

Cuadro 7.5: Valores reportados con base el Laser Nd:Yag.

obtienen los angulos de polarizacién

u) == wmfn + 900 = 55O,

X = anulo - wmin = —50° 4+ 35° = —15°.

Ademés de la eccentricidad

e= \/1 —tan? y = \/1 — tan? (—15.5) = 0.96,
y la relaciéon de semiejes

|woz| = |tan (=15.5)| |uoe| = 0.27 |uog] -

’ Intensidad \ Valor ‘

Tnax 561
Linin 56

I, 220
Inulo 11

Cuadro 7.6: Intensidades reportadas con base el Laser Nd:Yag.

Con base en los resultados de la tabla 7.6 y las ecuaciones (6.3.1) y (6.3.5),
se determinan los dngulos ¥ y x

Tnin — Inulo 56 — 11 o
X = tarctan ( w> = tarctan ( 561—11) = —15.9%,

Tsx — Iy /561 — 220 o
= t /| 7T = t — | =55.2°.
1) = Farctan ( I Imfn> F arctan ( 590 — 56 >

Con base en el método de Born & Wolf se obtienen la tabla 7.7a con las in-
tensidades correspondientes. Con los valores de la tabla 7.7b y las ecuaciones
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’ Intensidad \Valor ‘

1(0°,0) 220 | Pardmetros de Stokes | Valor |
1(90°,0) 398 S0 1
I(45°,0) 549 S1 —0.29
1(135°,0) 70 Sa 0.80
I(45°,7/2) 162 S3 —0.51
1(1350’7r/2) 469 (b) Pardmetros de Stokes normaliza-

(a) Intensidades reportadas dos.

con base el Laser Nd:Yag.

Cuadro 7.7: Valores obtenidos mediante el método de Born & Wolf.

(4.2.4)—(4.2.3), se calculan los dngulos de la esfera de Poincaré

1 . 83 1 . —0.51 o
X = — arcsin [ ———————= | = — arcsin = —15.5%,
2 V82 + 82+ 82 2 v0.29%2 4+ 0.8% + 0.512

1 1 0.8
Y= 3 arctan (ij) =3 arctan (_29> = 55°,

que corresponden a los dngulos reportados por los métodos de dngulos e inten-
sidades.

7.2.2. Polarizacién eliptica derecha, con pendiente positi-

va

En la tabla 7.8 se muestra los dos angulos registrados y la cantidad de
intensidad depolarizada del laser.

’ Variable \ Valor ‘

wmin 3390
enulo 5°

Cuadro 7.8: Angulos minimos.

Con los angulos de la tabla 7.8, se obtienen los angulos de la esfera de

Poincaré
w - w[nfn + 900 - 6907

X = enulo - "/}min =5+ 21° = 26°.

Ademaés de la eccentricidad

e:\/l—tanz)(:\/1—tan2(26)20.87,
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’ Intensidad \ Valor ‘

Tinax 84
Linin 21

I, 29
Inulo 0

Cuadro 7.9: Intensidades reportadas con base al método de intensidades.

y la relacién de semiejes
|woz| = |tan (26)] |ups| = 0.48 |ugy| -

Con base en los resultados de la tabla 7.9 y en las ecuaciones (6.3.1) y (6.3.5),
se determinan los dngulos ¥ y x

Imin - Inu o 21 — 0 IS
X = =+ arctan ( Iméx—[nullo> = 4 arctan < 84—0) = 26.5 s

Tax — 1 4—2
1) = Farctan < ) = Farctan < 8 9) =69.1°.

I — Imin 20 — 21

Con base en el método de Born & Wolf se obtienen la tabla 7.10b con las
intensidades correspondientes.

’ Intensidad \ Valor ‘

1(0°,0) 29 Parametros de Stokes \ Valor ‘
1(90°,0) 76 S0 1
1(45°,0) 71 S1 —0.45
I(135°,0) 29 S9 0.4
1(45°,7/2) 93 S3 0.79
I(135°,7/2) 11 (b) Pardmetros de Stokes.
(a) Intensidades reporta-

das.

Cuadro 7.10: Valores obtenidos mediante el método de Stokes.

Con los valores de la tabla 7.10b y las ecuaciones (4.2.4)—(4.2.3) se calculan
los dngulos de la esfera de Poincaré

1 . S3 1 ) 0.79 o
X = = arcsin [ ——————= | = — arcsin = 26.1°,
2 /8% + 534 53 2 V0.452 + 0.42 + 0.792

1 1 4
P = 3 arctan (ij) =5 arctan <_%45> = 26.5°,

que corresponden a los angulos reportados anteriormente por el otro método.
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7.2.3. Polarizacion eliptica izquierda, con pendiente posi-
tiva

En la tabla 7.11, se muestran los angulos obtenidos con base el método de
angulos.

’ Variable \ Valor ‘

wmin 317°
anulo 292°

Cuadro 7.11: Angulos minimos.

Con los angulos de la tabla 7.11, se obtienen los angulos ¢ y x

’l/) = wmfn + 900 = 4707

X = anulo - 1ﬁmin = —68.5° +43° = —25°,

Adems3s de la eccentricidad

e= \/1 —tan? y = \/1 — tan? (—25°) = 0.88,

y la relaciéon de semiejes

|woe| = [tan (—25°)| |uoz| = 0.46 |ups] -

’ Intensidad \ Valor ‘

Tt 247

L 55
I, 143

Inulo 0

Cuadro 7.12: Intensidades reportadas con base al método de intensidades.

Con base en los resultados de la tabla 7.12 y en las ecuaciones (6.3.1) y
(6.3.5), se determinan los dngulos ¥ y x

£ t Imin - Inulo + t 55 —0 95.9°
= arctan —_— = arctan = — .
X Iméx - Inulo 247 -0 ’

Iméx - Iz 561 — 220
= t — | = t —— | =47.3°.
P ;arcan( Ia;_Imin> ;arcan(ﬂ 220—56> 7.3

Con base en el método de Born & Wolf se obtienen la tabla 7.13b con las
intensidades correspondientes.
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’ Intensidad \Valor ‘

7(0°,0) 143 | Pardmetros de Stokes | Valor |
1(90°,0) 158 S0 1
I(45°,0) 243 S1 —0.05
1(135°,0) 54 S2 0.63
I(45°,7/2) 35 S3 —0.77
I(135°,7/2) 265 (b) Pardmetros de Stokes.
(a) Intensidades reporta-

das.

Cuadro 7.13: Valores obtenidos mediante el método de Stokes.

Con los valores de la tabla 7.13b y las ecuaciones (4.2.4)—(4.2.3) se calculan
los dngulos de la esfera de Poincaré

1. s3 1 —0.77 .
X = = arcsin [ ————=] = - arcsin = —25.2°,
2 Vst + 82+ 82 2 v/0.05% 4 0.632 + 0.772

1 S2 1 0.62
= — t p— = — t _ — 4 '20
P 2 arctan (31> 3 arctan <_0.04> 7.2°,

que corresponden a los dngulos reportados por los métodos de dngulos e inten-
sidades.

7.2.4. Polarizacion eliptica derecha, con pendiente nega-
tiva

’ Variable \ Valor ‘

’l/)min 48°
enulo 76°

Cuadro 7.14: Angulos minimos.
Analizando la tabla 7.14 se obtienen los dngulos de la esfera de Poincaré

¢ = /(/)min + 900 = _4207

X = enulo - wmin = 76° — 48° = 28°.

Ademés de la eccentricidad

e:\/l—tan2X:\/l—tan2(28):0.84,
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y la relaciéon de semiejes

|uoe| = |tan (28)] |ug.| = 0.53 |ugy| -

’ Intensidad \ Valor ‘

Tinax 37
Inin 11

I, 25
Inulo 0

Cuadro 7.15: Intensidades reportadas con base al método de intensidades.

Con base en los resultados de la tabla 7.15 y en las ecuaciones (6.3.1) y
(6.3.5), se determinan los dngulos ¥ y x

Imin - Inulo 11-0 °
= 4 arct ——————— | = £arct = 28.6
X arctan ( Iméx — Inu10> arctan < 37 _ O) s

Toie — 1 37— 25 )
) = F arctan < M) = Farctan ( 55 11) = —42.7°.

Con base en el método de Born & Wolf se obtienen la tabla 7.16b con las
intensidades correspondientes.

’ Intensidad \ Valor ‘

1(0°,0) 25 Pardmetros de Stokes \ Valor ‘
1(90°,0) 23 S0 1
1(45°,0) 12 S1 0.04
1(135°,0) 36 S2 —0.55
I(45°,7/2) 41 S3 0.83
I(135°,7/2) ) (b) Pardmetros de Stokes.
(a) Intensidades reporta-

das.

Cuadro 7.16: Valores obtenidos mediante el método de Stokes.

Con los valores de la tabla 7.16b y las ecuaciones (4.2.4)—(4.2.3) se calculan
los angulos de la esfera de Poincaré

1 . 83 1 . —0.83 o
X = - arcsin | ——————=| = - arcsin = 28.1°,
2 V82 + 83+ 83 2 v/0.042 + 0.552 + 0.832
v 1 1 0.55
= 3 arctan <zj> =3 arctan <_004> = —42.6°,

que corresponden a los dngulos reportados por los métodos de dngulos e inten-
sidades.
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7.2.5. Polarizacion eliptica izquierda, con pendiente nega-
tiva

’ Variable \ Valor ‘

1Z)min 69°
Hnulo 54°

Cuadro 7.17: Angulos minimos.
Analizando la tabla 7.17 se obtienen los dngulos de la esfera de Poincaré

¥ = i + 90° = 159° — —21°,

X = Ymm — epol =54° — 69° = —14°.

Ademaés de la eccentricidad

e= \/1 —tan? y = \/1 — tan? (—15.5) = 0.96,
y la relaciéon de semiejes

luos| = |tan (—14.5)] |uoa| = 0.25 [uoq] -

’ Intensidad \ Valor ‘

Tt 200

I 14
I, 175

Inulo 0

Cuadro 7.18: Intensidades reportadas con base al método de intensidades.

Con base en los resultados de la tabla 7.18 y en las ecuaciones (6.3.1) y
(6.3.5), se determinan los dngulos ¥ y x

Imin _Inuo 14 —
X = *arctan ( l) = 4 arctan < 0 ) = —14.8°,

Iméx — 1nulo 200 -0

Iméx - Ix o /200 — 175 N °
ﬂ) = ZFaI'Ctan ( LD_[ﬂﬁﬂ) = ZFarCtan < 175_14> = —21.7°.

Con base en el método de Born & Wolf se obtienen la tabla 7.19b con las
intensidades correspondientes Con los valores de la tabla 7.19b y las ecuaciones
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’ Intensidad \Valor ‘

7(0°,0) 175 | Pardmetros de Stokes | Valor |
1(90°,0) 39 So 1
I(45°,0) 44 S1 0.63
1(135°,0) 172 S2 —0.59
I(45°,7/2) 56 S3 —0.48
I(135°,7/2) 160 (b) Pardmetros de Stokes.
(a) Intensidades reporta-

das.

Cuadro 7.19: Valores obtenidos mediante el método de Stokes.

(4.2.4)—(4.2.3) se calculan los dngulos de la esfera de Poincaré

1 . S3 1 . ( —0.48 > o
X = = arcsin | —————=| = - arcsin = —14.5°,
2 /8% + 53+ 53 2 v/0.632 + 0.592 + (.482

1 1 —0.59
Y = 3 arctan (j?) =5 arctan (—048) = —21.6°,

que corresponden a los dngulos reportados por los métodos de dngulos e inten-
sidades.



Capitulo 8

Conclusiones y perspectivas

Las soluciones a las ecuaciones vectoriales de onda para el campo eléctrico E
y el campo magnético H, con base en el vector semilla €., en el sistema de coor-
denadas cilindrico parabdlico, son ortogonales. La solucién E,, es polarizacién
eliptica, la cual se encuentra en un plano que involucra las tres componentes
vectoriales. Las proyecciones de esta elipse sobre los planos (&, &), (€, €;)
y (éy, €.), representan diferentes tipos de polarizacion. Cuando 7 = o , en el
plano €, &, la proyeccién resulta ser polarizacién lineal, sobre los planos restan-
tes, la proyeccién es polarizacion eliptica. Los semiejes de la polarizacion eliptica
se encuentran en término de las coordenadas 7 y o, lo que implica que la elip-
ticidad se encuentra como funcién de estas coordenadas. La segunda solucién
E,, es polarizacion eliptica oscilando sobre el plano é,,€,. A partir de estas
soluciones se calcul6 la helicidad y el flujo de helicidad, donde ambas cantida-
des resultaron ser no nulas, indicando que las soluciones E,, y E,, contienen
momento angular. En el limite paraxial, el flujo de helicidad sélo tiene direccién
en la componente €., y es proporcionar a la helicidad.

Con las semillas &, y €, se pudieron obtener nuevas soluciones a la ecuacién
vectorial de Helmholtz. La primera semilla ofrece una solucién con una polariza-
cién preferencialmente en la direccién z y la semilla €,, ofrece una polarizacién
preferencial en la direccién y. Ambas soluciones son polarizaciones elipticas, sin
embargo, las soluciones E,, y E,, no son ortogonales, en contraste con las so-
luciones a partir de la semilla €,. Lo cual genera una interrogante, del por qué
estas soluciones no son ortogonales. Al final del capitulo 2 se planeta una posible
explicacién a este comportamiento, el cual consiste en que los vectores &, y €,
no forman parte del sistema de vectores unitarios que conforma el sistema de
coordenadas cilindrico parabdlico. El vector €., si es parte de la base de vectores
unitarios que conforma este sistema.

En el capitulo 3, se modificé el estado de polarizacién para obtener pola-
rizacién preferencialmente circular. El contenido rotacional con base en estos
estados de polarizacién tampoco es nulo, lo cual tiene sentido, ya que la po-
larizacién circular o eliptica contienen momento angular, tal como lo reporta
[2, 6, 7]. En aproximacién paraxial, la componente z del flujo de helicidad y la

120
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helicidad también son proporcionales. Al final, se generalizan estos estados, con
el objetivo de tener polarizacién preferencialmente eliptica.

En la segunda parte de este trabajo, se abordé de forma teérica y experimen-
tal, los métodos de extremales. Los pardmetros p1 y g, (0 sus complementarios
©2 ¥ Uoy), se relacionan directamente con los angulos ¢ y x de la esfera de Poin-
caré. Estos métodos no se enfocan en determinar los parametros de Stokes, en
contraste con los métodos tradicionales [12, 43, 35], aunque ciertamente es po-
sible encontrarlos como se mostré en el capitulo 5. Los pardmetros g1 y —gp2
surgen a partir de la simetria HL, y el cociente entre p; y —gpo representa la
tangente del dngulo de inclinacién de la elipse tanty = f%. Estos términos
tiene el nombre de pardmetros de polarizacién [2], y son de gran importancia
al reportar soluciones vectoriales de las ecuaciones de Maxwell. Los pardmetros
Upe Y Uoy Tepresentan el semieje mayor y menor de la elipse respectivamente, su
modificacién cambia la elipticidad y el cociente entre ugy y o, €s tanx = %

Las soluciones que se obtuvieron en torno a las semillas €, y &,, se plantearon
y describieron de forma sucinta, sin embargo, por cuestién es tiempo, no se
caracterizaron en comparacién con las soluciones de las semilla €,. Asi mismo,
solo se planted la idea de generar polarizacion preferencialmente circular con
base en el vector semilla é4+ = €, =14 €,, sin embargo, aun no se verifica.

Durante el desarrollo de esta tesis de maestria, dos articulos fueron realiza-
dos.

El primero con nombre: Medicién directa de la polarizacion de la luz [39], y
el segundo con nombre Eztrema method for the state of polarization evaluation
(en revisién)
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Apéndice A

Coordenadas cilindricas
parabdlicas

A.1. Vectores unitarios

Dada la definicién de las coordenadas 7, o en término de las coordenadas x
v y, presentadas en el capitulo 2, se pueden construir los vectores unitarios €,
v €,. El primer vector unitario €, se construye como

9z 4 9y & 0z
e = 8Tez+87ey+87'ez
;=

oz A oy A oz
or ST - &yt 57 €

L —1/2
donde %% = 7, % =0y 92 = 0. El factor de normalizacién es (o2 + 72) / el

cual corresponde al factor de escala hy de este sistema. Al sustituir los resultados,
se obtiene el vector unitario (2.1.4b).
El vector unitario €,, se construye de forma similar al vector &,, la tnica
diferencia es que ahora las derivadas son respecto a o
éo = 5o &t ba &t By 6

Oz 4 9y 4 9z 4
90 €t 55 € T 55 €2

las derivadas son g—i = —0, g—g =Ty g—é = 0. El factor de normalizacién también

corresponde con el factor de escala. Al sustituir los resultados, se obtiene el
vector unitario (2.1.4a)
Los vectores unitarios €, y €,, se pueden construir a partir de los vectores

€,y &, como )
& \ 1 52 é,
<é>_h<£ &, )
g 1 do Y

126
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A

al despejar el vector ( Zx ), se obtiene
Y

~ 91 ) ~
& - oz Oy & ’
€y hl do oo €o

donde la matriz inversa es
oz
(£8) =(77)
i .
S o T

Al sustituir de forma explicita los valores, se obtiene los vectores unitarios
(2.1.5a)—(2.1.5D).

gl
SESRENS

A.2. Operadores vectoriales

Se pueden obtener los operadores en este sistema de coordenadas [15, p. 21]
1
V= = (0rtp & + 0,00 &) + -0 &, (A.2.1a)
1
1
V-F= ? (a‘r (th‘r) + acr (tha)) + azea (A21b)
1
VXF= ia<7'PWZ - 82F0 éT + azFT - ia‘erz éa (AQIC)
hl hl
1 N
+ E (87— (tho') - aU (thT)> €z,
1
VAf = g (021 +000) + 92, (A.2.1d)
. <V2FT L2 (00, F, - T0,F,) 14F> o (A.2.1e)
hs hi
. <V2Fg N 2(10,F, ;aBTFT) 3 14F0'> e,
hi hy
+V°F, &,

con hy = V72 + 02 el factor de escala.

A.3. Ecuacion escalar de Helmholtz en coorde-
nadas cilindricas parabdlicas

Sea la ecuacion diferencial de Helmholtz

V3 + k) =0,
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en coordenadas cilindricas parabdlicas la ecuacién diferencial de Helmholtz es

L (P N P,
02+T2<aa2 0”'7'2>+622+k1/}_0'

Al realizar separacion de variables
Y(o,1,2)=U(0)V(T)Z(2),

la ecuacion de Helmholtz se convierte

1 92U 92V A
VZ UZ— UV==+4+k2UVZ=0
o2+ 712 ( 0?2 + 5‘72> + 0z2 +

al dividir entre UV Z

1 (182U 1821/) 10%7

— — B — 2-0. A3.1
024 712 U802+V37'2 Z822+k 0 (A-3.1)

La funcién Z (z) se puede separar del resto de la ecuacién

19*°Z2 5,
Zoz T =d/4

10%°Z
702 (kz - q4/4) = *ki

con ¢*/4 una constante de separacién, la solucién en Z es
Z (z) = Aeth==, (A.3.2)
El resto de la ecuacién es

1 10°U  109%V 4
<U802 +‘/(’97’2>+(]/407

024712
10°U 10%V 2 2\ 4
— (UW+V87-2> +(a*+7%)¢" /4 =0, (A.3.3)

la cual puede separarse de la forma

182U 4 2 2
Tagz T40 /4=
1oV, 9
7o Ha'r =

con ¢?a una constante de separacién. Las ecuaciones para U y V se convierten

en
02U o?  ¢a
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82‘/ q47.2 q2a
< -1y =o. A3.4
53 +( . 5 )v 0 (A.3.4b)

Si ¢ = 2k;,se obtienen las ecuaciones

0*U

507 + (kfo? + 2ka) U =0, (A.3.4c)
OV (k2 = 2ha) V = 0 A.3.4d
e+ 57 - 200)V 0. As40
que corresponden a las reportadas por [1]. Al tomar el cambio de variable ac —
v, donde a = /2k,la ecuacién (A.3.4d) es 92V + (v/4—a)V = 0, la cudl
satisface por las funcibnes cilindricas parabdlicas [44]. De la misma forma con

la ecuacién (A.3.4d), donde la unica diferencia es el cambio de signo de 2k:a.
En este trabajo, con fines de practicidad, se tomé a k; = 1, de tal forma que las
ecuaciones cilindricas parabdlicas se pueden escribir como 3?77 +(Eta)P =
0,donde & representa una variable muda. Las soluciones se presentaron en el
capitulo 2.

A.4. Vector de onda

En la seccién anterior se obtuvieron las ecuaciones diferenciales

0*U ¢*c?  ¢*a
w + ( 1 + 2) U =0, (A.4.1a)
92V “r? g%
w + (4 - 2) V=0, (A41b)
2
Z
2? +k2Z =0. (A4.1c)

La ecuacién (A.4.1c) tiene una estructura del tipo ecuacién de Helmholtz, para
ver a las ecuaciones (A.4.1a) y (A.4.1b) como ecuacién del tipo Helmholtz, se
necesita tener algo de la forma

1 0°U
0'274-7'2@ + ng = O7 (A42a)
1 2
cad + kXU = 0. (A.4.2b)

o2+ 72 0712
La idea de analizar las contribuciones del laplaciano de esta forma, para encon-
trar las componentes del vector de onda viene de [15]. Estas ecuaciones deben

-1 .
de tener el factor (02 + 7'2) porque este factor se encuentra en el laplaciano
en coordenadas cilindricas parabdlicas. La funcién Z (z) no tiene este factor, es
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razonable que tampoco se encuentra en la ecuacién (A.4.1c). Al comparar las
ecuaciones (A.4.1a) y (A.4.1b) con (A.4.2a) y (A.4.2b) se obtienen los valores
para k2 y k2

452 /4 24,/2
R e /2 ¢ a/2 (A.4.3a)
o°+T
4.2 2
q¢*o? /4 — q*a/2
k2 = k* — ¢*/4. (A.4.3¢c)

Al tomar la suma de cuadrados de las componentes

4 24 2 2 4 24_ 2 2
k2+k2+k2:q0/+qa’/ +q0/ qa’/ +k2_q4/4
o T E o2 + 72 o2+ 72
4 2 2
Q/4(U +7'> 2 4 2
o2+ 72 TR —d/A=k

Se cumple que la suma de cuadrados de las diferentes componentes del vector
de onda es igual a la magnitud del vector de onda.
El factor parabdlico a en términos de k, y k., es

1 27.2 27.2
a=— ok Tk 1], (A.4.4a)
I\ PR

v la constante ¢ en términos de k, y k, es

g=[4(k2— k)" (A.4.4b)

El factor parabdlico @ muestra una dependencia de las coordenadas 7 y o, de
aqui se entiende porque este factor modifica el foco de los perfiles parabdlicos.
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