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Resumen

Este trabajo se centra en el uso de las formulaciones de ecuaciones integrales (FEI) para
el desarrollo de esquemas numéricos para sistemas reaccién-transporte. Las FEI consisten en
transformar los operadores diferenciales a operadores integrales, permitiendo la incorporacién
exacta de las condiciones a la frontera y la reduccion en la propagacion del error ocasionada por
la discretizacion de derivadas numeéricas. Ademads, los esquemas integrales se caracterizan por su
metodologia sistematica y su estructura matematica que permite la facil interpretacion fisica de
los procesos involucrados en los sistemas reaccion-transporte.

Por otro lado, es bien sabido que los esquemas basados en la discretizacién de los operadores
diferenciales como son las diferencias finitas no estdndar (DFNE), proveen mejores aproximacién
que los esquemas clasicos de diferencias finitas. Sin embargo, dichos esquemas se obtienen a partir
de expansiones de Taylor truncadas y de reglas Heuristicas. Con el objeto de sistematizar la
metodologia de obtencién de los esquemas de DFNE, en trabajos recientes se ha demostrado que
dichos esquemas pueden ser obtenidos como un caso particular de las FEI. En el desarrollo de
los esquemas de diferencias finitas basadas en formulaciones integrales (DFFI) no es necesario
el uso de expansiones de series de Taylor o reglas Heuristicas; inicamente se emplean reglas de
cuadratura para las integrales. Ademas, el esquema DFFI incorpora factores de ponderaciéon en
la discretizacion de los nodos en la frontera que mejoran la aproximacién numérica del esquema
tradicional diferencias finitas.

En este trabajo se extienden los resultados de DFFI a problemas dindmicos tipo reaccién-
transporte con condiciones a la frontera generales, bajo ciertas condiciones reproducen los
resultados reportados en la literatura. Mas aun, se suponen diferentes esquemas de discretizacién
de las integrales en las FEI, lo que conduce a esquemas DFFI con estructura no local (i.e., que
consideran nodos adyacentes al punto evaluado en el término fuente). Debido a que los esquemas
de DFFI se basan en metodologias sistematicas no es dificil extenderlos a procesos reaccién-
difusién-conveccién y/o a procesos de mayor dimensionalidad (e.g., 2 dimensiones). Finalmente,
se muestra la generalidad de los esquemas integrales extendiendo los resultados encontrados a
problemas reaccién-transporte descritos por derivadas de orden arbitrario. Particularmente, se

desarrollan los esquemas numéricos para la solucién sistemas reaccién-difusién fraccionales.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los procesos reaccién-transporte (RT) son caracterizados por el acoplamiento de reacciones
quimicas o bioquimicas con fenémenos de transporte (e.g., difusién, conveccién, dispersién) y
son ampliamente estudiados en diversos campos de la ciencia y de la ingenieria para describir
fenémenos no lineales, tales como excitabilidad, biestabilidad, periodicidad, caos o formacién
de patrones espacio-temporales (Walleczek, 2000). Particularmente en ingenierfa quimica los
fenémenos RT describen una gran gama de procesos de gran importancia industrial. Por
ejemplo, reactores quimicos/bioquimicos de lecho empacado (Froment y Bishoff, 1990; Sheintuch
y Nekhamkina, 2001), columnas de destilacién y absorcién reactiva (Noeres y col., 2003), el
transporte en particulas cataliticas (Aris, 1975; Sheintuch, 1996), disenio de operaciones unitarias
(Geankoplis, 2003), entre otros.

Los modelos matemaéticos que describen el comportamiento dindmico de los procesos RT son
descritos mediante ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Los métodos de solucién de las EDP
se pueden dividir en métodos analiticos y métodos numéricos. Los métodos analiticos estan
restringidos a la solucién de problemas lineales y a la solucién de problemas no lineales especificos.
Sin embargo, la gran mayoria de los problemas fisicos de interés que se abordan en ingenieria son
modelados con ecuaciones no lineales, donde el uso de los métodos analiticos estd limitado. En
ingenieria quimica, el estudio detallado de los procesos RT es de gran importancia en la toma
de decisiones practico-industrial. Una alternativa para la mejora de los procesos industriales es
el diseno de estrategias de control y optimizacién, sin embargo, la aplicacion directa de estas
técnicas en los procesos reales puede llegar a ser muy costosa (Morari y Zafiriou, 1989; Luyben,
1990). En ese sentido, la simulacién numérica juega un papel importante reduciendo los costos de

implementacién, por lo que es fundamental el desarrollo de técnicas numéricas que fortalezcan la



credibilidad de las simulaciones frente a los procesos reales.

Debido a la simplicidad y a los extensos resultados en el andlisis de estabilidad, convergencia y
técnicas de implementacién computacional; el método de diferencias finitas (DF) es ampliamente
usado para resolver problemas RT. Ademads, en las ultimas décadas se han reportado considerables
esfuerzos en la mejora del esquema cldsico de DF. Sin embargo, dichos esquemas estan basados,
por lo regular, en soluciones analiticas de problemas lineales y en reglas Heuristicas.

Por otro lado, recientemente se ha demostrado que las formulaciones de ecuaciones integrales
(FEI) proveen esquemas numéricos estables, con mejor orden de aproximacién, menor tiempo
de computo que los esquemas clasicos de DF (Valdés-Parada y col., 2008). Aun mads, las FEI
proveen una buena interpretacion fisica de los fenémenos involucrados, siendo la funciéon de Green
la encargada de describir los fenémenos de transporte. Ademas se ha demostrado que a partir de
formulaciones integrales basadas en funciones de Green es posible obtener de manera sistematica
esquemas no estandar de diferencias finitas (Alvarez-Ramirez y col., 2007). Los esquemas de
diferencias finitas basados en formulaciones integrales (DFFI) proveen ventajas de aproximacién
numérica como la incorporacién exacta de las condiciones a la frontera y la reduccién del error de
propagacion ocasionada por la diferenciacién numérica.

Este trabajo estéd orientado al uso de las FEI para el desarrollo de esquemas de discretizacion
numérica en problemas reaccién-transporte con el propésito de: i) proporcionar informacién acerca
del sistema que ayude a comprender mejor los fenémenos fisicos que se llevan a cabo en las
interacciones reaccién-transporte, ii) disminuir los errores de aproximacién numérica ocasionados
por la discretizacién directa de los operadores diferenciales y iii) analizar las ventajas numéricas

de incorporar exactamente las condiciones de frontera en los esquemas de DFFI.

1.2. Antecedentes

El estudio de los fenémenos reacciéon-transporte mediante modelos matematicos puede traer
beneficios en todas las fases de la ingenieria quimica (i.e., en las etapas de investigacién y
desarrollo, disefio de equipo, condiciones de operacién, control y optimizacién). Por tal motivo,
es imprescindible contar con modelos matematicos confiables que describan de manera precisa el
comportamiento fisico de los sistemas y al mismo tiempo contar con metodologias de solucién
numeéricas estables que no incrementen las incertidumbre de los modelos.

En la literatura se han reportado diversas metodologias numéricas para la solucién de EDP,
entre las mds populares se encuentran los métodos de elemento finito (Melenk y Babuska, 1996;
Thomée, 2001; Bermejo y Carpio, 2008), colocacién ortogonal (Villadsen y Stewart 1967; Carey
y Finlayson, 1974; Alhumaizi, 2006), volumen finito (Eymard y col., 1996; Fatehi y col., 2009),



metodos espectrales (Bayliss, 1989; Gottlieb y Hesthaven, 2001) entre otros. Sin embargo, debido
a los extensos resultados reportados en cuestion de andlisis de estabilidad, convergencia y técnicas
de implementacién computacional (Hoff, 1978; Smith, 1985; Ames, 1993; Li y col., 1994; Ascher
y col., 1995; Pao, 2002, Ataie-Ashtiani y Hosseini, 2005) el método de diferencias finitas (DF)
(Hildebrand, 1968; Smith, 1985) es el mds usado para resolver problemas modelados con EDP. El
esquema de DF consiste en representar adecuadamente los operadores diferenciales en expansiones
en series de Taylor. Para obtener una aproximacién adecuada, el dominio de la ecuacién diferencial
debe dividirse en un nimero de nodos suficientemente grande. En muchos casos, a medida que se
incrementa el niimero de nodos, la precisién de la solucion obtenida sera mayor, pero en la mayoria
de los casos, la convergencia es més lenta (Jiménez-Islas, 1999). Particularmente en procesos
en ingenieria quimica el esquema de DF ha sido ampliamente usado para obtener soluciones
aproximadas de los modelos matematicos (Rice, 1995).

En la actualidad, los esquemas de diferencias finitas juegan un papel muy importante en
la aproximacién numérica de las ecuaciones diferenciales, sin embargo, no todas las soluciones
obtenidas por este método cuentan con las mismas propiedades que el sistema original, a estas
variaciones se les conoce como inestabilidades numéricas. Estas inestabilidades pueden generarse
por factores como la introduccién de pardmetros extras en la discretizacion de sistemas continuos
(e.g., tamano de la malla, paso de integracién). Motivado por la aparicién de inestabilidades
numéricas en los esquemas estdndar de DF, Mickens (1989) desarroll6 un esquema de diferencias
finitas empleando la solucién analitica del problema original y reglas ad hoc; esta nueva variante
del esquema tradicional de DF es llamada diferencias finitas no estandar (DFNE). Este esquema
a partir de diferencias finitas exactas obtenidas de la solucién analitica de la ecuacion diferencial.
Adicionalmente, mediante el uso de reglas Heuristicas se descompone el término fuente para extraer
informacién de los nodos adyacentes al punto evaluado (i.e., informacién no local) (Anguelov y
Lubama, 2001; Anguelov y col., 2003,2005; Mickens, 1994,1999). Por lo anterior el esquema de
DFNE es una herramienta numérica que preserva propiedades de la solucién exacta de las EDP,
tales como: positividad, propiedades de estabilidad, existencia de diversas soluciones complejas
(e.g., ciclos limites, caos). Aunque algunos resultados analiticos y numéricos han mostrado que
este tipo de esquemas pueden significar mejoras sobre el esquema tradicional de DF, los esquemas
de DFNE estan basados en series de Taylor trucadas, soluciones analiticas y reglas Heuristicas.
También existen esquemas de diferencias finitas no locales que estian basados en aproximaciones de
Padé, este tipo de esquemas son llamados esquemas compactos de diferencias finitas (CDF). Los
esquemas CDF estdan caracterizados por exhibir ordenes de aproximacién numérica mayores de 2;

dependiendo del orden que se desee obtener es necesario usar mas puntos en la malla computacional



(Lele, 1992).

Un método alternativo para la solucién numérica de EDP apuntando a la eliminacion de las
inestabilidades numéricas que pueden presentarse en las interacciones reaccidén-transporte es el
uso de las FEI. La idea general de FEI es la inversién analitica de los operadores diferenciales a
operadores integrales, permitiendo una directa incorporacién de las condiciones de frontera y la
reduccién en la propagacién del error ocasionada por las derivadas numéricas. Esta metodologia ha
sido aplicada en la solucién numérica en diferentes campos de la ingenierfa, tales como, en la fisica y
mecénica cudntica, ciencia de los materiales (Pan, 1997), electromagnetismo (Duffin y Mcwhirter,
1974), electrénica (Janicki, 2002), entre otros. Sin embargo, a diferencia de los métodos clasicos
de discretizacién, la literatura reportada sobre el uso de las FEI aplicadas a problemas donde
intervienen interacciones reaccién-transporte, es escasa. Algunos de los trabajos mas importantes
son descritos a continuacién.

Los primeros trabajos que aplican esta técnica a sistemas reaccién-transporte son reportados
por Kesten (1969), que mediante FEI estim6 los perfiles de concentracién y temperatura internas
en un catalizador poroso. Estos resultados se compararon con un esquema clasico de diferencias
finitas, determinando que con FEI los tiempos de cémputo son menores. Posteriormente Dixit y
Tavlarides (1982) realizaron el andlisis de la reaccién de sintesis Fisher-Tropsch mediante el calculo
del factor de efectividad (n) a diferentes condiciones externas, para ello emplearon balances de masa
y calor en forma diferencial que transforman a ecuaciones integrales. Poco después, Mukkavilli y
col., (1987) realizaron el andlisis de la reaccién quimica no isotérmica de un catalizador poroso
con forma cilindrica considerando un modelo en dos dimensiones (coordenadas radial y axial),
para diferentes condiciones de frontera (con y sin resistencia externa). Emplearon un esquema
de Newton-Kantorovich para la soluciéon de la ecuacién integral no lineal resultante de la FEL.
Otros estudios demostraron que los métodos integrales son eficientes para la solucién de ecuaciones
diferenciales parabdlicas en dos y tres dimensiones (Taigbenu y Liggett, 1985; Dargush y Banerjee,
1991). Para el caso dindmico, Taighenu y Onyejekwe (1998; 1999) derivaron la formulacién integral
de un modelo reaccion-difusion, para el calculo del kernel de la FEI proponen dos metodologias,
la primera se basa en considerar el problema en cuasi-estado estacionario, es decir, la formulacién
integral se plantea tnicamente para el operador de transporte. Mientras que para la segunda
formulacion se considera el problema completo, el operador difusivo y la derivada temporal. Sus
resultados computacionales muestran que el esquema discreto resultante de la primera formulacién
es la mds conveniente. En problemas de transporte de calor bidimensionales, Cole y Ken (2001)
calcularon la funciéon de Green bidimensional a partir de series en términos de exponenciales las

cuales muestran mejores propiedades numéricas que las funciones hiperbdlicas. Posteriormente,



Onyejekwe (1996, 2002) mediante el uso de FEI resuelve numéricamente un sistema reaccién-
difusién en diferentes geometrias (e.g., rectangular, cilindrica y esférica). Ademas utiliz6 un modelo
de reaccién-difusién de un proceso donde se lleva a cabo una reaccién de combustién en un
reactor tubular. Recientemente, Valdés-Parada y col., (2008a,b) en base a extensas simulaciones
demuestran que en procesos estacionarios tanto de reaccién-difusién como en reaccion-difusion-
conveccion las FEI tienen considerables ventajas frente a los esquemas cldsicos de DF, que se
reflejan en la reduccién del tamainio de malla y en el tiempo de computo. Hernandez-Martinez
(2008) emplea las FEI mediante el método de variacién de parametros para resolver numéricamente
el modelo de un reactor tubular no isotérmico. El andlisis se realizé en estado estacionario y
dinamico. Las simulaciones numéricas se emplearon para el disefio de esquemas de control en
cascada para reactores tubulares. Los resultados obtenidos reafirman la capacidad numérica de
FEI contra DF en modelos reaccién-transporte.

Por otro lado, Alvarez-Ramirez y col., (2007, 2009a,b) demostraron que el esquema de
diferencias finitas es un caso particular de las FEI. De hecho, mostraron que el esquema de
diferencias finitas basadas en formulaciones integrales (DFFI) surge de manera natural sin el
uso de reglas Heuristicas, ademads de la incorporacién exacta de las condiciones de frontera. El
esquema de DFFI modifica la discretizacién de los nodos en la frontera del esquema clasico de
DF mejorando el orden global de la aproximacién numérica. Dicho estudio se enfocé a sistemas
reaccion-difusién en coordenadas rectangulares, curvilineas y de alto orden con condiciones a la
frontera tipo mixtas (i.e., Dirichlet mds Neumann). Sin embargo, existe una gran cantidad de casos
particulares que no han sido estudiados con este enfoque, tales como: condiciones a la frontera tipo
Robin, coeficiente de difusion no homogéneo, sistemas reaccién-difusiéon-conveccion, entre otros.
Es mas, debido las propiedades que exhiben las formulaciones integrales, es posible extender los
resultados reportados en la literatura a sistemas reaccion-transporte fraccionarias, es decir, en
sistemas que son modelados con ecuaciones diferenciales de orden fraccionarios (Podlubny, 1999;
Paradisi y col., 2001; Metzler y Klafter, 2004).

Dados los resultados reportados por Alvarez-Ramirez y col., (2007) y explotando las propiedades
de las FEI, puede ser posible el desarrollo de metodologias sistemdticas que permitan la
construccion de esquemas de DFFI generales. Esto es, esquemas de DFNE que emplean
informacién local y no local, es decir, que emplean informacién de los nodos adyacentes al punto

evaluado en los términos reactivos y de acumulacion.



1.3. Objetivo

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar esquemas robustos de discretizaciéon numérica a partir de formulaciones de ecuaciones
integrales que proporcionen informacion detallada de las interacciones reaccidon-transporte y
que disminuyan los errores de aproximacién numérico que surgen en los esquemas clasicos de

discretizacién.

1.3.2. Objetivos particulares

» Estudiar los métodos de FEI para la solucién de sistemas reaccion-transporte, considerando

diferentes geometrias y condiciones a la frontera.

= Extender los resultados sobre métodos de diferencias finitas no estandar basados en funciones

de Green a problemas reaccion-difusion-conveccion.

» Desarrollar esquemas diferencias finitas basado en formulaciones integrales que considere

informacién no local.

= Evaluar los esquemas de DFFI con informacién del término reactivo local y no local en
diferentes sistemas dinamicos no lineales y verificar la eficacia numérica comparando con los

métodos clasicos de discretizacion.
s Extender los resultados obtenidos a sistemas en 2 dimensiones.

» Explorar la aplicacion de las formulaciones integrales a sistemas reaccién-difusién fraccionarios.

1.4. Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se presenta la metodologia para la solucién de sistemas reaccién-transporte
mediante formulaciones de ecuaciones integrales. Se abordan distintos casos tipicos que surgen en
ingenieria quimica tales como: sistemas reaccién-difusién con coeficientes de difusiéon constante
y variable, para sistemas ortogonales tipicos: coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas.
También se abordan sistemas reaccion-difusion-conveccién. En todos los casos se consideran
condiciones de frontera generales de las cuales se pueden recuperar condiciones tipo Dirichlet,
Neumann y Robin. En la dltima parte de este Capitulo se presenta la aplicaciéon de las FEI a

problemas bidimensionales.



En el Capitulo 3 se describe el desarrollo para la obtencién de esquemas de DFNE a partir de
formulaciones integrales. En la primera parte del desarrollo se obtienen esquemas de DFNE con
estructura local y posteriormente se presenta el desarrollo para obtener las estructura no locales.
Para ilustrar el desempeno numérico de los esquemas obtenidos se presentan las simulaciones
numéricas para los sistemas reaccién-difusion, reaccién-difusién-conveccion y reaccién-difusion
bidimensionales. Los esquemas propuestos son comparados frente a DF y soluciones analiticas.

En el Capitulo 4 se describe el uso de las formulaciones integrales para la solucion de
sistemas reaccion-difusiéon en derivadas fraccionales. Particularmente, se abordan sistemas donde
el transporte difusivo es descrito por una versiéon fraccionaria de ley de Fick. Como un caso
particular se calcula el factor de efectividad fraccional isotérmico y no isotérmico. Asi como en los
Capitulos anteriores para evaluar la eficiencia numérica de los esquemas propuestos, los resultados
se comparan con los obtenidos mediante esquemas de DF.

Finalmente en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones generales del presente trabajo y se

plantean algunas perspectivas a seguir.

1.5. Articulos derivados de la tesis

Cada una de las partes de resultados se basa en versiones modificadas de articulos publicados,
aceptados o enviados para su revision en revistas y congresos especializados. La organizacién de

los articulos es como sigue:

Capitulo 2

» Hernandez-Martinez, E., Alvarez-Ramirez, J., Valdés-Parada F.J. & Puebla H. (2011)
An Integral formulation approach for numerical solution of tubular reactors models.

International Journal of Chemical Reactor Engineering, Acepatdo.

» Hernandez-Martinez E., Valdés-Parada F.J. y Alvarez-Ramirez J. (2011). Formulaciones
Integrales para Sistemas Reaccién-Difusion Generalizadas. Revista Mexicana de Ingenieria

Quimica, Aceptado.

» Hernandez-Martinez E., Puebla H., Alvarez-Ramirez J. y Valdes-Parada F. (2011). Numerical
Solution of Predator-Prey Models. Integral Formulation Approach. A presentarse en el

International Symposium on Mathematical and Computational Biology, Santiago, Chile.

» Hernandez-Martinez E., Valdés-Parada F.J., Alvarez-Ramirez J. y Puebla H. (2011).

Interpretacion Fisica de las Formulaciones Integrales para Sistemas Reaccién-Transporte.



Presentado en el XXXII encuentro del AMIDIQ, Rivera Maya, Quintana Roo.
Capitulo 3

» Hernandez-Martinez, E., Valdés-Parada, F.J. & Alvarez-Ramirez, J. (2011). A Green’s
Function Formulation of Nonlocal Finite-Differences Schemes for Reaction-Diffusion Equations,

Journal of Computational and Applied Mathematics, Vol. 235, 3096-3103.

» Hernandez-Martinez E., Alvarez-Ramirez J. & Valdés-Parada F.J. (2010). Esquema de
diferencias finitas no estdndar para sistemas reaccién-difusién. Presentado en el XXXI

encuentro del AMIDIQ, Huatulco, Oaxaca.

» Hernandez-Martinez, E., Valdés-Parada, F.J. & Alvarez-Ramirez, J. (2011). Nonstandard

Finite Differences Schemes for Reaction-Diffusion-Convection Equations, en preparacion.
Capitulo 4

» Hernandez-Martinez E., Valdés-Parada F.J. y Alvarez-Ramirez J. (2011). Factor de Efectividad
para Pastillas Cataliticas con Difusién No Fickiana. Presentado en el XXXII encuentro del

AMIDIQ, Rivera Maya, Quintana Roo.

» Hernandez-Martinez E., Alvarez-Ramirez J. y Valdés-Parada F.J. (2011). Numerical Solution
of a Class of Fractional Reaction-Diffusion Equations. A Integral Formulation Approach, en

preparacion.



Capitulo 2

Formulaciones de Ecuaciones

Integrales

2.1. Formulaciones integrales para sistemas reacciéon-transporte

A pesar de que se han reportado diversos trabajos donde se emplean las formulaciones integrales
para la solucién de problemas RT, persiste la creencia de que el uso de las FEI en la solucién
de EDP tiene un alto grado de complejidad, lo que ha limitado la aplicacién de esta técnica
en muchos campos de la ciencia y de la ingenieria (Greenberg, 1971), entre ellas la ingenieria
quimica. El proposito de este Capitulo es demostrar que las formulaciones integrales estan
basadas en metodologias sistemdticas y que se pueden extender facilmente a una gran cantidad
de procesos en ingenieria quimica. Para ello, es necesaria la aplicacién de la férmula de Green que
permite trasformar la ecuacién diferencial en una ecuacion integro-diferencial, donde la solucién
de la ecuacion integro-diferencial requiere el calculo de su funciéon de Green correspondiente.
Las ecuaciones resultantes pueden ser consideradas como soluciones exactas de las ecuaciones
diferenciales. Sin embargo, no es posible resolver analiticamente las integrales resultantes debido
a su naturaleza no lineal. Ante esta situacién es necesario recurrir a las metodologias numéricas,
tales como la integracién numérica y la solucién numérica de sistemas de ecuaciones algebraicos
no lineales. Para ilustrar la habilidad sistematica del método se abordaron diferentes problemas de
reaccion transporte, tales como, reaccion-difusion y reaccion-difusién-conveccion. Los resultados
obtenidos son comparados frente a esquemas de DF.

Ademds de las ventajas numéricas que exhiben las FEI, la estructura matematica de los
esquemas integrales permite visualizar los diferentes aportes que componen a los sistemas RT. La

identificacion de dichos fenémenos puede ayudar en la explicacion de los diversos comportamientos



que surgen en las interacciones RT, tales como oscilaciones periddicas, caos, formacion de patrones
espacio-temporal, entre otros (Walleczek, 2000). Para explorar dichas propiedades se analiza
un modelo de interacciones predador-presa y un modelo de un reactor tubular con dispersién
axial donde surgen patrones espacio-temporales. Mediante simulaciones numéricas se muestran
la distribucién espacial y temporal de los diferentes fenémenos que conducen a los diferentes

comportamientos fisicos en sistemas reaccién-transporte.

2.1.1. Formulacién Integral

Para iniciar con el desarrollo se considera siguiente ecuaciéon unidimensional tipo reaccion-

transporte general

ot g(z) oz

ou(x,t) 1 0 [P(x)aug;’t)} — R(u(z,t)) x € [a,b] (2.1)

con condiciones iniciales y de frontera generales

u(0, ) = uin(x) (2.2)
0 t
QQM + Bau(a,t) + v, =0 (2.3)
Ox
ou(b,t
ALY + Byu(b,t) + 7 =0 (2.4)
Ox
donde «y, Bi, Vi, ¢ = a,b son constantes. Con la adecuada seleccion de los pardmetros y

funciones g(z) y P(x), la Ec. (2.1) puede describir fenémenos reaccién-difusién 6 reaccién-difusion-
conveccién. Si definimos a Lu(z,t) = 6% [P(x)%} como el operador diferencial espacial.
Lu(z,t) describe los procesos de transporte, R(u(zx,t)) describe los fendmenos reactivos, g(x) toma
en cuenta la geometria del sistema y/o el factor integrante que agrupa el operador diferencial
difusivo con el operador diferencial convectivo. Una condicién importante para el desarrollo
exitoso de la formulacién integral es que el operador diferencial L sea un operador auto adjunto
(Greenberg, 1971). En el caso que el operador no sea auto adjunto, existen metodologias para
transformar dichos operadores en auto adjuntos (Greenberg, 1971). El operador diferencial descrito

en la Ec. (2.1) tiene la forma auto adjunta, asi que no es necesario hacer ningun tratamiento previo.

Por conveniencia en el desarrollo, re-escribimos a la Ec. (2.1) como

Lu(z,t) = U(z,t) x € [a,b] (2.5)
donde
U(z,t) = g(x) EM((;;,t) + R(u(z,t))
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Ahora, se multiplica a (2.5) por una funcién G(z,x) e integrando por partes se obtiene la
siguiente expresion

ou(z,t)  0G(z,x) b

/abG(z,a:)Lu(z,t)dz:P(z) [G(z,x) - u(z,t)]

+/bu(z,t)L*G(z,x)dz (2.6)

a
La Ec. (2.6) es conocida como la forma integral de la identidad de Lagrange o la férmula de
Green, donde L* es el operador diferencial adjunto asociado con L. Si L* = L uno dice que L es

auto adjunto. De acuerdo a (2.5), la Ec. (2.6) se puede escribir como

b b U\ z Z, T b
/ W ) LGz, )z = / G2, 2)0(, t)dz — P(2) [G(z,x)a ((9; b_ aGéZ’ Juzn| @7)

a

Noétese que la Ec. (2.7) ahora s6lo depende de G(z,x). La funcién G(z,x) es el kernel de la
formulacion integral y es llamada la funcién de Green que satisface el problema de valor a la

frontera original en su forma homogénea, tal que
L*G(z,x) = (2 — x) z € (a,b) (2.8)

con condiciones de frontera homogéneas

%ac:((;:,a:) + B.G(a,x) =0 (2.9)
OzbaGme) + BpG(b,x) =0 (2.10)

donde 6(z —z) es la funcién delta de Dirac. La funcién de Green describe la solucién del problema
de valor a la frontera a través una fuente localizada en x = z. En ese sentido, la solucién del
problema original con fuente ¥(z,t) estd dada por la respuesta impulso G(z, ). Sustituyendo la

Ec. (2.8) en (2.7), obtenemos

b b u(z z,T b
/ u(z,t)é(zx)dz:/ G(z,x)¥(z,t)dz — P(z) G(z,x)8 éz’t) aGéz ) u(z,t) (2.11)

a

Haciendo uso de la propiedad de filtracién de la funcién delta de Dirac (Greenberg, 1971;
Haberman, 2004),

b
/ u(z,t)0(z — x)dz = u(z,t) (2.12)
tenemos que la Ec. (2.11) se reduce a

b u(z 2, T b
u(z,t) :/ G(z,2)¥(z,t)dz — P(z) [G(z,x)a ((92', b _ 8G((92, )u(z,t) (2.13)

a

Finalmente evaluando las condiciones de frontera dadas en las Ecs. (2.3)-(2.4) y (2.9)-(2.10) en

la Ec. (2.13), se obtiene la siguiente expresién

_ Yo 0G(a, ) Y 0G (b, x)
u(z,t) = Pa )Ba 5 P(b)ﬁb 9 / G(z,2)¥(z,t)dz
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o bien

u(x,t) =P(a )’Ya 8Géa ) — P(b) gb aGab T / G(z 8u(z t) ulzt) .
z b z

/ G(z,z)g(2)R(u(z,t))dz (2.14)

A diferencia de los métodos tradicionales para la solucién numérica de problemas de valor a
la frontera (e.g. diferencias finitas, colocacién ortogonal), las formulaciones integrales basadas en
funciones de Green proveen una interpretacién acerca de cémo se llevan a cabo los procesos de

transporte y reaccién. Siguiendo el desarrollo presentado arriba, podemos identificar lo siguiente:

i) En el problema de valor a la frontera original, el transporte es descrito por el operador
diferencial. Mientras que en las FEI los fenémenos de transporte son descritos a través de

la funcién de Green.

ii) La formulacién integral permite identificar que el perfil u(x,t) se compone de la interaccién
de los fenémenos involucrados (acumulacién, reaccién y condiciones de frontera) y cémo son

distribuidos mediante la funcién de Green.

iii) Los primeros dos términos del lado derecho de la Ec. (2.14) describen la influencia de las no

homogeneidades de las condiciones de frontera.

iv) La primera integral es la memoria del sistema e indica cémo cambia el perfil de concentracién
a través del tiempo, los cambios temporales son distribuidos en el espacio mediante la funcién

de Green.

v) La segunda integral denota cémo la funcién de Green (fendémenos de transporte) distribuye

el término fuente (reaccién) a través de todo el dominio.

vi) Si Méf’t) = 0, el perfil de u(x,t) no depende del tiempo, es decir, que la Ec. (2.14) describe

el perfil en estado estacionario de la Ec. (2.1).

2.1.2. Esquemas numéricos

Hasta este punto del desarrollo no se han hecho aproximaciones por lo que la Ec. (2.14) puede
ser considerada como una soluciéon analitica de la ecuacién diferencial original. Para determinar
el perfil de u(x,t) es necesario obtener la expresién de la funcién de Green, la cual puede ser una
expresién analitica o puede quedar expresada como una funcién de P(x). Dado que R(u(zx,t)) es
una funcién de u(x, t), no es posible obtener una solucién analitica explicita de la integral en la Ec.

(2.14). Lo que hace necesario el uso de metodologias numéricas iterativas. En la siguiente seccién
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se describen dos alternativas para la discretizaciéon de las ecuaciones integrales y se presenta el

esquema en DF.

Ecuaciones Integrales

Si consideramos un tamano de malla equidistante, h = (b — a)/(N + 1), con z; = a + ih, ¥;(t) =
U(x;,t) vy ui(t) = u(x;,t) para i = 1,2,..., N en el dominio Q = [a,b]. Entonces, podemos re-
escribir la Ec. (2.14) como

Ya 0G(a, ) ( >E6G(b,l‘)
Ba 0z By, 0z

Nétese que, los nodos de la frontera zp y xx4+1 no son considerados en la Ec. (2.15), esto es

b
ui(t) = / G(z,2;)¥;(t)dz + P(a) (2.15)

porque la metodologia incorpora exactamente las condiciones de frontera. La discretizacién de
la ecuacion integral puede ser estimada mediante cuadraturas numéricas. Por ejemplo, usando la

regla del trapecio para aproximar la integral, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

N
wi(t) = Bi(t) + h > G(zj, ;) Ui(t) (2.16)
j=1
donde
Bi(t) = P(a) 3 20 py 2L OCR) L R )W) + G0, ) W0

Ahora si u(t) = [u1(t),...,un(t)]", Bt) = [Bi(t),...,Bn®)] v ®(t) = [U1(t),..., Un(t)]".

Entonces, la Ec. (2.16) se puede escribir como

u(t) = B(t) + hG* (1)

o bien
du
u(t) = B(t) + hG* [dt + R(t)] (2.17)
donde G* es una matriz de NxN con componentes p; j = g(z;)G(xj,z;), i,j = 1,...,N. Por lo

tanto, el conjunto de N ecuaciones de valor a la frontera estd dado por

W) _ e 2B gy (2.18)

La solucién del sistema de ecuaciones diferenciales (EDO) puede llevarse a cabo mediante
métodos numéricos, tales como los métodos de Runge-Kutta. Una alternativa es hacer una
discretizacién total que incluya la derivada temporal. En ese sentido, definimos § = At como
el paso de integracion, tj, = to+ kd y u¥ = u;(t;,). Para la derivada temporal en (2.18) se propone

RV du(t k_y k=1 - .,
un esquema de Euler implicito, esto es, ucgt’“) ~ *—5—. Esto conduce a la siguiente ecuaciéon

u® = BF 4 (Z) G* [uk —uP 4 RN, k=1,2,... (2.19)
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La Ec. (2.19) es un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales (EAN), el cual para cada
tiempo t* puede ser resuelto usando métodos iterativos (e.g., Newton Raphson, punto fijo). La

ventaja del esquema (2.19) sobre el esquema (2.18) es que no se requiere la inversién de la matriz

G*.

Diferencias Finitas

Considerando una malla regular Xyi0 = x¢,21,22,...,2N,ZN+1 de tamano N en el dominio
Q = [a,b], donde z; = th,i=0,...,N+1,y h = (b—a)/(N +1). Por conveniencia, definimos
y(z,t) = P(w)% y u; = u(z;,t). Entonces, la Ec. (2.5) es

dy(x,t)
ox

= U(z,t) (2.20)

si en la derivada espacial usamos un esquema de diferencias finitas centrales en los puntos i +1/2,

obtenemos para el nodo z;
Yir1/2(t) — Yi—12(t)
h

donde W,(t) = W(x;,t) v y(xi,t) = yi(t). Si P, = P(x;) y sustituimos a y;(t) en la Ec. (2.21),

= U, (t) (2.21)

tenemos 0 (0
1 8u'+1/2 t 8’&'_1/2 t

7 [qurl/zzax - z‘—l/QzT = W;(1) (2.22)

Ahora usando nuevamente un esquema de diferencias finitas centrales en las derivadas, tenemos
Ujr1 — Uj U — Uj—1

Pii1y2 [Zth] — P10 [thz] = U,(t) (2.23)

6 bien

du;  Pirip [uip — s P12 [ug —uiy
_ _ — R(u(t 2.24
e e e R (221

Como las Ecs. (2.18), las Ecs. (2.24) constituyen un conjunto de N EDO que puede ser resuelto

numéricamente mediante métodos estandar de Runge-Kutta o bien se puede hacer la discretizacién

de la derivada temporal y resolver un conjunto de EAN. Por ejemplo, si empleamos un esquema

implicito en d;ti, tenemos

k k—1 k k
i Y Piv1/2 [uiJrl — U

hi gi h?

“ — R(ub) (2.25)

)

P [k
i h?

donde h; es el tamafio del paso de integracion, t* = to + kh; y u¥ = w;(t;). Para incorporar las
condiciones de frontera (2.3) y (2.4) es necesario aproximarlas. Tradicionalmente la aproximacién
de las condiciones de frontera se hace mediante diferencias finitas hacia atras o hacia adelante,
ya que las diferencias finitas centradas introducen un nodo ficticio a una distancia h antes y/o
después del dominio en cuestién (en este caso en a — h 6 b+ h) y en muchos casos los nodos

artificiales pueden no ajustarse a las situaciones fisicas del problema.
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2.2. Sistemas reaccion-difusion

Los sistemas reaccién-difusién son campo de estudio en diferentes areas de la ciencia e ingenieria.
Tipicamente para el estudio de las interacciones del transporte difusivo con las reacciones
quimicas, los parametros del sistema son considerados constantes. Sin embargo, estudios tedéricos y
experimentales muestran que el coeficiente de difusién puede ser una funcién de la concentracién,
temperatura y/o posicién. Por ejemplo, Barrer (1945) presenté una metodologia para el calculo del
coeficiente de difusién (mésico y térmico) como una funcién de la concentracién y de la posicién.
Sus resultados mostraron que cuando el coeficiente no es homogéneo es posible reproducir con
mayor precision los resultados experimentales. Asi mismo, en las interacciones reaccién-difusiéon
pueden surgir formacion de patrones espacio-temporal, los cuales se presentan particularmente
en ambientes espacialmente heterogéneos (Page y col., 2005). Algunos estudios han demostrado
que los coeficientes de difusion variables son un importante regulador de patrones tanto biolégicos
(Schnackenberg, 1979; Othmer y Pate, 1980; Maini y col., 1992) como en interacciones ecoldgicas
(Segel y Jackson, 1972; Benson y col., 1992). Por otro lado, en procesos quimicos, tales como
en sistemas fluidos en medios porosos los coeficientes de difusiéon variable son empleados para
describir los fenémenos de transporte en las zonas de cambios abruptos (Valdés-Parada y col.,
2007).

Empleando los resultados de la seccién anterior desarrollamos las FEI para sistemas reaccién-
difusién abordando diferentes situaciones, tales como, sistemas reaccién-difusién involucrando el
coeficiente de difusién variable, condiciones de frontera generales y diferentes geometrias. Adems4s,
se calcularon los perfiles de densidad de poblacién en un modelo predador-presa con formacion de
patrones espacio-temporal, identificando los aportes individuales de los fenémenos involucrados.

Los resultados obtenidos se compararon con esquemas de DF tradicionales.

2.2.1. Formulaciones integrales para sistemas reacciéon-difusion

Considerando la Ec. (2.1) con g(z) = 2™ y P(z) = z™D(x), se obtiene el siguiente sistema

reaccién-difusion generalizado a una dimensién espacial

Ou(z,t) 1 0 [ ,, ou(z,t)
ot amox [x D(z) ox

] — R(u(z,t)) x € [a, b (2.26)
con condicién inicial y condiciones de frontera no homogéneas generales dadas por las Ecs. (2.2)-
(2.4). En la Ec. (2.26), D(z) es el coeficiente de difusién que es funcién de la posicidn, el pardmetro
m indica la geometria, (m = 0 coordenadas rectangulares, m = 1 cilindricas y m = 2 esféricas).

La Ec. (2.26) puede representar las interacciones reaccién-transporte en una pastilla catalitica.

Para el estudio de pastillas cataliticas el parametro m no esta restringido a valores enteros. Valores
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fraccionales de m pueden modelar el comportamiento de pastillas cataliticas con formas irregulares
(Burghardt y Kubaczka, 1996; Papadias y col., 2000). Por otro lado, las condiciones de frontera
(2.3)-(2.4) pueden simplificarse para describir los fenémenos fisicos que se llevan a cabo en la
frontera de las pastillas cataliticas. Por ejemplo, en x = a condicién de simetria y en x = b
resistencia al transporte externo.

El operador diferencial en la Ec. (2.26) es un operador auto adjunto por lo que es posible

seguir directamente la metodologia presentada en la seccién anterior. Por lo tanto, si definimos

al =+ [ mD(z ) ] tenemos que la formulacién integral para la Ec. (2.26) se puede escribir
como
a , b, t
u(w,t) _amD(CL)gaaG({(;;x)_me(b)fyb 8G «73 / G 8uéz )dz
b
—|—/ G(z,2)z"R(u(z,t))dz (2.27)

Como se enfatizé en la seccién anterior, el calculo de la funcién de Green es la operacién central

de la metodologia propuesta.

2.2.2. Funcion de Green para sistemas reaccion-difusion

Algunos métodos han sido reportados para calcular la funcién de Green G(z,x), tales como
variacién de pardmetros y expansién en funciones propias (Greenberg, 1971; Haberman, 2004).
En este trabajo, se usa el método de la funcién delta de Dirac para calcular la funcién de Green
G(z,z). De las Ecs. (2.8)-(2.10), tenemos que

0 0G(z,x)

5 2" D(z) 9, =0(z —x) z € [a, b] (2.28)

con sus correspondientes condiciones de frontera homogéneas. Teniendo en cuenta que

ooz =d O S EFE (2.29)

oo Sl o z==x

Se propone dividir el problema en dos tramos cuando z < x y cuando z > x, entonces obtenemos

que la ecuacién diferencial (2.28) queda como

;Z [sz(z)aCigi’:U)} =0 z<x
R O UL (230)

Ahora si integramos dos veces a las Ecs. (2.30), tenemos a G(z,x) como

le §mD d§+CQ si z<zx

G(z,x) =
C3fb Wd€+04 si ZZ.T]

(2.31)
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Evaluando las condiciones de frontera (2.9) y (2.10) en (2.31) obtenemos

C’l{f ngg)dg 5 ()} si z<x

Cg[fb ng df O‘bb(:)} si z>x

G(z,x) = (2.32)

Para obtener los pardametros C7 y ('3, necesitamos imponer dos condiciones adicionales. La

primera condicién surge del hecho que el campo de concentraciones es continuo en z = x, entonces
Gzt x) =Gz, x) (2.33)

La segunda condicién resulta de integrar la Ec. (2.28) en los limites z = 2~ y 2 = 2" para dar

0G(z,x) _ 0G(z,x) 1

= 2.34
0z |+ 0z |,_,— 2™mD(x) (2.34)

Después de evaluar la Ec. (2.32) en las Ecs. (2.33) y (2.34) se obtiene

-m ayp b~ .
Gloz) = 1 (fa ng yd€ — ) (fb gmp ©% — 3, bw )) Sl z<w (2.35)
’ aa a -m b : '
Ac (fa ng d§ )(fb ng df g—m) si z>ux
donde

ap ™™ ag aT™

/ &)™ " 5, DB) . Dla)

La Ec. (2.35) es la funcién de Green Correspondlente a problemas reaccién-difusién dados por la
Ec. (2.26) con condiciones de frontera generales. La expresion analitica completa de la funcién de
Green depende directamente de la funcién para el coeficiente de difusién. Si D(z) es una funcién
compleja y no es posible obtener la solucién exacta de las integrales en la Ec. (2.35), podemos
aproximar la funcién de Green mediante métodos de cuadratura. Por otro lado, en procesos en
ingenieria quimica donde es valido considerar un coeficiente de difusién constante, no es dificil

demostrar que la funcién de Green es:

para m # 1
zlfm alf'm a —m zlf'm blfm ap—m
1 (_m—_im—f“a ><_m—_7m—*b ) s1 2 <X
G(z7x) = Af ilfm ilf'm iz —m lef'm bllfm ilb) —m (236)
G <1fm_717m_57aa ><lfm_7lfm_Eb ) si z2>x
con . .
br—m a ™™ oy, g _
A _v m _ % m
Tl-m 1-m B Ba
y param =1
1 (ln(z) —In(a) — %= a*1> (ln(w) —In(b) — &b ) sioz<x
G(z,x) = — “ (2.37)
Ac (ln(:p) —In(a) — 3= a‘l) (ln(z) —In(b) — $b ) si z>uw



donde

ch —1 O[a -1
Aqg =In(b) —In(a) + —b"" — —a
¢ =n(b) —In(a) B 3.

La formulacién integral de la ecuacién diferencial (2.26) se compone de las Ecs. (2.27)-(2.35).
Entonces, el perfil u(x,t) puede ser obtenido mediante los esquemas numéricos discutidos en la
seccion 2.1.2. La Figura 2.1 muestra los efectos tanto de la geometria como de las condiciones de
frontera sobre la distribucién de la funcién de Green. Notese que la distribucion de la funcién de
Green exhibe una curvatura propias del sistema coordenado evaluado (i.e., coordenadas cilindricas
y esféricas). Para condiciones de frontera tipo Dirichlet (ag = oy = 0y o = fp = 1), el valor
de la funciéon de Green se hace cero en las fronteras, esto es debido a que para condiciones de
frontera Dirichlet los valores en las fronteras estan fijos. Mientras que para condiciones de frontera
Neumann y Robin (a, = o = 1y f, = 0) la funcién de Green no desaparece en las fronteras,
ya que los perfiles de u(z,t) dependen de los pardmetros del modelo. Particularmente, en el caso
de condiciones de frontera tipo Robin la distribucién de la funcién de Green va a depender del
parametro Bp. Si B, — 0, la condicién de frontera tiende a ser de tipo Neumann y si 5, — oo

tiende a ser de tipo Dirichlet.

2.2.3. Resultados numéricos

En esta seccién se presentan los resultados numéricos obtenidos a partir de las FEI en la
solucion de los sistemas reaccion-difusién, para ello se resolvieron diversos problemas tipicos que
surgen en el analisis de pastillas cataliticas. Ademads, se muestran los beneficios de trabajar con
ecuaciones integrales sobre la interpretacion fisica de los fenémenos que componen a los sistemas
reaccion-difusién. Para ese fin, se estudié un modelo RD de interacciones predador-presa con
formacién de patrones espacio-temporal. Los resultados numéricos son comparados con DF y con
las soluciones analiticas. En los casos donde no se dispone de la solucién analitica, los resultados se
compararon con los obtenidos mediante Comsol Multiphysics 3.5a usando 2000 nodos en la malla
computacional. Como un indice del error de aproximaciéon numérica se consider6 el error relativo,

el cual es calculado empleando la norma del maximo que estd definido como
E, = max(|ue(x;) — ugp(zi)|) (2.38)

donde N es el nimero de nodos, uqp(z;) es la aproximacion del perfil de concentracion y we(x;)
es el perfil de concentracién exacto o calculado mediante Comsol Multiphysics. Para la solucién
numérica de los modelos propuestos se utilizé el método iterativo de punto fijo sobre relajado.

Como criterio de paro del método iterativo se emplea una tolerancia de 1E-10.
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Figura 2.1: Funcién de Green con pulso concentrado en & = 0.5, para coordenadas rectangulares (m = 0),
cilindricas (m = 1) y esféricas (m = 2), a) condiciones de frontera tipo Neumann (z = 0) mas Dirichlet

(r =1) y b) Dirichlet (x = 0) més Robin (z = 1).

Modelo de pastilla catalitica

Considerando el modelo (2.26) normalizado en x € [0, 1] y con las siguientes condiciones de frontera
(Aris, 1975)

ou(1,t)

i —Bi(u(1) — upuir) (2.39)

En z = 0 la condiciéon de frontera indica simetria, mientras que en x = 1 indica que existe

resistencia al transporte de masa en la superficie de la pastilla catalitica. Bi es el nimero de Biot
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y relaciona el transporte externo entre el transporte interno y upr = 1.0 es la concentracién
normalizada en la fase fluida externa. Bajo las condiciones de frontera (2.39), la formulacién

integral resulta como

b b
u(z,t) = upuk +/ G(z,a:)zmauéi’t)dz—i—/ G(z,x)z™R(u(z,t))dz (2.40)
y la funcién de Green es
1 1 1 .
Cloa) = | ~ e TD@E —Fm S F<e (2.41)

—legmi})@dg—ﬁ(l) si z>x

Para la aproximacién numérica de la ecuacién integral (2.40) se utilizé el esquema dado por
la Ec. (2.19). Mientras que DF se usé el esquema propuesto en la Ec. (2.25) con un esquema de
diferencias hacia adelante y hacia atrds para aproximar las condiciones de frontera en £ = a y
x = b respectivamente. Para iniciar el anélisis se considera la Ec. (2.40) en estado estacionario, es
decir con % =0 y con una velocidad de reaccién de primer orden, R(u(z)) = ¢?u(z), donde ¢
es el modulo de Thiele y relaciona la reaccién quimica y la difusién interna. Param =0, m =2y
Bi = 1.0, la Figura 2.2 muestra la comparacién del error relativo F,., obtenido mediante el esquema
de DF tradicional y la FEI para dos valores del médulo de Thiele (¢ = 0.5 y ¢ = 5.0). Donde se
observa que, en general, la formulaciéon de funciones de Green exhibe mejor desempeno numérico
que DF. Particularmente, en coordenadas rectangulares para ¢ = 0.5 y N = 10, FEI exhibe
errores relativos hasta en 3 érdenes de magnitud menores que DF, mientras que para N = 100 la
diferencia crece hasta 4 6rdenes de magnitud. Esto es debido a que el orden de aproximacién de
FEI es O(h?) mientras que para DF es O(h). Para coordenadas esféricas las diferencias entre los
errores relativos son menores, pero se conservan los mismos o6rdenes de aproximacién para cada
método. Los ordenes globales de aproximaciéon numérica del método de DF son O(h) a pesar de
que la discretizacién de los operadores diferenciales espaciales es de O(h?), esto es debido a que
las condiciones de frontera son aproximados con O(h). La disminucién en el orden global en el
método de DF muestra que dichos esquemas son propagadores de errores.

Es importante resaltar que los errores relativos obtenidos mediante las FEI incrementan cuando
el proceso es controlado por la transferencia de masa, es decir cuando ¢ >> 1. Debido a que
la formulacién integral se basa en la inversién analitica del operador diferencial, el desempeno
numérico de FEI es mayor cuando el transporte difusivo domina sobre los mecanismos de reaccién
(Valdés-Parada y col., 2008a). Para evaluar el desempeno del esquema propuesto para valores
fraccionales de m, se considera una velocidad de reaccién tipo Langmuir-Hinshelwood,
o (1+ u)2u(w;

R =0 )

(2.42)
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Figura 2.2: Error relativo vs. h para una reaccién quimica de primer orden, R(u(z)) = ¢*u(x) y Bi = 1.0,

a) coordenadas rectangulares y b) esféricas.

Para p = 0.5y ¢ = 5.0, la Figura 2.3a muestra los errores relativos a diferentes valores
de m, donde se observa que para cualquier valor de m el método integral preserva ordenes de
aproximaciéon de O(h?) mientras que DF se mantiene con ordenes de aproximacién de O(h).

Por otro lado, si se considera un coeficiente de difusion que depende de la posicion espacial, tal
que, D(z) = Dy(1+ dz) con Dy = 0.3 y § = 5/6 (Barrer, 1945) y con la siguiente velocidad de

reaccién no isotérmica (Aris, 1975),

YE(1 — u(x))
T u<m>>> (2.43)

Para £ = 20.0 y v = 0.2, la Figura 2.4a muestra el efecto de la resistencia al transporte

R(u(x)) = ¢*u(x) exp (

externo sobre el desempeno de los esquemas numéricos. Considerando m = 0, el esquema integral
exhibe menores errores relativos que DF y con ordenes de aproximacién de O(h?). Es importante
resaltar que el orden de aproximacién para DF incrementa cuando Bi >> 1. El esquema de

DF incorpora las condiciones de frontera tipo Neumann y Robin mediante la aproximacion de
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Figura 2.3: Error relativo de sistemas RD en coordenadas irregulares con ¢ = 5.0.

la derivada, mientras que las condiciones tipo Dirichlet se incorporan directamente. Uno de los
aspectos mas importantes para cuantificar el desempeno numeérico es el tiempo de cémputo, que
depende basicamente de la cantidad de iteraciones que requiere el método numérico para converger
al valor aproximado deseado. En la Figura 2.4b se muestra el nimero de iteraciones que requiere
cada método para converger a la soluciéon aproximada contra el tamano de la malla computacional.
Se puede observar que para DF se requiere un nimero mayor de iteraciones a medida que el niimero
de nodos incrementa, mientras que para FEI el nimero de iteraciones se mantiene constante a
pesar del incremento del nimero de nodos. Esto se ve reflejado en los tiempos de cémputo, como
se puede ver en la Tabla 2.1.

Los tiempos de computo son obtenidos mediante el cdlculo de los perfiles de concentracién ()

en estado estacionario para las siguientes velocidades de reaccién y coeficientes de difusién.
s Caso 1: D=cte. y cinética de primer orden
s Caso 2: D=cte. y cinética tipo Langmuir-Hinshelwood
» Caso 3: D(x) = Dy(1 + dx) y cinética no isotérmica.

La Tabla 2.1 reporta el tiempo promedio necesario para obtener el perfil u(x) 10 veces (de 10 a
100 nodos en intervalos de 10 nodos). La Tabla 2.1 muestra cémo varia el tiempo de cémputo con
respecto a ¢, de donde se puede afirmar que las FEI requieren de menores tiempos de cémputo
que los esquemas de DF. Particularmente, las FEI tienen mejor desempeno cuando ¢ < 2, esto
es, cuando los fenémenos difusivos tienen mayor peso en el proceso. Como ya se menciono con
anterioridad es debido a que la formulacién integral estd basada en la inversiéon del operador

difusivo.
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El caso dindmico se analiza mediante las Ecs. (2.40) y (2.41) considerando dos casos: (a) m = 1.5
y con cinética dada por la Ec. (2.42) y (b) m = 0 con coeficiente de difusién reportado en Maini
y col., (1992) (D(x) = Dycosech(r) cosh(kz)) y con velocidad de reaccién dada por la Ec. (2.43).
El error relativo se calcula con la Ec. (2.38) en intervalos de tiempo de At = 0.01. La solucién
aproximada se obtiene empleando 50 nodos en los esquemas (2.19) y (2.25) para FEI y DF,
respectivamente. Las Figuras 2.5 y 2.6 muestran la dinamica del error relativo, donde se observa
lo siguiente: (i) el error relativo muestra una dindmica que corresponde al estado transitorio de la
pastilla catalitica en estudio. Cuando ¢ = 10.0 el procesos llega sibitamente al estado estacionario
mientras que cuando ¢ = 0.1 el proceso llega al estado estacionario a t > 5 (Figura 2.5). (ii) Las
dindmicas del error no muestran grandes cambios con la variacién del nimero de Biot (Figura
2.6), sin embargo es posible observar que las mejores aproximaciones numéricas para las FEI son

cuando Bi — 0. (iii) Como era de esperarse, los errores relativos obtenidos con FEI son mas
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Modulo de Tiempo (seg.)
Thiele Caso 1 Caso 2 Caso 3
¢ FEI DF FEI DF FEI DF
0.1 0.0156 21.184 | 0.0312 23.259 | 0.0936 27.440
0.5 0.0468 19.890 | 0.0462 22.198 | 0.3432 10.998
1.0 0.9560 15.194 | 0.1552 16.832 | 0.4368 9.0320
5.0 0.2340 1.6848 | 0.4680 1.0296 | 4.8516 2.3868
10.0 0.5928 0.5616 | 1.2792 0.4368 | 12.386 2.4804

Tabla 2.1: Tiempo de computo para la soluciéon numérica de sistemas reaccién-difusion.

pequenos cuando ¢ > 1 a cualquier tiempo. (iv) Ambos métodos requieren un mayor nimero de
iteraciones cuando el proceso esté en la fase dindmica. Sin embargo, cuando el proceso se acerca
al estado estacionario el nimero de iteraciones disminuye considerablemente (Figuras 2.5b). En la
fase dindamica las FEI requieren de un menor nimero de iteraciones por cada paso de integracién
y por ende un menor tiempo de cémputo. En general, los resultados numéricos muestran que las
formulaciones integrales son una buena alternativa para la solucién numérica de modelos reaccién-
difusién generales a diferentes condiciones (i.e., condiciones de frontera, geometrias irregulares,

coeficiente de difusién anisotrépico, estado transitorio, etc.).

Modelo predador-presa

Considerando un modelo reaccién-difusién para interacciones predador-presa de la forma (Sherrat

y col., 1995)

ou(z,t) Ou(w,t) u(x,t)
ov(z,t) 0%v(x,1) u(z, t)v(z,t)
con las siguientes condiciones inicial y de frontera
u(z,0) = ugp y v(x,0) = v (2.46)
ou(0,t) ov(0,t)
9 0 Yy 9 0 (2.47)
u(L,t) =0 Yy v(L,t) =0 (2.48)

donde u(x,t) y v(x,t) son la densidad de poblacién de los depredadores y presas respectivamente;

D1 y D son los coeficientes de difusion para los depredadores y presas respectivamente; o, 8y vy
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Figura 2.5: Dindmica del error relativo con cinética tipo Langmuir-Hinshelwood para m = 1.5 y dos valores

@, a) error relativo a cada paso de integracién y b) nimero de iteraciones

son pardmetros positivos constantes. Dadas las condiciones de frontera homogéneas (2.47)-(2.48),

las ecuaciones integrales resultan como

u(z,t) / Gu( / Gu(z,x)Pu(x,t) <1 - vE:C,Q) dz (2.49)

61} (x t) L u(z, t)v(z,t)
(z,t) / Go( dz _/0 Gy(z, 1) |:’U(l’,t)(1 —v(x,t)) + av(a:,t)+7} dz (2.50)

y las funciones de Green son

r—L si z<ux
Gy(z,2) = Gy(z,x) = _ (2.51)
z—L si z>x

Para las simulaciones numéricas, los pardmetros son o« = 3.0, § = 0.1, v = 0.3, D; = 1.0,
Dy =0.1, u9g = vop = 0.1 y L = 10. Usando el esquema implicito dado por la Ec. (2.19) con N = 50

y 6 = 0.01, los perfiles u(z,t) y v(z,t) se muestran en la Figura 2.7 La formulacién integral
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Figura 2.6: Dindmica del error relativo para el sistema RD con coeficiente de difusién no lineal usando
m =0, Dy = 1.0, Kk = 3.4008 y ¢p = 15.0 (Maini y col., 1992) y ¢ = 1.0, a) error relativo y b) nimero de

iteraciones.

permite identificar los diferentes aportes que conforman las interacciones reaccién-transporte.
Por ejemplo, se observa que la Ec. (2.49) se compone de dos integrales, la primera integral
describe como cambia la distribucién de densidad de poblacién tanto en el tiempo como en el
espacio, donde la distribucion espacial es guiada por la funcién de Green. La Figura 2.8a muestra
las distribuciones espacio-temporal del término de acumulaciéon, donde se identifican patrones
periédicos que corresponden a la densidad de poblaciones (Figura 2.7a) y son una consecuencia
de la dindmica entre las poblaciones de las diferentes especies interactuando. La segunda integral
indica céomo se lleva a cabo el proceso de predacién-nacimiento-muerte en los depredadores y como
la funcién de Green distribuye la densidad de poblacién en el espacio. La poblacién de predadores
se llevan a cabo dentro de un ciclo periddico, el cual depende de la cantidad de presas disponibles,

esto es, si existe una gran cantidad de presas la poblacién de predadores aumenta y viceversa
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Figura 2.7: Patrones espacio-temporal del modelo de densidad de poblaciones dado por las ecuaciones

(2.49) y (2.50), a) predador y b) presa.

(Figura 2.8b).

De acuerdo a los resultados descritos arriba, se hacen los siguientes comentarios:

» Para sistemas reaccién-difusion la formulacién integral exhibe un O(h?) para cualquier valor
de m, esto debido a la propiedad de incorporacion exacta de las condiciones de frontera. Por
otro lado, en los esquemas de DF, el operador de difusién es aproximado mediante diferencias
centrales con O(h?). Sin embargo, si las condiciones de frontera son incorporadas mediante
diferencias de O(h), entonces el orden global del método disminuye. Los errores relativos para
DF se aproximan a los calculados por FEI cuando ¢ >> 1. Esto es, porque los mecanismos
de reaccién tienen mayor importancia en el proceso y la aproximacion de la condicion de

frontera es incorporada en el operador de difusion discreto.
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» Los esquemas basados en funciones de Green presentan mejor aproximacién numérica cuando
en los procesos, los fendmenos de transporte tienen mayor importancia (¢ << 1). Esto es
debido a que la formulacion integral se basa en la inversion analitica del operador diferencial,
siendo la funciéon de Green la encargada de representar la distribucion de los fenémenos de

transporte en todo el dominio.

= Los fenémenos de transporte externos afectan directamente al transporte difusivo interno,
por lo tanto el desempeno numérico de las FEI también se ve afectado. A medida que
la resistencia al transporte externo incrementa los errores relativos calculados también
incrementan. Es decir, cuando el proceso es controlado por los fenémenos difusivos internos,

las FEI exhiben mejor desempefio numérico.

s Los esquemas de FEI para solucién numérica de problemas reaccién-difusién requieren
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menores tiempos de computo que los esquemas clasicos de DF. Particularmente, los tiempos

de cémputo son menores cuando en los procesos los fenémenos difusivos son mas importantes.

= A diferencia de los esquemas tradicionales de DF, las formulaciones integrales poseen
una estructura matemadtica que permite identificar cémo evolucionan individualmente los

diferentes fenémenos que componen las interacciones reaccién-difusion.

2.3. Sistemas reaccion-difusion-conveccion

Existen una gran cantidad de procesos que pueden ser descritos por sistemas reaccion-difusion-
conveccién, tales como el estudio de patrones en la morfogénesis (Perumpanani y col., 1995),
formacién de ondas espacio-temporal de procesos biolégicos (Mannsour, 2008), patrones en
interacciones ecolégicas (Malchow, 2008), reacciones quimicas (Matthiessen y Miiller, 1996;
Fernéndez-Garcia, 2008), operaciones unitarias (Epstein y Pojman, 1998; Alhumaizi, 2003; Henda
y Alhumaiz 2002;) entre otros. En muchos procesos industriales los reactores y bioreactores
tubulares son la operacién central, por lo que es de gran interés su estudio. Los reactores tubulares
son sistemas RDC de parametros distribuidos no lineales, debido a que son descritos por ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) derivadas de la aplicacién de principios de conservacién y la presencia
de términos no lineales. Es bien sabido que en muchos modelos matema&ticos no lineales no
se cuentan con soluciones analiticas. Por lo que la solucién numérica de EDP no lineales es
necesaria en el estudio de modelos que describen sistemas RDC. Para evaluar el método propuesto
en ecuaciones RDC se estudian modelos de reactores y bioreactores tubulares con dindmicas

complejas.

2.3.1. FEI para sistemas reaccion-difusién-conveccion

Siguiendo la metodologia presentada en la seccion anterior, se desarrollan esquemas de FEI para
modelos RDC. Para ello se considera el siguiente modelo RDC adimensional,

ou(z,t)  9%u(z,t) _p ou(z,t)
or  oa? “or

con condicién inicial y condiciones de frontera dadas por las Ecs. (2.2)-(2.4). Pe es el ntimero

— R(u(x,t)) x € [a,b] (2.52)

de Péclet, que nos da la relacién del transporte convectivo entre el transporte difusivo. A fin
de desarrollar la formulacién integral para la Ec. (2.52) se requiere que el operador difusién-
conveccion, L = 8—22 — Pea% sea auto adjunto. De acuerdo con Greenberg, (1971) para el operador

0
T
diferencial L = a({)g—; — b({)a% + ¢(&) uno puede usar el factor integrante
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para obtener un operador auto-adjunto, i.e., L = L*. Para la Ec. (2.52) a(§) =1, b(§) = —Pe y
c(§) = 0. Por lo tanto, el factor integrante esta dado por o = exp (—Pex). Entonces, la ecuacién

que usaremos para la derivacién de FEI es

9 [exp(—Pex)augi’t)] = exp(—Pex) [au(aﬁ’t) + R(u(z,t)) (2.53)

ox

Noétese, que la Ec. (2.53) tiene la misma estructura que la Ec. (2.1), donde g(x) = exp(—Pex)
y P(x) = exp(—Pex). Si definimos el operador diferencial en la Ec. (2.53) como Lu(z,t) =

3% exp(—Pex) 8"6(9;’0], tenemos que la formulacion integral estd dada por
a y b’
u(w, ) :exp(—Pea)ga((mg;x) — exp(—Peb)/Z)i’)ac;éij)

ou(z,t)

b b
+/ G(z,x) exp(—Pex) dz+/ G(z,z) exp(—Pex)R(u(z,t))dz (2.54)

La formulacion integral se completa con el calculo de la funcién de Green, el cual es presentado a

continuacion.

2.3.2. Funcion de Green

Para el calculo de la funcién de Green partimos del problema original homogéneo

0G(z,x)

% exp(—Pez) 5 =0(z—x) zE€]Ja,b] (2.55)
con sus correspondientes condiciones homogéneas
0G(a, x) B
Qa5 + B.G(a,x) =0
abaag;,m) + ByG(b,z) =0 (2.56)

Integrando dos veces a (2.55) y evaluando las dos condiciones de frontera y las dos impuestas

(continuidad e integracién de (2.55) en 2 =z~ a z = ™), tenemos que la funcién de Green es

1 (exp(Pez) — exp(Peb)ky) (exp(Pex) — exp(Pea)k,) si z<zx

G(z,x) = —
(&) Ac | (exp(Pex) — exp(Peb)ky) (exp(Pez) — exp(Pea)ky) si z>x

(2.57)
donde ko = Peft + 1, ky = Pe3t + 1y Ag = Pe (exp(Peb)k, — exp(Pea)k,). Las Ecs. (2.54)
y (2.57) son la versién integral del sistema (2.52) con condiciones de frontera generales. Para
condiciones de frontera tipo Dirichlet (i.e. oy = ap =1y By = B = 0), la Figura 2.9 muestra el
efecto del nimero de Péclet sobre la distribucion de la funciéon de Green. Se observa que a medida
Pe incrementa, la funciéon de Green se propaga hacia la frontera z = b, esto es debido a que el

flujo convectivo va de la frontera + = a a z = b y a medida que el Pe crece, la velocidad del
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fluido también incrementa. Para Pe << 1 la propagacion es simétrica debido a que la velocidad
del fluido tiende a cero y la funcién de Green sélo describe los fenémenos difusivos. La funcién de

Green tiende a cero en las fronteras debido a que esta calculada en base a condiciones de frontera

impuestas.
0= ‘ =
ij T 0.0 — -
\N’ N \\\\\v’///” /
O -05 0.5 .
= N h
(] ) /
O 4 \‘\3.0 ’ |
S
o A ,/
o Pe=5.0 7
O 15 | // ]
c . L
0
8 \\ ) /_/
5 7 -7 1
LL
-2.5 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

Figura 2.9: Funcién de Green con pulso concentrado en 2 = 0.5 para sistemas reaccién-difusién-conveccién

con condiciones de frontera tipo Dirichlet.

Por otro lado, si tomamos el limite cuando Pe — 0, es decir, cuando no hay transporte

convectivo, tenemos que la funcién de Green toma la forma de

1 (z—a—%)(x—b—%) si z<uw
G(z,z) = TR— * ’ (2.58)
bmat -5 | (r-a-g)(s-b-%) s 220

La Ec. (2.58) corresponde a la funcién de Green de un sistema reaccién-difusién en coordenadas
rectangulares (Ec. (2.36) con m = 0) y condiciones de frontera generales, esto indica que la
Ec. (2.57) es la funcién de Green general para sistemas RT unidimensionales en coordenadas

cartesianas.

2.3.3. Resultados numéricos

Para evaluar la exactitud numérica del método se estudiaron dos casos: (i) un bioreactor tubular
isotérmico y (ii) un reactor tubular no isotérmico con dispersién axial, ambos bajo condiciones
dindmicas y en estado estacionario. Los resultados numéricos son comparados frente a DF y las
soluciones obtenidas mediante Comsol Multiphysics. Como indice de aproximacion del error, se

calcul6 el error relativo mediante la Ec. (2.38).
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Bioreactor tubular

Considerando un bioreactor tubular isotérmico con dos variables de estado, la concentracién del
substrato, S(,t) y la concentracién de la biomasa, X (£,t). El modelo matemético esta descrito

por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineales (Dramé, 2008),

S (&,t) 028 (&,t) S (&,t)

% D 22 v o Eu(S, X)X (&,t) (2.59)
PXED X6 + (5. X)X (6 ) (2:60)
donde
_ S(&,t)

(S, X) = M X (€0 1 S(E.1) L K TS(E.1)2 (2.61)

con las siguientes condiciones iniciales y de frontera
5(&,0) = So(€) y X(¢,0) = Xo(&) (2.62)

05(0,t) o

o v(S(0,t) — Sin) (2.63)
95D _ (2.64)

23
En la Ecs. (2.59)-(2.60), D, k, kg, Kg, K;, Sin, vy jo son parametros positivos definidos. En
particular, D, v y kg denotan el coeficiente de dispersién axial, la velocidad superficial del fluido y
la constante cinética, respectivamente. Finalmente £ € [0, L] y ¢ > 0 denotan la variable espacial y
temporal, respectivamente, donde L es la longitud del bioreactor. Reareglando la Ec. (2.59) como
9 v\ OS(E )] _ exp (=58) [9S(&,1)
— —— = ku(S, X)X (&, 2.65
o [ (- 56) P S80S0 s oxen| @6

tenemos que la formulacién integral para predecir la concentracién del sustrato en el bioreactor

tubular es

exp (—$2) {85’(2, t)
D ot

L
S(E,1) = Sin + /0 G(z,€) + (S, X)X(z,t)} dz (2.66)

Para las simulaciones numéricas se consideran los siguientes parametros: D = 0.13, K; = 5.0,
o = 0.65, kg = 0.26, L = 1.0, k = 7.0, Kg = 3.0, v = 0.03 y S;, = 10.0 (Dramé, 2008). En
la Figura 2.10 se muestran los perfiles dinamicos de la concentracién del sustrato y biomasa. La
solucién del sistema integro-diferencial se obtuvo a partir del esquema implicito para la derivada
temporal, dado por el esquema (2.19). El sistema EAN resultante es resuelto mediante métodos
de punto fijo sobrerelajado para cada tiempo (t*) con un At = 0.01.

La Figura 2.11 muestra la comparacién de los errores relativos E,., obtenidos con el esquema

de DF y FEI para dos valores del coeficiente de difusién (D = 0.05, D = 5.0) y dos valores de
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Figura 2.10: Solucién numérica de las Ecs. (2.60)-(2.66), a) concentracién de sustrato y b) concentracion

de biomasa.

la constante de la velocidad de reaccién (k = 1.0,k = 10) en estado estacionario. Se observa que
las formulaciones integrales exhiben mayor exactitud numérica que DF, sin embargo cuando los
fenomenos difusivos dominan el proceso k£ >> 1 los errores relativos de DF tienden a los obtenidos
por FEIL Por otro lado, cuando la reaccién quimica domina el proceso (D — oo) las FEI muestran
mejor aproximacién numérica.

Para el caso dindmico se consideran las Ecs. (2.66) y (2.60) con Sy = 1.0y Xo = 1.0, con N = 50
y v = 0.30. La Figura 2.12 muestra los perfiles S(§) y X(§) a cinco diferentes tiempos. Las FEI
muestran menor error de aproximacién numérica que DF (esta observacién es més evidente cerca
de £ = 1.0). El error relativo a ¢ = 0 es cero dadas las condiciones iniciales, a medida que la
concentracién evoluciona con el tiempo los errores relativos crecen y se mantienen constantes
cuando se llega al estado estacionario. La Figura 2.12b muestra la dindmica del error relativo,

donde se observa a tiempos cortos (¢t < 1) los errores relativos para ambos métodos son similares y
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Figura 2.11: Modelo del bioreactor tubular en estado estacionario. Errores relativos vs. h a diferentes

valores de los pardmetros, a) k =1.0y b) D =1.0

a medida que el tiempo crece las FEI muestran menores errores relativos. Lo que es un indicativo

de que las FEI son una alternativa en la aproximaciéon numérica de modelos RDC.

Reactor tubular con dispersién axial no isotérmico

El modelo supone que no hay gradientes de temperatura ni de concentracién en la direccién
radial, que la reacciéon es homogénea, los mecanismos de mezclado axial son descritos por un solo
pardmetro y la reaccién quimica es de primer orden. Los balances de masa y energia adimensionales

para el reactor tubular estdn dados por (Varma and Aris, 1977)

Oc(&,t) 1 0%c(&,t) _0c(€,t)

+ Da(l — c(&, 1)) exp (W> (2.67)

ot Pe,, 02 o€ A+ T(E 1)
OT(t) 1 PT(Et) OT(t) AT(€,1) ‘
ot  Pe, 0 - o¢ +BDa(1—c(, 1)) exp </\—|-T(§,t)> +o(T;-T(&,t)) (2.68)

34



~

0.025}
-=-DF
6+ L
- - FEI .o
= m" 0.02f T
No)) s T
7 > 7
o 4F = _
o -7
g = 0015 o
St S ———
Z 3 5
7 : -
2t 83} 0.01 N
b) *
1+ ( ) \\““*‘<0~77***“
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.0035 1 15 2 25

Posicion, x Tiempo, t

Figura 2.12: Desempefio numérico del bioreactor tubular.

con condiciones iniciales y de frontera

c(6,00=0 vy  T(0) =0 (2.69)

86205’ D _ pepe(0.t) y 8T§2’t) = Pe,T(0,t) (2.70)
dc(1,t) oT(1,t)

e =0 v 5e =0 (2.71)

donde ¢ y T son la concentracion y temperatura en el reactor; t y £ son las variables adimensionales
temporal y espacial; Pe,, y Pejp son los numeros de Péclet para el transporte de masa y calor; o
es el coeficiente adimensional de transporte de calor; Da es el nimero de Damkéhler; B es el calor

de reaccién y A es la energia de activacién adimensional. Re-escribiendo a las Ecs. (2.67)-(2.68),
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como
0 8C(£7t) _ €xXp (_Pemg) 8C(£7t)
5t |ox (- Pen) 2950 | = SRELE) 19980 _ g, ) (272)
9 T (&, t)] _ exp(—Pen) [OT(, 1)
5 [exw (-peng) Tt - oL [OTED gy e ) (2.73)
donde
Ru(e.t) =Dal1 — el exp (s )
Entonces, la formulacion integral del modelo de reactor tubular es
! exp (—Pepz) [0c(z,1)
o(6,t) = /O G, ) 2 [ =9 - Rc(f,t)] i (2.74)



Perfil dindmico de T'(¢,t)
Parametros | hot spot | oscilaciones | cuasi-lineal

Pe,, 5.0 5.0 5.0
Pey, 5.0 5.0 5.0

A 20.0 20.0 20.0

B 5.0 14.0 11.0
Da 0.875 0.185 0.1745

o 5.0 3.0 2.25

T; 0.1 0.0 0.1

Tabla 2.2: Conjuntos de pardmetros del modelo de reactor tubular dadas las Ecs. (2.67)-(2.71)

1 <D (—
R

El modelo de reactor tubular (2.67)-(2.71) puede exhibir diferentes comportamientos de acuerdo

~ Rp(&,1)| dz (2.75)

a los valores de los pardmetros. La Tabla 2.2 muestra dos conjuntos de valores que conducen a
tres diferentes dindmicas del reactor tubular (Figura 2.13).

El andlisis se enfoca en la influencia de los parametros Da y Pe. Cuando Da << 1, el proceso
estd dominado por la reaccién quimica y cuando Da >> 1 el proceso es dominado por los
fenémenos de transporte. Por otro lado, si Pe — oo el transporte es dominado por la difusién y
si Pe — 0 el transporte es dominado por el transporte convectivo.

Para el caso estacionario se emplea el conjunto de datos que describe un hot spot (punto
caliente) en el perfil de temperatura (Tabla 2.2). Como en el caso del bioreactor las Ecs. (2.74)
y (2.75) discretas son resueltas mediante métodos de punto fijo. Para DF, el término convectivo
se discretizdé mediante tres esquemas, hacia atras, hacia adelante y centrales. En la Figura 2.14a
se muestra la influencia en la exactitud del esquema integral con el nimero de Péclet, donde se
muestra que el error de aproximacion numérica se incrementa cuando Pe >> 1, sin embargo, el
orden de aproximacién para todos los casos es de ~ O(h?). Mientras que para DF los érdenes
de aproximacién convergen a O(h) para Pe << 1. Por otro lado, los cambios en el nimero de
Damkholer no son significativos en el desempeno numérico del esquema integral. Sin embargo, se
aprecia que cuando Da — 0, FEI tiene menor error numérico. Mientras que el orden global para
DF en todos los casos es O(h).

La Tabla 2.3 muestra los tiempos de computo requeridos para la solucién numérica de los
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Figura 2.13: Perfiles de temperatura (T'(,t)) correspondientes a los valores de la Tabla 2.2, a) perfil de

temperatura con hot spot, b) oscilaciones periédicas y ¢) perfil cuasi-lineal

modelos de reactores tubulares en estado estacionario. Para observar el efecto del operador
convectivo sobre los tiempos de computo, se propone variar el nimero de Péclet. Diversos trabajos

han reportado que en los sistemas difusién-conveccion, los esquemas numéricos pueden llegar a ser
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Figura 2.14: Errores relativos para el modelo de reactor tubular no isotérmico a diferentes valores de los

pardmetros del sistemas. a) Da = 0.875 y b) Pe = 5.0.

inestables (Leonard, 1979; Chock, 1985; Wang y Hutter, 2001). La Tabla 2.3 muestra los tiempos
de computo para diversas condiciones de operacién en los reactores tubulares, donde se aprecia
que las formulaciones integrales exhiben mejores tiempos de computo que DF. Particularmente
se puede observar que, a medida que el nimero de Péclet incrementa los tiempos de cémputo de
las FEI son menores. Ademés, las FEI mantienen un orden global de O(h?), por lo que se puede
concluir que el esquema integral puede reducir las inestabilidades numéricas producidas por el
operador convectivo.

Para el caso dindmico, se considerd el conjunto de parametros de la Tabla 2.2 con las cuales
el reactor tubular exhibe dindmica oscilatoria (Figura 2.13a). Considerando 50 nodos en la malla
espacial y un At = 0.01, la Figura 2.15a muestra la suma acumulada del error relativo para FEI y
DF, donde se observa que el error obtenido mediante DF crece con mayor magnitud que el obtenido

mediante FEI. De hecho, en la Figura 2.15b se puede observar que el perfil de concentracién
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Reactor tubular Reactor tubular
Numero de | Bioreactor tubular perfil T'(§) con hot spot perfil T'(§) cuasi-lineal
Péclet FEI DF FEI DF FEI DF

0.01 5.332 44.117 10.576 125.846 4.399 308.210
0.1 4.929 5.319 8.658 45.817 4.383 184.237
0.5 3.525 1.185 5.054 13.322 2.932 129.436
1.0 2.636 0.702 3.338 8.314 2.121 76.598
5.0 1.174 0.265 1.045 1.560 0.904 12.792
10.0 1.029 0.234 0.733 0.795 0.592 4.414

Tabla 2.3: Tiempo de cémputo para la solucién numérica de modelos de reactores tubulares.

calculado con DF tiene un desfase de la solucién obtenida mediante Comsol Multiphysics, mientras
los perfiles calculados con FEI el desfase es menor. Este desfase disminuye a medida que se
incrementa el nimero de nodos en la malla computacional para el método de DF, lo que indica
que este fenémeno es debido al error de aproximacién producido por DF.

Ademds de las ventajas de aproximacién numérica que el esquema integral presenta, es
importante resaltar que las FEI tienen una estructura matematica que permite visualizar la
distribucién espacio-temporal de los diferentes aportes que componen a los fenémenos RT. Con
el fin de explorar dicha caracteristica de la formulacion integral, se propone hacer un cambio en
escaléon en el valor de Pej (de Pep, = 5.0 a Pep, = 7.0), esto para observar cémo es el cambio en
la distribucion espacial de los términos de acumulacion y de reacciéon quimica. Debido a que la
funciéon de Green describe los fendémenos de transporte y como el Pey, describe la relacién entre
los fenémenos de transporte involucrados (convectivo/difusivo), un cambio en escalén en el valor
de Pejp, modifica los patrones espacio-temporal que describen la temperatura y concentracién del
reactor tubular. Para un cambio en escaléon en ¢t = 20, la Figura 2.16a muestra la distribucién
del término de reaccién quimica en la direccién espacial y temporal, donde se aprecia como
se modifican los patrones periddicos de la concentracion y pasa de oscilaciones periddicas a un
perfil cuasi-lineal que llega a un estado estacionario. Asi mismo, en la Figura 2.16b se muestra
la distribucién espacial y temporal del término de acumulacién, donde se observa que después
del cambio en el Pe; dicho aporte tiende a cero, que es indicativo de que se llegé a un solo
estado estacionario. Por otro lado, en la Figura 2.16c, se muestran las dindmicas de los aportes

individuales en £ = 0.8, donde se observa el efecto de la adicién del término de acumulacién y
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Figura 2.15: (a) Suma acumulada del error relativo y (b) perfiles oscilatorios de concentracién en & = 0.5.

la reaccién quimica generan las oscilaciones periddicas de la concentracién y posteriormente la
eliminacién de dichas oscilaciones.

De acuerdo a los resultados descritos arriba, se hacen los siguientes comentarios:

= A partir de los resultados obtenidos en la seccién 2.1.1 es posible obtener directamente
los esquemas integrales para sistemas RDC. Lo que indica que las FEI son metodologias
sistematicas y que es posible aplicarlas a una gran cantidad problemas RT que surgen

diversos problemas en ingenieria.

» El uso de las formulaciones de ecuaciones integrales para la solucién de modelos RDC exhiben

ordenes de aproximacién numérica de O(h?) para un amplio rango de pardmetros.

» Los esquema integrales exhiben mejor desempefio numérico cuando Da << 1, esto es
cuando los fenémenos de transporte tienen mayor peso en el procesos global. Los resultados

numéricos indican que las inestabilidades producidas por los operadores de transporte pueden

40



=
%0

w
:'\ 0.6
=]
. -
Q
.=
& 0.4
~

Tiempo, t

0.8
4
g‘\ 0.6
~Q
. —
2
& 04
fa¥
0.2
0
Tiempo, t
2.5 ;

=
< |
< |
Q
Q i
®
=
C P |
) ! ! . s
g -o5, v —Concentracion -
I .z

S 4 Q oo - - -Reaccion ]

15 - - Acumulacion

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo, t

Figura 2.16: Componentes de la formulacién integral para el cdlculo de la temperatura del reactor tubular

con dispersién axial, a) aporte de la reaccién quimica, b) aporte de la acumulacién y c) distribucién de

todos los aportes en £=0.8.

ser reducidas mediante los esquemas integrales.

= En la formulacion integral para procesos RDC, la funcion de Green es la encargada de
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describir los fenémenos difusivos-convectivos en todo el dominio espacial. Por lo tanto, es
posible identificar como influyen los fenémenos de transporte sobre las fronteras y en los

procesos reactivos.

2.4. Sistemas reaccidon-difusion bidimensionales

Debido a la gran cantidad de variables que describen los fenémenos fisicos reales, los modelos
matematicos consideran simplificaciones que facilitan su estudio. Una de las consideraciones maés
comunes es que los procesos importantes se efectian en una sola direccién. Sin embargo, muchos
procesos pueden exhibir formacién de patrones espaciales, por lo que los modelos unidimensionales
no siempre son adecuados para describir tales comportamientos. En ese sentido, es necesario
hacer uso de modelos que consideren dos o las tres dimensiones espaciales. Por ejemplo, en
reacciones quimicas autocataliticas, reactores tubulares, oscilaciones intracelulares de calcio,
medios excitables, dindmica de poblaciones, entre otros (Gray y Scott, 1990; Colin y Balakotaiah,
1994; Goldberter, 1996; Balakotaiah y col., 1999; Murray, 2001; Shuster y col., 2002, Malchow y
col., 2008). En esta parte de la investigacién, extendemos los resultados de FEI en una dimensién
a sistemas RD bidimensionales. Los esquemas integrales bidimensionales muestran que las FEI en
2D conservan las mismas propiedades que los sistemas en 1 dimensién, tanto en estructura como

en desempeno numérico.

2.4.1. FEI para sistemas reaccion-difusiéon bidimensionales

En esta seccién se presenta el desarrollo de la formulacién integral para sistemas RD en dos

dimensiones. Para este fin, se considera la siguiente EDP

u(x,y,t)  0*u(z,y) N O*u(x,y)

- R , Y, t 2.76

- S+ 52— Ru(a, 1) (276)

con su respectiva condicion inicial y condiciones de frontera. Si agrupamos la derivada temporal
y la fuente, y se define a Lu(z,y) = 82%;2’1!) + 82;;@’”; tenemos:

Lu(z,y,t) = ¥(z,y,t) (2.77)

donde V(z,y,t) = W + R(u(z,y,t)). Ahora si se introduce la funciéon G(xg,yo,x,y) y se

integra por partes, obtenemos (Greenberg, 1971)

L rH
/ / G(x())y07x7y)Lu(x07y07t)dy0dx0 =
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L pH
/ u(xo, yo,t) L*G(x0, yo, x,y)dyodzo

a

ou(xg, Yo, t 0G(xo,yo, T, L
/ |: anyf)?m?y) (aow(;go >_ ( Oal'y(()) y)u(x07y0):| dyO

L au(xo,yo,t) aG(x(byvauy)
.'L'(), Yo, T y) ayo - 8y0

H
’U,(x(), y07t):| d.Z'()

a

_|_

(2.78)

La Ec. (2.78) es la versién bidimensional de la férmula de Green, donde L* es el operador
adjunto asociado con L. El Laplaciano (Lu(z,y,t)) es un operador auto-adjunto (Haberman,

2004). Substituyendo la Ec. (2.77) en (2.78), obtenemos

L H
/ / G(I'(),yo,l',y)\:[’(i',y,t)dyodl‘g =

H
:/ / u(fUO,yO>t)L*G($O>y0;fU7y)dyod»??o
a a
L
+

H 0 ,Y0,t)  0G(xo,y0, T,
/ [G(%,yo,w,y) u(zo,40,?) _ 9C(z0,90, 2 y)u(fco,yoyt)] dyo
L

81‘0 aaj‘o a
ou(wo,yo,t)  OG(z0,yo,, H

+ / |:G(x0)y07x7y) u(l; Yo ) - (xo Yo, 7 y)u(xﬂay()at)] de (279)
a Yo 8y0 a

Por otro lado, el problema de valor a la frontera para G(xg,yo,x,y) estd dado por
L*G(x0,y0,2,y) = 6(xo — x)d(yo — v) (2.80)

donde §(zo—x) y d(yo—y) son funciones delta de Dirac. Las condiciones de frontera de la Ec. (2.80)
son las correspondientes condiciones de frontera homogéneas del problema original. Con base a la
propiedad de filtracién de la funcién delta de Dirac, faL faH u(zo,yo)o(xo — )0(yo — y)dyodxy =
u(z,y) (Greenberg, 1971), la Ec. (2.79) se reduce a

l‘ y> / / G any())x y)R(U(l’o,yo,t))dyod:L'o
ou(xo, yo,t
+/ / G(x()aymxay)(gty())dyodxo

8u(:€0, Yo, t) . aG(an Yo, X, y)
dxg Oz

L
u(x07y07t):| dyo

H
+/ |:G(x07y07m7y)
H

L
8 ) 7t 8G 9 ) )
+/ {G(iﬁo’yoviﬂ,y) U(xjyj/o ) _ (»Toajs ° y)u(ﬂﬁo,yoi)} dxg (2.81)

a
Como en el caso unidimensional, es posible observar de la Ec. (2.81) que el perfil u(z,y,t) va

a depender de tres términos. El primer término es la doble integral que describe como la funcién
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de Green propaga la fuente a través de todo el dominio (para ambas direcciones espaciales). La
segunda doble integral es el término de acumulacién y describe cémo evoluciona la parte dindmica
del proceso. El tercer y cuarto términos son integrales de linea que describen el aporte de las
fronteras en las direcciones z y y.

Los términos que describen el aporte en las fronteras se determinan mediante la evaluacién de las
condiciones de frontera del problema original y del problema asociado G(zo, yo,x, y). Nétese que,
si las condiciones de frontera del problema original son homogéneas, no hay aporte en la frontera
y el perfil u(z,y,t) s6lo depende del aporte de la fuente y de la acumulacién. Para determinar
el perfil u(x,y,t), es necesario contar con la expresién de la funcién de Green bidimensional,

G(z0,Y0,,y), que serd calculada en la siguiente seccién.

2.4.2. Funcion de Green bidimensional

En la literatura se han reportado diversos métodos para la obtencién de la funcién de Green
bidimensional, por ejemplo el método de separacién de variables (Ozisik, 1980), método de
las imagenes (Greenberg, 1971), expansién de funciones propias (Haberman, 2004), e incluso
empleando métodos numéricos (Mansur y col., 2009). Aqui se calcula la funcién de Green mediante
el método de expansién de funciones propias. Para emplear este método es necesario identificar el
problema de Sturm-Liouville asociado y obtener sus respectivas funciones y valores propios. Como
el calculo de G(xg,y0,x,y) depende directamente de las condiciones de frontera del problema

original, se abordan dos casos: condiciones de frontera tipo Dirichlet y mixtas.
Condiciones de frontera tipo Dirichlet

Considerando la Ec. (2.80) con condiciones de frontera tipo Dirichlet, tal que

o =a G(x07y07$7y) = 0; o = L G(x()vy()a xvy) =0
Yo =a G(x0,y0,7,y) = 0; vo=H G(vo,y0,2,y) =0 (2.82)

Entonces, proponemos la siguiente expansién de funciones propias

G(z0,y0,%,y) = i Cn(yo) sin (An[zo — a]) (2.83)
n=1
donde C},(yo) son funciones no conocidas y los valores propios son:
An = Ln—ﬂ-a
Sustituyendo la Ec. (2.83) en la Ec. (2.80) tenemos
i [d23;gy0) — AnCn(yo) | sin (An[zo — a]) = 6(x0 — 2)d(yo — y) (2.84)
n=1
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Empleando las propiedades de ortogonalidad de las funciones propias, obtenemos que

d? Cn(v0)

2
T M Cr(yo) = 7,5 (Anlz —al)o(yo — ) (2.85)
Si en la Ec. (2.85), yp # y tenemos que
d2cn(y0>
— Ao (o) = 2.86
5 = A Cilan) =0 (2.86)

cuya solucion es

c1 cosh (Anyo) + cosinh(M\,y0) si yo <y

Cn(yo) = ‘ ' (2.87)
czcosh (A\pyo) + casinh(A,yo) si yo >y
Evaluando las condiciones de frontera en 19, obtenemos
sinh(An [yo—al]) .
eoh - Sl <
Culyo) =~ coh0nd) o=y (2.88)

sinh(An [yo—H]) .
“eohoam) S W0 =Y

Para obtener co v ¢4, necesitamos imponer dos condiciones adicionales. La primera condicion

surge del hecho de que el perfil u(z,y) es continuo en yy = y. Entonces
Ca(y™) = Culy™) (2.89)

La segunda condicién resulta de integrar la Ec. (2.85) con los limites yg = y* y yo = y~ para

dar

dCn(yo) dChn(yo) 2 .
- — = sin (Aplr —a 2.90
. W =gl a) (290)

yo=yT

Evaluando la Ec. (2.88) en las condiciones dadas por las Ecs. (2.89) y (2.90), tenemos que
2 sin (Anx) sinh (A, [y — H]) cosh (A,a)

2T NI —d sinh (0 [H — a)) (2:91)
B 2 sin (Anx) sinh (A, [y — a]) cosh (A, H)
s WA sinh (O [H — a]) (2:92)
sustituyendo las Ecs. (2.91) y (2.92) en (2.88), tenemos
o) = 2 sin (An[z — a]) sinh (Ap[yo — a]) sinh (\, [y — H]) si yo <y (2.03)

An[L = a] sinh (An[H —al) | sinh (A, [yo — H])sinh (Au[y — a]) si o >y
Finalmente sustituyendo (2.93) en (2.83), tenemos que la funcién de Green es

inh (An[yo — inh (A\p[y — H i <
G(xo0,y0,2,y) = Ag sinh (Anlyo = al) sinh (Anly D S? o=y (2.94)
sinh (A, [yo — H]) sinh (A, [y —a]) si yo >y

con & 2 sin(An[zo — a]) sin (An[z — a])
AG_;/\H[L—G] sinh (A, [H — a])
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Una de las caracteristicas de la funcién de Green es la propiedad de simetria. En la Ec. (2.94)
se puede observar que dicha propiedad se cumple en la direcciéon y como en la direcciéon x. Sin
embargo, la Ec. (2.94) solo considera efectos de propagacién en la direccién y. Dado lo anterior
se hace necesario el calculo de otra expresién de la funcién de Green que considere los efectos de

propagacion en la direccién x. Para ello, se propone la siguiente expansién de funciones propias

G(x0,y0,2,y) = Y, Com(0) sin [\ (y0 — a)] (2.95)

m=1

donde los valores propios son,
mm

H—a

Am =

repitiendo los pasos descritos de la Ec. (2.84) a (2.93), tenemos que la funcién de Green con

simetria en la direccién x es

inh (A |20 — inh (Am|z — L i <
G010, 7.1) = Ag sinh (Ap,[zo — a]) sinh (A, [z — L]) si zp <z (2.96)
sinh (Ap,[zo — L]) sinh (A [x — a]) si zp > 2

con - 00 9 sin (Am[yo — a]) sin (Am[y — al)
Asz_:l)\m[H_a] sinh (A, [L — al)

Con las Ecs. (2.94) y (2.96) es posible resolver la Ec. (2.76) con condiciones de frontera no

homogéneas tipo Dirichlet.

Condiciones de frontera tipo mixtas

Si consideramos la Ec. (2.80) con condiciones de frontera homogéneas tipo mixtas (i.e., Dirichlet,

Neumann y Robin), tal que

dG(iUanOny"ay) _ 0, Yo = H dG(x()vyOax?y)
dy dy

dG(J:Ou Yo, T, y)
dx

Yo =a +BG($an0amay):O

zo=a G(zo,y0,2,y) =0; x9=1L =0 (2.97)

donde S es una constante. Si repetimos el procedimiento de la seccién anterior podemos determinar

que las funciones de Green para condiciones mixtas son

cosh (A\n[yo — a]) [\n cosh (A\p[y — H]) + B cosh (A\,[y — H])] si yo <y

G($07y0aw7y) = AG )
cosh (A, [y — al]) [\ cosh (A, [yo — H]) 4+ B cosh (An[yo — H])] si yo >y

(2.98)
con X 2 sin (An[zo — a]) sin (A, [z — a))
A _nz::l L —a X} sinh (Au[L — a]) + BAncosh (Au[L — a])
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donde \,, son las raices de

tan (An[H — a]) — Aﬁn —0
y
- cosh (Ap,[z — L]) sinh (A, [zo — a]) si zp <z
G0, .) = Aa cosh (Ap,[zg — L]) sinh (A [x — a]) si x>z (2.99)
donde
B > 4 cos (Am[yo — al) cos (A [y — al)
Ag == mZ::l 2Am[H — a] + sin (2Am[H — a]) cosh (A [L — a])

donde A\, = % La Figura 2.17 muestra el efecto de las condiciones de frontera sobre la
distribucién de la funciéon de Green. Como en el caso unidimensional para condiciones de frontera
tipo Dirichlet, la funcién de Green se hace cero en las fronteras. Mientras que para condiciones
de frontera Neumann y Robin la funcién de Green no desaparece en las fronteras, en el caso de
condiciones tipo Robin la trayectoria de la funcién de Green va a depender del pardmetro . Si
B — 0, la condicion de frontera tiende a tipo Neumann y si § — oo tiende a tipo Dirichlet.
Notese, que la metodologia presentada para el calculo de la funcién de Green es simple y cubre
los tres tipos de condiciones de frontera mas empleadas en procesos en ingenieria quimica (i.e. tipo
Dirichlet, Neumann y Robin). Asi que el desarrollo puede extenderse a cualquier combinacién en

las condiciones de frontera. Las no homogeneidades en las condiciones de frontera son evaluadas

directamente en las integrales de linea de la Ec. (2.81).

2.4.3. Resultados numéricos

Para ilustrar los beneficios que trae el uso de los esquemas integrales en la solucién de modelos
bidimensionales, se consideraron diferentes casos particulares de la Ec. (2.76). Los resultados se
compararon contra el esquema de DF y con la correspondiente solucién analitica. Como marco de

comparacién se calculé el error relativo usando la siguiente expresion

1 |te, ; — Uap, ;|
E. = Y B 1Y A 2.100
" NN, ; Z Ue, | ( )

donde N, y Ny son el numero de nodos en las direcciones z y y, respectivamente; u,, ; es el valor

de u(z,y) en el punto x = x;, y = y; calculados mediante la solucién analitica; u,p, ; es el valor

de u(z,y) calculados mediante la solucién aproximada.
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Figura 2.17: Funcién de Green bidimensional con pulso concentrado en y = 0.5 y = = 0.5, (a) condiciones

de frontera Dirichlet y (b) condiciones de frontera mixtas (Dirichlet, Neumann y Robin) con Bi = 10.0.

Ecuaciéon de calor

Considerando la Ec. (2.76) en estado estacionario, con término fuente constante y condiciones de

frontera tipo Dirichlet, tenemos

O*u(z,y) N O*u(z,y)
ox? ox2

u(a,y) = uza(y) u(L,y) = vz 1(y)

= (2.101)
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w(z,a) = uyq(x) uw(z, H) = uy g () (2.102)

La Ec. (2.101) describe el transporte de calor en una placa rectangular, donde la temperatura
en los extremos es constante, los perfiles estan dados por las Ecs. (2.102). Para el problema donde
no existe fuente de calor y la temperatura en x = a y = L es cero, la formulacién integral
estd dada por

u(z,y) = /L Wuyﬂ(m)dwo - /L Wuyﬂ(aeo)dm (2.103)
a Yo a Yo
y la funcién de Green bidimensional estd dada por la Ec. (2.96). La forma de la ecuacién diferencial
(i.e. homogénea y con suficientes condiciones homogéneas en la direccién x) permite obtener la
solucién analitica mediante separacién de variables, que es

N

2 (1 — cos(—im)) sin(7x C . .
u(z,y) = Z ( . s(inh(i)7)7) (r2) (ty, i sinh(imy) — uyq sinh(in(y — H))) (2.104)
i=1
Para u(xz,a) = 1, N, = Ny, y L = H = 1.0, la Figura 2.18a muestra el error relativo vs. el

tamano de malla para dos valores de la temperatura en y = H. En este caso las condiciones de
frontera son impuestas (no hay que discretizar derivadas en la frontera), por lo que el orden global
de ambos esquemas, DF y FEI exhiben ordenes de aproximacién de O(h?). Los errores relativos
son practicamente iguales, solo se observa una pequefia disminucion en los errores de aproximacion
para FEI cuando la condicién de frontera tiene mayor peso, es decir, cuando la temperatura de la
frontera y = H crece (Figura 2.18a).

Para ilustrar el efecto de las condiciones de frontera mixtas, la Figura 2.18b muestra los errores
relativos para el mismo problema con las condiciones de frontera dadas por las Ec. (2.105). Como
en el caso unidimensional la discretizacién de las condiciones de frontera reducen el orden global

de aproximacién en el método de DF mientras que las FEI se conservan en O(h?).

ou(L,
u(a,y) = uz,a(y) u(axy) =0
ou(z,a) ou(z, H) .
oy 0 oy Biu(x, H) (2.105)

Por otro lado si se considera el problema de transporte de calor con una fuente de calor constante
(Ec. 2.101) y condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas, tenemos que la funcién de Green

estd dada por la Ec. (2.95) y la ecuacién integral es

L rH
U(.%',y) = / / (I)G(1‘0790>5Uay)dy0d$0 (2106)

y mediante el método de expansion de funciones propias la solucién analitica es

o0

49 — 4P cos(nm) sin(nmzx) | . cosh(nm) — 1
u(z,y) = - sinh(nmy) —————— — cosh(nmy) + 1 (2.107)
Y nz:l 2nm —sin(nw)  (nw)? [ Y sinh(n) Y
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Figura 2.18: Error relativo vs. h, a) condiciones de frontera tipo Dirichlet y b) mixtas.

A pesar de las condiciones tipo Dirichlet, las soluciones aproximadas mediante las FEI muestran
menores errores relativos que con DF. Particularmente, cuando ® > 1 los esquemas numéricos
mediante formulaciones integrales presentan menores errores relativos. Por otro lado, en problemas
donde no existe fuente de calor los tiempos de cémputo requeridos para la solucién numérica de
las FEI son menores que DF. Sin embargo, cuando se incorpora el término fuente, las soluciones
numéricas mediante DF requieren menores tiempos de cémputo (Tabla 2.4), dado que la funcién

de Green estd expresada como una sumatoria y se requiere mayor nimero de iteraciones su calculo.

Pastilla catalitica

Para este caso se consideré la Ec. (2.76) con condiciones de frontera dadas por las Ecs. (2.105)
y con el término fuente, R(u(x,y)) = ¢?u(x,y). Para el calculo del error relativo, Ec. (2.100), se

sustituy6 el valor de wu, ; por el obtenido mediante Comsol Multiphysics.

50



10— 107

-=-FD
/l /l
5 Pt -+~ IEF e
o 10 ot o 10 o
g o g o .
. p— E - . p— R |
= -6 o -7 = -3 a -7
— 10 - e — 10 ¢ " e
L ™ Pk L ™ P
— ™ e — o™ e
: :
m =7 //./ m 4| _
10 .ln 10 ././n
- P -
. ¢=0.1 . $¢=100
-3 -5
107 107
107 107 107 10

Tamafio de malla, h

Tamafio de malla, h

Figura 2.19: Errores relativos para la ecuacién de calor con fuente constante.

d=0 d£0
Bi | FEIL DF | ® | FEI DF
0.01 | 0.7176 1.2948 | 0.01 | 2.6160 0.624
0.1 | 0.7146 1.4352 | 0.1 | 2.6165 0.685
1.0 | 0.7025 1.3416 | 1.0 | 2.6628 0.625
10 | 0.6938 1.0452 | 10 | 2.5692 0.689
100 | 0.7010 0.9360 | 100 | 2.4158 0.780

Tabla 2.4: Tiempo de computo para la solucién numérica de la ecuacion de calor.

Para ¢ > 1 la difusion controla el procesos y si ¢ — 0 la reacciéon controla el proceso. Para el
mismo dominio que los ejemplos anteriores, la Figura 2.20a muestra los errores relativos obtenidos
mediante el esquema integral y DF a Bt constante y dos valores de ¢. Como en los casos anteriores
los errores relativos calculados mediante FEI son menores que los obtenidos mediante DF hasta en
2 6rdenes de magnitud. Asi mismo, se puede observar que el esquema FEI presenta menores errores
relativos a medida que el proceso es controlado por la reacciéon quimica. Resultados similares son
obtenidos para una cinética de segundo orden, R(u(z,y)) = ¢>u?(z,y), lo que indica que el método

integral es una buena alternativa para la soluciéon numérica de EDP en 2D lineales o no lineales.

De acuerdo a los resultados obtenidos, se hacen los siguientes comentarios:

» La féormula de Green puede ser extendida a sistemas con mds de una dimensién (i.e., 2D)
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Figura 2.20: Errores relativos para la pastilla catalitica para dos valores de ¢, a) cinética de primer y b)

segundo orden.

(Haberman, 2004). La diferencia radica en la técnica para el célculo de las funciones de

Green y que en sistemas en 2D surgen funciones de Green para cada direccién espacial.

La ecuacion integral bidimensional tiene la misma estructura matematica que la formulacién

integral unidimensional, asi que los métodos de discretizacién y aproximacién numérica son

analogos.

Para problemas donde no existe fuente las simulaciones numéricas muestran que las FEI

2D proveen esquemas numéricos con ordenes de aproximacién de O(h?) y con tiempos

de computo menores que los esquemas cldsicos de DF. Por otro lado, en problemas con

término fuente los érdenes de aproximacién se conservan (O(h?)), sin embargo, los tiempo

de computo incrementan debido a que las funciones de Green son expresadas mediante

sumatorias.
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» Siguiendo la metodologia arriba descrita es posible obtener formulaciones integrales para
sistemas RDC bidimensionales. Sin embargo, debido a que no existen metodologias analiticas
para la solucion de problemas RDC bidimensionales homogéneos, el célculo de la funcion de
Green es mas complejo. Para el tratamiento de problemas RDC bidimensionales es posible
emplear técnicas de aproximacién numérica para obtener la funciéon de Green correspondiente

(Mansur y col., 2009).

2.5. Comentarios finales

En esta parte del trabajo se demostré que las formulaciones de ecuaciones integrales son una
metodologia sistematica para la soluciéon de problemas reaccién-transporte. Se planteé y se
desarrollé el esquema integral para un sistema reaccion-transporte general con el cual se resolvieron
diferentes casos tipicos que surgen en ingenierfa quimica (i.e., pastillas cataliticas con coeficiente
de difusién variable en coordenadas generalizadas, reactores y bioreactores tubulares). Bajo las
mismas ideas, los resultados obtenidos se extendieron a sistemas reaccion-difusién bidimensionales.
El desarrollo presentado muestra que la funcién de Green es parte central de los esquemas
integrales, ya que, dada la geometria del sistema es la que describe cémo se lleva a cabo la
distribucién espacial de los fenémenos de transporte involucrados.

Uno de los aspectos méas importantes de los esquemas integrales es que permite identificar
la evolucién temporal de las contribuciones individuales, lo que puede proporcionar un mejor
panorama en la explicacion de los fendmenos fisicos involucrados. Al mismo tiempo estd caracteristica
de las FEI pueden conducir a mejores desarrollos de los modelos matemaéticos.

Ademads de ser una metodologia sistemética, las FEI no requieren de la discretizacion de las
condiciones de frontera ya que son incorporadas directamente. Esto provee al método ordenes
de aproximacién globales de O(h?) para cualquier condicién que pueda surgir en problemas
reaccion-transporte. En general, las simulaciones numéricas muestran que las FEI exhiben mejor
desempefio numérico tanto en érdenes de aproximacién como en tiempos de computo que los

obtenidos mediante esquemas clasicos de DF.
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Capitulo 3

Diferencias Finitas a partir de

Formulaciones Integrales

3.1. Diferencias finitas no estandar

Como se ha mencionado en la introduccién, una de las técnicas tradicionales més usadas para
la soluciéon aproximada de problemas descritos por EDP son los esquemas de DF. El método
de DF surge a finales de la década de los 20 con el trabajo de Courant y col., (1928) sobre las
soluciones aproximadas de problemas de la fisica matemaética, donde para la ecuacién de onda
se propone la primera aproximacién de las diferencias finitas y se expone la condicién necesaria
para la convergencia del método numérico, llamada condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL).
Posteriormente, se desarrollé el anélisis de error para problemas elipticos por Gershgorin (1930),
cuyo trabajo se basi en el principio del méximo de la ecuacién de Laplace. Este enfoque fue
retomado en la década de los 60 para el tratamiento de ecuaciones elipticas mediante diversos
esquemas de diferencias (Thomee, 1999).

La teoria general del esquema diferencias finitas para ecuaciones parabdlicas se desarrollé en
las décadas de los 50 y 60, cuando el concepto de estabilidad fue explorado mediante el teorema
de equivalencia de Lax (Lax y Ritchmyer, 1956) y los lemas de la matriz de Kreiss (Kreiss, 1968).
La teoria de estabilidad y convergencia en los esquemas de DF se expandieron a problemas de
ecuaciones hiperbdlicas. En la actualidad el método de diferencias finitas sigue desempenando
un papel dominante en la soluciéon de EDP. Sin embargo, debido a la forma de obtencién de los
esquemas de diferencias, los modelos discretos resultantes de sustituir los operadores diferenciales
por ecuaciones en diferencias no son unicos. Lo que nos conduce a la pregunta ;cual de los

esquemas en DF estandar debe ser utilizado para obtener soluciones numéricas para una ecuacién
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diferencial especifica?, otro problema es la relacién entre las soluciones de un determinado modelo
discreto y la solucién exacta de la ecuacion diferencial correspondiente. Dichas soluciones pueden
no ser equivalentes debido al surgimiento de posibles inestabilidades (Mickens 1994). Una vez
que un modelo discreto se selecciona, el calculo de una soluciéon numérica requiere la eleccion de
parametros adicionales a la ecuacién diferencial, tales como, el tamaino de la malla y el paso de
integracion.

En problemas de ciencias e ingenieria, el paso de integracién debe escogerse de manera
particular de tal forma que los fendémenos fisicos de interés se puedan resolver en la escala
adecuada. Por ejemplo, supongamos que se esta interesado en el andlisis de fenémenos a tiempos
largos o en el comportamiento asintético de la solucién, si escogemos tamaifios de integracién
relativamente grandes puede ser que existan inestabilidades numéricas (Mickens 1994). Se dice que
un sistema tiene inestabilidades cuando la solucién del sistema discreto no converge a cualquier
solucién de la ecuacion diferencial. Motivado por la aparicién de inestabilidades numéricas en
los esquemas estandar de DF, Mickens (1989) propone una variante al esquema de diferencias
finitas tradicionales, la cual es llamada diferencias finitas no estindar (DFNE). Para la adecuada
discretizacion de las ecuaciones diferenciales mediante DFNE es necesario seguir las siguientes

reglas:

= Los oOrdenes de las derivadas discretas debe ser exactamente igual a los 6rdenes de las

correspondientes derivadas de las ecuaciones diferenciales.

s Las funciones de los denominadores para las derivadas discretas, en general deben ser
expresadas en términos de funciones més complicadas que los tamanos de paso usados en
los esquemas de DF convencionales. Por ejemplo, para una derivada de primer orden se

h—1
sustituye a h por eAT, donde h es la distancia entre los nodos en la malla y A es una
constante. Las funciones de los denominadores generalmente son obtenidas a partir de las

soluciones analiticas de ciertas ecuaciones diferenciales lineales.

= Los términos no lineales, en general deben ser modelados mediante mallas computacionales
no locales, esto es, considerando nodos adyacentes al punto evaluado. Por ejemplo, para

f(x;) la funcién no local es f(x;—1,x;, it1).

» La soluciones de ecuaciones diferenciales especiales deben ser obtenidas mediante esquemas

discretos especiales de DF.

» Las soluciones mediante DFNE no deben tener soluciones que no correspondan a las

soluciones de las ecuaciones diferenciales.
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Guiados de las reglas anteriores es posible construir el esquema de DFNE para la solucién
numérica de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, es esencialmente imposible construir esquemas
de DFNE exactos, debido a que para ello es necesario conocer la solucién analitica exacta
de cada ecuacion diferencial. En otras palabras, bajo el panorama antes presentado, solo es
posible construir esquemas DFNE exactos para problemas donde las soluciones analiticas estan
disponibles. La aplicacion a problemas sin solucién exacta es mediante la incorporacién de
las funciones de los denominadores obtenidos en problemas simples a problemas complejos y
planteando una malla no local en los términos no lineales. Bajo esas ideas, los esquemas de
DFNE han sido aplicados a una gran cantidad ecuaciones diferenciales, por ejemplo, en EDO
como la ecuacién logistica, cubica, harmoénica, Van der Pol, Duffing, asi como en EDP como
la ecuacién de difusién, onda, Boltzman, Burgers-Fisher (Mickens, 1994; 2000), entre otros. Por
lo anterior el esquema de DFNE es una herramienta numérica que preserva propiedades de la
solucién exacta de las EDP, tales como: positividad, propiedades de estabilidad, existencia de
diversas soluciones complejas (e.g., ciclos limites, caos). Aunque algunos resultados analiticos y
numéricos han mostrado que este tipo de esquemas pueden significar mejoras sobre el esquema
tradicional de DF, los esquemas de DFNE estan basados en series de Taylor trucadas, soluciones
analiticas y reglas Heuristicas. Por otro lado, existen esquemas de diferencias finitas no locales
que estan basados en aproximaciones de Padé (también pueden ser obtenidos a partir de las
series de Taylor), este tipo de esquemas son llamados esquemas compactos de diferencias finitas
(CDF). Los esquemas CDF son caracterizados por exhibir ordenes de aproximaciones mayores
de 2; dependiendo del orden que se desee obtener es necesario usar mas puntos en la malla
computacional lo que implica considerar un mayor nimero de términos en las series (Lele, 1992).

Recientemente, Alvarez-Ramirez y col., (2007, 2009) demostraron que en modelos RD en estado
estacionario el esquema de DF puede ser obtenido como un caso particular de las FEI, los esquemas
de diferencias finitas basados en formulaciones integrales (DFFI) son un esquema particular de
DFNE. Para obtener los esquemas de DFFI primero se propone la descomposicién del dominio
en N subdominios, resultando N ecuaciones diferenciales, que agrupadas resultan la ecuacién
diferencial original. Posteriormente, se obtienen las FEI de las N ecuaciones diferenciales y se
evalian sus puntos interiores. Finalmente se discretiza la integral mediante reglas de cuadratura
y se evalian las funciones de Green, las expresiones resultantes son un conjunto de ecuaciones
algebraicas que tienen la misma estructura del esquema de DF tradicionales. Alvarez-Ramirez y
col., (2007), demostraron que para condiciones de frontera tipo Dirichlet el esquema resultante
es idéntico al esquema clésico de DF. Para condiciones a la frontera tipo mixtas (Neumann maés

Dirichlet) en coordenadas rectangulares, ellos encontraron que en condiciones de frontera tipo
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Neumann las FEI incorporan un factor de peso que mejora la aproximacién numérica del esquema
cldsico de DF. Posteriormente muestran que para coordenadas curvilineas (cilindricas y esféricas)
los factores de peso surgen como efecto de la curvatura. Sin embargo el caso con condiciones
a la frontera tipo Robin no fue estudiado y debido a que este tipo de condiciones surgen en
una gran cantidad de procesos es de vital importancia su estudio. Por ejemplo, en la superficie
de las pastillas cataliticas, las condiciones tipo Robin describen la resistencia al transporte de
masa (Aris, 1975), en modelos predador-presa el surgimiento de ondas periédicas que representan
mejor las interacciones poblacionales son mejor descritas mediante el uso las condiciones a la
frontera tipo Robin (Sherrat, 2008). Por otro lado, en modelos biolégicos reaccién-difusién con
aplicacién en el desarrollo de miembros del sistema éseo las condiciones tipo Neumann no describen
satisfactoriamente los procesos reales y las condiciones a la frontera tipo Robin son maés realistas
(Maini y col., 2007). En este sentido, es esencial que el estudio de sistemas reaccién-difusién sea
ampliado a una variedad de condiciones a la frontera. Asi mismo, es de gran importancia el estudio
numeérico de procesos donde los fenémenos de transporte por conveccién son importantes asi como
en sistemas reaccién-transporte de alta dimensionalidad (i.e., 2D y 3D).

En este Capitulo se desarrollan esquemas de DFFI para sistemas reaccién-transporte descritos
por derivadas parciales. Los esquemas resultantes incorporan aproximaciones globales de orden
O(h?) y estructuras no locales en los términos fuente (incluyendo los nodos en la frontera). La
propuesta parte de la descomposicion del dominio de la formulacién integral del problema del valor
a la frontera. Para cada subdominio, la ecuacién integral correspondiente es forzada a tener un
residuo igual a cero dado los puntos en la malla, conduciendo a ecuaciones integro-diferenciales.
Diferentes esquemas de diferencias finitas son obtenidos dependiendo del esquema de dicretizacién
usado para aproximar la integral sobre cada subdominio, desde el esquema clasico de diferencias
finitas hasta esquemas de diferencias finitas con aproximacién no local del término reactivo. Se
consideran condiciones a la frontera generales, mostrando que el esquema de DFFI incorpora de

manera natural los efectos de los nodos en la frontera en la discretizacién aproximada.

3.2. Esquemas de DFFI para sistemas reaccién-difusiéon

Para el desarrollo de los esquemas de DFFI centraremos el andlisis en modelos en coordenadas
rectangulares, para ello, consideramos el siguiente sistema de reaccion-difusion

ou(z,t)  O*u(x,t)
ot 0Ox?

— R(u(z, 1)), x € la,b] (3.1)

con condicién inicial y condiciones de frontera generales dadas por las Ecs. (2.2)-(2.4). De acuerdo
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con los resultados del Capitulo anterior, la formulacién integral de la Ec. (3.1) es

_ 0G(xp,z) v OG (T4, b ou(z,t)
u(z,t) = 9. 5, o / G(z, ) z,t))dz+/a G(z,:c)sz (3.2)

y de la Ec.(2.36) con m = 0, tenemos que la funcién de Green es

B 1 (z—a a)(m—b—%) siz<x
G(Z’x)_b—a—kﬁf—ﬁj (g;—a—[;)(z—b—‘gg) sioz>x (33)

Las Ecs. (3.2) y (3.3) constituyen la formulacién integral del sistema reaccién-difusién con
condiciones de frontera generales. Siguiendo el desarrollo reportado por Alvarez-Ramirez y col.,
(2007) para un tamano de malla equidistante Xy = xo,z1,T2,...,ZN, TN+1, donde xg = x4
Yy TN4+1 = xp con h = x; — x;_1, consideramos la descomposicién parcial del dominio D = [a, b
en D; = [x;—1,%i+1],i =1,..., N (ver Figura 3.1). La descomposicién es aplicada al problema de
valor a la frontera (3.1), obteniendo el siguiente problema

0u(x,t)

s = V() (3.4)

donde W(z,t) = 8u(‘r by R(u(x,t)) y con condiciones de frontera en cada subdominio dadas por

ou(a,t
para D 02D e ) by = 0y ulan 1) = (),
para D; w(zi-1,t) = ui-1(t)|p, , v u(zit1,t) = ui1(t)|p,,,, i=2...N-1
ou(b,t
para Dy ulewoat) = uv 1y, v 0O g G, 1) 9 = 0

Las condiciones de frontera internas (correspondientes a los nodos internos) estan restringidos al
dominio al que pertenecen, por ejemplo, para el problema en el dominio D; la condicién de frontera
en r = x;_1 es u;—1(t) restringido en el dominio D;_1 y para & = ;41 es u;+1(t) restringido en el
dominio D;41.

Por simplicidad en la notacién y con el objetivo de ilustrar la metodologia de obtencién de los
esquemas de DFFI, aqui solo se presenta el desarrollo para los subdominios internos (i.e., para
condiciones de frontera tipo Dirichlet). Los detalles del desarrollo para los nodos en las fronteras
se muestran en el Apéndice A.1. En ese sentido, de la Ec. (3.2) tenemos que la formulacién integral

para cada subdominio interno (i = 2,... N — 1) de la ecuacién diferencial (3.4) es

0G;(wit1, 0G;(zi—1, Fi+1
o) = -t O D4 [ G auene: 39)

Ti—1

y de la Ec. (3.3) se obtienen las funciones de Green correspondientes,

Gilenz) = 1 (z—mi1)(x —wip1) si z<zx (3.6)
o Titl = Ti-1 | (z —xiq1)(x —mizq) si z>w
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Xa ‘xl ‘X"Z X3 xi-] xi xi+l 'X’:N'—Z xN'—[ ‘xN xb

DESCOMPOSICION DEL DOMINIO

Figura 3.1: Descomposicién del dominio del sistema (3.1).

Si las Ecs. (3.5) son evaluadas en su punto interior z;, en cada subdominio D;, se obtienen las

siguientes expresiones

us(t) = %ui_l(t) + %ui+1(t) + / + Gilz, )0z, 1)d= (3.7)

Para resolver las Ecs. (3.7) es necesario discretizar las integrales mediante reglas de cuadratura.

Dependiendo del esquema que se utilice para aproximar la integral, podemos obtener diferentes

soluciones aproximadas de u(z,t).

3.2.1. Esquema local de diferencias finitas

Si consideramos la aplicacién de la regla del trapecio basada en tres puntos equidistantes
[zi—1, %, Ti+1] se pueden aproximar las integrales como
Ti41 1 9
/ Gi(z,2)¥(z,t)dz = _Qh U, (t) (3.8)
Ti—1
Sustituyendo las Ecs. (3.8) en las Ecs. (3.7), tenemos

wilt) = —%hQ\Ifi(t) + %ui_l(t) + %ui_,_l(t) (3.9)

Si rearreglamos las Ecs. (3.9) obtenemos el siguiente sistema

Ui+1 (t) — 2ul(t) + Uifl(t)
h2

U, (t) = (3.10)
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Siguiendo la metodologia planteada arriba es posible obtener el esquema en diferencias para

los subdominios Dy y Dy, completando asi el esquema de DFFI locales para la Ec. (3.1), como

wi1ua(t) — weur(t) — wl,ogf

Uy (t) = 2
i1 () — 2u;(t i—1(t
w ) = w22 Fua® v
b
—g91,02 — g2,1un(t) + g1,1un—1(t)
Uy (t) = B e (3.11)
donde b ioa Bt o
wi'Zij’Ba y gi‘zijﬁb
sJ h _ %% »J h + %%

Los detalles de los desarrollos pueden verse en el Apéndice A.1. Nétese que, la Ec. (3.11) tiene
la misma estructura que el esquema de diferencias finitas tradicionales, Ec. (2.24). Sin embargo,
las ecuaciones correspondientes a la frontera, en x = x1 y © = xn los factores w; ; y g; ; también
afectan a los nodos x2 y zx_1. Mientras que el esquema clasico de DF dichos parametros sélo
afectan hasta x1 y . Las condiciones de frontera tipo Neumann y Dirichlet pueden ser obtenidas

como un caso limite de las condiciones tipo Robin en (3.11).

3.2.2. Esquema no local de diferencias finitas

De acuerdo con Mickens, (1999) y Anguelov y col., (2005) podemos obtener mejores resultados
si se usa una aproximacién no local para las funciones no lineales R(u(z,t)), es decir, empleando
informacién de los nodos adyacentes al punto evaluado en el término fuente o reactivo. Esto es,
la aproximacién del término de reaccién R(u(x,t)) a x = x; involucra no solo el punto evaluado
R(u(z;,t)), sino también a los términos vecinos R(u(z;—1,t) y R(u(z;11,t). En el apartado anterior
se demostré que discretizando las integrales de las Ecs. (3.7) mediante la regla del trapecio se
recupera un esquema de DFNE con término fuente local. Con el objetivo de obtener esquemas de
diferencias no locales (DFNL), se consideran las Ecs. (3.7) y se descomponen las integrales en los
intervalos [x;—1, ;] ¥ [, Tit1], 1 = 2,... N — 1, es decir

Ti41 T Ti4+1
/ Gi(z,2)¥(x,t)dz :/ Gi(z,a:)\If(:L‘,t)dz+/ Gi(z,2)¥(x,t)dz (3.12)

Ti—1 i
En las Ecs. (3.12) se observa que para z € [z;_1, ;] GUnicamente estan disponibles los valores
en la frontera W(x;_1,t) y ¥(x;,t), asi que para conocer el valor de ¥(z,t) en cualquier valor de
z se propone la siguiente aproximacion lineal
U, (t) — U1 (t)
h

\I!(z,t) = \I/i_l(t) + (Z — 1’1’—1) (313)
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donde W;(t) = ¥(x;,t). Sustituyendo la correspondiente funcién de Green, la primera integral del

lado derecho en la Ec. (3.12) toma la forma

/wl Gi(z,2)¥(2,t)dz ~ /JEz (z = 2it)(@ — 2i1) W;q(t) + 2ift) = Lima () (z —wi—1)| dz

- Tiyl — Ti-1 h
(3.14)
Evaluando la integral (3.14) en x = z; e integrando, se obtiene
T; h2 h2
/ Gi(z,2)¥(z,t)dz = ——V,_1(t) — —,(¢t) (3.15)
- 12 6
Haciendo lo mismo para la integral en el dominio z € [z;, z;1+1], tenemos
Pit1 h? [1 2 1
/ Gile,2)0(z0dz ~ — ' [ Lw )+ 2w + 1w @) (3.16)
S 2 |6 3 6
Ahora sustituyendo las Ecs. (3.16) en el esquema integral (3.7), se obtiene
1 4 1 wit1(t) — 2ui(t) + wi—1(t
() wn) 4w = 22 e ) (3.17)

Repitiendo los pasos descritos en las Ecs. (3.12) a (3.17), tenemos que el esquema de DFFI no

local para la Ec. (3.1), esta dado por

we,04* — wiz,6u1(t) + wecus(t)
2

w1 1Wa(t) + was¥i(t) +wi3Po(t) =

S () 2(0) ¢ by (o) = e 22l ()
DaUnr () + gas U (t) + gra¥yoi (f) = 20N 6 +a ;ffuN(t) T 9005, (3.18)
donde los factores de peso w y g son
Wi 5 = LL —3%;2 Y Gij %h —1—3%:‘;’
h=3% h+25,

La discretizacion del operador diferencial espacial en el esquema (3.18) coincide con el esquema
no estandar dado por el sistema (3.10). Sin embargo, en el esquema (3.18) se consideran términos
no locales para la funcién W;(t) (reaccién y derivada temporal). Es importante resaltar que, a
diferencia de los esquemas no locales propuestos por Mickens, (1994), el esquema propuesto no
hace uso de reglas Heuristicas para la aproximacién no local de los términos de reaccion y de
acumulacién. Lo que indica que la metodologia propuesta es sistematica y puede ser extendida a
diferentes tipos de ecuaciones diferenciales.

Para identificar las diferencias entre el esquema clasico de DF y los esquemas de DFNE,
consideramos un problema simétrico de difusion-reaccién en una placa plana, sin resistencia al

transporte de masa en la superficie (Aris, 1975). Entonces tenemos que los pardmetros de la
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condiciones de frontera (2.3) y (2.4) son ag = B =1, By =74 = ap =0, y v = —us, donde ug es

du; (t)
dt

la concentracién en la superficie de la placa. Dado que ¥,;(t) = + R(u;(t)), los esquemas de

diferencias finitas son

» Esquema clasico de DF, Ec. (2.24)

du1 (t) u9 (t) — Ul (t)

duz(t) Uy 1(t> — Qui(t) + ui_l(t) ) .
s + 2 — R(ui(t)), i=2,...,N—1
duézvt(t) === uN(t;)z; ) Ran() (3.19)

» Esquema de DFFI con aproximacién local, Ec. (3.10)

duq (t 2ug(t) —ur(t
;t( ) _ : 2( )hQ 1(1) _ R(u (1))

dug(t) _ wpa(t) = 2us(t) +uia(t) R(ui(t)), i=2,...,N—1

dt h?
ducjzvt(t) === uN(t;); ) Rlan() (3.20)

» Esquema de DFFT con aproximacién no local, Ec. (3.18)

Tdug(t) | S5dun(t)  3dua(t)  2us(t) —w(t) Ri(t)
9 dt 9 dt 9 dt 3  h? '

1dui+1(t) %duz(t) ldui_l(t) _ Ui+1(t) — QUZ(t) + ui_l(t) B R(t) i—9 N_1

6 dt 6 dt 6 dt h?
4duN(t) 1 duN_l(t) Ug — 2uN(t) +uN_1(t)
= - = — 21
6 dt 6 dt h2 R (t) (3:21)
donde

Rat) = 5 Rua(t)) + ¢ Rl (1)) + 5 R(uo(?))
Rilt) =  Ruis (6) + 5 R(ua(t)) + ¢ Rl 1 (1)

Riv(t) = ¢ Rus) + ¢ Rlux (1) + < Rlux 1(1)

Para condiciones de frontera tipo Dirichlet los esquemas de DFFI locales coinciden con los
esquemas clésicos de DF. Sin embargo para condiciones tipo Neumann surge el factor 2/3 en
la discretizaciéon del operador diferencial espacial, este resultado coincide con el reportado en
Alvarez-Ramirez y col., (2007), donde se muestra en base a simulaciones numéricas los beneficios
de este factor de ponderacién. En el esquema de DFFI no local, ademéas de incorporar el factor
2/3, distribuye el aporte de la acumulacién y la reaccién quimica entre nodos vecinos. Con base a

lo anterior se puede comentar lo siguiente:
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a) Los esquemas de DF y DFFT locales consideran el aporte de la reaccién quimica en forma
local, esto es, para un punto especifico x = x; la reaccién quimica solo es evaluada en ese

punto.

b) Para evaluar el aporte de la reaccién quimica en un punto z; dado, la aproximacién mediante
el esquema de DFFI no local requiere de la evaluacién de los nodos adyacentes a x; (i.e. ;41
y xi—1). Esta distribucién se aproxima més a la descripcién de los fenémenos fisicos, debido

a que las reacciones quimicas se llevan a cabo mediante interacciones no locales.

¢) Como se describié en el Capitulo 2, las FEI se caracterizan por poseer una estructura
matematica que permite visualizar cémo se llevan a cabo las interacciones RT. Dichas
caracteristicas se conservan en los esquemas de DFFT no locales, lo que permite una mejor

descripcién de los fenémenos fisicos involucrados.

Por otro lado, para el problema donde la resistencia al transporte de masa en la superficie es

importante, es decir, 8ue’l’t(t) = —DBi(up(t) — us), los factores g;; son los encargados de describir
los efectos de la resistencia al transporte en la frontera. A diferencia del esquema clasico de DF,
DFFTI consideran el efecto a la resistencia al transporte hasta el nodo x = zy_1. En este caso la
propagacion de la funcién de Green depende del Bi. Asi como en la ecuacién en x = x1, en la
ecuacién para x = xy se incorpora el factor de peso 3/2, pero en este caso aparece como producto

del inverso del nimero de Biot.

3.2.3. Resultados numéricos

En esta seccion evaluamos el desempeno numérico de los esquemas DFFI locales y no locales,
para ello se considera la Ec. (3.1) en estado estacionario y dindmico con diferentes condiciones
de frontera. Los resultados obtenidos son comparados frente a DF tradicionales y a las soluciones

analiticas correspondientes.

Estado estacionario

Para este caso, se considera el modelo de una pastilla catalitica dado por la Ec. (3.1) en estado

estacionario, es decir, 6uéf’t) = 0, una reaccién de primer orden R(u(z)) = ¢*u y con x € [0, 1].

Como indice de aproximacién del error, se calcula el factor de efectividad (n), definido como

(Froment y Bischoff, 1990)
- Ji R(u(x))dz

R(upuir) (3.22)
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donde wup, = 1 es la concentraciéon normalizada en la fase fluida externa. Para calcular el error

de aproximacion numérica, se define el error relativo como

By, = 1= Moo (3.23)
n
-3
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Figura 3.2: Factor de efectividad y error de aproximacién para un sistema RD con condiciones de frontera

tipo Dirichlet, a) ¢ = 1.0 y b) ¢ = 20.0.

donde 74, es una aproximacién del factor de efectividad y 71 es el valor exacto. Para condiciones

de frontera tipo Dirichlet (u(0) = 0y u(1) = 1), el factor de efectividad en una placa estd dado

por = —3

tanh( %)

. La Figura 3.2 muestra la comparacién del error de aproximacién (E,,) obtenido

con DF y los esquemas de DFFI para dos valores del modulo de Thiele. Para condiciones de

frontera tipo Dirichlet, el esquema DFFI locales es igual al esquema clasico de DF, por lo que los

errores relativos son idénticos. Mientras que el esquema DFFI no local muestra mejor desempeno

numérico que DF y DFFI locales, debido a que el término fuente tiene mejor aproximacién al usar

nodos adyacentes al punto evaluado (Figura 3.2). Este comportamiento se aprecia mejor cuando
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¢ > 1, es decir, cuando los mecanismos de reaccién son més importantes.

Si ahora consideramos el mismo sistema pero con condiciones de frontera tipo mixtas (Neumann

maés Dirichlet), el factor de efectividad estd dado por n =

%. Para condiciones de frontera

tipo Neumann en los esquemas de DFFI surge el peso 3/2 (Alvarez-Ramirez y col., 2007). Los

beneficios de este parametro de ponderacién se aprecian cuando el proceso es controlado por

la reaccién (¢ < 1) y cuando ¢ > 1 los errores de aproximacién se aproximan a los obtenidos

mediante DF. En la Figura 3.3 se observa el comportamiento antes descrito. Cuando ¢ >> 1 los

esquemas DFFI no locales conservan menores errores de aproximaciéon que DF al converger mas

rapido al valor exacto del factor de efectividad.
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Figura 3.3: Factor de efectividad vs. ntimero de nodos para el sistema RD con condiciones de frontera tipo

Mixtas (Neumann més Dirichlet)

du(0)
'’ dx

=0yu(l)=1,a) =10y b) ¢ =200

Finalmente, si consideramos condiciones de frontera tipo Neumann mas Robin podemos

observar que el error de aproximacién de los esquemas de DF dependen directamente de dos
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parametros, ¢ y Bi. La funcién analitica de n esta dada por

Bisinh(¢)

n

~ Bigcosh(4) + ¢2sinh(¢)

(3.24)

En la Figura 3.4 se muestran los errores relativos calculados mediante los valores del factor de

efectividad, donde observa que para diferentes situaciones el esquema de DFFI no local muestra

mejor desempenio numérico que DF y DFFI locales. Es importante resaltar que para cualquier

tipo de condicién de frontera el orden global de aproximacién de los esquemas DFFI (local y no

local) es O(h?). Mientras que para DF el orden global para condiciones de frontera Dirichlet es

O(h?) y para condiciones mixtas es O(h).
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Estado transitorio

En este caso se considera un modelo reaccién-difusiéon con reaccién cibica autocatalitica que sigue

la siguiente secuencia de reacciones

P—A
A—B
A+2B =3B
B —=C

y el modelo adimensional que describe la dinamica de los compuestos involucrados estd dado por

el siguiente conjunto de EDP adimensionales (Gray y Scott, 1990)

6u1 82114
1 _pZ 2
871,2 821@
Bt = Dgr s — s (3.26)
8U3 aQU3
T DW + upul + Kus — uz (3.27)
con condiciones de frontera
ul(—l,t) = ul(l,t) =ui,0 (328)
ug(—1,t) = ug(1,t) =0 (3.29)
U3(—1,t) = u;;(l,t) =0 (330)
y las condiciones iniciales son
ui(x,0) =0, uz(x,0) =0 y uz(x,0) =0 (3.31)
donde w;, ¢ = 1,2,3 describen la concentracion adimensional de P, A y B, respectivamente.

Para las simulaciones numéricas se considera el siguiente conjunto de pardmetros: ui o = 0.9226

p=10e—-3, k=10e—2y D =0.05. El célculo del error de aproximacién esta dado por

7
| Ue(0,8i) — uap(0, 44|
E, = E 3.32
" 1 u€(07ti) ( )

donde 440 = t’g;” es el maximo nimero de pasos de integracién, uq,(0, z;) es la aproximacién del
perfil de concentracién en x = 0y u.(0, x;) es el perfil de concentracién calculado mediante Comsol
Multiphysics usando 2000 nodos. Para N = 50, la Figura 3.5 muestra los perfiles espacio-temporal

de concentracion para ui, us y ug, donde se observan oscilaciones periddicas en los estados ug y
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Figura 3.5: Perfiles de concentracién del modelo dado por las Ecs. (3.25)-(3.27), a) uy(z,t), b) ua(z,t) y
c) uz(x,t).
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usg, el estado u; llega al estado estacionario dado a que su ecuacién diferencial esta desacoplada

de las otras dos.
El error de aproximacién acumulado (E,) se muestra en la Figura 3.6, es claro que los

esquemas no locales exhiben menores errores relativos que los esquemas clasicos de DF y dadas
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las condiciones de frontera, el esquema de DFFI con aproximacion local coincide con el esquema

de DF por lo que los errores relativos son los mismos.

7 ‘ ‘
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Figura 3.6: Error relativo dindmico para el modelo reaccién-difusién con reaccién cubica autocatalitica.

De acuerdo a los resultados presentados arriba se hacen los siguientes comentarios:

s A diferencia de los esquemas no estdndar de diferencias finitas propuestas por Mickens,
(1989), los esquemas de DFFI son metodologias sistematicas y no requieren de series de
Taylor truncadas ni de reglas Heuristicas. Para condiciones de frontera Neumann y Robin,
en los esquemas de DFFT surgen factores de ponderacion que mejoran el desempeno numérico

de los esquemas de DF.

» Mediante el adecuado tratamiento de las formulaciones integrales es posible obtener
esquemas de DFFI que consideren informacién no local tanto en los términos reactivos

como en las derivadas temporales.

» En general, los esquemas de DFFI exhiben ordenes de aproximacién global de h2, como
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en las FEI los esquemas de DFFI locales muestran menores errores relativos cuando los
procesos de difusién tienen mayor importancia en el proceso global. Sin embargo, cuando los
esquemas de DFFI cuentan con informacién no local, los errores de aproximacion numérica

no se ven afectados por los procesos reactivos en las interacciones RD.

= Dado que las DFFI son obtenidas de metodologias sistemadticas, a partir de las Ecs. (2.14)

y (2.35) es posible obtener esquemas de DFFI locales y no locales generales.

3.3. Esquemas de DFFI para sistemas reaccion-difusion-conveccion

En esta seccién se retoman los resultados obtenidos en el apartado 2.3.1 para el desarrollo de los
esquemas de DF no estdndar con aproximacién local y no local del término reactivo. Para ese
fin, consideramos el sistema reaccién-difusién-conveccién dado por la Ec. (2.53) con condiciones
inicial y de frontera (2.2) y (2.3)-(2.4), respectivamente. La formulacién integral del sistema RDC
se muestra en la Ec. (2.53) y la funcién de Green en la Ec. (2.53). Nuevamente con el objeto
de no distraer al lector con tediosos desarrollos algebraicos solo presentamos la metodologia para
los subdominios internos (i = 2,..., N — 1). En el Apéndice A.2 se muestra el desarrollo para el
dominio completo. Entonces, retomando las ideas de la discretizacién espacial (Fig. 3.1) se obtiene
el sistema de EDP que posteriormente invertimos a un conjunto de ecuaciones integro-diferenciales,

obteniendo

0G;(xi—1,x) 0Gi(ziy1, )

u(z,t) =exp(—Pex;—1) P ui—1(t) — exp(—PexiH)TuiH(t)

Tit1
+ / Gi(z,z) exp(—Pez)VU(z,t)dz (3.33)
i1

y las funciones de Green para cada subdominio interno son

1 [exp(Pex) — exp(Pex;y1]) [exp(Pez) — exp(Pexi—1)] si z<z

Gi(z,x) (3.34)

 Ag [exp(Pez) — exp(Pex;y1]) [exp(Pex) — exp(Pex;—1)] si z>x
donde

Ag = Peexp(Pexit1) — Peexp(Pex;_1]

Por simplicidad en la notacion, se define §; = exp(Pez;). Entonces, si las Ecs. (3.33) son evaluadas

en su punto interior x;, se obtienen las siguientes expresiones

P i, U(z,t) - (& — &i—1) uit1(t) — (& — &iv1) wi-1 (1)
uift) = /xi1 Gilz, )exp(Pez)d Pe (§i+1 — &i-1) (3:35)

Lo que resta es aproximar las integrales de las Ecs. (3.35), de acuerdo al tipo de aproximacién

de la integral se pueden obtener esquemas de DF locales y no locales.
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3.3.1. Esquema local de diferencias finitas

Si se aproximan las integrales mediante la regla del trapecio para tres puntos equidistantes, se

Tiy1 U(z,t) (& — &i—1) (& — Ei1)
/901'1 Gi(z’x)mdzw Pehg; (éz-i-l i l) nev () (336)

Ahora si se sustituyen las Ecs. (3.36) en las Ecs. (3.35), tenemos

(& = &i—1) uit1(t) — (& — &iv1) wi-1(t) N (& —&i—1) (& — €z+1)h2
Pe (&1 —&i1) Peh&; (§iv1 — &i-1)

Las Ecs. (3.37) puede ser reescritas como

Opui—1(t) — miwi(t) + piwiy1(t)

obtiene

U;(t) (3.37)

Ul(t) = —

i(t) = 3 (3.38)
donde
’ G—&1 &—&pn & — it

El sistema (3.38) es el esquema de diferencias no estdndar para sistemas reaccién-difusion-
conveccion en coordenadas rectangulares y condiciones de frontera generales. Los parametros de
ponderacién 6;, k; y i, i = 2,..., N — 1, son funciones exponenciales que surgen debido al factor
integrante empleado para volver adjunto el operador diferencial espacial. Debido a su naturaleza,
los parametros 0;, x; y u; son dificiles de simplificar. Sin embargo, si tomamos el limite cuando

Pe — 0 la Ec. (3.38) toma la forma

— 2u; + ui—1
h2

U, () = St (3.39)

Este resultado corresponde al esquema de DFFT para sistemas reaccién-difusién desarrollado en
la seccién anterior. Si Pe — 0 indica que el transporte convectivo no es importante en el proceso,

es decir, que sélo existen interacciones reaccién-difusién.

3.3.2. Esquema no local de diferencias finitas

Para este caso se propone descomponer las integrales en las Ecs. (3.35) como
Tit1 T Ti+1
/ Gi(z,2)¥(z,t)dz :/ Gi(z,w)\I/(z,t)dz—F/ Gi(z,x2)U(z,t)dz (3.40)
Ti—1 Ti—1 T
Para la integral en el intervalo = € [z;_1, x;], aproximamos a ¥(z,t) como

\Ifl(t) — \Ifz;l(t)(
h

U(z,t) ~ W,_1(t) — Tiol — Z)

Evaluando la funciéon de Green correspondiente e integrando, obtenemos

/ Gl 2) U (2, )z ~ S S (B (R), 1 (£) + Ba.s(R) Uy ()] B2 (3.41)
§z+1 & 1
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donde

2 Peh ' Pe2h?  Pe2h?
1 <1 1 exp(—Peh) N exp(—Peh)>

Bli(h):1<1 L1 eXp(—Peh))

2 Pe2h? Peh Pe2h2

Repitiendo el procedimiento para la integral en el intervalo = € [x;, z;+1], nos conduce a

Ti4+1 PR SN
/ Gi(z,2)¥(z,t)dz ~ §i —&i

N6 [B3.i(h)W;(t) + Bai(h) Wiy (t)] h” (3.42)
i+1 fzfl

donde

Bs i(h)

1 /1 1 exp(Peh) exp(Peh)
- Peh \2 Pe2h? Peh Pe2h?

1 /1 1 1 exp(Peh)
Byi(h) = - _
1h) =5 <2 T Pen T PR T TPz >

Sustituyendo las Ecs. (3.41) y (3.42) en las Ecs. (3.35) nos lleva a

Cri(h) Wiy (£) + Coi(R)Ws(t) + C i (h)Wiss () = O () — ’“”;"2(15) i (t) (3.43)

donde Clyi(h) = (91'317i(h), Cg,i(h) = eiB27i(h) + uiBgﬂ'(h), 0371‘(}1) = NiB4,i(h) y

o P& GG, P
& — &1 §i—1 — i Sit1— &
Notese que los pardametros 6, k y p son idénticos a los encontrados en el esquema de DFFI con
aproximacion local. El desarrollo para los nodos el esquema DFFI no local en el dominio completo
se presenta en el Apéndice A.2. Asi como en el esquema no local de DF para sistemas RD, la suma

de las constantes C' es igual a uno (Cy; + C2; + C3; = 1). Por otro lado, si consideramos a la Ec.

(3.43) cuando Pe — 0, tenemos

1 4 1 (1) — 2w (8) + wiaq (
*‘I’i+1(t)+*‘1’i+f\1'i+1=uz 1() = 2ui(?) +uipa (1)

6 6 6 h? ’

i=2...N-1 (3.44)

La Ec. (3.44) corresponde al esquema de DFFI no locales para un sistema RD con condiciones
de frontera tipo Dirichlet. Este resultado, indica que el desarrollo para la obtencién de esquemas
de DFFT con aproximacién no local del término fuente y de acumulacién puede ser aplicado tanto
a sistemas RD como a sistemas RDC, donde, de los esquemas DFFI para sistemas es posible

obtener los esquemas para sistemas RD.

3.3.3. Resultados numéricos

Con el propésito de contar con la solucién exacta del sistema RDC, se consider6 el modelo en estado

estacionario de un reactor tubular isotérmico (Ec. 3.33) con R(z,u(z)) = ¢?u(z) en = € [0,1].
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Bajo condiciones de frontera Dirichlet (u(0) = w;, y u(1) = 0), la solucién del problema es

donde

T

Error relativo, E

T

Error relativo, E

exp [32(Pe — )] [exp(A) — exp(zA)]

(3

45)

10

v
v

= DF
e DFFI local
v DFFI no local

u\xr) = u;
() " exp(A) — 1
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Figura 3.7: Errores de aproximacién en sistemas RDC con cinética lineal de primer orden, a) Pe = 1.0 y

b) ¢ = 1.0.

Como indice de aproximacién del error se calcula el error relativo (E,) descrito por la Ec.

(2.38). En la Figura 3.7 se observa que en general, el desempeno numérico de DFFI es mejor

que DF. Particularmente, en la Figura 3.33a se muestra los errores relativos para dos valores de

¢ con Pe = 1; el efecto de usar un esquema no local en el término reactivo resalta en procesos

donde la reaccién quimica tiene mayor importancia. Ya que en esta situacion el esquema de DFFI

exhibe errores de aproximacién similares a los obtenidos para ¢ > 1. Nétese que los ordenes de
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aproximaciéon numérica para los tres métodos (DF, DFFI local y no local) son de orden h?, esto
debido a las condiciones frontera de tipo Dirichlet.

Si sustituimos las condiciones de frontera del caso anterior por tipo mixtas (i.e. (u(0) = u;,
y d%gj) = 0) y una cinética no isotérmica. La Figura 3.8 muestra los errores de aproximacién
numérica para los esquemas de DF, DFFTI locales y no locales. Para cualquier situacién (proceso
dominado por la reaccién quimica o por los fendmenos de transporte) el esquema de DFFI no

locales exhibe menores F,. Los resultados anteriores demuestran que los esquemas de DFFI son

una buena alternativa para la solucién de sistemas RDC lineal y no lineal en estado estacionario.
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Figura 3.8: Errores de aproximacién en sistemas RDC con cinética no isotérmica, R(u(x)) =

¢%u(m), cond=15y60=0.2,a) =10y b) Pe=5.0.

Para el caso dindmico, se comparan los esquemas tradicionales de DF y el esquema de DFFI con
estructura local, por ello se consideran las mismas condiciones que el caso estacionario con cinética
no isotérmica. Para N = 50 y ¢ = 1.0, la Figura 3.9 muestra los errores relativos calculados en

cada punto espacial z; para t = 10. En todo el dominio, los errores relativos obtenidos para DF
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son mayores a los obtenidos mediante DFFT locales. Particularmente dichos errores se incrementan
cuando x — 1, donde la condicién de frontera es tipo Neumann. Es decir, los perfiles calculados
con DFFI muestran mejor aproximacion que DF, debido a las FEI incorporan de manera exacta
las condiciones de frontera. Ademds, si se incorporan estructuras no locales en los esquemas de

DFFI, es posible obtener mejores aproximaciones numéricas que las obtenidas con DFFT locales.

-2

10

Pe=0.5 0% Pe=5.0

T

w

Error relativo, E
=
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 06 0.8 1
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Figura 3.9: Sistema RDC, a) perfiles u(z,t) a diferentes tiempos y b) errores relativos

De acuerdo a los resultados obtenidos se hacen los siguientes comentarios:

= Siguiendo la metodologia presentada en la seccién anterior, es posible obtener esquemas de
DFFI (locales y no locales) para sistemas RDC. Los pardmetros que ponderan los esquemas
de DF son funciones exponenciales por lo que es dificil simplificarlas, sin embargo, bajo el

adecuado tratamiento de los pardmetros es directa la obtencién de los esquemas DFFT.

» En los esquemas de DFFI, la incorporacion de nodos adyacentes en el término reactivo
discreto reduce los errores de aproximacién en la solucién numérica de sistemas RDC. Bajo
este esquema, los errores de aproximacién no se ven afectados cuando en el proceso global

los fenémenos de reacciéon quimica tienen mayor importancia.

= Se demostré que los esquemas de DFFI para sistemas RDC pueden ser reducidos a DFFI
de procesos RD, indicando que los esquemas propuestos preservan la conexion entre los

fenémenos involucrados.
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3.4. Esquemas de DFFI para sistemas reaccién-difusion en 2D

Para el tratamiento de sistemas bidimensionales se considera la siguiente ecuacién RD en 2D

adimensional

u(x,y,t)  0%u(w,y,t) N O*u(z,y,t)
ot N Ox? oy?

— R(u(z,y,t)), = € [a,b], y € [a,c] (3.46)

con condicién inicial
u(z,y,0) = ¥(z,y)

y con condiciones de frontera generales, tales que

ou(a,y,t
aw,a(amy) + 6:8,0,”(@7 Y, t) + Yz,a = 0
ou(b,y,t
s 20D 5 .9.6) + 700 = 0 (3.47
ou(x,a,t
ayﬁa(ﬁy) + By,at(T, a,t) +yya =0
ou(x,c,t
O‘y,c(ay) + By,cu<xv c, t) + ’Yy,c = O (348)

donde los términos «, B y = son constantes. Como primer paso, se propone solo invertir el operador
diferencial en la direccién z a un operador integral. Para ello re-escribimos la Ec. (A.3.1) como

O*u(z,y,t)

o — 6wy, (3.49)

donde ©(z,y,t) = ¥(z,y,t) — %fg’y) y U(z,y,t) = % + R(u(z,y,t)). Agrupar al operador
diferencial espacial en la direccién y dentro del término fuente, nos provee la ventaja de trabajar
con el sistema en una sola direccién. Nétese que la Ec. (A.3.4) tiene la misma estructura que la

Ec. (3.4), por lo que la formulacién integral es

b OG(b,x) vep O0G(a,x)~
w(z,y,t) = | G(z,2)0(z,y,t)dz + —2—~ 22 277 ¢ 3.50
(@0.0)= [ 600y, s + T et SR e (3.50
y de la Ec.(3.3), tenemos que la funcién de Green es
Qg q Qg p .

1 <z—a—ﬁm—’a)(az—b—ﬁw’> si z<x
G(z,z) = P T . az’z . (3.51)

a Bx,b ﬁz,a (’:C —a— Bz:a) (Z - b - B:c:b) S1 Z Z X

En ese sentido, empleando los resultados de la Seccion 3.1 para esquemas locales, tenemos que

el esquema de DFFI para los nodos internos de la Ec. (A.3.4), es

OPui(y,t) | w1 (y,t) — 2ui(y, t) + ui—1(y, t)
\Ilz(y7 t) = 8y2 + - 12 )

xT
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Para determinar el esquema de DF en la direccion y se reagrupan los términos del sistema
(A.3.7), de tal forma que

0%uiy, t)

32 =0(y,t), i=2,...,N—1 (3.53)

donde O;(y,t) = W,(y,t) — “i“(y’t)f%z(g’tHui*l(y’t). Ahora, repitiendo el desarrollo para la

obtencién de DFFI en cada una de las ecuaciones diferenciales que conforman el sistema (A.3.10),

tenemos que parat=2,... N -1y j=2,...,N — 1, el esquema de DFFI es

i1 () = 2055 () + wig 1 () i j(8) — 2uqj(8) + iy (¢
\pi’j(t):u,ﬁl() uh,;()ﬂ%,y 1(t) | i1 (t) u}-;é()+u 1,5 (1) (3.54)
Y T

Las Ecs. (A.3.12) representan las discretizacién del operador de difusién en las direcciones x
y y para los nodos internos (i.e., no se incluyen los nodos correspondientes a las fronteras, en el
Apéndice A.3 puede verse el desarrollo para el esquema completo). Para obtener el esquema de
DFFTI el modelo de RD bidimensional es tratado como unidimensional, entonces es de esperarse
que las ecuaciones en diferencias para los nodos en las fronteras tengan la misma estructura que
el esquema de DFFI para modelos RD en 1D (Ecs. (3.11)).

En los esquemas de DF, para evaluar los valores de u(z,y,t) en las fronteras (y =z =a, z =b
y y = ¢), tipicamente se discretizan las derivadas en las condiciones de frontera para despejar los
valores de u e incorporarlos en las ecuaciones correspondientes en los nodos de las fronteras. En los
esquemas de DFFT las condiciones de frontera se incorporan directamente, sin embargo es posible
hacer el desarrollo inverso para encontrar la forma discreta de las derivadas en las condiciones de
frontera. Por ejemplo, parai =1y i = N en las Ecs. (3.11) es posible obtener las expresiones en

diferencias para las derivadas de las condiciones de frontera generales, dichas expresiones son

Ou(a,t)  —3ug(t) +4us(t) — ua(t)

or 2h (3.59)
Ou(b,t)  Buny1(t) —4un(t) +un-1(t)
or 2h (3.56)

Las Ecs. (A.3.13) y (A.3.14) indican que las derivadas en las condiciones de frontera son
aproximadas mediante esquemas de diferencias de orden h2, lo que conduce a esquemas de DF
con ordenes de aproximacién global de h2. Este resultado resalta la importancia de la propiedad
de incorporacién exacta de las condiciones de frontera del método integral estudiado, donde no
es necesario proponer un esquema en diferencias para las derivadas de las condiciones de frontera
y el orden h? surge en forma natural. Por otro lado, mediante la metodologia presentada arriba,
obtener esquemas de DFFT locales y no locales para modelos RD y RDC en 2 dimensiones no

representa mayor dificultad que el problema unidimensional.
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3.4.1. Resultados numéricos

Para ilustrar los beneficios que trae el uso de los esquemas de diferencias obtenidos, se resolvieron
dos casos: la ecuacion de Laplace y la ecuacion de Poisson. Los resultados se compararon contra
la solucién analitica y contra el esquema de DF tradicionales. Como marco de comparacién se

calculé el error relativo con respecto a la solucién analitica, usando la siguiente expresion

1 |te, ; — Uap, ;|
E, = — 3.57
s DY .5)

donde N; y N, representan el numero de nodos en la direccion x y y respectivamente; ue, ; es el

valor de u(x,y) en el punto z = x;, y = y; calculados mediante la solucién analitica; Uqp, ; €s el

valor de u(z,y) en el punto x = z;, y = y; calculados mediante la solucién aproximada.

Ecuacion de Laplace

En este caso consideramos la Ec. (A.3.1) con R(u(z,y)) = 0 y con las siguientes condiciones de

frontera
ou(0,y) du(L,y) .
e = 0 vy —or Biu(L,y) (3.58)
w(z,0) = wi(z) y 2UEH) (3.59)

dy

El problema anterior puede describir el transporte de calor en una placa, que se mantiene a
una temperatura constante (u;) en x = 0 y se transfiere calor al ambiente en la frontera y = H,
mientras que en las otras dos fronteras estan aisladas. Dada la forma de la ecuacién diferencial
(i.e., homogénea y con suficientes condiciones homogéneas en la direccién x), es posible obtener

la solucién analitica mediante el método de separacién de variables,

N

u(z,y) = Z; 4;1;1(1,1);;(52(25) [cosh(Any) — tanh(\,r) sinh(Any)] (3.60)

donde los valores propios se obtienen a partir de la soluciéon de la siguiente expresion

Bi
tan(\,) = )\—Z

Para N, = Ny y L = H = 1.0, la Figura 3.10 muestra el error relativo como funcién del tamano
de la malla h, considerando Bi = 0.01 y Bi = 10. Como en el caso unidimensional, es posible
observar que el esquema DFFI exhibe menores errores relativos hasta en un orden de magnitud
que DF. El orden de aproximacién para DFFI es ~ O(h?) mientras que para DF el orden es
~ O(h). La Figura 3.11 muestra los perfiles bidimensionales de u(x,y), como era de esperarse a
medida que Bi crece, disminuye la resistencia al transporte en la frontera y = H, asi que hay

mayor transporte de calor al ambiente.
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Figura 3.10: Error relativo vs. tamafio de malla para en la ecuacién de Laplace.

IS4
0

0.6

o
»

>
)
®
o
°
o]
o)
)

0.55

0.5

0.6

Coordenada x

I

0.4

Coordenaday

0.1 0.2 0.3

0.4

0

.5 0.6 0.7

Coordenada x

Figura 3.11: Perfil u(x,y) para la ecuacién de Laplace a dos valores de Bi.

79



Ecuacién de Poisson

Para este caso se consideré la Ec. (A.3.1) con condiciones de frontera (3.58)-(3.59) y con el término

fuente constante, R(u(z,y)) = ¢. Empleando el método de expansiones de funciones propias se

determiné la solucién analitica como

o [4sin(\,) (1 - ;;)
2\, + sin(2M,)

4¢sin(Ay,)
2X3 + A2 sin(2)\,,)

In(y) +

u(z,y) = kn ()

n=1
donde
gn(y) = cosh(A,y) — tanh(A,7) sinh(A,y)

y kn(x) = cos(Apx)

y la condicién para determinar los valores propios es

_ Bi

tan(A,) 3

(3.61)

La Figura 3.12 muestra los errores relativos para DFFI y DF para Bi constante con ¢ = 0.1y

¢ = 10. Como en el caso anterior los errores relativos calculados con DFFI son menores que los

obtenidos mediante DF hasta en 2 érdenes de magnitud. Asi mismo, los érdenes de aproximacién

para DFFI son de ~ O(h?) mientras que para DF son ~ O(h).

10

T

\
\

T

Error Relativo,E
Error Relativo,E
=

¢=10

Tamaifio de malla, h

Figura 3.12: Error relativos para la Ec. (A.3.1) con R(u(z,y)) = ¢.

De acuerdo a los resultados arriba presentados se hacen los siguientes comentarios:

Tamafio de malla, h

= Para obtener los esquemas de DFFI en sistemas bidimensionales se propone invertir los

operadores diferenciales espaciales a operadores integrales en forma independiente, es decir,

primero invertir el operador en la direccién = y posteriormente el operador en la direccion

y. Trabajar con los operadores independientes nos da la ventaja de que los desarrollos tanto
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para las formulaciones integrales como para los esquemas de DFFI unidimensionales ya

fueron obtenidos.

= En este apartado se obtienen esquemas de DFFI locales para sistemas RD, sin embargo,
siguiendo la metodologia propuesta no es dificil obtener los esquemas de DFFT locales y no

locales para sistemas RD y RDC en 2D.

= A partir de los esquemas de DFFT obtenidos es posible obtener las expresiones en diferencias
de las derivadas en las condiciones de frontera. Estas expresiones son de orden h? lo que

conduce a un esquema de DFFI con orden global de h?.

» Las simulaciones numéricas muestran que los esquemas de DFFI exhiben menores errores
de aproximacién que los esquemas clasicos de DF y ademds corroboran los ordenes de

aproximacién global de h2.

3.5. Comentarios finales

En esta parte de la investigacién se presenta una metodologia sistematica para la obtencion de
esquemas de DF a partir de formulaciones integrales. La propuesta es hacer la descomposicion del
dominio del problema original en N subdominio, es decir, llevar a la EDP a N EDP, donde
cada EDP esta acotado en un subdominio. Posteriormente las EDP son transformadas a su
correspondiente FEI obteniendo asi un conjunto de N ecuaciones integro-diferenciales, donde
dependiendo del tipo de aproximacion de las integrales en la FEI es posible obtener esquemas
de DF locales y no locales. La metodologia propuesta es estandar y puede ser empleada en una
gran variedad de ecuaciones tipo reaccién-transporte. Los resultados numéricos indican que DFFI
proveen ventajas numéricas frente a DF clésicas, tales como: i) Los esquemas de DFFT locales y
no locales son obtenidos mediante metodologias sistematicas sin recurrir a reglas Heuristicas ni a
soluciones analiticas. ii) No es necesario proponer una aproximacién de la condiciones de frontera
ya que estas se incorporan de manera exacta manteniendo ordenes globales de aproximacién de h?.
A diferencia que DF clasicas donde, dependiendo de la aproximacion de la condiciones de frontera
el orden global de aproximacién puede variar. iii) Los errores relativos calculados con DFFI puede

ser hasta en 3 6rdenes de magnitud menor que los obtenidos mediante DF'.
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Capitulo 4

Formulaciones de Ecuaciones
Integrales para Sistemas
Reaccion-Difusion con Derivadas

Fraccionales

4.1. Calculo fraccional

Los conceptos tradicionales del calculo integral y diferencial, pueden ser entendidos a través su
significado fisico. Por ejemplo, la velocidad y la aceleracién son la primera y segunda derivada de
la posicién con respecto del tiempo, respectivamente. Mientras que la integral puede ser entendida
geométricamente como el area bajo la curva. De esta forma es como se ha desarrollado la teoria
del célculo tradicional a través de los ultimos cuatro siglos y hoy en dia casi todos los fenémenos
fisicos pueden ser expresadas por ecuaciones diferenciales. Sin embargo, existen muchos procesos
donde las ecuaciones diferenciales tradicionales no describen adecuadamente los fenémenos fisicos
que modelan. Por otro lado, el origen del calculo fraccional se remonta a 1695 cuando Leibnitz
envia una carta a L’Hopital acerca del posible significado de la derivada de orden fraccional
(Leibnitz, 1695). Sin embargo, debido a las interpretaciones de facil comprensién geométrica y el
éxito del célculo tradicional para modelar fenémenos fisicos, el calculo de orden fraccional no se
desarrollo. No fue hasta el siglo XIX cuando se retoman las ideas de los operadores diferenciales
de orden fraccional por investigadores como Laplace, Fourier, Abel, Liouville y Riemann, y a
principios del siglo XX con Weyl, Laurent, Hardy, Littlewood, Riesz, Erdelyi, Copson y Snedon.

En la actualidad, el calculo fraccional ha asumido un importante papel para modelar la dindamica
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andémala de numerosos procesos relacionados con sistemas complejos en muchas dreas de la ciencia
y de la ingenieria. Se trata de aplicaciones donde el proceso es ordinario (es decir, sigue las leyes
clésicas), pero el medio es complejo, no sélo por ser no homogéneo en el sentido cldsico, sino ademas
porque el medio puede descomponerse aleatoriamente en componentes altamente heterogéneas
con muy distinta escalabilidad. Asi, la herramienta fraccionaria constituye un complemento a los
cldsicos modelos no-lineales (Bonilla y col., 2007).

Particularmente, en procesos que surgen en ingenierfa quimica, el estudio de los fenémenos
difusivos es de gran importancia. El fenémeno de difusiéon anémala es cuando el desplazamiento
cuadratico medio no crece linealmente en el tiempo. La razén de esto es que la manera tradicional
de modelar la difusién en estos sistemas hace muchas suposiciones a priori acerca del medio
donde se lleva a cabo la difusién, en particular, la homogeneidad e isotropia del espacio y las
propiedades estocasticas especificas que tienen como consecuencia el movimiento difusivo. Esto
hace que los modelos de RD sean poco realistas para la descripcion de reacciones quimicas en
medios desordenados y/o en medios fuera de equilibrio termodinamico, caracteristicas tipicas de
muchos sistemas fisicos y biolégicos (Perumpananni y col., 1995). Las derivadas fraccionaras son
operadores que aparecen como una generalizacién del concepto de derivada. Estos operadores
dependen de un pardmetro (orden de la derivada) que puede variar de manera continua y se
reducen a los operadores diferenciales tipicos cuando dicho parametro es un niimero entero. Como
es de esperar, ya que la derivada fraccional es una generalizacién de la derivada ordinaria, va
a perder muchas de sus propiedades basicas. Por ejemplo, pierde su interpretacién geométrica o
fisica, la derivada del producto de dos funciones es dificil de obtener y la regla de la cadena no es
sencilla de aplicar. Sin embargo, los modelos fraccionarios pueden ser ttiles en aplicaciones reales
debido a que los operadores ordinarios son locales, mientras que los fraccionarios son no locales
e incorporan a los modelos efectos de memoria y contribucién de muchas escalas espaciales de

manera natural.

4.2. Sistemas reaccion-difusion con derivadas espaciales de orden

fraccional

Los sistemas reaccién difusion han sido usados en diferentes campos de la ciencia e ingenieria.
Sin embargo, recientes investigaciones senalan que la ecuacién clisica para la difusién (ley de
Fick) no es adecuada para modelar muchas situaciones fisicas reales (Perumpananni y col., 1995).
Esto es, en procesos donde las particulas viajan mas rdpido de lo estimado por la difusion de

Fick y ademads pueden presentar asimetria, este fenémeno es cominmente conocido como difusién
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anémala (Metzler y Klafter, 2002; Paradisi y col., 2001). La difusién anémala puede ser descrita
por operadores de difusién fraccional como se describe en la siguiente ecuacién diferencial parcial

fraccional (EDPF)

ou(z,t)
5 DSu(z,t) — R(u(z,t)) z € [a,b] (4.1)

con condiciones de frontera generales

Ju(a,t
Qg u(a, ) + Bau(a,t) + 7, =0 (4.2)
Ox
ou(b,t
abL) + Byu(b,t) + 9% =0 (4.3)
Oz
y condicién inicial
u(z,0) = ¥(2) (1.4)
donde D% = 80{;:55"5) es el operador diferencial fraccional de orden a € (1,2]. Las Ecs. (4.1)-

(4.4) pueden ser empleadas para describir procesos de transporte de solutos en corrientes (Shen
y Phanikumar, 2009), transporte turbulento en plasmas (del Castillo-Negrete y col. 2005), en
la formacién de patrones (Henry y Wearne, 2002; Gafiychuk y Datsko, 2006), transporte en la
superficie de la tierra (Schumer y col., 2009), difusién a través de materiales porosos (Berkowitz y
Scher, 1997; Valdés-Parada y col. 2009), en aplicacién y control del comportamiento de materiales
viscoelasticos (Glockle y Nonnemacher, 1991; Makris y col., 1991; Shimizu y Zhang, 1999), en
la teoria del transporte de contaminantes (Makris y col., 1993; Addison y col., 1997), plasmas
(Balescu, 1995), electromagnetismo (Engheta, 1997), termodindmica (Sokolov, 2001), mecanica
(Riewe, 1997), teoria del caos (Zaslavsky, 1994; Tsallis, 2002) y fractales (Osada, 1995), geologia,
astrofisica, biologia, quimica, teorfa de control (Tenreiro-Machado, 1997; Matouk, 2011), economia
(Mainardi, 2000; West y Picozzi, 2002), entre otros.

Varias propuestas de métodos numéricos han sido usadas para resolver ecuaciones reaccion
difusién fraccionales lineales y no lineales (Shen y Phanikumar, 2009; Fix y Roop, 2004;
Meerschaert y Tadjeran, 2006; Chen y col., 2007). Debido a su simplicidad de implementacién
computacional, el esquema de diferencias finitas basados en la formula de Grunwald (DFGr) ha sido
ampliamente usado para la solucién de EDPF. Sin embargo, es bien conocido que la discretizacién
de las derivadas espaciales fraccionales mediante DFGr conduce a aproximaciones de primer orden
(O(h)) y puede conducir a inestabilidades (Tadjeran y col., 2006). Asi mismo, los esquemas de
diferencias finitas para sistemas RDF con condiciones de frontera tipo Dirichlet se han estudiado
ampliamente. Sin embargo, la incorporacién de condiciones tipo Neumann y/o Robin no ha sido
estudiado con la misma frecuencia, debido a que dichas condiciones requieren la aproximacién

de las derivadas. Debido a las numerosas aplicaciones de los modelos fraccionales, es necesario
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contar con metodologias numéricas estables que incorporen condiciones de frontera generales y
que exhiban altos érdenes de aproximacién. Por otro lado, estudios recientes han demostrado
que los esquemas numéricos basados en formulaciones integrales pueden ser una alternativa en
la solucién de ecuaciones RDF, dado a que las FEI exhiben propiedades como la incorporacién
exacta de las condiciones de frontera y conducen a esquemas integrales estables que suavizan los
errores de redondeo (Valdés-Parada y col., 2008).

En este Capitulo, presentamos la metodologia general para el desarrollo de esquemas numéricos
a partir de formulaciones integrales. Tal como en problemas de derivadas enteras, primero
presentamos la formulacién integral de la ecuacién diferencial fraccional y su respectiva funcién de
Green fraccional. Los esquemas integrales resultantes pueden ser resueltos directamente mediante
reglas de cuadratura. Una alternativa es considerar las ideas de la férmula de Grunwald, esto es,
discretizar la formulacién integral con un esquema hacia atrds. Lo que conduce a un esquema
discreto que posee la misma estructura que el esquema de DFGr. Para ilustrar la capacidad de
aproximacion numérica del método, consideramos modelos RDF tanto en estado estacionario como
dindamicos. Los resultados numéricos son comparados frente a las soluciones analiticas y numéricas
usando DFGr. Las simulaciones numéricas muestran que el esquema propuesto mejora los 6rdenes

de aproximacién que los obtenidos mediante el esquema DFGr.

4.2.1. Definiciones basicas

Para el mejor entendimiento de los desarrollos, se inicia presentando algunas definiciones y
propiedades de los operadores integrales y diferenciales fraccionales (Bai y Lu, 2005; Su y Zhang,
2009). Para el estudio de las ecuaciones diferenciales fraccionales, se han propuesto diferentes
definiciones de las derivadas e integrales (Samko y col., 1993; Podlubny, 1999; Oldham y Spanier,
2006). Entre las mas usadas se encuentra la definicién de Caputo, la cual se usara en este trabajo
para el desarrollo de las FEI. El operador integral fraccional de orden o > 0 de una funcién u(x)

estd definido como (El-Sayed, 1995; Podlubny, 1999),

u(z) = I‘(la) /ax(w — 2)* tu(z)dz (4.5)

donde IS es el operador integral fraccional de orden « tipo Riemann-Liouville. Por otro lado, el

operador diferencial fraccional para la funcién u(x) estd definido como (Kilbas y Marzan, 2005;

Su y Zhang, 2009)

n— o dzm

D¢ es la derivada de orden « tipo Caputo y n es un entero tal que n — 1 < a < n. Si suponemos

«@ _ 1 * T — 2 n—a—ldnu(z) e
Diula) = oy [ (=2 (4.6)

que u(z) es una funcién continua diferenciable y suave en trozos, tenemos que para la derivada
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fraccional tipo Caputo son ciertas las siguientes consideraciones (Su y Zhang, 2009)
Lema 1. Para a > 0, si se supone u(z) € C(a,b) N L(a,b), entonces una ecuacién diferencial

homogénea tipo Caputo (DSu(z) = 0), tiene como solucién tnica a
u(x) = co+crx+car?+ .. eyt (4.7)
Por otro lado, para a > 0, si se supone u(z) € C(a,b), entonces
DS IS u(z) = u(z) (4.8)
y del Lema 1 y la Ec. (4.8), se puede deducir el siguiente Lema (Su y Zhang, 2009)
Lema 2. Si a > 0 y suponiendo que u(z) € C(a,b) N L(a,b), entonces

I°D%(z) = u(z) + 1 + cox + ... + en_qzN 1 4.9
a a

donde¢; € R,i=1,2...,N. Con las propiedades dadas en las Ecs. (4.7)-(4.9) es posible desarrollar

la formulacién integral para las Ecs. (4.1)-(4.4).

4.2.2. Formulacion integral

En esta seccién, se describe brevemente el desarrollo de las formulaciones integrales fraccionales,
para este fin, reescribimos la Ec. (4.1) como

Déu(z,t) = ¥(x,t) x € [a, b (4.10)
donde W(z,t) = % + R(u(x,t)). Si multiplicamos la Ec. (4.10) por el operador integral

Riemann-Liouville, tenemos de la Ec. (4.9) que

IZDSu(z,t) = u(z,t) + co + cro = I3V (x, t) (4.11)
o bien
1 x
u(z,t) = —— / (z — 2)*7 (2, t)dz — cg — c1z (4.12)
() Ja
Evaluando la Ec. (4.12) en la condicién de frontera dada por la Ec. (4.2), obtenemos
Qa | Ya
Co=—Ca—Cl— + —
’ BT Ba
entonces la Ec. (4.12), toma la forma de
1 \/9C _ Qg Ya
w(z,t) = —— z—2) N (2,t)dz + cra + c1— — cx — = 4.13
@t) = o | (=" o 2 (413)

Ahora si evaluamos la condicién de frontera en x = b, tenemos que

ap (b (bfz)a_Q\Il(z,t)dz + f; (bfz)a_lll/(z,t)dz 4+ % _ Qa

e = By Ja T(a—1) I'(a) By Ba
b—a+ 3 — 3
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y por lo tanto, tenemos que la Ec. (4.13) es

u(z,t) = Uh <O‘b (b—2)** (- Z)CH) U(z, t)dz + 2 — 12 o (a)

B Tla—1) T(a) By Bal’
1 * a—1 Ya
+ F(oz)/a (x —2)* " ¥(2,t)dz — 3. (4.14)
donde N
_a—a-g
ofz) = b—a—l—%—%

Finalmente, después de algunas manipulaciones algebraicas, la Ec. (4.14) puede ser escrita como

b b
u(z,t) = (o(z) + 1) % - a(x)% + / G(z,2)R(u(z,t))dz + / G(z,x)a“gj; Da: (415)
a b a a
donde G(z,x) es la funcién de Green fraccional tipo Caputo,
—z)*—2 —z)e—1 x—2)*"1 .
B —%7(?@)_1) o(x) — ® F(L) o(x) + =) F(()l) si z<ux
G(Zy -:U) - ap (bfz)a_Q (bfz)a_l . (416)
—5 T 7@~ Ty (@) Wz

Las Ecs. (4.15)-(4.16) son la formulacién integral para el sistema RDF dado por las Ecs. (4.1)-
(4.5). A diferencia de la formulacién integral para derivadas enteras, el desarrollo de la FEI en
derivadas fraccionales trae consigo la expresion de la funcién de Green. Sin embargo, la estructura
matematica de la FEI fraccional es la misma que las obtenidas para problemas enteros, esto es, en la
Ec. (4.15) los primeros dos términos del lado derecho denotan la contribucién de las condiciones de
frontera, mientras que el segundo termino describe como la funcién de Green fraccional distribuye
la reaccién quimica en todo el dominio y la ultima integral describe como se distribuye el termino
de acumulacion. Nétese, que en este tipo de problemas la funciéon de Green describe el fenémeno
de difusiéon anémala.

Para condiciones de frontera tipo Dirichlet con x = 0.5 y z € [0, 1], la Figura 4.1a muestra la
distribucién de la funcién de Green fraccional en el dominio [0,1], donde se puede observar que
para 1 < a < 2 la funcién de Green no es simétrica que es un indicativo de la distribuciéon de
la difusién anémala, mientras que para a = 2.0 los perfiles son simétricos (difusién Fickiana). Se
observa la funciéon de Green fraccional tiende a cero tinicamente en z = 1 mientras que en z =0
la funcién de Green incrementa cuando disminuye a. Notese, que cuando o — 1 la funcion de
Green fraccional tiende a la funcién de Green para procesos difusién-convecciéon con Pe >> 1
(ver Figura (4.1a)), esto es, debido a que cuando o — 1 el operador fraccional tiene al operador
convectivo (derivada de primer orden). Resultados similares se observan para la funcién de Green
bajo condiciones de frontera tipo mixtas (i.e. Neumann mas Dirichlet), la diferencia radica que
en z = 0 los valores de funcién de Green son negativos debido a los efectos de la derivada en la

condicién de frontera.
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Figura 4.1: Distribucién de la funcién de Green fraccional, para = 0.5 en el dominio [0,1]. Funcién de

Green para condiciones de frontera tipo a) Dirichlet y b) mixtas.

Por otro lado, si se considera a a = 2.0, la funcién de Green es

1 (z—a—%)(a:—b—%) si z<w
G(zz) = T ) b (*17)
b—a-i-E_ﬁj (z—b—%)(az—a—%) si z>x

La Ec. (4.17) corresponde a la funcién de Green para sistemas RD en coordenadas rectangulares
(Ec. (2.36)), lo que indica que la Ec. (4.17) es una expresion general para el cdlculo de la funcién

de Green de ecuaciones RD en derivadas de orden arbitrario (a € (1,2]) y condiciones de frontera

generales.
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4.2.3. Esquemas numéricos

En esta seccién, se presentan las metodologias numéricas de a) diferencias finitas basadas en la
formula de Grunwald y b) formulacién integral, para la solucién de modelos reaccion difusién

fraccional dadas por las Ecs. (4.1)-(4.4).

Diferencias finitas

La formula de Grunwald es una generalizacion del esquema de diferencias finitas para derivadas

de orden fraccional y son definidas como

i+1
Dg(zi,t) = e Zga,kuifk+1(t) (4.18)
k=0
donde los pesos g, estan dados por
I'(k-1)

Jo,k = m (4.19)

La aproximacion de la derivada espacial fraccional D§(x,t) es de orden O(h) para a < 2. La

aproximacion para las Ecs. (4.1) es

dui(t) 1 <2
7 :hakzzoga,kuikH(t)-R(ui(t)), i=1,2,...,N (4.20)

donde las condiciones de frontera (4.2) y (4.3) se discretizan y se incorporan en las ecuaciones
correspondientes a los nodos en x = x1 y ¢ = x + N, respectivamente. Nétese que para la
ecuacion de difusién clésica, (o = 2), los pesos gak son goog = g22 = 1, go1 = —2 y para
k=2,...,i4+1 g2 = 0. La Ec. (4.20) es un conjunto de N ecuaciones diferenciales, para obtener
la solucién aproximada de u(z,t) las EDO pueden ser resueltas numéricamente mediante métodos
tradicionales de Runge-Kutta o bien discretizar las derivadas temporales mediante esquemas

explicitos o implicitos de diferencias finitas, lo que conduce a un sistema de EANs.

Formulacién integral

La idea de la soluciéon numérica es aproximar la derivada fraccional espacial para reducir la EDP
(4.1) a un conjunto de EDOs que posteriormente puede ser llevado a un conjunto de EANs. Para
este fin, se propone Az = h > 0 como el tamano de la malla espacial, h = (b —a)/ (N + 1) con
x; = a+ih y ui(t) = u(z;,t), para i = 1,2,..., N. El esquema numérico propuesto es obtenido
forzando a cero el residuo de la Ec. (4.15) a una malla z = z;, esto es,

b U\ z
wi(t) = (o(x;) + 1) % - a(xi)% +/ G(z ;) [85%’” + R(u(z,t))| dz (4.21)
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donde N
xi—a—ﬂ—z
_ % _ Qa

b a+5b Ba

Después, la integral en la Ec. (4.21) es aproximada mediante una cuadratura. Por ejemplo,

U(l‘z) =

usando la regla del trapecio obtenemos

N .
w(t) = Bi0) + 136 (s5,) | 2t + Ry 0) (1.22)
j=1
donde
Bi(t) =5 Gla3) | 2t 4 Rlua)] + 5600 | 200 4 Blun(e)
+ (o) +1) 22— o(z) 2 (4.23)

ﬂa 5b
Ahora, si u = (uy,us, ..., un)”, B = (B1, Ba, ., By)" y R(w) = (R(w1), R(us), ..., R(un))T.

Entonces, la Ec. (4.23) puede ser reescrita como

u(t) =B(t) + hG [dl:'lit) + R(u(t))] (4.24)

donde los componentes de la matriz de dimensién NxN, G son g;; = G(zj,2;), 4,5 = 1,..., N,

entonces, el conjunto de N ecuaciones diferenciales de valor inicial estan dados por

du(t) . u(t) - B()
T G - R(u(t)) (4.25)
con condiciones iniciales u(tg) = (¥(1),¥(x2), ..., (xn))T. Aqui, uno puede emplear paquetes

estandar para la integracién de EDO para encontrar la solucién de u(t). Una alternativa es realizar
una discretizacion completa, que incluye el término de la derivada temporal. En ese sentido,

definimos § = At como el paso de tiempo, tp = tg + kd y uf = u;(ty). Considerando un esquema

. s . . du(t ) . k_yk—1
de Euler implicito para la derivada temporal en la Ec. (4.25), esto es, —* ~ *—3—. Esto

conduce a la siguiente expresién
k k h k k—1 k
u’ =B"+ 5 G[u —u" 4 of(u) |, k=1,2,.... (4.26)

el cual para cada tiempo ¢, puede ser resuelto el vector u* mediante métodos iterativos. La ventaja
del esquema dado por la Ec. (4.26) sobre el esquema (4.25) es que no se requiere la inversién de

la matriz G.
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Diferencias finitas de formulaciones integrales

Una opcién para la discretizacion de la formulacion integral se basa en las ideas de la férmula de
Grunwald, donde se propone un esquema discreto hacia atras con una malla espacial equidistante.
Siguiendo esas ideas, se reescribe la Ec. (4.15) como

wi(t) = (o(x;) + 1) % — U(mi)% + /jlﬂ G(z, ) [&Lg;’t) + R(u(z,t))| dz, i =1,...,N (4.27)
donde

o(x;) = o

Tip1 —a+ 3 — 3
y la funcién de Green esta dada por

)Dcfl

oy (wip1—2)* ! _ (mig1—2)* 72

o o(xi) TU(CL’Z‘) + (xl% si z<x
Gz ) = 52 (ivi+11ﬂ(—73))"‘71 (ﬂcii—z;‘z‘” He) ) (4.28)
& T @)~ Tramn o) sioz>x

Usando la regla del trapecio para discretizar la integral de la Ec. (4.27) obtenemos el siguiente

sistema
wi(t) = Bi(t) —l—hzi:G(zj,azi) [algt@) CRw®)| =N (4.20)
donde . |
Bi(t) =2 Gla, ) [augt(t) + R(ua(t))} + 26 i, m) :6“2'5;(” + Rluis (1))
+ (o(z) +1) % - 0(:@)% (4.30)

Las Ecs. (4.29) y (4.30) tienen la misma estructura que las Ecs. (4.22) y (4.23) por lo que
pueden ser expresadas analogamente como un sistema de EDOs o un sistema de EANs en su
forma matricial como en la Ecs. (4.25) y (4.26), respectivamente. Sin embargo, hay que resaltar
que en este caso G es una matriz triangular inferior que corresponde a la estructura hacia atras
del método de DFGr. Ademas, los pesos g,‘j—;f son sustituidos por GT_I Demostrando asi, como en

el caso donde las derivadas son enteras que mediante los esquemas integrales es posible obtener

esquemas de diferencias finitas.

4.2.4. Resultados numéricos

Con la finalidad de evaluar la habilidad de las FEI en la solucién numérica de ecuaciones RDF,
se consideran diferentes modelos fraccionales reportados en la literatura. Comunmente, dichos
modelos carecen de significado fisico, sin embargo, son considerados en el estudio numérico de

modelos RDF debido estan disponibles sus soluciones numéricas. Por lo tanto, se considera la

91



ecuaciéon RDF (4.1) con a = 0 y b = 1. El esquema numérico usado para las FEI es el descrito en
las Ecs. (4.25) 6 (4.26), es decir, empleando directamente una regla de trapecio para aproximar la
integral en la FEI. Los resultados numéricos son comparados con el esquema cldsico de DFGr y
las correspondientes soluciones analiticas. Como un indice de aproximacién numérica, se calculé el

error relativo que esta definido mediante la Ec. (2.38).

Simulaciones en estado estacionario

Para las pruebas numéricas en estado estacionario, se considera la siguiente ecuacién diferencial
fraccional

D(z)Du(z) = R(u(z)) z € [0,1] (4.31)

donde 1 < a < 2, para ilustrar el efecto del orden fraccional («) en la aproximacién numérica
de los esquemas propuestos, se consideran tres valores de a. Los esquemas discretos (EANSs) son
resueltos mediante técnicas de punto fijo sobre relajado.

Caso 1

Como primer ejemplo se considera la Ec. (4.31) con a = 1.8, D(z) = %xm, R(u(x)) =

u(z) 4+ 23(x — 1) y condiciones de frontera tipo Dirichlet, u(0) = 0 y u(1) = 1. La solucién exacta

de este problema es u(z) = 23. La formulacién integral estd dada por
1
u(z) =x + / G(z,z)(u(z) + 23 (x — 1))dz (4.32)
0
y la funcién de Green fraccional

Gle.x) = 1 —rz(1—2)2 (-2t si z2<2 (4.33)
) | —2(1- z)a-t si z>x

Para 30 nodos en la malla, la Figura 4.2a muestra el perfil obtenido con el esquema integral

y con DFGr, donde se aprecia que los perfiles aproximados se ajustan bien al perfil exacto

(E, = 1072). La Figura 4.2b muestra el error (E,,) como funcién del nimero de nodos (N) en

la malla computacional, los errores de aproximacién son més pequenos para el esquema integral

que para DFGr. Como se comenté en la seccién anterior, los esquemas de DFGr exhiben 6rdenes

de aproximacién de O(h), mientras el esquema integral muestra ~ O(h!8), por lo tanto se puede

afirmar que los esquemas basados en funciones de Green presentan mejor exactitud numérica que
DFGr

Por otro lado, si consideramos la Ec. (4.31) con a = 1.8, D(z) = F(26'2) 228 R(u(z)) = zu(z) +

225 y condiciones de frontera tipo mixtas homogéneas (M
11 dx

=0y u(l) =0), la solucién exacta
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Figura 4.2: Soluciones exacta y numérica para la Ec. (4.31) con o = 1.8 y condiciones de frontera tipo

Dirichlet a) perfiles u(x) y b) errores de aproximacion.

es u(r) = —x3(x — 1) y la formulacién integral es
9 o
G (z,x)(zu(x) + ¢ )dz (4.34)
con
1 —1=2)*t4(x—2)>1 si z<a
G(z,x) = = ( ) ( ) (4.35)
) | —1- z)ol sioz>uw

Para N = 30, la Figura 4.3a muestra los perfiles u(z) usando la solucién exacta y las soluciones
aproximadas. Como en el caso con condiciones de frontera tipo Dirichlet los méximos errores
calculados para las FEI son méas pequenos que los obtenidos con DFGr (Figura 4.3b).

Caso 2

Para este caso se consideran o = 1.5, D(z) = 1 con a) R(u(z)) = %x3'5—%m2'5 con condiciones

de frontera tipo Dirichlet homogéneas (u(0) = u(1) = 0) y b) R(u(z)) = 71\2/5 3 4 5?‘; z20

dzé—gco) = 0y u(l) = 2, donde las soluciones exactas son u(z) = z*(x — 1) y u(z) = 2*(z + 1),

con

respectivamente. La formulacion integral para condiciones Dirichlet es

128 35 64 o5
/ G(z,x ( ﬂ 5ﬁ$ dz (4.36)

y para condiciones de frontera mixtas es

12 4
—2+/ Gza:( 5 35+5(j/7?x2‘5>dz (4.37)

las funciones de Green estan dadas por las Ec. (4.33) y (4.35), respectivamente. Los errores
de aproximacién se muestran en la Figura 4.4. Puede observarse que el orden de aproximacién

calculado con DFGr convergen a O(h), mientras que para el esquema DFFG es ~ O(h'?).
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Figura 4.3: Soluciones exacta y numérica para la Ec. (4.31) con o = 1.8 y condiciones de frontera tipo

mixtas a) perfiles u(x) y b) errores de aproximacién.
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Figura 4.4: Méximo error absoluto para sistemas RDF con o = 1.5 y condiciones de frontera tipo a)

Dirichlet homogéneas y b) mixtas no homogéneas.

Caso 3

Considerando la Ec. (4.31) con a = 1.2, D(z) = 1, R(u(x)) = 23 + 22 —

T'(2.8)

_2 .

6 1.8
AR )

08

u(r) con condiciones de frontera homogéneas. La solucién exacta es u(x) = z2(1 — ) y la FEI

estd compuesta por las Ecs. (4.36) y (4.33). Como en los previos casos el esquema integral exhibe

mejores 6rdenes de aproximacion que DFGr (Figura 4.4). Sin embargo, se aprecia que el orden de

aproximacién para la FEI disminuye con el valor del orden de la derivada («), en otras palabras,

el orden de los esquemas integrales fraccionales son ~ O(h®) (Tabla 4.1).
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Condiciones | Orden de aproximacion
« | de frontera | DFGr FEI
1.8 Dirichlet 1.0511 1.7750
1.8 Mixtas 1.0020 1.7890
1.5 Dirichlet 1.0093 1.4926
1.5 Mixtas 1.0049 1.4945
1.2 Dirichlet 0.9958 1.2130

Tabla 4.1: Orden de aproximacién para diferentes valores de o en estado estacionario.

0.15 ‘ |
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Figura 4.5: a) Soluciones numérica y aproximadas de la Ec. (4.31) con a = 1.2 y b) errores de aproximacién.

Simulaciones dinamicas

128
N
u(0,t) = 0, u(1,t) = 2¢! y condicién inicial u(z,0) = (z — 1)at. Para este problema la solucién

Considerando la Ec. (4.1) con a = 1.5, R(u(x,t)) = e‘t( ) con condiciones de frontera

t,.4

analitica es u(z,t) = e'z*(x — 1) y la formulacién integral es
128

Y 1y [ G 20

y la funcién de Green estd dada por la Ec. (4.33). Para esta situacion se uso el esquema dado el las

u(z,t) = 2ze’ + /01 G(z,x)e" < (4.38)

Ecs. (4.20) y (4.25) para obtener un conjunto de EDO para DFGr y FEI, respectivamente. Para
integrar el sistema de EDO se empled un método de Runge-Kutta de 4/5-order con At = 0.01.
Para N = 100, la Figura 4.5a muestra el perfil u(z,t) considerando 5 diferentes tiempos. Como
en problemas en estado estacionario, las FEI tienen mejor desempenio numérico que el esquema

de DFGr. Por ejemplo, Fyp, en t = 1.0 es 0.019 y 0.0044 para DFGr y FEI, respectivamente.
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Como segundo caso, tenemos que o = 1.8, R(u(z,t)) = e~* [%xm - F(§‘2)x1'2 + ot — 23

con condiciones de frontera homogéneas. La solucién exacta para este problema es u(x) =
e tx3(x — 1). Considerando las mismas condiciones que el caso anterior, la Figura 4.5b muestra
las soluciones analitica y numérica. La formulacién integral presenta errores de aproximacién

numérica cuatro veces menores que DFGr.

2 0.12
——Sol. Analitica
o 0.1r t=0.0
s DFGr =0.0 /|
-- - FEI 0.08F
ey ey
% 1f q \;_/ 0.06F
0.041
0.5f 1
0.02f =1.0
() (b)
0 L L 0 n | | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 4.6: Perfiles dindmicos del sistema RDF dado por la Ec. (4.1) con a) a =1.5y b) a = 1.8.

De acuerdo a los resultados presentados arriba se hacen los siguientes comentarios:

» En general el esquema de FEI exhibe 6rdenes de aproximaciéon de O(h®), mientras que DFGr
unicamente de O(h). Esto puede ser debido al hecho de que la funcién de Green describe el
fenémeno de la difusién anémala y el efecto de la distribucién de la fuente y acumulacion en
todo el dominio. También, es bien conocido que la integracién numérica suaviza los errores

de truncamiento, mientras que la diferenciacion numérica es un propagador de errores.

= Kl esquema de diferencias finitas basado en la férmula de Grunwald es simple y no requiere
de desarrollos analiticos previos, como en la discretizacién basada formulaciones integrales.
Sin embargo, en general el esquema de FEI provee menores errores de aproximaciéon numérica

que DFGr.

s Los resultados presentados arriba pueden ser extendidos a diferentes definiciones de la

derivada fraccional. Por ejemplo, la derivada tipo Riemann-Liouville estd dada por D u(x) =

ﬁdﬁb [ (@ — 2)*t17"u(2)dz y las propiedades descritas en los Lemas 1y 2, son u(z) =

1 o 2 e 120y IO DYu(z) = u(w) Ferr® M eax® 2 4L ey 12N
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respectivamente (Bai y Lu, 2005). Dada la forma de la definicién y sus propiedades, no es

dificil obtener el esquema integral para la derivada fraccional tipo Riemann-Liouville.

» Como en los esquemas integrales de sistemas reaccién-transporte en derivadas enteras, los
tiempos de cémputo requeridos para la solucion numérica de sistemas RDF son hasta 5
veces menores para FEI comparados con los obtenidos para DFGr. Esta diferencia es més
significativa cuando los modelos fraccionales estan sujetos a condiciones de frontera tipo

Neumann.

s El orden de aproximacién del método propuesto puede ser incrementado si se incorporan
métodos de aceleracién secuencial (e.g. extrapolacion de Richardson), esos métodos han
sido aplicados en los esquemas de DFGr para incrementar el orden de aproximacién (Shen

y Phanikumar, 2009; Tadjeran y col., 2006).

4.3. Factor de efectividad de pastillas cataliticas con difusion

andmala

4.3.1. Introduccion

El factor de efectividad (FE) es un pardmetro de correlacién para la velocidad de reaccién en
pastillas cataliticas donde se efectiian procesos internos de resistencia al transporte de masa y
calor. La prediccion del FE involucra la solucién de ecuaciones tipo reaccion difusion, las cuales
son obtenidas a partir de los de balances de masa y calor en las pastillas cataliticas (Aris, 1975;
Fogler 2002). Tradicionalmente, el transporte difusivo es descrito por la ley de Fick. Sin embargo,
estudios experimentales han demostrado que el transporte difusivo no siempre sigue la ley de
Fick, ocurriendo més lenta o mas rapida, a este tipo de difusién se le conoce comtinmente como
difusién anémala (Week y col., 1996; Atkinson y Davis, 2000, Metzler, 2000; Paradisi y col., 2001).
En recientes estudios, la difusién no Fickiana se ha empleado para la descripcién de diversos
fenémenos fisicos (Shen y Phanikumar, 2009; del-Castillo-Negrete y col., 2005; Henry y Wearne,
2002; Gafiychuk y Datsko, 2006; Schumer y col., 2009; Berkowitz y Scher, 1997; Valdés-Parada y
col., 2009).

En esta seccién se exploran los efectos en la estimacién del FE considerando difusiéon no
Fickiana. Para este fin, se considera un modelo RDF, donde para la solucién aproximada del
modelo se emplean las formulaciones integrales. Se consideran diferentes situaciones para la
estimacién del factor de efectividad, tales como, diferentes expresiones de velocidad de reaccién

en condiciones isotérmicas y no isotérmicas. Las simulaciones numéricas muestran que el factor
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de efectividad tiene una fuerte relacién con el tipo de difusién que describen los procesos.
Considerando el modelo de una pastilla catalitica con transporte difusivo no Fickiano, los

perfiles de concentracién y temperatura estan dados por
D%(z) = ¢*R(z,c,T) (4.39)

DT (x) = —B¢*R(z, ¢, T) (4.40)

donde D% es la derivada fraccional tipo Caputo de orden 1 < a < 2; x es la variable espacial
adimensional en la pastilla catalitica; c(x) y T'(z) es la temperatura y concentracién adimensional;
R(z,c,T) es la velocidad de reaccién; ¢ es el médulo de Thiele y 5 es el calor de reaccién

adimensional. Las correspondientes condiciones de frontera son

d;f) =0 y c(1)=1 (4.41)
dzf)_o v TO)=1 (4.42)

Para reducir las Ecs. (4.39)-(4.40) a una sola ecuacién diferencial, consideramos un desarrollo
andlogo al reportado por Prater (1958). Entonces, si definimos y = B¢ + T, es posible obtener la
siguiente ecuacién diferencial

D%(x) =0 (4.43)
con condiciones de frontera

dy(0)
dx

De acuerdo a el Lema 1 (Ec. (4.7)), la solucién de las Ecs. (4.43) y (4.44) es y(z) = 8+ 1. En

=0 y y1)=p+1 (4.44)

ese sentido, la concentracién y la temperatura estan relacionados por
T(x) =1+ p(c(z) —1) (4.45)

Este resultado indica que, unicamente es necesario resolver el sistema (4.39) y (4.41) para el
célculo de la concentracién y para el perfil de temperaturas se emplea la Ec. (4.45). El pardmetro
[ es un indicativo del tipo de reaccion, si 8 < 0 es un proceso endotérmico, si 5 > 0 es un proceso

exotérmico y si = 0 es un proceso isotérmico.

Factor de efectividad

En el estudio de la catalisis heterogénea es muy importante conocer los efectos del transporte de

masa y calor dentro de las particulas cataliticas. El pardmetro que indica las magnitudes relativas
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de los fenémenos de difusién y de reaccién quimica, se define como factor de efectividad (n), el

cual estd definido como

Lo que reacciona en toda la particula

" (4.46)

" Lo que reacciona en la superficie externa

De acuerdo a la definicién, si » = 1 (en condiciones isotérmicas) indica que no existen
impedimentos difusivos para la velocidad total del proceso y el control se debe a la energia de
activacion de la reaccién que tiene lugar en la superficie de la particula catalitica. Si 7 < 1 indica
que los aspectos difusivos son importantes en el control de la velocidad global de reaccién. Se puede
presentar el caso donde 1 > 1 e indica que los efectos del transporte de calor son importantes, sin
embargo, esta situaciéon puede conducir a la desactivaciéon del catalizador originada por las altas
temperaturas dentro de la particula.

El FE puede ser calculado mediante el uso de las soluciones analiticas o aproximadas. En
procesos RD con difusién Fickiana (o = 2.0), para la estimacién de n se han reportado diversas
metodologias numéricas sin la necesidad del célculo previo del perfil ¢(z) (Ochoa-Tapia y col.,
2005; Lee y Kim, 2006; 2007). En este trabajo, se estima el factor de efectividad mediante el
célculo de los perfiles de concentraciéon aproximados. De acuerdo a la expresion (4.46), el calculo

del FE puede ser obtenido mediante

N [ ¢*R(x, ¢, T)da (4.47)
fo ®?R(z,c,T)|,_, dz
El FE relaciona a la reaccién quimica en la pastilla catalitica considerando los efectos de la

resistencia al transporte interno entre la reacciéon quimica dada en la superficie de la pastilla (i.e. sin

resistencia al transporte interno). Debido a que la reaccién y la difusién son procesos diferentes, la

Ec. (4.46) permite calcular el FE en pastillas cataliticas con y sin difusién Fickiana. Sin embargo,

la reaccién quimica serd afectada por el tipo de difusién dentro de la partilla catalitica. Entre

los pardametros que tienen mayor influencia en el valor del factor de efectividad se encuentran la
geometria de las particulas (Smith, 1956; Carberry, 1961; Morbidelli y col., 1982; Doraiswamy

y Sharma, 1984) y la expresién de la velocidad de reacciéon (Krasuk, 1965; Wakao y col., 1978;

Lee, 1986; Morbidelli y Varma, 1983; Wohlfahrt, 1982). El objetivo de esta parte del trabajo es

explorar el efecto que tiene la difusiéon anémala sobre el factor de efectividad.

4.3.2. Formulacion integral

Siguiendo el desarrollo presentada en la seccién anterior, el esquema integral de las Ecs. (4.39) y

(4.41) es el siguiente
1
clx)=1 +/ G(z,z)R(z,c,T)dz (4.48)
0
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donde G(z,x) es la funcién de Green fraccional y es descrita por

1 (r—2)t—(1-2)>1 si z<u

Gloz) = () —(1—2)t sio z>z

(4.49)
Considerando el esquema dado por la Ec. (4.24) con (fi—‘; = 0, entonces el esquema discreto de

la formulacién integral (4.48) es

u=B+hGR(u) (4.50)

donde B; = 1+ %G(xa,l‘i)R(ua), i=1,...,N. La Ec. (4.51) es un conjunto de EAN que son

resueltos mediante esquemas iterativos de punto fijo.

4.3.3. Simulaciones numéricas

Para apreciar el efecto de la difusién andémala sobre el factor de efectividad, se calculé n usando
expresiones de velocidad de reaccién lineales y no lineales bajo condiciones isotérmicas y no
isotérmicas. Para la solucién numérica del sistema (4.39), usamos el esquema (4.49) con 100
nodos en la malla, mismos que fueron usados para el cdlculo del factor de efectividad en la Ec.

(4.47)

Condiciones isotérmicas

Los perfiles ¢(z) para o < 2.0 indican la influencia de la difusién no Fickiana sobre el proceso. Si
la reaccién quimica no cambia, uno puede apreciar que cuando o — 2 disminuye la resistencia al
transporte interno (i.e. el proceso es controlado por la reaccién quimica). Este comportamiento
puede verse en la Figura 4.7 y corresponde con estudios experimentales, donde se ha demostrado
que en procesos unicamente difusivos (i.e., sin reaccién quimica) la ley de Fick sobre estima la
distribucién de concentracién (Roeloffs, 1988; Metzler y Klafter, 2000; 2004).

En la Figura 4.8 se muestra el factor de efectividad como una funciéon del modulo de Thiele
para diferentes valores de . Para todos los valores de «, es posible identificar que, cuando ¢ — 0
el FE tiende a 1.0, (i.e., no hay resistencia al transporte interno) y cuando ¢ — oo, n — 0. Sin
embargo, cuando la resistencia al transporte interno incrementa (o < 2), la pastilla catalitica es
mas ineficiente (Figura 4.8a). Por ejemplo, para ¢ = 5.0, el FE es 0.201, 0.1395 y 0.0765 para
a = 2.0, 1.6 y 1.2 respectivamente. Resultados similares fueron obtenidos para una velocidad de

reaccién tipo Langmuir-Hinshewood (Figura 4.8b).
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Figura 4.7: Perfil de concentraciones, ¢(z), en estado estacionario.
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Figura 4.8: Factor de efectividad isotérmico vs. médulo de Thiele para diferentes valores de «, para

(a) velocidad de reaccién de primer orden, R(z,¢) = c¢(z) y (b) velocidad de reaccién tipo Langmuir-

Hinshelwood, R(z,¢) = c(x)%, 6 =0.5.
Condiciones no isotérmicas

En este caso, consideramos la Ec. (4.39) con una velocidad de reaccién no isotérmica, la cual es

definida como

R(z,c,T) = exp <1i5§y:l(1_—6(c:121:)))> c(x) (4.51)

5 es el calor de reaccién adimensional y § es el numero de Arrhenius. Para condiciones exotérmicas
(8 > 0), dadas las limitaciones en el transporte de calor interno, hay un incremento en la constante

de velocidad, por lo que la velocidad de reaccion interna es més grande que la velocidad de reaccién
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en la superficie de la pastilla catalitica, conduciendo a valores del FE ma&s grandes que la unidad
(Aris, 1975). Para § = 20.0, la Figura 4.9 muestra a n vs. ¢ para diferentes valores de « y (3, donde
es posible identificar tres regiones: i) ¢ < 0.1, n — 1, ii) 0.1 < ¢ < 2 el FE incrementa hasta el
punto maximo y iii) ¢ > 2, n — 0. En general, el FE en la regién i) tiene un comportamiento
similar al FE calculado a condiciones isotérmicas. La regién ii) se reduce cuando o — 1 (i.e.,
disminuye la resistencia al transporte interno) y para la region iii) se observa que el FE disminuye
mas rapido cuando v — 1, esto es debido a que se incrementa la resistencia al transporte de masa y
calor. El punto maximo del FE también disminuye cuando « disminuye (Figura 4.42a). Este efecto
puede apreciarse con mayor intensidad cuando la energia de activacion de la reaccién incrementa
(incremento de la velocidad de reaccién interna), dando origen a la formacién de multiples estados
estacionarios en los perfiles de 7. Bajo esas condiciones se observa que la multiplicidad desaparece

como a — 1, debido al efecto de la disminucién del transporte difusivo mésico y térmico (Figura

4.10b).
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Figura 4.9: Factor de efectividad con velocidad de reaccién no isotérmica con cuatro valores de £3.
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Figura 4.10: 7 en condiciones no isotérmicas con 8 = 0.4. Nétese que, el factor de efectividad exhibe

multiples estados estacionarios cuando § > 20 y tienden a desaparece cuando o — 1.

De acuerdo a los resultados presentados arriba se hacen los siguientes comentarios:

= Las FEI son una buena alternativa para la solucién de sistemas RD con derivadas espaciales
de orden fraccional, tales como las describen los perfiles de concentracién y temperatura en

las pastillas cataliticas conducidas por fenémenos de difusiéon anémala.

» Las ecuaciones RD con derivadas de orden fraccional (1 < a < 2) pueden describir fenémenos
de difusién andémala. En procesos isotérmicos, el orden de la derivada indica que tan
importante es el transporte difusivo en el sistema RD, a medida que a — 1 la difusion
tiene menor importancia en el proceso global y viceversa. Por otro lado, en procesos no

isotérmicos la influencia de « se ve reflejada en los fendmenos de transporte de calor.

= Debido a que el orden de la derivada indica la importancia de la difusiéon interna, entonces
para un valor de ¢ dado, el valor del factor de efectividad muestra el valor mas grande

cuando o = 2.

= Similar a los procesos isotérmicos el FE presenta sus valores mas grandes cuando o« = 2. En
este caso se suman los efectos del transporte difusivo térmico. De hecho, cuando el FE exhibe
multiples estados estacionarios, el valor de « influye en los perfiles de 7, de tal manera que

cuando « disminuye, los multiples estados estacionarios tienden a desaparecer.
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4.4. Comentarios finales

En muchos procesos donde existen interacciones entre reacciones quimicas y los fenémenos
transporte, el transporte difusivo puede no ser bien representado por la ley de Fick. En ese
sentido, para describir los fenémenos difusivos se puede emplear la ley de Fick fraccional que
lleva ecuaciones RD con derivadas espaciales de orden fraccional. En este Capitulo se presentaron
las formulaciones de ecuaciones integrales para la solucién de sistemas reaccién-difusion con
derivadas espaciales de orden fraccional. Para el desarrollo de las FEI se hace uso de los conceptos
bésicos del célculo fraccional. Como en problemas con derivadas enteras, las FEI son metodologias
sistematicas que permiten incorporar de manera exacta condiciones de frontera generales. Ademsds,
a partir de los esquemas integrales discretos es posible obtener un esquema analogo al esquema
de diferencias finitas basado en la férmula de Grunwald. Mediante FEI se resolvieron diferentes
problemas RDF y los resultados numéricos se compararon con las soluciones analiticas y numéricas
obtenidas mediante DFGr. Como era de esperarse, las simulaciones muestran que los esquemas
de DFGr exhiben érdenes de aproximacién de O(h), mientras que los esquemas de FEI exhiben
O(h).

Como un caso particular se resolvieron sistemas RDF que describen las interacciones reaccién-
difusién andémala en pastillas cataliticas, con el fin de explorar los efectos de la difusion anémala
sobre el factor de efectividad. Los resultados indican que el orden de la derivada fraccional
estd ligado a la resistencia al transporte de masa y calor interno de las particulas cataliticas. Esto
es, cuando o — 1 se incrementa la resistencia al transporte interno, conduciendo a la disminucién
del factor de efectividad. Para observar dichas variaciones se calculé el FE a diferentes condiciones
en las expresiones de velocidad de reaccion. Los resultados numéricos indican que el FE de pastillas

cataliticas depende directamente del grado de resistencia al transporte interno.
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Capitulo 5

Conclusiones (Generales y

Perspectivas

En este trabajo, se desarrollaron diversos esquemas numéricos para la solucion de ecuaciones
reaccién-transporte descritos por ecuaciones diferenciales parciales con derivadas enteras y
fraccionales. Los esquemas numéricos presentados estdn basados en formulaciones integrales que
surgen de la inversién analitica de los operadores diferenciales espaciales. Las metodologias
propuestas son la generalizacién de los esquemas reportados por Valdés-Parada y col., (2007) y
Alvarez-Ramirez y col., (2007) que describen la obtencién y solucién de las formulaciones integrales
y el desarrollo de esquemas de diferencias finitas no estandar a partir de formulaciones integrales,
respectivamente. Basados en estos trabajos se obtuvieron diferentes alternativas numéricas para
la solucién de problemas reaccién-transporte generales, tales como, i) la directa discretizacién de
las integrales en las formulaciones integrales mediante el uso de reglas de cuadratura; ii) esquemas
de diferencias finitas no estdndar con informacién local del término fuente que se obtiene de la
descomposicién del dominio en subdomnios conduciendo a un sistema de N ecuaciones integrales,
cuyas integrales se aproximan mediante reglas de cuadratura; iii) esquemas de diferencias finitas no
estandar con informacién no local del término ¥(z,t), para este caso se aproxima ¥ (zx, t) mediante
una funcién lineal y la integrales se resuelven directamente; iv) esquemas numéricos para sistemas
reaccion-difusién en derivadas fraccionales que de acuerdo a como se presenten las formulaciones
integrales es posible obtener esquemas analogos a los métodos de diferencias finitas basados en la
férmula de Grunwald. En cada Capitulo se consideré un apartado para la discusién de resultados,
sin embargo es conveniente mencionar aqui las caracteristicas mas importantes de los esquemas

numéricos propuestos

= Los esquemas numéricos basados en formulaciones integrales exhiben O(h?) para diferentes
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situaciones que surgen en procesos reaccién-transporte (i.e. reaccién-difusién, reaccién-
difusién-convecciéon para 1D y 2D), esto debido a la propiedad de incorporacién exacta

de las condiciones de frontera.

= Debido a que las formulaciones integrales se basan en la inversién analitica del operador
de transporte, los esquemas numeéricos muestran mejor desempeno numérico cuando los
fenéomenos de transporte tienen mayor importancia en el proceso. Sin embargo, cuando en
los esquemas de DFFI se incorporan estructuras no locales en los términos reactivos y de
acumulacién, los esquemas numéricos no se ven afectados cuando disminuyen los efectos de

los fendmenos de transporte en el proceso global.

» En general, los resultados numéricos indican que los esquemas numéricos desarrollados en
este trabajo exhiben menores errores de aproximacién numérica y menores tiempos de
computo que los esquemas tradicionales de diferencias finitas. Particularmente, cuando los

problemas reaccién-transporte estan sujetos a condiciones de frontera tipo mixtas.

= Las formulaciones integrales permiten el seguimiento dindmico de los aportes individuales
que componen las interacciones reaccién transporte, lo que permite visualizar el peso que
tiene cada fenémeno en el proceso global. Es importante resaltar que la funcién de Green
es la encargada de representar la distribuciéon de los fenémenos de transporte en todo el

dominio.

Siguiendo la linea de investigacién de este trabajo y con la idea de enriquecer lo desarrollado

aqui, se pueden abordar los siguientes temas de investigacién:

i) El tratamiento de modelos reacciéon transporte mediante formulaciones integrales que
consideren tanto los operadores diferenciales espaciales como temporales, los esquemas
presentados en este trabajo se basan unicamente de la inversién del operador diferencial
espacial y para obtener la aproximacién de la derivada temporal se emplean métodos
de implicitos de Euler o de Runge-Kutta (método de lineas). Es posible que el uso
de formulaciones integrales globales (i.e. espacial y temporal) se mejoren los 6rdenes de

aproximacion del proceso dindmico.

ii) Esquemas de diferencias finitas bidimensionales a partir de la formulacién integral bidimensional,
es decir obtener esquemas de DFFI mediante el tratamiento de las dobles integrales que
surgen en la férmula de Green. Esto puede conducir a un esquema con acoplamiento de los

operadores diferenciales discretos en las direcciones espaciales.
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iii) Metodologias para obtener esquemas no locales mediante la solucién directa (e.g., integracién
por partes) de las integrales en cada subdominio. Aproximar al término W¥(x,t) como una
funcién lineal introduce cierto margen de error (que se reduce a medida que se incrementa el
nimero de nodos), sin embargo tratar directamente la integral mediante la integracién por

partes puede reducir los errores de aproximacion.

iv) Extensién de los esquemas numéricos fraccionales a problemas reaccién-transporte fraccionales
generales. En este trabajo solo se explora la solucién numérica de problemas reaccion
difusion fraccionales en coordenadas rectangulares en 1D, sin embargo, mediante el adecuado
tratamiento de las ecuaciones fraccionales es posible obtener la formulacion integral para

modelos mas generales.
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Apéndice A

Desarrollos de los esquemas de DFF1I

locales y no locales

En el Capitulo 3 se presentaron los desarrollos generales para la obtencion de los esquemas de
diferencias finitas basadas en formulaciones integrales. Con la idea de no distraer al lector con
extensos desarrollos algebraicos, se derivaron los esquemas de DFFI para problemas sujetos a
condiciones de frontera tipo Dirichlet (i.e., inicamente para los nodos interiores). En este apartado
se describen dichos desarrollos, para los problemas estudiados en el Capitulo 3 considerando
los nodos en las fronteras, es decir, evaluando las condiciones de frontera generales. Siguiendo
el desarrollo planteado en el Capitulo 3, primero se derivan los esquemas de DFFI locales y

posteriormente los esquemas no locales.

A.1. Sistemas reaccion-difusion

Considerando el siguiente sistema de reaccién-difusién

ou(x,t) _ 0%u(x,t)

5 22 R(u(z,t)) x € la,b] (A.1.1)
con condicion inicial
u(z,0) = ¢(x) (A.1.2)
y con condiciones de frontera generales
t
R CELO B ) S (A.13)
ox
Ou(b,t
o P (b, )+ = 0 (A14)
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donde «;, B; ¥ i, © = a,b son parametros constantes. De acuerdo a los resultados del Capitulo 2,

la formulacién integral de las Ecs. (A.1.1)-(A.1.4) es

b b
u(z,t) = / Gz 2)R(u(z,t))dz + / G(z,x)aué?t)dzﬁ—aG(g:x)g,z— aG(gj’w)gz (A.1.5)

y su respectiva la funciéon de Green

B 1 <z—a—o‘—z)<x—b——) si z<x
DT T fomam) (s—0-2) s 22 (415

Siguiendo el desarrollo reportado por Alvarez-Ramirez y col., (2007), se considera la descomposicién

parcial del dominio D = [a,b] en D; = [z;—1,xit1],i = 1,..., N (ver Figura 3.1), lo que resulta un

sistema N de EDP. Si para cada EDP se obtiene su correspondiente formulacién integral, tenemos

= Para D,

6G1($2> ) o aGl(xavx)ﬁ
u(z,t) / Gi(z,z)U(z,t)dz — 5, ————ua(t) 9. &

= Para D;,i=2...N —

Tit1 (s s
u(z,t) = / Gi(z, )W (2, t)dz — Wum(t) + Wui_l(t)
Ti—1
s Para Dy
b
(z,1) = / G (2, 2)0(z, t)dz + 2ENO D W OON(EN-12) oy (A1)
TN-1 0z Bp 0z

y de la Ec. (A.1.6) se obtienen las funciones de Green correspondientes,

1 r—2o)(z—xqg —%%) si z<ux
Cr(oa) = — L (z —x2)(z — 2a — F2)
T2=%a =3, | (—2za—F)z—22) sl z2u
1 z—xi—1)(x — x; si z<z
Gi(z,az): ( i 1)( H—l)
Tit+1 — Ti-1 (Z—[,Ci+1)(l’—$i_1) si z2>x
1 z—an_1)(x—xp—F) sl z<ux
G (2,7) = = av)le mn = 5

xb_xN—l"f'% (z —xp — Bb)(x—xN 1) st z>ux
Si las Ecs. (A.1.7) son evaluadas en su punto interior z;, del subdominio D;,i = 1,..., N, se

obtienen las siguientes expresiones

s Para D; )
T2 _ Qa h
Ba Va
= U(z,t)d t) — —
Uy /a Gi(z,2)¥(z,t) Z+2h—%u2() o — % B
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= Para D;,i1=2...N —1

u; = / Gi(z,x)¥(z,t)dz + §ui,1(t) + §ui+1(t)
Ti_1
s Para Dy
/b G (o 2) U (o ) 4 2 ey (A.1.8)
= 2,2)¥(z,t)dz u - 1.
A A : oh+ 9 2h + 2 By

En este punto se tiene N ecuaciones integro-diferenciales, las cuales para resolverlas es necesario
discretizar las integrales mediante reglas de cuadratura. Dependiendo del esquema que se utilice

para aproximar la integral, podemos obtener diferentes soluciones aproximadas de u(x,t)

A.1.1. Esquema local de diferencias finitas
Si consideramos la aplicacién de la regla del trapecio basada en tres puntos equidistantes

[€i—1, %, Ti+1] se pueden aproximar las integrales como

s Para D;
3 aq
2

h=5%5 2
/ Gi(z,2)U(z,t)dz = ———==h"U4(t)
-

= Para D;, i =2...N —
Tit1 1 )
/ Gi(z,2)V(z,t)dz ~ —§h U, (t)

Ti—1

s Para Dy
b 3ap
G (z,2)U(z,t)dz ~ 725}1 U (t) (A.1.9)

Sustituyendo las Ecs. (A.1.9) en las Ecs. (A.1.8), tenemos

s Para D;
3« «Q
9O Qg h_7a h
2 a a 'Ya
n(t) =~ — 5h2qf(>+2h ) - gy
Ba Ba @

» Para D;,1=2...N—1

1 1 1
ui(t) = —ihz‘lli(t) + iui_l(t) + §ui+1(t)

s Para Dy

un(t) = _ﬁhQ\IIN(t) + 2h_}_ﬁaluN71(t) Tt @5 (A.1.10)
B B Bo

122



Si re arreglamos las Ecs. (A.1.10) obtenemos el siguiente sistema

h—35e) n2
w, (1) = Y1) = 2“}22@) fua® Gy N1
bat) — —hg = (2h+ %) un(®) + (h+ %) un-1(0)
(h + %%) h?

o bien dado que ¥;(t) = du#é“ + R(u;(t)), tenemos

duy (t)  wigua(t) —wziui(t) —wioF® Ry (1)
at h2 "
dul(t) B uH_l(t) — 2u2(t) + Ui_l(t) .
dt - h2 R(uz(t))a Z—2,...,N 1
dun(t)  —91.0% — g2aun(t) + graun—1(t)
= —R t Al.11
- — (u (1)) (A111)
donde ' i . -
wj:zh—gﬁ—a v g}j:zh—i—gm
b _ 3aa b 3ay
h=3% h+ 3%,

En las Ecs. (A.1.11) las ecuaciones correspondientes a la frontera, en x = 1 y * = xy los
factores w; ; y g;; también afectan a los nodos z2 y xn—1. Mientras que el esquema clésico de DF
depende del tipo de discretizacién de las derivadas en las condiciones de frontera, por ejemplo,
usando esquemas de diferencias hacia atras y hacia adelante, dichos pardmetros sélo afectan hasta
1y TN, respectivamente. Nétese, que las condiciones de frontera tipo Neumann y Dirichlet pueden

ser obtenidas como un caso limite de las condiciones tipo Robin en (A.1.11).

A.1.2. Esquema no local de diferencias finitas

En la seccién anterior se demostr6 que discretizando las integrales de las Ecs. (A.1.8) mediante la
regla del trapecio se recupera un esquema de DFNE con término fuente local. Con el objetivo
de obtener esquemas de diferencias no locales (DFNL), se consideran las Ecs. (A.1.8) y se

descomponen las integrales en los intervalos [z;—1,z;] ¥ [zi, Ti+1], i = 1,... N, es decir

s Para D;
x2 x1 T2
/ Gi(z,z)¥(x,t)dz = / Gi(z,z)¥(x,t)dz + / Gi(z,z)¥(x,t)dz
a a x1
» ParaD;,7=2...N—1

Tit1 T; Ti+1
/ Gi(z,2)¥(z,t)dz —/ Gi(z,x)\ll(x,t)dz—i—/ Gi(z,2)¥(z,t)dz
Ti 1 T

Ti—1 %
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s Para Dy

b TN b
/ GN(z,x)\Il(x,t)dz—/ GN(z,x)\I/(w,t)dz—i—/ Gn(z,x2)U(z,t)dz  (A.1.12)

N-1 TN—-1

En las Ecs. (A.1.12) se observa que para z € [z;_1, z;] Unicamente estdn disponibles los valores
en la frontera W(x;_1,t) y ¥(z;,t), asi que para conocer el valor de ¥(z,t) en cualquier valor de
z se propone la siguiente aproximacion lineal

v, (t) -, (t)
h

\I/(Z,t) = \I/Z'_l(t) + (Z — xi_l) (A113)

donde W;(t) = ¥(x;,t). Dados los limites de la integral, tenemos que z < x, asi que la funcién de

Green es

Gi(z,z) = (2= 2i-1)(@ = Ti1) (A.1.14)

Ti+1 — Ti—1

entonces tenemos

e V(2 e A oz mi)(@ i) [ U, (t) — U1 (t) . .
/%_1 Gi(z,2)¥(z,t)d /zi_l P [\Ifz_l(t) + - ( )| d
(A.1.15)

Evaluando la integral (A.1.15) en z = x;, se obtiene

@i Ty, T G(t) — W,
/ Gi(xi, )V (t)dz = —/ 21(75)(z —xi_q1)dz — / ®) o 1®) (z — zi_1)%dz

i—1 i—1

(A.1.16)

Como las funciones en las integrales de la Ec. (A.1.16) son lineales, es posible integrar
directamente, de tal forma que
oo (t W, (t W, (t
/ 121()(2—.%1'1)(12: ? 1()(xi_$i71)2: ? 1()h2
Ti—1

/xxi \I/Z(t) ;}:I/i_l(t) (Z B 1'2;1)2(12 _ \I/Z(t) — \I/i_l(t) (Z B $¢71)3 B \I/Z(t) —6\111'_1(75) 32

i—1
Lo que conduce a que la Ec. (A.1.16) se simplifique a

T h2 h2
/ Gi(z,2)¥(z,t)dz = —E\Ili_l(t) - F\I,Z(t) (A.1.17)
Ti—1

Haciendo lo mismo para la integral en el dominio z € [x;, z;11], tenemos

Tiq1 h2 h2
/ Gz, 2) W (=, )~ Wi (1) — (1) (A.1.18)
Por lo tanto,
Fit h? 1 2 1

Ti—1
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Bajo las mismas ideas se obtienen las aproximaciones de las integrales en los subdominio D; y

Dy como
z9 h2 1 aa h2 4 50[(1
W(s, 1)z ~ - 5" 5, ) Ve~ gra (g, ) T
/xa Gl 2) (e t)dz 2h—%‘2<6 Ba> " 2h—%2<6 65) 1
h? 1 la
2h—g3<6 6&) 20 i

xp h? 1 3 ayp h? 4 5ay
W(z, t)ds ~ 6"t 65 ) 0O ga (§ht s, )Y
/z Gn(z,2)¥(z,t)dz 2h+as (6 Jrﬁﬁb) o(?) 2h+%’;(6 +65b> vl
1

N-1 By
h? 1oy
————— | =h+=— | Un_i(t Al.21
2h+%§,(6+65b> Nt (A121)
Sustituyendo las Ecs. (A.1.19)-(A.1.21) en el esquema integral (A.1.8), obtenemos
dus(t) duy (t) dug(t)  weoF: — wizeu(t) + weeua(t)
Wit W Fwg— = % Ri(t)
1dui+1(t) %duz(t) ldui_l(t) . ui+1(t) — QUZ‘ (t) + ui_l(t) _ R(t)
6 dt 6 dt 6 dt h? ’
dun1(t duy(t dun_1(t)  96.6un—1(t) + grz6un(t) + ge 04
91,31\;;1() 94,5 c];[t( ) + 911 thl( ) = 2 L —Rn(t)

(A.1.22)
donde

Ri(t) = w(l,1)R(ua(t)) + w(4,5)R(ui(t)) + w(1,3)R(up(t))

Rift) = & Rluis () + SR(ui(t)) + ¢ Rwi1(1)

R (t) = 9(1,3) R(un+1(t)) + 9(4,5) R(un (1)) + g(1, D) R(un—1(t))

y los factores de peso w y g son

i Joa i Jap
Hiﬁh 6 Ba o 6h+6 b
Wi,5 = L _ 3aa Y Gij h—i—Q%
QBa 25b

La discretizacién del operador diferencial espacial en el esquema (A.1.22) coincide con el
esquema no estandar dado por el sistema (A.1.11). Sin embargo, en el esquema (A.1.22) se
consideran términos no locales tanto para la reacciéon como para la derivada temporal. A diferencia
de los esquemas no locales propuestos por Mickens, (1994), el esquema propuesto no hace uso de

reglas Heuristicas para la aproximacion no local de los términos de reaccion y de acumulacién.

A.2. Sistemas reaccion-difusiéon-conveccion

Considerando el siguiente sistema reaccion-difusion-conveccién adimensional
ou(x,t)  0*u(w,t) P ou(z,t)
= — Pe
ot Ox? ox

— R(x,u(x,t)) x € |a, b (A.2.1)
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con condicién inicial y condiciones de frontera generales, como

u(z,0) = ¢(x) (A.2.2)

0ularl) | g u(a,t) + o =0 (A.2.3)
Aa—p Lu(a, Yo = 2.

ab@ug;,t) + Bpu(b,t) + v, =0 (A.2.4)

donde «;, 8; ¥ Vi, © = a,b son pardmetros constantes. De acuerdo a los resultados del Capitulo 2,

la formulacién integral de las Ecs. (A.2.1)-(A.2.4) es

_ Ya aG(au x) Yo 8G(b, x)
u(z,t) = exp(—Pea)ET - exp(—Peb)ET
b G(z,z) [Ou(z,t)
—i—/a oxp(Pe2) [ 5+ R(u(z,t))| dz (A.2.5)

y la funcién de Green correspondiente es

1 (exp(Pex) — exp(Peb)ky) (exp(Pez) — exp(Pea)k,) si z<z

G(z,x) = —
(2) Ac (exp(Pez) — exp(Peb)ky) (exp(Pex) — exp(Pea)k,) si z >

(A.2.6)
donde k, = Peg* + 1, ky = Pe3t +1y Ag = Pe [exp(Peb)ky — exp(Pea)k,]. Las Ecs. (A.2.5) y
(A.2.6) constituyen la formulacién integral del sistema RDC con condiciones de frontera generales.
Por simplicidad en la notacién se define §; = exp(Pex;) y retomando las ideas de la discretizacién
espacial (Figura 3.1) e invirtiendo los operadores diferenciales a operadores integrales, se obtiene

Para D,

u(z,t) = _0Gi (w2, ) ua(t) n 9G1(2a,7) Ya /”32 Gi(z,2)

0z & 0z £aBa exp(Pez) (2 t)dz

Para D;,1=2...N —1
. . . . . . Ti41 .
w(m,t) = _8GZ(CCH_1,.T) uiy1(t) n 0G(zi—1,x) ui—1(t) +/ Gi(z,x) W(zt)dz

0z &iv1 0z & ., exp(Pez)
Para Dy
0GN(xp,x) v  OGN(zN—1,7) un—1(t) /b Gn(z, )
= — _— A2,
u(x,t) 9% & + 5 Ex + . exp(Pez) U(z,t)dz ( 7)

donde las funciones de Green para cada subdominio se pueden obtener a partir de la Ec. (A.2.6)

y son
1 (exp(Pex) — &) (exp(Pez) — Egka) si z<uw
Gi(z,2) = ———F——
Pe (& — aka) (exp(Pez) — &) (exp(Pex) — Egky) si z>x
Gilz.x) 1 (exp(Pex) — &i+1) (exp(Pez) — &i—1) si z<ux

T Pe(&i1—&i1)

—~

exp(Pez) — &y1) (exp(Pex) — &i—1) si z>x
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1 (exp(Pex) — &pky) (exp(Pez) —En—1) si z<zx
Pe (&ky — En—1) (exp(Pez) — &ky) (exp(Pex) —En—1) si z>x

Gn(z,z) =

Si las Ecs. (A.2.7) son evaluadas en su punto interior x;, para cada subdominio D;,i =1,..., N,

se obtienen las siguientes expresiones

= Para D,

ui(t) = — U(z,t)dz

(&1) — &aka) ua(t) — (&1 — &2) gf n /IQ Gi(z, )

Pe (& — &aka) exp(Pez)
» Para D;,1=2...N -1

(6 = &) uin(t) = (& — Er)uia(t) | [+ Gilz2)
Pe (§i+1—&i-1) +/I exp(Pez)\P(Z’t)dZ

ul(t) = —

i—1

s Para Dy

) U(z,t)dz  (A.2.8)

uvlt) == exp(Pez)

(En) — fN—l) #—Ev—&kp)un-1(t)  * Gn(zz
Pe (&pky — En-1)) " /a:N

Lo que resta es aproximar las integrales de las Ecs. (A.2.8) mediante la metodologia planteada
para problemas RD, lo que conduce a esquemas locales y no locales de DF.
A.2.1. Esquema local de diferencias finitas

Si se aproximan las integrales mediante la regla del trapecio para tres puntos equidistantes, se

obtiene

s Para D;

2 Gi(z,x) ~ (&1 — ( [ %B—P ])
/a m‘l’(zaf)dz i Peh&, (52 —&a [ D e

= Para D;,i=2...N —1

Tit1 Gi(z,x) (gz §i 1) (5@ gz-‘rl)
/x W\D(z,t)dzrv Peht: (et — 1) 2 Wi(t)

i—1

s Para Dy

b Gy(za) (v —en-n) (v - & [T+ 5 Pe])
/“’EN—I @{JIZ(W\I/(z,t)dz " Pehty (Sb [1 - %Pe} - §N71> PN (1) (4.2.9)

Suatituyendo las Ecs. (A.2.9) en las Ecs. (A.2.8), tenemos
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s Para Dq

R2W (1)

(5% (t) =

(51—&[%‘ZPBJrlDuz(t)—(&—52)EZ+(51—52 (a-efi+ % : pe) )
m@—@%m+® mm@ gﬁ D
» ParaD;,2=2...N -1

(& — &) wir1 () — (& — Siv1) wim1(t) | (& —&i—1) (& — &iv1) ;2
Pe (&i41 — &i-1) * Peh&; (&iv1 — &i-1) hoE(?)

uz(t) = —

(v —&én-1) 2 — (&' —& [%P@ + 1}) un—1(t)
Pe (& [2Pe+1] —év)
(€N — v (‘fN — & {1 + g%;’PeD ,
h*W n (t)
Pehén (& ( b {1 — %PG} — §N—1>

UN(t) = —

(A.2.10)

+

dul(t) + R(u;(t)) el sistemas de EDO (A.2.10) puede ser reescrito como

Finalmente como ¥;(t) =

duy(t) 013t — Kiur + paug

dt 2 — R(u1(t))
dui(t)  Opui—1 — Kiu; + it | o
dt h2 R(ul(t))7 t1=2,...,N—1
duN( ) QNUN 1_HNUN+MN5b
. 52 — R(un(t)) (A.2.11)
donde
P Rl G %) KO
She < +3 aaP@) Sa §i =& v —En—1
K1 = & - (1 * %P6> 5“91 o — i1 — & 19 fn — EnN—1— (1 + ﬁbPe) & i
&1 — & LT Ex — ot
6 (1+5Pe)s Pens; Pehéx
62 - 51 fz-i-l fz 5 <1 + 3ap Pe) gb

El sistema (A.2.11) es el esquema de diferencias no estandar para sistemas reaccién-difusion-
conveccion en coordenadas rectangulares y condiciones de frontera generales. Los parametros de
ponderacién 6;, k; y p;, ¢ = 1,..., N, son funciones exponenciales que surgen debido al factor

integrante empleado para volver adjunto el operador diferencial espacial. Debido a su naturaleza,
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los parametros 6;, x; y p; son dificiles de simplificar. Sin embargo, si tomamos el limite cuando

Pe — 0 la Ec. (A.2.11) toma la forma

duy (t) wl,ogf — W2 1U1 + Wi,1U2

dt h2 (u1(t))
du;(t) Uil — 2+ Ui o
a 12 — R(ui(t)), i=2,...,N—-1
duN(t) g1,1UN-1 — g2,1UN + 9170%
- — R(un(t A2.12
dt 52 (un(t)) ( )
donde
ih—j%* ih + j5
Wi = T 3a, Y 90T S
h — 2 Ba h + 55*;:

Este resultado corresponde al esquema de DFFI para sistemas reaccién-difusién desarrollado en
la seccién anterior. Si Pe — 0 indica que el transporte convectivo no es importante en el proceso,

es decir, que sélo existen interacciones reaccién-difusién.

A.2.2. Esquema no local de diferencias finitas

Siguiendo la metodologia planteada en el apartado B.1.2, es decir, la descomposicién de la integral
de cada subdominio en dos intervalos, z € [x;—1,2;] y © € [x;,2iy1]. Por lo tanto, de las Ecs.

(A.2.8), tenemos que para D;, i =1... N, las integrales se descomponen en

s Para D,

ok [T G g gy [P O g g
/a @(F’(Pez)q}(x’t)dz_/a eXP(Pez)\IJ( ) +/;pl exp(Pez)\IJ( Hd

» Para D;,1=2...N -1

Tit+1 . X5 . Ti+1 .
/ M\I’(m,t)dz :/ Gl(z’x)‘ll(x,t)dz—l—/ M‘l’(:c,t)dz
T Ti—1 i

., exp(Pez) . exp(Pez) exp(Pez)
s Para Dy
/b GN(Z’:E)\II(x,t)dz:/mN GN(Z’x)\P(x,t)dz+/b ONGET) g dz (42.13)
A exp(Pez) EN exp(Pez) N exp(Pez)
Si para el primer intervalo z € [x;—1,2;], i = 1,..., N, se aproxima a ¥(z,t) mediante una

funcién lineal (Ec. (A.1.13)) y se evalia la funcién de Green, obtenemos

= Para Dy, [ G1C2) g (5 )dz ~

a exp Pez

fl - 52 T \Ijl(t) B \I;a(t)
Pe (& — &aka) / [t~ haexp(Pela = 2))] [Walt) = === (a = 2) | d
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« Para D;, [ LW (z, t)dz ~

Ti—1 €Xp

§i — &it1 i o | 7 4 il
prie s [ - en(Petai = )] [ a0 Pl o)

= Para Dy, [V ON D) (5 ) dz ~

xn—1 exp(Pez)

m /mN 1— exp(P?:N_l —2)) [\I’Nl(t) B U (t) —h‘I/N—l(t) (Tn_1 — Z)] dz

N-1

(A.2.14)

donde k, = §*Pe+ 1y ky = O‘—I’)’Pe + 1. Integrando las Ecs. (A.2.14), obtenemos

= Para D,
" Gi(za) -6 2
v ~ B11Y, By U
/a exp Pez (2,1)dz ~ &9 — Eakg [B11Wa(t) + B21 W1 (t)] h
= Para D;
Ti Gz, 1) & — & )
— Uz t)dz r ——— [B1iVi-1(t) + B2, ¥i(t)| h
/1‘1 exp(Pez) (z.1) Ci1 — &1 B, 1(t) 2, Vi(t)]
= Para Dy

N
/ M\IJ(Z, t)dz ~ N ek [BinUn-1(t) + BanUn(1)] b (A.2.15)

vo1 €xp(Pez) vk — En—1
donde
B — 1 —exp(—Peh) 1 B — exp(—Peh) N exp(—Peh) —
“ Pe2h? Peh’ h Peh Pe2h?

1 1 1 1
B B B B
L1 = Ph<+ k) 2,1 = Ph<+5k)

1 1 1 1
By, = B Byi=—|=-+B ,=2,...,N
14 = Pe h< + ) 2,1 Peh <2+ B)a 1 ) 3

En forma similar, para el intervalo x € [z;, z;11], tenemos

= Para D,
*2 Gy (2, 1) & — &Eka )
U(z,t)dz = B3 1Wq(t Bs1Us(t)| h
/1 exp Pez (z,t)dz > €9 — Eok a[ 3,1V1(t) + Ba,1Va(1)]
= Para D;
" Gen) b 2
— 5 V(e t)de v 2= [BsWi(t) + BaiWisa(t)] P
/:c exp(Pez) (1) §iv1 —&—1[ 3a%i(t) + Buiini (1)
= Para Dy
N Gy (z,7) N —&n—1
D L2, t)dz ~ 2 [By NUN (1) + By Uy(t)] b2 A2.16
/zN exp(Pez) (= t)dz §b/€b—5N—1[ aNUN () + Ban T (t)] ( )
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donde
1 1 — exp(Peh) B exp(Peh) —1  exp(Peh)

B, = =
7 Peh+ Pe2h? ’ @ Pe2h? Peh
1 1 1 1
Bs,; = Ph( +B) By = Ph( +B> i=1,...,N—1

1 1 1
B B B
BN = B ( + kb) 4N = pop (

Sustituyendo las Ecs. (A.2.15) y (A.2.16) en las Ecs. (A.2.8)

1
+ B, kb)

s Para D,
(&) Gk ua(t) - (G- &) 3 & - & 2
ul(t) = — Pe (52 — gaka) + €0 — E kg [Bl,lqja(t) + B2,1\P1(t)] h
LSl g (1) + BayUa(t)] 1
€2 - ga a

= Para D;,i1=2...N —1
(& — &) uir1(t) — (& — &Gy)uim1(t) & — &

. - _ . . 2
uz(t) Pe (&-1—1 — éi-l) + &_’_1 6 [Bl,z\I/z—l(t) + B2,1\Ijz(t)] h
+ 7& — Eif,l [B3iW;(t) + ByiWip1(t)] h?
gH-l - fz—l
s Para Dy
(En —En- ) — (v —&kp)un—1(t) &y — &k N
un(t) = (fbkb En-1)) * Eky — En—1 BryvEn-1(D) + Bon (O]
L ENTENTL (g () B (1)) (A2.17)
Soky — EN—1

Después de algunas manipulaciones algebraicas, el sistema de ecuaciones (A.2.17) puede ser

presentado como

91%’; — K1u1 + pu2

O(xq, 1, 22) =

h2
Ol 1 — Foitls - Lt
e(ivi—l, , xi—&-l) _ 1Ui—1 K;L;Lz + Mzuz+1’ _ 2’ ' ,N 1
ONUN—1 — ENUN + [N T
O(zN_1,TN,Tp) = % Bb (A.2.18)

donde

O(xq, x1,22) = 01B1,1%4(t) + (61B21 + 11 B3 1)W1 (t) + p1Ba1Va(t)
O(xi—1,xi, xig1) = 0;B1,;V;—1(t) + (0;Ba,i + piBs i) Wi(t) + p1iBa i Viv1(t)

O(zn_1,2N,2p) = ONBiNYN_1(t) + (ONBan + (i B3 N)UN(t) + v Ba,nUp(t)
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los parametros 60;, x; v i, © = 1,..., N estdn definidos en el esquema de DFFT local dado por
las Ecs. (A.2.11). Por otro lado, si consideramos a la Ec. (A.2.18) cuando Pe — 0, se recupera el

esquema (A.1.22), es decir, el esquema de DFFI no local para el sistema RD.

A.3. Sistemas RD en 2 dimensiones

Para el tratamiento de sistemas bidimensionales se considera la siguiente ecuacién RD en 2D

adimensional
u(z,y,t)  Ou(z,y,t) N O*u(x,y,t)
ot N Ox2 Oy?

con condiciones de frontera generales,

— R(u(z,y,t)) (A.3.1)

ou(0,y,t
ax,a(af:y) + Bm,au(ov Y, t) + Yz,a = 0
ou(L,y,t
aﬂ?vb(axy) + Bx,bu(L7 Y, t) + Yz,b = 0 (A-3-2)
ou(x,0,t
O‘y,a(é?y) + Byau(z,0,1) + 70 =0
Oou(zx,H,t
oI 4 B (e H.0) 930 = 0 (A.3.3)

donde o, Bji v Vi J = T,y, © = a, b son constantes. Como primer paso, se propone solo invertir
el operador diferencial en la direccion = a un operador integral. Para ello re-escribimos la Ec.

(A.3.1) como
O*u(z,y, t)
Ox?
donde O(z,y,t) = ¥(x,y,t) — 8215#;24;) y U(z,y,t) = w + R(u(z,y,t)). Agrupar al operador
diferencial espacial en la direccién y dentro del término fuente, nos provee la ventaja de trabajar

= 0O(z,y,t) (A.3.4)

con un sistema unidimensional. Nétese que la Ec. (A.3.4) tiene la misma estructura que la Ec.

(?7), por lo que la formulacién integral es

b OG(L,x) vap OG(0,x) 7
w(z,y,t) = | G(z,2)0(z,y,t)dz + ———= 22 2/ 58 A.3.5
@0.0)= [ Genoy iz + Dt LSRN (p55)
y de la Ec.(A.1.6), tenemos que la funcién de Green es
1 <z—%><x—L—g”’b> si z<ux
G(zx) = —aF—a— o wb (A.3.6)
L+ 32 — Zme _ Gaa ], Gab iy >
Bz.b Bx,a x Bz,a z Bz,b S zZ =X
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En ese sentido, empleando los resultados de la Seccién 3.1 para esquemas locales, tenemos que

el esquema de DFFI de la Ec. (A.3.4) es

ui(y.t) 9T — groiur(y,t) + g1 1ua(y, t)
\Ij (y t) — 1 y7 + /Bz,a
1\Y 8y2 h%
82'&7; (y7 t) ui—i—l(yv t) — 2'LLZ (y7 t) + ui—1 (y7 t) .
Vi(y,t) = o2 2 , i=2...,N—-1
Ya,b
Pun(y,t)  wrLiun-1(y,t) —wr2iun(y,t) + w0z
] t) = ! o A.3.7
donde o ’ s
gxivj - h 3 Qz,a y wxiv] h 3 Qz.b ( U )
o 2 B:c,a + 5 /Bz,b
y con las siguientes condiciones de frontera
ou; (0, t .
ay@#%—ﬂy,aui(o,t)—kfyy’azo i1=1,...,N
dy
Ou;(H,t .
Ozwby + ﬁy,bui(H, t) + Yyb =0 i=1,...,N (A.3.9)
dy

Para determinar el esquema de DF en la direcciéon y se reagrupan los términos del sistema

(A.3.7), de tal forma que
0%ui(y, 1)

ks Qi(y,t), i=1,...,N (A.3.10)
donde
Yx,a

91050 — g2,au1(y, ) + griuz(y, 1)

O1(y. 1) = W1y, t) - —= 2
X
: 1) — 2ui(y, t) +ui_1(y,t ,
O;(y,t) = ¥i(y,t) — Uit (8 ) “”ff; ) Uiy ), i=2,...,N—1
X

w1 1un—1(y,t) — w2 1un(y,t) + w10 gzl;

@N(y,t) = \I/N(y,t) - 2 : (A.3.11)
X

Ahora, repitiendo el desarrollo para la obtencién de DFFI en cada una de las ecuaciones
diferenciales que conforman el sistema (A.3.10) con sus respectivas condiciones de frontera,
tenemos que
Parat=1yj=1,...,N

gr105°% — grour1(t) + griaua(t)  gyio2=* — gyz2auna(t) + gyau2(t)
Bz,a + ﬁy,a

Pia(t) =
02 02
91052 — gr21ur;(t) + gz () wy o (8) — 2ug () + ur i1 (t)
\Ijlvj(t) = h2 + h2
z Yy

gil,ogz%z — wxa Nu1,1(t) + gr1,1u N (1) N wy1 11, N—1() — wya,1u1 N (t) + wyl,O%

T (t) = h2 h2

T
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Parai=Nyj=1,....N

w12 (1) = was (1) + w22

Uni(t) =

N gyl,ogz‘fz — gy2,1un,1(t) + gy1,1un2(t)

h2 hZ
Yz,
wrgun-1;(t) —wraaun(8) F weL0gE g (8) — 2un(E) + un o (t)
€z Y
w1ty () = wraty  (8) + w055 Wyt v, (8) — wyzauy o (8) + wyo g
\I}N7N(t) = h2 : h2 :
T Y

Paraj=1yi=1,...,N

gr10%% — 921U (1) + 91,102, (1)

9Y1,03=> — gy2,1u1,1(t) + gy1,1u12(t)

Y,

Uqa(t) =

2 2
ui+1,1(t) — 2’LLZ'71(7§) + Uiflyl(t) gyl,ngizZ - ng,lui,l(t) + gyl,lui,Q(t)
U, (t) = - + =
T Yy
wayun—11(t) — wrzaun (8) + werog™ gyLo =t — gy2aun,(t) + gyrauna(t)
Uni(t) = = + '

h3
Paraj=Nyi=1,...,N

91,052 — wra,NuL1(t) + gT11u2 N (1)

wyr 1u1, N—1(t) — wyz1ur N(t) + WYL0 5,

hy

Yy,b

\1117N(t) = 32

x

hy

wy i N—1 (t) — wyz,1ui,n (1) + wyro 5

_ Ui N(8) = 2ui N () + uia N () .

U; n(t) 12

WIL1UN_ N (t) — wxgjluNyN@) + w10 gz,i

hg
WYL,1UN N1 <t) — WY2,1UN N (t) + wym%

Uy (t) = .

Parai=2,.. N—-1yj=2,..., N—-1

C igr () — 2w () + w1 (2)

n Uit1,5(t) — 2w () + ui—1,5(¢)

hy

(A.3.12)

W i(t) =
h;

h3

Dado que las condiciones de frontera (A.3.9) tienen la misma estructura que las condiciones

de frontera para el operador diferencial en la direccién x, obtendremos factores de ponderacién

similares a los presentados en la Ec. (A.3.8)

. . Qya . .y p

i = Zh - jﬁz,a v Wy Zh +]13be
) 3 Qy.a 2,7 3Qy b
h= 35 "t 2B

En los esquemas de DF, para evaluar los valores de u(x,y, t) en las fronteras (y =z =0, x = L

y y = H), tépicamente se discretizan las derivadas en las condiciones de frontera para despejar los
valores de u e incorporarlos en las ecuaciones correspondientes en los nodos de las fronteras. En los
esquemas de DFFT las condiciones de frontera se incorporan directamente, sin embargo es posible

hacer el desarrollo inverso para encontrar la forma discreta de las derivadas en las condiciones de
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frontera. Entonces, de las Ecs. (A.3.7) es posible obtener las expresiones en diferencias para las

derivadas de las condiciones de frontera (A.3.2), dichas expresiones son

ou(0,y)  —3uo(y) +4dui(y) — ua(y)

~
~

ox 2h,
Ou(L,y) _ Bunii(y) — dun(y) + un—1(y)
e T (A.3.13)

Haciendo el desarrollo para obtener el esquema no estandar en la direcciéon y encontramos que las
derivadas de las condiciones de frontera son aproximadas mediante:

Ou(x,0)  —3ug(z) + du(z) — uz(x)
oy - 2hy

ou(z, H) ~ 3unyi(x) —4dun(z) + un—1(z)
y 2h,,

Las Ecs. (A.3.13) y (A.3.14) indican que las derivadas en las condiciones de frontera son

(A.3.14)

aproximadas mediante esquemas de diferencias de orden A%, lo que conduce a esquemas de DF
con ordenes de aproximacién global de h?. Este resultado resalta la importancia de la propiedad
de incorporacién exacta de las condiciones de frontera del método integral estudiado, donde no es
necesario proponer un esquema en diferencias para las derivadas de las condiciones de frontera y

el orden h? surge en forma natural.
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