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Resumen

Este trabajo aborda el proceso de escalamiento, mediante el uso del método del prome-
dio volumétrico, de la transferencia de masa difusiva de un soluto que sufre una reacciéon
homogénea en un medio poroso con cinética lineal o no lineal, con el fin de

e Desarrollar una metodologia para obtener la formulacion integral basada en funciones
de Green de la solucion formal del problema de desviaciones espaciales en el es-
calamiento con fuentes lineales y/o no lineales (problema de cerradura).

e Determinar las restricciones de escala, a partir de la metodologia desarrollada, que
permitan obtener los coeficientes de medio efectivo para dilucidar la dependencia de la
reaccién quimica en el coeficiente de difusividad efectiva.

e Establecer claramente las condiciones necesarias que conducen a un modelo de la
macroescala de interés practico, con una estructura parecida a la de su contraparte
en la microescala.

e Validar el modelo de la macroescala al compararlo con simulaciones a escala de poro
del modelo de transporte en la microescala.

e Aplicar y extender la metodologia desarrollada a los procesos acoplados de difusion y
reaccion irreversible (transporte facilitado) del acarreador, la especie permeante y el
complejo producido que ocurren en una membrana liquida soportada.

En el Capitulo 1 se exponen los pasos establecidos por el método del promedio volumétrico
para escalar el proceso de transferencia de masa y reaccion homogénea en la fase fluida de un
medio poroso homogéneo con el fin de obtener el problema de cerradura que permita cerrar
el modelo macroscopico. Asi como, los pasos para validar el modelo escalado de conservacion
de masa, resultante de la aplicacion de la metodologia desarrollada, mediante comparaciones
con simulaciones numéricas directas a escala de poro.

Las suposiciones y restricciones que sustentan la simplificacion del problema de cerradura
se enuncian en el Capitulo 2. Para atender la no linealidad de la velocidad de reaccion
no lineal, en este mismo capitulo, se propone su linearizacién a partir de su expansiéon de
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Taylor alrededor de la concentraciéon promedio en el volumen promediante. La informacion
redundante es filtrada para establecer las condiciones que permiten aproximar el problema
de cerradura por uno local, periddico, cuasi-estacionario/transitorio y lineal.

Dada la naturaleza lineal de los operadores diferenciales de los problemas de cerradura en
las diferentes etapas del proceso de escalamiento, en el Capitulo 3, se formula la solucién
integral de las desviaciones espaciales de la concentracion mediante el uso de la teoria de las
funciones de Green. Las principales ventajas de este enfoque son: la funcién de Green es
independiente de los términos fuente del problema y la formulacion integral de la solucién
del problema de cerradura resulta ser una combinaciéon lineal de integrales de productos de
la funcion de Green con los términos no homogéneos del problema permitiendo asi un mejor
manejo numérico de la solucion. Esto tltimo, para el el problema de cerradura local, per-
i6dico, cuasi-estacionario/transitorio y lineal, conduce a una expresion para las desviaciones
espaciales como la suma de productos de variables de cerradura con las fuentes (vistas como
funciones de cantidades promedio). Sin embargo, si el problema de cerradura es no local la
definiciéon de estas variables resulta imposible.

La informacién de la microestructura, tan compleja o simple segin se requiera, es capturada
en la formulacion integral de las desviaciones espaciales de la concentracion, la cual permite
ademas cerrar el problema de balance de masa macroscopico. En el Capitulo 4 se demuestra
que en todas las etapas del escalamiento, el modelo escalado resulta estar siempre acoplado
al problema de cerradura, sea cual sea su grado de simplificacion. Si la cinética es lineal, el
modelo escalado es analogo al modelo que rige la transferencia de masa en la microescala.
Mientras que si la cinética es no lineal, su linearizacién conlleva a que las desviaciones espa-
ciales de la concentracion derivadas de la solucion del problema de cerradura local, lineal y
periddico, permitan cerrar explicitamente la ecuaciéon de balance de masa macroscopica. Este
modelo queda expresado en términos del tensor efectivo de difusiéon-reaccion cuya estructura
es similar a la del modelo microscopico. Sin embargo, esta semejanza es inicamente aplica-
ble a la expresion velocidad de reaccion, ya que el coeficiente efectivo de difusion-reaccion
resulta ser, en general, la suma de la difusividad efectiva pasiva (independiente de la reac-
cion y proveniente de la condicion de frontera interfacial) y la difusividad efectiva reactiva
(proveniente de la fuente volumétrica reactiva) que es una funcién no lineal y no trivial de
la velocidad de reaccion.

En el Capitulo 5 se evalua la capacidad del modelo escalado asociado al problema de ce-
rradura cuasi-estacionario, local, lineal y periddico. La evaluacion del modelo se basa en
la solucion del problema de difusién-reaccion escalado utilizando los coeficientes efectivos
cuasi-estacionarios obtenidos en celdas unitarias periddicas y no peridédicas de Chang, bi
y tri dimensionales. El tensor efectivo de difusion-reaccion es una funcion de la velocidad
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de reacciéon y esta dependencia se demuestra por métodos numéricos y analiticos. Las con-
centraciones promedio obtenidas del modelo escalado estacionario se comparan con aquellas
obtenidas a partir de simulacion numéricas directas del problema de difusion-reacciéon micros-
copico en un medio poroso espacialmente periddico bidimensional. Siempre que se cumplan
los limites de aplicabilidad las predicciones de ambos perfiles de concentracion resultan estar
empatadas.

Finalmente, en el Capitulo 6 se presenta una aplicacion de la metodologia desarrollada a
la difusion y reaccion en membranas liquidas soportadas. En este capitulo se aplica la
metodologia presentando en los capitulos anteriores para escalar las ecuaciones que gobier-
nan el transporte difusivo de la especie permeante, el acarreador y el complejo resultante de
la reaccion irreversible entre la especie permeante y el acarreador en un medio poroso. Las
ecuaciones de balance de masa macroscopicas de las especies involucradas en la reaccion,
cerradas a partir de la solucién formal de las desviaciones espaciales de la concentracion de
la especie involucradas, resultan estar expresada en términos de dos coeficientes de medio
efectivos, uno correspondiente a la difusiéon de cada una de las especies y el otro a la di-
fusion de todas las especies que reaccionan y/o se consumen en la celda representativa de
la membrana liquida soportada. Su estructura difiere a su contraparte microscopica, por la
presencia del término de difusion de las especies consumidas y generadas en la reaccion.
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Nomenclatura

Lista de simbolos

*
52%76
AD,ve

YR

Ao

a:V, = R" es una funcion vectorial suave a pedazos

Especie quimica presente en la fase fluida que satura un medio
poroso; que es transportada por difusion y que sufre una reaccion
quimica en la fase fluida. También denota la especie permeante,
especie que se busca separar en una membrana liquida soportada
por transporte facilitado al reaccionar irreversiblemente con el
acarreador (especie B)

Radio del cilindro o esfera interior que corresponde a la fase
solida de la celda de Chang cilindrica o esférica respectivamente,
0<a

Superficie de entradas y salidas del volumen representativo V' o
de la celda unitaria representativa (2

Superficie de entradas y salidas de la regiéon macroscépica

Superficie de entradas y salidas del subdominio de la regiéon
macroscopica (#* C ¥'), en la que las condiciones de frontera
en las entradas y salidas de la regién macroscopica no tienen im-
pacto

Fronteras de entradas y salidas de D
Interface so6lido-fluido contenida en el volumen promediante

Interface solido-fluido contenida en la regién macroscopica
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%*

YR

AD,%

bp

byﬁ,diff

byﬁ,diff—rxn

bwc,rxn

R

Interface solido-fluido contenida en un subdominio de la region
macroscopica (¥* C ¥) , en la que las condiciones de frontera
en las entradas y salidas de la region macroscopica no tienen
impacto

Interfase solido-fluido contenida en D

Término de propagacion de las fuentes volumétricas difusivas
locales y no locales que acttian en [0, ¢] de la formulacion integral
para C, asociada al operador transitorio de difusién-reacciéon
con cinética de primer orden, ver ec. (3.11a)

Término de propagacion de la fuente volumétrica difusiva no
local que actian en [0,t] de la formulacién integral para ¢4,
asociada al operador transitorio de difusién-reacciéon con cinética
de primer orden, ver ec. (3.11b)

Acarreador que es una especie quimica disuelta en un solvente y
contenida en una membrana liquida soportada

Radio del cilindro o esfera exterior de la celda de Chang cilindrica
o esférica respectivamente, 0 < a < b

Componente de interés del vector de cerradura adimensional
b’yl{,diﬁ‘/ga bD = b'yﬁ,diffg “ €

b gifr © 2y — R3 es el vector de cerradura que captura la influ-
encia de la condicién de frontera interfacial sobre el transporte
difusivo de la especie A en la celda unitaria representativa, ver
ec. (3.29a)

T R3 es el vector de cerradura que refleja la
respuesta de la condicion a la frontera en la interfase y-x sobre

el transporte difusivo-reactivo en la celda unitaria representativa,
ecs. (3.30) y (3.32)

by rn 1 €y — R? es el vector de cerradura que captura la influ-
encia de la condicién de frontera interfacial sobre el transporte
reactivo de la especie A en la celda unitaria representativa, ver
ec. (3.29b)

bg, : 2, x [0,00] = R? es el vector de cerradura transitorio
que captura la influencia de la condicién de frontera interfacial
sobre el transporte difusivo reactivo de la especie A en la celda
unitaria representativa, ver ec. (3.24a)

(mol m~% s71)

(mol m~% s71)
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bVQ—rxn

bI‘Xl’l

br

bt,’yn,diff

bt,'yn,rxn

B'ye,D

B'yn,D

Co

byz iy 1 €2, — R es el vector de cerradura de difusion-reaccion
cuasi-estacionario asociado a la condicién de frontera interfacial
del transporte facilitado que ocurre en una membrana liquida
soportada, ver ecs. (6.28), (6.30a) y (6.42)

byz : Q, — Ry es el vector de cerradura del operador de
Laplace, ver ecs. (6.15) y (6.40)

by 1 2, = R es el vector de cerradura de reaccion cuasi-
estacionario que captura la influencia de la condiciéon de fron-
tera interfacial sobre el transporte difusivo y reactivo de las
especies involucradas en el transporte facilitado en la celda
unitaria representativa de la membrana liquida soportada, ver

ecs. (6.31), (6.33) y (6.41)

Componente de interés del vector de cerradura adimensional
bﬂm,rxn/fy bR = b'yn,diff—rxn/f * €k

bt yaift : 2y X [0, 00] — R? es el vector de cerradura transitorio
que captura la influencia de la condicién de frontera interfacial
sobre el transporte difusivo de la especie A en la celda unitaria
representativa, ver ec. (3.24a)

b i+ 2y X [0, 0] — R3 es el vector de cerradura transitorio
que captura la influencia de la condiciéon de frontera interfacial
sobre el transporte reactivo de la especie A en la celda unitaria
representativa, ver ec. (3.24b)

Término de propagacion de la condicion de frontera en las en-
tradas y salidas de D que actia en [0,¢], ver ec. (3.12b), de la
formulacion integral para ¢4, asociada al operador transitorio de
difusion-reaccion con cinética de primer orden

Término de propagacion de la condiciéon de frontera en la inter-
fase v-k que actua en [0,t], ver ec. (3.12a), de la formulacion
integral para ¢4, asociada al operador transitorio de difusion-
reaccion con cinética de primer orden

Complejo que se produce en la reaccion irreversible entre el acar-
reador (especie B) y la especie permeante (especie A) en una
membrana liquida soportada

Concentracion caracteristica de la especie A tal que ca,/cy €
[0,1]

(mol m™3 s71)

(mol m™3 s71)

-)

(mol m~3)
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CA7

CB~y

CC7

CA'Y

Ci'y

Cin

cay @ ¥, % (0,00) — R es la concentracion molar de la especie A
en la fase-y, o bien la concentraciéon molar de la especie perme-
ante en la fase-y de la membrana liquida soportada

Concentracion molar del acarreador en la fase-y de la membrana
liquida soportada

Concentracion molar del complejo en la fase-y de la membrana
liquida soportada

¢, € R;,x1 es el vector de desviaciones espaciales de las concen-
traciones de las especies presentes en la fase-y de la membrana
liquida soportada. Ver ec. (6.17)

Cay : Dx(0,00) — Resladesviacion espacial de la concentracion
molar de la especie A en la fase-y y es una funciéon cuadrado
integrable en D x (0,00) con primera derivada parcial temporal
y segundas derivadas parciales continuas a pedazos e integrables.

Cay = Cay — (Cay)”

¢r : Dx(0,00) — R es la desviacion espacial de la concentracion
molar de la especie ¢ involucrada en la reaccién irreversible que

ocurre en la fase v de una membrana liquida soportada, i = A, B
y C

c, € R, «1 es el vector-fila de concentraciones cuyas componentes
son las concentraciones de las especies presentes en la fase-vy de la
membrana liquida soportada, donde m es el nimero de especies
involucradas en la reaccion

Concentracion molar la especie ¢ involucrada en la reaccién irre-
versible que ocurre en la fase v de una membrana liquida sopor-
tada, 1= A, By C

(cy)? € Ry, 41 es el vector de promedios intrinsecos de las concen-
traciones de las especies presentes en la fase-y de la membrana
liquida soportada

(€ay)? + ¥ x (0,00) — R es el promedio intrinseco de la concen-
tracién molar de la especie A en la fase-vy, definido en cualquier
parte del medio poroso macroscopico

(€in)? ¥ x (0,00) = R es el promedio intrinseco de la concen-
traciéon molar de la especie i en la fase-y, definido en cualquier
parte del medio poroso macroscopico, i = A, By C

(mol m™—3)

(mol m™3)

(mol m™—3)

(mol m~3)

(mol m~3)

(mol m~3)

(mol m~3)

(mol m™3)

(mol m™3)

(mol m™—3)

(mol m~3)
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cS’y

diff
Deff

diff-rxn
Deff

Ddiff—rxn

eff,xx

Ddiff

eff,zx

diff
Di,eff

diff
Deff,t

diff-rxn
eff,t

Y

Fy g2

Concentracién molar del sustrato

Dominio espacial en el que estd definido el problema de ce-

rradura y asociado a cada una de las etapas del escalamiento,
D=Q, V, vV* ¥ talesque QCV C¥V*CV

Coeficiente de difusion de la mezcla para la especie A en la fase-y

Coeficientes de difusividad de la mezcla para la especie ¢ involu-
crada en la reaccion irreversible que ocurre en la fase v de una
membrana liquida soportada, i = A, By C

Coeficiente de difusividad efectiva cuasi-estacionario, ver
ec. (4.9a)

Tensor efectivo cuasi-estacionario de difusion-reaccion, ver
ecs. (4.16) y (4.17)

Componente xx del tensor efectivo cuasi-estacionario de
difusion-reaccion, ver ecs. (4.16) y (4.17)

Componente zx del coeficiente de difusividad efectiva cuasi-
estacionario, ver ec. (4.9a)

Coeficiente de difusividad efectiva para la especie ¢ involucrada
en la reaccion que ocurre en la membrana liquida soportada, ver
ec. (6.37a)

D, € R« es la matriz diagonal de las difusividades de las m
especies involucradas en una reaccién que ocurre en un medio
pOroso

Coeficiente transitorio de difusividad efectiva, ver ec. (4.7a)

Coeficiente efectivo transitorio de difusion-reacciéon, ver
ec. (4.13a)

F ¥, — R es la funcién que describe la condicién inicial del
problema microscopico de difusiéon y reaccion de la especie A

Funcion de desviacion espacial entre las cantidades locales y no
locales involucradas, ver ec. (2.3)

Funcion que involucra las fuentes difusivas y/o reactivas locales
y/o no locales

(mol m™3)

(mol m—3 s71)

(mol m™3 s71)
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Gaino,

Gy

ern,ﬂy

GSD

)

Gy ain,

Gt,rxn,Q,Y

G ol x (0,00) = R es la funcion de superficie en las entradas
y salidas del medio poroso macroscopico que describe la condi-
cién de frontera en .27, del problema microscopico de difusion y
reaccion de la especie A

Gair, : 2y X 2, — R es la funcion de Green asociada al opera-
dor de difusiéon definida en la celda unitaria representativa, ver
ec. (3.26)

Gy2 1 Q0 x 0, — R es la funcién de Green asociada al problema
de valores a la frontera para @;; y también corresponde a la
funcion de Green del operador de Laplace en €., ver ec. (6.13)

ermg,y 1, x Q, = R es la funcién de Green asociada al opera-
dor de difusién-reaccion definida en la celda unitaria representa-
tiva, ver ec. (3.27)

Gsp: (D x[0,00)) x (D x [0,00)) = R es la funciéon de Green
asociada al problema de cerradura definida en D, ver ec. (3.1)

Grairo, © (2, x[0,00)) x (€2, x [0,00)) = R es la funciéon de
Green asociada al operador transitorio de difusion definida en la
celda unitaria representativa,ver ec. (3.14)

G, @ (2, x[0,00)) x (€2, x[0,00)) — R es la funcion
de Green asociada al operador transitorio de difusién-reaccion
definida en la celda unitaria representativa, ver ec. (3.15)

H € R,x» es la matriz Hessiana de segundas derivadas
D;;iR4 (c,) evaluadas en (c,)?, ver ec. (6.20)

Condicién inicial para ca,
Tensor identidad
Funciones Bessel modificadas de primer especie de orden n

Término de propagacion de la condicién inicial de la formulacion
integral para ¢4, asociada al operador transitorio de difusion-
reaccion con cinética de primer orden

Constante de la velocidad de reaccién de orden n

Constante de la velocidad de reaccion directa de R4

(mol m~9)

(mor1 m? s, sfl)

(mol_1 m? s7! s71)
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rxn
eff

rXn

eff,t

Constante de la velocidad de reaccion directa de R4 para el
caso en el que el acarreador B esta en exceso y por lo tanto,
su concentracion es mucho mayor que las concentraciones de la
especie permeante A y del complejo C, ver ec. (6.7)

Constante de Michaelis que corresponde a la concentracion del

sustrato para una velocidad de reaccion igual a un medio de
Vinax, €s decir, R (Ky) = Vinax/2

Constante de la velocidad de reaccién inversa de R4
Funciones Bessel modificadas de segunda especie de orden n

Coeficiente efectivo de reacciéon en la membrana liquida sopor-
tada, ver ec. (6.37b); o tensor efectivo cuasi-estacionario de reac-
cion, ver ec. (4.18)

Coeficiente efectivo transitorio de difusion-reaccién, ver
ec. (4.14a)

Longitud caracteristica de la celda unitaria 2
Longitud caracteristica de la macroescala
Longitud asociada con la primera derivada de (ca,)?

Longitud caractéristica asociada a los cambios importantes de la
concentracion

Longitud de escala asociada a la porosidad. Si el medio poroso
es homogéneo y la porosidad es uniforme entonces L. = oo

Longitud caracteristica de la microescala

Vectores unitarios de lattice que generan la region representativa
espacialmente periodica, i = 1,2,3

Operador diferencial espacial
Operador de difusion ZLyg =V - 2,V

Operador de difusién-reaccion, Ly = V - 2,V + o?

0
Operador transitorio de difusién % gig = 5 V-2,V
0

Operador transitorio de difusién-reaccion, £ xn = — — V -

ot
2,V + a*(t)
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To

Nuamero de especies involucradas en una reaccidon quimica que
ocurre en la fase fluida de un medio poroso

Término integral de difusion no local, A {¢a,} = &'V -

2, ~ A 7
W [ )nwcA,y(X-l-y,t)d (¥)

YEA k(%

Niumero de celdas unitarias que conforman el medio poroso ma-
croscopico modelado como espacialmente periddico

Namero de celdas que conforman el volumen representativo

Vn,i cv
Vector normal unitario a las fronteras de (2

Vector normal unitario a la interfase solido-fluido que apunta de
la fase-vy a la fase-x

Polinomios asociados de Legendre de grado n y de orden m

Coordenada radial o radio de la convergencia de la serie de Taylor
de la velocidad de reaccion R, en ambos casos r > 0

R : 7, x(0,00) = R, R = R(cay) es la velocidad de reaccion
molar de la reacciéon quimica homogénea

Radio del volumen promediante

Velocidad de reaccion de la reaccion quimica que ocurre en la

fase fluida de la membrana liquida soportada, A+ B kk:l C, ver

—1
ec. (6.2)
Desviaciones espaciales de la velocidad de reaccion Ry
Promedio intrinseco de la velocidad de reaccion R4

R : 7, % (0,00) = R es la desviacion espacial de la velocidad de
reacciéon molar de la reacciéon quimica homogénea

(R(cay)) + 7 x (0,00) = R es el promedio intrinseco de la

(R (cay))? velocidad de reaccion molar de la reaccion quimica homogénea,

definido en cualquier parte del medio poroso macroscopico

(mol m™2 s71)

(mol m™3 s71)

(mol m™3 s71)

(mol m™3 s71)

(mol m—3 s71)
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Sy2

SVv2.rxn

tu tO

t*

Cany

TXn,t

rxXn

diff

rXn

sv2 ¢ €, — R es el vector de cerradura de di-
fusion cuasi-estacionario relacionado con la fuente volumétrica,
Ve, Ra({c,)?) - €y, del problema de cerradura dado por la
ec. (6.25a), ver ec. (6.32a)

Sv2yxn  §3y — R es el vector de cerradura de difusion-
reaccion cuasi-estacionario relacionado con la fuente volumétrica,
Ve, Ra((c,)?) - €y, del problema de cerradura dado por la
ec. (6.25a), ver ecs. (6.29) y (6.30b)

Tiempo

Tiempo caracteristico del problema de cerradura

Tiempo caracteristico de la ecuacion de balance de masa prome-
dio

u : [0,00) x Q, — [0,1] es la concentracion adimensional en la
fase-y de las especie reactiva A, ver ec. (5.9)

Promedio intrinseco de la concentracion adimensional u

Concentracion promedio obtenida del modelo escalado en

Xy e, 1 !
(X5, Y") = 5(2_5)7§+i
Coeficiente efectivo de propagacion de la condicion inicial de €45,

ver ec. (4.7b)

Coeficiente efectivo transitorio de propagacion de la condiciéon
inicial para ¢4, ver ec. (4.13b)

Concentracion promedio obtenida de la simulacién nimerica a
escala del poro en volumen representativo, V,,; C ¥

Coeficiente efectivo transitorio de propagacion de la reacciéon ho-
mogénea, ver ec. (4.7¢)

Coeficiente efectivo transitorio de propagacion de la condicion
inicial para ¢4, ver ec. (4.14b)

Coeficiente efectivo cuasi-estacionario de propagacion de la reac-
cion homogénea, ver ec. (4.7c)

Medio poroso macroscopica

(mol m~2 s71)

(mol m~2 s71)

(mol m~2 s71)
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v

UGR

Vmax

Uty diff

Vtg,rxn

Volumen promediante, también llamado volumen representativo,

Vix)={ye?:l|ly—x[]|<r}yV=V,UV

Constantes radiales de Fourier, tanto para la celda unitaria de
Chang cilindrica como esférica, ver ec. (5.2)

Region ocupada por la fase-x dentro del volumen promediante
Vv

Region ocupada por la fase-y dentro del volumen promediante
V

VG ¢ 2y % [0, 00] — R? es el vector de cerradura transitorio que
captura la influencia de la condicién inicial sobre el transporte
difusivo reactivo de la especie A en la celda unitaria representa-
tiva, ver ec. (3.25b)

Velocidad méxima en la que todas las enzimas han formado un
complejo con el sustrato

Volumen representativo del medio poroso macroscopico espacial-
mente periddico conformado por n celdas unitarias representati-

14 1 ¢
vas y con centro en el punto (X, Y*) = (Z (Z — %) 754_ ﬁ)’

ver ec. (5.14)

Vg, aiff = $24 % [0, 00] — R? es el vector de cerradura transitorio que
captura la influencia de la condicién inicial sobre el transporte
difusivo de la especie A en la celda unitaria representativa, ver
ec. (3.24c)

Uggxn = 2y %[0, 00] — R? es el vector de cerradura transitorio que
captura la influencia de la condicién inicial sobre el transporte
reactivo de la especie A en la celda unitaria representativa, ver

ec. (3.24d)

Vector de posicion que localiza el centroide del volumen prome-
diante

Abscisa del plano cartesiano
Ordenada del plano cartesiano
Abscisa adimensional del plano cartesiano

Ordenada adimensional del plano cartesiano

(mol m™3)

(mol m™ s)
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Yo

Y~

Vector de posicion que localiza los puntos en la fase-y dentro de
la celda unitaria representativa

Vector de posicion que localiza los puntos en la fase-y dentro del
volumen promediante

Simbolo griegos

AFD

o = R ({ca,)" (x,1))
o = Ve, Ra((e,)) - vy
Funcién delta de Dirac

Fraccion volumétrica de la fase-y contenida en el volumen
promediante, también conocida como porosidad, e,(x) =

Vs () [/IV (%) ]

Fraccion volumétrica de la fase-x contenida en el volumen pro-
mediante, €, (x) = |V, (x) |/|V (x)| =1 — ¢,. Para la celdas de
Chang cilindrica y esférica, €, = a?/b* y €, = a*/b> respectiva-
mente

I' C R? describe una celda unitaria de Chang conformada por
dos regiones concéntricas homotéticas I'y C I',

Identifica la fase fluida del medio poroso

Conjunto de puntos que describen la fase solida de la celda uni-
taria de Chang, I'

Conjunto de puntos homotético a I',, tal que I'y, C I’
Identifica la fase solida del medio poroso

Término de encendido y apagado de la contribucion de las fuentes
volumétricas difusivas locales y no locales en la expresion de la
formulacion integral para ¢4, asociada al operador transitorio de
difusién-reaccion con cinética de primer orden. App = 1 para
D=9,97V,y App =0 para D = Q.
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AN.D

Vi

Pum

Término de encendido y apagado de la contribucion de difusion
no local en la expresién de la formulacion integral para ¢, aso-
ciada al operador transitorio de difusién-reaccién con cinética de
primer orden. Ay p = 1 para D = ¥, y cero en cualquier otro
caso

Coeficientes estequiométricos (negativos para los reactivos y pos-
itivos para los productos) de la especie ¢ involucrada en la reac-
. . k
cion irreversible, A + B k:l C', que ocurre en la fase v de una
-1
membrana liquida soportada, i = A, By C
ve R,,x1 es el vector-fila de coeficientes estequimétricos de las

m especies involucradas en una reacciéon que ocurre en un medio
pOoroso

Vg € R,.x1 es el vector-fila definido por Vg1 = D;ll/

Dominio que define la celda unitaria representativa del volumen
representativo modelado como un medio poroso espacialmente
periodico, 2 C R3

Dominio que define la fase fluida de la celda unitaria represen-

tativa

i-ésima celda unitaria representativa que conforma el medio
poroso macroscopico modelado como espacialmente periddico

wij + €, — R es la transformacién de desacoplamiento basada
en la especie ©+ = A o B o C y definida en la celda unitaria
representativa de la membrana liquida soportada, para j # 1,
ver ec. (6.11)

Desviaciones espaciales de w;;, ver ecs. (6.12) y (6.14)
Promedio intrinseco de wj;

Moédulo de Thiele del problema de la cerradura, ®2 =
R’ (cay/co) 02

T

Modulo de Thiele microscépico o coordenada angular azimutal,
¢ € [0, 27]

Moédulo de Thiele macroscopico, ¢pr = No
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Uy

¥y + ¥, — R es una propiedad de transporte descrita por una
funciéon suave a pedazos, definida en cualquier parte de la fase-~y

()7 © ¥ — R es el promedio intrinseco de la propiedad de
transporte ¢ definido en cualquier parte del medio poroso ma-
croscopico

Desviacion estandar de los valores resultantes de las integrales
de superficie de n,,.ca, de n realizaciones independientes

Tiempo adimensional, ver ec. (5.9)
Coordenada angular polar

¥ = Eéfb y ¥ = 5,%@ son los argumentos para el calculo de las
componentes xx de los coeficientes efectivos cuasi-estacionarios
de difusion-reaccién obtenidos en las celdas de Chang cilindricas
y esféricas respectivamente
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Introduccion

En aplicaciones de interés practico, para describir el transporte de masa y reacciéon en sis-
temas multifasicos-multiescala a escala macroscopica, se emplean cominmente y de manera
empirica las ecuaciones de conservacién de masa microscopicas con coeficientes de medio
efectivo, las cuales suponen a prior: escalas caracteristicas de longitud y tiempo asociadas a
los fenémenos de transporte de que en ellos ocurren (difusion, conveccion y reaccion para el
caso de transferencia de masa). Sin embargo, este promediado intuitivo, no toma en cuenta
la fisica de la microescala, y conduce a una descripcion incorrecta y frecuentemente carente
de sentido fisico de los efectos de difusion/mezclado en la escala microscopica, asi como,
de los términos de acumulacion y reaccion en las ecuaciones de conservacion promediadas.
Dentro de las principales aplicaciones que emplean estos modelos, se encuentran el diseno,
simulacion, optimizacion y control de reactores y procesos multifasicos a partir de variables
promedio y medibles [17, 12, 82, 3, 10, 73, 23, 80|, a pesar de la falta de identificacion de los
limites de aplicabilidad de dichos modelos, los cuales, como se menciond, no contemplan ni
la fisica de la microescala ni el posible acoplamiento no lineal existente entre el transporte
y la reacciéon en la microescala, y en muchos casos, no disponen de valores o expresiones
confiables para estimar los coeficientes de medio efectivo.

En el otro extremo, abandonando las ecuaciones de conservacion empiricas promedio en
sistemas multifasicos y multiescala, se recurre a modelos muy detallados que incorporan las
ecuaciones de conservacion en la microescala y sus condiciones inicial y de frontera asoci-
adas, para describir los procesos de transporte en dichos sistemas, que son resueltos utilizando
procedimientos numéricos. Este procedimiento numérico, que tiene como objetivo resolver
las ecuaciones de transporte en microescala sobre su dominio, es conocido como simulacion
numérica directa, DNS por sus siglas en inglés (Direct Numerical Simulation) [15]. A pesar de
que la simulaciéon numérica directa permite entender e investigar los fenémenos de transporte
fundamentales que ocurren en la microescala de un sistema multiescala, y de los avances en
las capacidades computacionales actuales, la DNS no es todavia una herramienta factible,
para modelar un sistema macroscopico completo a partir de formulaciones microscopicas 76|,
debido principalmente a los grandes requerimientos computacionales. En caso de que fuera
posible realizar el modelado de dichos sistemas por DNS, mitigando los esfuerzos computa-
cionales mediante por ejemplo la reduccion de dimensionalidad o la explotacion de simetrias
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del sistema [15, 11|, surge el cuestionamiento de como aplicar de manera ttil y practica la
informacién proporcionada por el DNS [15], para el disefio, optimizacién y control de reac-
tores y procesos multifasicos de interés practico.

Existe un enfoque intermedio y sistematico, el escalamiento de procesos de transporte en
sistemas multiescala, el cual permite derivar directamente modelos con un nivel intermedio
de resolucion entre la microescala y la macroescala [76]. En el escalamiento, los modelos
a escala promedio, son el resultado de filtrar la informacién de la microescala. El filtrado
sistemético de la informacién de la escala méas pequena, se lleva a cabo mediante la iden-
tificacion de restricciones de escala espaciales y temporales, asi como de la adopciéon de
postulados de escalamiento 76| o leyes de escalamiento |75], que permiten reducir el nimero
de grados de libertad y establecer claramente los limites de aplicabilidad del modelo promedio
escalado [75, 76]. Para un medio poroso, este filtrado conduce a una pérdida de informa-
cién que incluye, velocidades a escala del poro, textura y area superficial del medio poroso
[35]. Dentro de las técnicas de escalamiento deterministicas, se encuentra el método del
promedio volumétrico [71], el cual permite obtener, a partir de la definicion de operadores
de promediado en un volumen promediante, la aplicacion de postulados de escalamiento
y la consideracion de periodicidad local en la microescala, ecuaciones vélidas en cualquier
punto del sistema multiescala en términos de propiedades medibles. Para obtener las ecua-
ciones macroscopicas cerradas analiticamente, es decir, ecuaciones expresadas en términos
tnicamente de propiedades promedio y coeficientes de medio efectivo locales, es necesario

e cstablecer la formulacion de problemas de cerradura locales y lineales en una celda uni-
taria representativa de la regién macroscopica modelada por un sistema espacialmente
periddico, cuya solucién conduce a la prediccion de los coeficientes de medio efectivo
locales, estrechamente relacionados con la microescala; y

e expresar las fuentes volumétricas y superficiales del problema de cerradura en funcion
de las propiedades promedio.

La forma cerrada de las ecuaciones escaladas estd basada en la homogeneizacion de primer
orden [21], es decir, en la linearizacion de las propiedades promedio y de sus gradientes
alrededor del centroide del volumen promediante [71], la cual conduce al establecimiento de
los postulados de escalamiento a partir del anélisis de la estimacion de 6rdenes de magnitud
que permiten despreciar los términos de 6rdenes mayores que uno. Estos modelos pueden
ser validados por medio de DNS para un amplio rango de valores de los parametros adimen-
sionales. Esta formulacion continua escalada, en conjunto con los limites de aplicabilidad
del modelo, representan un area de oportunidad para el diseno [72|, optimizacion [5] y con-
trol [1, 2| de procesos y sistemas multiescala fundamentado en los fenomenos de transporte
microscopicos que en ellos ocurren.
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En caso de que, los limites de aplicabilidad del modelo macroscopico escalado no se cum-
plan, o que se busque identificar los regimenes de flujo y transporte en los que los modelos
escalados no son validos, y/o estudiar algunos de los fenémenos de transporte que dichos
modelos no capturan [60], es posible recurrir a modelos hibridos, aunque sean poco atrac-
tivos para aplicaciones practicas. El modelado hibrido utiliza las ecuaciones de la macro
y microescala en diferentes partes de un dominio computacional, acoplados por medio de
condiciones de continuidad y/o condiciones de salto en las interfaces entre los modelos que
rigen los subdominios [64]. De esta manera, al combinar los modelos que describen el trans-
porte en diferentes escalas de un medio poroso, el modelado hibrido ofrece una descripcion
con amplio dominio de validez.

La nolinealidad de las ecuaciones que gobiernan el transporte en medios porosos dificulta el
escalamiento de los fenémenos que en ellos ocurren. Para hacer frente a esta problematica, en
el proceso de escalamiento se recurre a una linearizacion y/o aproximaciones de los términos
no lineales, cuya exactitud y validez no pueden ser determinadas a priori. Esta simplificacion
pueden conducir a modelos macroscopicos completamente desconectados de sus homologos
microscopicos [44, 6, 30].

En el escalamiento de procesos de transporte en sistemas multiescala con el método del
promedio volumétrico, las nolinealidades de los modelos microscopicos son acarreadas al pro-
blema de cerradura, y en general, las desviaciones espaciales de las propiedades de transporte
no tienen una soluciéon formal explicita. De esta manera, en este proyecto de investigacion
se desarrolla una metodologia para obtener la formulaciéon integral basada en funciones de
Green de la solucion formal del problema de desviaciones espaciales en el escalamiento con
fuentes lineales y/o no lineales. Dicha metodologia es utilizada para el transporte reactivo,
modelado como primera aproximacion por el fenémeno de difusiéon y reacciéon, en un medio
poroso. Este modelo aparece en amplia gama de disciplinas cientificas e ingenieriles, in-
cluyendo ingenieria petrolera, hidrologia del subsuelo, biologia, entre otras. En la mayoria
de los modelos escalados aparecen coeficientes de medio efectivo que capturan la informa-
cion esencial de la microescala. Para la transferencia de masa por difusion y reacciéon en
medios porosos, los principales coeficientes de medio efectivo son la difusividad efectiva y
los parametros efectivos de reaccion (ver por ejemplo la ec.(1.4-68) en [71]). La difusividad
efectiva refleja la habilidad de las moléculas a ser transportadas, asi como la obstruccion
impuesta por la red porosa [68].

Saber si la difusividad efectiva es la misma en ausencia o en presencia de reacciéon quimica
ha sido estudiado por décadas. Existen resultados experimentales que indican cambios signi-
ficativos del coeficiente de difusividad efectiva en presencia de reaccion quimica [70, 66, 50|,
resultados que se contraponen con otros, en donde no hay indicios de diferencias [20]. Sim-
ulaciones realizadas, sugieren que la discrepancia de los resultados experimentales, puede
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deberse a la complejidad de la estructura porosa, en conjunto con la nolinearidad de la
cinética que describe la reaccion [13]. Por otra parte, los resultados tedricos para una reac-
cion de primer orden, utilizando el método del promedio volumétrico [71] como técnica de
escalamiento, indican que la difusividad efectiva es un pardametro independiente de la reaccion
quimica, si la reaccion es heterogénea [61]. Mientras que para el caso de reaccion homogénea,
el coeficiente de difusividad efectiva presenta diferencias con respecto al proceso no reactivo,
conforme el modulo de Thiele aumenta [68|. Recientemente, se ha demostrado [67] que los
coeficientes de medio efectivo de difusion y dispersiéon en medios porosos dependen, en gene-
ral, de la naturaleza y la magnitud de la velocidad de reacciéon. Estos estudios muestran que
la dependencia de la reaccién quimica en el coeficiente de difusividad efectiva es todavia una
pregunta abierta, y por tal razon, en este proyecto se buscaré dar respuesta a dicha pregunta.

En algunos de los modelos escalados de difusion y reaccién, el término de reacciéon preserva
la misma forma matematica que la velocidad de reacciéon del modelo a escala del poro
[13, 22, 29, 69], méas atin, la estructura del modelo macroscopico es la misma que su con-
traparte en la microescala. Esto es consecuencia de aproximaciones que deben ser validadas
para asegurar la exactitud de los modelos macroscopicos derivados del escalamiento. De esta
manera, en este proyecto de investigacion, basado en el método del promedio volumétrico, se
identifican las restricciones de escala de longitud y tiempo que permiten utilizar el modelo
escalado con la misma estructura del modelo microscopico para describir el transporte de
masa por difusion de una especie que sufre una reacciéon homogénea en un medio poroso
homogéneo.

La validacion de los modelos escalados obtenidos a partir del método del promedio volumétrico,
utilizando la formulacion integral basada en funciones de Green de las soluciones de los pro-
blemas de cerradura, se lleva a cabo mediante la comparacion entre los resultados predichos
por el modelo escalado y aquellos obtenidos por simulacién numérica directa.




Capitulo 1

Escalamiento del proceso de difusion y
reaccion en un medio poroso homogéneo

El escalamiento del proceso de transferencia de masa y reaccion en un medio poroso ha sido
y sigue siendo ampliamente estudiado en la literatura [13, 16, 18, 42, 28, 32, 53|. A pesar de
los avances computacionales, que permiten llevar a cabo simulaciones del transporte reactivo
a escala del poro [33, 39, 51|, es comtn recurrir al desarrollo de teorias de escalamiento de
procesos microscopicos que permitan reducir el nimero de grados de libertad para simular
numéricamente un proceso y eliminar la informaciéon de la microescala que no es de principal
interés.

En este capitulo, se presentan, por un lado, los pasos a seguir para llevar a cabo el es-
calamiento de un proceso de transferencia de masa y reaccion homogénea en la fase fluida de
un medio poroso homogéneo, siguiendo lo establecido en el método del promedio volumétrico
[71, 68, 76]; y, por otro lado, los pasos a seguir para la validacién del modelo escalado de
conservacion de masa mediante comparaciones con simulaciones numéricas directas.

1.1 Descripciéon del medio poroso

En este trabajo se estudia un proceso de difusion y reaccion en un medio poroso impermeable
y saturado por la fase fluida, representado por ¥y mostrado en la Figura 1.1. El fluido del
medio poroso es representado por la fase-y y el solido se representa por la fase-x.

Suposicion 1.1.1 Las suposiciones asociadas a cada fase del medio poroso son:
e La fase-x es un solido rigido e impermeable a la transferencia de masa.

e La fase-y es una solucion diluida de la especie A, que se comporta como un fluido
newtoniano, incompresible e isotérmico.
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Volumen promediante, ¥

Figura 1.1: Regién macroscopica y volumen promediante.

1.2 Ecuaciones microscopicas

La ecuacion de conservacion de masa para la especie A, la condicion inicial y las condiciones
a la frontera para la concentracion de la especie A en el proceso de difusion y reaccion en el
medio poroso ¥, estan dadas por

82'27 =V - (2,Vca,) — R(ca,), en la fase-y (1.1a)
-, - Z,Vca, =0, en o, (1.1b)

Cay =9 (r,t), en oL, (1.1¢)

cay=F (r), ent=0 (1.1d)

donde cy4, es la concentracion molar de la especie A en la fase-y, R es la velocidad de
reacciéon molar debida a la reaccién quimica homogénea, y Z, es el coeficiente de difusion de
la mezcla para la especie A en la fase-y. En esta ecuacion, 47, representa el area interfacial
entre las fases v-k contenida en la regién macroscopica, mostrada en la Figura 1.1. Por otro
lado, 7, se identifica como el 4rea de entradas y salidas de la fase-y en la frontera de la
region macroscopica.

1.3 Ecuacién de balance de masa promedio

En el escalamiento de los procesos de transporte en sistemas multiescala mediante el método
del promedio volumétrico, el primer paso consiste en asignar un volumen promediante, V', a
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cada punto de la region macroscopica, #". La longitud caracteristica del volumen promediante
es 1o, vy estd compuesto tanto por una fraccion de la fase-y como de la fase-x, es decir, V =
V, UV, (ver Figura 1.1). V, y V, son las regiones ocupadas por las fases v y « respectivamente
dentro del volumen promediante [71|. Para cada x € ¥, el volumen promediante se define
como:

Vix)={y e 7 :lly —x[[ <ro}

El radio, ry, del volumen promediante es normalmente mucho mayor que la longitud caracte-
ristica de la microescala £, y mucho menor que la longitud caracteristica de la macroescala L,
es decir, £, < 19 < L. Como podra verse después, esta restriccion de escala es consecuencia
de un analisis de estimados de érdenes de magnitud para localizar la ecuacién macroscopica
escalada (ver Suposicion 4.1.1).

Las suposiciones asociadas al volumen promediante para llevar a cabo el proceso de es-
calamiento con el método del promedio volumétrico, se presentan en la Suposicién 1.3.1.

Suposicion 1.3.1 En el método del promedio volumétrico, las suposiciones asociadas al
volumen promediante son

e V no varia ni respecto al espacio ni al tiempo, al considerar la fase—k del medio poroso
como rigida.

e Las variaciones de las propiedades fisicas de cada una de las fases involucradas en los
procesos de transporte, como la difusividad y las constantes de la velocidad de reaccion,
entre otras, son despreciables dentro del volumen promediante, V.

En el método del promedio volumétrico, para una funciéon suave a pedazos, definida en
cualquier parte de la fase-vy, 1, : 7, — R, se define el operador de promediado intrinseco
sobre el volumen promediante, de acuerdo a:

oL
W=y [ eV ) (1.2

Y+ EVA(x)

donde x es el centroide del volumen promediante y y, localiza los puntos en la fase-y dentro
del mismo.

Los pasos establecidos para escalar las ecuaciones microscopicas de acuerdo al método del
promedio volumétrico |71, 76| se presentan a continuacion:

1. Aplicar el operador de promediado intrinseco, definido en la ec. (1.2), a la ecuacion
microscopica dada por la ec. (1.1a). En este punto, como V/, es independiente del tiempo
al ser el volumen promediante invariante respecto al tiempo (ver Suposicion 1.3.1), es
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entonces posible intercambiar la integracion espacial y la diferenciaciéon temporal en el
término de acumulaciéon promediado, para asi obtener

d(cay)”
ot

= (V- (2, Veay))" — (R(cay))” (1.3)

Es importante senalar, que si y solo si, R es una funcién lineal de cy4,, entonces de-
bido a las propiedades lineales del operador de integracion se tiene que (R (cay))? =
R ({ca,)"), y en cualquier otro caso la identidad no es cierta.

2. Intercambiar la diferenciacion espacial y la integracion espacial en el segundo término
de la ec. (1.3), mediante la aplicacion del teorema de promediado espacial para el
promedio intrinseco [71], que establece que para cualquier funcion vectorial suave a
pedazos, a: V, — R"

8] =V )y [ e add ) (14)

yEAyk(x)

donde ¢, es la fraccion volumétrica de la fase-y contenida en el volumen promediante,

_ )]

i.e., £y (x) = ; A, (x) es la superficie de la interfase solido-fluido contenida

Vi
en el volumen promediante V' (x); y n,, es el vector normal unitario a la interfase
solido-fluido que apunta de la fase-y a la fase.

Después de aplicar el teorema del promediado espacial a la ec. (1.3), se obtiene que

8<wa>7
ot

-1 Y 1 Y
=SV AV )y [ B 2 VesdA W)~ (Rlew)) (19

yEA k(%)

En acuerdo con la Suposicion 1.3.1, se considera que las variaciones de la difusividad
molecular son despreciables en el volumen promediante, permitiendo establecer que
(2,Vcay)” = 2,(Vcay)?. De esta manera, para seguir avanzando en el proceso de
escalamiento, es necesario aplicar una vez mas el teorema del promediado espacial
para una propiedad escalar, al segundo y tercer término de la ec. (1.5), teniendo en
cuenta la suposicion antes mencionada.
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a<CA >7 _ &
8—; =e'V - |2, | e,V{ca) + (ca) Ve, + |7:’ / n.,.cadA (y)
YEA k()
|
cr [ me 2 VendAy) - (R (10
Tyed )

3. Sustituir la condicion de frontera en la interfase v-x, dada por la ec. (1.1b), en el
término integral que la involucra en la ecuacion resultante de la implementacion del
paso 2.

4. Descomponer la concentracion ca., en términos de una concentracion promedio, (c44)7,
y sus desviaciones espaciales ¢4, de acuerdo con [27], esta dada por

CaAy = <CA,Y>7 + 5,47 (1.7)

Al seguir los pasos previamente enlistados, la ecuaciéon de escalamiento no cerrada valida en
cualquier parte del medio poroso ¥ resulta como sigue

dcay) -1y | g v o 2, 1 TdA
A Rl {cay)” + (cay) 57"’@ e (Cay) dA(Y)
YEAyk (%)
1 - -
) | BT
YEA k(%)

La ec. (1.8) es la ecuaciéon de balance de masa promediada obtenida sin haber realizado
suposicion y aproximacion alguna sobre la propiedad de transporte, ca., estd expresada en
términos de:

e la concentracion promedio intrinseca, (ca,)”, evaluada en el centroide del volumen
promediante, identificado por x;

e integrales de superficie, una para la concentracion promedio intrinseca y otra para las
desviaciones espaciales de la concentracion de la especie A, €45, respecto al vector de
posiciéon y que ubica los puntos de la fase-y en la interfase solido-fluido del volumen
promediante; y

e del promedio intrinseco de la velocidad de reaccion, <R (CA,Y> >7, que en caso de que
la funcion R (c Av) sea no lineal es imposible expresarlo explicitamente en términos de

{cay)”.
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Este hecho hace que la ecuacién de balance de masa promediada sea no cerrada, altamente
no local y esté completamente acoplada al balance de masa microscopico. En la ec. (1.8)
ningtn grado de libertad ha sido eliminado, por lo que dicha ecuaciéon no ofrece ventaja
alguna con respecto al uso de la ecuacién original de conservaciéon de masa microscopica,
ec. (1.1a).

1.4 Problema de cerradura

El proceso para cerrar la ecuaciéon de balance de masa promediada consiste en expresar
el campo de desviaciones espaciales de la concentracion, ¢a,, en términos de las fuentes
(incluyendo las funciones de la concentracion promedio, (ca4)?) y las condiciones de frontera
e inicial [71]. De acuerdo a lo establecido en [76], los pasos a seguir para determinar el campo
de las desviaciones son los siguientes:

1. Obtener el problema de valor inicial y de frontera para ¢4,. La ecuacion que gobierna
Cay en la fase-y del medio poroso ¥, es el resultado de restar la ecuacion de balance de
masa promediada para (ca,)?, dada por la ec. (1.8), a la ecuacion de balance de masa
microscopica para ca.,, dada por la ec. (1.1a).

2. Simplificar el problema obtenido en el paso 1 mediante la imposicion de postulados
de escalamiento, siempre y cuando puedan ser aplicables. De acuerdo a Wood y
Valdés-Parada, los postulados de escalamiento son proposiciones sobre las cantidades
geométricas, estadisticas o integrales (espaciales) de los campos microscopicos que per-
miten realizar simplificaciones en el proceso de escalamiento. Estas proposiciones se
asumen como verdaderas, deben estar en acuerdo con datos o modelos experimentales
para el sistema de estudio, pero no pueden ser generalmente probadas.

Las simplificaciones a las que se recurren en este trabajo en el proceso de cerradura se
enlistan a continuacion:

i Despreciar las contribuciones no locales que involucran a ¢4, con el fin de obtener
una ecuacioén diferencial para ¢4, en lugar de una integro-diferencial.

ii Despreciar la influencia de las fronteras macroscopicas, lo que es equivalente a
imponer periodicidad en las fronteras macroscopicas.

iii Suponer la existencia de un volumen representativo, que puede ser o no modelado
como un medio poroso, espacialmente periddico.

iv Localizar el problema de cerradura.

v Linealizar la velocidad de reacciéon, R, en caso de que sea no lineal, para obtener
una aproximacion para R (c4,).

vi Suponer condiciones de estado cuasi estacionario.

10
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3.

4.

Determinar la formulacion funcional general de la soluciéon de ¢4, en términos de la
condicioén inicial, de las condiciones de frontera y de las fuentes del problema de cerra-
dura via el uso de las funciones de Green.

Resolver el problema de cerradura analitica o numéricamente, para lo cual es necesario:

i Definir la estructura de poros en el volumen representativo.

ii Determinar analitica o numéricamente la funciéon de Green asociada al problema
de cerradura para la geometria adoptada para describir la fase fluida contenida en
el volumen representativo.

iii Obtener el campo de desviaciones a partir de la convolucion de la funcién de Green
con las fuentes de las desviaciones.

1.5 Ecuaciéon promedio-cerrada de balance de masa

Una vez expresado el campo de desviaciones espaciales de la concentracion, ¢4, en términos

de las fuentes ((cay)” y V{ca,)7) v las condiciones de frontera e inicial, los pasos a seguir en

este trabajo para cerrar la ecuacion que gobierna a (ca-)? son los siguientes |71]:

1.

Localizar los términos no locales de la ecuacién de balance de masa promedio, despre-
ciando las variaciones de (ca,)" y V{(ca,)? con respecto al tiempo y al espacio dentro
del volumen promediante.

. Linealizar la velocidad de reaccion, R, en caso de que sea no lineal, para obtener una

aproximacion para (R (cay))”.

Filtrar la informaciéon redundante, es decir, establecer la influencia de las simplifica-
ciones realizadas en el problema de cerradura sobre la ecuaciéon de balance de masa
macroscopica.

. Definir los coeficientes de medio efectivo, a partir del célculo de las cantidades integrales

expresadas en términos de ¢4, que aparecen en la ecuacion del balance de masa de la
macroescala.

. Obtener la ecuacién macroscopica cerrada para (ca,)” en términos de los coeficientes

de medio efectivo.

1.6 Validacion de la ecuaciéon de balance de masa esca-

lada

La validacion del modelo macroscopico escalado se basa en un estudio comparativo de expe-

rimentos numeéricos a escala del poro [49, 76, 26|, para diferentes parametros caracteristicos

11



Helen Denise Lugo Méndez AT

de los procesos de transporte, cinéticas de reaccion y parametros geométricos asociados a la
microestructura. La validacion se realiza de acuerdo a los pasos siguientes:

1. Definir la estructura del medio poroso del medio macroscopico.

i Modelar el medio poroso mediante un arreglo bi o tridimensional

e periodico de geometrias simples (cuadrados, discos, cubos, cilindros, esferas,
etc.),

e aleatorio de geometrias simples (cuadrados, discos, cubos, cilindros, esferas,
etc.),

e periddico del volumen representativo con una estructura porosa, simple o com-
pleja, entre otros.

ii Definir el volumen representativo del medio poroso que cumpla con las restricciones
de escala de longitud requeridas para simplificar el problema de cerradura y obtener
la ecuaciéon cerrada de balance de masa escalada.

2. Establecer los valores de los pardmetros fisico-quimicos asociados a la fase-fluida, tales
como, el coeficiente de difusion molecular, y las constantes involucradas en la expresion
de la cinética de reacciéon. O en caso de trabajar con modelos adimensionales, establecer
los valores de los niimeros adimensionales que en ellos aparecen.

3. Determinar el campo de referencia de concentraciones promedio intrinsecas para la
especie A, (cay)Png, mediante simulacion numeérica directa.

i Obtener el campo de concentraciones microscopicas, resolviendo numéricamente el
problema microscopico asociado al proceso de difusion y reaccion, dado por las
ecs. (1.1a)-(1.1d), en el medio poroso definido en el paso 1.

ii Calcular el promedio intrinseco de cy4., para un conjunto de puntos del medio poroso
definido en el paso 1, I' = {x; € ¥ : i =1,...,n}, sobre el volumen representativo
con centro en x € I', de acuerdo a la ec. (1.2), i.e., calcular (cay)bns|xi0)-

4. Determinar el campo de concentraciones promedio intrinsecas para la especie A, (ca4)7,
resolviendo el problema macroscopico escalado para (ca,)?.

i Definir el dominio macroscopico pseudo-homogéneo del problema macroscopico es-
calado, el cual esta acotado por las fronteras externas del medio poroso macrosco-
pico definido en el paso 1.

ii Determinar las condiciones inicial y /o de frontera asociadas a la ecuacion de balance
de masa escalada.

iii Resolver el problema macroscopico escalado para (c4,)” analitica o numéricamente.

12



Helen Denise Lugo Méndez AT

iv Determinar el conjunto de concentraciones promedio intrinsecas para los puntos de
I, i.e., determinar (cay)”|(x,.1)-

5. Evaluar las desviaciones de las concentraciones promedio intrinsecas para la especie A
obtenidas del modelo macroscopico escalado (obtenidas en el paso 4) con respecto a
las obtenidas por simulaciéon numérica directa (obtenidas en el paso 3).
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Capitulo 2

Problemas de cerradura en el
escalamiento

En el método del promedio volumétrico, el problema de cerradura es la via para relacionar la
microescala con la macroescala |71, 38|. Este es un problema inicial de valores a la frontera
para las desviaciones, definido sobre una regiéon representativa del medio poroso. La solucion
para las desviaciones en términos de las fuentes que involucran las funciones de (ca,)? y las
condiciones de frontera e inicial, permite cerrar la ecuacién macroscopica de balance masa,
dada por la ec. (1.8), y capturar la informacion més relevante de la microescala.

En este capitulo, se enuncian las suposiciones y postulados de escalamiento que permiten
simplificar el problema de cerradura, siguiendo los pasos 1 y 2 de la Secciéon 1.4.

2.1 Problema inicial y de valores a la frontera para c4,

La ecuacion que gobierna las desviaciones espaciales de la concentracion en la fase-y del medio
poroso ¥, se obtiene al restar la ec. (1.8) a la ecuacion de balance de masa microscopico
dada por la ec. (1.1a). Asi, la ecuacion diferencial para ¢4, resulta estar dada por

0Ca B _ 9. ~
8157 =V - (Z,Via,) +¢] 'v. ‘ﬁ / n.,.CadA(y)
—_——
acumulacion termlrllgctiifuswo . YEA k(%)

TV
término difusivo no local

- F (<CA’Y>FY> V<CA’Y>FY> & vg’y) - R (éAw + <CA’Y>FY)1> en % (2'1)

TV Vv
fuente difusiva neta fuente
funcion de la porosidad reactiva

donde R (c Av) es la desviacion espacial de la velocidad de reaccion dada por

R (EAv + <CA7>7) =R (5Aw +1<§A7>7) - <R (5147 + <CA7>V) >7 (2.2)
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Si la velocidad de reaccion es lineal, R (cay) = kcay, entonces R (51% + <CA,Y>’Y) = kca,.

F ¥ %x(0,00) — R es la fuente difusiva neta que involucra tanto la fuente difusiva lo-
cal como la no local para (ca,)?, y esté definida por la siguiente expresion

F (Xa t) =F (<CA7>77 V<CA7>77 Evs vg'y) = 5;1VEV ’ V<CAv>7

~
fuente difusiva local

1
V2 e Ve s [ mdenrdaw) || @)

YEA k(%)

(. /

~
fuente difusiva no local

Esta funcion puede también concebirse como una desviacion espacial entre las cantidades
locales y no locales involucradas, para cualquier x € ¥, asi como una medida del impacto
de la microestructura en los efectos difusivos netos. Como esta funcién es un término fuente
volumétrico en la ecuacion diferencial parcial que define a ¢4, ver ec. (2.1), en dicha ecuacion
corresponde al efecto de propagacion de esta desviacion sobre el campo de desviaciones es-
paciales de la concentracion de la especie A.

Para obtener la condicién de frontera en la interfase v — x para ¢4, se parte de su homoéloga
para c4, dada por la ec. (1.1b), en la que se sustituye la descomposicién espacial de c4
expresada en términos de (ca,)? y €4, vy dada por la ec. (1.7). De esta manera, la condicion
de frontera interfacial para ¢4, resulta como sigue

-~ — Y
-1, - Véay =10, - V(cay)”, en o, (2.4)
N————
fuente difusiva

Al sustituir la ec. (1.7) en las ecs. (1.1c) y (1.1d) respectivamente, la condiciéon de frontera
en las entradas y salidas del medio poroso y la condicién inicial quedan dadas por

Cay = I (X, 1, (CA7>72, en o (2.5)

.

~
fuente

Cay = I (x,(cay)”), at =0 (2.6)
—_———

fuente

Donde los términos fuente de la condicién de frontera en o7, ec. (2.5) y la condicién inicial,
ec. (2.6), estan dados respectivamente por

J(x,1) — (cay)” (2.7a)
F

g (Xv t, <CA’Y>FY)
v (%) = {cay) " x0) (2.7b)

J (%, (cay)”) =
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La estructura del problema inicial y de valores a la frontera para ¢4, hace que el problema
de cerradura esté acoplado a:

e la concentracion promedio intrinseca en todo el medio poroso, y

e los valores de la concentracion promedio intrinseca en las entradas y salidas del medio
poroso macroscopico, las cuales generalmente no son conocidas a priori.

Ademas, dicho problema es no local y no lineal aun cuando la velocidad de reacciéon R sea
lineal.

De la ec. (2.3) se observa que la fuente difusiva no local de la ecuaciéon diferencial parcial
para Ca, se obtiene al restar la funcién F', que corresponde a la fuente difusiva neta, a la
fuente difusiva local

_ 1
V2 e Vet g [ ey aaw) | | -
YEAyk(x)

TV
fuente difusiva no local

e;'Ve, - View) = F ((ea) s View) 5, Vey) - (28)

Vv Vv
fuente difusiva local fuente difusiva neta

J/

La fuente difusiva no local puede entenderse como una medida de la desviacion de las canti-

dades [ mn,.(ca,)"dA(y) conrespecto a (cay)?” [ n,.dA(y) para cualquier x € ¥,
YEAyk(X) YEAyk(x)
de acuerdo a la siguiente expresion.

ﬁ? / 0 {can)TdA(y) =

YEAyk(x)

<CA7>7V87 +

1

v [ meearaam - Eel [ o) @9

YEA,k(x) YEA k(%)

Es decir, esta desviaciéon permite cuantificar que tan valido es aproximar la concentracion
promedio intrinseca en cualquier punto de la interfase v-x del volumen representativo V' por
la concentracion promedio intrinseca evaluada en el centroide de V. También puede enten-

derse como la medida de que tan importante es el término no local [ n.,.(cay)7dA(y),
yEAyk(%)
con respecto al término local (c4,)” [ n,.dA(y) para cualquier XWE V.
YEA k(%)
Al observar la ecuacion diferencial parcial para (ca,)”, dada por la ec. (1.8), resulta que
el término difusivo no local que en ella aparece, corresponde a la fuente difusiva no local
de la ecuacion diferencial parcial para ¢a,. De esta manera, sustituyendo la ec. (2.8) en la
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ec. (1.8), se tiene que la ecuacion para (ca,)? puede reescribirse como sigue

a<CA >7 _ 1 ~
8—; - Evlv |2y | ey Vieay) + m N CaydA(Y)
YEAyk(x)
+¢,'Vey - V{cay) — F ({cay)?, Vicay) e, Vey) =(R (Ca, + (cay)”) Y, en 7 (2.10)

término difasrivo no local
Si bien la ec. (2.10) no ofrece ninguna ventaja con respecto al uso de la ecuacion original
de conservacion de masa microscopica, ec. (1.1a), debido a que ningtn grado de libertad
asociado a la ecuaciéon original ha sido eliminado, esta ecuacién junto con el problema de
cerradura permiten entender los efectos de la microescala sobre la macroescala.

En la siguiente seccion se presentan los postulados de escalamiento necesarios para simplificar
el problema de cerradura y sus consecuencias sobre la ecuacién promedio de conservacion de
masa.

2.2 Simplificacién del problema de cerradura

2.2.1 Despreciar las contribuciones no locales que involucran a cy4,

En la macroescala, los efectos no locales pueden contribuir de manera importante en la
ecuacion de balance promediada (ver las referencias de [76]), sin embargo, en la microescala,
los efectos no locales pueden ser importantes, como en el caso de los campos altamente no
estacionarios [76].

En algunos casos, en el método del promedio volumétrico, para resolver el problema de cerra-
dura, los términos de transporte no locales son despreciados con respecto a su contraparte
local |71]. Esto debido esencialmente a que los términos no locales involucran integrales
superficiales del campo de desviaciones en el volumen promediante, mientras que, los locales
son generados por diferenciaciones de las desviaciones evaluadas en el centroide del volumen
promediante (ver ec. (2.1)).

Suposicion 2.2.1 En sistemas que presenten una disparidad de escalas de longitud entre
la microescala (€,) y la macroescala (L), i.e., {, < L, se supone que la escala de longitud
caracteristica para ca es la escala de longitud £,

Whitaker establece que la influencia del término no local en el problema de cerradura asociado
al proceso de transporte de difusion y reacciéon, puede ser despreciado cuando exista una
separacion de escalas de longitud entre la microescala (¢,) y la macroescala (L), y cuando
los cambios importantes en ¢4, ocurran sobre distancias del orden de £, (ver Cap. 1 de [71]
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y Suposicion 2.2.1). El postulado de escalamiento asociado a esta simplificacion se establece
en la Proposiciéon 2.2.1.

Proposicién 2.2.1 Si{, < L, el término de difusion no local es despreciable con respecto
al término de difusion local en la ecuacion, es decir,

9. _ -
e,'V- ﬁ / n,.Cay (x+y,t)dAy) | € V- (2,Via,)
—_———
YEA k(%) término difusivo local

[\ J/
-~

término difusivo no local

y por lo tanto, la ecuacion gobernante de ¢, dada por la ec. (2.1), resulta como sigue

(9(69? = V- (2,Véa,) — R(Cm) — F ({cay)?,V{cay)",e,Ve,), en ¥, (2.11)

término difusivo local  fuente reactiva fuente

acumulacion difusiva neta

sujeta a las condiciones de frontera dadas por los ecs. (2.4)-(2.6)

2.2.2 Despreciar la influencia de las fronteras macroscopicas

Con el fin de obtener un modelo para (ca,)” con las siguientes caracteristicas:

e que involucre coeficientes de medio efectivos independientes de valores particulares de
la misma variable dependiente (por ejemplo, valores de (c4,)” en las fronteras del medio
POroso macroscopico),

e que preserve la fisica esencial del problema, y
e que ofrezca ventajas sobre la solucién directa de la variable microscopica ca.,

es necesario identificar las restricciones de escala de longitud que permitan suponer que,
las condiciones de frontera en las entradas y salidas de la region macroscopica influencian
a las desviaciones unicamente en una delgada capa cercana a las fronteras de la region
macroscopica. Existen estudios que han reportado que para algunos procesos en medios
porosos aleatorios, el espesor de esta capa es del orden de 3/, a 10/, [38, 76]. De esta manera,
con base en la Suposicion 2.2.1, se asume que las condiciones de frontera macroscopicas en las
entradas y salidas del medio poroso tienen poca influencia en la solucion del problema para
Ca~. Por consiguiente, dichas condiciones de frontera son despreciadas, permitiendo entonces
resolver el problema de cerradura en un subconjunto (#*) del medio poroso macroscopico,
Y* C ¥, que excluya la region de influencia de las condiciones de frontera macroscopicas,
mediante la imposicion de condiciones de frontera peridédicas en las entradas y salidas de
dicho subconjunto.
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e l'i‘iii

Figura 2.1: Periodicidad local: a) regién macroscopica, b) volumen promedio tomado de una
region representativa, c¢) volumen promedio modelado como un medio poroso homogéneo
espacialmente periodico y d) celda unitaria representativa.

En el método del promedio volumétrico, la imposiciéon de condiciones de periodicidad en las
fronteras externas de 7", denotadas por &7, conduce a que ¥"* pueda ser concebido como
un paralelepipedo rectangular.

Suposicion 2.2.2 En sistemas que presenten una disparidad de escalas de longitud entre la
microescala (€,) y la macroescala (L), i.e., (., < L, y en los que los cambios importantes de

Cay ocurran en distancias del orden de ., entonces es razonable suponer que:

i las condiciones de frontera para ¢, en las entradas y salidas del medio poroso tienen
una débil influencia sobre la solucion para ca y, por lo tanto, son despreciadas,

it el problema de cerradura puede resolverse en un subdominio (¥*) del medio poroso ma-
croscopico, V* C V', tal que:
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o V* excluya la region de influencia de las condiciones de frontera en las entradas y
salidas del medio poroso macroscopico, y

o [as condiciones de frontera para ca, en las fronteras externas de ¥V*, &*, sean
p Ay ) yer

periodicas.

La imposicién de la Suposiciéon 2.2.2 hace que la ecuacién macroscopica no sea técnicamente

valida cerca del medio poroso macroscopico, ¥, sin embargo, este hecho no representa una

limitacion de esta técnica de escalamiento, en la medida que, se realizan esfuerzos separados

para determinar las condiciones de frontera adecuadas asociadas a la ecuacion escalada para
. : : *

(cay)? que incluyen la region excluida en 7.

Las principales implicaciones de las Suposiciones 2.2.1 y 2.2.2 sobre el problema de cerradura
se establecen en la Proposicion 2.2.2.

Proposicién 2.2.2 Si (., < L, entonces el problema de cerradura para ¢a, simplificado
(despreciando las contribuciones no locales de ¢a,) y definido en ¥* C ¥, concebido como
un paralelepipedo rectangular, resulta como sigue:

oc -
N = V(DVia) — Rleay) —F((eay),Viea) e, Vey), en 7 (2.12a)
ot N———— —— ~ P ~
acumu'lacio’n término difusivo local  fuente reactiva fuente difusiva neta
— 1y, - Véa, =10, - Vica,), en ., (2.12b)
—_——
fuente difusiva
Car (X4 Ly t) = éay (x,1), X € 2, (2.12¢)
perio?izr'cidad
ia = (x, (ca)), at=0 (2.12d)
—_——
fuente

donde L; es un conjunto unico de vectores de lattice que permiten asequrar la pertodicidad
~ *
de Cay en A,

2.2.3 Suponer la existencia de un volumen representativo

El proposito del problema de cerradura es cerrar la ecuaciéon de balance escalada de masa,
dada por la ec. 1.8, en la que las desviaciones aparecen tnicamente en una integral de area
sobre el area interfacial del volumen promediante. Lo cual implica que, para determinar
(cay)? en cualquier punto x € ¥, no se necesita la solucién para ¢4, en todo el medio
poroso macroscopico, sino tnicamente en el volumen promediante asociado a x € ¥. Sin
embargo, una vez aceptada como valida la Suposicion 2.2.2, es posible resolver el problema
de cerradura sobre dominios de las mismas dimensiones que el mismo volumen promediante
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[76], es decir, dichos volumenes deben tener la misma longitud caracteristica que la del
volumen promediante (1g). Este dominio, de acuerdo a Wood [75], debe ser un wvolumen
representativo, V- C ¥* (ver Figura 2.1-a), en el sentido que para cualesquiera n realizaciones
independientes (para cualesquiera (ca,)” y V{ca,)?, correspondientes a los términos fuente
de la ec. (2.15a)) de la integral superficial de n.,¢4, sobre el area interfacial del volumen
representativo, existe ¢ > 0 tal que:

7,
V]

g

/ niany ((an))s Viea))) dAG) | <dj=1...n  (2.13)

YEA k(%)

donde o es la desviacion estandar de los valores resultantes de las integraciones superficiales.

En esencia, la idea del volumen representativo radica en el hecho de que aunque (ca,)”
y V{(cay)? puedan cambiar drasticamente en el problema, la solucién para ¢4 no varfe dras-
ticamente de punto a punto. Asi, con base en la suposicion de la existencia de un volumen
representativo y la Suposicion 2.2.2, el problema de cerradura se resuelve en el volumen
representativo, en el que, al igual que para el volumen macroscopico ¥, se le imponen
condiciones de periodicidad en las fronteras externas del volumen representativo.

En este punto es importante destacar que la imposicion de periodicidad en las condiciones de
frontera externas del volumen representativo, no implica necesariamente que el medio poroso
sea espacialmente periodico (ver Figura 2.1-b) [74, 76]. Si no més bien, dicha celda unitaria
representa un modelo razonable para la estructura de poros, que aunque abstraida de la
realidad, es consistente con la representacion fisica de un medio poroso. En el método del
promedio volumétrico, la existencia de un volumen representativo esta sujeta a la restriccion
de escala £, < 19, i.e., la ec. (2.13) se cumple bajo esta restriccion [71].

Suposicion 2.2.3 Erxiste un volumen representativo V- C ¥* C V', con longitud caracteris-
tica 1o, en el que la solucion para ¢4y no varia drdsticamente de punto a punto, con cambios
bruscos en (cay)? y V{ca,)? (fuentes del problema de cerradura). Para resolver el problema
de cerradura en V', se imponen condiciones de periodicidad en las fronteras externas del
volumen representativo, denotadas por A,.. En el método del promedio volumétrico, este
volumen debe cumplir con la restriccion de escala £, < ry.

Las principales consecuencias de las Suposiciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.5 sobre el problema de
cerradura se presentan en la Proposicion 2.2.4.

Proposicién 2.2.3 Sil, < L y{, <1y, el problema de cerradura simplificado y definido en
el volumen representativo, V', del medio poroso macroscopico, y con condiciones de frontera
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periodicas en las fronteras de V', resulta como sigue:

0ca . =
1 = V-(2,Via,) — R(cay) —F({cay)’,Vicay),e,Ve,), enV, yt >0
ot ———— —— ~ v
Vo término difusivo local  fuente reactiva fuente difusiva neta
acumulacion
—1n, - Vi, =0, - Vica,), en A, (2.14a)
——
fuente difusiva
\EA,Y (x+1;,t) = ¢ay (x, t)}, x €A, (2.14b)
perio?l?cidad
Cay = I (x,(Cay)”), at=0 (2.14c¢)
—— —
fuente

donde 1; es un conjunto unico de vectores de lattice que permiten asequrar la periodicidad de
Cay €n Ay,

2.2.4 Modelar el volumen representativo como un medio poroso
espacialmente periédico

Para resolver el problema de cerradura, el método del promedio volumétrico ha modelado
tradicionalmente el volumen representativo, V', como un medio poroso espacialmente per-
i6dico (ver Figura 2.1-a y b), generado por una celda unitaria representativa,  C V, de
longitud caracteristica ¢ (ver Figura 2.1-c y Suposicion 2.2.4) [71]. De manera anéloga a lo
establecido para el problema de cerradura definido en el volumen representativo V', a dicho
problema se le imponen condiciones de periodicidad en las fronteras externas de la celda
unitaria representativa 2.

Suposicion 2.2.4 Sea V' el volumen representativo de un medio poroso ¥, con longitud
caracteristica ro. Para resolver el problema de cerradura, el volumen representativo V puede
ser modelado como un medio poroso espacialmente periodico, generado por la celda unitaria
representativa ) de longitud caracteristica ¢, la cual debe satisfacer la restriccion £ < rg.
Si Q es definida por los vectores unitarios de lattice {1; : i = 1,2,3}, los cuales también
generan la region representativa espacialmente periodica V', entonces

. Para cadar €V, existey € €2 tal que
r=y—+auol;, parai=1,2,3, y o, €N
1. Bl vector normal unitario a la interfase y-x contenida en V' es periddico, i.e.
n, (y+ol)=n,(y), parai=1,23, o; €N, yy € A, CQ

donde A, identifica la interfase v-x contenida en la celda unitaria €.
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1i. La fraccion volumétrica de la fase-y asociada al volumen representativo V' es igual a la
de la celda unitaria ), su valor es conocido y constante, una vez establecida la geometria
de la celda.

La celda unitaria representativa puede ser compleja o simple, ordenada o desordenada, bi
o tridimensional, siempre y cuando sea consistente con el medio poroso macroscopico per-
iodico, o bien para representar una aproximacion simplificada del medio poroso no periodico
[54, 55, 56, 45, 25, 75, 67|.

Una de las ventajas del uso de celdas simples es que pueden conducir a expresiones analiticas
del campo de desviaciones y de sus consecuentes coeficientes de medio efectivo [45, 75].

Si bien, el modelar el volumen representativo como medio poroso espacialmente periddico,
ha sido y sigue siendo de gran importancia en el escalamiento de procesos multifésicos con
el método del promedio volumétrico, el uso de esta aproximaciéon no implica que:

e el medio poroso macroscopico sea necesariamente espacialmente periddico, ni que

e las ecuaciones cerradas, derivadas a partir de dicha simplificacién, sean validas tnica-
mente en medios porosos periodicos [74].

Las principales consecuencias de las Suposiciones 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.5 sobre el problema de
cerradura definido en la celda unitaria, se presentan en la Proposicion 2.2.4.

Proposicion 2.2.4 Sea V' una region representativa del medio poroso ¥, modelado como
un medio poroso espacialmente periodico generado por la celda unitaria ) de longitud ca-
racteristica £ y descrita por los tres vectores unitarios I;, ©+ = 1,2,3. Sil < ry, {, K L y
l, < 1o, entonces el problema de cerradura simplificado, definido en la celda unitaria, 2, y
con condiciones de frontera periddicas en las fronteras de €0, resulta como sigue:

0, )

5 = V- (2,Véa,) — Rlcay) —F ({cay)",V{cay),e,Ve,), enQ, yt >0
t —_——— —— ~ ~
Vo término difusivo local  fuente reactiva fuente difusiva neta
acumulacion
—n,, - Véa, =1, - Vicay)", en Ag (2.15a)
N————
fuente difusiva
éA'Y (X + li, t) = 6A'y (X, t), X € Agﬁe (215b)
perio:l;cidad
Cay =S (x,(cay)’), at=0 (2.15¢)
——
fuente

donde 1; es un conjunto unico de vectores de lattice que genera el volumen representativo
espacialmente periodico.
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2.2.5 Localizar el problema de cerradura

El método del promedio volumétrico se ha caracterizado por desarrollar problemas macros-
copicos locales en el tiempo y el espacio. Esto es posible mediante la identificacion de
restricciones de escala que permiten considerar a (c4,)” y sus gradientes como invariantes
con respecto al espacio en el volumen representativo o en la celda unitaria que lo genera, en
caso de considerarlo como un medio poroso espacialmente periédico. La determinaciéon de
las restricciones espaciales estan basadas en:

e las expansiones en series de Taylor de (ca,)” ¥y V(ca,)? alrededor del centroide del
volumen promediante, x, y

e la aplicacion de los teoremas geométricos que permiten calcular integrales de volumen
en lugar de integrales superficiales (ver seccion 2.1 de [55]), como es el caso de la
siguiente relacion

|%| / n.,.dA(y) = —Ve, (x) (2.16)

yEAyk(x)

Es importante remarcar que aunque el volumen representativo se asume como un medio
poroso espacialmente periddico, el problema de cerradura definido en dicho dominio, no es
necesariamente un problema inicial de valores a la frontera periddico. Para que esto ocurra,
los términos fuente del problema de cerradura que involucran a (ca,)? y V{ca,)? deben ser
ambos constantes o espacialmente periddicos en V. Las restricciones de escala requeridas
para tratar los términos fuente, (ca,)” y V{ca,)?, de las ecuaciones (2.1) y (2.4) como
invariantes con la posiciéon en el volumen representativo o en su celda unitaria asociada, se
establecen en la Proposicion 2.2.5.

Proposicion 2.2.5 Sea V' el volumen representativo del medio poroso V', de longitud ca-
racteristica .

o Sil, <ry< L (cay)? puede ser considerada como invariante en el espacio dentro
del volumen representativo V', y su wvalor corresponde a la concentracion promedio
intrinseca evaluada en el centroide del volumen representativo, es decir,

(Cay)|xty, = (cay)|xs Vyy €V (%)

o Sil, <ry< L, las variaciones espaciales de V(ca,)" pueden ser despreciadas en el
volumen representativo V, y su valor se aprozima a V{ca,)"? evaluado en el centroide
del volumen representativo, es decir,

V{cay) lxry, = Vicay) | Vyy €V (x)
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Donde L. y L. son ambas funciones del tiempo en el proceso transitorio de transporte, y
por lo tanto pueden presentar cambios importantes a lo largo de la longitud de escala L.

Si el volumen representativo es modelado como un medio poroso espacialmente periodico, la
Proposicion 2.2.5 sigue siendo valida en la celda unitaria representativa, €2 (x). Las restric-
ciones de escala se mantienen reemplazando £, por la longitud caracteristica de la celda ¢,
debido a que ¢ ~ (., < ry. Las principales consecuencias de la Proposicion 2.2.5 se establecen
en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1 Sea V' una region representativa espacialmente periodica del medio poroso
V', generado por la celda unitaria 2 de longitud caracteristica ¢ < ro con centro en x € V.
Si € <1y << min (L., L) entonces (cay)? y V{cay)? se pueden tratar como constantes en
y, por lo tanto,

. éAV\xﬂ,7 = CAw|x+yw —(ca,)|x, para 'y, € Q,.
o (Ca,)x=0.

o (cay)'Ve, + ﬁ [ n,.(cay)"dA(y) =0, para y, € Q,.
yEA»\m

o ' ({cay)",V{cay),e,Ve,) =0, paray, € Q, (ver ec. (2.3)).

La proposiciéon anterior establece que si se cumplen las restricciones de escala que permiten
considerar la concentracion promedio y sus gradientes como invariantes en el tiempo en la
celda unitaria, el término fuente no local difusivo corresponde a la funcién cero en la celda
unitaria representativa. Sin embargo, es importante que para establecer la restriccion de
escala temporal que permita ademéas suponer que las cantidades promedio son invariantes
en el tiempo y en la escala en la que esta definido el problema de cerradura, el término de
acumulacion de la ecuacion diferencial para ca, debe ser mucho menor que el término de
acumulacion de la ecuacion de balance de masa macroscopica, es decir,

* * * 2
Do, o Dlesar KT (2.17)
I L.La ooy Lela

donde t?mﬁ” y L2 4, Son los tiempos caracteristicos de la ecuacion de balance de masa promedio
y del problema de cerradura respectivamente. De la ec. (2.17), es claro que V{ca,)? es
considerada como independiente del tiempo siempre y cuando ¢, < min{L., L }. Es decir,
esta restricciéon de escala temporal se satisface si se cumple la restriccion de escala que
permite suponer las cantidades promedio como invariantes en el espacio dentro del volumen
representativo o en la celda unitaria representativa, ver Proposicion 2.2.6.

Proposicion 2.2.6 Las cantidades (cay)” y V{cay)? pueden ser tratadas como independien-
tes del tiempo y el espacio en el volumen promediante y en la celda unitaria representativa
siempre que (., < min{Lc, Ly }.

26



Helen Denise Lugo Méndez AT

Este hecho permite simplificar de manera sustancial el problema de cerradura definido en la
celda unitaria representativa, tal y como se establece en la Proposicion 2.2.7.

Proposicién 2.2.7 Sea V' una region representativa del medio poroso V. Sil, < Lz yV
es modelado como un medio poroso espacialmente periodico generado por la celda unitaria
Q de longitud caracteristica { < rg, tal que { < ro < min (L, Ly ), y descrito por los tres
vectores unitarios l;, 1+ = 1,2,3, entonces el problema de cerradura es local en el espacio y
en el tiempo, periodico y en estado transitorio, tal y como se describe a continuacion

8;?7 =V - (2,Via,) — R (CAW) ,en, yt>0 (2.18a)
—Ny - Veay =D,V (cay), en A, (2.18b)
CAy (y+li) = Cay (y), 1=1,2,3 (2.180)
Cay =S (y), ent=0 (2.18d)

(€a7)7 =0 (2.18e)

Estimado de orden de magnitud de las desviaciones espaciales

El analisis de érdenes de magnitud de la ecuacion diferencial parcial para ¢4, dada por la
ec. (2.18a), se presenta a continuacion

0,

o = V-(2,Véa,) —R(Ca, + (ca,)?), en €, (2.19)
S—~— - N PO
(&w) Acay o(@VCA"Y)_@vACAV O(R)=R
t; tx Y v
CA~y CA~
De la ec. (2.19) se tiene que el siguiente estimado de érdenes de magnitud
@) & o1+ 63{}? (2.20)
2 Dy ACay '
R .
En la ec. (2.20), el término T A corresponde al modulo de Thiele del problema de
yRCAy

cerradura, denotado por ®2. La ec. (2.20) puede entonces reescribirse como sigue

1~=~0

Dt
(1+@?) %] (2.21)
v

En general, el modulo de Thiele es un namero adimensional que corresponde a la relacion
entre los efectos reactivos y difusivos.
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Por otro lado, de la condicion a la frontera de la interfase v — k, ec. (2.18b), el estimado de
orden de magnitud para la desviacién espacial de la concentraciéon resulta como sigue

gl
¢ay =0 (%A(cm)”’) ~ 0O <%<0A7>7) = 0 (%%) ~1 (2.22a)
c c c Y

Finalmente, la condicion inicial, ec. (2.10), conduce al siguiente estimado

Ol —|~1 (2.23)
CAy

Combinando las ecs. (2.20), (2.21) y (2.22a), y despejando ¢4, €l estimado de érdenes de
magnitud para ¢4, a partir del problema de cerradura establecido en la Proposicién 2.2.7 es
b, 2

L, <CA’V>7 <

éA’Y ~ 0 CA,Y>PY (224)

*

‘@"/6
(1+¢%—7fﬁ
Y

2.2.6 Problema de cerradura cuasi-estacionario

Una simplificacion cominmente usada para cerrar la ec. (2.10), es considerar que el problema
de cerradura ocurre en estado cuasi-estacionario. La condicion de estado cuasi-estacionario

e indica que la influencia de la condicién inicial para ¢4,, dada por la ec. (2.18b), es
despreciable sobre el campo ¢4, a cualquier instante, y

e permite considerar (cs,)” y sus derivadas como constantes en la escala de tiempo de
Cay-

La condicién bajo la cual el problema de cerradura de difusién-reacciéon puede considerarse
como cuasi-estacionario, corresponde a la restriccion que permite despreciar el término de
acumulacién de la ecuacion diferencial para ¢u,. De la ec. (2.20), se obtiene que dicha
restriccion es
ES
1 Dtz

< L (2.25)
1+ @2 2]

De esta manera, si:

o 1 <« &2 el proceso difusivo es despreciable con respecto al transporte reactivo y en-
Ac
<t

CA~ "

tonces el término de acumulaciéon puede despreciarse siempre que
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o $? < 1, el proceso de transporte es dominado por la difusién y, por lo tanto, la restric-
cion de escala para considerar el problema de cerradura en estado cuasi-estacionario se

62
reduce a —- < 7, -
'y 2l

En la Proposicion 2.2.8 se presentan las implicaciones del cumplimiento de la condicion
de estado cuasi-estacionario sobre el problema de cerradura para el problema de difusion-
reaccion.

Proposicion 2.2.8 Sea V' una region representativa del medio poroso ¥ de longitud carac-
teristica ro, modelado como un medio poroso espacialmente periddico y generado por la celda
unitaria §2, descrita por tres vectores unidireccionales l;, i = 1,2,3, y de longitud caracteris-
tica l < g, es decir, { < ro << min (L, Ly ). St ademds el tiempo caracteristico adimensional

~ . . . 1 -@Vta
para € satisface la restriccion Y- < 7 ~ entonces:
14— !
@,YACA7

e la influencia de la condicion inicial para ca es despreciable sobre el campo € definido
en la celda unitaria representativa y en cualquier instante de tiempo, y

o (cay)? y sus derivadas pueden considerarse como constantes en la escala de tiempo de
Cay Y en la celda unitaria representativa.

El problema de cerradura simplificado puede ser tratado entonces como local, periddico, en
estado cuasi-estacionario y no lineal, permitiendo asi tener el siguiente problema de valores
a la frontera

V- (@,yvaqu) —R (EA’Y) = 0, en ny (2.26&)
-, - Veay, =12, V{(cay), at A, (2.26b)

614’7 (y + ll) = 614’}’ (y) ES 17 27 3 (226C>
(E4,)7 = (2.26d)

Estimado de orden de magnitud de las desviaciones espaciales

De la ecuacion diferencial para ¢4, ec. (2.26a), se tiene el siguiente estimado de 6rdenes de
magnitud

LR )
O — | ~1 = 0(®*)~1 (2.27)
‘@'YCA“/
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Combinado los estimados 6rdenes de magnitud derivados de la condiciéon de frontera interfa-
cial, ec. (2.22a), y de la ecuacion diferencial que define a ¢4, ec. (2.27), resulta el siguiente
estimado de 6rdenes de magnitud

O (g—”c“—wju @2) ~1 (2.28)

L. ¢a,

Despejando ¢4, de la ecuacién anterior, se obtiene el estimado de orden de magnitud de las

iay =0 (%) (2.29)

Esta ecuaciéon muestra que el estimado de orden de magnitud para ¢4, es la contribucion de

desviaciones espaciales

los estimados de orden de magnitud para ¢4, de cada una de las ecuaciones que involucran
las fuentes del problema que define a ca..

2.2.7 Linealizar el término fuente no lineal

Hasta este punto, se ha presentado un conjunto de suposiciones y restricciones de escala
que conducen a la obtenciéon de un problema de cerradura local y simplificado definido en
el volumen representativo del medio poroso, V', o bien, en la celda unitaria representativa,
(). Sin embargo, para el problema de Reacciéon y Difusion en el medio poroso considerado
en este trabajo, esta teoria local no resuelve la presencia de:

e por un lado, el promedio intrinseco de la velocidad de reaccion, (R (ca,))”, en la
ecuacion macroscopica no cerrada;

e y, por otro lado, las desviaciones espaciales de la velocidad de reacciéon R(CA-Y) =
R (cay) — (R (cay))7, en el problema de cerradura.

Dada la naturaleza no lineal del problema de cerradura del proceso de reaccion-difusion,
causada por la no linealidad de los términos escalados asociados a la velocidad de reaccion,
se tiene que recurrir a esquemas numéricos para determinar la solucién al problema de
cerradura y poder entonces cerrar la ecuacion escalada de conservacién de masa. Si bien,
esto no es imposible de realizar, la pérdida de practicidad para la aplicacién del modelo
resulta inevitable. Para atender esta problematica, en esta secciéon se propone linealizar
la velocidad de reaccion, entendida como una funciéon de la concentracion y definida en el
volumen promediante, siguiendo los siguientes pasos:

e usar la expansion de Taylor de R alrededor de (ca,)?, ¥y

e filtrar la informacion redundante llevando a cabo un analisis de 6rdenes de magnitud
basado en las restricciones de escala establecidas en la teoria local presentadas en la
seccion anterior.
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Espacio de
Dominio espacial Espacio de concentraciones velocidades

de reaccion

Cay = Cay(t, %)

- /\ TN R (car)

“w Bt '! "
ey e (xty)
\,«; 1)@»--- K can (5 +77)
. ‘\\ cay (X+y,) =Cay (x+y,) + (cay)(x)
:’h ol

Figura 2.2: Velocidad de reacciéon vista como una composiciéon de funciones

La velocidad de reacciéon de las especies involucradas en el proceso de Reaccion y Difusion,
R : R* — R, es una funcion real valuada no lineal de c4, R = R(cay), y puede ser
entendida también como una funcién compuesta R o ca, = R (ca, (ry)) definida en la fase-y
del medio poroso macroscopico, es decir, es valida para todar, € #,. Si R € C* (R"), R es
una funcion infinitamente diferenciable en D, entonces puede expresarse localmente mediante
una serie de potencias convergente determinada por series de Taylor. Esto significa que para
cada ¢}, € R* existe r > 0, conocido como el radio de la convergencia de la serie, tal que
para cada cay € (ci,7 =T, Cyy T+ 7‘) C R* la velocidad de reaccion esta dada por

. dr 1 d*°R
R(CAW) =R (CAV)'FWA’Y

*

(CA’Y) (CAW - sz) +§W (CAW) (CAV - 627)2+' s leay—ch| <7
ldc,

(2.30)
La teoria local del método del promedio volumétrico estd basada en la suposiciéon de la
periodicidad local, Proposicion 2.2.5, la descomposicion espacial de la concentracion ca. en
la celda unitaria €2 (x) se expresa localmente como cy4 |x+yv = Ca, \xﬂ,w +(ca,)|x parax € V
Y ¥y € ), donde (ca,)?|x es la concentraciéon promedio celular. Haciendo ¢, = (ca)7]x,
para cada cay, existe r > 0 tal que la velocidad de reaccién puede ser localmente definida
para ca, € ((cay)” — 1, (cay)? + 1) por la expansion en series de Taylor alrededor de (ca,)7|x.
Como ademés ¢4, |x+y7 =ca, |x+y7 — (ca,)"|x, la serie puede expresarse entonces como sigue

dR _ 1 &’R o
R (eashers, ) = RGea) b+ g () ) Eanbery, + g () ) Ebery, + -
’ 2

dCA'y
Ea] <7 ({ear)) (231)
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Del Corolario 2.2.1, la velocidad de reaccién promedio resulta estar dada por

(R ()b = Rl{ean) ") + g Geand ) @) ey foael < llen)®) (232)

Al restar la ec. (2.32) a la ec. (2.31), las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccion
en la celda unitaria €2 pueden escribirse como sigue

dR _ 1 &*R

Rt e = g e i) s, +

((cay)lx) <61247|X+y7 <CI247>'Y|X) t
[Cay| <7 ({cay)”) (2.33)

Por otra parte, el teorema de Taylor asegura que si R es una funcién suave y real-valuada,
entonces la velocidad de reaccion puede expresarse en términos de su aproximacion lineal,
de acuerdo a

dR
de Ay

R (Carhery, ) = B((ear) )+ 7 (e} |e) Eaglry, + Res (cary, (e} he) - (2:39

donde la funcién Res (cA7|x+yy, <0A7)7|X> es el residuo de la aproximacion lineal de R en

Carylxty, alrededor de (cay)?|x y esta dado por

cay) 7 |x
(cay)7] | 2R * N
Res (canbery, (car) ') = [ 5 () (Canbery, =€) de (2.35)
tdcy,
CAylxty,,
o bien
y 1 d2R *\ ~2 * o’
Res (e bty (€40) ) =579 (€) B ety con I < 7 ({ear)) (2.35h)
’ 2ldcs, K

De acuerdo con el teorema del valor medio, ¢* es algiin ntimero contenido en el radio de
convergencia de la serie de Taylor, de tal manera que ¢* ~ (ca,)”|x. Con este enfoque, el
promedio intrinseco y las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccién, para cualquier
~ P * ~ * ol

Cay y algin c* tales que |¢4y,c*| < 1 ({cay)7), resultan estar dados por

1 &R
(R ea))"he = R(Gean)e) + gt () {7l (2.36)

_ dR ) 1 &R ,
R(ea) vy, = o <<cA7>7|x>cAw|x+yv+5E<c>(%|x+yw @) (23
: Y

Ay
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Analisis de 6rdenes de magnitud

Al sustituir la ec. (2.33) en la ec. (2.18) o (2.26b), se aprecia que la expansion en series de
Taylor de la velocidad de reaccién no resuelve la no linealidad del problema de cerradura,
ni tampoco permite cerrar analiticamente la ecuaciéon macroscopica. Para estos proposi-
tos y basandose en el tratamiento tradicional de los problemas de cerradura mediante la
metodologia de promedio volumétrico, se lineariza el problema de cerradura considerando
tunicamente el término no lineal de la serie de Taylor y para esto se tiene que satisfacer la
siguiente desigualdad

1 &R
2ldc,,

dR
dCA,Y

Caylxty,, (2.38)

{cay)lx

(Bolery, = (B <

{cay)lx

Para derivar una restriccion de longitud de escala que sustente dicho postulado de es-
calamiento, el estimado de 6rdenes de magnitud de la ec. (2.33) permite obtener el siguiente
resultado

0 <—R(<CA”>7) @, - <ezv>7>> <0 <R<(—<CAV3’Y>6A7) — Dl ey @)

(<CA7>7)2 Cary) Cay

Para seguir avanzando, se requiere el estimado de orden de magnitud para ¢4,. En las
ecs. (2.24) y (2.29) se presentan los estimados de 6rdenes de magnitud para los problemas de
cerradura locales, periddicos, no lineales, en estado transitorio y cuasi-estacionario, respec-
tivamente. Al sustituir dichas ecuaciones en la desigualdad (2.39), se llega respectivamente
a las siguientes restricciones de escala:

e Problema de cerradura local, periddico, no lineal y transitorio

l, I Dt
— 1+ 9?) —2 2.40
LY ey <0+ %) g (240
e Problema de cerradura local, periodico, no lineal y cuasi-estacionario
ty 2
— <1+ (2.41)

L.

Estos estimados de 6érdenes de magnitud permiten afirmar que el intervalo de convergencia de
la expansion en series de Taylor, dada por la ec. (2.31), influye directamente en el tamano de
la celda unitaria representativa. Intuitivamente, si el medio poroso presenta una disparidad
de escalas, es decir ¢, /L, < 1, las restricciones de escala dadas por las ecs. (2.40) y (2.41)
se satisfacen cuando la reaccion homogénea es lo suficientemente lenta respecto al proceso
de difusion.
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Estos resultados, ademés de ser postulados de escalamiento adicionales que permiten, por
un lado, aproximar la velocidad de reacciéon no lineal por su aproximacion lineal, derivada
de su serie de Taylor, por otro lado, conducen a que ¢4, < (cay)”. Si bien estas restricciones
limitan el uso del modelo escalado, permiten linealizar las desviaciones espaciales de la
velocidad de reaccion para el problema de cerradura transitorio y cuasi-estacionario, la cual
puede ser aproximada por la siguiente expresion

dR

R (cay) xty, = don
.

((cay)1x) 6A7|x+yw (2.42)
De esta manera, si la longitud caracteristica de la celda unitaria o del volumen representativo
cumple la restriccion de escala dadas por la ec. (2.40) o (2.41), el problema de cerradura en
estado transitorio o cuasi-estacionario puede considerarse como lineal. En las Proposiciones
2.2.9 v 2.2.10 se resumen las implicaciones de estos postulados de escalamiento.

Proposicién 2.2.9 Sea V' una region representativa del medio poroso V. Sil, < Lz yV
es modelado como un medio poroso espacialmente periodico generado por la celda unitaria §2

9t 7
de longitud caracteristica ¢ < ro, tal que { <1y < |(1 + ®?) }2 SR e min (Lz, L),
v CAy

y descrito por los tres vectores unitarios l;, 1 = 1,2,3, entonces el problema de cerradura
transitorio es local en el espacio y en el tiempo, periodico y lineal, tal y como se describe a
continuacton

ag;w =V - (2,Véia,) — dai—i ({(cay)?) Cay, en Qy yt >0 (2.43a)
—N; - Veay =D, V{(cay)?, en A, (2.43b)
Cay (Y + 1) = Cay (y), i =1,2,3 (2.43¢)
Cay=I(y), ent=0 (2.43d)

(Cay)” =0 (2.43¢)

Proposicion 2.2.10 Sea V' una region representativa del medio poroso ¥ de longitud ca-
racteristica ry, modelado como un medio poroso espacialmente periddico generado por la
celda unitaria €0 definida por los tres vectores unitarios 1;, © = 1,2,3 y de longitud carac-
teristica €, tal que £ < rqo. Si el tiempo caracteristico t;AW es lo suficientemente grande,

ES
Y¥CaA~

e

restriccion £, < ro < min{Lz L.} (14 ®?), entonces el problema de cerradura en estado

tal que (1 +(I>2)71 < y la longitud de escala asociada a los poros (., satisface la
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cuasi-estacionario es local, periodico y lineal.

dR

V- (2,Viay) — o ({(cay)?) Cay =0, en Q, (2.44a)
CA7

—N - Veay =Ny D,V (cay), en A, (2.44b)

éAfy (y—i—li) = EAV (y), 1= 1,2,3 (2.44C)

(Gar)? =0 (2.44d)

Para ilustrar el proceso de linearizacion de la velocidad de reaccion via la serie de Taylor, se
consideran la velocidad de reaccion de orden n y una reacciéon tipo Michaelis-Menten.

Tasa de reacciéon de orden n

Sea R (cay) = kcj, la velocidad de reaccion de orden n, para n € N. Su expansion en
series de Taylor en funcién de (ca,)” corresponde a la férmula del binomio de Newton,
k (Cay + (cay)?)", permitiendo asi tener la siguiente expresion

— [n cay

R =k, =k o X , eR 2.45
e =i =tten™ 3 (1) () o 24
donde k es la constante de la velocidad de reaccion y (::’L) es un entero positivo conocido
como coeficiente binomial y definido por

() nn =1 (=2 (n—mt1) (2.46a)

m m/!
(”) —1 (2.46b)
0
Con base en la Proposicion 2.2.10, si la reaccion es homogénea y £, < L. entonces é‘ﬁ <1,
2l

entonces la expansion en series de Taylor asociada a la velocidad de reaccion de orden n puede
ser truncada en el término de primer orden.

Ecuacion de Michaelis-Menten

La expresion de la velocidad de reacciéon de una reaccion enzima-sustrato catalizada es cono-
cida como la ecuacion de Michaelis-Menten y estd dada por
VmaxCSW

R (CS'y) = m (247)
m Rl
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donde cg, es la concentracion del sustrato; Vinax es la velocidad méaxima en la que esencial-
mente todas las enzimas han formado un complejo con el sustrato; y K, es la constante de
Michaelis que corresponde a la concentraciéon del sustrato para una velocidad de reaccion
igual a un medio de V., es decir, R (Ky) = Vinax/2. Los valores de Vijay v K pueden ser
determinados experimentalmente.

Al realizar la division sintética de la ecuacion (2.47) y llevar a cabo manipulacion algebraica,
resulta que la ecuacién de Michaelis-Menten puede ser escrita como sigue

- (Kmf&w) <1+1¢)] (243)

Km+<CSw>W

R (CSV) = Vmax

En la ecuacion (2.48), el segundo término encerrado entre paréntesis puede ser expresado

como (1 + x)* con x = % y a = —1. Es decir, corresponde a la expansion en series de
m v
Taylor alrededor de x = 0 de la serie binomial para & = —1 que es convergente para |z| < 1.

Esto permite obtener la expansion en series de Taylor de la ecuacion de Michaelis-Menten,
de acuerdo a

R(CSW) = Vinax |1 — Ln:m (—1)“ <5¢>7>n] , |557| < Km—Q—(CS,YyY (2.49)

Koy + (csy)? K + (csy

n=0

La restriccion |ég,| < Ky, + (csy)? se satisface siempre que £, < L., permitiendo despreciar
los términos de orden mayor a dos de la ecuacion (2.49). De los ejemplos presentados, se
puede observar que en ambos casos la aproximacion lineal de la velocidad de reaccion se
satisface siempre que ¢a, < {(ca,)7.

2.3 Consecuencias de las simplificaciones

La Tabla 2.3 corresponde a una matriz de simplificaciéon del problema de cerradura. En las
columnas de dicha tabla se presentan las diferentes simplificaciones abordadas en este trabajo
y en las filas las implicaciones sobre el problema de cerradura. Por ejemplo, si no realiza
ninguna simplificacion, las caracteristicas del problema de cerradura son las siguientes:

e Esta definido en el medio poroso macroscoépico.

e La ecuacion que define a las desviaciones espaciales de la velocidad es una ecuacion
integro-diferencial.

Es problema de valor inicial, es decir, transitorio.

Esta acoplado a los valores de (ca,)? en o7, que son a priori desconocidos.

Es un problema no local.
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e Es un problema no lineal.

Si se implementan las cinco simplificaciones consideradas en la Tabla 2.3, el problema de
cerradura se simplifica considerablemente, volviéndose lineal, local, periédico, en estado
cuasi-estacionario, y definido en una celda representativa del medio poroso

Tabla 2.1: Implicaciones de las simplificaciones sobre el problema de cerradura.

Simplificaciones
c& 23 = £ B 2
(@] = = O = ) = <
© 5 x =2 & & - ©
gw g B -2 = 3} 7
—~ g o g5 © S © S
C isticas del “ 888 %% ~_ - T&
aracteristicas de = s = 58z s © g
P2 o= L T‘O — S~
problema de cerradura =832 =223z 3 = .8 €%
g £E8SC  CEE EF §C 2%
) O .= » O O @ = ) N & -~ O [SEH)
= o O 94 4T O 9O & O o4 = 8 =
B 4zt a5 g =8 39 Tog
g 229 %esaeul g 27 8<%
=i — s < o = O
Z AESATEEAE A< 3< OB
0 1 2 3 4 5 6
Definido en el medio poroso
macroscopico
Definido en el volumen
representativo del medio
pOroso

Ecuacion que gobierna a ¢4 €s una
ecuacion integro-diferencial

Transitorio

Acoplado a los valores de (ca,)" en

4., desconocidos a priori

No local

No lineal si y solo si R es no lineal

Condiciones de frontera
periodicas en las fronteras
externas del dominio
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Tabla 2.2: Resumen de los problemas de cerradura en las diferentes etapas del escalamiento.
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Tabla 2.3: Resumen de los problemas de cerradura lineales obtenidos en este trabajo.
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Capitulo 3

Soluciéon formal del problema de
cerradura

Como se ha visto en el capitulo anterior, si un medio poroso presenta una disparidad de es-
calas de longitud, el método del promedio volumétrico permite filtrar la informacion desde las
escalas mas pequenas mediante la adopcion de suposiciones sobre las fases del medio poroso
y la identificacion de restricciones de escala espacio-temporales. Esto para desarrollar ecua-
ciones de transporte promedio, via la solucién de los problemas de cerradura simplificados,
cuya soluciéon conducen a la prediccion de los coeficientes transporte de medio efectivo que
en ellas aparecen. En este trabajo, dada la naturaleza lineal de los operadores diferenciales
de los problemas de cerradura en las diferentes etapas del proceso de escalamiento, es posible
obtener la formulacion integral de las desviaciones espaciales de la concentraciéon mediante
el uso de la teoria de las funciones de Green. Matematicamente, la funcién de Green es la
funcion Kernel de un operador integral, que corresponde al inverso de un operador lineal di-
ferencial dado. Fisicamente, la funciéon de Green representa la respuesta de un sistema en un
punto x al tiempo ¢, a la aplicaciéon de una fuente unitaria aplicada en el punto xq al tiempo
to (t > to) [59]. Las principales ventajas del uso de las funciones de Green para determinar
la formulacion integral de la solucién de un problema de valores inicial y de frontera dado,
son las siguientes:

e la funcién de Green es independiente de los términos fuente del problema,

e la formulaciéon integral de la solucién del problema es una combinacién lineal de in-
tegrales de productos de la funciéon de Green con los términos no homogéneos del
problema, y

e la formulacion integral de la solucion del problema permite un mejor manejo numérico
de la solucion.
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3.1 Formulacién integral general de la solucién del pro-
blema de cerradura

Los problemas de cerradura en las diferentes etapas del escalamiento, presentados en las
Tablas 2.2 y 2.3, pueden resumirse en el siguiente problema de valores inicial y de frontera
para la funcion ¢4, : D x (0,00) — R cuadrado integrable en D x (0, c0) con primera derivada
parcial temporal y segundas derivadas parciales continuas a pedazos e integrables

Ecuacion diferencial:

Ldea ) =—F,, xeDyt>0 (3.1a)
Condicién de frontera interfacial:
—1n, - Viay, =10, -Vica,), yEAp 1yt >0 (3.1b)

Condiciéon de frontera externa:

~ %(Y7t7<cfl>’y)7 yeAD,eat>0yD:7/

Cay = Hp (v, 1, (ca)7) = ! ! ! (3.1¢)
Cay (Y +1pist), Y€ Apqe, t>0y D =77V, Q,

Condicion inicial:

ey = Iy ea)).y €D at =0 (3.1)

donde D es el dominio espacial en el que estd definido el problema de cerradura, el cual
puede corresponder a la fase fluida de:

e cl medio poroso macroscopico 75,

e un subdominio de ¥ sin la influencia de las fronteras externas de ¥, denotado por 7.7,
e el volumen representativo V,,

e la celda unitaria representativa, {,, que supone a ' como espacialmente periédico.

Los diferentes dominios asociados a cada una de las etapas del escalamiento se presentan en
la Figura 2.1 y guardan la siguiente relacion de contenciéon: 2 C 'V C #* C ¥. Las fronteras
de D estan conformadas por la interfase solido-fluido contenida en D y las fronteras de en-
tradas y salidas de D, denotadas por Ap . ¥ Ap ~e respectivamente, i.e. 0D = Ap . UAp e.

De acuerdo a la estructura de los problemas de cerradura presentados en las Tablas 2.2
y 2.3, el operador diferencial .Z; esta compuesto de un operador diferencial temporal y uno
espacial para el caso transitorio, o bien Gnicamente de un operador lineal espacial para el
caso cuasi-estacionario, es decir
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v - Lot — ZLsesp Caso transitorio (32)

L esp caso cuasi-estacionario

Tabla 3.1: Operadores diferenciales lineales involucrados en los problemas de cerradura en
las diferentes etapas del escalamiento, sus adjuntos y sus féormulas de Green asociadas.

Nombre del Operador Ope.rador Férmula de Green
operador adjunto
. (ZHv},u) — (v, Z{u})
. .., a a tf
Difusion Ziair  — -V -2,V -—=—-V-2,V = Juwl{dV
7777777777777 -/ A R >
Difusion  reac- 0

2 0 2 i
¢ion % &—V-@WVjLa (t) —E—V-@WV—HX (1) +t{a£ 2, (uVv — vVu)-ndAdt

Difusion Loz~ V-2V V.9V
**************************************** | 2, (uVv —vVu) - ndA

Difusién-
> V-2,V —a? V-9V —a? o
reaccion Lo

« esté definido por a® = R’ ((ca4)?)
(u,v) = [ [ouvdVdt, para el caso transitorio

(u,v) = [, uvdV, para el caso cuasi-estacionario

n es el vector normal unitario exterior a 0D, es decir, n = —n,,

Donde el operador diferencial espacial de %, puede ser concebido como un operador plena-
mente difusivo o como un operador de difusién-reaccion,

1. operador de difusién: % oo, =V - Z,V; y

2. operador de difusion y reaccion: %, o, = V-2, V—a(t), donde o® = R' ({ca,)? (x,t)) =
dR

de A~y

(x,1).

El operador de difusion-reaccion es util principalmente para el caso en el que la cinética es de
primer orden o bien para el caso en el que el problema de cerradura es lineal y local. Como
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se vera mas adelante, la descomposicion del operador diferencial espacial de los problemas
de cerradura, permitira identificar las contribuciones de los efectos difusivos y reactivos en
el campo c4y. En la Tabla 3.1, se presentan los operadores lineales involucrados en los
problemas de cerradura en las diferentes etapas del proceso de escalamiento, sus operadores
adjuntos y sus formulas de Green asociadas. La fuente volumétrica de la ec. (3.1a), Fj :
D x (0,00) — R, es una funcién cuadrado integrable en D x (0,00) y para los problemas de
cerradura en las diferentes etapas del escalamiento puede tomar las siguientes expresiones

FS,V2 si .;% = ,;%diff (6] ,ﬁfﬂs = O%VQ

Fsp = —oﬂéA7 si b = Lo (3.3)
0 si an = a%xn

La funcion Fj ¢2 involucra las fuentes difusivas y/o reactivas locales y /o no locales y depen-
diendo de las simplificaciones adoptadas (ver Tabla 2.3) puede estar definida por

(
R (e ¥ ¥ ¥ = D=7
R (Cay + {cay) )14‘\F ((cay)”, Vicay) 6, Vey )+ A {Cay}  si
~- ~- —— P L
fuente reactiva local fuente difusiva local y no local fuente difusiva S t,di
y no loca no local
~ ” N N D=9, 77V,
ﬁ (Cay + (cay) Z‘*‘ F({cay)”, V{cay) "€, ngl S1
fuente reactiva local fuente difusiva local y no local "% = ';Zé’diﬁ
F o2 = y no local
ER -
- . D=V,
ﬁ (Cay + (Cay) Z si
fuente reactiva local "ZS - Z,dn‘f
y no local
dR D=V,Q,
—((eay)?) € si
dCA CAy CAxy 1
G il ~ J DZS — D%VZ
\ fuente reactiva local

(3.4)

La primera expresion de la funcion Fj v2 es la fuente volumeétrica de las desviaciones espaciales
para el caso en el que ninguna simplificaciéon ha sido adoptada para tratar el problema de
cerradura definido en todo el medio poroso macroscopico, siendo este un problema integro-
diferencial, no local, transitorio y no lineal (siempre que la cinética sea no lineal). Si el medio
poroso presenta disparidades de escala, tales que las restricciones de escala presentadas en la
Proposiciéon 2.2.10 sean enteramente satisfechas, es posible despreciar los términos no locales
tanto difusivos como reactivos, permitiendo asi obtener una expresion sencilla para la fuente
F w2, como es el caso de la tultima expresion de dicha funcion. Esta altima expresion implica
la adopcion de las cinco simplificaciones presentadas en la Tabla 2.3.
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La funcién de Green Gsp : (D x [0,00)) x (D x [0,00)) — R, asociada al problema de
cerradura, dado por la ecs. (3.1a)-(3.1d), esta definida por el siguiente problema

Ecuacion diferencial:

LHGsp (y,:50,t0)} =0(y —y0)0(t —to), yYED X Dyyt>0 (3.5a)

Condicion de frontera interfacial:

- n’m . VG(s,D <Ya t; Yo, tO) = 07 y S AD,'\/H y t>0 (35b)

Condicion de frontera externa: (3.5¢)
0 siy € Apqe, t >0y D=7,

GS,D (ya ta Yo, tO) =
GS,D (y + lD,iat;YO7t0> s y € AD,’yea t>0 y D= %*7 Vya Q’y
Condicién inicial:

Gsp (¥, t;¥0.t0) =0,x e Dx Dyat=0 (3.5d)

Tradicionalmente, a partir de los problemas de cerradura locales, el método del promedio
volumétrico se distingue por expresar las desviaciones de las propiedades de estudio como una
combinacion lineal de variables de cerradura afectadas por las fuentes locales, que en general
corresponden a expresiones que involucran (ca,)” y su gradiente evaluados en el centroide
del volumen representativo o de la celda unitaria representativa. Este tratamiento permite
cerrar el modelo escalado analiticamente dando lugar a la aparicion de los coeficientes de
medio efectivo en términos de variables de cerradura [71].

En caso de que el problema de cerradura sea no local, la definiciéon de dichas variables
resulta imposible, tal y como puede apreciarse a partir de la formulacién integral mas ge-
neral de la solucion del problema de cerradura en términos de la funciéon de Green para el
operador transitorio de difusion, dada por la ec. (3.6) [7].

La ec. (3.6) indica que ¢4, corresponde a la contribucion de los términos de propagacion
de las siguientes fuentes del problema de cerradura:

e Fuentes reactivas locales y/o no locales que actiian en el intervalo de tiempo [0,¢] y
sobre el dominio D.

e Fuentes difusivas locales y/o no locales que acttian en el intervalo de tiempo [0,¢] y
sobre el dominio D.

e Condicion de frontera en la interfase y-k que actia en el intervalo de tiempo [0,¢] y
sobre la interfase -k contenida en el dominio D.

e Condicién de frontera en las entradas y salidas del dominio D que acttan en el intervalo
de tiempo [0, t] y sobre las entradas y salidas del dominio D.
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e Condicion inicial que actia en el tiempo ¢t = 0 y sobre todo el dominio D.

t
fa (y,1) = — / / Grain (¥, Yo t —to) B (Gas (you to) + () (v, £0)) AV (y0) dto

0 yoeD

J

~
término de propagacién de las fuentes reactivas locales y/o no locales
que actta en el intervalo de tiempo [0, ¢]

t

— )\F,D/ / Grair,p (Y, Yo, t = t0) F'(Cay, (cay)”, Vicay) €5, Vey) 10y AV (o) dio

0 yoeD
NS

J/

~
término de propagacién de las fuentes difusivas locales y/o no locales
que actta en el intervalo de tiempo [0, ¢]

t

_)\,/V,D/ / Girai,p (Y, Y0, t — to) A {Cay} (Yo, t0) dV (yo) dto

0 yo€D

J/

~-
término de propagacion de las fuentes difusivas no locales
que actia en el intervalo de tiempo [0, t]

t

+ / / 2.Graite.p (¥, Yo, t — to) V{cay)” (¥o,t0) - 1y (Yo) dA (o) dio

0 yOGAD,"/H
N

J/

TV
término de propagaciéon de la condicién de frontera en la interfase -
que actia en el intervalo de tiempo [0, ¢]

t

+ / / DN Graier,p (YYo,t — to) 7D (Yo, to, (cay)” (Yo, to)) - Dye (Yo) dA (yo) dto

0 yo€AD e
N

>

~
término de propagaciéon de la condiciéon de frontera en las entradas y salidas de D
que actta en el intervalo de tiempo [0, ¢]

+ / Gt (7,0, £) Ea (v0,0) AV (yo) (3.6)

yo€D
N

J/

TV
término de propagaciéon de la condicién inicial

En la ec. (3.6), A\ y,p = 1 para D = ¥, y cero en cualquier otro caso, mientras que App =1
para D =¥,V V, y App = 0 para D = .

Es en este punto, la complejidad de los modelos escalados y la valorizacion de la imposicion
de restricciones de escala espaciales y temporales resulta evidente. En las secciones posterio-
res se presenta la demostracion de la ec. (3.6), aplicando la teoria de las funciones de Green
a los problemas de cerradura locales.
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3.2 Formulaciéon integral de la solucién del problema de
cerradura no-local, lineal y transitorio

Para clarificar la influencia de la reaccion sobre ¢4, se considera una velocidad de reaccion
lineal, es decir, una reaccién quimica homogénea de primer orden, de donde

R (Cay + {cay)?) = ka, (3.7)

Al considerar una cinética de primer orden, es decir, sustituyendo la ec. (3.7) en la ec. (3.6),
se tiene que la expresion més general de la formulacion integral para ¢4, estd dada por:

t
Cay (y,t) = — / / kG aitt,p (¥, Yo, t — to) Cay (Yo, to) dV (yo) dto

0 yeD

J/

TV
término de propagacién de la fuente reactiva local
que actia en el intervalo de tiempo [0, t]

t
- )\F,D/ / Grair,p (¥, ¥0, T = t0) F ((cay)”, Vicay)", €4, VEy) 0 10y AV (¥0) dbo

0 yeD
A

J

~
término de propagacion de las fuentes difusivas locales y no locales que actiian en [0, ¢]

t

_)\,/V,D/ / Grair,p (Y.t Y0, to) A {€ay} (Yo, o) dV (yo) dito

0 yeD

TV
término de propagacion de la fuentes difusiva no local
que actda en el intervalo de tiempo [0, ¢]

t

+/ / D,Graiip (Y, Yo, t — to) V{cay)” (Yo, to) - Dy (Yo) dA (yo) dto

0 yGADﬂ,i
N

J/

TV
término de propagacion de la condicién de frontera en la interfase y-x
t

+ / / DN GCratin (¥ Yoot —to) Hop (You to, (cas) (Yosfo)) - e (v0) dA (yo) dfo

0 yeAD,’ye
N ~~ g
término de propagacion de la condicién de frontera en las entradas y salidas de D
+ / Graift.p (¥, Y0, t) €ay (¥0,0) dV (yo) (3.8)
yeD

TV
término de propagaciéon de la condicién inicial

Para el caso de cinética de primer orden y dada la linealidad de los operadores, es posible
obtener también una formulacion integral para ¢4, haciendo uso del operador transitorio de
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difusién-reaccion, es decir, haciendo .Z; = .Z; ;.\, se tiene que

t
Cay (y:1) =— )\F,D/ / Goxn,p (¥, ¥1,1 — 1) F ({cay)”, V{cay) s 64, Vey ) o, 1y AV (1) dta

0 yeD

J/

NV
término de propagacion de las fuentes difusivas locales y no locales que acttian en [0, t]

t

—)\,/V,D/ / Girsn,p (Y, Y1, —t1) A {Cay} (y1,11) dV (y1) dty

0 yeD

~
término de propagacion de la fuente difusiva no local
que actia en el intervalo de tiempo [0, ]

t

+ / / DGirxnp (¥, ¥1,t —t1) V{cay)? (y1,t1) - Dy (y1) dA (y1) dty

0 yOeAD,'yn
N

J/

TV
término de propagaciéon de la condiciéon de frontera en la interfase -

t

+ / / DNV G (v, 31, L — 1) Kb (31,1, (eas)” (y1,11) - e (1) dA (1) dty

0 yEAD,’ye
~
término de propagaciéon de la condiciéon de frontera en las entradas y salidas de D
=+ / Girxn,p (¥, Y1, 1) Cay (¥1,0) dV (y1) (3.9)
yeD
N v

vV
término de propagacién de la condicién inicial

Si el problema de cerradura admite una tnica solucion, es posible sustituir la expresion de la
formulacion integral para ¢4. asociada al operador transitorio de difusion-reaccion, ec. (3.9),
en el primer término de la expresion de la formulacion integral para ¢4 asociada al operador
de difusién transitorio, ec. (3.8). Esto conduce a la siguiente formulacion integral para ¢4,
que permite distinguir claramente la contribuciéon de los efectos difusivos y reactivos en cada
uno de los términos de propagacion

t
Cay (y, 1) = — / / ArpArD (Yo, to) + Ay pA sy .b (Yo, t0)] dV (yo) dio

0 yeD
t

+ / [B'yn,D (Y7 t, tO) + Bﬁ/e,D (Y7 tv tO)] dto + / ID (y7 t? yO) dv (yO) (31())

0 yeD

Las fuentes volumeétricas Arpp y Ay p que aparecen en la ec. (3.10), corresponden a las
contribuciones de los términos de reaccion no local, de difusion local y no local, y de difusién
no local respectivamente. Estas fuentes pueden descomponerse como la suma de un término
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plenamente difusivo y uno de difusion-reaccion de acuerdo a las ecs. (3.11a)-(3.11b).

Arp (Yo, to) = Grain,p (¥,¥0,t — to) F' ({cay)”, V{cay) ", &y, Vey)
to
_th7diff,D (Y7 YO,t - tO) / / Gt,rxn,D (y07 NAR) tO - tl) F (<CA'y>’ya V<CA'y>’y> 5’)/7 VE’Y)(yl,tl) av (y1) dtl
0 yoeD
Ao (Yo, to) = Grais,p (¥, Yo,t — to) A {€ay} (Yo, to)

to

—kGyain,p (¥, Yo, t — to) / / Giaxn,D (Yo, Y1, to — t1) A {Cay} (y1.t1) dV (y1) dty (3.11b)

0 yoeD

(3.11a)

(yo,to)

Es importante destacar, que para los problemas de cerradura locales, dadas las restricciones
de escala, los términos App y Ay p son despreciables, permitiendo asi una importante
simplificacion de la expresion de la formulacién integral para 4.

Las fuentes superficiales B, p y Byep que aparecen en la ec. (3.10), corresponden a las
contribuciones de las condiciones de frontera en la interfase y-x y en las entradas y salidas
de D respectivamente. Estas fuentes también pueden descomponerse como la suma de un
término plenamente difusivo y uno de difusioén-reaccion de acuerdo a las ecs. (3.12a)-(3.12b).

B.p (y,t;ty) = / Graitt,p (¥, Y0, t — to) Dy (Yo) - Z,V{(cay)” (¥o,t0) dA (yo)

yEAD YK
Girxn,p (Y0, ¥1,t0 — t1) Ny (1) -
/ kG ais.p (¥, Yo,t — o) / / ! dt1dV (yo)
yeD 0 yo€AD A 2, V( CA7> (y1,t1)dA (y1)
(3.12a)
Byep (y, tito) = / DNV Graip (¥, Y0, t — to) D (Yo, to, (cay)” (Yo, t0)) - Dye (Yo) dA (o)
YEAD e
to
-@ VG(t,rxn,D <y07 Yy, tO - tl) g 1 VS (}’1)
- / kG ais,p (¥, Yo, t — to)/ / k ! dt1dV (yo)
yeD 0 YoEAD e HDp (y17 t1, <CA'Y>’Y (Y1, tl)) dA (yl)
(3.12b)

Como se vera més adelante, para el caso en el que el problema de cerradura sea local en el
tiempo y el espacio y esté definido en una regiéon con condiciones de frontera periddicas en
la entrada y salida de la misma, la funcién B, p : D x (0,00) — R dara lugar a la definicion
de los coeficientes de medio efectivo del proceso de difusion y reaccion en un medio poroso.

De manera analoga para la fuente asociada a la condicién inicial, Ip, su descomposicion
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esta dada por la ec. (3.13).

Ip (y,t:y0) = Gra.p (¥, Yo, t) €ay (¥0,0)
t

—/k‘Gt,diﬁ,D (y,¥o0,t —to) / Girxn,D (Y0, ¥1, t0) €ay (y1,0) dV (y1) dio (3.13)

0 yo€D

Para cerrar el modelo promedio para el caso més general, es decir, para D = 7, es nece-
sario sustituir la expresion de las desviaciones de la concentracion dada por la ec. (3.6) en la
ec. (2.1). Sin embargo, esto nos conduciria a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
para (cay)" y €4y no lineal y no local en el tiempo y el espacio, con la desventaja, ademaés
de tener que resolver el problema de cerradura microscépico en todo dominio macroscopico.
Bajo estas condiciones, podria ser mas viable resolver directamente el problema microsco-
pico, dado por las ecs. (1.1a)-(1.1d), via simulaciones a escala del poro, para entonces llevar
a cabo el promediado de la concentracion.

Desafortunadamente, esta via requiere del completo conocimiento de la geometria microscépica
en cualquier parte del medio poroso macroscopico, lo cual no siempre es ni posible ni mane-
jable. Por estas razones, es que los procesos de escalamiento se vuelven relevantes para
reducir los grados de libertad del modelo mediante la imposicion de restricciones de escala
espaciales y temporales (ver por ejemplo [75] y [76]).

Como en este trabajo se busca desarrollar un modelo escalado, cerrado y practico para
el problema de difusion reaccién con cinética no lineal homogénea, asi como identificar clara-
mente sus limites de aplicacion. En las siguientes dos secciones de este capitulo se presenta
detalladamente como obtener la formulacion integral de las desviaciones de la concentracion
en términos de las funciones de Green para los casos més simples que corresponden a los
problemas de cerradura locales en el tiempo y el espacio, y definidos en la celda unitaria
representativa. Dichas formulaciones permiten obtener formulaciones integrales de los coefi-
cientes de medio efectivo y modelos escalados cerrados analiticamente.

3.3 Formulacion integral de la solucién del problema de
cerradura local, lineal, periédico y transitorio en la

celda unitaria representativa

Para obtener la formulacion integral de la solucion del problema de cerradura transitorio,
local, periédico y lineal, presentado en la Proposicion 2.2.9, mediante el uso de la teoria
de las funciones de Green, se asume que la desviacidon espacial de la concentracion es una
funcion cuadrado integrable en 2, (x) x (0,00) con segundas derivadas parciales espaciales
y temporales continuas por pedazos e integrables.
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La funcién de Green asociada al operador transitorio de difusion, Gy a0, : [€2, (x) x (0, 00)]x
€2, (x) x (0,00)] = R, esta definida por el siguiente problema de valor inicial

%Gt,diﬁ,m (¥, t;¥0,t0) =V - Z,VGrang, (v, 1;¥0,t0) + 6 (y —¥0) 6 (t — o), en €, (x) x Q, (x)
(3.14a)
-1, - VGran, (¥, Yo, to) =0, en A, (x) (3.14b)
Grago, (y + L, t;y0,t0) = Graime, (¥, 1Yo, t0), 1 =1,2,3 (3.14¢)
Grairo, (¥,t;¥0,t0) =0, at =0 (3.14d)
(Gramn,)” =0 (3.14e)

La funcién de Green del operador de difusion-reaccion transitorio, Gy xm,q, : [0y X (0,00)] X
€2, x (0,00)] = R, es la solucion al siguiente problema de valor inicial
0
5; Coae, (¥, 850, t0) =V - 2,V G, (v, ¥0,0) (¥, 1 yo, to)
—R' ((cay)” (x,1)) Grasmg, (¥, 1 Y0, to) + 0 (y — y0) 0 (t — to), en Q, (x) x Q, (x)

)

—1 - VGirma, (¥, 15 ¥0,%0) =0, en A, (x) )

G, (¥ + 1, t:y0.t0) = G, (¥, 65 Y0, %0), 1 =1,2,3 (3.15¢)
Grong, (V.1 ¥0,t0) =0, at =0 (3.15d)

(Girxn,)” =0 (3.15€)

Las funciones de Green definidas arriba, satisfacen las propiedades enlistadas en la Proposi-
cion 3.3.1, las cuales son empleadas para resolver el problema de cerradura.

Proposicion 3.3.1 Las funciones de Green Gy g, Y Grrang, @ [€2y X (0,00)]x [, % (0, 00)] —
R satisfacen las siguientes condiciones [24]

1. Reciprocidad espacial: G (y,t;¥o,t0) = G (yo,t;y,t0)-
El efecto en'y de una fuente aplicada en yq es la misma que el efecto en yqo de la misma
fuente aplicada en'y.

2. Causalidad: G (y,t;y0,t0) = 0 para to > t.
La fuente aplicada al tiempo ty >t no afecta el campo ¢4, al tiempo t.

3. Translacion: G (y,t;y0,t0) = G (y,t — to;¥0,0).
La respuesta en el tiempo t de una fuente concentrada en el tiempo ty depende inica-
mente de del tiempo transcurrido t—t,. Esta propiedad es vdlida porque 9., se considera
como constante en S1,.
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Proposicion 3.3.2 Sean u,v : 2, (x) x (0,00) = R € L*(Q, (x) x (0,00)) con sequndas
deriwvadas parciales y temporales continuas por partes e integrables. El operador adjunto del
operador de difusion transitoria £, gy = 0/0t—N - 2,V , y del operador de difusion-reaccion
transitoria Ly, = 0/0t —V - 2,V + a(t) estdn respectivamente dadas por

Ly = —% V.2,V (3.16a)
L= —% — V-2,V +a(t) (3.16b)

Las formulas de Green para £, gigp Y Lt ran €stdn dadas respectivamente por

ty tr
/ (uy aig{v}y — 0L glu}) dVdt = —uv)y + / / 2., (uVv — vVu) - ndAdt
b0, x) b 00, (x)
(3.17a)
ty ty
/ / (v ranf{v} — 0L o {u}) dVdt = —uv|g + / / 2, (uVv —vVu) - ndAdt
b Q) i 00, (x)
(3.17b)

donde n es el vector normal unitario a la frontera €., (x) denotada por OS.

Para obtener la formulacion integral para ¢ en términos de la funciéon de Green del operador
transitorio de difusion, se realizan los siguientes pasos:

L. Sustituir u = ¢4y (y,1) y v = Graigo, (¥, 1Yo, to) en la ec. (3.17a),
2. Identificar que

o Liain{Cay} = —R ({cay)?) Cay y
o L ar{Graimn,} =0 (y —yo) 0 (t —to)

3. Usar la propiedad de reciprocidad de la funciéon de Green G qirq., enunciada en la
Proposiciéon 3.3.1 y las propiedades basicas de la funcion delta de Dirac, y

4. Sustituir la condicién de frontera en la interfase y-x y la condiciéon inicial dadas por
las ecs. (2.44b) y (2.44d).

De esta manera, la formulacion integral de las desviaciones de la concentracion en la celda
unitaria representativa resulta estar dada por la siguiente expresion
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t

Cay (¥, 1) :/ — / Graif, (¥, Y0, t —to) R ({cay)” (x,10)) €ay (Yo, t0) AV (¥0)

0 YEQ,(x)

+ / Graino, (¥, Y0, t — to) Ny (Yo) dA (yo) - Z,Vicay)” (X, t0) | dio

YEAyk(X)

+ / Graifr,o, (¥, ¥0,1) Cay (¥0,0)dV (yo) (3.18)

yEQy (%)

La ec. (3.18) muestra como el campo ¢4, es afectado por tres términos fuente: 1) la reaccion
homogénea, 2) la condicion a la frontera interfacial y 3) la condiciéon inicial. Al comparar
dicha ecuacion con la ec. (3.6) se puede apreciar que la imposicion de las restricciones de
escala espaciales que permiten despreciar las contribuciones difusivas y reactivas no locales,
llevan al problema de cerradura simplificado, lineal y local en el espacio y hacen que la for-
mulacion sea mas simple.

A pesar de dichas simplificaciones, la ec. (3.18) continta siendo una formulacion integral
implicita expresada en términos de si misma a través del término de reaccién. Para hacer
frente a este problema y dada la naturaleza lineal de ambos problemas, se procede de la
misma manera, pero esta vez considerando el operador transitorio de difusion-reaccion. Este
hecho conduce a una formulacion integral para el campo de desviaciones en términos de la
funcién de Green de difusion-reaccion que no depende del mismo campo.

De manera analoga para el operador transitorio de difusion reaccion, tomando u = ¢4, (y,t) y

v = Gy, (Y. 1;¥0,t0) enlaec. (3.17b), y reconociendo que .Z 1xn{Cay} = 0y L el Grosng, } =
d(y —yo) 6 (t — to), se tiene que la formulacion integral para ¢4, en términos de la funcion

de Green asociada al operador de difusion y reaccion transitorio

t

Cay (y,t) = / / Gion, (¥, Y0, t — to) Ny (o) dA (yo) - V(cay)" (X, o) | dto

0 |yed c(x)
+ / Gt,rxn,Q.y (Y0> Yy, t) EA'y (y07 0) dv (yO) (319)
yEQ,(x)
La soluciéon formal para ¢4, dada por la ec. (3.19) es explicita, y es influenciada solamente
por la condiciéon de frontera en la interfase v-x y la condicion inicial, esto debido a que el

efecto de la reaccion homogénea queda incluido en la funcion de Green Gy 0, -
En este punto, para obtener una formulacién integral par ¢4, en la que los efectos difusivos y
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reactivos sean claramente distinguibles, podriamos proceder como en la introduccion a este
capitulo, es decir, sustituir la ec. (3.19) en la ec. (3.18). Sin embargo, se determina una
relacion entre las funciones de Green difusiva y difusiva-reactiva, restando el problema que
define a Gy a4, , dado por las ecs. (3.14), al problema que define a G'rxn,0,, dado por las
ecs. (3.15), obteniendo asi un problema para G gifr-rxn,0, = Gtrn,0, — Graiso, dado por

%Gt,diﬁ_rxn,m (¥, t:y0,t0) = V - 2,V G difirn,o, (¥, 15 Y0, o)
—R' ({cay)” (%,1)) Groxner, (¥, 65 Y0, to), en Q (x) (3.20a)
1 - VG dittrn,o, (¥, 1 Yo, t0) =0, en A, (x) (3.20D)
Graifrxng, (Y + Lt ¥0,t0) = Groxng, (¥, 6 Y0, t0), 1 =1,2,3 (3.20c)
G aiftrm,o, (Y 6 Y0,t0) =0, at =0 (3.20d)
(Gtaifrsng,)” =0 (3.20e)

El problema para G gifr.rxn,0, Presenta la misma estructura que el problema de cerradura
definido mediante el operador de difusién transitoria, por lo que su funcién de Green asociada
es la solucion al problema para Gygigq,, dado por las ecs. (3.14), de donde resulta que las
funciones de Green Gy ai0, ¥ Gtrxn0, €stan relacionadas a través de la siguiente expresion:

Gt,rxn,Qy (ya YO7t - tO) = Gt,diﬁ‘,ﬂy (Y7 y07t - Z50)

t
— / / R ({cay)” (x,11)) Graiwe, (¥, 1.t — t1) Groxm, (¥1,¥0, 01 — to) dV (y1) dty
0 yeQy(x)

(3.21)

La funcion de Green del problema transitorio de difusién-reaccién para ¢a, en la celda
unitaria representativa, indica que el campo ¢4, es generado por la cantidad difundida de
la especie A menos lo que se difunde y reacciona debido a las diversas fuentes del problema
de cerradura (volumétricas, superficiales y la condicion inicial) dentro y a través de la celda
unitaria representativa. Al sustituir la ec. (3.21) en la ec. (3.19), se recupera la expresion dada
por laec. (3.10), con k = R’ ((ca,)" (x,t)), sin el término de condiciéon de frontera de entradas
y salidas de la celda debido a la condicién de periodicidad, y sin los términos que involucran
las fuentes volumétricas Az 4y) 7D App vy Ay p correspondientes a las contribuciones no
locales de reaccion y difusion.

t

Cay (¥,1) = / (B, (¥, t:t0) + Byeg, (¥, t;to)] dto + / Io, (y,t;¥0)dV (yo)  (3.22)

0 yefR,
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En la proposicion 2.2.6 se establece la restriccion de longitud de escala que permite considerar
el término V{ca,)?, que aparece en By, y Byegq,, ecs. (3.12a) y (3.12b), como invariante
en el tiempo y el espacio en el volumen promediante y en la celda unitaria representativa.
De esta manera, con base en la Proposicion 2.2.6 y la ec. (3.22), se obtiene una expresion
explicita de la desviacion espacial de la concentracion en términos de los vectores de cerradura

Cay (¥, 1) = [Brymain (¥, 1) + B ((cay)”) Bty (V5 5 (cay)?)] - Vicay)”
+ Vi aitt (Y5 1) + R ({cay)”) Vigman (¥, 1 {cay) ) (3.23)

donde by k. diff ¥ Uk, diffy Ptykrsn ¥ Utgrxn sON los vectores de cerradura que capturan la in-
fluencia de la condicién de frontera interfacial e inicial respectivamente sobre el transporte
difusivo y reactivo de la especie A.

t

b yeait (¥, 1) = / / Graire, (¥, Yo,t — to) Ny (Yo) ZydA (yo) dito (3.24a)

0 yOEAA/n
t

by yeran (¥: 15 (Cay)?) = —/ / Graifro, (¥, Yo,t —to) bay, (Yo, to; (cay)”) dV (yo) dio
0 yo€Qy

(3.24b)

vy (v,1) = / Grainr, (%50, 1) Er (0, 0) AV (y0) (3.240)

Yo€Qy
t

Vgoexn (¥, 15 (Cay)) = —/ / Graino, (¥, Yo, t — to) vVay (Yo, to; (cay)”) dV (yo) dto
0 yoefly

(3.24d)

Las expresiones de los vectores de cerradura asociados a la reaccion quimica b . rxn ¥ Utg rxn

son afectados a su vez por los vectores de cerradura bg, y vq, respectivamente. Dichos
vectores se definen en la ec. (3.25), en donde claramente puede apreciarse que contienen la
influencia de la condicion a la frontera interfacial v-x y la condicién inicial.

bGR (Y7 ; CA'y / / Gt ,rxn,$y y YOat t ) n'y/{ <YO) dA (YO) dtO (325&)
0 y()EAryn

ven (3, (ea)) / Grrnst, (¥ Y0, ) &y (30, 0) AV (o) (3.25b)
Yo€Ly
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3.4 Formulaciéon integral de la solucién del problema de
cerradura local, lineal, periédico y cuasi-estacionario
en la celda unitaria representativa

Para obtener la solucién formal del problema de cerradura cuasi-estacionario, ver Proposicion
2.2.8, se sigue el procedimiento expuesto en la Secciéon 3.3, considerando los operadores de
difusién y reaccion estacionarios, definidos por Zyg = V-2,V y L = V- 2,V — a?,
respectivamente. La funcién de Green asociada al operador de difusién se denota por Gaig.,
y esté definida por el siguiente problema de valores a la frontera

V- 2,VGaga, (y;¥0) =0 (y —yo), en Q, (3.26a)
-1, - VGaga, (¥Y;¥0) =0, en A, (3.26b)
Gago, (¥ +1i;y0) =Gano, (¥;¥0), 1 =1,2,3 (3.26¢)
(Gaigo,)” =0 (3.26d)

La funciéon de Green asociada al operador de difusién-reaccién se denota por Gixnq, v esta
definida por el siguiente problema de valores a la frontera

V- @’YVGYXH,QW (y yO) ((CA"/>’y (X)) rxn,{y (y Y()) =9 (y - yO) , €n er (327&)
1 VGima, (yiyo) =0, en Ay, (3.27b)

Gan,ny (y + li7 yO) rxn Qy ( Yy 0)7 1= 17 27 3 (327C)

< rxn Q'y> =0 (327d)

Ambas funciones satisfacen la propiedad de reciprocidad espacial establecida en la Proposi-
cién 3.3.1. Procediendo de manera anéloga a la seccion anterior, la solucién formal para ¢4,
en términos de los vectores de cerradura, estd dada por

Cay (¥) = Pawaie (¥) + B ((Cay) ) By (¥, B ((Ca9) )] - V(cay) ] (3.28)

donde b gift ¥ Pk xn s0n los vectores de cerradura que capturan la influencia de la condicion
de frontera interfacial sobre el transporte difusivo de A y la reacciéon homogénea de la especie
A respectivamente. Estos vectores se definen como sigue,

b ai (y) = — / G0, (¥, Yo) Nk (Yo) Z4dA (yo) (3.29a)
yOeA'yn

by een (V5 B ((€aq)7]x)) = / G0, (¥, Y0) Pys,difirn (Yo, (€a7) 7 ]x) AV (yo)  (3.29b)
YOEQ'y
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donde b, gif.rxn €5 €l vector de cerradura que refleja la respuesta de la condicion a la frontera
en la interfase y-x sobre el transporte difusivo y reactivo en la celda unitaria representativa.
El vector de cerradura de difusion-reaccion que aparece en la ec. (3.29b) esta definido por

By dittren (¥, 1 ((Cay) 1)) = — / Grsng, (¥, Y0) Dy (Y0) 2, dA (y0) (3.30)

Yo eA’yﬁ

Del problema de cerradura en estado cuasi-estacionario, definido mediante el operador de
difusién-reaccion se tiene que la formulacién para las desviaciones espaciales de la concen-
tracion en la celda unitaria representativa resultan estar dadas por

Cay = by gifirn (¥, B ((€ay)[x)) - Vieay) (3.31)

Como el problema de cerradura cuasi-estacionario es lineal y admite una tnica solucién no
trivial, las ecs. (3.31) y (3.28) deben ser iguales, por lo tanto, la relacion entre los tres vectores
de cerradura involucrados en la soluciéon del problema de cerradura cuasi-estacionario es

by dittren (¥, B ((€a7)7[x)) = Dawaiet (¥) + B ({cay)”|x) Byssen (v, B ((€a9) ")) (3.32)

Para desarrollar un problema de valores a la frontera para b, gifxn €n la celda unitaria
representativa, se sustituye la representacién del campo ¢4, dado por la ec. (3.31) en el
problema de cerradura cuasi-estacionario definido por las ecs. (2.44a), para obtener

V - 2,Vb,, difirn — R ((€ay)7|x) Bys diioren = 0, en €, (3.33a)
—y Dy VDo diffrn = Doy, €0 Aoy (3.33b)

by diff-rxn (Y1) = bowdifirsn (), 0 =1,2,3 (3.33¢)

(b diftrsn)” =0 (3.33d)

También es posible establecer problemas de valores a la frontera para los vectores de ce-
rradura by, gig ¥ Byw s considerando la ecuacion diferencial que define a ¢4, dada por la
ec. (2.44a), como una ecuacion no homogénea en la que el término de la reaccion es la fuente
volumétrica. Sustituyendo la ec. (3.28) en el término difusivo de la ec. (2.44a) y también en
la ec. (2.44b), y expresando la fuente volumétrica de reaccion en términos de la ec. (3.31),
se tienen los siguientes problemas de cerradura para b, i ¥ By rxn

V- -92,Vb,. g =0, en (), (3.34a)
N, - 2,Vby. dig = —N,,, en A, (3.34Db)
b'yn,diff <y+lz) = b'yn,diff (y) ) 1= 17 27 3 (334C>
(boaif)” = 0 (3.34d)
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V - 2,Vb.y rxn =P diffrxn, €0 (3.35a)
Ny Vb = 0, en A, (3.35b)
byrsn (¥) = Bysrsn (Y1), i =1,2,3 (3.35¢)
(Bayexn)” =0 (3.35d)

3.5 Comentarios sobre las variables de cerradura

Del desarrollo anterior se puede concluir que para los problemas de cerradura locales, lineales
y periddicos:

e Una variable de cerradura puede definirse para un problema de cerradura local, y es
una funcion definida en un subdominio del medio poroso macroscopico en el que las
cantidades promedio puedan considerarse como constantes con respecto a la posicion
y el tiempo, tal como es el caso de la celda unitaria representativa del medio poroso.

e Una variable de cerradura puede entenderse como la respuesta de las fuentes del pro-
blema de cerradura a un tiempo y posicion dada, y es el resultado de la integracion del
producto de las fuentes del problema de cerradura y su funciéon de Green asociada, ver
ecs. (3.24), (3.25), (6.31) y (3.30), misma que captura la principal informacion de la
microescala.

e Las variables de cerradura derivadas de los problemas de cerradura locales permiten
obtener una expresion explicita de las desviaciones espaciales de la concentraciéon, como

una combinacion lineal de dichas variables y de las fuentes promedio, ver ecs. (3.23), (3.28)
y (3.31).

e Como consecuencia del principio de superposiciéon, cada una de las variables de cerra-
dura es también la solucién a un problema de valores a la frontera y/o de condicion
inicial con una sola fuente relacionada con una de las fuentes del problema de cerradura
original.

e Para el caso de estudio de este trabajo, transporte difusivo y reactivo en un medio
poroso, el operador diferencial de la ecuacion diferencial parcial que define a las desvia-
ciones espaciales puede ser concebido un operador de difusion o uno de difusion-
reaccion, dando lugar a dos familias de variables de cerradura (cada una asociada
a una fuente no homogénea) relacionadas entre ellas debido a la linealidad del pro-
blema cerradura original que implica la unicidad de la solucion, ver ecs. (3.33), (3.34)
y (3.35).
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e La funcion de Green asociada a cada una de las variables de cerradura corresponde a
la funcion de Green del problema de cerradura original.

e La principal ventaja que ofrece el simplificar el problema de cerradura a un problema
local, lineal y periddico reside en que su solucion es independiente de la soluciéon del
problema macroscopico para la concentraciéon promedio, ademas, como se vera mas
adelante, permite cerrar analiticamente la ecuacion macroscopica para la concentracion
promedio.

Para los problemas de cerradura no locales, ninguna cantidad promedio puede considerarse
como constante y, por lo tanto, no es posible definir variables de cerradura con las caracteris-
ticas antes presentadas. Sin embargo, la formulacion integral de las desviaciones espaciales
de la concentracion en términos de las funciones de Green permite extender la definiciéon de
las variables de cerradura como el resultado de la integral en el tiempo y en el dominio de
definicion del problema de cerradura del producto de la funcién y las fuentes de las canti-
dades volumétricas y superficiales ya sean locales y/o no locales e independientes de ¢4,
y de la condicion inicial, tal y como lo muestra la ec. (3.6). Con este nuevo enfoque, cada
término de propagacion de las fuentes de las cantidades promedio que acttia en el intervalo
de tiempo [0,¢] en el dominio en el que esta definida ¢4, 0 en sus fronteras (interfase v-x
contenida en el dominio y entradas y salidas del dominio), asi como el término de propa-
gacion de la condicion inicial en el dominio para ¢4, corresponden cada uno a una variable
de cerradura. Con este nuevo enfoque de las variables de cerradura en combinacién con
la formulacion integral de las desviaciones espaciales de la concentracion en términos de las
funciones de Green para el caso no local y no lineal, conduce a una ecuacién integral no lineal
(aun cuando la cinética sea de primer orden), no local y no homogénea para determinar a
Ca en una posicion e instante dado, con las siguientes caracteristicas

e El término no homogéneo corresponde a la suma de los términos de propagacion de las
fuentes promedio y de la condicién inicial.

e Esta acoplada con el problema de valores a la frontera y/o de condicion inicial para la
concentracion macroscopica promedio.

e Requiere el completo conocimiento de la microestructura del dominio en el que esta
definido el problema de cerradura, lo cual es generalmente imposible de conocer.

Para el caso de cinética lineal, aunque las desviaciones espaciales de la concentracién no
pueden expresarse explicitamente, si se puede apreciar claramente la contribucién de los efec-
tos difusivos y difusivos-reactivos en cada uno de los términos de propagacion, ver ec. (3.10).
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Capitulo 4

Ecuacion de balance de masa promedio

Existen en la literatura modelos escalados de difusiéon y reaccién en medios porosos con
la misma estructura del modelo microscépico, sin establecer claramente las restricciones
de escala y tiempo que permiten la aplicabilidad de tal similitud [40, 41, 52, 19, 9, 79,
14]|. Para el caso mas general (sin adoptar simplificacion alguna), la ecuacion gobernante
para la concentraciéon promedio intrinseco definida en cualquier punto del medio poroso
macroscopico, ec. (2.10), y la ecuacion diferencial para las desviaciones espaciales de la
concentracion definida en la fase fluida del medio poroso macroscopico, ec. (2.1), pueden
reescribirse de la siguiente forma

v
Kol g (@ 9hen)) ~ B ((ea,)?)
2. .
pe Ve[ [ mdndA®) | < F () Vien) s V)
yEAyr (%)
—(R(ca,)) +R({ca,)), en ¥ (4.1a)
ag;w =V-(2,Via,) — R (ca,)
2. .
+e,'V - ’77 / n.,,.Ca,dA(y) | — F ({cay)",V{cay)", €, Ve,), en ¥,  (4.1b)
YEAyk (%)

La ec. (4.1a) demuestra que si se considera que la estructura de la ecuacion de balance de
masa promedio es la misma que la de su contraparte en la microescala, se esta dejando de
lado informacion importante resultante del proceso de escalamiento del problema microsco-
pico del transporte difusivo y reactivo en un medio poroso. Dicha informacion esta contenida
en los siguientes términos de la ec. (4.1a),
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_ 2. .
g’ylv‘ ’_V:Y’ / n’yHCA’YdA(y) —F (<CA’y>’Yv V<CAV>77 g, VE’Y)_<R (CAW) >'Y+R ((CA»Y>’Y) , €n v
YEA k()

(4.2)
Este término puede entenderse como el error al que se incurre por considerar que la ecuacion
diferencial para (ca4,)” guarda la misma estructura que la ecuacion para ca,, es decir, incluye
el error por no considerar la siguiente informacién de la microescala:

e La microestructura de la microescala, capturada en la integral de superficie en la
interfase -k contenida en el volumen promediante del producto del vector normal
unitario a dicha superficie y ¢4, asi como en la misma ca..

e Las contribuciones de las fuentes volumétricas/superficiales y de la condicién inicial
del problema microscopico, que dan lugar a la ocurrencia de los procesos de difusion y
reaccion en la microescala.

e Las restricciones de escala y tiempo que permiten despreciar los términos locales de la
ecuacion de balance de masa promedio y de la ecuacion diferencial para las desviaciones
espaciales de la concentracion.

e Las restricciones de escala y tiempo que permiten aproximar el promedio intrinseco de
la velocidad de reaccién no lineal como (R (ca,) )’ ~ R ({ca,)?).

Del proceso de escalamiento, para el caso més general, se tiene que para determinar el campo
de concentraciones promedio se debe resolver un sistema de problema de valores a la frontera
y/o condicién inicial, uno correspondiente al problema de cerradura y el otro correspondiente
al problema macroscopico de conservacion de masa. En dicho sistema, el término difusivo
no local de la ecuacion integro-diferencial parcial para (ca,)”, dada por la ec. (4.1a), corres-
ponde a la fuente difusiva no local de la ecuacién integro-diferencial parcial para ¢a,. De
esta manera, estos problemas integro-diferenciales no locales y no lineales estdn acoplados
via el término correspondiente a la ec. (4.2), y por lo tanto deben resolverse de manera si-
multanea, lo cual resulta poco practico y en muchas ocasiones imposibles de realizar debido
al desconocimiento preciso de la microestructura.

En el capitulo 2 se presentaron una serie de postulados de escalamiento que permiten es-
tablecer un problema de cerradura local, lineal y periddico. La principal ventaja de este
problema de cerradura es que permite obtener una ecuaciéon de balance de masa cerrada
explicitamente, en el que la informaciéon de la microestructura, tan compleja o simple segiin
se requiera, queda capturada en los vectores de cerradura que dan lugar a las desviaciones es-
paciales de la concentracion. De esta manera, en este capitulo se presentan las consecuencias
de los postulados de escalamiento adoptados en la simplificacién del problema de cerradura
sobre la ecuacion de balance de masa promedio.
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4.1 Ecuaciéon cerrada de balance de masa promedio local
y acoplada al problema de cerradura

Para localizar la ecuacion de balance de masa macroscopica es necesario establecer las res-
tricciones de escala en el tiempo y el espacio que permitan despreciar la fuente difusiva neta
correspondiente a la funcion F' de la ec. (4.1a) y definida en la ec. (2.3). En la proposicion
4.1.1 se establecen los postulados de escalamiento que permiten realizar la aproximacion
F = 0, a partir de la expansion en series de Taylor de (cay)?|x4y, alrededor de (ca4)7|x, ¥
en el empleo de los teoremas geométricos que permiten evaluar en el volumen promediante
las integrales de volumen en lugar de integrales de area [57, 58|.

Proposicion 4.1.1 Sea ry la longitud caracteristica de la region representativa V. S, rg
satisface las siguientes restricciones de escala

o [, KL ry: La fase-y estd uniformemente distribuida alrededor del centroide, y la longitud
caracteristica de V' es mucho mayor que la longitud caracteristica de la fase-y.

° 7"3 L L.L.: Donde L. representa la longitud asociada con la primera derivada de
(cay)?, y L. es la longitud de escala asociada a la porosidad. S7 el medio poroso es
homogéneo y la porosidad es uniforme entonces L. — oo,

entonces
1 ¥ 1 ¥ ¥
m Ny (Cay) |xry, A (yy) = m . dA (y,) (cay)|x = —=Vey (cay)
YyE€Ayk Yy €Ak

y, por lo tanto,

F ((cay)?, Vicay) 64, Vey) = 5;1V5'y - Vicay)”

3 1
V|2, (e Vet [ e A || =0

YEAyk(x)

Asi, sil, < ry < L, donde L se concibe como la mds pequena longitud de escala asociada
con el problema, o bien {, < 1o < min (L., L.1), entonces la ecuacion de balance de masa
local valida en cualquier punto del medio poroso se simplifica de acuerdo a la siguiente ex-
Presion.
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Si el medio poroso presenta una disparidad de escalas, es decir, si se satisface restriccion de
escala £, < ro < min (L., L.1), entonces es posible

e Localizar la ecuacion de balance de masa macroscopica, ver Proposiciéon 4.1.1.

e Localizar el problema de cerradura, definido en el volumen representativo o en la
celda unitaria representativa del medio poroso, en el espacio (cuasi-estacionario) y en
el tiempo (transitorio), siempre que esté definido en el volumen promediante o en la
celda unitaria representativa, ver Proposicion 2.2.5 y Corolario 2.2.1.

Si bien la restriccion de escala ¢, < 1o < min (L., L), permite localizar el problema de
cerradura en estado transitorio y cuasi-estacionario, ver Proposiciones 2.2.7 y 2.2.8, asi como
la ecuacion de balance de masa macroscopico, ver ec. (4.3). Sin embargo, ambos problemas
estan acopados mediante sus respectivas fuentes reactivas volumétricas no lineales que in-
volucran tanto a ¢4, como a (ca,)7.

De acuerdo con la ec. (3.9), la solucién formal en términos de la funcion de Green de di-
fusion del problema de cerradura local, periédico, no lineal y definido en la celda unitaria
representativa, considerando a R (¢4 4 (c4)7) como una fuente volumétrica, esta dada por

e (Caso transitorio: solucion al problema de cerradura de la Proposicion 2.2.7

t
Cay (¥, 1) = —/ / Graire, (¥, yo0,to) R (€ay (Yo, to) + (cay)?(y, 1)) dV (yo) dto

0 YOEQ'y

+ bt,w{,diff <y7 t) : V<CAw>,y (y: t) + Uty diff (Y7 t) (44)

donde by it (Y, 1) ¥ Vry,air (¥, ) son variables de cerradura transitorias definidas en
la celda unitaria representativa y dadas respectivamente por las ecs. (3.24a) y (3.24c).

e Caso cuasi-estacionario: soluciéon al problema de cerradura de la Proposicién 2.2.8

Cay (y) = — / Gaitsr, (V5 ¥0) R (€4,(yo) + (cay) (yo, 1)) dV (yo)

YoEQ,

+bw@,diff (Y) ’ v<cz47>’y (y7 t) (45)

donde b, qir (y) es la variable de cerradura definida por la ec. (3.29b).

Parar cerrar la ecuacion de balance de masa promedio, se sustituye la ec. (4.4) o (4.5) en la
ec. (4.3), obteniendo la siguiente ecuacion

e Caso transitorio:
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5<CA7>”
ot

€y =V (EnglifﬁftV@AvW) +V- [5vudiﬂ (Ca+ <CA7>7)}

TXn,t

+uf - Ve, — (R (Cay + (ea,)"))” (4.6)

donde D‘ei;gt (t) es el coeficiente de difusividad efectiva transitorio, udif (¢) el coeficiente

efectivo de propagacion de la condicion inicial de ¢4y y uliff (¢4 + (ca,)?) es el co-

eficiente efectivo de propagacion transitorio de la reacciéon homogénea, definidos por

. 1
D, (1) =2, '*W / 1. (V) by (v, 1) dA(y) (4.7a)
’nyAw{
. 9
w0 =77 [ om0 v (.0) dAQY) (4.7
7yeAw
t Gt,dif‘f,ﬂ»y (y: t> Yo, tO)
: 5 9. -
ull @4+ (o)) == / n (y) / / %R (Ea(yorto) + (car))  (4.70)
Y
yEAyn YOS AV (o) dtod Aly)
e (Caso cuasi-estacionario:
o{c )7 : I -
£, 20 G (e DT o)) 4V [0 (64 + (o) )]~ (R Gty + (0N

(4.8)

donde D3 es el coeficiente de difusividad efectiva cuasi-estacionario y udif (¢4 + (c4,)7)

TrXn

es el coeficiente efectivo de propagacion de la reacciéon homogénea, definidos por

) 1
DS&H :@7 | + m / 1’175 (y) b,m7diff (y) dA(y) (49&)
7 YEAL K
i 7 Graio, (Y:¥o) R (¢4,(y0) + {cay)?)
O N e
K yEA,YK’ yOEQ’y de (yO) dA<y)

(4.9b)

Las ecuaciones de balance de masa macroscopicas, ecs. (4.6) y (4.6), cerradas a partir de
la soluciéon formal en términos de las funciones de Green de difusiéon de los problemas de
cerradura locales y periddicos en los que el término reactivo no lineales es concebido como
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una fuente volumétrica, en estado transitorio o cuasi estacionario presentan las siguientes
caracteristicas

1. Es una ecuacion expresada en términos de coeficientes de medio efectivos, tantos como
el nimero de fuentes del problema de cerradura. Para determinar la solucién al pro-
blema de cerradura para el caso transitorio o cuasi-estacionario, las desviaciones espa-
ciales de la velocidad de reaccion se consideran como una fuente, entonces la ecuacion
de balance de masa promedio contiene en su expresion

e 3 coeficientes de transporte efectivo para el caso transitorio, cada uno asociado a
la reaccion, la condicion de frontera interfacial y la condicién inicial,

e 2 coeficientes de medio efectivo para el caso cuasi-estacionario, correspondientes
a la reaccion y a la condicion de frontera en la interfase v-k.

Dichos vectores de cerradura capturan lo esencial de los procesos microscopicos de
transporte de difusion y reaccion, asi como, la microestructura del medio poroso a
través de la celda unitaria representativa.

2. Es una ecuacién integro-diferencial no lineal debido a la presencia de:

e Las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccion, R (Ga, + {(c4)?), en el
integrando de las integrales sucesivas que definen al vector de cerradura de propa-
gacion de la reaccion en el problema microscopico, uff(ﬁ,t y udf tanto para el caso
transitorio como cuasi-estacionario.

e La fuente reactiva no lineal de la ecuacion de balance de masa promedio corres-
pondiente al promedio intrinseco de la velocidad de reaccion, (R (€4, + (ca4)7))7.

3. Su estructura difiere de su contraparte microscopica por la presencia de un término
convectivo que involucra el coeficiente de medio efectivo de la propagacion del efecto
de:

e La fuente volumétrica reactiva no lineal del problema de cerradura en la celda
unitaria representativa, udiff =y udf para ambos casos. Estos coeficientes de
cerradura son ademés dependientes tanto de ¢4, como de (ca)?, via la fuente

volumétrica reactiva no lineal del problema de cerradura, R (¢4, 4 (c4)?).
e la condicién inicial del problema de cerradura transitorio.

4. Su solucién esta acoplada a la formulacion integral de las desviaciones espaciales de la
concentracion, dada por la ec. (4.4) o (4.4), que es una ecuacion integral no lineal.

De las principales caracteristicas de la ecuacion de balance de masa promedio cerrada a
partir del problema de cerradura local, periédico y no lineal definido en la celda unitaria
representativa, enunciadas arriba, resulta que su esquema numérico de solucién presenta
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poca practicidad para problemas de aplicacion. Esto debido esencialmente a la no linealidad
de las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccion, dependiente de la concentracion
promedio. Para atender esta falta de practicidad, en la siguiente secciéon se demuestra que
la linearizacion de la velocidad de reacciéon permite obtener un modelo escalado cerrado
explicitamente y con una estructura similar a la de su contraparte microscopica.

4.2 Ecuacion de balance de masa promedio cerrada analiti-

camente

Para cerrar explicitamente la ecuacién de balance de masa promedio de las desviaciones
espaciales de la concentracion, se propone:

1. Cerrar la ecuacion de balance de masa macroscopica con el campo de desviaciones espa-
ciales dado por la ec. (4.4) o (4.5), obtenido a partir del problema de cerradura local,
periddico y lineal, definido en la celda unitaria representativa en estado transitorio
(Proposicion 2.2.7) o cuasi-estacionario (Proposicion 2.2.8) respectivamente.

2. Determinar las restricciones de escala espaciales y/o temporales que permiten realizar
la aproximacion (R (Cay + (cay)?))? = R ({cay)?).

La aproximacion (R (¢ay + (cay)?))? = R ({(ca,)?) se basa en el promedio intrinseco de la
expansion en series de Taylor de la velocidad de reaccion, dada por la ec. (2.32). A partir
de esta ecuacion, se establece que dicha aproximacion es valida siempre que se cumpla lo
siguiente
1 d’R .
Sdc, ({ear) ) (E4) " x < R ({cay)]x) (4.10)
F Ay
Para derivar una restriccion de longitud de escala que sustente dicho postulado de es-
calamiento, el estimado de 6rdenes de magnitud de los términos involucrados en la ec. (4.10)

permite obtener el siguiente resultado

o <R<<%>v>

({ear))?

Al sustituir en la ec. (4.11) el estimado de 6rdenes de magnitud para ¢4, dado por la ec. (2.24)
o0 (2.29) y obtenidos a partir de los problemas de cerradura locales, periodicos, no lineales,

((Eiﬁ)) <O (R((ea)") = (&) < ({ean))? (4.11)

en estado transitorio o cuasi-estacionario respectivamente, se llega a la misma restriccion de
escala que permite despreciar los términos no lineales de la expansion en series de Taylor de
las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccion, ec. (2.40) o (2.41). De esta manera,
para realizar tal aproximacion, no se requieren de restricciones de escala adicionales a las ya
establecidas en el problema de cerradura en cuestion.

La sustitucion de la ecuacion (3.28) en la ecuacion (4.3) conduce a la ecuacion macroscopica
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cerrada para (ca4,)” en términos de coeficientes efectivos de transporte, tal y como se estable-
ci6 en la Proposicion 4.2.1.

Proposicion 4.2.1 Sea V' una region representativa del medio poroso ¥ de longitud carac-
teristica ro, se supone como un medio poroso espacialmente periodico en la celda unitaria €2,
generada por tres vectores unidireccionales 1;, 1 = 1,2,3, de longitud caracteristica £ < rg.

o (Claso transitorio

Dt: 5
Si se satisface la restriccion de escala { < rg < | (1 + ®?) 22 2 T min (L, L),
v CAy

entonces la ecuacion de balance de masa macroscopica para (cay)?, cerrada a partir del
problema de cerradura descrito en la Proposicion 2.2.7 y vdlida en cualquier parte de
¥V estd dada por

a<CA7>7
ot

Ey =V (ngZJ%TMV@AW)”) +V- <€7ugiﬁ‘mn> —e,R ({cay)7) (4.12)
donde ngg;m" y ulTT™ som, los coeficientes efectivos de difusion-reaccion y de propa-
gacion de la condicion inicial para ¢a., respectivamente. Ambos coeficientes son depen-
dientes del tiempo y de (cay)”, y estdn definidos por

D3I (¢, (cay)) =D, (8) + R ({cay)") KL, (¢, (ca5)") (4.13a)
ug " (8, (eay)) =ug (8) + R ((eay)) ug™ (E, {cay)) (4.13b)

Los coeficientes de medio efectivo plenamente difusivos de difusion y de propagacion de
la condicion inicial para ¢a-, ng% Y uglﬁ, estan definidos en las ecs. (4.7a) y (4.7b).
Mientras que los coeficientes de medio efectivo de reaccion, Ky, y ug™ estdn respecti-

vamente definidos por las siguientes expresiones

™ (1 (ean)) =, I+ﬁ / 1 (%) brsren (¥ £ (e4)7) (4.14a)
fyyeAwu
ren @7
5 (1 o)) =17 / Uiy (3 (Ca)7) dA(Y) (4.14b)
A/y€A~m

Las variables de cerradura Bty ron Y Vigren €stdn definidas en las ecs. (3.24b) y (3.24d)
respectivamente.

e (Caso cuasi-estacionario
Si el tiempo caracteristico tgAW de las desviaciones espaciales de la concentracion es lo

*
Y¥Cay

62

Y

suficientemente grande, tal que (1 + @2)_1 < y la longitud de escala asociada
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a los poros L., satisface la restriccion £, < ro < min{Lg L.} (1 + ®?), entonces la
ecuacion de balance de masa macroscopica para (cay)?, cerrada a partir del problema
de cerradura descrito en la Proposicion 2.2.8 y vdlida en cualquier parte de ¥ estd

dada por
d{cay)”
ot

donde ng?v'”m es el tensor efectivo de difusion-reaccion dependiente de (ca)" y definido

=V (5D e ) = 2R (o)) (4.15)

Ey

por

» 1
diff-rzn
Deﬁjgc (<CA7>’Y) = @7 I+ m / Nk <Y) b'm,diff—r;rn (Y; <CA7>W) (416)
7 yEAm.z
Este tensor puede descomponerse como la suma del tensor de difusividad efectiva DZE?,

definido por la ec. (4.9a), y el tensor efectivo de reaccion K.y afectado por la derivada
de la velocidad de reaccion, de acuerdo a

D™ ({eay)) = Digf + R ({eas)") Kot ({eaq)”) (4.17)

donde el tensor Kiy'" estd definido por

K2 ((ea)") = 2y |1+ —— / B () b ren (3 (€42)7) (4.18)

yeA-yn

Las ecuaciones de balance de masa macroscopicas, ecs. (4.12) y (4.15), cerradas a partir de
la solucion formal de las desviaciones espaciales de la concentracion obtenida de la com-
binacion de las funciones de Green difusiva y reactiva asociadas al problema de cerradura
local, periddico y lineal en estado transitorio o cuasi estacionario, visto como un problema
de difusion (término reactivo lineal concebido como una fuente volumétrica) y como uno de
difusion-reaccion (la ecuacion diferencial del problema de cerradura es homogénea) respec-
tivamente.

Dentro de las principales caracteristicas de la ecuacion de balance de masa macroscopica se
encuentran:

1. Es una ecuacion expresada en términos de coeficientes de medio efectivos, tantos como
el namero de fuentes del problema de cerradura. Como los coeficientes de medio efectivo
provienen de las fuentes del problema de cerradura, y la ecuacién de balance de masa
promedio es cerrada con las desviaciones espaciales de la concentraciéon obtenidas a
partir de un problema de cerradura cuya ecuacion diferencial es homogénea entonces
la ecuacion de balance de masa promedio contiene
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e 2 coeficientes de transporte efectivo para el caso transitorio dependientes de
(cay)7, cada uno asociado a la condicién de frontera interfacial y la condicion
inicial,

e 1 coeficiente de medio efectivo para el caso cuasi-estacionario asociado a la condi-
cioén de frontera en la interfase v-x.

Es importante destacar que la combinacion de la formulacion integral de ¢4, en tér-
minos de la funciéon de Green de difusion, con aquella expresada en términos de la
funcion de Green de reaccion (ver secciones 3.3 y 3.4) permite de descomponer dichos
vectores de cerradura como la suma de dos vectores de cerradura, uno que captura la
influencia de la difusién y el otro la influencia de la reaccién en la microestructura del
medio poroso a través de la celda unitaria representativa.

2. Es una ecuacion diferencial no lineal debido a que:

e Los coeficientes de medio efectivo son dependientes de (ca,)?, a través de los
coeficientes de transporte efectivo provenientes de la funcion de Green de reaccion.

e La fuente reactiva, R ((ca,)?), de la ecuacién de balance de masa promedio es no
lineal (siempre que la velocidad de reaccion sea no-lineal).

3. Para el caso transitorio, su estructura difiere de su contraparte microscopica por la
presencia de un término convectivo que involucra el coeficiente de medio efectivo de la
propagacion del efecto de la condicion inicial del problema de cerradura transitorio.

4. Para el caso cuasi-estacionario, su estructura es analoga a su contraparte microscopica,
con la salvedad de que el coeficiente efectivo de difusion-reacciéon es dependiente de

R ({cay)7).

5. Su solucién no esta acoplada a la formulacion integral de las desviaciones espaciales de
la concentracion, pero si a la soluciéon de los problemas de cerradura que dependen de
las cantidades promedio.
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Capitulo 5

Resultados y discusion

En este capitulo se evalua la capacidad del modelo escalado asociado al problema de cerradura
cuasi-estacionario, local, lineal y peridédico. Este modelo esta acoplado con su problema de
cerradura asociado y presenta una estructura similar a su contraparte microscopica. La
evaluacion del modelo se basa en la solucion del problema de difusién-reaccion escalado
utilizando los coeficientes efectivos obtenidos en celdas unitarias peridédicas y no perioédicas
de Chang. Las concentraciones promedio obtenidas del modelo escalado se comparan con
aquellas obtenidas a partir de simulaciones numéricas directas del problema de difusion-
reaccion microscopico, es decir, a escala del poro.

5.1 Coeficientes efectivos de transporte en celdas uni-
tarias periddicas y en celdas unitarias de Chang

En esa seccion se resuelve el problema de cerradura local, periddico, lineal y en estado
cuasi-estacionario en celdas bi y tridimensionales, periddicas y no peridédicas de diferentes
porosidades:

e Numéricamente en celdas unitarias periodicas, bi y tridimensionales utilizando el soft-

ware comercial COMSOL MULTIPHYSICS.

e Analiticamente en celdas unitarias de Chang de dos y tres dimensiones. Dichas celdas
son aproximaciones no periddicas de las celdas unitarias consideradas en la solucion
numérica del problema de cerradura.

Con la soluciéon del problema de cerradura definido en celdas 2D y 3D peridédicas y de Chang
de porosidad €, = 0.3, 0.5 y 0.7, se calculan los coeficientes efectivos de difusién-reaccion
en funcion del moédulo de Thiele de la cerradura. Finalmente, los coeficientes efectivos de
transporte son comparados para evaluar la influencia de la dimensionalidad y periodicidad
de la celda.
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5.1.1 Definicién de la celda unitaria de Chang

En la Figura 5.1-b se presenta una celda unitaria de Chang (ver Suposicion 5.1.1), que es
una simplificacion de la celda unitaria de una regiéon representativa del medio poroso mod-
elado como espacialmente periddico, ver Figura 5.1-a. Esta aproximacion permite obtener
soluciones analiticas de los problemas de cerradura, que a su vez conducen a expresiones
explicitas de los coeficientes efectivos de transporte.

El uso de la celda unitaria de Chang con una fase solida impermeable ha dado lugar a
predicciones razonables de los coeficientes de medio efectivo en comparacion con resultados
experimentales en sistemas celulares, biopeliculas y dispersion pasiva, entre otras aplicaciones

46, 47, 48, 77, 78, 37].

a) 5 b) N
Cay (x,0) = Cay (2,0) Cay =0
— —
i? fase-vy §
N— ~—
& -
N 5
| fase-x I
= =
S >
5 S
( éA'y (l’, O) = éA'y (l’, 6) : : :
r 1 T 1
14 14

Figura 5.1: a) Celda unitaria representativa del volumen promediante modelado como un
medio poroso espacialmente periddico y b) celda unitaria de Chang como una aproximacion
no-periddica de la celda unitaria representativa.

Suposiciéon 5.1.1 Una celda unitaria de Chang, denotada por T' C R?® y mostrada en la
Figura 5.1-b, estd conformada por dos regiones concéntricas homotéticas I'y C Ty, donde T,
estd asociada a la fase-r, mientras la fase-y estd representada por la region comprendida
entre las dos geometrias concéntricas, es decir, Iy = I'y —TI'y. La interfase v-x coincide con
la frontera de I'y, i.e., Ay, = Ol,.

FEsta celda es una aproximacion no-periodica de la celda unitaria,  (ver Figura 5.1-a), del
volumen representativo modelado como un medio poroso espacialmente periodico, en el que
las particulas no tienen contacto entre ellas. Fsta simplificacion permite aprozimar la condi-
cion de periodicidad para ca, en las fronteras externas de ), por una condicion homogénea
tipo Dirichlet en la frontera de I'y, i.e., ¢4y =0, en OL'.
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5.1.2 Solucién del problema de cerradura cuasi-estacionario, local,
periddico y lineal en celdas unitarias de Chang cilindricas y
esféricas

Si bien existe un sin fin de celdas unitarias de Chang, en este trabajo se usan celdas unitarias
de Chang bi y tridimensionales, correspondientes a las celdas unitarias de Chang cilindrica
y esférica respectivamente, como dominio de definiciéon del problema de cerradura cuasi-
estacionario, local, peridédico y lineal.

Sean bp y b las componentes de interés de los vectores de cerradura adimensionales b.,, 4if/?
¥ borxn/l respectivamente, es decir, bp = by, ail - €2 ¥ b = Doy gifirxn /¢ - €, En la celda
unitaria representativa periddica, los vectores b qi ¥ bk rxn €stan definidos por los proble-
mas de valores a la frontera dados por las ecs. (3.34) y (3.33) respectivamente. En la celda de
Chang, los problemas de valores a la frontera que los definen son esencialmente los mismos
que aquellos para la celda unitaria peridédica; la tnica diferencia radica en que la condicién
de periodicidad en las entradas y salidas de la celda es reemplazada por una condiciéon de
frontera homogénea tipo Dirichlet.

De acuerdo con la Figura 5.1-b, la fase-y de una celda unitaria de Chang cilindrica, esta
definida por I'y = {(r,0) : r € (a,b),0 € (—m, )}, mientras que para la celda unitaria de
Chang esférica se define como I', = {(r,0,¢) : r € (a,b),6 € (0,7),¢ € (0,27)}. La longitud
caracteristica de estas celdas unitarias es ¢ = 2b. En los Apéndices C y D se presenta la
solucion de dichos problemas de valores a la frontera para las celdas unitarias de Chang cilin-
drica y esférica respectivamente, basada la expansion en series de Fourier de las siguientes
funciones:

e Trigonométricas cosnf y sinnf para la celda unitaria de Chang cilindrica.

e Armonicas esféricas P (cosf)cosme y P (cosf)sinme para la celda unitaria de
Chang esférica, donde P* son los polinomios asociados de Legendre.

Los coeficientes de las series de Fourier resultantes son en ambos casos funciones de la
coordenada radial y estan determinados por problemas de Sturm-Liouville con una condicién
a la frontera no homogénea tipo Neumman en r = @ y una condiciéon a la frontera homogénea
tipo Dirichlet en r = ¢/2. De este tratamiento y de las ecuaciones (3.34) y (3.33), los
problemas de cerradura cuasi-estacionarios para 3 = bp o bg definidos en las celdas unitarias
de Chang toman la siguiente forma

B (r,0) =wv(r)cosé, 2D: Celda de Chang cilindrica (5.1a)
B (r,0,¢) =v(r)cos¢sinf, 3D: Celda de Chang esférica (5.1b)
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Las constantes de Fourier, tanto para la celda unitaria de Chang cilindrica como esférica,
estan dadas por

Ld(  dv )
m\ " —P*v =0, en I, (5.2a)
—% =e,-e,, parar =a (5.2b)
v=0, parar=b=1,/2 (5.2¢)

En la ec. (5.2), m = 1,2 corresponde a las coordenadas cilindricas y esféricas, respectiva-
mente; y ¢ es el mdédulo de Thiele asociado a la cerradura definido por

R ((cay)"/co) €
‘@7

donde ¢y es la concentracion caracteristica de la especie A, y estd definida de manera tal,

o? =

(5.3)

que cay ¥y, por lo tanto, (ca,)? estén comprendidas entre 0 y 1. Dependiendo del valor del
numero de Thiele se tienen los siguientes casos:

e Si ® = 0 se recupera la variable de cerradura bp, y la ec.(5.2a) es ecuacion de Cauchy-
Euler param =11y 2.

e Si ® # 0 se recupera la variable de cerradura bg, y la ec.(5.2a) corresponde a una
ecuacion de Bessel modificada de orden 1 para coordenadas cilindricas y de orden 1 +%
para coordenadas esféricas.

La Figura 5.2 muestra el campo br en las celdas 2D periédica y de Chang para diferentes
modulos de Thiele, e indica que la celda de Chang captura la informacion esencial en A,,.

5.1.3 Coeficientes de medio efectivo en la celda unitaria de Chang

Los vectores de cerradura resultantes derivados del tratamiento presentado en la seccion
anterior, son respectivamente sustituidos en las ecuaciones (4.9a) y (4.16), para obtener asi
expresiones analiticas para los coeficientes efectivos de transporte.

Celda unitaria cilindrica de Chang
diff

effxa Ey
Exy 7. “2-e (5.4a)
Ddiff-rxn 2029 [I, (@) K, (9) — I, (¥) K; (P

g 1(9) K (9) — 1 (9) K () )

e, —= _ =
7 2, T Ly (W) + L (9)] Ky () + [Ko (9) + Ky (9)] I (®)
donde ¢ = 5,%@, £. = a*/b?, I,y K, son las funciones Bessel modificadas de orden n = 0, 1, 2.
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Figura 5.2: Campo de la variable de cerradura bg para diferentes modulos de Thiele en a)
una celda periodica y b) una celda cilindrica de Chang de porosidad e, = 0.5.

Celda unitaria esférica de Chang

Dgéfﬁwx 57
Exy A — (5.5a)
pdiff-rxn ®Y — 1) sinh (& — 1— o — h(® —
. e (Y ) sinh ( ) + ( 4) ( ) cosh ( J) (5.5b)

7, 00 -20) + 2smh () — 21 2(® — D) + D07 cosh (B — D)

donde ¥ =2 ®, y ¢, = a®/b°

Para arreglos 2D de cilindros que no se tocan, la prediccion de la difusividad efectiva en
una celda unitaria cilindrica de Chang, ec. (5.4a), lleva a predicciones teodricas obtenidas
por Rayleigh (1892) y Ochoa-Tapia et al. [48|. Mientras, para un arreglo peridédico 3D de
esferas, la celda unitaria esférica de Chang lleva a las predicciones de la difusividad efectiva
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de Maxwell (ver ec.(5.5a)).

5.1.4 Comparacion de los coeficientes de medio efectivo obtenidos
en celdas peridédicas y en celdas no periédicas de Chang

La predicciéon de los coeficientes efectivos de difusion-reaccion en arreglos periddicos 2D de

cilindros en linea y 3D de esferas en linea, se basa en la soluciéon numérica del problema de

cerradura para bg para un médulo de Thiele dado, definido en la celda unitaria periédica
de porosidad dada y correspondiente a cada uno de los arreglos (ver Figura 5.3). Esto se

a) Celdas bidimensionales

b) Celdas tridimensionales

Figura 5.3: a) Celda unitaria 2D periodica (cuadrados concéntricos) y no periddica (celda
de Chang cilindrica) y b) celda unitaria 3D periddica (cubos concéntricos) y no periddica
(celda de Chang cilindrica) esférica.

realiza usando el software comercial COMSOL MULTIPHYSICS y un esquema de malleo
adaptativo de la fase fluida de la celda, con el fin de que la solucion del problema de cerra-
dura sea independiente de los parametros numéricos. Para la misma porosidad y el mismo
modulo de Thiele usados para la prediccién numérica, se calcula el coeficiente efectivo de
difusiéon-reaccion para la celda de Chang cilindrica o esférica (ver Figura 5.3), mediante la
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expresion analitica dada por la ec. (5.4b) o (5.5b). En las Tablas E.1 y E.2, se presentan
respectivamente los valores calculados del coeficiente efectivo de difusion-reaccion en funcion
del médulo de Thiele de la cerradura, para celdas unitarias 2D y 3D, periodicas y de Chang
para tres diferentes porosidades, e, = 0.3, 0.5 y 0.7. En la Figura 5.4 se presentan los

0.7 r T T T T T L D 0.7 r T T JHALai-—H‘*—'J“’L"’”
i 77 - ey =07
0.6 1 06T .
_05F . 0.5 .
S - ] - ]
P B ey =05 ] B ey =05 |
% L 4 L 4
28 04F 1 04F .
3% r ] C ]
Q L i L i
1 L ] r ]
(U | = | | |
0.3 | ] 0.3 | -
0.2 } /. E 0.2 ; ’:
01 : | | | | | | | | ] 01 : \ \ i'\' | | | | | ]

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Moédulo de Thiele de la cerradura,® Moédulo de Thiele de la cerradura, ®

Figura 5.4: Efecto del ntimero de Thiele de la cerradura y la porosidad en el coeficiente
efectivo de difusion-reaccion en celdas unitarias 2D y 3D de arreglos periédicos de cilindros
y esferas, y en celdas unitarias de Chang cilindricas y esféricas.

perfiles de los coeficientes efectivos de difusién-reacciéon en funciéon del médulo de Thiele de
la cerradura, para celdas unitarias 2D y 3D, peridédicas y de Chang con diferentes porosi-
dades e, = 0.3, 0.5y 0.7. De esta Figura, es claro que para las celdas unitarias de Chang
cilindricas y esféricas, las expresiones analiticas del coeficiente efectivo de difusion-reaccion
reproducen cualitativamente su dependencia con el moédulo de Thiele y la porosidad. Sin
embargo, para una misma porosidad, aquellos coeficientes obtenidos con las celdas de Chang
sobreestiman aquellos obtenidos a partir de la soluciéon numérica de la variable de cerradura
br. Estas observaciones son consistentes con las obtenidas por Valdés-Parada et al. [68],
para una cinética de primer orden.

De manera general, el coeficiente efectivo de difusién-reacciéon aumenta con el modulo de
Thiele para una porosidad dada; y con la porosidad para un modulo de Thiele dado. Para
modulos de Thiele bajos, ® < 1, y para cualquier porosidad; las predicciones del coeficiente
efectivo de difusion-reaccion obtenido en celdas 3D es mayor que aquellas obtenidas en celdas
2D. Mientras que para modulos de Thiele grandes 1 < ® y una porosidad dada; los coefi-
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cientes de reaccion-difusion obtenidos en celdas periddicos 2D y 3D tienden a ser iguales; y
ademas tienden a acercarse entre ellos.
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Figura 5.5: Efecto del moédulo de Thiele y de la porosidad en las desviaciones entre los
coeficientes efectivos de difusion-reaccion en celdas unitarias 2D y 3D de arreglos peridédicos
de cuadrados y cubos; y de Chang de arreglos de cilindros y esferas en linea.

Para un médulo de Thiele y porosidad dada, la desviacion del coeficiente efectivo de difusion-

diff—rxn)
eff,xx Chang’

, vy definida por

reaccion en la celda 2D o 3D unitaria de Chang, (D

diﬁ—rxn)
eff.xx / Perisdica

con respecto al coeficiente

en la celda 2D o 3D unitaria periodica, (D

(Ddfifﬁ”-rxn) I ( dfifff—rxn)
%Desviacién = ——— Per;)dma T TChang (5.6)
( 1ff-rxn) o
eff,xx Periédica

De la Figura 5.5, resulta claro que para cualesquiera moédulo de Thiele y porosidad, la
desviacion entre los coeficientes de difusion-reaccion para celdas 2D es mayor que aquellas
para celdas 3D.

Las desviaciones disminuyen con la porosidad; y son més importantes en la zona en donde
la difusiéon y la reaccién tienen la misma importancia, es decir, para médulos de Thiele mi-
croscopicos entre 0.1 y 40. Estas desviaciones se acentiian para porosidades bajas, celdas
bidimensionales y para la celda de Chang, demostrando que en esta zona la microestructura
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de la celda (dimension y porosidad) influencia considerablemente la prediccion del coeficiente
efectivo de difusion-reaccion.

Para modulos de Thiele altos y una porosidad dada, las desviaciones 2D y 3D tienden a
tomar los mismos valores, es decir, los coeficientes efectivos de difusiéon-reaccion 2D y 3D
tienden asintéticamente a un mismo valor. En esta zona, la reaccion domina el transporte
de la especie A en el medio poroso, y las desviaciones tienden, por lo tanto, asintéticamente
a cero.

Tabla 5.1:  Valores de los coeficientes de la mejor aproximacion de Dgfifff:;;x“, obtenido en

celdas periodicas 2D y 3D, en funcién del moédulo de Thiele de cerradura para diferentes
porosidades.

Celda 2D

Exy Deg D 32 n

0.1 0.05208 0.09917 74.02738 1.74887
0.2 0.10870 0.19803 36.91521 1.67670
0.3 0.17097 0.29739 24.28633 1.64665
0.4 0.24026 0.39686 17.95623 1.62495
0.5 0.31859 0.49655 14.20992 1.60539
0.6 0.40896 0.59647 11.81818 1.58467
0.7 0.51570 0.69667 10.30622 1.55882
0.8 0.64470 0.79726 9.57291 1.52094
0.9 0.80340 0.89836 10.16927 1.45512

Celda 3D

Ex Deg D 2 n

0.1 0.06883 0.09975 102.72102 1.90242
0.2 0.14133 0.19962 52.8920 1.76405
0.3 0.21910 0.29969 34.22247 1.74390
0.4 0.30145 0.39918 25.67513 1.65795
0.5 0.39214 0.49958 19.44833 1.69525
0.6 0.48846 0.59934 16.29563 1.61897
0.7 0.59545 0.69942 13.81869 1.59337
0.8 0.71425 0.79945 12.34034 1.55023
0.9 0.84853 0.89971 12.14839 1.49153
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La celda de Chang permite predecir con éxito los coeficientes de medio efectivo de difusion-
reaccion para porosidades altas, y/o modulos de Thiele muy pequenos o muy grandes, in-
dicando que en estos casos, la condicién de periodicidad para el caso de celdas periddicas,
y la condicién de Dirichlet para el caso de la celda de Chang tiene poca influencia en los
coeficientes de medio efectivo. Esta misma observacion aplica para el caso de la difusividad
efectiva (coeficiente efectivo de difusion-reaccion para ® = 0) para cualquier porosidad.

Los perfiles del coeficiente efectivo de difusion-reacciéon mostrados en la Figura 5.4 presentan
un comportamiento sigmoidal, y para el rango de estudio pueden ser reproducidos por la
siguiente expresion

Det — Doo

o2\ "
1 -
' (@%)

donde D, es la componente zz de la difusividad efectiva (coeficiente efectivo de difusion-

diff-rxn
eff,zx

® >> 1, y los coeficientes, ®, y n son los parametros de ajuste. En la Tabla 5.1 se presentan

Ddiff-rxn — -@oo +

eff xx

(5.7)

reaccion bajo condiciones no reactivas, ® = 0), mientras que D, es el valor de D para
los valores de todos los coeficientes que aparecen en la ec. (5.7) para diferentes porosidades
usando celdas periodicas 2D y 3D, y en todos los casos el factor de correlacién es mayor que
0.999.

Finalmente, para una velocidad de reaccion dada y de la definiciéon del médulo de Thiele de
la cerradura, es facil obtener la dependencia del coeficiente efectivo de difusién-reaccioén con
el promedio intrinseco de la concentracion. Para evaluar el efecto de la velocidad de reaccion
sobre el coeficiente efectivo de difusioén-reacciéon, se consideran velocidades de reaccion de
primer orden, segundo orden y Michaelis-Menten.

Tabla 5.2: Modulo de Thiele de cerradura asociado a diferentes velocidades de reaccion.

Cinética Reaccion @ P2
quimica
Primer orden k k02
A—B = 2
R(CA'y) = _kCA'y 97 ¢
Segundo orden k ke? 2/ \~
R(cay) = —kch, 2A— B 7.0 2¢*(u)
Michaelis-Menten E+S— ES Vo 2 é 2
VmaxCS \ e R
Rles) =g —o DI B0 Kafio (1 ¥ <u>V>
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En la Tabla 5.2 se presentan las velocidades de reaccion de estudio, las expresiones del
modulo de Thiele asociado a la cerradura en funcién del moédulo de Thiele microscopico,
denotado por ¢, y de la concentraciéon promedio adimensional (u)? = (ca4)”/co. Para una
reaccion de primer orden, el coeficiente efectivo de difusion-reaccion es independiente de la
concentracion promedio y el niimero de Thiele de la cerradura es igual al microscopico.

En la Figura 5.4 se muestran los valores del coeficiente efectivo de difusién-reacciéon en
funcién de la concentracion adimensional en celdas 2D y 3D, peridédicas y de Chang; para
diferentes porosidades, diferentes modulos de Thiele microscopicos y para velocidades de
reaccion de segundo orden y de Michaelis-Menten. Las observaciones realizadas previamente
aplican a estos resultados.

Si bien el coeficiente efectivo de difusion-reaccion es independiente de la concentracién prome-
dio adimensional para el caso lineal, esta figura muestra que para:

e La cinética de segundo orden es creciente con la concentraciéon y ademés presenta un
comportamiento asintotico para concentraciones promedio cercanas a uno y conforme
aumenta el moédulo de Thiele la asintota se acerca a uno. Para moédulos de Thiele
bajos, la dependencia de este coeficiente es menor que para modulos de Thiele altos.

e La cinética de Michaelis-Menten este coeficiente de medio efectivo es decreciente con
la concentracion promedio adimensional y para médulos de Thiele bajos el compor-
tamiento es similar al de la cinética de primer orden (independiente de la concentracion
promedio).

De manera general, de esta figura se puede apreciar que para la cinética de segundo or-
den conforme la concentracién promedio tiende a uno, los coeficientes de medio efectivo de
difusion-reaccion en las celdas 2D y 3D de Chang se acercan a los de las celdas 2D y 3D
periddicas, para modulos de Thiele microscopicos pequenos y altos y para cualquier valor de
porosidad. Sin embargo, existe un intervalo de médulos de Thiele microscépicos intermedios
en el que el comportamiento es opuesto al previamente mencionado.

Estos resultados demuestran que los coeficientes de medio efectivo de difusién-reaccion en
medios porosos, dependen, en general, de la complejidad del medio poroso, de la porosidad,
asi como, de la naturaleza y la magnitud de la velocidad de reacciéon. Sin embargo, para
modulos de Thiele de cerradura bajos, resulta aceptable aproximar dicho coeficiente por la
difusividad efectiva.
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Figura 5.6: Efecto de la cinética, niimero de Thiele microscopico y porosidad en el coeficiente
efectivo de difusion y reaccion predicho en celdas unitarias espacialmente periddicas, en
arreglo de cilindros y celdas unitarias cilindricas de Chang.
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Las Figuras 5.4 y 5.6 confirman lo demostrado por:

e Wakao y col., Toei y col. y Park y col. [70, 66, 50]: existen resultados experimentales
que indican cambios significativos del coeficiente de difusividad efectiva en presencia
de reacciéon quimica.

e Garcia-Ochoa y col. [20]: cuando el transporte de la especie A en la fase fluida del
medio poroso es dominado por la difusiéon molecular, para moédulos de Thiele tales que
¢ << 1, no existen diferencias significativas entre la difusividad efectiva y el coeficiente
efectivo de difusion-reaccion.

e Davdar y col. [13]: la discrepancia entre la difusividad efectiva y el coeficiente efectivo
de difusion-reaccion se debe a la combinacion de la microestructura de la celda unitaria
(dimension de la celda y porosidad) y de la nolinearidad de la cinética que describe la
reaccion.

e Valdés-Parada y col. [67]: los coeficientes de medio efectivo de difusion-reaccion en
medios porosos, dependen, en general, de la naturaleza y la magnitud de la velocidad
de reaccion.

5.2 Simulaciones numéricas directas para el problema de
difusién y reaccién

5.2.1 Problema microscépico

Para evaluar la metodologia desarrollada en este trabajo, las simulaciones numéricas directas
(DNS) del proceso de difusion y reaccion se lleva a cabo en un medio poroso espacialmente
periodico bidimensional ¥, como se ilustra en la Figura 5.7-a. La longitud caracteristica del
medio poroso es L = N/{. Esta region es generada por la celda unitaria representativa €2,
mostrada en la Figura 5.1-a, de longitud caracteristica ¢ y de porosidad e,.

Si se definen X y Y como las variables adimensionales de posicion, dadas por

X="y Y=1" (5.8)

entonces, el medio poroso macroscopico y homogéneo a considerar para la evaluacion de la

i=N il l
metodologia esta definido por ¥ = |J Q;, donde ; = |(i — 1) T f] x |0, 7| s la i-ésima
i=1

celda del medio poroso macroscopico, cuya fase fluida es €2, ; = ; — Q,; y {1, es la fase

solida para i =1,2,..., N.
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Figura 5.7: Medio poroso espacialmente periddico: a) regién macroscopica y b) dominio
representativo del medio poroso macroscopico.

Si ademas, se definen las siguientes variables adimensionales

t?cA'yWLQ X — z

@7 Y L?

T =

Yy CA~

= u=— 5.9
7 o (5.9)
donde u : [0,00) x ©Q, — [0,1] es la concentracion adimensional en la fase-y de la especie
reactiva A.

La ecuacion diferencial del problema de difusion-reacciéon y su condiciéon de frontera in-
terfacial en su forma adimensional, considerando como valida la Suposicion 1.3.1, resultan
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entonces como sigue

ou

5= Vi — R(u); en ¥, (5.10a)

—n,,-Vu=0; en o7, (5.10b)

Para los diferentes casos de estudio, en la Tabla 5.3 se presentan las expresiones de la
velocidad de reacciéon adimensional en términos del moédulo de Thiele macroscopico, ¢,;.

Tabla 5.3: Velocidades de reaccion adimensionales.

Cinética Reaccién quimica o3, R (u)
Primer orden k kL?

A— B — 2 u

R (CAW) = —kC/W 97 ¢M

Segundo orden k kL? 9 9

R(cay) = —kc2, 2A—B AL Pt

Michaelis-Menten E+S— ES Voo 2 #2,u
Vm <CSr N max

— a ES—FE+P Km
R (Csfy) Kot o5y .@700 p +u

Cabe mencionar que el moédulo de Thiele macroscopico se relaciona con el Thiele microscopico
de acuerdo a la siguiente expresion

¢m = No¢ (5.11)

Las condiciones de frontera externas al problema de difusién-reaccion son de tipo Dirichlet
no homogéneas, cay = copen x =0, L y y = 0, L. En su forma adimensional, esta condicién
de frontera, tal y como se muestra en la Figura 5.8-a, resulta como sigue

u=1 X=0,1 (5.12a)
u=1, Y =01 (5.12b)

Para simplificar los calculos computacionales y dada la simetria de los operadores de difusion
y difusion-reaccion, del medio poroso, y del campo de concentraciones adimensionales para
una cinética lineal, de segundo orden y de Michaelis-Menten, ver Figura 5.9, el dominio de
solucion se puede reducir a un arreglo de cuadrados en linea como los mostrados en la misma
figura.

De esta manera, las principales variaciones de la concentracion se capturan al considerar
tnicamente un bloque horizontal de la region macroscopica conformado por N/2 celdas uni-
tarias representativas, como el mostrado en la Figura 5.8-b. En este dominio de soluciéon
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Figura 5.8: Dominio microscépico y condiciones a la frontera para el DNS del proceso de
difusién-reaccion: a) medio poroso macroscopico espacialmente periddico y simétrico y b)
dominio de solucion reducido a una banda de N/2 celdas.

reducido, las condiciones de frontera dadas por las ecs. 5.12a y 5.12b son reemplazadas por

1 L ¢
u=1, X =0, Y€<§,§+Z) (513&)
Mo x=t ye 1L, L (5.13b)
ox T2 2'2 L '
ou 11 7/ 1
8—Y—O, Y—§,§+z, XE(Li) (5.130)

El problema microscopico de difusion-reaccion se resuelve usando el software de simulaciéon
de elemento finito COMSOL MULTIPHYSICS. El esquema numérico de solucién empleado
consiste en implementar un algoritmo de refinamiento de malleo adaptativo para asegurar
que el campo de concentraciones sea independiente del tamano de la malla.

5.2.2 Volumen representativo y concentracién promedio discreta

El volumen representativo del medio poroso macroscopico espacialmente periédico, V,,; C 7,
es un subdominio de la region macroscopica conformado por n < N/2 celdas unitarias
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Figura 5.9: Campo de concentracion adimensional obtenido de la DNS para e, = 0.7, ¢pr =
10, L = N¢ con N = 50, usando una cinética a) lineal, b) de segundo orden y ¢) de Michaelis-

Menten con kyay/co=1.
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A\
) N
representativas y con centro en el punto (X7, Y;*) = I (z — 5) '3 + — 57 parai=1,...,N/2.
Este dominio esta entonces definido por
j=i+[3]
Vi = U Q, i=1,..,N/2 (5.14)
i=i-[5]

donde €2; es la i-ésima celda unitaria representativa y || representa la funciéon maximo entero

(] Y
que mapea cualquier ntimero real a su mas proximo entero superior. La fase fluida del
volumen representativo corresponde al siguiente conjunto

Jj= Z+ ]
Vi U Q= Qi i =1,...,N/2 (5.15)
i-[3]

Como el medio poroso es espacialmente peridédico, entonces la porosidad de cada uno de los
Volimenes representativos es la misma que la de la regiéon macroscopica. En la Figura 5.10,
se presentan los Voliimenes representativos cuyos centros corresponden a los centros de las
celdas representativas que conforman el medio poroso macroscopico.

Si n = 1, los Volimenes representativos corresponden a las celdas unitarias representati-
vas del medio poroso.

Y. L ______,
L Volumen representativo de n celdas unitarias, V,
2t | I
‘ ~ \ ‘ ] \ ‘
 maEEODEBEEOOER
ST sl aE o of 78 s of wf nf 1%

Figura 5.10: Voltiimenes representativos sobre un medio poroso espacialmente periédico.

De la ec. (1.2), la discretizacion del promedio intrinseco de la concentracion adimensional en

el volumen representativo centrado en (X/,Y;*) esta dada por

j=ie[3]
1 1
(uy, ; = Vi / udV = m Z /udV, parai=1,...,N/2 (5.16)
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Una vez que el campo de la concentraciéon microscopica es obtenido por simulacién numérica
directa, la concentracion promedio, (u)?, se calcula a partir de la ec. (5.16) mediante un
barrido de la regiéon macroscopica con el volumen representativo, tal y como se muestra en
la Figura. 5.10. Para determinar los valores de (u)? en las fronteras externas de la region
macroscopica, el campo u se extiende en el plano X < 0, imponiendo u = 1; y para X > 1/2
se toman los valores de u correspondientes a las celdas con centro en 1/2 — X.

5.3 Modelo escalado

Para un medio poroso bidimensional de cuadrados en linea, ver Figura 5.10, el promedio
intrinseco de la concentracion es independiente de la coordenada Y, entonces el dominio del
problema de difusion-reaccion escalado es el intervalo [0, N/2] de la componente X.

De acuerdo a la Proposicion 4.2.1, el problema de balance de masa macroscopico para (u)?
definido para X € [0, N/2] y con condiciones de frontera en correspondencia uno a uno con
las del problema microscopico de difusién-reaccion, esta dado por:

d [ Dgie™ ((w)) d{u) " 0
" ( 2 - ) — R((u)) = 0; X € (0,N/2) (5.17a)
(wy’ =1; X =0 (5.17b)

dw)” o v
— =0 X=N/2 (5.17c)

Para los diferentes casos de estudio, en la Tabla 5.3 se presentan las expresiones de la ve-
locidad de reaccion adimensional en términos del moédulo de Thiele macroscopico, ¢yy.

Este problema de valores a la frontera no lineal en conjunto con el problema de cerra-
dura lineal para br definido en una celda unitaria representativa y dado por la ec. (3.33),
conforman un sistema de problemas de valores a la frontera acoplado mediante el coeficiente
efectivo de difusion-reaccion DG ((u)7), definido en la ec. (4.16).

Este conjunto de ecuaciones para una porosidad, un médulo de Thiele macroscopico y una
velocidad de reaccion dados, se resuelven en el intervalo [0, N/2] de la componente en X,
con el coeficiente de medio efectivo definido tanto en la celda unitaria periddica como en la
celda de Chang, siguiendo los pasos que se enlistan a continuacion:

1. Coeficiente de medio efectivo definido en la celda unitaria periédica

e Resolver numéricamente el problema de cerradura para bg en la celda unitaria
peridédica, en COMSOL MULTIPHYSICS, para un valor dado de concentracion
(u)? € [0, 1] que esta en correspondencia con el modulo de Thiele de la cerradura
® = R ((u)") y teniendo en cuenta que ¢y = N¢, ver Tabla 5.2.
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e Obtener una relaciéon entre el coeficiente de medio efectivo de difusién-reaccion

diff-rxn

o ({u)7), con la concentracién prome-

definido en la celda unitaria periédica, D
dio (u)” € [0, 1].

e Construir una funciéon de interpolacion que relacione el coeficiente de medio efec-
tivo de difusién-reaccién definido en la celda unitaria periodica, D" ((u)?),
con la concentracion promedio (u)? € [0,1]. En este trabajo, esta funcién se

obtiene a partir del método de interpolaciéon de splines ciibicos.

e Resolver numéricamente en COMSOL MULTIPHYSICS, el problema de difusion-
reaccion escalado, definido por la ec. (5.17), utilizando la funcién de interpolacion
obtenida en el paso anterior.

2. Coeficiente de medio efectivo definido en la celda unitaria de Chang

e Sustituir en la ec. (5.4b), la expresion del modulo de Thiele de la cerradura en fun-
cion del modulo de Thiele macroscopico para la velocidad de reaccién en cuestion,
ver Tabla 5.2.

e Resolver numéricamente en COMSOL MULTIPHYSICS, el problema de difusién-
reaccion escalado, definido por la ec. (5.17), utilizando la expresion analitica del
coeficiente efectivo de difusion-reaccion obtenida en el paso anterior.

5.3.1 Comparacion entre el modelo escalado y las simulaciones numéri-
cas directas a escala del poro

En esta seccion, el campo de concentracion promedio obtenido del modelo escalado y del cél-
culo de los coeficientes efectivos de difusion-reaccion definidos en celdas unitarias peridédicas
y de Chang, es comparado con aquel obtenido al promediar las concentraciones resultantes
de las simulaciones numéricas a escala del poro.

Las comparaciones se realizan en medios porosos bidimensionales espacialmente periodi-
cos de arreglos de cuadrados en linea de porosidad e, = 0.3, 0.5 y 0.7; para velocidades de
reaccion de primer orden, de segundo orden y de Michaelis-Menten; y modulos de Thiele
macroscopicos ¢ = 1, 10 y 50. La evaluacion del modelo se basa en el esquema presentado
en la Figura 5.11, el cual consiste en:

1. Establecer la geometria de la celda 2D unitaria representativa, su porosidad, y el
ntmero de celdas que conforman el medio poroso espacialmente periddico. En este
estudio se evaltian medios porosos conformados por N = 50, 100 y 200 celdas.

2. Determinar las concentraciones promedio mediante simulaciones numéricas directas.

(a) Resolver el problema microscopico de difusion reaccion definido en la fase fluida
de del medio poroso macroscopico establecido en el punto 1.
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(b) Establecer el ntimero de celdas que conforman el volumen representativo. En este
trabajo se consideran Voltimenes representativos de n =1,...,6 celdas.

(c) Calcular el promedio intrinseco de la concentracion obtenida en el punto 2.a en el
volumen representativo de n celdas unitarias.
3. Determinar las concentraciones promedio a partir del modelo escalado
(a) Resolver el problema de cerradura para bg definido en las celdas unitarias 2D
periddicas y de Chang.

(b) Determinar una funcién de interpolacion que relacione los coeficientes de medio
efectivo (integral de area en funcion de bg) con la concentracion promedio.

(c) Resolver el problema escalado para cada uno de los coeficientes de medio efectivo.

4. Estimar la desviacién de la concentracién promedio obtenida del modelo escalado,
de

(u)], con respecto a la obtenida de la simulacion numérica a escala del poro, (u)!

n,’
[{u)i — ()]

acuerdo a
(5.18)

eIror —
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Figura 5.11: Esquema de evaluaciéon del modelo escalado asociado al problema de cerradura
cuasi-estacionario, local, periddico y lineal.
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5.4 Perfiles de concentracién obtenidos del DNS y del
modelo escalado

En la Figura 5.12, se presentan los perfiles de concentracién promedio adimensional en es-
tado estacionario para cinéticas de primer orden, segundo orden y de Michaelis-Menten para
K,,/co = 1, obtenidos de simulaciones numéricas directas, tomando como volumen repre-
sentativo la celda unitaria, y del modelo macroscopico escalado usando una celda periddica
cuadrada y una celda cilindrica de Chang, para diferentes porosidades, e, = 0.3, 0.5y 0.7, y
diferentes modulos de Thiele macroscopicos, ¢py = 1, 2, 3, 5, 10 y 100. Si bien los perfiles
de esta figura son obtenidos en un medio poroso de N = 100 celdas unitarias representativas,
el comportamiento de estos es el mismo para cualquier otro valor de N. De esta figura se
puede apreciar que:

e El perfil de la concentracion promedio adimensional es afectado en mayor medida por
la cinética que describe la reaccion homogénea y en segundo término por la porosidad.
Y aunque en esta figura no pueda apreciarse, también, es altamente dependiente de
la relacion ¢/N, donde N es el nimero de celdas unitarias que conforman la region
macroscopica.

e La concentracion promedio adimensional para las tres cinéticas evaluadas presenta
el comportamiento de una funcién par con respecto al eje de simetria del medio
poroso X = 1/2. Es decir, la concentracion promedio adimensional satisface que
(u)? (1 — X) = (u)? (X) para todo X € [0,1].

e A primera vista, el modelo macroscopico para la celda periédica cuadrada y para
la celda cilindrica de Chang, estan en buen acuerdo con las simulaciones numéricas
directas a escala del poro, para todas las condiciones de estudio. Esto debido a que los
perfiles de concentraciéon promedio adimensional obtenidos de la simulaciéon numérica
directa de la concentracion microscépico son indistinguibles de aquellos resultantes
del uso del método del promedio volumétrico. Sin embargo, no es sino hasta que se
obtienen las desviaciones, la concentracion promedio adimensional obtenida del modelo
promedio escalado con respecto a la obtenida de las simulaciones numéricas directas,
que las discrepancias se vuelven evidentes.

e A pesar de las claras diferencias entre los resultados analiticos (celda cilindrica de
Chang) y numeéricos (celda periodica cuadrada) de las predicciones del coeficiente efec-
tivo de difusion-reaccion, ver Figura 5.4, no se observan diferencias plausibles entre los
perfiles de concentracion promedio adimensional obtenidos de las simulaciones a escala
de poro y del modelo escalado. Esto se atribuye a que un valor del moédulo de Thiele
macroscopico corresponde a N veces el valor del médulo de Thiele microscopico. De
esta manera, las diferencias entre las predicciones analiticas y numéricas del coeficiente
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efectivo de difusion-reaccion no son significativas para las geometrias simples adoptadas
en este trabajo, tanto para la celda unitaria como para el dominio de solucién en las
simulaciones a escala del poro.

Primer orden Segundo orden Michaelis-Menten

om =1 o =1

Jb

02 04 06 08 10

L L L

—— DNS - IR - @

Figura 5.12: Perfiles de concentraciéon promedio adimensional para cinéticas de primer or-
den, segundo orden y de Michaelis-Menten para K,,/cy = 1, obtenidos del DNS y de modelo
macroscopico escalado usando una celda periddica cuadrada y una celda cilindrica de Chang,
para diferentes porosidades, ¢, = 0.3, 0.5 y 0.7, y diferentes médulos de Thiele macroscopi-
cos, opy = 1, 2, 3, 5, 10 y 100.

e Para modulos de Thiele macroscopicos grandes, por ejemplo 100, los cambios mas
importantes en la concentraciéon ocurren en una zona muy cercana a las fronteras de
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entradas de la region macroscopica. Es decir, la especie A se agota en distancias muy
cercanas a dicha frontera.

5.4.1 Influencia de la porosidad en los perfiles de concentraciéon
promedio adimensional

Dada la paridad del campo de concentracion promedio adimensional, apreciable en la Figura
5.12, la Figura 5.13 presenta los perfiles de concentracion promedio adimensional para
cualquier X € [0,1/2], obtenidos de la simulacion numeérica a escala de poro de la con-
centracién microscopica, para una cinética lineal, en un arreglo de N = 100 celdas periodi-
cas cuadradas; asi como de aquellas obtenidas del modelo macroscopico escalado usando
una celda periddica cuadrada y una celda cilindrica de Chang, para diferentes porosidades,
ey, = 0.3, 0.5y 0.7, y diferentes moédulos de Thiele macroscopicos, ¢pr = 1, 2, 5y 10.

o — g,=0.1 ey =03 —e,=05 —e&,=07 i
e -
A\ N ¥ 3 by=1 1
[ \ h e e 3
0.8 \° \ I S——
I I S ]
- S
\ T =2
0.6 - \\ A R % ¢]V[ .
s\ | \\ — + + 3
3 [ \ b3 - — e 4o

0.4 ‘\
0.2 - ° T i
i \ i — bm=5 |
T

7 N L 7
- I S — S

R , .. 9u=10

R a——
0 | | | T R I T ! i —— e R § DY

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

X==
L

—oNs ... B +++ @

Figura 5.13: Perfil de concentraciéon promedio adimensional para una cinética de primer
orden obtenido del DNS definido en un arreglo de N = 50 cuadrados en linea, y del modelo
macroscopico escalado usando una celda periddica cuadrada y una celda cilindrica de Chang,
para diferentes porosidades, e, = 0.3, 0.5 y 0.7, y diferentes médulos de Thiele macroscopi-
cos, opr =1, 2, 5y 10.

De esta figura se puede observar que para un modulo de Thiele dado, la concentracion prome-
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dio adimensional obtenida de simulaciones numéricas directas es creciente con el aumento
de la porosidad de la celda unitaria representativa. Este comportamiento es:

e Reproducido por el campo de concentracion obtenido del modelo escalado usando tanto
la celda unitaria perioédica y cuadrada; como la celda cilindrica de Chang.

diff-rxn

e Heredado de la tendencia de e, Dgg .

con la porosidad, ver Figura 5.6.
e Analogo al obtenido para la cinética de segundo orden y de Michaelis-Menten.

A medida que la porosidad disminuye, la fraccion de la fase fluida del medio poroso también
disminuye, este hecho favorece la reaccion de la especie A sobre su difusion. Consecuente-
mente, para modulos de Thiele altos la especie A se agota en distancias mas cercanas a las
fronteras de entradas del medio poroso para porosidades bajas.

5.4.2 Influencia de la velocidad de reacciéon en la concentraciéon
promedio adimensional

En la Figura 5.14 se muestran los perfiles de concentraciéon promedio adimensional obtenidos
de simulaciones numeéricas directa en un arreglo de N = 400 cuadrados en linea, y del modelo
macroscopico escalado usando una celda peridédica cuadrada y una celda cilindrica de Chang
de porosidad e, = 0.3, para cinéticas de primer orden, segundo orden y Michaelis-Menten
para K,,/co = 1, y diferentes médulos de Thiele macroscopicos, ¢y = 2, 5y 100. A partir
de esta figura se realizan las siguientes observaciones:

e Para cualquier valor de moédulo de Thiele macroscopico, los efectos del transporte
reactivo para la cinética de primer orden son més dominantes, es decir, la especie A se
consume mas rapido, que para la cinética de segundo orden y la de Michaelis-Menten
con K,,/co = 1.

e Para modulos de Thiele macroscopicos menores a tres aproximadamente, la especie A se
consume mas rapido con la cinética de segundo orden que con la de Michaelis-Menten,
mientras que para modulos de Thiele macroscopicos mayores a 3 ese comportamiento
se invierte.

e Conforme el moédulo de Thiele macroscopico aumenta el perfil de concentraciéon prome-
dio adimensional obtenido de la cinética de Michaelis-Menten, para K,,/cy = 1, tiende
a acercarse al de la cinética de primer orden.

Los cambios méas importantes en la concentraciéon promedio adimensional, obtenida de las
tres cinéticas evaluadas en este trabajo, ocurren en una zona que se va reduciendo al aumentar
el moédulo de Thiele macroscopico. Sin embargo, de las observaciones arriba mencionadas,
esta zona de cambios importantes de la concentracion promedio adimensional es también
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Figura 5.14: Perfiles de concentraciéon promedio adimensional obtenidos del DNS en un
arreglo de N = 400 cuadrados en linea, y del modelo macroscépico escalado usando una
celda peridédica cuadrada y una celda cilindrica de Chang de porosidad ¢, = 0.3, para
cinéticas de primer orden, segundo orden y Michaelis-Menten para K,,/cy = 1, y diferentes
modulos de Thiele macroscopicos, ¢ = 2, 5y 100.

influenciada por la velocidad de reaccion, de tal modo que, para un mismo moédulo de Thiele
macroscopico grande (por ejemplo ¢y = 100) es mas reducida para la cinética de primer
orden o Michaelis-Menten que para la de segundo orden.

5.5 Zona de cambios importantes de la concentraciéon

promedio adimensional

En la Figura 5.15 se presenta el estimado de la longitud caracteristica adimensional asoci-
ada a la zona de cambios importantes de la concentracion promedio adimensional, L./L, en
funcion del moédulo de Thiele macroscépico; para cinéticas de primer y segundo orden; para
diferentes porosidades, e, = 0.3, 0.5 y 0.7; y diferentes nimeros de celdas que conforman el
medio poroso macroscopico, N = 200, 400, 600 y 800. Este estimado es obtenido a partir de
simulaciones numeéricas directas a escala del poro de la concentraciéon microscopica adimen-
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sional, suponiendo que los cambios importantes, para un moédulo de Thiele macroscopico
dado, ocurren cuando la tasa de variaciéon de la concentraciéon promedio adimensional es
menor que 1073, Si esta restriccion es méas estricta, entonces la longitud caracteristica se
extiende para cualquier valor de médulo de Thiele macroscopico. De la simetria del perfil de
concentracion promedio adimensional, esta misma restriccion se satisface para 1 — L./L. Es
importante destacar que esta restriccion para modulos de Thiele macroscopicos bajos, con-
duce a longitudes caracteristicas cercanas a 1/2, debido a que la difusion domina el proceso
de transporte.

a) b)
0.507\\\\\\ T T T T T T T T T T 1117 LR T T T TrT
i ey, =03 ' — N =200
N =600
ey =0.7
— N =800

0.30 F

L./L

0.20

0.10

000 [ I | I I [ T | Ll I =
5 10 30 50 100 300500 1000 5 10 3050 100 300 1000 3000 10000

Moédulo de Thiele macroscépico, ¢ppr = No Modulo de Thiele macroscopico, ¢ppr = No

Figura 5.15: Longitud caracteristica adimensional asociada a la zona de cambios importantes
de la concentracion promedio adimensional, L./L, en funcion del modulo de Thiele macros-
copico para diferentes porosidades, e, = 0.3, 0.5 y 0.7 y diferentes nimeros de celdas que
conforman el medio poroso macroscopico, N = 200, 400, 600,800 y 1 000, para a) cinéticas
de primer y b) segundo orden.

Esta figura muestra que la longitud caracteristica adimensional asociada a la zona de cambios
importantes de la concentracion promedio adimensional, L./L, es creciente con la porosidad
y decreciente con el modulo de Thiele macroscopico. Ademaés, confirma lo mencionado en
la seccion anterior, la longitud caracteristica adimensional de los cambios importantes de la
concentraciéon promedio adimensional es menor para la cinética de segundo orden en com-
paracion con la de primer orden.

El perfil de la longitud caracteristica adimensional asociada a la zona de cambios impor-
tantes de la concentracion promedio adimensional presenta cuatro cambios de pendiente con
respecto a ¢y, lo que permite reconocer cuatro zonas tanto para la cinética de primer orden
como para la de segundo orden.
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e Zona en la que la difusion molecular domina en la propagacion de la especie A en
la fase fluida del medio poroso (¢, << 1). En esta zona, la porosidad tienen poca
influencia sobre la estimacion de dicha longitud, mientras que, el nimero de celdas
que conforman el medio poroso macroscopico influencia fuertemente el estimado de la
longitud caracteristica de los cambios importantes de la concentracion.

e Zona en la que la difusion molecular y la reaccién quimica tienen la misma importancia.
En esta zona, la porosidad y el ntimero de celdas cobran importancia en la estimacion
de la longitud de cambios importantes de la concentracion. La porosidad tiene mayor
influencia en la cinética de segundo orden que en la de primer orden. En esta zona, la
microestructura del medio poroso resulta entonces relevante en la estimaciéon de dicha
longitud a través de la relacion ;i—“’L = ﬁ
esta comprendida por 5 < ¢, < 30 aproximadamente, ver Figura 5.15-a; mientras que,

Para la cinética de primer orden, esta zona

para la reacciéon de segundo orden, esta zona se prolonga de ¢, = 5 hasta ¢, = 100
aproximadamente, ver Figura 5.15-b.

e Zona en la que la reacciéon comienza a dominar el proceso de transporte de la especie
A en la fase fluida del medio poroso (¢ > 30 para la cinética de primer orden y
¢ > 100 para la cinética de segundo orden). En esta zona, el ntimero de celdas que
conforman el medio poroso macroscopico impacta el estimado de la longitud caracte-
ristica adimensional de los cambios de la concentracion adimensional. A medida que,
el valor de N aumenta, los perfiles de dicha longitud caracteristica, para una misma
porosidad, tienden a sobreponerse.

e Zona en la que la reaccion es el modo de transporte dominante (¢, >> 1). En esta
zona la porosidad tienen poca influencia sobre el perfil de la longitud caracteristica
de los cambios importantes de la concentracion, el cual presenta un comportamiento
asintotico a cero para cualquier valor de N. Al comparar las Figuras 5.15-a y b, es
notable que la cinética de segundo orden retarda la entrada a esta zona en compara-
cion con la de primer orden. En esta zona, el valor de N presenta poca influencia
sobre la estimacion de dicha longitud. Sin embargo, el orden de magnitud de esta
longitud puede ser el mismo, o inclusive menor, que el de la longitud caracteristica de
la celda (% = %) Este hecho puede conducir a que la restriccion en la que se sus-
tenta la localizacion del escalamiento del proceso de difusidn-reaccion no sea satisfecha,
¢ < min (L., L.). Esto puede apreciarse con mayor detalle en la Figura 5.16, la cual
muestra el perfil de la relacion ¢/ L, en funcion del moédulo de Thiele macroscopico para

diferentes porosidades y diferentes valores de V.

Los perfiles de la relacion ¢/L. mostrados en la Figura 5.16, obtenidos de simulaciones
directas a escala de poro de la concentraciéon microscopica, presentan un comportamiento
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Figura 5.16: Perfiles de la relacion ¢/L. y de la concentracion promedio adimensional aso-
ciados a la zona de cambios importantes de la concentraciéon promedio adimensional en
funcion del modulo de Thiele macroscopico para diferentes porosidades, e, = 0.3, 0.5y
0.7; y diferentes numeros de celdas que conforman el medio poroso macroscopico, N =
200, 400, 600,800 y 1 000; para cinéticas de a) primer y b) segundo orden;

potencial con el moédulo de Thiele macroscopico tanto para la cinética de primer orden como
para la de segundo orden, y son reproducidos por la siguiente expresion

14

donde A,y m. son los parametros de ajuste, cuyos valores se presentan en la Tabla 5.4 para
diferentes porosidades usando un arreglo 2D de cuadrados en linea para cinéticas de primer
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y segundo orden. En todos los casos el factor de correlacion es mayor que 0.99. A partir de

Tabla 5.4: Valores de los coeficientes de la mejor aproximacion potencial de la relacion de
escalas (/L. para una cinética de primer y segundo orden en funcién del modulo de Thiele

mc

macroscopico, /L. = A.¢'f, obtenida a partir de simulaciones a escala del poro.

Cinética de primer orden
ey =0.3 ey =0.5 ey =0.7
N Me A, R? Me A, R? Me A, R?
200 | 0.7882 0.9706 0.9964 | 0.7495 0.9711 0.9953 | 0.7640 0.9706 0.9948
400 | 0.8031 0.9838 0.9984 | 0.7811 0.9838 0.9974 | 0.7750 0.9838 0.9990
600 | 0.7910 0.9887 0.9983 | 0.7730 0.9887 0.9990 | 0.7910 0.9887 0.9983
800 | 0.7832 0.9913 0.9982 | 0.7688 0.9913 0.9984 | 0.7650 0.9913 0.9986
1000 | 0.7716  0.9929 0.9979 | 0.7721 0.9929 0.9971 | 0.7720 0.9929 0.9979
Cinética de segundo orden
ey =0.3 ey =0.5 ey =0.7
N Me A, R? Me A, R? Me A, R?
200 | 0.7882 0.9706 0.9964 | 0.7495 0.9711 0.9953 | 0.7640 0.9706 0.9948
400 | 0.8031 0.9838 0.9984 | 0.7811 0.9838 0.9974 | 0.7750 0.9838 0.9990
600 | 0.7910 0.9887 0.9983 | 0.7730 0.9887 0.9990 | 0.7910 0.9887 0.9983
800 | 0.7832 0.9913 0.9982 | 0.7688 0.9913 0.9984 | 0.7650 0.9913 0.9986
1000 | 0.7716  0.9929 0.9979 | 0.7721 0.9929 0.9971 | 0.7720 0.9929 0.9979

la ec. (5.22), es posible estimar el orden de magnitud de la relacion ¢, /L., identificando que
para un arreglo de N cuadrados en linea de porosidad ¢, £ y £, estan relacionadas mediante

by ey (0

Esta relacion de longitudes caracteristicas es relevante debido a que esté involucrada la
restriccion de longitudes de escala ¢,/L, << 1+ ®?((u)7). El modelo escalado de medio
efectivo de difusion-reaccion obtenido en este trabajo a partir del uso del método del promedio

la siguiente expresion

volumétrico, es valido siempre que se cumpla dicha restriccion. El moédulo de Thiele de
cerradura es funcién de la concentraciéon adimensional promedio para cinéticas diferentes a
la de orden cero y a la de primer orden. En la Figura 5.4 se presentan los perfiles de (u)?
correspondientes a la posicion X = L./L, para diferentes porosidades y modulos de Thiele
macroscopicos. En la zona de cambios importantes de la concentracion que ocurren cuando
la tasa de variacién de la concentracion promedio adimensional es menor que 1073, para una
porosidad y un médulo de Thiele macroscopico dados, la concentracion pasa de 1 al valor de
la concentracion del perfil correspondiente de la Figura 5.4. Estos valores de concentraciéon
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son valiosos debido a que pueden ser utilizados como valores caracteristicos para estimar el
modulo de Thiele de cerradura.

5.6 Distancia de agotamiento de la especie A para una
velocidad de reaccién de primer orden

En la Figura 5.17-a se presenta el perfil de la distancia de agotamiento de la especie A en
funciéon del modulo de Thiele macroscopico para una reacciéon de primer orden en un arreglo
conformado por N cuadrados en linea, en funciéon del médulo de Thiele macroscopico, para
diferentes valores de N y diferentes porosidades ¢, = 0.3, 0.5 y 0.7. Esta longitud carac-
teristica se obtiene de las simulaciones numéricas directas de la concentracion adimensional
microscopica, tomando como volumen promediante el volumen celular.

La distancia de agotamiento para un moédulo de Thiele macroscopico y una porosidad da-
dos, es la posicion para la cual se satisface la restriccion (u)? < 107'°. Dicha restriccion se
satisface para ¢y, > 50.

Es importante remarcar que para el caso de la cinética de Michaelis-Menten, se tiene que

2
TG 14 L A I (5.21)
(W10 Kk /o + (u)Y Ky (u)r =0
entonces para un moédulo de Thiele macroscopico y una porosidad dada, la distancia de ago-
tamiento correspondiente esta cinética es la misma que la distancia de agotamiento para la
cinética lineal afectada por el factor ¢q/k,,, hecho que fue comprobado numéricamente. Sin
embargo, para la cinética de segundo orden, no es posible determinar una posicion para la
cual se cumpla la restriccion (u)? < 1071, debido a que la reacciéon de segundo orden es
mucho mas lenta que la de primer orden para cualquier combinacion de ¢y y €5.

La Figura 5.17-a muestra que el naumero de celdas que conforman el medio poroso macrosco-
pico tiene poco influencia en la estimacion de la distancia de agotamiento adimensional para
los valores de porosidad evaluados. Los perfiles del producto ¢,¢,/L en funcién del moédulo
de Thiele macroscopico presentan un comportamiento casi-constante para los diferentes va-
lores de N evaluados a las diferentes porosidades. De esta manera, como regla de dedo, se
puede estimar la distancia de agotamiento de acuerdo a ¢,/L = 26.71/¢); para e, = 0.3,
lo/L =28.32/¢p parac, =05y e, =03, {,/L =30.36/¢p para e, =0.7.

La Figura 5.17-b muestra una notable influencia tanto de e, como de /N en los perfiles de la
relacion £, /¢. Estos perfiles indican el ntumero de celda en la cual ocurre el agotamiento de
la especia A. De estos se observa que para médulos de Thiele macroscopicos cercanos a b,
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Figura 5.17: a) Distancia de agotamiento adimensional ¢,/L y b) relacion ¢,/¢ en funcion
del médulo de Thiele macroscopico, obtenida por simulacién numérica directa en un arreglo
conformado por N = 200, 400, 600, 800 y 1 000 cuadrados en linea para una reaccién de
primer orden y diferentes porosidades e, = 0.3, 0.5 y 0.7.

la especie se comienza a agotar en el centro del medio poroso, mientras que conforme este
parametro aumenta, el agotamiento ocurre en celdas proximas a la celda de entrada de A.
Dichos perfiles presentan un comportamiento potencial con el médulo de Thiele macroscopico
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Tabla 5.5: Valores de los coeficientes de la mejor aproximacion potencial de la relacion
(,/¢ para una cinética de primer orden en funcién del médulo de Thiele macroscopico,
U]l = A, %m“, obtenida a partir de simulaciones a escala del poro.

ey =0.3 ey =0.5 ey =0.7

N My A, R? My A, R? Mg A, R?
200 | -0.9345 1.0423 0.9992 | -0.9543 1.0431 1.0000 | -0.9518 1.0433 0.9999
400 | -0.9564 1.0229 0.9992 | -0.9628 1.0231 0.9999 | -0.963 1.0233 0.9999
600 | -0.9763 1.0161 0.9997 | -0.9816 1.0162 0.9999 | -0.9809 1.0163 0.9998
800 | -0.9841 1.0124 0.9999 | -0.9854 1.0125 0.9996 | -0.9885 1.0126 0.9996
1000 | -0.9868 1.0102 0.9999 | -0.9907 1.0102 0.9996 | -0.9885 1.0103 0.9995

y pueden ser reproducidos por la siguiente expresion,

la
7= Ay (5.22)
donde A, y m, son los parametros de ajuste, cuyos valores se presentan en la Tabla 5.5 para
diferentes porosidades usando arreglos 2D de N cuadrados en linea. En todos los casos el

factor de correlacion es mayor que 0.999.

Para modulos de Thiele macroscopicos altos y valores de N bajos, la distancia de agotamiento
puede resultar ser menor que la longitud de la celda unitaria, ¢, < ¢ = L/N, ademés de
que ¢ y L, tienden a tener el mismo orden de magnitud, como puede apreciarse en la Figura
5.16. En estos casos, como se vera mas adelante, la prediccion de la concentracion promedio
adimensional a partir del modelo escalado desarrollado en este trabajo conduce a errores
mayores al 100 %, y por lo tanto es necesario utilizar un enfoque de modelado hibrido segtn
lo sugerido por Battiato y col. [8].

5.7 Evaluacion del desempeno del modelo escalado

La evaluacion del desempeno del modelo se lleva a cabo siguiendo lo expuesto en la Seccién
5.3.1 y se basa en la estimacion del error relativo, determinado a partir de la ec. (5.18). En
las Figuras 5.18 y 5.18 se presentan los porcentajes de error relativo, con respecto a la con-
centracion resultante de simulaciones numéricas a escala del poro para el volumen celular, de
aquellas obtenidas del modelo escalado usando los coeficientes efectivos de difusién-reaccion
definidos en celda unitaria periédica y en la de Chang respectivamente. Los perfiles de los
errores relativos de estas figuras son los asociados a los perfiles de concentracion de la Figura
5.12.
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Figura 5.18: Perfiles de error, para cinéticas de primer orden, segundo orden y de Michaelis-
Menten para K,,/co = 1, del modelo macroscopico escalado usando una celda periddica
cuadrada, con respecto al DNS en arreglos de N = 100, 200 y 400 cuadrados en linea, para
ey =03, 05y 0.7y ¢opr =1, 1y 100.

De las Figuras 5.18 se pueden apreciar claramente que:

e La desviaciéon de la concentraciéon promedio del modelo escalado con respecto a la
concentracion celular del DNS aumenta al aumentar el médulo de Thiele macroscopico,
crece al disminuir la porosidad y disminuye al incrementar el nimero de celdas que
conforman el medio poroso, para las tres cinéticas evaluadas en este trabajo.

e Para las cinéticas evaluadas, los errores maximos resultantes del uso de la celda cuadrada
tienden a alejarse de las fronteras de entradas conforme aumenta el niimero de celdas
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que conforman el medio poroso macroscopico, para cualesquiera valores de modulos de
Thiele y porosidad. Sin embargo, la cinética de segundo orden viola este enunciado
para moédulos de Thiele grandes, por ejemplo ¢, = 100, en cuyos caso el error maximo
siempre se localiza en una vecindad de las fronteras de entrada del medio poroso.

e El orden de magnitud de los errores es el mismo para la cinética de primer orden
y de Michaelis-Menten, mientras que para una misma combinaciéon de parametros,
la de segundo orden resulta ser siempre menor que las mencionadas. Esto se debe
esencialmente a que la cinética de segundo orden es mas lenta que la de primer orden
y la de Michaelis-Menten.

De la Figura 5.19, se puede observar que:

e Los errores de la concentracion del modelo escalado, obtenido del uso de la celda
de cilindrica de Chang para la prediccion del coeficiente efectivo de difusion-reaccion,
aumentan con el moédulo de Thiele macroscopico, disminuyen ligeramente con la porosi-
dad, y decrecen al aumentar el nimero de celdas peridédicas que conforman el medio
poroso, tal y como para el caso de la celda peridédica cuadrada.

e Al utilizar la celda de Chang, los errores mas grandes de la comparacion entre el modelo
escalado y las simulaciones numéricas directas se obtienen en las fronteras de entrada
del medio poroso y en el centro del mismo.

e Para cualquier combinacion delN, e, y ¢, los perfiles de errores decrecen hasta al-
canzar un minimo. Este minimo se va acercando a las fronteras de entrada del medio
poroso a medida que aumenta N y se localiza en una misma vecindad al variar el valor
de N. Una vez alcanzado este punto critico, el error vuelve a aumentar para después
decrecer en cercanias del centro del medio poroso. Este comportamiento decreciente
es mas pronunciado para la cinética de segundo orden que para las otras dos cinéticas.
De esta manera, el minimo asociado a la cinética de segundo orden es menor que el
correspondiente al de las cinéticas de primer orden y de Michaelis-Menten.

e Para cualquier valor de porosidad, la localizacion del error maximo se desplaza hacia
el centro del medio poroso al aumentar el valor de N.

En la Figura 5.20, se comparan los errrores de la concentracion promedio del modelo es-
calado usando tanto la celda periddica cuadrada como la celda de Chang con respecto a la
derivada de simulaciones numéricas directas, para diferentes porosidades, diferentes moédulos
de Thiele macroscopicos y diferentes niimeros de celdas que conforman el medio poroso se
puede observar que para las cinéticas de estudio de este trabajo y para cualesquiera N, e:

e En una vecindad de las fronteras de entrada del medio poroso, los errores resultantes
del uso de la celda periddica y de Chang tienden a los mismos valores.
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Figura 5.19: Perfiles de error, para cinéticas de primer orden, segundo orden y de Michaelis-
Menten para K,,/co = 1, del modelo macroscopico escalado usando una cilindrica de Chang
con respecto al DNS en arreglos de NV = 100, 200 y 400 cuadrados en linea, parae, = 0.3, 0.5
vy 0.7y ¢opr =1, 3,10 y 100.

e FExiste una zona que le sucede a la vecindad de la entrada, en la que los errores asociados
al uso de la celda de Chang son menores a los de la celda periddica cuadrada. Esto
debido a que los errores de la celda de Chang presentan un minimo, el cual, en todos
los casos, es menor que el error maximo asociado a la celda peridédica cuadrada. Esta
zona es mas larga conforme N disminuye, debido a que, los minimos errores de la celda
de Chang se alejan de las fronteras de entrada conforme N disminuye. En esta zona,
una vez que el error de Chang alcanza su minimo, crece y puede alcanzar un punto en
el que los errores de la celda periddica cuadrada y de Chang son iguales.
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Figura 5.20: Comparaciéon de los perfiles de error, para las cinéticas de estudio, del modelo
macroscopico escalado usando una celda periédica cuadrada y una cilindrica de Chang con
respecto al DNS en arreglos de N = 100, 200 y 400 cuadrados en linea, para e, = 0.3, 0.5
vy 0.7y ¢p = 0.1, 1y 100.
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e A partir del punto de igualdad de errores de la celda periddica y de Chang, en caso de
existir, el error de Chang continiia creciendo por arriba del error de la celda periddica
hasta alcanzar un maximo. Este maximo, en caso de existir, siempre esta por encima
del error de la celda periddica, y se aleja del centro del medio poroso a medida que
N disminuye. Después de este méximo, el error de Chang decrece, pero siempre por
arriba del error de la celda peridédica cuadrada. En el centro del medio poroso, ambos
errores tienden a ser asintéticos.

Es importante destacar que la presencia del maximo del error de la celda de Chang localizado
después de la zona en la que el error de Chang es menor que el de la celada periédica, no
tiene lugar para la reaccion de ni de primer orden ni deMichaelis-Menten para ¢,; = 100,
N=100ye, =03, 0.5y 0.7.

Si ¢y << 1, los perfiles de los errores asociados a las cinéticas de primer y segundo para
ambas celdas se sobreponen, mientras que el asociado a la cinética de Michaelis-Menten es
menor que el de las otras dos cinéticas. A medida que el médulo de Thiele macroscopico
aumenta, el error asociado a la cinética de Michaelis-Menten tiende a acercarse al de la
cinética de primer orden, mientras que, el de la cinética de segundo orden crece a una menor
velocidad que el de las otras cinéticas. Asi, para ¢y, >> 1, los perfiles de los errores de la
cinética de primer orden y de Michaelis-Menten tienden a ser muy cercanos.

De esta misma figura, se puede observar a medida que la porosidad aumenta, la influencia
del médulo de Thiele macroscopico en el error asociado a ambas celdas se reduce. Mientras
que al aumentar el niimero de celdas que conforman el medio poroso macroscopico induce
una disminucién del error de ambas celdas. Sin embargo, su principal impacto reside en que
el modelo escalado ajusta de mejor manera las concentraciones en cercanias a las entradas
del medio poroso.

5.7.1 Influencia del tamano del volumen promediante en los perfiles
de concentraciéon promedio adimensional

Hasta este punto, la evaluaciéon del desempenio del modelo escalado, desarrollado en este
trabajo, se ha basado en comparar la concentraciéon promedio adimensional resultante de
este, con obtenida a partir de promediar la concentraciéon del DNS en el volumen celular.
Esta seccion esta dedicada a evaluar el desempeno del modelo escalado con respecto a los
promedios de la concentraciéon microscopica, obtenida de simulaciones numéricas a escala
del poro, en volimenes promediantes conformados por n = 1, 2, 3 y 4 celdas peridédicas
cuadradas, para cinéticas de primer orden, segundo orden y de Michaleis-Menten.

De las Figuras 5.21 y 5.22 se puede observar que, para las reacciones de estudio, los errores
asociados al uso de la celda periddica cuadrada de porosidad e, = 0.3, para los volimenes
promediantes conformados por n = 2 celdas, son menores que los provenientes del uso del
volumen celular. Sin embargo, para volimenes promediantes conformados por mas de cuatro
celdas, los errores son mayores que los determinados a partir del volumen celular.
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Figura 5.21: Comparacion de los perfiles de error para las cinéticas de estudio, del modelo
macroscopico escalado usando un volumen representativo den = 1, 2, 3 y 4 celdas periddicas
cuadradas,con respecto al DNS en arreglos de N = 100, 200 y 400 cuadrados en linea, para
e, =03y ¢p =0.1, 1y 100.

110



Helen Denise Lugo Méndez

N =100
—
o
=
62|
SN
N =200
—
o
=
G}
IS
N =400
—
o
g
=
IS

Primer orden

Segundo orden

A\

Michaelis-Menten

T =

" g = 100

— T it S |

..... T T ST E TS T
L

-2 ol

Figura 5.22: Comparacion de los perfiles de error para las cinéticas de estudio, del modelo
macroscopico escalado usando un volumen representativo den = 1, 2, 3 y 4 celdas cilindricas
de Chang, con respecto al DNS en arreglos de N = 100, 200 y 400 cuadrados en linea, para
e, =03y ¢p =0.1, 1y 100.
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Al adoptar la celda periodica cuadrada, existen casos para los cuales el volumen represen-
tativo de celdas, n = 3, el error es menor que para los casos de n = 1 y 2, por ejemplo
para la reacciéon de segundo orden para N = 50 y ¢, = 100. Mientras que con la celda de
Chang, los errores para n = 3 son, en todos los casos de estudio, mayores que paran = 1y 2.

La explicacion de este hecho es que al ser la composicion una funciéon decreciente de la
posicion, la concentracion promedio en un volumen representativo conformado 2 celdas,
permite suavizar las variaciones microscopicas de la concentracion. Ampliando la zona de
cambios importantes de la concentraciéon promedio, y por lo tanto, como £, no cambian, la
relacion ¢, /L. es menor que la correspondiente al volumen celular. Si el nimero de celdas
que conforman el volumen representativo aumenta, el promedio de la concentraciéon en este
dominio captura concentraciones cada vez menores, que corresponden a posiciones cada vez
mas alejadas de las fronteras de entrada, y por lo tanto, la concentracién promedio en el
volumen representativo de n > 2 celdas es menor que la correspondiente an =10 n = 2.
Esto se puede interpretar como una pérdida de informacién en las cercanias de las entradas.
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Capitulo 6

Una aplicacion: Difusién y reaccioén en
membranas liquidas soportadas

Los métodos de separacion reactiva por medio de membranas liquidas consisten en hacer
reaccionar a una especie permeante con un acarreador para formar un complejo. En una
membrana liquido soportada, por lo regular el acarreador es un liquido orgénico contenido en
los microporos de un soporte polimérico. El transporte de masa en este tipo de membranas
puede llevarse a cabo por medio de transporte facilitado para incrementar la permeabilidad.
En este capitulo se aplica la metodologia presentando en los capitulos anteriores para escalar
las ecuaciones que gobiernan el transporte difusivo de la especie permeante y el complejo
resultante de la reaccion con el acarreador en un medio poroso.

6.1 Membranas liquidas soportadas

Una membrana es una barrera semipermeable que separa dos fases, puede formarse al disper-
sar una emulsion de dos fases inmiscibles, en una tercera fase (fase continua). Una membrana
puede ser homogénea o heterogénea, simétrica o asimétrica en estructura; solida o liquida;
puede ser neutral, contener cargas positivas o negativas, o ser bipolar. Por lo tanto, el tér-
mino membrana incluye una gran variedad de materiales y estructuras, asi que, puede tener
una mejor descripciéon en términos de su funcién més que por su constitucion.

Una membrana liquido es una pelicula constituida de un liquido con caracteristicas par-
ticulares, por ejemplo, alta selectividad y otra es que con la adicién de acarreadores se puede
elevar la eficacia en el mecanismo de transporte de una especie permeante. Por ello, las mem-
branas liquidas representan una alternativa atractiva para su uso en procesos de separacion.
Se han desarrollado diferentes tipos de configuraciones con diferentes ventajas y desventa-
jas. Las membranas liquidas, dependiendo si contienen en su estructura solo fases liquidas
y algtin material polimérico, pueden clasificarse en dos categorias: membranas liquidas no
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soportadas y membranas liquidas soportadas.
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Figura 6.1: Esquema de una membrana liquido soportada con transporte facilitado como
mecanismo de transporte.

Una membrana liquido soportada es un medio liquido homogéneo estancado que comun-
mente contiene en su interior un acarreador (especieB) disuelto en un solvente (ver Figura
6.1). El agente acarreador reacciona reversiblemente con la especie que se intenta separar,
especie permeante (especie A), para formar una nueva especie C' (complejo) que también
se difunde a través de la membrana. Con esto es posible aumentar la permeabilidad de la
especie permeante. Este liquido, generalmente, esta soportado en los extremos con un ma-
terial polimérico de espesor muy delgado respecto a la pelicula liquida, de tal modo que su
resistencia a la transferencia de masa de la especie permeante sea despreciable.

En una membrana liquido soportada, generalmente el acarreador es un liquido organico con-
tenido en los microporos de un soporte polimérico y es mantenido ahi por fuerzas capilares.
Si el liquido organico es inmiscible tanto en la fase de alimentacién como en la receptora, la
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membrana liquido soportada puede utilizarse para separar estas fases [31]. En general, las
membranas liquidas soportadas constituyen un sistema de separaciéon muy apropiado para
aminoacidos, acidos, productos farmacéuticos, enantiémeros, iones metalicos, entre otros
[36]. Entre todas las especies permeantes destacan los iones metalicos a los que se dedica la
mayor parte de las publicaciones relacionadas con este tipo de membranas liquidas.

Las membranas liquidas soportadas son utilizadas en diversas disciplinas como quimica
organica, inorganica y analitica; ingenieria quimica, biomédica y biotecnologia [81]|. Este
tipo de membranas ofrece diversas ventajas, tales como, alta selectividad, facil escalamiento,
bajos requerimientos de energia, bajos costos de inversion y de operacion, entre otras [34]. El
principal inconveniente de estas membranas es la pérdida gradual de la fase organica hacia
las soluciones debido a la formacién de emulsiones que se originan en las interfases entre la
membrana y las fases de alimentaciéon y receptora.

6.2 Ecuaciones microscopicas que gobiernan la transfe-
rencia de masa en una membrana liquido sopor-
tada

La transferencia de masa en una membrana liquido soportada puede llevarse a cabo por
transporte facilitado, mecanismo en el que por medio de una reacciéon quimica reversible se
aumenta la permeabilidad.

Considérese una membrana liquido soportada, compuesta por una fase liquida estancada
soportada en un material polimérico, a través de la cual se transporta un soluto A (especie
permeante). La pelicula liquida es una solucion diluida en la que esté disuelto el acarreador
(especie B), esta consideracion permite emplear la ley de Fick para describir el transporte
difusivo. Esta especie reacciona reversiblemente con A para formar un producto C, que es
un complejo de A y B, que también se difunde a través de la membrana. La reaccién quimica
irreversible y la difusion ocurren simultaneamente en la fase fluida de la membrana liquido.

La ecuacion de la reaccion quimica que se lleva a cabo en los microporos del medio poroso
de la membrana (fase fluida) de la membrana es

A+B=C (6.1)

-1

La velocidad de reaccion, Ry : R® — R, es de segundo orden y su expresion es

Ry = kicaycpy — k_1coy (6.2)
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Donde k; y k_; son las constantes de la velocidad de reaccion directa e inversa. ca., cpy ¥y
cc son las concentraciones molares de la especie permeante, del acarreador y del complejo
en la fase fluida respectivamente.

Las ecuaciones de conservacién de masa de estas especies en la membrana estan dadas por

0 Ciy

5 V - (2i,Veiy) =viRa, i = ABy C, en la fase-y (6.3)

donde Z,, y v;, i = A, By C, son los coeficientes de difusividad y los coeficientes este-
quiométricos (negativos para los reactivos y positivos para los productos) de las especies
involucradas respectivamente.

Considerando que la fase solida es impermeable a las especies involucradas en este proceso,
la condicion de frontera en la interfase solido-fluido es

n, - 2,Vci,=0,i=A ByC, enlainterfase 7-x (6.4)
La concentracion de la especie permeante A es conocida en las fronteras de la membrana
cay = [, en la entradas y salidas (6.5)

Si el acarreador y el complejo disueltos en la fase fluida, permanecen dentro de la membrana
entonces sus fluxes son nulos en las fronteras de la membrana

N, - 2,Vci, =0, i=ByC, en la entradas y salidas (6.6)

e Si el acarreador B esta en exceso, su concentracion es mucho mayor que las concentra-
ciones de la especie permeante A y del complejo C' en la fase fluida (cp, > cay,ccy). Es
decir, cpy es lo suficientemente grande como para considerarse constante en el proceso
de difusion y reaccion [63]. En este caso, la velocidad de reaccion estéd dada por

Ry = kicay — k_iccqy; k] = kicp, (6.7)

Con esta expresion de la velocidad de reaccion, el problema de transporte facilitado
corresponde a un sistema lineal acoplado de ecuaciones diferenciales para cay y ccy-

e Si el acarreador B no esta en exceso, y si se considera ademas que cay = cp,, la
velocidad de reaccion resulta estar dada por

RA == ]{310?47 — /{3_1607 (68)

Dando lugar a un sistema cuasi-lineal de ecuaciones diferenciales.
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En la Tabla 6.1 se resumen las expresiones de la velocidad de reacciéon para los casos de
estudio del proceso de difusion-reacciéon en las membranas liquidas soportadas abordados en
este trabajo.

Tabla 6.1: Velocidades de reaccion para los diferentes casos de estudio del proceso de difusion-
reaccion en las membranas liquidas soportadas.

Caso Velocidad de reaccién

a) El acarreador y la especie permeante sufren una
., ) . . k R = kch’ycB'y - k—lcP7
reaccion homogénea irreversible, A + B k# C.
—1

R =Fkicay — k_icpy

b) El acarreador estd en exceso: ca, K Cp~.
) v 7 donde k} = kicp,

c) La especie permeante y el acarreador estan pre-

. .. R = ]{]162 — k,1CP
sentes en cantidades similares: c4y = cpy. Ay v

6.3 Escalamiento de las ecuaciones microscopicas

Para escalar los problemas microscopicos de las especies involucradas en los procesos de
transporte que ocurren en una membrana liquido soportada, a cada problema que rige la
conservacion de masa de las especies A, B y C se le aplica la metodologia presentada en los
capitulos anteriores.

Si la estructura porosa de la membrana liquido soporta presenta una disparidad de escalas,
es decir £, < 19 < min (L,,, L1, ), entonces de la Proposicion 4.1.1, la ecuaciéon macroscopica
no cerrada y local para cada una de las especies A, B y C resultan como sigue

Oeiry)?
ot

1 N .
= 8;1V : 6792'7 V(CZ'V)’y + W / Il,y,.iCifydA + VZ'<RA>’Y, 1= A, B y C (69)
A

YK

Con el fin de obtener un modelo escalado y practico de los procesos de transporte que ocurren
en una membrana liquido soportada, las desviaciones espaciales de las concentraciones de las
especies A, By C' que aparecen en la ec. (6.9), son determinadas a partir de los problemas
de cerradura cuasi-estacionarios, locales, periddicos.

Si la region representativa de la membrana liquido soportada, V', de longitud caracteris-
tica rg, es modelada como un medio poroso espacialmente periddico generado por la celda
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unitaria representativa {2, descrita por tres vectores unidireccionales 1, k = 1,2, 3, y de lon-
gitud caracteristica ¢ tal que ¢ < ro < min (L, La1,), ¢t = A, By C; L., y L, son las
longitudes caracteristicas de (c;y)” y V{c;)? respectivamente.

Si ademas el tiempo caracteristico adimensional para cada ¢;, satisface la restriccion de es-
- —1

2 ¥

E IRA .@’Y’Ltéiv

+ L <
gi'yACi'y g,Qy
resulta que el campo ¢, para i = A, By C esta definido por:

cala temporal | 1 ,i=A, By C, entonces de la Proposicion 2.2.8,

V- (2,Véy) = —viRa, en Q, (6.10a)
N, - 9i,Véi, = -, - 2,,V{(ciy)?, en la interfase -« (6.10b)
Gy (r) =¢Cy(r+1;), j=1,2,3 (6.10c)
(€))7 =0 (6.10d)

Las ecs. (6.10) para i = A, B y C conforman un sistema lineal acoplado de ecuaciones
diferenciales.

6.4 Desacoplamiento de los problemas de cerradura en
estado cuasi-estacionario

Los problemas de cerradura cuasi-estacionarios, ec. (6.10), para i = A, B y C conforman
un sistema no lineal acoplado de problemas de valores a la frontera. La formulaciéon integral
de la solucion del sistema se obtiene al aplicar la transformaciéon de desacoplamiento basada
en la especie t = A 0 B o C' y definida en la celda unitaria representativa de la membrana
liquido soportada, w;; : €2, — R para j = B y C, definida por:

Wij = Vj@ivcify - Vi@j’ycj’y (6].1)

Al restar el problema de cerradura para j, afectado por v; al problema de cerradura de i
multiplicado por —v;, para cada j = B y C, se tiene el siguiente problema de valores a la
frontera para las desviaciones espaciales de wj;

V2@ =0, en Q, (6.12a)

—n., - V0 = 0, V{(w;;)7, en A, (6.12b)
Wi (y +1e) =@ (v), k=1,2,3 (6.12¢)
(@i;)” =0 (6.12d)

La funcién de Green asociada al problema de valores a la frontera para w;; corresponde a
la funciéon de Green del operador de Laplace en €2, Gy2 : ©, x {0, — R, definida por
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V2Gy: (y:¥0) = 6 (y — yo), en 2, x Q, (6.13a)
—n., - VGy2 (y;y0) =0, en A, (6.13b)

Gyz (y +16¥0) =Gz (yiyo), k=1,2,3 (6.13c)
(Gy2)" =0 (6.13d)

Las restricciones de escala establecidas en la Seccién 6.3 permiten considerar a Vw;; como
constante dentro de la celda unitaria representativa, por lo que la soluciéon formal para w;;
en términos de la funcion de Green del operador de Laplace resulta como sigue

Gy (y) = byz (v) - Vi) (6.14)

donde by: : 2, — Rs,; es el vector de cerradura de Laplace definido por

by (y) = — / G (y;¥0) nye0dA (yo) (6.15)

Yo GAw{

Es importante destacar que la funcién de Green del operador de Laplace, dada por la
ec. (6.13), corresponde a la funciéon de Green cuasi-estacionaria de difusion, Gaigr,o, definida
por la ec.(3.26) para 2, = 1. Por consiguiente, el vector de cerradura esté relacionado con
el vector de cerradura cuasi-estacionario de difusion de acuerdo a byg2 = b, gift| =1

Al sustituir la expresion de @;;, ec. (6.14), en la ec. (6.11), se obtiene una expresion para ¢;,
en funcion de ¢;y y @;; para j = By C, de acuerdo a la siguiente expresion
. Vi DinCiny — Wij
Cjyg = ————— 6.16a
7 v; -@j ( )
o bien

Vi .@m B Vj -@i'y

Ciy = W—%Czw +bvz(y) - [Vig) — E

V{ciy)? (6.16b)
Sea ¢, € R, el vector-fila de concentraciones cuyas componentes son las concentraciones
de las especies presentes en la fase-y de la membrana liquido soportada, donde m es el
ntmero de especies involucradas en la reaccion. Por consiguiente ¢, € R,,x1 y (¢,)? € Ryxa
son los vectores de desviaciones espaciales y de promedio intrinseco de las concentraciones
respectivamente. De esta manera, la matriz jacobiana del vector de concentraciones promedio
corresponde al gradiente del vector de concentraciones promedio, es decir, J(c,)? = V(c,)? €
R;.x3. Si ademas definimos a D, € R,,x,, como la matriz diagonal de las difusividades de
las m especies involucradas en la reaccién y a como ve R,,«; el vector-fila de coeficientes

119



Helen Denise Lugo Méndez AT

estequiométricos, entonces se define al vector-fila v, -1 € R,»1 como: v, = D;ll/. De las
Y Y

definiciones de las variables vectoriales y matriciales enlistadas arriba, es posible expresar la

ec. (6.16a) en notacion matricial de acuerdo a la siguiente expresion

Cy = ’YV@Jléiw + <V<Cv>V N ij%lv@iv)v) by: (6.17)

Vi

La ec. (6.16a) o (6.17) indica que para conocer las desviaciones espaciales de la concentracion
para j # i, se debe resolver inicamente el problema de cerradura para ¢;, después de sustituir
Cj para j # i en las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccion, Ry4. Por lo que, el
problema de cerradura para la especie i resulta entonces como sigue

V - (2:,Vé) = —viRa (i, Vicin), V{e,)?), en Q, (
N, Zi,Vé, = -, - 2,,V{ciy)?, en la interfase -« (6.18b
Gy (r)=¢y(r+1), k=1,2,3 (6.18¢c
(6, =0 (6.18d

La sustitucion ¢;, para j # i en las desviaciones espaciales de la velocidad de reaccién
no lineal (en caso de serlo), R4, puede conducir a un problema de cerradura no lineal y
fuertemente acoplado a las ecuaciones de balance de masa promedio de las especies. Ademas,
dicha sustitucion no hace posible presentar una metodologia generalizada para el tratamiento
de problemas similares al presentado en este capitulo.

6.5 Término fuente no lineal

Para el Caso a), la velocidad de reaccion es lineal, ecs. (6.2), mientras que para los Casos b
y ¢ es un polinomio de grado 2, ecs. (6.7) y (6.8), es decir, es una funcion de dos variables
no lineal. Este hecho hace que las expresiones de las desviaciones espaciales de la velocidad
de reaccion para los Casos b) y ¢) sean también no-lineales.

Siguiendo lo establecido en la metodologia de este trabajo, para determinar una restriccion
generalizada que permita obtener un modelo promedio, practico y cerrado de transporte en
las membranas liquidas soportadas; e inspirados en lo establecido en la seccién 3.4, se usa
el teorema de Taylor para una funciéon multivariable. El enunciado de dicho teorema se
establece a continuacion

Teorema 6.5.1 (Férmula de Taylor para una velocidad de reaccién multivariable)

Sea R : R™ — R un campo escalar con sequndas derivadas parciales en una m-vecindad
By, ({(cy)?) ={cy, € R™ : ||c, — (c,)7]| = |[&,|| < r}. Entonces para toda c, € B ({(c,)7),
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. 1. -
Ry (C’y|x+)"y) = Ra({c,)7]x) + Ve, Ra ({e))]x) - C7|x+y7 + ﬁc’y|x+yyH(<C’y>7|X) C;F|x+yw + .

(6.19)
donde H € R,y es la matriz Hessiana de sequndas derivadas D;;R4 (c) evaluadas en
(cy)?. La forma cuadrdtica de la ec. (6.19) puede expresarse como

i=m j=m
N . . . O°R
&H (o)) e =303 et ()l (6.20)
— = Ociy0cjy
7j=1 j=1

Como las sequndas derivadas son continuas, D;;R = Dj;R, entonces el Hessiano es una
matriz simétrica.

Del Corolario 2.2.1, el promedio intrinseco de la expansion en series de Taylor de las desvia-
ciones espaciales de la velocidad, ec. (6.19), para ||¢,|| < r resulta como sigue

(Ra ()l = Ra (o)) + 3 (&M (e ) &)+ (6.21)

Las desviaciones espaciales de R se obtienen al restar la ec. (6.21) a la ec. (6.19),

1

Ba (¢ylers) = Ve, R ((03) )& ooy, + o7

(EH (e k&l = (&H (e ) el) ) +

(6.22)
A partir de un estimado de 6rdenes de magnitud de los términos que aparecen en la ec. (6.22),
resulta que los términos de orden superior se pueden despreciar siempre que ||c|| < ||{c)7]|.
A partir de la Proposicion 2.2.10, se tiene que dicha restriccién se satisface siempre que
Ve, Ra((ey)) |

ID,Ac|

espaciales y el promedio intrinseco de la velocidad de reacciéon de acuerdo a

g»y < ro K min{Lé, Lc} 1+

, permitiendo aproximar las desviaciones

RA (C'Y|X+Y’y) ~Ve, Ra ({c4)]x) - é'y’x—iryw (6.23a)
(Ra(cy))"|x ~Ra({cy)"]x) (6.23b)

Al sustituir la ec. (6.17) en la ec. (6.23a), se tiene que la aproximacion lineal de las desvia-
ciones espaciales de la velocidad esta dada por

Z
(V(cw)7 - V@;1V<c¢7>7> bw]

Ve, Ra((cy)) -

7

D,
Vcﬂ,RA (<C7>’y) <V<C,Y>’y — ZV@;IV@T»’Y)] . bvz (6.24)

A diferencia del problema de cerradura dado por la ecs.(2.44), esta aproximacion va a con-
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ducir a una ecuacion diferencial no homogénea para ¢;,.
En la Proposicion 6.5.2 se establecen las restricciones de escala a satisfacer para asumir el
problema de cerradura para ¢;, como cuasi-estacionario, local, periodico y lineal.

Tabla 6.2: Expresiones de los términos —D;lu Ve, Ra({cy)?) y Ve, Ra({(c,)7)-V(c,)? para
los casos de estudio.

Caso ap=D;'v- Ve, Ra((c,)) Ve, Ra ({e3)7) - Vie,)
k1 k1 k_y
a) (cay)T+—=—(cpy) 7 — ki(cy) V{cay)” + ki{cay) Viepy)? — k-1V{cey)?
D5 Day Dy
k¥ k_
b 1 _ 2t iV {ea)? — k_1V{ces )
) @Av @Cv 1 < A’y) 1 ( Cw>
k k_
c) 2_1<CA7>7 _ 1 2k1(cay) "V {cay)? — k_1V{(ccy)?
gAv 907

Proposicion 6.5.2 Sea V' una region representativa del medio poroso ¥ de longitud carac-
teristica ro, se supone como un medio poroso espacialmente periodico en la celda unitaria €2,
generada por tres vectores unidireccionales l;, i = 1,2,3, de longitud caracteristica £ < r.
Si el tiempo caracteristico tz, de las desviactones espaciales de la concentracion es lo su-
BIVe Ra e\ min (215,)
[D,A8,] Z

de escala asociada a los poros L, satisface la restriccion de escala de longitud £, < ry <
Ve, Ra((cy)) |

ID;Ac|

celda unitaria representativa, entonces el problema de cerradura para ¢;y es cuasi-estacionario,

ficientemente grande, tal que |1+ , la longitud

y la difusividad de la especie 1 es invariante en la

min{ Lz L.} | 1+

local, periddico, lineal y vdlida en cualquier parte de ¥ y estd dada por

Ve, + Ve, Ra((cy)7) - V5-1Ciy

v; @z
" 9, Ve, Ra((cy)) <V<C7>7 - ,VV@w_lv(Civ)V)] ~by2, en ), (6.25a)
—n,, - Vé, =1, -Vic,), en A, (6.25b)
éi’y (y + gk) = 62’7 (Y) , k=1,2,3 (625C)

(@) =0 (6.25d)

La restriccion de escala de longitud permite ademds aprozimar (R4 (c4))Y|x = Ra ({(c4)"]x),
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de tal manera que la ecuacion de balance de masa promedio para la especie i resulta como
stgue

O{ciy)" 1 .
o 2ol vl ety s o [ mddat) || sueRate)) 020
yeA'yK,

En la Tabla 6.2 se presentan las expresiones de =D 'v - Ve Ry ({c,)7) v Ve, Ra ({c,)7) -

V{c,)? para las tres expresiones de la velocidad de reaccién presentadas en la Tabla 6.1.

6.6 Solucién formal del problema de cerradura cuasi- esta-
cionario, local, peridédico y lineal

Para determinar la soluciéon formal del problema de cerradura cuasi- estacionario, local,
periddico y lineal para en términos de las funciones de Green, se identifica que la funcién de
Green asociada a este problema de cerradura corresponde a la funcion de Green

e de Laplace, Gyz, definida por la ec. (6.13), si se asume que el operador de la ec. (6.25a)
es el operador de difusion y el término V. R4 ({(c,)?)- ¢, como una fuente volumétrica.

e cuasi-estacionaria de reaccion, G 0, = Grx, definida por la ec. (327) para 2, =1y
R' =V Ra({c,)?) - vy-1, si se considera que el operador diferencial de la ec. (6.25a)
es el operador de difusién-reaccion.

Procediendo de manera analoga a la Seccion 3.4 y definiendo ap = Ve Ra ((c,)?) - vy, la
solucion formal para ¢;, en términos de los vectores de cerradura, estd dada por

6@'7 (Y) = bVQ—rxn (Y7 QR) : V<ci7>7
P,
Ve, Ra({c))7) <V<C~/>7 -

1

Vi
+ -
D;

V@.Y_lv<ci’)/>’y)] * SV2.rxn (Y7 OéR) (627>

donde by2_,y, : €2, — R es el vector de cerradura de difusién-reaccion asociado a la condicion
de frontera interfacial y esta definido por

B e (¥, ) = — / Grxa (3, ¥0) e (¥0) dA (v0) (6.28)

Yo eA'yn

V Sv2.rxn €8 el vector de cerradura relacionado con la fuente volumétrica y esté definido por

Svmmn (¥ ) = — / Gren (¥, 30) bz (¥0) dV (¥0) (6.20)

Yo EQ'Y
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Como el problema de cerradura es lineal, admite una tinica soluciéon no trivial y, por lo tanto,
es posible descomponer los vectores de cerradura by2_,yn ¥ Sv2.r4n COmMo la suma de un vector
de cerradura plenamente difusivo y otro reactivo, de acuerdo a

bz (¥, ap) =bv2 (y) + Ve, Ra ((c,)7) - Vg1 b (¥, ) (6.30a)
Sv2rxn (¥, ) =Sv2 (y) + Ve Ra ({c4)7) - V1S (y,ap) (6.30b)

donde by2 y by, son los vectores de cerradura que capturan la influencia de la condiciéon de
frontera interfacial sobre el transporte difusivo y reactivo de las especies en la celda unitaria
representativa. El vector byz se define en la ec.(6.15), mientras by, estad dado por

brxn (ya OéR) = / GV2 (Ya YO) bVQ—rxn (YO7 OéR) dV (YO) (631)

Y0oEQ,

Los vectores sy2 v S;, se definen como sigue

syz (y) = — / Gv2 (y,¥0) bv2 (yo) dV (yo) (6.32a)
YOGQ'«/
Sean (¥, (¢in)7) = / Gv2 (¥, ¥0) S92 (Yo, ) (6.32b)
yOEQ'y

Al comparar las ecs. (6.29) y (6.31), resulta que Sy2_,, ¥ by son iguales
SV2.rxn = brxn (633)

Después de realizar un poco de algebra, las desviaciones espaciales de la concentracion,
ec. (6.27), pueden también expresarse como sigue

Ei’Y (Y) - |:bV2—rxn - Vca,ng (<c7>7) V@;l SV2.rxn | ° V<Ch>7

Vi
+ g_mvc” Ra({ey)") - Sgoa V' ()7 (6.34)
Al sustituir las ecs. (6.30a) y(6.33) en la ec. (6.34), y reconociendo que de la regla de
la cadena para funciones multivariables se tiene que VR4 ({(c,)”) = Vc Ra ((c,)?) V(c,)7,
entonces la expresion del campo ¢, en términos inicamente de los vectores de cerradura by
v by2_4, resulta como

iy (¥) = bz (¥) - Vlew) + bl (v,00) VT Ra ((e5)) (6.3)

iy
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Esta ecuacion muestra claramente que el campo de las desviaciones espaciales de la concen-
tracion de la especie 7 es generado, por un lado, por su difusiéon y, por otro lado, por su
consumo y produccion de acuerdo al esquema de reaccion establecido en la ec. (6.1).

6.7 FEcuaciones de balance de masa cerradas

Para cerrar la ecuacion de balance de masa macroscopica para (c;,)?, se sustituye la ec.
(6.35) en la ec. (6.26) para asi obtener una ecuacion en términos de los coeficientes efectivos
de transporte, tal y como se muestra a continuacion

d(ciy)”
SN

= V- {e, [DieaV (i) + viKE VT Ra ((c,))] }
+ve Ra({e)), i=A, By C (6.36)

rxXn

donde Diie% es el coeficiente de difusividad efectiva para la especie i, y Kig' es el coeficiente

de reaccion efectiva, definidos respectivamente por

; 1
DU =0 |1+ 77 [ mc(¥) e (1) 4A() (6.37a)
VyEAw
rxXn 1
¥ [ )b 0)dA) (6.37h)
Y
yeA'ym

Considerando un sistema isotérmico y aplicando el método del promedio volumétrico, Ochoa
Tapia et al. [46] encontraron una ecuacién de conservacion para cada una de las especies
reaccionantes similar (ver ecs. 4.4, 4.8 y 4.9 de [46]) a la obtenida en esta seccion, ver
ec. (6.36). Haciendo la analogia con lo establecido en dicho articulo, la expresion del promedio
intrinseco del flux difusivo resulta estar dada por

(Ji)" = —&, [DieaV{cin)” + viKGEF VT Ra ((c,))] (6.38)

El primer término de esta ecuacion es un flux difusivo generado por la presencia de una fase
solida inerte en el medio poroso y el segundo es generado por la interaccion difusiva de las
especies reaccionantes. De la ec. 4-7 del trabajo de Ochoa Tapia et al. [46], por identificacion
se tiene la siguiente relacion: Y /71" Hyj - V(cjy)7 = 1K' VT R4 ({c,)7). De tal manera que
la ec. (6.36) puede entonces reescribirse como sigue

d{ciy)”
ot

£y = -V ()" +ve,Ra({c,))), i=A ByC (6.39)
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Para determinar los problemas de valores a la frontera que definen a los vectores de cerradura
by2 y by, se sustituye la expresion del campo ¢;, dado por la ec. (6.35), en el problema de
cerradura cuasi-estacionario para ¢, definido por la ec. (6.25), para asi obtener

V?by2 =0, en Q, (6.40a)

—n,, - Vby2 =n,, (6.40Db)

be: (y + 1) =bg: (y), k=1,2,3 (6.40¢)

(by2)” = (6.40d)

Vb + [DS' - Ve, Ra ((¢4)") | brxn = byzrxn, €n Q, (6.41a)
— - Vb =0, en A, (6.41Db)

b (¥ + 1i) =bpen (y), k=1,2,3 (6.41c)

(brxn)” =0 (6.41d)

El término fuente de la ecuacion diferencial para b, es el vector de cerradura byz_ .., que
esta a su vez definido por el siguiente problema de valores a la frontera

V2by2_rxn + [D;lu : Ve, Ra ({(€4)")]by2pxn = 0, en Q, (6.42a
—1n,, - Vby2,, =0, en A, (

By e (¥ + () =y (), k=1,2,3 (6.42¢

(by2pn)” =0 (6.42d

Las principales caracteristicas de las ecuaciones de balance de masa macroscopicas de las
especies involucradas en la reaccion, ec. (6.36) para ¢ = A, B y C, cerradas a partir de la
solucion formal de las desviaciones espaciales de la concentracion de la especie i, obtenidas a
partir de la combinacién de las funciones de Green difusiva y reactiva asociadas al problema
de cerradura local, periddico y lineal en estado cuasi estacionario, son las siguientes

1. Es una ecuaciéon expresada en términos de dos coeficientes de medio efectivos, uno
correspondiente a la difusion de la especie i y el otro a la difusion de todas las especies
que reaccionan y/o se consumen en la celda representativa de la membrana.

2. Es una ecuacion diferencial no lineal debido a que:

e El coeficiente de medio efectivo Kgg' es dependiente Ve R4 ((¢4)") V-1, mediante

la funcion de Green de reaccion.

e El término VR4 ({c,)7) es no lineal siempre la velocidad de reaccion sea no lineal
y diferente a un polinomio de grado 2.
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e La fuente reactiva, R4 ({c,)?), de la ecuaciéon de balance de masa promedio es no
lineal (siempre que la velocidad de reaccion sea no-lineal).

3. Su estructura difiere a la de su contraparte microscopica, por la presencia del término
de difusion de las especies consumidas y generadas en la reaccion.

4. Su solucion esta acoplada a la solucion de los problemas de cerradura.

En resumen, el modelo escalado para ¢ = A, By C en estado estacionario en un medio
poroso homogéneo, esta definido por:

V- {e, [DERV(cin) + v KV RA ((c)")]} + vieyRa ({c,)?) =0, en ¥ (6.43a)
(cay)” = (cay)d, en 07 (6.43b)

e’

(Cay)” = (cay)d, en 0 (6.43c¢)

s

donde 07, y 0%; representan las fronteras de entradas y salidas de la membrana respectiva-
mente. Este problema esté sujeto a las siguientes restricciones

(i) En estado estacionario, igualdad del flux difusivo no fickeano de la especie permeante
en las entradas y salidas de la membrana

(Ja)7 (Xe) *me = —(Ja)7 (Xs) " ng, Xe € 0% ¥ X5 € 0¥ (6.44)

(ii) La nulidad de los fluxes no fickeanos del acarreador y del complejo en las entradas y
salidas de la membrana para j = By C, es decir, n. - (J;)7 (xe) =0 = —n, - (J;)7 (x),
X, € 0V, y Xs € 0.

(iii) Principio de conservacion de cantidad total de acarreador, (c)s, contenida en la mem-
brana [43], la cual para este caso se expresa como

{e)u = /V [{eBy)" (%) + (cor)” ()] dV (%) (6.45)

Para una mezcla de tres componentes, como es el caso de este trabajo, bastan con estas 6
restricciones para asi tener cero grados de libertad.
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Conclusiones

En este trabajo se presenta la formulacion integral de la soluciéon de problemas de cerra-
dura, obtenidos de la aplicacion del método del promedio volumétrico, en el escalamiento del
transporte difusivo de una sola especie quimica que reacciona en la fase fluida que satura un
medio poroso rigido y homogéneo. El método del promedio volumétrico permite obtener el
modelo escalado, que en conjunto con la estimaciéon de 6rdenes de magnitud hacen posible
la identificacion de restricciones de escala de longitud y tiempo que limitan su aplicabilidad.
En algunos casos, estas limitaciones son demasiado restrictivas y su cumplimiento conduce
a una pérdida de informacién, que desvirtua la capacidad predictiva del modelo escalado.

En este trabajo, para determinar la formulacién integral de la solucién del problema de
cerradura con cinética no lineal en términos de funciones de Green que permite cerrar analiti-
camente el modelo escalado, se emplea el desarrollo en series de Taylor de la velocidad de
reaccion. La expansion en series de Taylor de la cinética se realiza a escala de la celda uni-
taria representativa y alrededor de la concentraciéon promedio evaluada en su centroide. En
este dominio, la concentracion y su gradiente pueden asumirse como constantes, es decir, en
cualquier punto de la celda unitaria la concentraciéon promedio es igual a la concentracion
promedio evaluada en el centroide. Esta proposicion de escalamiento se satisface siempre
que la longitud caracteristica de la celda sea mucho menor que la longitud caracteristica
asociada a los cambios importantes de la concentracién microscopica o a la de su derivada.
Sin embargo, para el transporte difusivo y reactivo, el cumplimiento de esta restriccién de
escala es necesaria més no suficiente para despreciar los términos de orden mayor que dos
de la serie Taylor de la velocidad de reacciéon. Para despreciar dichos términos es ademas
necesario que las desviaciones espaciales de la concentracién sean mucho menores que la
concentracion promedio en la celda unitaria. Para el problema de cerradura local, periédico,
cuasi-estacionario y lineal, dicha restriccion se cumple si la relacion entre la longitud caracte-
ristica de los poros y la de los cambios importantes es mucho menor que 1+ ®2, donde ® es el
modulo de Thiele de la cerradura que es una funciéon no trivial de la concentracion promedio.

A partir del problema de cerradura local, periddico, cuasi-estacionario, lineal y definido
en la celda unitaria representativa, se obtiene que la ecuaciéon de conservaciéon de masa en
la macroescala presenta una estructura aparentemente analoga a la de su contraparte mi-
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croscopica. Sin embargo, la semejanza solo aplica para la velocidad de reaccion, dado que,
el coeficiente efectivo de difusion-reaccion resulta ser una funcion de ®* = ¢*R’ ((u)7), la
cual, salvo para el caso de cinética lineal, es una funcién no lineal de la concentracion prome-
dio. La dependencia del coeficiente efectivo de difusion-reaccion con el modulo de Thiele de
cerradura es:

e por un lado, aproximada por una funcién tipo logistica que reproduce satisfactoria-
mente los resultados numéricos obtenidos en celdas unitarias cuadradas bi y tridimen-
sionales respectivamente, y

e por otro lado, descrita mediante expresiones analiticas obtenidas del uso de celdas de
Chang cilindricas y esféricas.

Al comparar los perfiles de las predicciones numéricas y analiticas del coeficiente efectivo
de difusion-reaccion, resulta que el uso de las celdas de Chang permite reproducir cualita-
tivamente la dependencia del moédulo de Thiele y de la porosidad del coeficiente efectivo
obtenido en las celdas unitarias periédicas y cuadradas. Sin embargo, para una misma
porosidad, los coeficientes efectivos analiticos sobreestiman aquellos obtenidos a partir de la
soluciéon numérica de la variable de cerradura. La desviaciéon méxima entre los coeficientes
efectivos de Chang y de la celda periddica cuadrada se obtienen en la zona en la que los efectos
difusivos y reactivos tienen la misma importancia, alcanzando hasta una desviacién maxima
de 18 % para una porosidad de 0.3. Para los valores extremos del moédulo de Thiele, es decir,
cuando la difusién o la reaccién dominan el proceso de transporte de la especie reactiva, las
desviaciones entre los coeficientes numéricos y analiticos es siempre menor que 4 % para las
porosidades de 0.3, 0.5 y 0.7. Como en resultados previos [44, 65, 45, 77, 78, 62, 37, 4], la
celda de Chang permite predecir con éxito los coeficientes de medio efectivo, indicando que la
condicion de periodicidad para el caso de celdas periddicas, y la condiciéon de Dirichlet para
el caso de la celda de Chang tiene poca influencia en la prediccion del coeficiente efectivo de
difusion-reacciéon, que es proporcional a la integral de area de las desviaciones espaciales de
la concentracion, cuando la difusiéon molecular o la reacciéon domina el transporte a escala
microscopica. Mientras que la influencia condicién de frontera en las entradas y salidas de la
celda unitaria representativa cobran mayor importancia en la zona de competencia entre la
difusion y la reaccion, que ocurre para moédulos de Thiele de cerradura entre 1 y 30 aproxi-
madamente.

La linearizacion de la velocidad de reacciéon para cerrar analiticamente la ecuacion de bal-
ance de masa escalada, permite ademéas descomponer descomponer el coeficiente efectivo
de difusion-reaccion como la suma de un coeficiente efectivo plenamente difusivo (conocido
como difusividad efectiva) y un coeficiente efectivo de difusion-reaccion. Esta descomposi-
cion, en conjunto con los resultados obtenidos, permite afirmar que bajo condiciones reactivas
(¢ # 0), el coeficiente efectivo de difusion-reaccion no es estrictamente igual a la difusividad
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efectiva. Para el caso de reaccion homogénea, la desviacion entre la difusividad efectiva
(¢ = 0) y el coeficiente efectivo de difusion reaccion (¢ # 0) se acrecienta considerablemente
conforme el moédulo de Thiele microscopico aumenta. Los coeficientes de medio efectivo de
difusion-reaccién en medios porosos, dependen entonces en general, de la microestructura,
asi como, de la naturaleza y la magnitud de la velocidad de reaccion, este resultado esta
en acuerdo por lo establecido en los trabajos de Wakao y col., Toei y col. y Park y col.,
Davdar y Sahimi, Valdés-Parada y col. |70, 66, 50, 13, 67|, entre otros. Sin embargo, para
las cinéticas evaluadas en este trabajo, para cualesquiera valores de porosidad y modulos
de Thiele microscopicos bajos, ¢ << 1, es razonable y practico aproximar el coeficiente
efectivo de difusion-reaccion por la difusividad efectiva. Esto significa que en estos casos,
no existen diferencias significativas entre la difusividad efectiva y el coeficiente efectivo de
difusion-reaccion. De tal manera que cuando el transporte de la especie reactiva en la fase
fluida del medio poroso es dominado por la difusién molecular, y los sistemas multifasicos
satisfacen las restricciones de escala y tiempo identificados en este trabajo, se puede afirmar
que el modelo escalado tiene un parecido vis-a-vis con el modelo a escala del poro, lo cual es
consistente con los resultados de Garcia-Ochoa y col. [20].

Con el fin de evaluar la capacidad predictiva del modelo escalado usando el coeficiente efec-
tivo de difusién-reaccion asociado a la celda periddica cuadrada y a la celda de Chang, se
comparan los perfiles de concentracion promedio derivados de este modelo con aquellos que
resultan de las simulaciones a escala del poro de un medio poroso bidimensional que consiste
en un arreglo ordenado de cuadrados y cilindros en linea. Las comparaciones se basan en un
analisis paramétrico del % Error del modelo escaldo con respecto al DNS considerando los
siguientes parametros:

e tipo de cinética de reacciéon: primer orden, segundo orden y de Michaelis-Menten;
e porosidad, €,;
e modulo de Thiele macroscopico, ¢y = No;

e tipo de condicion de frontera (periddica y no periodica) del campo de desviaciones
espaciales de la concentracion en la celda unitaria, modelada como una celda cuadrada
(condicion de periodicidad) y una de Chang (condicion tipo Dirichlet homogénea);

e nimero de celdas unitarias que conforman el medio poroso macroscépico bidimensional,
N, modelado como un medio poroso espacialmente periddico; y

e niimero de celdas que conforman el volumen representativo, n.

Una vez realizado el analisis paramétrico presentado en el capitulo de Resultados y Discusion,
para establecer la capacidad predictiva del modelo macroscoépico, se determina:
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1. el error maximo para cada una de las posibles combinaciones de parametros, ver Tablas
F.1,F2y F.3;

2. el namero de celdas del volumen representativo que minimiza el error maximo para
una cinética, porosidad, médulo de Thiele, y valor de N dados, tanto para la celda
periddica cuadrada como para la celda de Chang;

3. la celda que minimiza los errores de punto 2; y

4. la capacidad predictiva de modelo escalado con base en la escala de criticidad presen-
tada en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3: Escala de criticidad para evaluar la capacidad predictiva del modelo escalado.

% Error< 10% Excelente
10% <% Error< 20% Buena
20% <% Error< 30% Regular

% Error> 30% Mala

Las Tablas 6.4, 6.5 y 6.6 corresponden a las matrices de criticidad de la capacidad predic-
tiva del modelo escalado para las cinéticas de primer orden, segundo orden y de Michaelis-
Menten. De estas matrices se puede apreciar que para las cinéticas evaluadas en este trabajo
y ¢ < 10, el modelo escalado asociado a la celda periédica cuadrada es el que mejor re-
produce las concentraciones promedio del DNS para un volumen representativo conformado
por 2 o 3 celdas.

Conforme ¢,; > 10, el modelo escalado en conjunto con la celda cuadrada periddica pierde
capacidad predictiva para N = 100, mientras que para N = 200 y 400 es el que presenta
menor % Error respecto a las concentraciones promedio obtenidas del DNS en volumenes
representativos de 2 o 3 celdas para el caso de la cinética lineal y de Michaelis-Menten, y de
2 para la de segundo orden. Para las cinéticas, N = 100 y e, = 0.3, 0.5 o0 0.7, el modelo
escalado asociado a la celda de Chang es el que mejor predice la concentracién promedio
determinada en voliimenes representativos de 2 o 3 celdas. Sin embargo, en este caso la
capacidad predictiva de esta combinacion es regular para e, = 0.5 0 0.7, para la cinética de
primer orden y de Michaelis-Menten,y es excelente para la de segundo orden para todos los
casos considerados en este trabajo.

Si la reaccion domina el proceso de transporte, el modelo escalado no permite reproducir
de manera aceptable la concentracion promedio obtenida del DNS en ningiin volumen rep-
resentativo considerado en este trabajo, tanto para la cinética lineal como la de Michaelis-
Menten. Sin embargo, para la cinética de segundo orden, el modelo escalado, ya sea con la
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celda periodica cuadrada o con la celda de Chang permite reproducir satisfactoriamente las
concentraciones promedio del DNS en voltumenes representativos de 2 o 3 celdas.

Tabla 6.4: Matriz de criticidad de la capacidad predictiva del modelo escalado para una
cinética de primer orden.

ey =0.3 €y =0.5 ey =0.7

oM N 100 200 400 100 200 400 100 200 400

% Error

1 Celda
n

% Error

5) Celda
n

% Error

10 Celda
n

% Error 16.690 12.034 19.159 16.079

50 Celda P P
n 2 3

% Error 16.451

100 Celda C

n 3

Modelo escalado con el coeficiente de difusion-reaccion asociado a la celda periddica cuadrada (P)
y a la celda de cilindrica de Chang (C).

Al aumentar el modulo de Thiele macroscépico, los volimenes representativos de 2 o 3
celdas permiten extender la zona de cambios importantes de la concentracion y, por lo tanto,
el cumplimiento de las restricciones de escala requeridas para la validez del modelo escalado
se ve favorecido. El modelo desarrollado en este trabajo tiene una excelente capacidad
predictiva para ¢); < 10 y una mala capacidad predictiva para ¢,; > 100, para la cinética
de primer orden y de Michaelis-Menten; mientras que para una reacciéon de segundo orden
siempre es excelente para cualquier combinacion de parametros. Esto se debe esencialmente
a que la reaccion de segundo orden es mucho mas lenta que la de primer orden y la de
Michaelis-Menten. Estos resultados muestran que tanto la velocidad de reaccién como la
la geometria de la celda tienen gran influencia sobre las predicciones. Por otra parte, para
el caso de reacciones rapidas, los cambios importantes ocurren en una zona muy estrecha
y cercana a la frontera de entradas y salidas del medio poroso, las restricciones de escala
de tiempo y longitud se vuelven imposibles de satisfacer y, por lo tanto, es recomendable
implementar el modelado hibrido segin lo sugerido por Battiato y col. [§].
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A\

Tabla 6.5: Matriz de criticidad de la capacidad predictiva del modelo escalado para una
cinética de segundo orden.

Pum

N

ey =0.3

€y =0.5

ey =0.7

1

% Error
Celda
n

% Error
Celda

n

10

% Error
Celda
n

20

% Error
Celda
n

100

% Error
Celda
n

100

200

400

100

200

400

100

200

400

Modelo escalado con el coeficiente de difusion-reaccion asociado a la celda periddica cuadrada (P)

y a la celda de cilindrica de Chang (C).

Tabla 6.6: Matriz de criticidad de la capacidad predictiva del modelo escalado para una
cinética de Michaelis-Menten.

Pum

N

ey =0.3

€y =0.5

ey =0.7

% Error
Celda
n

% Error
Celda

n

10

% Error
Celda
n

20

% Error
Celda
n

100

% Error
Celda
n

100

200

16.434 11.967

P

2
18.262

C

3

400

P
3

100

200

18.988 16.034

P
%

400

P
3

100

14.663
C
3

200

400

Modelo escalado con el coeficiente de difusion-reaccion asociado a la celda periddica cuadrada (P)

y a la celda de cilindrica de Chang (C).
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Apéndice A

Formulacion integral de la solucion de un
problema de valores a la frontera en
términos de funciones de Green

Los cientificos e ingenieros usan frecuentemente ecuaciones diferenciales (ordinarias o par-
ciales) para describir el comportamiento de un sistema. Para resolver las ecuaciones diferen-
ciales con términos fuentes lineales o no lineales con condiciones de frontera y/o iniciales,
se cuenta con la poderosa teoria de las funciones de Green, utilizada por primera vez por
George Green en 1828 en sus trabajos de electromagnetismo. Mateméaticamente, la funcién
de Green es la funcion Kernel que define un operador integral, el cual representa el inverso
de un operador diferencial dado. De tal forma que si conocemos la funcién de Green de
un problema, la soluciéon formal de dicho problema puede expresarse como una combinaciéon
lineal de integrales que involucran la funciéon de Green y los términos no homogéneos del
problema. Una de las principales ventajas del uso de la funciéon de Green, independiente
del término fuente de la ecuacion diferencial, es que si conocemos dicha funcién, podemos
conocer automaticamente la respuesta del sistema a una funcion fuente arbitraria. Otra de
las ventajas de esta teoria es la formulacion integral de la solucién de una ecuaciéon diferen-
cia, permitiendo un mejor manejo numérico. Fisicamente, la funcién de Green representa la
respuesta de un sistema en un punto X al tiempo ¢, a fuente unitaria aplicada en el punto x,
al tiempo ty (t > to).
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A.1 Problema de valores a la frontera con condicién ini-
cial
Consideremos un problema de la forma:

Ecuacién diferencial: Zu = f, x € Q, t >0 (A.1)
Condiciondes de frontera: %B;u = g;, x € Ay, t >0 (A.2)

Condicién inicial: fTu=h, x € Q, t=0

donde .Z =0/0t +%p v Zp es un operador lineal diferencial y espacial, es una region suave
y acotada de R" encerrada por las superficies cerradas y suaves a trozos Ay;, tales que

n
0Q = |J Ay;. La condicién de frontera y la condicion inicial son tales que el problema de

=1
valores a la frontera dado por la ec. A.1 tiene una tnica solucion.
El espacio vectorial donde las funciones soluciéon del problema dado por la ec. A.1 viven,
en caso de existir, es el espacio L? (2 x (0,00)). Este es el espacio de funciones u : Q x

(0,00) — R cuadrado integrables en €2 x (0, 00), esto es

/ / u2dVdt < oo
0 JQ

En este espacio, el producto interno entre dos funciones y del espacio se define como

mmziméwww (A4)

Por lo que, la norma de este espacio, inducida por la ec. A.4, estd dada por

Hw:mwmz/‘/ﬁwm (A.5)
0 Q

Las ecuaciones diferenciales que describen el proceso de transporte de una propiedad son
en muchos casos, ecuaciones diferenciales de segundo orden. En este caso, el dominio del
operador %) es el conjunto de funciones u en L? (2 x (0,00)) que tienen segundas derivadas
espaciales, cuadrado integrables y continuas a pedazos. Ademas, las funciones u deben ser
tales que en la frontera 0f), exista una relacion lineal estas y su derivada normal. El dominio
del operador temporal /9t es el conjunto de funciones u en L? (Q x (0, 00)) tales que du /0t
es cuadrado integrable y continua a pedazos.
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A.2 Operador adjunto y su férmula de Green

Sea un operador diferencial lineal, para obtener su operador adjunto asociado .Z *, tomemos
el producto interno de v y Zu, tal y como se defini6 en la ec. A.4 (Greenberg, 1971).
Sucesivas integraciones por partes conducen a

(v, Lu) = (L *v,u) — F (u,v) (A.6)

donde es un término de frontera.

La integracion por partes en R™ consiste en aplicar adecuadamente las identidades de
Green, dadas por

Primera identidad de Green:

/ (uV?v + Vo - Vu) dV = / uw(Vv-n)-ndS (A7)
Q o0

Segunda identidad de Green:

/ (uV?v —vV?u) dV = / (uVv —ovVu) - ndS (A.8)
Q o0

donde n es el vector normal unitario exterior a 0f). Se dice que el operador £ es auto-
adjunto si .Z = .Z *. En diversos libros relacionados con ecuaciones diferenciales, al resultado
Lp(ZL *v,u) — (v, Lu) = F (u,v) se le conoce como formula de Green. En la Tabla A.2
se presentan algunos operadores diferenciales espaciales simples, su adjunto y su formula de
Green asociada.

La formula de Green asociada al operador

L =0/0t + %L

de la ecuacion diferencial del problema dado por la ec. A.1 esta dada por

tr ty
/ / [ul v —vLu]dVdt = — uv|if + / fo (u,v) - ndAdt (A.9)
t; Q t; o0

donde fp es el integrando del término de frontera, que es el resultado de la formula de
Green para el operador espacial, es decir [, (u.Lpv —vZpu)dV = [, fp (u,v) -ndA. Por
ejemplo, el operador transitorio de difusiéon con reaccién quimica homogénea de primer orden
es Ly = 0/0t —2,V?+k, su operador adjunto es Ly =—0/0t — 2,V*+k, y su formula
de Green asociada es
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A\

Tabla A.1: Adjuntos de algunos operadores diferenciales simples y sus formulas de Green

Operador | Operador adjunto Formula de Green

(ZL*v,u) — (u, L)

/ot ~8/0t 2 (ot ) dt =

—uw|?
t1 ot - t1

V2 \%& Jo (V0 —oV2u)dV =
Jo0, (WVv —vVu) - ndS

a-V —V - (a) Jo [-uV - (av) —ua - Vvl dV =
— Joqavu - ndS

tr
/ / (wlyiv — 0Ly pu) dVdt = — uv|t / /89 (uVv —ovVu) - ndAdt (A.10)

El operador transitorio de dispersion es Ly, = 9/0t — 2,V?+ v -V, donde v es el campo

de velocidad del fluido, su aperado adjunto es £, = —0/0t —2,V> =V -(v) y su formula
de Green esta dada por

ty ty
/ / (uLyiyv — VL pu) AVdt = — uv|:f + / / [(uVv —vVu) — vuv] - ndAdt
t Ja t. Joq

(A.11)
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A.3 La funcion de Green y sus propiedades

La funcion de Green G : (2 x [0,00)) x (2 x [0,00)) — R, asociada al problema dado por
la ec. A.1, esta definida por el siguiente problema

LG (Xt X0, 1) =0 (x —%0) 0 (t — o), x€Q, t>0 (A.12)
B, G (X, t; Xo,to) =0, x€ Afi, t>0 (A13)
IG (x,t;%x0,t0) =0, x€Q, t=0 (A.14)

donde ¢ es la funcion delta de Dirac y ABpy; es un operador diferencial lineal de superficie
que impone condiciones de frontera homogéneas de la funciéon de Green como funciéon de x
en 0N). De acuerdo a Roach (1982), estas condiciones de frontera deben asegurar que los
términos que involucren condiciones de frontera de u no especificadas, se anulen en la formula
de Green para el operador .Z aplicada a la funcion incognita uy a la funcion de Green G.

La funcién de Green es la respuesta en x al tiempo ¢ debida a una fuente concentrada en
X al tiempo t5. De esta manera, del principio de causalidad, que establece que un evento
no puede preceder su causa, se tiene que la funcién de Green sera cero antes que la fuente
actie, esto es

G (x,t;x0,t9) = 0, para t < tg (A.15)

La funcién de Green
G (X7 ta X0, tO)

depende solamente del tiempo después del cual la fuente ocurre. De la ec. (A.11), puede
notarse que la funciéon de Green es la respuesta debida a una fuente concentrada en x = xq
alT =0, donde T =t — ty es el tiempo transcurrido desde que la fuente actiia. Esta es la
propiedad de translacion,

G(X,t;Xo,to) =G (X,t; —t()X0,0) <A16)

Para poder expresar una formulacién integral de la solucién del problema dado por la
ec. A.1 en términos de la funciéon de Green, es necesario demostrar la propiedad de recipro-
cidad de la funcion de Green. Haberman (ver capitulo 11, 2004) establece las bases de la
demostracion de esta propiedad. Esta propiedad establece que intercambiar la posiciéon de
la actuacion de la fuente con la posicién de respuesta (o viceversa) no tiene efecto, siempre
que el tiempo transcurrido desde que la fuente actiie sea el mismo, esto es

G (x1,t1;X0, to) = G (X0, t1; X1, o) (A.17)
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A.4 Formulacion integral de la soluciéon en términos de

la funcion de Green

Para obtener la formulaciéon integral de la soluciéon del problema dado por la ec. A.1 se usa
la formula de Green asociada al operador en cuestion, la propiedad de reciprocidad de la
funciéon de Green y las propiedades de la funcién delta de Dirac, obteniendo

w(x, ) = / /Q G (x,t:%0,1) f (%0, t0) dVidto (A.18)
0

s

~
contribucién del término no-homogéneo de la ED

+ / G (X7 tv X, 0) u (X07 O) d%dto
Q

/

vV
contribucién de la condicién inicial

+Z/ B i {u(xo,t0)} 9 {G (x,t;X0,t0)} - nodAgdty

Ag;

J/

TV
contribucién de las condiciones de frontera

De la ec. A.18 se puede observar que, la funciéon de Green permite reflejar la influencia del
término no-homogéneo de la ecuacion diferencial, de la condicién inicial y de las condiciones
de frontera no-homogéneas en la solucion del problema dado por la ec. A.1.
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Apéndice B

Construccion de la funcién de Green de
un problema de Sturm-Liouville con
condiciones de frontera de tipo Robin
(tercer tipo)

Consideremos el operador diferencial lineal L = ﬁ [p (x) %] + ¢ (x), y el siguiente problema
de valores a la frontera

@5 @@ = s @ v @y (B.12)
MIZ_Z (a) + ou(a) = f, (B.1Db)

u(b) =0 (B.1c)

Sean vy y vy las soluciones linealmente independientes (W {v1,v2} # 0) de la ecuacion dife-
rencial homogénea asociada a la ec. (B.1a), L{v(z)} =0, = € (a,b). Las funciones v; y vy
son dos veces continuamente diferenciables en (a, b).

Sea h : (a,b) — R definida por

h(z) = vy (x) /v1 (o) f (xo) dxg — vy () /vg (o) f (xg) dxg (B.2)
Derivando h tenemos que
W (5) = (2) [ 01 o0) £ ) o = 01 2) [ o () f (o) (B.3)
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Entonces

T

A ICFEAEE / o o) £ o) = - | (o) | [ v o) £ )

—p (z) [ty (2) v2 () — o1 (2) 03 ()] f (o) (B4)
Como las funciones v; y v, satisfacen L {v; (z)} = 0, entonces - [p (z) &%] = —¢ () v;, para

i = 1,2, y reconociendo que v} (x) vy () — vy (x) vh () = W {vy (z), vz ()} = Wia (),

& @G r@n @ = W (B:5)
Por otro lado, se tiene que
& @) War (@] = L (@) 0] () 2 ) — p () ) )]
= 0 (2) A [p () ()] + p ()0} () )
01 ) ()l ()] — p ) () 4 (2)
= (@) ()12 ) + ) 1 () ()
—0 (B.6)
Como - [p (z) Wia (z)] = 0 se puede concluir que
p(x) Wi () = K, K €R (B.7)

Al sustuir la ecuacion anterior en la ec. (B.8), y al dividirla por K se obtiene

@t ()] 0P s (B5)
De esta manera, la soluciéon general a la ec. (B.1a) es
1mw:—/H@@@ﬂ%m%+qm@yuwﬂ@ (B.9)
donde 1
H (z,z0) = % [v1 (x) va (z0) — Vo (x) vy (20)] (B.10)
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Usando la Regla de Leibintz y reconociendo que H (x,z) = 0, la derivada de u resulta estar
dada por

[ OH
— % (

a

u (z) = x,70) [ (x0) dxg + c1v] (z) + cov) () (B.11)

De las condiciones de frontera dadas por las ec.(B.1b) y (B.1c), se puede escribir

(a1 (@) + orvr (@)] er + vy (@) + o102 (a)] e2 = fa (B.12a)
b
vy (b) 1 +v2(b) o = /H (b, o) f (x0) dxg (B.12b)

El determinante del sistema lineal de ecuaciones, ec. (B.12) es
D =y [v} (a) vz (b) — vy (a) v1 (b)] + o1 [v1 (@) v2 (b) — w2 (@) 01 ()] (B.13)
De acuerdo al método de Cramer para determinar la soluciéon de un sistema de ecuaciones

lineales siempre que D # 0, se tiene que

Dcy = fave (b) — [0 (a) + o109 (a)] /H (b, o) f (o) dxg (B.14a)

a

b
Dey = — fou1 (b) + [0 (a) + oqv; (a)] /H (b, zo) f (x0) dxg (B.14b)

a

Sustituyendo el valor de las constantes ¢; y ¢y en la ec. (B.9)
Du(e) =~ [ DH (,20) f (a0) day

- / {11 [v1 () w3 (@) — v (2) vy (@)] + 01 [v1 () v2 (@) = v (x) 01 (@)1} H (b, o) f (o) dxo

b
- / {p [o1 (2) v (@) = v (2) V) ()] + 01 [or (2) v2 () = w2 (2) vy (a)]} H (b, 20) f (0) divg

+ falvr () v2 (b) — vz () v1 (b)]
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Realizando un poco de algebra, es posible encontrar la expresion de la funcion de Green

(

{1 [V} (@) vy (z0) — V4 (a) v1 (w0)] + o1 [v1 (@) va (z0) — v (a) vy (70)]}
G (x,x9) = b X [v1 (2) va2 (b) — vz () v (B)], o<
{p [V (@) ve (2) — b (@) vy (z)] + o1 [v1 (a) v () — va (a) vy (2)]}

KD
X [v1 (xg) vo (b) — vy (xg) v1 (D)], xr < 1

Si definimos

p
/

[V} (@) vz (20) — v5 (@) vy (w0)]
1 X (v (x) vy (b) —vg (x)v1 ()] a9 <z
G (z,00) = ——= (B.15a)
B @ @) - v (@) (@)
| % [v1 (z0) V2 (b) — v2 (xg) v1 (b)] 2 < g

[v1 (@) v2 (T0) — v2 (@) vy (70)]
1 X (v (x) vy (b) —vg (x)v1 ()] a9 <z
Gy, (T, 20) = ——= (B.15Db)
KD (o (@) vp (@) = 03 (a) vy ()

| % [v1 (z0) Vo (b) — va (xg) v1 (B)] 2 < g

La solucion formal del problema de valores a la frontera, dado por la ec.(B.1), en términos
de la funcién de Green es

b
p(a
u(z) = /G (z,70) f (z0) dxo — #faG,u,l (x,a) (B.16)
1
La soluciéon formal en términos de las funciones de Green G, y G,

b b
u(zr) =0y /GU1 (x,0) f (o) dro + 11 / Gy (z,20) f (20) dag — Z%jfaGu1 (r,a) (B.17)

1
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Apéndice C

Celda cilindrica de Chang

C.1 Series de Fourier en cosmf y sinmf

El desarrollo en series de Fourier en cosm# y sinmf de una funcion w : [a, b] X [—-7, 7] — R,
se obtiene al tomar su transformada finita de Fourier

™

1
Ay (1) = ;/w (r,0) cos mOdl (C.1a)
buwm (1) = l/w (r,0) sinmfdf (C.1b)
s

—T

La expansion en series de Fourier de w es

w(r,0) aw 0 —|— au, m (1) cosme + by, ., (1) sin ma) (C.2)

C.1.1 Transformada finita de Fourier del Laplaciano

La expresion del Laplaciano de la funcion w = w (r, 0) en coordenadas esféricas es

10 [ ow 1 0%w
V2w = —— (TW) —+ EW (C3)

Al aplicar la transformada finita de Fourier dada por la ec. (C.1a), al intercambiar el orden
de integracion, al integrar dos veces por partes en 6 el término diferencial de 6 y al considerar
la periodicidad de la funciéon w y de su primera derivada en 6, se tiene que

1d day, m Ay m
e ) ©4)
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De manera analoga se obtiene

by2um (1) = li (Tdbw’m) — m2bw—’m

~rdr dr r2
C.1.2 Problema de valores a la frontera
Consideremos el siguiente problema de valores a la frontera

V2w — o*w = —F en la fase-y

n,. - Vw + fw = —g, en la interfase v-x

w = 0, en las entradas y salidas

En coordenadas cilindricas, el problema se escribe como sigue

ror TW rZ 002
ow
E(aﬁ)%—ﬁw(&,@) =g0), r=a, 0 €(—m,m)

w(b,0) =0, r==b, 0¢€(—mm)

2
L9 ( 8w) + 10w —a*w = —F, (r,0) € (a,b) x (—m,7)

(C.6a)
(C.6Db)
(C.6¢)

Al tomar la transformada finita de Fourier, dada por la ec. (C.1), al problema de valores

a la frontera anterior, y haciendo uso de la ec. (C.4) y ec. (C.5), se obtienen los siguientes

problemas

dr dr

,
Uy (@) + Bawm (@) =
Qwm (D)

g7m

a
0

dr dr

r

Vo (@) + Bbum (a)
D (b) = 0

bgam

d d 2
(r aw’m> — (E + a2r) A = —TApm, T € (a,b) ym >0,

d db 2
el (7’ “”m> — (ﬂ + a2r> bwm = —Trbpm, 7 € (a,b) ym>1,

(C.8a)

(C.8b)
(C.8¢)
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Las soluciones formales en términos de las funciones de Green gg,, vy gam son

b

Aw,m (T) = / [6gﬁm (Ta TO) + 9dm (T7 TO)] AFm (TO) TOdTO — Qg mGdm (7"7 a) (Cloa)

a
b

bu,m (1) = / [B9sm (7,70) + Gam (7,70)] brm (r0) Todro — abg mGam (1, @) (C.10Db)

a
donde gs,, ¥ gam son funciones de Green dadas por las siguientes expresiones

(

[Ui,m (@) vam (ro) = Vg, (@) V1 (7‘0)}
1 X [U1,m (1) Va,m (b) = Vagn (1) V1m (D)] 70 <7
Gam (1,70) = — (C.11a)
Bom Do 01 1 (@) v (1) = v (@) 01,0 (1)
L X [01m (10) v2,m (b) = vam (o) v1m (B)] 7 <7
[ (01 (@) V2 (10) = V2 (0) 01, (10)]
1 X [U1m () Vom (b) — Vom (T) v1m (B)] 10 <7
gpm (1,10) = — (C.11b)
BB o (0) v (r) = o (0) V1 ()]
| X [V1,m (70) V2m (D) — Vo (ro) v1m (B)] 7 < 1o
donde
Ky = rWo {vm1 (1), ma (1)} = constante (C.11c)
Dy = [h (@) V2, (b) = V), (@) V1 (D)] + B[00, (@) V2, (D) = V2m (@) V1 (D)]
(C.114d)
La EDO homogénea asociada a las ec. (C.8a) y (C.9a) es
rd% (TCZ)—?) - (m2 + a2r2) Uy =0, 7 € (a,b) ym >0 (C.12)

Casoa: =0
Si a =0, la ec. (C.12) es una ecuaciéon de Cauchy-Euler cuya solucion es una combinacion
lineal de las siguientes funciones linealmente independientes

Um,1 (r) =7" (C.13a)
U2 (r) =1~ (C.13b)
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El Wronskiano de las funciones vy, 1 ¥ U2 €s
Win {1 (), Um2 (1)} = U1 (1) U;n,2 (1) — U2 (1) U:n,l (r) = —2mr~* (C.14)

Caso b: a #0

Para este caso, sea vy, (r) = hy, (ar), de donde v/, (r) = ah!, (ar) y v/ (r) = &*B” (ar); de
tal manera que como r # 0, la ec.(D.14) resulta ser una ecuacion de Bessel modificada para
hm (aur)

(ar)® 1l (ar) + (ar) B, (ar) — [m?® + (ar)?] by (ar) =0, 7 € (a,0) ym >0 (C.15)

cuyas soluciones linealmente independientes son las funciones de Bessel modificadas, también
conocidas como funciones de Bessel hiperbolicas, de primera y segunda especie de orden m,
I, (ar) y K, (ar). Asi, las soluciones a la ec.(C.12) son

Umia (1) = I (ar) (C.16a)
Um2a (1) = K (ar) (C.16b)

Las relaciones de recurrencia que estas funciones satisfacen para v € R son

%L, (ar) = I, (ar) — L,y (ar) (C.17a)
2ol (ar) = 1,1 (ar) + L1 (ar) (C.17Db)
—%K,, (ar) = K1 (ar) — Ko (ar) (C.18a)
—2aK,, (ar) = K, (ar) + K, 11 (ar) (C.18b)

L (ar) Ko (ar) + Lss (ar) K, (ar) — i (C.19)
L, (ar) K, (ar) — I, (ar) K, (ar) = i (C.19Db)

El Wronskiano de las funciones vy, 10 Y Um,2a €S

Wina {Vmia (1) s Vm2a (1)} = Um1a (1) U7/n,2a (1) = Vm2a (1) /U;l,la (r)
= Wia {Im (ar), K, (ar)} (C.20)
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Construccion de la funcion de Green del problema de valores a la frontera

Por un lado, los resultados de sustituir las funciones ag, y bpm, definidas por laec. (C.1), en
las expresiones de @y m ¥ bwm, dadas por la ec. (C.10), y de realizar un cambio de orden de
integracion, se sustituyen en la expansion en series de Fourier de w, ec. (C.2). La expresion
de w resulta estar dada por

™

T b
w(r,0) = //F(TO,GO)G(T,G;T’O,QO) rodrodfy — a/g(@o)G(r,G;a,Go) dby (C.21)

—T a —Tr

donde G (1, 0;19,06p) es la funcion de Green bidimensional definida por

1 1
G (r,0;19,6p) = — Z [Bgpm (1,70) + Gam (1, 70)] (5 + cos mé cos mby + sin m# sin mQO)
T
n=0
(C.22)
C.2 Soluciéon a los problemas de cerradura
C.2.1 Problema de cerradura para b
El problema de cerradura para b, en la celda cilindrica de Chang es
10 ( 0b, 1 9%b,
— — — 2
- (T8r>+r2 502 0, (r,0) € (a,b) X (—m, ) (C.23a)
b
% (a,0) = —cosb, 0 € (—m,m) (C.23b)
b, (b,0) =0, 0 (—m,m) (C.23c)
La soluciéon formal a este problema de cerradura es
by (1r,0) = a/G (r,0; a,0y) cos Gydby (C.24)

Comparando este problema con el problema dado por la ec. (C.6), tenemos quea =0= 'y
F (r,0) = 0. La n-ésima funcion de Green para los problemas de Sturm-Liouville en direccion
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radial para ay, », ¥ bp, m €S

2n 2n
+ 2n _ .2n
] s

n
7‘0 s

1
7’LCL2n+1 + (7’L + 1) b2n+1

Gam (1,70) = — (C.25)

2 2] e
' T’O

En este caso los problemas de valores a la frontera que permiten determinar las funciones
Qwnm Y Dwnm (ver ec. (D.10a) y (D.11a)) son homogéneos para n € ZT — {1} y m € IN
(teniendo como tnica solucion la solucion trivial). El tnico caso en el que los problemas no
son homogéneos es paran =1y m = 0. De esta manera, la funciéon de Green del problema
de cerradura resulta ser

3
G (r,0;70,00) = 91 (r,70) cos by cos O (C.26)

Asi, la expresion de bp es

bo (r,6) = —3 (1 - 5”) (bg _27”3) cos 6 (C.27)

3 — &y T

Problema de cerradura para by y bpgr

El problema de cerradura para br en la celda esférica de Chang esta dado

2
L9 (rQabR) + L 9 (sin@abR> + L 9br _ o*br =0, (r,0) € (a,b) x (0,7)

r20r or r2sin 0 90 ol r2sin? 6 0¢?
(C.28a)
ow
Ee (a,0) = —cosf (C.28Db)
w(b,0) =0 (C.28¢)
donde
.@Ayk‘,l + .@p,),/{}f
= C.29
“ \/ D Doy (C-29)

De la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, se tiene que todas las
funciones @y nm Y bwnm son nulas, excepto para n = 1, de tal forma que la solucién formal
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es
br (r,0) = a* / Go (1,0;a,0y) cos by sin 6ydby

0

donde

3
Ga (7“7 0;ro, 90) = Egal (7“, 7‘0) cos 6y cos 8

Finalmente la expresion de by es

br (r,0) = a*ga1 (r,a) cos

(C.30)

(C.31)

(C.32)
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Apéndice D

Celda esférica de Chang

D.1 Series de Fourier en P (cosf) cosm¢ y P (cosf) sin me

El desarrollo en series de Fourier en P! (cosf)cosme¢ y P (cosf)sinme de una funcion
w : [a,b] x [0,7] x [0,27] — R, se obtiene al tomar su transformada finita de Fourier

(2n+1) //
Ay, (T) = o n—i—m r,0,¢) P (cos @) cos mesin OdOd¢ (D.1a)
b () 2+ / / 8, %) P™ (cos 0) sin m sin §d0de (D.1b)
wnm \T') = 27r n+m T, COS SImao s .

La expansion en series de Fourier de w es

w(r,0,¢) = Z { 2( r) ) (cos @) + Z A (1) COSMP + by, (1) Sin M| P2 (COS 0)}

n=0
(D.2)
En las ec. (D.1) y(D.2) P son los polinomios asociados de legendre. Estas funciones satis-

facen la siguiente ecuacion diferencial ordinaria

pm 2
a% (sm Qdde (cos 9)) — S?;QPf (cos@) = —n(n+1)sinédP" (cosh) (D.3)
D.1.1 Transformada finita de Fourier del Laplaciano
La expresion del Laplaciano de la funcién w en coordenadas esféricas es
10 ([ ,0w 1 0 Ow 1w
Y= or ( 0r>+r28in989 (sm 89)+r2sin293¢2 (D-4)
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Al aplicar la transformada finita de Fourier dada por la ec. (D.1a), al intercambiar el orden
de integracion, al integrar dos veces por partes en ¢ el término diferencial de ¢ y al agrupar
los términos diferenciales correspondientes a 6 y ¢, se tiene que

1d dawnm
a2y nm (1) = o P2 nm

(2n+1)( //
+ 2 n—i—m'r2 (r,0,¢) d@ sm@

En el término integral de la ecuacion anterior sustituimos la ec. (D.3), obteniendo asi

2

m QP:L (cos @) | cosmpdfdeo

sin

(cose)) .

(D.5)

1d Qdaw,nm Qw.nm
a2 nm () = o (r = ) —n(n+1) 2 (D.6)
De manera analoga se obtiene
1d dew,nm bw,nm
bVQw,nm (T’) = ﬁ% (7" dr > n (n + 1) 7"2 (D?)
D.1.2 Problema de valores a la frontera
Consideremos el siguiente problema de valores a la frontera
V2w — o*w = —F en la fase-y (D.8a)
n.,, - Vw+ fw = —g, en la interfase y-x (D.8b)
w = 0, en las entradas y salidas (D.8c)
En coordenadas esféricas, el problema se escribe como sigue
10 [ ,0w 1 0 Ow 1 Q*w
= 06— ——— —d*w=-F D.9
2 or ( 8r>+r2sin989 (Sm 89)+r25in26’8gb2 v ’ (D-9)
(r,0,0) € (a,b) x (0,7) x (0, 27)
ow
L (0.0,6) + Buw(a,0,6)= g (6.9), r =a (D.9)
w =0, r==b (D.9¢)

Al tomar la transformada finita de Fourier, dada por la ec. (D.1), al problema de valores
a la frontera anterior, y haciendo uso de la ec. (D.6) y ec. (D.7), se obtienen los siguientes
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problemas
d [ 5daynm 5 o )
a\" d— - [n(n+1)+a r } Qwm = =T Appm, T € (a,b) yn>0,m>1 (D.10a)
r r
a;u,nm (a) + Baw,nm (a) = Qg nm (D.lOb)
A m (b) =0 (D.10c)
d [ 5dbynm 5 5 )
T\ ) [+ )+ 0 [ bwm = =r*bpm, 7 € (a,0) yn = 0,m > 1 (D.11a)
r r
bgu ,nm ( ) + 5bw,nm (a) = bg,nm (Dllb)
buw nm () =0 (D.11c¢)

Las soluciones formales en términos de las funciones de Green gg,, y gan son

St~

Awnm (1) = [ 1B9sn (1,70) + Gan (7:70)] @Fm (7o) 7“(2)617“0 — a2ag,nmgdn (r,a) (D.12a)

b
bu.m (1) = / 1B9gn (r,70) + Gan (7,70)] DFnm (o) 75dr0 — a*bg pmGan (1, @) (D.12b)
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Determinacion de la funcién de Green del problema de Sturm-Liouville

Las funciones de Green Gpg,, y G4, estan dadas por las siguientes expresiones

(

|:U/1,n (@) va,n (r0) — Ué,n (@) v1n (To)}
1 X (U1 (1) Vo (b) — Vo (1) V1, (B)] 10 <7
Gan (1,70) = — KD ) vt (a) e () — .. (@) )] (D.13a)
| % (V1 (70) Vo (B) — oy (10) V1 (B)] 7 <1y
[ (010 (@) v (1) — v, (@) v (70)]
1 X [V15 (1) Vo (b) — Vo (T) V1, (B)] 70 <7
T TRD o 0) v ) = ()01 0] P
| x (V1.0 (70) V2 (D) — Vo (ro) U1 (B)] 7 < 1o
donde
K, = 1*W, {v,1(r),v,2 (r)} = constante (D.13c)
D, = [Uin (a) v (b) — u;’n (a) vy, (b)} + B [vin (@) vay, (D) — va, (a) vy, ()]
(D.13d)
La EDO homogénea asociada a las ec. (D.10a) y (D.11a) es
dif“ (r2%> —[nn+1)+a*?*|v, =0, r€(ab) yn>0 (D.14)

Casoa: a =0
Si a =0, la ec. (D.14) es una ecuaciéon de Cauchy-Euler cuya solucion es una combinacion
lineal de las siguientes funciones linealmente independientes

Unt (1) =71" (D.15a)
Upg (1) = =D (D.15b)

El Wronskiano de las funciones vy, 1 y vy2 €s

Wi A{vna (r) yvn2 (1)} = vn1 (1) U;L,g (r) — vn2 (1) U:m (r)y=—02n+1)r? (D.16)

Caso b: a # 0
Para este caso, se propone que v, (r) = \/%h (ar), de donde v/, (r) = Z=h (ar) — 5375 hn (ar)

yu!(r) = 2R (o) — 2 k! (ar) 4+ —25h, (ar); de tal manera que como r # 0, la ec.(D.14
n \rn r3/2°"n 4r5/
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resulta ser una ecuacion de Bessel modificada para h,, (ar)

(ar)® B (o) + (ar) B, (o) —

<n + %) + (ozr)2] hyp (ar) =0, r € (a,b) yn >0 (D.17)

cuyas soluciones linealmente independientes son las funciones de Bessel modificadas, también
conocidas como funciones de Bessel hiperbolicas, de primera y segunda especie de orden
fraccionario, I, .1 (ar)y Koy (ar).Asi, como n > 0, las soluciones a la ec.(D.14) son

V10 (1) = %]%; (aur) (D.18a)
1

Vn2a (1) = WKWF% (aur) (D.18b)

El Wronskiano de las funciones vy, 14 ¥ Un24 €S

Wha{Vn1a (1), Vn2a (1)} = Vn1a (1) Uq/z,Qa (1) = Un2a (1) U’:L,loz (r)

(aur) ,K,H% (ar)} (D.19)

Cabe mencionar que la ec.(D.14) es conocida como ecuacion de Bessel esférica modificada
y sus soluciones soluciones linealmente independientes son las funciones de Bessel esféricas

modificadas i, ( Var n+ kn (1) =/ 5 K

Construccion de la funcion de Green del problema de valores a la frontera

Por un lado, los resultados de sustituir las funciones ag .y, v bppnm, definidas por la ec. (D.1),
en las expresiones de @y nm ¥ bwnm, dadas por la ec. (D.12), y de realizar un cambio de orden
de integracion, se sustituyen en la expansion en series de Fourier de w, ec. (D.2). Por otro
lado, en la expresion resultante para w se sustituyen las expresiones de a;, ,,,,, (a) y ., .., (a),

(; (a,m9) =0 = 9Gan (a,r9). La

obtenidas de derivar la ec. (D.12), teniendo en cuenta que T

expresion de w resulta estar dada por

20w b
w(r,6,6) = / / / F (1, 60, 60)G (0, &: 1o, B, o) 12 sin Godrodfodos
0 0

_? / / 9 (6. 60) G (r, 0, 6: 0, B, d0) sin Bodbode  (D.20)
0 0

165



Helen Denise Lugo Méndez AT

donde G (1,0, ¢; g, 6y, ¢o) es la funcion de Green tridimendional definida por

G(T767¢; T0700a¢0 Z Bgﬂn r, TO +gdn (T TU)] Ken( 7¢; 607¢0) (D21)
n=0

donde

2n +1
Ken (67 (b? 907 (b()) =

+i(2n+1)(n—m)!

21 (n +m)!

P, (cos ) P, (cos by)

P (cos @) P (cosby)cosm (¢ — ¢g)  (D.22)

m=1

D.1.3 Solucién a los problemas de cerradura

Problema de cerradura para bp

El problema de cerradura para bp en la esférica de Chang es

1 0 ( ,0bp 1 0 [. abD 1 %*p
r20r (T or ) + r2sin 0 90 ( ol ) * r2sin@ 0¢2 0, (r,0) € (a,b) x(0,m)

(D.23a)
b
aa—f (a,0) = —cosd (D.23b)
bp (b,0) =0 (D.23c)
La solucion formal a este problema de cerradura es
bp (r,0) = a® / G (r,0;a,0y) cos O sin §ydb, (D.24)

0

Comparando este problema con el problema dado por las ec. (C.6), tenemos que « =0 =y
F (r,0) = 0. La n-ésima funcion de Green para los problemas de Sturm-Liouville en direccion
radial para aynm ¥ bwnm €8

na2n+l+(n+1) 2n+1 p2n+1_p2n+1
n+1 rn+1

1

na?ntl =+ (n + ].) p2n+l1 na2”+1+(n+1)r2n+1 b2"+1—r§"+1 <
RO 7«3-5-1 r="To

Gan (1,70) = — (D.25)

En este caso los problemas de valores a la frontera que permiten determinar las funciones
Qwnm Y Dwnm (ver ec. (D.10a) y (D.11a)) son homogéneos para n € ZT — {1} y m € IN
(teniendo como tnica solucion la solucion trivial). El tnico caso en el que los problemas no
son homogéneos es para n =1y m = 0. De esta manera, la funciéon de Green del problema
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de cerradura resulta ser
3
G (r,0;70,00) = 59d1 (r,70) cos by cos O (D.26)

Asi, la expresion de bp es

_ 3_ .3
bp (r,0) = -3 <; — ?) <b TQT ) cos (D.27)
2l

Problema de cerradura para big y bpgr

El problema de cerradura para bg en la celda esférica de Chang esta dado

2
L9 (72863) + L 0 (sin@abR> + L0 _ a’br =0, (r,0) € (a,b) x (0,7)

r20r or r2sin 0 90 00 r2sin? 6 0¢?
(D.28a)
ow
g - _ D.2
o (a,0) cos 6 (D.28b)
w(b,0) =0 (D.28¢)
donde
.@Aykfl + .@pykf
= D.29
“ \/ D Dy (D-29)

De la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, se tiene que todas las
funciones @y nm Y bwnm son nulas, excepto para n = 1, de tal forma que la solucién formal

es
br (r,0) = a* / Go (1,6;a,6y) cos by sin Oydb, (D.30)
0
donde 3
Go (1,0570,00) = 59a1 (r,70) cos By cos O (D.31)

Finalmente la expresion de bp es

br (r,0) = a*ga1 (r,a) cos 0 (D.32)
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Apéndice E

Valores del coeficiente efectivo de
difusién-reaccion en funcién del moédulo
de Thiele de la cerradura obtenido en

celdas unitarias 2D y 3D, periddicas y de
Chang

La prediccion de los coeficientes efectivos de difusion-reaccion en arreglos peridédicos bidi-
mensionales de cilindros en linea y tridimensionales de esferas en lineas, se basa en la solucién
numérica del problema de cerradura para bg para un médulo de Thiele dado, definido en la
celda unitaria periodica de porosidad dada y correspondiente a cada uno de los arreglos (ver
Figura 5.3). Esto se realiza usando el software comercial Comsol Multiphysics y un esquema
de malleo adaptativo de la fase fluida de la celda, con el fin de que la solucién del problema
de cerradura sea independiente de los pardmetros numéricos. Para la misma porosidad y el
mismo modulo de Thiele usados para la prediccién numérica, se calcula el coeficiente efectivo
de difusion-reaccion para la celda de Chang cilindica o esférica (ver Figura 5.3), mediante la
expresion analitica dada por la ec. (5.4b). o (5.5b).

En las Tablas E.1 y E.2 se presentan respectivamente los valores calculados del coeficiente
efectivo de difusidon-reacciéon en funciéon del moédulo de Thiele de la cerradura, para celdas
unitarias 2D y 3D, periddicas y de Chang para tres diferentes porosidades, €, = 0.3, 0.5y
0.7.
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Tabla E.1: Valores del coeficiente efectivo de difusién-reaccion, e,

A\

Ddiff—rxn

eff,xx /@77 en funcién

del modulo de Thiele de la cerradura, en celdas unitarias, bidimensionales, peridédicas y de
Chang para e, = 0.3, 0.5y 0.7.

Niamero de ey =0.3 €y =0.5 ey =0.7

Thiele de la Celda Celda Celda

cerradura, ® Chang Periodica Chang Periodica Chang Periodica
0.00 0.1765 0.1716 0.3333 0.3197 0.5385 0.5171
1.72 0.1793 0.1724 0.3437 0.3233 0.5561 0.5241
3.45 0.1870 0.1749 0.3670 0.3329 0.5881 0.5412
5.17 0.1975 0.1787 0.3912 0.3461 0.6138 0.5617
6.90 0.2087 0.1836 0.4109 0.3606 0.6314 0.5809
8.62 0.2193 0.1891 0.4257 0.3747 0.6433 0.5971
10.34 0.2286 0.1950 0.4367 0.3877 0.6518 0.6103
12.07 0.2366 0.2010 0.4450 0.3991 0.6581 0.6209
13.79 0.2433 0.2070 0.4514 0.4089 0.6630 0.6294
15.52 0.2489 0.2127 0.4565 0.4173 0.6668 0.6364
17.24 0.2536 0.2181 0.4607 0.4245 0.6699 0.6422
18.97 0.2576 0.2232 0.4641 0.4307 0.6725 0.6470
20.69 0.2610 0.2278 0.4670 0.4360 0.6747 0.6511
22.41 0.2639 0.2321 0.4695 0.4406 0.6766 0.6546
24.14 0.2665 0.2361 0.4716 0.4446 0.6782 0.6577
25.86 0.2687 0.2397 0.4734 0.4481 0.6796 0.6604
27.59 0.2706 0.2429 0.4750 0.4513 0.6808 0.6627
29.31 0.2724 0.2459 0.4765 0.4540 0.6819 0.6648
31.03 0.2740 0.2487 0.4777 0.4565 0.6829 0.6667
32.76 0.2754 0.2512 0.4789 0.4588 0.6838 0.6684
34.48 0.2767 0.2535 0.4799 0.4608 0.6845 0.6699
36.21 0.2778 0.2556 0.4809 0.4626 0.6853 0.6713
37.93 0.2789 0.2575 0.4817 0.4643 0.6859 0.6726
39.66 0.2799 0.2593 0.4825 0.4659 0.6865 0.6738
41.38 0.2808 0.2610 0.4832 0.4673 0.6871 0.6749
43.10 0.2816 0.2625 0.4839 0.4686 0.6876 0.6758
44.83 0.2824 0.2639 0.4845 0.4698 0.6880 0.6768
46.55 0.2831 0.2653 0.4850 0.4709 0.6885 0.6776
48.28 0.2838 0.2665 0.4856 0.4720 0.6889 0.6784
50.00 0.2844 0.2677 0.4861 0.4730 0.6892 0.6792
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Tabla E.2: Valores del coeficiente efectivo de difusién-reaccion, e,

A\

Ddiff—rxn

eff,xx /@77 en funcién

del modulo de Thiele de la cerradura, en celdas unitarias tridimensionales, peridédicas y de
Chang para e, = 0.3, 0.5y 0.7.

Niamero de ey =0.3 €y =0.5 ey =0.7

Thiele de la Celda Celda Celda

cerradura, ® Chang Periodica Chang Periodica Chang Periodica
0.00 0.2222 0.2178 0.4000 0.3898 0.6087 0.5934
1.72 0.2231 0.2181 0.4031 0.3910 0.6141 0.5958
3.45 0.2255 0.2189 0.4110 0.3942 0.6261 0.6020
5.17 0.2291 0.2202 0.4212 0.3990 0.6387 0.6103
6.90 0.2334 0.2219 0.4312 0.4047 0.6490 0.6191
8.62 0.2382 0.2240 0.4402 0.4109 0.6569 0.6275
10.34 0.2430 0.2262 0.4476 0.4171 0.6628 0.6349
12.07 0.2476 0.2287 0.4537 0.4232 0.6674 0.6414
13.79 0.2518 0.2313 0.4587 0.4289 0.6710 0.6470
15.52 0.2557 0.2339 0.4628 0.4341 0.6739 0.6518
17.24 0.2592 0.2366 0.4662 0.4389 0.6762 0.6559
18.97 0.2623 0.2393 0.4690 0.4432 0.6782 0.6594
20.69 0.2651 0.2419 0.4714 0.4470 0.6799 0.6624
22.41 0.2675 0.2444 0.4735 0.4505 0.6813 0.6650
24.14 0.2697 0.2468 0.4753 0.4536 0.6826 0.6673
25.86 0.2717 0.2491 0.4768 0.4564 0.6837 0.6694
27.59 0.2735 0.2514 0.4782 0.4589 0.6846 0.6712
29.31 0.2751 0.2535 0.4794 0.4612 0.6855 0.6728
31.03 0.2765 0.2555 0.4805 0.4633 0.6863 0.6743
32.76 0.2779 0.2573 0.4815 0.4651 0.6869 0.6757
34.48 0.2791 0.2591 0.4824 0.4668 0.6876 0.6769
36.21 0.2802 0.2608 0.4832 0.4684 0.6881 0.6780
37.93 0.2812 0.2623 0.4839 0.4699 0.6886 0.6790
39.66 0.2821 0.2638 0.4846 0.4712 0.6891 0.6800
41.38 0.2830 0.2652 0.4852 0.4724 0.6896 0.6808
43.10 0.2838 0.2665 0.4858 0.4735 0.6900 0.6817
44.83 0.2845 0.2677 0.4863 0.4746 0.6903 0.6824
46.55 0.2852 0.2689 0.4868 0.4756 0.6907 0.6831
48.28 0.2859 0.2700 0.4873 0.4765 0.6910 0.6838
50.00 0.2865 0.2710 0.4877 0.4774 0.6913 0.6844
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Apéndice F

% Error maximo del modelo escalado
con respecto al DNS para cinéticas de
primer orden, segundo orden y
Michaelis-Menten
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Tabla F.1: % Error méaximo del modelo escalado con respecto al DNS para una cinética de
primer orden.

Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

ey =0.3

0.1 1 3 )

10

20

0.1 1 3 )

10 50 100

N =

100

S Ot W NN~ |3

0.004 0.373 1.872 3.23
0.000 0.039 0.304 0.72
0.004 0.356 1.792 3.05
0.008 0.716 3.646 6.28
0.012 1.072 5.515 9.57
0.016 1.424 7.399 12.91

6.46
2.10
5.83
12.31
19.00
25.91

30.86 83.83
32.23 85.92
36.06 88.95
41.44 91.88
68.30 94.30
96.68 96.16

0.004 0.362 1.818 3.14
0.001 0.108 0.805 1.80
0.004 0.367 1.848 3.16
0.008 0.727 3.704 6.39
0.012 1.082 5.575 9.68
0.016 1.435 7.460 13.03

6.28 30.10 55.62
4.61 849 61.89
6.15 15.82 70.56
12.53 42.21 78.82
19.24 70.04 85.47

26.17 98.73 90.33

N =

200

S Ot e W N =

0.002 0.189 0.947 1.64
0.000 0.038 0.289 0.66
0.002 0.184 0.921 1.58
0.004 0.369 1.861 3.21
0.006 0.553 2.806 4.86
0.008 0.737 3.755 6.53

3.27
1.78
3.10
6.38
9.73
13.14

16.80 49.70
16.69 51.41
17.54 54.62
28.07 58.82
44.92 70.21
62.68 99.74

0.002 0.184 0.920
0.001 0.112 0.837
0.002 0.194 1.186 2.41
0.004 0.374 1.890 3.28
0.006 0.559 2.835 4.91
0.008 0.742 3.784 6.58

1.59
1.89

4.45
5.01
5.70

29.88 30.33
29.39 24.00
27.90 16.45
6.70 28.70 43.23
9.84 45.63 71.93
13.25 63.49 101.7§

N =

400

S Ot e W N

0.001 0.095 0.498 0.94
0.000 0.038 0.287 0.65
0.001 0.093 0.466 0.80
0.002 0.187 0.939 1.62
0.003 0.281 1.414 2.45
0.004 0.374 1.889 3.27

2.10
1.70
1.59
3.24
4.90
6.58

12.35 29.67
12.05 30.05
12.03 31.09
15.47 32.70
24.08 45.30
33.03 63.27

0.001 0.093 0.735
0.001 0.113 0.849 1.92
0.002 0.144 0.998 2.16
0.002 0.195 1.200 2.45
0.003 0.284 1.483 2.81
0.004 0.377 1.904 3.32

1.73

4.81
5.12
5.47
5.86
6.31
6.89

36.26 77.13
36.49 75.70
36.43 72.77
36.11 68.43
35.56 62.95
34.87 64.07
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Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

Pu

10

0.1 1 3 )

10

20 100

100

S Ut o W NN 3

0.004 0.338 1.756 3.06
0.001 0.054 0.421 0.98
0.004 0.320 1.668 2.87
0.007 0.644 3.399 5.91
0.011 0.965 5.141 9.01
0.014 1.282 6.894 12.15

6.12
2.77
5.51
11.62
17.93
24.44

29.15 74.14
29.88 77.22
33.27 81.83
40.20 86.41
66.95 90.26
94.61 93.23

0.004 0.324
0.001 0.137
0.004 0.334
0.007 0.658
0.011 0.979
0.014 1.296

1.683 2.93
1.044 2.39
1.812 3.46
3.477 6.06
5.221 9.15
6.976 12.30

5.87
6.34
7.65
11.92
18.26
24.78

34.07 51.58
30.11 25.93
22.99 25.98
42.19 45.96
69.35 63.01
97.44 92.51

N =

200

S Ot e W N

0.002 0.171 0.889 1.58
0.001 0.054 0.412 0.94
0.002 0.165 0.857 1.48
0.004 0.332 1.735 3.02
0.006 0.498 2.617 4.57
0.007 0.664 3.503 6.14

3.35
2.52
2.92
6.02
9.17
12.38

19.33 46.80
19.16 48.32
19.78 51.37
26.76 55.41
42.73 68.73
99.55 97.48

0.002 0.164
0.001 0.141
0.002 0.203
0.004 0.339
0.006 0.505
0.007 0.671

0.881 2.12
1.078 2.47
1.374 2.94
1.852 3.58
2.656 4.64
3.542 6.21

6.13
6.70
7.35
8.15
9.33
12.53

48.45 97.10
48.05 89.82
46.52 77.48
44.07 61.67
43.70 71.12
60.65 100.29

N =400

S Ot e W N

0.001 0.091 0.576 1.19
0.001 0.054 0.411 0.93
0.001 0.084 0.434 0.76
0.002 0.168 0.876 1.53
0.003 0.253 1.319 2.30
0.004 0.337 1.763 3.08

2.83
2.47
2.19
3.05
4.62
6.21

16.45 34.30
16.16 34.57
16.08 35.37
16.20 36.66
22.73 43.09
31.16 60.09

0.001 0.124
0.001 0.143
0.002 0.168
0.002 0.205 1.389 2.97
0.003 0.260 1.598 3.27
0.004 0.341 1.867 3.62

0.982 2.31
1.090 2.50
1.223 2.72

6.49
6.80
7.13
7.49
7.88
8.33

52.94
53.20
23.17
52.86
52.28
51.46

134.42
132.71
129.18
123.95
117.21
109.30
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Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

Pu

0.1

10

1 3

10

20 100

100

S Ut o W NN 3

0.003
0.001
0.003
0.006
0.009
0.012

0.296 1.612
0.063 0.494
0.279 1.520
0.562 3.100
0.842 4.688
1.119 6.284

2.84
1.16
2.66
5.47
8.33
11.23

5.69
3.22
5.13
10.81
16.66
22.68

27.04 60.19
27.13 64.42
29.96 70.91
39.46 77.66
65.16 83.56
91.83 94.66

0.003
0.001
0.003
0.006
0.009
0.012

0.284 1.547 2.73

0.097 0.752
0.291 1.588
0.574 3.169
0.854 4.759
1.131 6.356

1.74
2.88
2.60
8.46
11.37

5.47
4.68
6.08
11.08
16.95
22.98

29.80 48.46
26.69 29.56
21.09 7.67

41.24 38.45
67.30 69.66
94.35 100.43

N =

200

S Ot e W N

0.002
0.112
0.002
0.003
0.005
0.006

0.150 0.852
0.063 0.489
0.144 0.781
0.290 1.583
0.435 2.389
0.580 3.197

1.66
1.13
1.37
2.79
4.23
5.68

3.79
3.05
2.71
5.58
8.51
11.48

21.05 43.49
20.80 44.83
21.21 47.54
25.21 51.32
40.10 66.80
55.78 94.46

0.002
0.001
0.002
0.003
0.005
0.006

0.144 0.783
0.100 0.778
0.160 1.069
0.296 1.618
0.441 2.423
0.586 3.231

1.49
1.81
2.26
2.98
4.29
5.74

4.41
4.94
5.60
6.47
8.64
11.62

36.09 83.28
35.93 77.60
34.97 67.69
33.32 54.88
40.96 68.92
56.74 96.95

N =400

S Ot e W N

0.001
0.001
0.001
0.002
0.002
0.003

0.091 0.631
0.064 0.490
0.073 0.395
0.147 0.800
0.221 1.204
0.295 1.610

1.35
1.13
0.96
1.41
2.13
2.85

3.35
3.01
2.74
2.83
4.28
5.75

19.42 37.45
19.11 37.60
18.98 38.20
19.01 39.20
21.14 40.59
28.93 56.27

0.001
0.001
0.001
0.002
0.002
0.003

0.086
0.102
0.125
0.161
0.224
0.298

0.691
0.788
0.913
1.079
1.306
1.628

1.65
1.83
2.04
2.29
2.60
3.01

4.73
5.02
5.34
5.70
6.12
6.61

38.17 95.31
38.48 94.24
38.57 91.89
38.46 88.32
38.16 83.64
37.70 78.06
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Tabla F.2: % Error maximo del modelo escalado con respecto al DNS para una cinética de
segundo orden .

Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

ey =0.3

0.1 1 3 )

10

20

0.1 1 3 )

10

20 100

N =

100

S Ot W NN~ |3

0.004 0.337 1.501 2.58
0.000 0.034 0.165 0.28
0.004 0.321 1.406 2.36
0.008 0.645 2.848 4.81
0.012 0.965 4.283 7.26
0.016 1.281 5.709 9.70

5.13
0.48
4.34
9.05

13.74 41.01 44.27
18.42 56.46 64.15

22.59 38.83
6.42 17.52
9.56 6.25
25.37 24.02

0.004 0.328 1.458 2.51
0.001 0.092 0.426 0.69
0.004 0.331 1.451 2.43
0.008 0.655 2.894 4.89
0.012 0.975 4.329 7.34
0.016 1.291 5.757 9.78

4.99
1.06
4.50
9.22
13.92
18.60

22.08 38.08
5.80 16.49
10.29 8.43
26.21 25.59
41.96 46.11
57.53 66.25

N =

200

S Ot e W N =

0.002 0.171 0.763 1.32
0.000 0.033 0.154 0.25
0.002 0.166 0.734 1.25
0.004 0.333 1.480 2.53
0.006 0.500 2.224 3.81
0.008 0.665 2.967 5.09

2.63
0.41
241
4.93
7.45
9.96

12.32 22.76
2.00 6.42
8.28 9.81
18.53 25.95
28.74 42.02
38.93 58.01

0.002 0.166 0.741 1.28
0.001 0.096 0.444 0.72
0.002 0.173 0.764 1.29
0.004 0.338 1.502 2.57
0.006 0.505 2.247 3.85
0.008 0.670 2.990 5.13

2.56
1.13
2.49
5.01
7.53
10.05

12.01 22.25
1.74  5.80
8.66 10.54
18.95 26.80
29.21 42.98
39.43 59.08

N =

400

S Ot e W N

0.001 0.086 0.385 0.66
0.000 0.033 0.152 0.25
0.001 0.084 0.374 0.64
0.002 0.169 0.754 1.30
0.003 0.254 1.132 1.95
0.004 0.339 1.511 2.60

1.34
0.39
1.27
2.57
3.87
5.17

6.45 12.37
0.66 2.00
2.29 8.3
11.15 18.67
17.01 28.99
22.86 39.29

0.001 0.084 0.374 0.65
0.001 0.097 0.449 0.73
0.002 0.124 0.566 0.91
0.002 0.174 0.773 1.32
0.003 0.257 1.144 1.97
0.004 0.341 1.522 2.62

1.30
1.15
1.46
2.61
3.91
5.22

6.28 12.06
1.84 1.95
0.49 8.73
11.36 19.10
17.22 29.45
23.09 39.79
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Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

Pu

0.1 1 3 )

10

0.1 1 3 )

10

20 100

100

S Ut o W NN 3

0.004 0.308 1.412 2.44
0.001 0.047 0.234 0.40
0.004 0.291 1.313 2.22
0.007 0.585 2.665 4.54
0.011 0.876 4.008 6.85
0.014 1.163 5.343 9.15

4.86
0.67

21.44 36.90
2.79 15.81
412 9.69 7.01
8.59 25.02 25.37
13.04 40.19 45.46
17.48 55.18 65.19

0.004 0.295 1.353 2.34
0.001 0.119 0.574 0.94
0.004 0.304 1.374 2.33
0.007 0.598 2.727 4.65
0.011 0.889 4.072 6.96
0.014 1.176 5.408 9.27

4.67
1.50
4.34
8.82
13.29
17.73

20.70 35.74
4.90 14.26
10.74 10.09
26.22 27.71
41.54 48.19
56.69 68.32

N =

200

S Ot e W N

0.002 0.156 0.717 1.25
0.001 0.047 0.227 0.37
0.002 0.150 0.685 1.17
0.004 0.302 1.383 2.38
0.006 0.454 2.080 3.59
0.007 0.604 2.776 4.79

2.50
0.61
2.28
4.66
7.04
9.42

11.69 21.60
1.82 5.79
8.01 9.93
17.82 25.58
27.60 41.15
37.35 56.65

0.002 0.150 0.687
0.001 0.123 0.591
0.002 0.179 0.836
0.004 0.309 1.414
0.006 0.460 2.112
0.007 0.611 2.807

1.19
0.98
1.37
2.44
3.64
4.85

2.39
1.57
2.39
4.77
7.16
9.54

11.26 20.86
254 4.90
8.55 10.97
18.40 26.77
28.23 42.50
38.04 58.15

N =

400

S Ot e W N

0.001 0.081 0.372 0.63
0.001 0.047 0.225 0.37
0.001 0.076 0.349 0.60
0.002 0.154 0.704 1.22
0.003 0.231 1.059 1.83
0.004 0.308 1.413 2.45

1.27
0.59
1.20
243
3.66
4.88

6.12 11.74
1.00 1.82
5.04 8.07
10.61 17.96
16.17 27.83
21.73 37.68

0.001 0.108 0.522
0.001 0.124 0.598
0.002 0.147 0.699
0.002 0.181 0.844
0.003 0.235 1.077
0.004 0.311 1.429

0.87
0.99
1.15
1.39
1.86
2.48

1.40
1.59
1.86
2.48
3.71
4.94

5.88 11.30
2.62 2.82
0.31 8.61
10.89 18.54
16.47 28.46
22.05 38.37
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Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

Pu

0.1

10

1 3 ) 10

20 100

100

S Ut o W NN 3

0.003
0.001
0.003
0.006
0.009
0.012

0.273 1.300 2.27
0.056 0.286 0.49
0.256 1.203 2.06
0.516 2.444 4.21
0.772 3.677 6.35
1.025 4.903 8.49

4.53
0.83
3.86
8.04
12.20
16.35

19.94 34.31
4.95 13.54
9.90 8.10
24.61 27.10
39.17 46.94
53.58 66.45

0.003
0.001
0.003
0.006
0.009
0.012

0.262 1.248 2.18
0.086 0.431 0.72
0.267 1.258 2.15
0.527 2.499 4.31
0.783 3.734 6.46
1.036 4.960 8.59

4.35
1.18
4.06
8.25
12.42
16.58

19.25 33.19
4.13 12.06
10.86 10.79
25.71 29.31
40.41 49.52
54.95 69.39

N =

200

S Ot e W N

0.002
0.096
0.002
0.003
0.005
0.006

0.139 0.661 1.16
0.056 0.281 0.47
0.132 0.626 1.09
0.267 1.268 2.20
0.400 1.907 3.32
0.533 2.545 4.44

2.33
0.78
2.12
4.34
6.56
8.77

10.89 20.09
1.58 4.95
7.71 10.13
16.97 25.13
26.20 40.08
35.42 54.95

0.002
0.001
0.002
0.003
0.005
0.006

0.133 0.634 1.11
0.089 0.446 0.75
0.145 0.696 1.17
0.272 1.295 2.25
0.406 1.935 3.37
0.538 2.573 4.49

2.23
1.23
2.22
4.44
6.66
8.88

10.49 19.40
2.07 4.13
8.19 11.08
17.50 26.22
26.78 41.30
36.03 56.32

N =400

S Ot e W N

0.001
0.001
0.001
0.002
0.002
0.003

0.082 0.396 0.66
0.056 0.280 0.47
0.067 0.319 0.56
0.135 0.645 1.13
0.203 0.970 1.70
0.271 1.295 2.27

1.18
0.77
1.11
2.25
3.40
4.54

2.70
1.31

10.93
1.58
4.74 7.777
9.96 17.10
15.17 26.42
20.38 35.73

0.001
0.001
0.001
0.002
0.002
0.003

0.075 0.383 0.65
0.090 0.451 0.76
0.111 0.548 0.92
0.146 0.703 1.18
0.206 0.984 1.72
0.274 1.309 2.29

1.13
1.25
1.52
2.30
3.45
4.59

5.48 10.53
212 2.30
498 8.25
10.21 17.62
15.44 26.99
20.66 36.34
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Tabla F.3: % Error méaximo del modelo escalado con respecto al DNS para una cinética de
Michaelis-Menten.

Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

ey =0.3

0.1 1 3 )

10

20

0.1 1 3 )

10

20 100

N =

100

S Ot W NN~ |3

0.002 0.205 1.376 2.53
0.000 0.021 0.220 0.63
0.002 0.196 1.332 2.45
0.004 0.393 2.700 5.02
0.006 0.587 4.078 7.64
0.008 0.779 5.464 10.31

5.21
2.04
4.85
10.15
15.66

21.37 97.04 98.68

30.06 83.26
31.45 85.44
35.35 88.57
42.01 91.61
68.96 94.10

0.002 0.199 1.336 2.46
0.001 0.058 0.598 1.65
0.002 0.202 1.373 2.78
0.004 0.399 2.742 5.10
0.006 0.593 4.120 7.72
0.008 0.785 5.507 10.39

4.97
4.63
6.12
10.46
15.84
21.57

26.12 54.19
6.99 60.69
17.82 69.63
43.22 78.15
70.41 85.02
98.75 102.49

N =

200

S Ot e W N =

0.001 0.104 0.696
0.000 0.020 0.214
0.001 0.101 0.680
0.002 0.203 1.372
0.003 0.304 2.066
0.004 0.404 2.764

1.30
0.60
1.25
2.53
3.83
5.14

2.86
1.76
2.50
5.13
7.81
10.55

16.54 49.12
16.43 50.85
17.29 54.10
25.30 58.35
40.39 70.59
96.32 99.66

0.001 0.101 0.676 1.41
0.001 0.060 0.620 1.72
0.001 0.106 0.890 2.19
0.002 0.206 1.393 2.88
0.003 0.307 2.087 3.90
0.004 0.407 2.785 5.18

4.44
5.00
5.69
6.64
8.48
10.92

30.25 30.66
29.76 25.33
28.27 18.26
28.60 44.38
43.38 72.22
59.20 101.36

N =400

S Ot e W N

0.001 0.052 0.374
0.000 0.020 0.213
0.001 0.051 0.343
0.001 0.103 0.691
0.002 0.154 1.039
0.002 0.206 1.388

0.85
0.59
0.63
1.27
1.92
2.57

2.09
1.69
1.42
2.57
3.89
5.22

12.28 29.45
11.98 29.84
11.97 30.87
13.31 32.49
20.87 41.60
28.74 58.15

0.001 0.051 0.543 1.57
0.001 0.060 0.629 1.75
0.001 0.077 0.744 1.96
0.001 0.106 0.899 2.22
0.002 0.156 1.112 2.53
0.002 0.207 1.400 2.91

4.79
5.10
5.45
5.83
6.28
6.82

36.36 77.64
36.58 76.21
36.53 73.27
36.21 68.92
35.65 63.43
34.97 63.90
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Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

€y =0.5

Pu

10

20 100

0.1 1 3 )

10

20 100

N =100

S Ut o W NN 3

0.002 0.184 1.273 2.39
0.000 0.029 0.299 0.86
0.002 0.174 1.221 2.29
0.004 0.350 2.479 4.70
0.005 0.524 3.743 7.16
0.007 0.695 5.013 9.65

5.10
2.72
4.57
9.56
14.73
20.09

28.37 73.49
29.32 76.67
32.75 81.39
40.64 86.08
66.54 90.03
93.63 103.2(

0.002 0.176 1.220 2.29
0.001 0.073 0.752 2.13
0.002 0.182 1.335 3.07
0.004 0.358 2.534 4.83
0.005 0.532 3.799 7.27
b 0.007 0.703 5.070 9.77

5.40
6.33
7.61
10.36
15.07
20.36

34.92 47.80
30.93 22.57
23.78 24.59
42.28 44.95
68.50 76.49
95.95 108.65

N =200

S Ot e W N

0.001 0.093 0.646 1.38
0.000 0.029 0.297 0.84
0.001 0.090 0.624 1.17
0.002 0.181 1.261 2.38
0.003 0.271 1.900 3.59
0.004 0.361 2.541 4.82

3.31
2.50
2.35
4.83
7.35
9.93

19.16 46.37
18.99 47.90
19.62 50.98
23.84 55.05
38.00 68.05
52.99 96.06

0.001 0.089 0.630 1.90
0.001 0.075 0.776 2.21
0.001 0.109 1.000 2.62
0.002 0.185 1.360 3.17
0.003 0.275 1.927 3.91
0.004 0.365 2.569 4.91

6.10
6.66
7.31
8.09
9.14
10.86

48.70
48.31
46.78
44.32
43.44
27.75

98.38
91.05
78.64
62.72
71.30
99.19

N =400

S Ot e W N

0.000 0.049 0.423 1.06
0.000 0.029 0.297 0.84
0.000 0.046 0.315 0.68
0.001 0.092 0.635 1.19
0.001 0.138 0.956 1.80
0.002 0.184 1.277 2.41

2.81
2.45
2.17
2.42
3.66
4.92

16.41 34.16
16.11 34.43
16.03 35.23
16.15 36.53
19.37 39.07
26.70 54.62

0.001 0.066 0.705 2.07
0.001 0.076 0.786 2.24
0.001 0.089 0.885 2.43
0.001 0.109 1.010 2.65
0.001 0.141 1.168 2.91
0.002 0.186 1.369 3.20

6.45
6.76
7.09
7.44
7.83
8.26

53.01
53.27
03.24
52.93
92.35
51.53

134.83
133.12
129.58
124.34
117.59
109.67
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Celda periddica cuadrada

Celda de Chang

e, =0.7

Pu

0.1

10 50 100

0.1

1 3 )

10

20 100

N =100

S Ut o W NN 3

0.002
0.000
0.002
0.003
0.005
0.006

0.160 1.146 2.23
0.033 0.341 1.00
0.150 1.089 2.11
0.302 2.213 4.32
0.452 3.340 6.58
0.601 4.471 8.87

5.01
3.17

26.51 59.65
26.82 63.93
4.24  29.67 70.53
8.86 38.93 77.37
13.64 63.47 83.35
18.58 89.27 108.4

0.002
0.000
0.002
0.003
0.005
b 0.006

0.153 1.100 2.12
0.051 0.524 1.52
0.157 1.137 2.48
0.309 2.261 4.42
0.459 3.389 6.68
0.607 4.521 8.97

4.33
4.65
6.01
9.26
13.86
18.81

30.14 49.59
27.03 30.55
21.43 14.66
40.44 47.27
65.20 80.46
91.29 113.39

N =200

S Ot e W N

0.001
0.060
0.001
0.002
0.002
0.003

0.081 0.610 1.44
0.033 0.341 0.99
0.077 0.557 1.07
0.156 1.127 2.19
0.234 1.699 3.31
0.312 2.271 4.44

3.74
3.02
2.53
4.47
6.81
9.19

20.96 43.24
20.71 44.58
21.12 47.31
22.16 51.11
35.23 64.85
49.09 91.46

0.001
0.001
0.001
0.002
0.002
0.003

0.078 0.556 1.30
0.053 0.542 1.57
0.085 0.756 1.97
0.159 1.153 2.55
0.237 1.723 3.39
0.315 2.296 4.49

4.37
4.90
5.54
6.38
7.67
9.62

36.19 83.79
36.03 78.10
35.08 68.16
33.42 55.31
39.48 68.04
53.03 94.49

N =400

S Ot e W N

0.000
0.000
0.000
0.001
0.001
0.002

0.048 0.447 1.18
0.034 0.343 0.99
0.039 0.281 0.83
0.079 0.568 1.10
0.119 0.856 1.66
0.159 1.143 2.22

3.32
2.99
2.71
2.48
3.39
4.55

19.40 37.38
19.09 37.53
18.95 38.13
18.98 39.13
19.16 40.53
24.42 50.50

0.000
0.001
0.001
0.001
0.001
0.002

0.045 0.479 1.44
0.053 0.549 1.59
0.066 0.641 1.78
0.086 0.764 1.99
0.121 0.931 2.26
0.160 1.159 2.57

4.68
4.97
5.29
5.64
6.04
6.51

38.20 95.46
38.51 94.39
38.60 92.04
38.49 88.47
38.19 83.78
37.73 78.20
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