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En teorla de c o n t r o l .  se está i n t e r e s a d o  en  gobernar los  

e s t a d o s  d e  un sistema, usando func iones  e x t e r n a s ,  c o n t r o l e s ,  con el 

fin d e  llevarlos al cabo d e  un tiempo. a cier to  e s t a d o  p r e f i j a d o  

l lamado o b j e t i v o .  Puede ser que el sistema por sí solo l l e g u e  

al ob jeb ivo ,  en tonces  se i n t roducen  c o n t r o l e s  con el f i n  d e  que l o  
I 

a l c a n c e  en  forma " m e j o r " ,  por eJemplo. en el menor t i e m p o  p o s i b l e .  

Ta le s  c o n t r o l e s  son llamados óptims. 

Exis t en  dos t i p o s  d e  c o n t r o l e s :  d e  lazo a b i e r t o  y d e  lazo 

cerrado. 

En el c o n t r o l  d e  l a z o  a b i e r t o  se a p l i c a  al sistema una cierta 

s e ñ a l  f i j a  uCt3 p a r a  obtener  una r e s p u e s t a  e n  func ión  d e  

un e s t a d o  i n i c i a l  dado. Esquemáticamente 

En el c o n t r o l  d e  l a z o  c e r r a d o  Cre t roa l imentac ibn3  el c o n t r o l  

uCt3 depende d e  l a  r e s p u e s t a  x C t 3 ,  y v a r i a  en  func ión  d e  ésta con 

el fin de a l c a n z a r  el o b j e t i v o .  EsquemAticamente 



El d i s e ñ o  de c o n t r o l e s  r e t roa l imen tados  se conoce con el 

nombre d e  slntesis. 

En l a  p r a c t i c a ,  los  c o n t r o l e s  r e p r e s e n t a n  magnitudes acotadas: 

p o t e n c i a ,  concen t r ac ión ,  m a s a ,  etc. Luego, supondremos que n u e s t r o  

n u e s t r o  c o n t r o l  es acotado. 

Un t ipo  de c o n t r o l e s  que r e s u l t a n  óptimos e n  muchos casos y 

que se usan f recuentemente  en  l a  p r á c t i c a  son  l o s  c o n t r o l e s  

bang-bang - 

D e c i m o s  que l a  func ión  u: CO,TI-+CU,-U) es un c o n t r o l  de t i p o  

bang-bang con k conmutaciones, si existe una p a r t i c i ó n  

O = t o < t a < . . < t k + i =  T tal  que u C t 3  es c o n s t a n t e  e n  cada i n t e r v a l o  

C t . , t .  3 y toma valores d i f e r e n t e s  e n  i n t e r v a l o s  cont iguos .  A las 

trayectorias co r re spond ien te s  les l l a m a m o s  trayectorias bang-bang 

con k conmutaci ones.  

1. L+í 

En seguida damos un ejemplo en  donde se introduce un control 

bang-bang. 



EJEMPLO 1. Considere el sistema 

x = y  

y = -x 

El origen es un centro. Deseamos introducir un control de manera 

que cualquier punto del plano fase sea llevado al origen en tiempo 

finito. 

Considere el sistema de control 

x = y  

l 

(2) 

Si u=l se traslada el origen al punto (1,O) y si u=-1 al (-1,O). 

Consideremos la curva 8 ,  grafica de la función 

r O si x < - 2  

1 O si 2 < x  

Si (xo,y,) está por encima de 13 hacemos u = -1 y si está por debajo 

La hacemos u=l. Al llegar la soluci6n a i3 se cambia de control. 

curva 8 se conoce como curva de cambio. 
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Figura  1 

El con jun to  de puntos del e s p a c i o  f a c e  que  pueden ser llevados 

al objet ivo es llamado conjunto controlable. En el e j e m p l o  I el 

conf u n t o  c o n t r  o1 ab1 e es IR2. 

Se dice que  un sistema es globalnrente controlable si para  

c u a l e s q u i e r a  dos puntos  d e l  e s p a c i o  fase, es p o s i b l e  d e s c r i b i r  una 

trayectoria que los una. El sistema del e j e m p l o  1 es globalmente 

c o n t r o l a b l e .  Un sistema es localmente c o n t r o l a b l e  desde x si el 
O 

c o n j u n t o  c o n t r o l a b l e  c o n t i e n e  una vecindad d e  xO. 

El s i g u i e n t e  e jemplo nos muestra que si el con jun to  

c o n t r o l a b l e  de un sistema es IR" eso no impl i ca  que el sistema sea 

gl  obal mente c o n t r  o1 ab1 e. 

EJEMPLO 2. Considere  el s i s t e m a  de c o n t r o l  

x = - x + u  

lul I 1  Y = -2y + u 

cuyo o b J e t i v o  es el origen. 



Con u = O el sistema es globalmente as in tó t icamente  estable, 

en tonces  c u a l q u i e r  punto puede ser llevado al origen, luego el 

c o n j u n t o  c o n t r o l a b l e  es IR'; s i n  embargo, e x i s t e n  puntos  que no 

pueden ser unidos por t r a y e c t o r i a  a lguna ,  por ejemplo xi = C2,23 y 

x = c-2,-23. Para  cada u,  l as  cu rvas  i n t e g r a l e s  por x 

convergen a un punto sobre el segmento de recta que une los puntos 

y "2 2 i 

c1,1/23 y c - 1 , - 1 e 3 .  

I 

Dado x e n  el p lano  fase, el con jun to  d e  puntos  que pueden ser 
O 

a lcanzados  desde xo es llamado conjunto alcanzable desde  xo. 

Para  sistemas autónomos, el problema de encon t ra r  el con jun to  

c o n t r o l a b l e  es e q u i v a l e n t e  al d e  encon t ra r  el con jun to  a lcanzable .  

Esto se s i g u e  de l o  s i g u i e n t e :  c o n s i d e r e  el sistema d e  c o n t r o l  

autónomo 

x = fCx,u>,  x E u?=, lul 1- u C *3 

cuyo objetivo es el o r igen .  Si xCt3 es una s o l u c i ó n  de C*> t a l  que 

xCO3 = x y xCti3  = O,  en tonces  yCt3 = xCt 4 3  es s o l u c i ó n  d e  l a  

ecuac ión  

o i 

0 * 
y = -fCy,u> 

-0 

con yCO3 = O y yCti3 = x uCt3 = uCti-t3. 
O *  

Luego, l as  trayectorias de C*> y C-3 son i d é n t i c a s ,  sólo que 

e s t á n  recorridas en  d i r e c c i o n e s  opues tas .  

Tenemos en tonces  que xo puede ser llevado a l  o r i g e n  bajo C*3 

si y sólo si xo puede ser a lcanzado desde  el o r i g e n  bajo C**3. 



Dado el sistema de control autónomo 

decimos que el punto xo es un punto de equilibrio si existe 

U e [ - U , U I  tal que f(xo,ü) = O .  

En la practica es conveniente controlar alrededor de puntos de 

equilibrio. Si logramos llevar una trayectoria a un punto de 

equilibrio estable, entonces permaneceremos ahí con el control Ü. 

Además, el conjunto de puntos de equilibrio es importante para 

determinar las regiones de alcanzabilidad. Por ello, dado un 

sistema de control, determinaremos su conjunto de puntos de 

equilibrio. En lo sucesivo, supondremos que nuestro objetivo es un 

punto de equilibrio. O en terminos de alcanzabilidad, supondremos 

que el punto del cual partimos es un punto de equilibrio. 

RESULTADOS Y DEFINICIONES 

Consideremos R" con el producto interno usual y la norma 
+ euclideana. Sea k = ( k i , k z ,  . . . ,  k,) con kiE para i = 1,2, . . .  m. 

Sea 
m n(k) = 0 = (c E R I lcil 5 ki, i = 1,2, ... mb 

Para t s l  O, definimos los conjuntos 

Urn[ O,ti] = (u: [ O,t,] - fl , con u acotada y medible) 

Urn = U (Urn[ O, tal I til O) y U C Urn arbitrario 

6 



Urn r e p r e s e n t a  el c o n j u n t o  d e  controles admis ib les .  Podemos 

cons ide ra r  una clase especial d e  c o n t r o l e s  e n  Urn: los  controles 

bang-bang, denotados por UBB y d e f i n i d o s  como 

Supondremos que l a  dinarnica de l  sistema d e  conbol  está 

determi nada por 1 a ecuaci ón d i  f e r e n c i  a l  

x = fC t ,x ,u3  xct*3 = xo c 1 3  

El sistema C l 3  t i e n e  s o l u c i ó n  si para cada ueU y cada x E IR", o 

existe al menos una func ión  absol utamente c o n t l  nua 

x c t 3  = xct ; to ,x*,uCt33 

ta l  q u e  

k t 3  = fCt.xCt3.uCt.33 y para casi toda t xCto3 = xo 

Para  a segura r  l a  e x i s t e n c i a  y unic idad  de l a s  s o l u c i o n e s  se 

6f 6f 
L i puede suponer que fC t ,x ,u3  ' 6 x j  ' a q  son  con t inuas  sobre 

CO,aolXRnXRrn para 1 . 3  = 1,2 ,... n ,  k = 1.2 ,... m. 

El problema de control es determinar  a q u e l l o s  x y UC 3e U 

tales que  l a  s o l u c i ó n  asociada <t;to,xo,uC 3 )  satisfaga que 

x C t  >&,para algQn ti>O. Aquí r e p r e s e n t a  al con jun to  objetivo. En 

este trabajo supondremos que  el o b J e t i v o  es un punto,  digamos m. 

O 

i 



Definimos en tonces  al conj'unto controlable c o m o  

donde CCti3 = {xoERn I existe u C t 3 ~ U  ta l  que ~tí;to,xo,uCt3)= x*) 

es el c o n j u n t o  d e  estados que pueden ser l l e v a d o s  al objetivo x* e n  

un t iempo ti. 

Inversamente,  el conjunto alcanzable desde xo se d e f i n e  c o m o  

RCxo3 = u R C x o ,  t í3  
t > t  i o  

donde 

estados que  pueden ser a lcanzados  exactamente e n  un t iempo tí. 

R C x o , t i 3  = (xCtí; to,xo,u> I u E U) r e p r e s e n t a  el con jun to  de 

Denotaremos por 

RCxo,I 13 = u RCxo,t3 
t < t < T  

al c o n j u n t o  de estados que pueden ser a lcanzados  desde  xo d e n t r o  d e  

un t iempo menor o i g u a l  a T. 

D i r e m o s  que un sistema es localmente controlable desde xo si 

R C x  3 c o n t i e n e  una vecindad de x . Será localmente controlable para 

t pequeño desde x si R C x o , l  13 c o n t i e n e  una vecindad d e  xo para 

cada T > O. 

O O 

O '  

L1 a m a r e m o s  cono alcanzab Le al con jun to  

RCCxo3 = { C t , R C x o , t > )  I t I to) 



Sean UEU y to<s<tl. Supongamos que l a  r e s t r i c c i ó n  de uCt3 a 

C t  ,SI p e r t e n e c e  a U. Luego, si dt1> E RCxO,tl3 se s i g u e  que xCs> 

E RCxo,s3 p a r a  cada s, con to<s<tl. E s t o  nos muestra que los 

con jun tos  a l canzab l  es RC xo , t 3  son  c o m o  rebanadas del cono 

a l c a n z a b l e ,  c o m o  l o  muestra l a  f i g u r a  2. 

O 

T 
%O 

Figura  2 

Dos de los p r i n c i p a l e s  problemas e n  Teor l a  de Control  son: 

i 3  d e s c r i b i r  el con jun to  c o n t r o l a b l e  C 

i i 3  describir c o m o  cambia C si variamos el con jun to  d e  

c o n t r o l  es. 

Dos propiedades s o n  deseables en  C: que C = IR” o que contenga 

al cero e n  s u  i n t e r i o r .  



Imaginemos un proceso  real, el cua l  ha a lcanzado s u  o b j e t i v o .  

Puede o c u r r i r  que e x i s t a n  p e r t u r b a c i o n e s  que a l e j e n  al proceso d e l  

o b j e t i v o .  Luego, es impor t an te  que puedan ser l l e v a d o s  al  o b j e t i v o  

l o s  e s t a d o s  ce rcanos  a él; d e  aquí  que sea d e s e a b l e  que C contenga 

una vecindad d e l  objetivo. 

Uno d e  1 os pr ob1 emas abi er tos m á s  i n t e r  e s a n t e s  matemáti camente 

Cver Arnold E433, además d e  s u  r e l e v a n c i a  lógica en las  

apl i caci ones ,  es el pr ob1 ema d e  caracter i zar 1 os conjuntos  

c o n t r o l a b l e s  Calcanzables)  d e  sistemas d e  c o n t r o l .  A con t inuac ión  

e n l i s t a r e m o s  una serie d e  r e s u l t a d o s  conocidos que nos muestran 

c á m o  se ha avanzado e n  l a  solucic5n d e  d i cho  problema. 

Considere  el sistema autánomo d e  c o n t r o l  

x = fCx.u3, x 4s a?”, u E u c13 

cuyo obje t i -vo  es el o r igen .  Supóngase que fCO.03 = O y que 

f e Ci(a?nxRm,a?n). Llamaremos  matriz d e  c o n t r o l a b i l i d a d  del s i s t e m a  

C l3?  a l a  matriz nxmn d e f i n i d a  por 

n-i A:Bf,. . . * A f  BJ 

6f copo>. 6f donde Af = - C0,OD y Bf = - 6x 6u üenotemos por rgcm ai  rango 

d e  A. 

I 



TEOREMA I r  Para  el s i s t e m a  (13 d e s c r i t o  arr iba,  se t i e n e  l o  

si gui  e n t e  

i 3  C es arco conexo 

ii3 C es abierto si y sdlo si O E IntCC3 C i n t e r i o r  de C3 

i i i 3  Si r g C M , 3  = n en tonces  O E IntCC3 

iv3 Sea & = f C x , O 3  globalmente a s i n t ó t i c a m e n t e  e s t a b l e .  Luego, 

si rgCM,3 = n en tonces  C = R". 
I 

v3 C C t 3  es compacto y cambia contínuamente con el tiempo 

Consideremos ahora  el caso l i n e a l  

con o b j e t i v o  el o r igen .  Como se puede e s p e r a r ,  en  este caso 

- podemos ser m i s  e s p e c í f i c o s  en  l as  propiedades de los  con jun tos  

a l c a n z a b l e s .  L a  matriz d e  c o n t r o l a b i l i d a d  de l  s i s t e m a  C23 es l a  

m a t r  i z 

TEOREMA 2: Para  el s i s t e m a  C23 d e s c r i t o  arriba tenemos l o  

s i g u i e n t e  

i 3  Si U es s i m é t r i c o  en tonces  C es s i m é t r i c o  y convexo 

ii3 r g C M 3  = n si y sd lo  si O E IntCC3 

i i i 3  si rgCM3 < n entonces  existe un h ipe rp lano  fijo el c u a l  

c o n t i e n e  CCtA3, pa ra  t > O. 
i 

iv3 C = R" si y sólo si rgCM3 = n y R e C X 3  5 O para  todo valor 

propio X de A 

v3 Si U = Rm, C = U?" si y sólo si rgCM3 = n. 



Los  s igu ien te s  resultados nos muestran que el conjunto  

c o n t r o l a b l e  no cambia si consideramos s610 c o n t r o l e s  bang-bang. 

= U CBBCt3 el con jun to  c o n t r o l a b l e  con c o n t r o l e s  
t > o  Sea ces 

bang-bang. 

TEOREMA 3: Si t es s u f i c i e n t e m e n t e  pequeño, p a r a  el sistema no 

l i n e a l  C13 d e s c r i t o  arriba tenemos que 

CCti3 = CBBCti3 I 

TEOREMA 4: Para  el sistema l i n e a l  C 2 1  d e s c r i t o  arriba tenemos que  

c = CBB 

E l  s i g u i e n t e  resultado nos  a segura  c o n t r o l a b i l i d a d  local para 

.t pequeña, de un sistema no l i n e a l .  

Cons idere  el s i s t e m a  de c o n t r o l  

x = fCx3 + ugCx3, donde x E IR” y lul  I U c 33 

donde f y g son campos v e c t o r i a l e s  suaves  Cde clase C y  s o b r e  U?”. 

Sean 

adfCgCx3) = DfCx3gCx3 - DgCx3fCx3 y adkf(gCx3) = adk-‘fCadfCgCx3)) 

L lamaremos  c o r c h e t e s  de f a los  campos adkf. Denotaremos por 

LkCf ,g3Cx3 a l  espacio l i n e a l  generado por los  c o r c h e t e s  d e  f y g 

lo s  c u a l e s  poseen a l o  más k g ’ s ,  p a r a  k = 1,2,. . . 

TEOREMA St Sean f y g campos vectoriales suaves sobre U?” con 

fCxo3 = O. SupCIngase que  existe k tal  que LkCf ,g3Cxo3 = IR” y que 

LkCf ,g>Cxo3 = Lk+*Cf ,g3Cxo3 p a r a  cada k impar en tonces ,  el sistema 

C33 es l oca lmen te  c o n t r o l a b l e  p a r a  t pequeña desde xo. 

12 



Para  una prueba d e  los Teoremas 1.2 y 4 vease  M a c k i  -Strauss  

C81, para el Teorema 3 vease W a g e w s k i  C121 y para  el Teorema E; 

vease C141. 

E s t o s  r e s u l t a d o s  s o n  igua lmente  vAlidos si cambiamos C por 

RCxo3.  el con jun to  a l c a n z a b l e  desde  xo. ya que los  s i s t e m a s  son 

aut6nomos 
I 

Arnold 141 hace un e s t u d i o  de las s i n g u l a r i d a d e s  que ocur ren  

e n  l a  f r o n t e r a  del con jun to  a l c a n z a b l e  d e  sistemas de c o n t r o l  e n  el 

p lano ,  y menciona también l o  poco que este problema ha s i d o  

est udi ado. 

En este t r a b a j o  n u e s t r o  o b j e t i v o  es: pa ra  el sistema autónomo 

d e  c o n t r o l  

x = f C X 3  + ugcx3, x E IR2, lul  I u 
xco3 = x 

O 

deseamos caracterizar el con jun to  a l c a n z a b l e  desde  x donde xo es 

un punto d e  e q u i l i b r i o  d e l  sistema. 
0 ,  

Qui si ér a m o s  poder deter m i  nar  cuando el c o n j  un to  al  canzabl  e es 

convexo, por ejemplo. En gene ra l  nos i n t e r e s a r &  l a  convexidad 

estricta e n  el s i g u i e n t e  s e n t i d o :  dados dos puntos  e n  el conjunto .  

el segmento de  recta que los  une no i n t e r s e c t a  a la f r o n t e r a .  E s t a  

es una propiedad que  se mantiene localmente.  

13 



Llamaremos  l en te  biconvexa a un con jun to  convexo M c IR2 tal  

que s u  f r o n t e r a  c o n s i s t a  de dos cu rvas  s imples  y , ó  : CO,13-+ IR d e  

clase C con yCO> = K O >  Z yCl> = ó C l >  y tales que s u s  der ivadas '  

no se anulen  y s u s  c u r v a t u r a s  sean  de s i g n o s  opues tos .  Si l a s  

2 

2 

c u r v a t u r a s  s o n  del m i s m o  s i g n o ,  obstSrvese que l a  l i n e a  que une los  

puntos  yCO> y yC13 no está e n  M. Es d e c i r ,  M d e j a  d e  ser convexo. 

En este caso diremos que  l a  l e n t e  es concava-convexa. Ver Figura  3. 
I 

3 
bi - convexa concava-convexa 

Figura  3 

EJEMPLO 3. Para  el sistema d e  c o n t r o l  d e l  e j e m p l o  2, calculamos s u  

con jun to  a l c a n z a b l e  desde  xo= O. Para  e l lo ,  consideramos las 

t r a y e c t o r i a s  e n  s e n t i d o  c o n t r a r i o  del s i s t e m a  o r i g i n a l  haciendo 

t = -t obteniendo el nuevo sistema 

0 

x = x - u  
0 

y = s y - u  lul  5 1 

Como el sistema o r i g i n a l  es autónomo se s i g u e  que el con jun to  

a l c a n z a b l e  desde el o r i g e n  es IR". N o  es d i f f  c i l  ver que el con jun to  

a l c a n z a b l e  desde el o r i g e n  d e n t r o  de un t iempo T, siempre t i e n e  l a  



forma de lente biconvexa Cen l a  demostración al Teorema 2.12 se 

muestra c o m o  hacer lo) .  Ver f i g u r a  4. 

I 

Figura 4 

1 5  



CAPITULO I 

RESULTADOS LOCUES 

En este c a p í t u l o  daremos una c a r a c t e r i z a c i ó n  local de los 

con jun tos  a l c a n z a b l e s  con uno y dos c o n t r o l e s .  E l  r e s u l t a d o  

p r i n c i p a l  p a r a  un c o n t r o l  nos dá condic iones  pa ra  que el' con jun to  

a l c a n z a b l e  t enga  for m a  de l e n t e  b i  convexa o 1 e n t e  cóncava-convexa. 

Pa ra  dos c o n t r o l e s  se prueba que, b a j o  ciertas h i p ó t e s i s ,  el 

c o n j u n t o  a l c a n z a b l e  es e s t r i c t a m e n t e  convexo. 

1 3  UN CONTROL 
\ 

Empezamos l a  s e c c i ó n  dando una d e s c r i p c i ó n  local del con jun to  

de puntos  crí t icos.  Luego, r e t o m a m o s  los r e s u l t a d o s  probados por 

Lobry C71,  Espinoza et. A l .  í 6 1  y Suárez-Alvarez 1111. Lobry prueba 

l a  e x i s t e n c i a  de una vecindad con ten ida  e n  el con jun to  a l c a n z a b l e  

s i n  dar l a  forma de &te. Espinoza et. a l .  dan condic iones  p a r a  que 

el con jun to  alcanzable posea forma d e  l e n t e  biconvexa. 

Suárez-Al var ez dan condi ci  ones par a obtener  además conjuntos  

al canzabl es con for m a  de 1 e n t e  cóncava-convexa. 

Mostraremos un r e s u l t a d o  que engloba todas estas i d e a s  y cuya 

prueba posee una mezcla de l a s  her ramientas  usadas por a q u e l l o s ,  de 

t a l  s u e r t e  que se logra una s i m p l i f i c a c i 6 n .  

1 6  



c13 

Considere  el s i s t e m a  

G = fCX3 + u g c a ,  x € R2. IUI I u 

O 
xco3 = x 

donde f ,  g E C2, con fCxo3 = O y gCxo3 ;ic O. L a  h i p b t e s i s  fCxo3 = O 

nos asegurará que al llegar a l  objetivo xo podamos permanecer ah1 

con u = O, si xo es estable. 

COWJüNTO DE PUNTOS CRiTICOS. 

Deseamos encontrar los puntos x e R' tales que 

Sea HCx,u3 = f C x 3  + u gCx3. S a b e m o s  que  HCxo,03 = O, luego ,  

del teorema de l a  func i6n  i m p l í c i t a ,  si 

det{% a H  Cxo,03} = det{DfCxo3) # O,  

existe h: V + R2 con V vecindad de u = O ta l  que  hCO3 = x y 

F(hCu2 ,u) = O. 

O 

Luego, sdlo  podemos asegurar  l a  existencia de una curva  d e  
1 

puntos crí t icos que pasa por xo si det{DfCxo3) # O. 

17 



CONJUNTOS ALCANZABLES. 

Y a  so ha mencionado l a  impor tanc ia  que t i e n e n  1- conjuntos  

alcanzables e n  teorla de c o n t r o l .  Probaremos para t pequeKa, que 

bajo ciertas h i p ó t e s i s ,  el con jun to  a l c a n z a b l e  t i e n e  forma de l e n t e  

bi convexa o cóncava-convexa 

I 

Consideremos de nuevo el sistema Cl3 

2 x = fC* + u g c a ,  

xco3 = xo 

x E IR, IUI I u c13  

Agreguemos al vector d e  e s t a d o s  X el t i e m p o :  

x = C X & , X  ,t:, = C X , ~ : , ,  luego si f = Cf.13 y = cg.03, tenemos 

en tonces  el sistema aumentado 

- 
a 

- E = FcZ3 +. u gca, x E IRB, I U I  d u 

xco3 = cxo,03 

c 23 

- -  
Sean F C ~  = F c ~  + G c ~  y G C ~  = FcZ - g c a .  Denotemos por 

F t C a  al f l u j o  local generado por F y por GtCG3 al f l u s o  local 

generado por G. 

Def i n i  mos entonces 1 as cur  vas i ntegral es 

A p a r t i r  de &stas construimos dos conjuntos :  uno formado por los 

arcos FtC&, t L O con E r- y el otro formado por los  arcos GtC%, 

t 2 O con G e r . Sean tales Conjuntos + 

1 8  



Ver Figura  1. 
Si 

En los s i g u i e n t e s  párrafos probaremos que S y S2 son  

s u p e r f i c i e s  con f r o n t e r a ,  las  c u a l e s  pa ra  t s u f i c i e n t e m e n t e  

pequeña, no se i n t e r s e c t a n .  Se a f i r m a  en toncesD que l a  regidn 

i 

ence r rada  por ellas es el con jun to  a l c a n z a b l e  desde  Go h a s t a  el 

t i e m p o  t .  del s i s t e m a  C23, el cua l  c o i n c i d e  con el cono a l c a n z a b l e  

desde xo del sistema Cl3. 

L a s  s i g u i e n t e s  p ropos ic iones  son  tomadas de C31 y C101. 

DEFINICION 1.1. Denotaremos por r2Cm al e s p a c i o  vectorial de los 

campos vectorialea C2 s o b r e  (i. Luego, p a r a  X ,  Y E r'C(i3, definimos 

los c o r c h e t e s  d e  Lie de X y Y c o m o  el campo 

iXDY3Cp3 = DXCp3 Y C p 3  - DYCp3 XCp3 

18 
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DEFINICION 1 .2 .  Sea X E r2CfD, p E Dif2CW. Definimos l a  acción 

p*: r2Cc23 + rzCc23 d e  p sobre r2CrX c o m o  

PROPOSICION 1.3. Sean X , Y  E r'cm y s e a n  p, el f l u j o  local 

a s o c i a d o  a X y el asociado a Y.  Luego 
t 

I 

t +o tL 

PROPOSICION 1.4. Sean X , Y  E r2CW y pt el f l u j o  asociado a X 
I 

LEMA 1.5. Si FcX03, g'",' y cP,ZjicZ03 son l i n e a l m e n t e  

i n d e p e n d i e n t e s  , e n t o n c e s  Ss y S con s u p e r f i c i e s  con f r o n t e r a .  
2 

Prueba8 La h i p d t e s i s  e q u i v a l e  a que  FCXo>, GCxo3 y C F,GlCzo3 s e a n  

l i n e a l m e n t e  independ ien te s .  Sean 6t.a = FtCx3, y 6t.a = GtCx3. 

Para D = ( C t , T >  D - IR' d e f i n i d a  por 

@Ct,~3 = K t - T ,  pC~,c~>). Es claro que  BCD3 = Si. Además H es 

1-1, porque si suponemos que  e x i s t e n  C t 3ZCt2, ~ ' 3  E D tales que  

I O I T I t, t L O), sea H : 

dTi 
- 

@ C t í , . r  i 3 = Q C t z , r 2 3  i . e .  Mti-rí, q.K Tí , z*3 ) = Ht2-T2 9 6 T 2  Xo3 )= P. 



Por cons t rucc ión  de SI, el t i e m p o  e n  llegar a p deberá ser el 

m i s m o  por c u a l q u i e r  trayectoria, luego  en tonces  t = tz = t. Por 

l o  t a n t o  

1 

Por l a  unic idad  d e  las  s o l u c i o n e s I  se t i e n e  que 

- 
H s  -TI * p ~ ' i - ~ , X ~ 3 )  = ds-r2,  ~ C T ~ . X ~ > ) ,  para  s e í a , t l  con 

a = rnín(t-.rl. t-T2) = máx(.ra,T2). 

Si a = T~~ hagamos s = P 1 uego 
I' 

Por un lado, el c a m p o  e n  q es FCq3 y por otro es GCq3, l o  cua l  no 

es posible, pues por la con t inu idad  de los campos F y G, FCq3 y 

GC q3 son  1 i nea l  mente independientes .  

S i a = r 2  

- 
Sean pC.r,x03 = q,  dt-1, pC+.x03) = y l C t - ~ ,  q3 = p. 

~e l a  p ropos ic ihn  1 . 4 ,  se s i g u e  que para  E > O exis te  t > O ta l  que 

21 



- 
Supongamos que D2 HE, q3 FCq3 = hC¿j GCp>, con t = t - T  pe ro  

D2 yKc,q3 FCq3 = CCvT3*F)Cp3. Luego, s u s t i t u y e n d o  en  Cw3 obtenemos 

llFCp3 - Act3 GCp3 - tCG,FICp3# < E ,  l o  cual no es p o s i b l e  Cpor la 

independencia  l i n e a l  de F,G y CG,Fl3. Luego !3 t i e n e  rango dos y su 

imagen es una s u p e r f i c i e  cuya frontera s o n  las  curvas 

Algo s i m i l a r  se hace  pa ra  S Obsérvese que S y S t i e n e  f r o n t e r a  

comt3n. I 

2- i 2 

- -  
LEMA I. 6. Sean f;Cso3, gCx03 y C f ,g lCso3 l inea lmente  independientes .  

Luego, p a r a  t s u f i c i e n t e m e n t e  pequeña, l a s  s u p e r f i c i e s  S y S no 

se i n t e r s e c t a n  f u e r a  de l a  f r o n t e r a .  

1 2 

Prueba Cpor con t rad icc ión3  

Si existe un número f i n i t o  de puntos d e  i n t e r s e c c i ó n ,  hacemos t 

menor ó i g u a l  al mínimo. Supongamos que existe una suces ión  d e  

tiempos {t,) e n  los q u e  ocu r ren  l as  i n t e r s e c c i o n e s ,  con t -3 O 

cuando n - OD. Luego, e x i s t e n  t i e m p o s  T y vn, con O < T < tn y 

O < v < t , tales que 

a, 

n 
n=O 

n n 

n n 

lo. cua l  equiva le  a 

22 
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De l a  p ropos ic ión  I. 3 se s i g u e  que 

- 
G-v n k - c  t n-vn3 c.t n-Tn E . T n % q ]  - 

2 2 
[ F , G ]  (Eo) = l l m  

n 
t ,r ,V  +o t + T 2 + V  n n n  n n 

esto i m p l i c a  que [ F , G ] ( G o )  = O, l o  c u a l  c o n t r a d i c e  que 

I I F, GI  (x,) = 2U[ s, FJ Cx,) # O rn 

Puede p r o b a r s e  que existe una r e g i ó n  comprendida e n t r e  Si y S2 

cuya f r o n t e r a  

E y se prueba 

r eg ihn .  

W a k s k i  

es SiU S2. Para  ello, se c o n s i d e r a  la bola B de radio 

que B-S PI S no es arco conexo. Denotemos por R dicha 
$ 2  

1123 ha probado que para t pequeña, el conjunto 

a l c a n z a b l e  c o i n c i d e  con el con jun to  a l c a n z a b l e  por trayectorias 

bang-bang. Luego, b a s t a  c o n s i d e r a r  sólo t r a y e c t o r i a s  bang-bang. 

LEMA 1.7. 

cambio, en tonces  está en el i n t e r i o r  d e  R. 

Si una trayectoria bang-bang desde ", t i e n e  m A s  de un 

Prueba: B a s t a  probarlo p a r a  t r a y e c t o r i a s  con dos cambios. Sea 

Y, = Ft CZJ. Al i g u a l  que en  el Lema 1.6, c o n s t r u i m o s  l as  

supe r  f i ci  es 

- 
o 
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Por cons t rucc ión ,  sí c Si y {sz) -.) (S2) cuando to j O. Por el 

Lema 1.6 si y g2 no se i n t e r s e c t a n ,  l u e g o  g2 d e b e r í a  estar e n t r e  

Si y S2 C v e r  Figura  23. 

, 

Supongamos que S2 y s2 se i n t e r s e c t a n  ai  tiempo t 

P. Luego, e x i s t e n  TirTg con to< T~ < tí y T~ < tí tales que 

en  el punto i 

sol uc i  ones ,  tenemos que 

Por l a  unic idad  de las  

C *> 

donde a = mín {ti-7í, tí-Tz) = máx { T ~ , T ~ ) .  

Si a = T en tonces ,  s u s t i t u i m o s  s = T~ e n  C*3 y obtenemos 
i’ 

l o  cua l  no es posible pues GT Cyo3 E Si y 
i í 2  2 

FT -T (GT Cxo3) CE S2. 
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hacemos s = T e n  C*> y obtenemos Si a = T ~ ,  
2’ 

(Gr Cyo3) = GT Cxo3) = p 
2 

FT -T 
2 í  í 

luego l a  t r a y e c t o r i a  FCq3 l leva el punto Sea q = GT CFo> 

q E Sí al punto  p E S2. E l  vec tor  t a n g e n t e  en  q a l a  t r a y e c t o r i a  

es FCq3. D e  l a  demostracidn d e l  Lema 1.5, tenemos que el vector 

t E Sí.  
í 

normal a q es 

Pero D2 )JICTí-tO, yo) 
por 10 t a n t o  

q 
N 

N *FCq3 = O si sólo 

p o s i b l e  dado que G, 
q 

= GCq3 X [- GCq3 + D2y(Tí-tg, yo) FCyo,] 

FCyo3 = Cy,F3Cq3 = u GCq3 + (3 FCq3 + yíF.GICq3 

= GCq3 X [ /3  FCq3 + yCF,GlCq3] 

si y GCq3 x CF,GlCq3*FCq3 = O l o  c u a l  no es 

F,  I F, GI son  1 i neal  mente i ndependientes  . Luego, 

I l a  t r a F t o r i a  FtCq> no permanece sobre l a  f r o n t e r a  d e  R 

LEMA 1.8: Si p está en  el i n t e r i o r  de R, entonces  existe una 

trayectoria bang-bang que une xo con p. 

Prueba: Consideremos la t r a y e c t o r i a  FtCp3. Si seguimos esta 

t r a y e c t o r i a  p a r a  t nega t ivos ,  esta habrá de i n t e r r e c t a r  l a  f r o n t e r a  

d e  R. Si l o  hace  en Sz u r+ u {zo), se c o n t r a d i c e  l a  unic idad  d e  

1 as sol uci ones.  Si l o  hace en re, i m p l i c a r l a  que p d R ,  luego 

en tonces ,  FtCp3 i n t e r s e c t a ,  para  t nega t ivo  a S - digamos en q al 
í’ 

t iempo t < O. Luego, F--Cq> = p. Pero q = Gr (FT CEO>> para  
P i  

a lgunos  ~ ~ , r ~  > O, l u e g o  en tonces ,  p es a l c a n z a b l e  por t r a y e c t o r i a s  

bang-bang . I 



Tenemos probado entonces  el s i g u i  e n t e  teorema: 

TEOREMA 1 .Qr  Para  t su f i c i en temen te  pequeña, R c o i n c i d e  con el 

con jun to  a l c a n z a b l e  desde Go hasta el t i e m p o  t .  del sistema C23. 

Estamos i n t e r e s a d o s  en  el con jun to  a l c a n z a b l e  RCxo,t3 pa ra  el 

sistema C l 3 .  Consideremos l a  proyección ii :IRs-+ IR2 dada por 

iiCxl,xz,t> = Cxs,x  3 .  Tenemos en tonces  el s i g u i e n t e  corolario. 
2 

COROLARIO: 

Ver f i g u r a  3. 

R<xo,tl) = ii<R n (t = t%)). 

Figura 3 

Probaremos ahora que,  bajo ciertas h i p ó t e s i s ,  el con jun to  

a l c a n z a b l e  R<xo,ti) t i e n e  l a  forma de l e n t e  biconvexa o 

concavo-convexa. 



Por construccidn de Sí y S x C t í , ~ 3  y y C t í s T 3  representan las  
2 

c u r  vas f r o n t e r a  del con j un to  RC xo t Z .  Sean 

Obsorv6se que  yCO3 = óCO3 # yCt3 = ¿Ct3. 

LEMA 1.10: Supangase que se cumple l a  s i g u i e n t e  des igua ldad  e n  xo. 

l uegos  para t s u f i c i e n t e m e n t e  pequeKa, l as  cu rvas  y C ~ 3  y 6Cr3, con 

O I T I t, t i e n e n  c u r v a t u r a s  de s i g n o s  opuestos .  

Prueba: Si cCt3 es una curva e n  O?* y K(cCt3) es su curvatura ,  

en tonces  sgnCKCcCt33) = sgn(det(c'Ct.3 c"Ct3 ) )s  dondo sgnCx3 es l a  

func ión  s i g n o  de x. De la prueba al Lema 1.5 tenemos que 

De l a  Def in i c ibn  1 . 2  y l a  Propos ic idn  1 . 4  se sigue que 

por l o  t a n t o  

ax G ( x ( t D T 3 )  + F ( H t D ~ 3 )  - C ~ - T ~ C G , F I ( X C ~ , T > )  +. . . d t s T 3  = - 

De esto altimo se s i g u e  en tonces  que 

a' X ox 
or2 

y"CT> i= - C t s T B  = DCF-G3(xCts~>) or C t , T >  + C G s F 3 ( x C t , T 3 )  +. . . 
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l as  c u a l e s  e n  t e rminos  de f y g se e x p r e s a n  c o m o  

Luego e n t o n c e s  

Análogamente para O, obtenemos 

y se s i g u e  que  

Un r á p i d o  c á l c u l o  nos  prueba  que  l a  h i p ó t e s i s  es equ iva len te  a 

2UIdet(gCxo3, Dg'xo3 *sCxo3)I < (det(gCxo> , [ G,F] Cxo3)l 

Luego, p a r a  t s u f i c i e n t e m e n t e  pequeña se s i g u e  l o  deseado.  

28 



LEMA l . l l t  Supóngase que se cumplo l a  s i g u i e n t e  desigualdad en xo 

2U(det(gCxo~,DgCxo>*gCxo>)~ ? Idet(gCxo>.[ g , f ]  Cxo>)l 

luego ,  para t s u f i c i e n t e m e n t e  pequeña, lar  cu rvas  y C ~ 3  y ó C ~ 3 ,  con 

O S T S t ,  t i e n e n  c u r v a t u r a s  del m i s m o  s igno .  

Pruobar Análoga a l a  d e l  lema aiterior.  

TEORENA 1 12: Suwngase  que det(gCxo3 [ g r  f ] Cxo2) * o. Luegos pa ra  

t s u f i c i e n t e m e n t e  pequeña 

13 

ii> 

si 

entonces  R C x o , t >  t i e n e  forma de l e n t e  convexa. 

si 2Uldet(gCxo3,DgCxo3*gCxo3)~ > )det(gCxo3,[g,f]  Cxo3)l 

en tonces  R C x  t> t i e n e  forma de l e n t e  concava-convexa. 

2 U l d e t ( g C x o > ,  ügCxo3 *gCxo3) I < (det(gCxo3, [ g , f ]  Cxo3) I 

O ’  

Pruebas B a s t a  probar que y S C O 3 - y ’ C r 3  > O y t S s C 0 3 - 6 ’ C ~ 3  > O 

para 7 c C 0 , t l .  

Per o 

Y 

1 uego, si t es pequeño, ambos son  positivos. I 

V e a m o s  con más detalle l a  forma del con jun to  a l c a n z a b l e  cuando 

se cumplen las h i p ó t e s i s  d e l  Teorema 1 - 12. 

Supongamos que f C xo> y g C  xo> son 1 i nsal mente i ndependi e n t e s .  

Podemos suponer que det(fCxo> ,gCxo>) > O. Ver f igura 4. 



Figura  4 

De l a  prueba al Lema 1.10 se observa que el s i g n o  d e  l a  

c u r v a t u r a  de y está determinado, p a r a  t pequeño, por A+B, y para 6 

por A-B. 

Supongamos que IAI<B.  Si B > O tenemos que -B<A<B, por l o  

l u e g o  en tonces  y t i e n e  c u r v a t u r a  positiva y 6 t a n t o  A+B>O y A-B<O, 

nega t iva .  Si B<O o c u r r e  l o  c o n t r a r i o .  

Supongamos que IAI>B.  Si B > O tenemos que A)B ó A<+. Si A>B, 

entonces  A+B>SB>O y A-B>O por l o  t a n t o ,  y y 6 t i e n e n  c u r v a t u r a s  

posi ti vas. Si A< -B entonces  A+B<O y 'A-B< -2B<O, por 1 o t a n t o  a m b a s  

t i e n e n  c u r v a t u r a s  nega t ivas .  Si B<O ocurre algo s i m i l a r .  Resumimos 

todo l o  a n t e r i o r  e n  l as  f i g u r a s  6 y 6. 



k / 
-0 O 0 B o -0 

Figura 5 Figura 0 

se obtiene algo similar.  Si det<fCxo> ,gCxo>> < O Vor f iguras 

7 y 8. 

I I 

-E O 
I 

E 
1 1 1 

B o -5  
Figura 7 Figura 8 
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23 Das CONiROLES 

En esta s e c c i ó n  probaremos que el con jun to  alcanzable con dos 

c o n t r o l e s  es e s t r i c t a m e n t e  convexo, para t pequeño. Para e l lo  

r e t o m a r e m o s  l as  ideas m o s t r a d a s  e n  l a  s e c c i ó n  a n t e r i o r  he  iremos 

deduci endo 1 as hi p ó t e s i  s necesar  i as par a obtener  1 a convexidad 

estricta. No se analiza el con jun to  de puntos  crí t icos ya que con 

dos controles es p o s i b l e  obtener f ran jas  de puntos crí t icos en  el 

pl ano. 
I 

Considere  el sistema de control 

k = fCx3 + u,gscx3 + u g cx3, IULl I u, i = 1,2. 
2 2  

Supdngase que f , g, , g2 E C"CrU con 0 un a b i e r t o  de IR2. Supóngase 

además que  fCxo3 = O y que gsCxo3 y gzCxo> son  l i n e a l m e n t e  

independientes. 

Supongamos que detCgiCxo3,gpCxo3) > O. Si no f u e s e  así, 

r enombr a m o s  gi y 9,. E s t a  supos ic idn  nos permite determinar  los 

s i g n o s  de las c u r v a t u r a s  de l a s  cu rvas  f r o n t e r a  del con jun to  

al  canzabl e. 

Consideraremos los 4 c o n t r o l e s  bang-bang: CU,ZJ) ,  CU, 4 3 ,  

C-U,ZJ) y C-U,-cD. Cada uno d e  ellos nos gene ra rá  una curva i n t e g r a l  

por x .  Con ellas construiremos 4 con jun tos  alcanzables: los 

generados por los controles CU, +u), C+U,  ZJ), C-U, +u) y C f U ,  -ID. 

Por e j e m p l o ,  los c o n t r o l e s  CU, f U 3  nos proporcionan el sistema de 

c o n t r o l .  

O 



I:, x = ( f C d  + U g , C d >  + u2g2CxL 1u21 I u 

N o  es n e c e s a r i o  que el c o n j u n t o  a l c a n z a b l e  d e  13 tenga forma 

de l e n t e  biconvexa, b a s t a r í a  con que l as  c u r v a t u r a s  de s u s  curvas 

f r o n t e r a  s e a n  positivas. ObstSrvese que 

det<fCxo3 + UgiCxo3 ,g2Cxo3> = Udet<giCxo3 ,gzCxo3> > O. 

Ver f igura  I. 

+ 92 

01-02 . 

Figura 1 

Luego, si hacemos A, = 2U det(g2Cxo). D92Cxo~*gzCxo~) Y 

B, = det(gaCxo3, [ g2Cxo3, fCxo3 + UgsCxo3] ), necesitamos que Ai+Bi>O 

y A,-Bi>O o que IA, 1 < lBi 1 .  Si B,>O, tenemos en tonces  que Ai>Bi ó 

-B,<A,<Bi luego ,  b a s t a  suponer que Ai>-B,. Si B,<O, se s i g u e  que 

Ai>BL Cver f i g u r a s  7 y 8 d e  5 13. 

Luego, para obtener  c u a l q u i e r a  d e  l as  s i t u a c i o n e s  mostradas en 

l a  f i g u r a  1, necesi tamos suponer que A + IB / > O .  
i i  

Para  los c o n t r o l e s  C+U,  LD o c u r r e  algo un poco d i f e r e n t e .  El 

s i s t e m a  a soc iado  es 

I 



23 x = C f C x í  + ugzcx33 + uígícx3, lUil I u 

En este caso d e t C f C x o >  + Ug2Cxo3,gíCxo>> = Udet~gzCxo3,gíCxo3> < O .  

La f i g u r a  2 nos muestra las s i t u a c i o n e s  que deseamos que ocurran.  

De l as  figuras Q y 10 del c a p í t u l o  a n t e r i o r  , se s i g u e  que. si 

con Az - ( B 2 ( < 0  obtenemos l o  deseado. 

F igura  2 

Para  los controles C-U, fUí, el s i s t e m a  asoc iado  es 

3> 

y l a s  h i p ó t e s i s  es Ai-IBg(<O, con 

x = C f C A  - Ug,C*> + uzgzc>c>, Iu21 I u 

Bg = det(g2C xo3 . [ g z C  xo3 , f Cxo3 -UgíCxo>] ) 

Para los  c o n t r o l e s  C+U, -U3, el sistema asociado es 

x = (fCx3 - Ug,CX3) + uígícx3, IU,I I u 43 

L 
Q2 



y la h i p ó t e s i s  es A2+IB41>0, con 

B4 = det(giCxo3, [ giCxo3, fCxo3 - Ug2Cxo>] ) 

En l a  f i g u r a  3 se mues t r a  un p o s i b l e  caso 

Figura  3 

TEOREMA 2.1: Sea el sistema de c o n t r o l  

X = fC*  + uigicd + uzgZc*, luil I U, i = í , 2 .  

con fCxo3 = O y det(g,Cxo>, gzCxo>) Z O. Supbngase que se cumplen 

1 as desigual dades 

2 I det(giC xo3 , DgiC xo3 g,C xo3 ) I < I detigiC xo3 , [ g i C  xo3 , gi+iC xo3 3 1 i = l , 2 ,  

- go - 8,. 

. Luego, para t s u f i c i e n t e m e n t e  pequePIo, Rex, I t) es e s t r i c t a m e n t e  

convexo. 

Pruebrr Supongamos que det<giCxo3 ,gpCx03> > O. B a s t a  probar que 

los con jun tos  alcanzables de los sistemas 13-43 se "unen bien". 

Consideremos a lgunas  de  estas uniones,  por e j e m p l o ,  l a  de los 

sistemas 13 y 23. Ver f i g u r a  4. 



Figura 4 

Supongamos, s i n  p4r d i  da de general i dad, que 

det4g2Cxo3 , [g2,gi]Cxo3) > 0 y det(giCXo3 [g,,g,lCxo3) > 0 ,  

luego, si y, y 6 son l a s  curvas frontera del conjunto alcanzable 

del sistema í 3 ,  entonces y será su cara externa. Para el sistema 

2>, si y, y ó2 son las curvas frontera, 6 será l a  cara externa. 

De l a  prueba al Lema 1.10 se sigue que 

i 

i 

2 

Sea J = (zl, -:l. Luego, para asegurar convexidad, debemos tener 

(J & 2 C t 3 ) * ( j i C t 3 )  > O, pero, para t suficientemente pequePia tenemos 

que 

(J C t3)*(; C t3 )%4fl[ (JgiC xs3)*g2C xi3 -t(J [ f +Ug2, gil C ~ $ 3  ) (g2C Xi))] 
2 i 

z 43det4g i Cxi2 , g2Cxii) > O 

I 



Mediante a lgunos  e j e m p l o s  m o s t r a r e m o s  l as  t é c n i c a s  empleadas 

e n  las  pruebas  de los r e s u l t a d o s  de este c a p í t u l o .  En el primer 

ejemplo dejaremos l ibre l a  cota del c o n t r o l  y veremos como para  

d i s t i n t o s  valores de l a  cota se ob t i enen  d i s t i n t a s  f o r m a s  e n  el 

c o n j u n t o  a l canzab le .  C V e r  C a p í t u l o  I1 533. En el segundo e j e m p l o  no 

so cumplen las hipdtesis delTeorema 1.12, s i n  embargo, si se 

cumplen las del Teorema 5 e n  l a  In t roducc ibn .  E l  r f l t i m o  e j e m p l o  es 

un modelo d e  fermentación.  

Ejemplo l*l: Considere  el s i s t e m a  de c o n t r o l  

s 
donde fCx,y3 = C - y  , - 1 D T  y gCx,y3 = C ~ ~ , - 1 3 ~  . Haciendo algunos 

cal c u l  os encontramos que 

[ f ,gJ do3 = C0,63T, ~ ( X C O 3 ) * g ( d O 3 )  = C0,-33, 

1 uego 

det.(g,Dg*g)(xCO3) = -3 y de t (g , [  f ,gJ )(xCO3) = 6, 

por l o  t a n t o  A = U y B = 1. Ahora b i e n ,  la s o l u c i ó n  genera l  de 

n u e s t r o  sistema d e  control es 

x C t 3  = xo - CU-l3.([ yo-Cu+13Ct-to3] 4- yo4)/4Cu+13 

yCt3 = y, - Cu+13Ct-to3 



Si U = 0.5 se cumple l a  h i p ó t e s i s  i3 del Teorema 1.12 y el 

c o n j u n t o  a l c a n z a b l e  al t i e m p o  t ,  con t pequeño, t e n d r á  l a  forma d e  

l e n t e  convexa. Para  to= O y u = 0.5 l a  trayectoria es 

At> = [ C I - 3 t D 4 -  11/12 y flt> = 1 - 3t 

cuya cu rva  i n t e g r a l  es x = cy4- 13/12. 

Análogamente, p a r a  to= O y u = -0.5 tenemos l a  trayectoria 

xCt3 = 3 [ C l  - t/2D4- 1] /4  y y C t 3  = 1 - t/2 

cuya cu rva  i n t e g r a l  es x = 3Cy4- 13#4.  Ver  f i g u r a  1. 

Figura 1 

Si U = 2 se cumple la h i p ó t e s i s  i i 3  del Teorema 1.12. y 

tendremos entonces  un l e n t e  cóncavo-convexo. Luego, procediendo de  

manera similar al caso a n t e r i o r ,  obtenemos las curvas  i n t e g r a l e s  

x = C 1  - y43/12 y x = 3 C l  - y4>#4 

38 



Ver f i g u r a  2. 

Ejemplo 1.2: Considere el 

Figura 2 

s i s t e m a  d e  control  

o3 = [J, lul I 1  

a T  donde fCx,y3 = C-x, -y-x 3 y gCx,y3 = C1,03T. 

cál c u l o s  obtenemos 

det(g,[f,gJ) = 0 

I 

I 

Haciendo al gunos 

Luego, este es un ejemplo donde no se cumplen las h i p ó t e s i s  de l  

Teorema 1.12. s i n  embargo, si se cumplen las  del Teorema 5 en l a  

I ntroducci ón , 1 uego, el conjunto al canzabl e posee una veci ndad del  

cero en s u  i n t e r i o r .  Ver Figura 3. 

I 



t, 
_I 

\ 
- 1  - Y -  1 

I 

Figura 3 

EJEMPLO 1.3: El siguiente es un modelo de un proceso de 
, 

fermentación. CVer C233. 

p = wsKK + s3 

1 donde x y s son l a s  variables de estado, So y D son variables de 

entrada y pm.R y K son pardmetros del proceso. x y s representan 

l a s  concentraciones de la biomasa y del suctrato en el fermentador, 

respectivamente; D es un flujo normalizado, llamado razdn de 

1 dilucion Cflujo de alimentación/volumen del medio>, Scr es la 

¡! concentración del sustrato de alimentacibn, p m  os la razón máxima 
L; 



de c rec imien to ,  R es el rendimiento  por sustrato y K es l a  

c o n s t a n t e  de af i n i  dad del s u s t r a t o .  

F ís icamente  se t i e n e n  l as  s i g u i e n t e s  r e s t r i c c i o n e s  

s > O ,  O < x < R S c r ,  O < D < p m ,  % > O  

De l a s  ecuac iones  es fácil  ver que  el con jun to  de puntos  

críticos es l a  recta x = RCSa - s3 
x 

Analizaremos dos casos: i 3  Sa, c o n s t a n t e  y D variable d e  

c o n t r o l  y i i 3  D c o n s t a n t e  y Scr variable d e  c o n t r o l .  

i3 Sea D l a  variable d e  c o n t r o l .  

Sea u = 2D/pm - 1. Luego, n u e s t r o  sistema o r i g i n a l  se puede 

escribir e n  l a  forma 

X = f C x 3  + u g c A ,  con lul  5 I 

donde x = C X, si , pmC Sa-53 /2- p m s x / R C  K + s ~ > ~  

y gCx3 = (-x/2, C S c r - ~ 3 / 2 ) ~ .  No es d i f í c i l  ver que para cua lqu ie r  

punto  c r í t i co  se t i e n e  que  

f C A = CpmSx/C K + s 3  - p m x & ? ,  

de t (g , [ f , g J )  = 0 

I l l 5 3 6  
41 
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, 

por l o  t a n t o D  no se cumplen l as  hipótesis del Teorema 1.12, aún 

más, t a m p o c o  se cumplen l a s  h i p ó t e s i s  del  Teorema 5 e n  l a  

I n t roducc i  c5n 1 uego el si stema no es 1 oca1 mente c o n t r o l  ab1 e cuando 

n u e s t r o  c o n t r o l  es l a  razón d e  d i l u c i d n  D. V e r  F igura  4. 

Figura  4 

ii3 Sea So. l a  variable de c o n t r o l .  

Sea u = 2 S 4 4  - 1, donde M es el s u s t r a t o  m A x i m 0  de 

al i mentaci 6n. E l  si s t e m a  or i gi  na l  puede escr i bi rse e n  1 a f o r m a  

x = fCx3 + ugc>c)D con lul 5 1 

donde x = C X , S ~ ,  f C x 3  = C p m s x / C K + s >  - Dx, - p m s x / R C K + s >  - Dc 

y gCx) = (0, DW). Un c á l c u l o  nos muestra que  e n  cua lqu ie r  punto 

c r í t i co  se t i e n e  



det (g , [ f , g J = -C D M / 2 3 2 ~ m K ~ / C  K + s ~  # O 

además, es c l a r o  que det(g,DgCg3) = O ,  por lo  t a n t o ,  el conjunto 

a l canzab le  t i e n e  forma de l e n t e  biconvexa para t pequeña, cuando 

nues tro  contro l  es Sa. Ver Figura 5. 

Figura 5 
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CAPITULO I1 

RESULTADOS GLOEALES 

En este c a p í t u l o  daremos una c a r a c t e r i z a c i ó n  global de los 

con jun tos  al  canzabl  es par a si s t e m a s  1 i nea l  es y bi 1 i neal  es. Se hace 

también un e s t u d i o  del c n j u n t o  d e  puntos  críticos en  ambios casos. 

A d e m á s  se muestra.  mediante e jemplos,  los cambios que pueden 

o c u r r i r  e n  lo scon jun tos  a l c a n z a b l e s  cuando variamos l a  cota del 

c o n t r o l .  

13 S I S X E W  LINEALES 

In ic iamos  l a  secci6n dando una c a r a c t e r i z a c i ó n  del con jun to  de 

puntos  críticos. Después probamos que si los valores p rop ios  d e  l a  

m a t r i z  asociada a los estados, son  reales, en tonces  el con jun to  

a l c a n z a b l e  desde un punto cr í t ico t i e n e  la forma de l e n t e  

biconvexa. En caso c o n t r a r i o ,  se prueba que el con jun to  a l c a n z a b l e  

t i e n e  l a  forma d e  l e n t e  biconvexa h a s t a  un cierto tiempo. 

Cons idere  el sistema l i n e a l  autónomo 

x = Ax + bu , con x d 2 ,  IuI I U. 

N O >  = xo 

c1> 

I 

I 

44 
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TEOREMA 2.1 . 1: Si A es no s i n g u l a r  el con jun to  de puntos  crl t icos 

del s i s t e m a  Cl3 es un segmento de recta. En caso c o n t r a r i o ,  se 

t i e n e  una f r a n j a  del p lano  b una recta. 

Pruebas C o n s i  der e m o s  1 a ecuac i  ón 

A x + b u = O  c 2) 

Si A es no s i n g u l a r ,  l a  ecuac ión  C23 impl i ca  que x Cu3 = -A-‘b u 

l o  c u a l  r e p r e s e n t a  un segmento con extremos e n  UA”‘b y - UA-*b. 

o 

I 

Si A es s i n g u l a r  consideremos l a  t ransformación  TCx3 = Ax. 

Si u=O, l a  s o l u c i 6 n  de C23 es kerCT3. Supongamos en tonces  que UZO. 

Si b d m C 1 3  en tonces  no existe so luc ión .  Si b E ImCT3 esto impl i ca  

que p a r a  cada x E IR2 existe A#O t a l  que Ax = Ab, e n  p a r t i c u l a r  , si 

x-b. en tonces  A b  = A b  y por l o  t a n t o  b es vector p rop io  de A. 

Luego, si b es vector p rop io  de A, para  cada Ü e [ -U,U], existe una 

recta de puntos ,  p a r a l e l a  a k e r C T 3 ,  que satisface la ecuac ión  C23. 

Luego e n t o n c e s n  al variar u E [-U,U], se o b t i e n e  una f r a n j a  de 

I punt.-= a- f ti eeo . 

D e l  Teorema 2-iii) tenemos que si b y A b  son  l i nea lmen te  

dependientes ,  en tonces  el sistema Cl3 no es loca lmente  c o n t r o l a b l e .  

E l  con jun to  a l c a n z a b l e  es un segmento c e n t r a d o  e n  el or igen .  

Analizaremos en tonces  el caso en  que b y Ab s e a n  l i n e a l m e n t e  

independ ien te s ,  por ser de mayor i n t e r é s .  
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LEMA 2.1.2: Considere  el sistema d e  c o n t r o l  C l 3 .  

Supóngase que  b y Ab son  l i n e a l m e n t e  independientes .  Luego, si y y 

6 son  las  curvas frontera del con jun to  a l c a n z a b l e  R C O , t 3  con un 

cambio, éstas t i e n e n  c u r v a t u r a s  d e  s ignos  opues tos  pa ra  cada t > O .  

Prueba: Consi der ar e m o s  sdl  o c o n t r  o1 es bang-bang C por el Teorema 43 

La s o l u c i ó n  de l a  ecuacidn C l 3  es 

t 
t-B' buC s3 ds A C t - t  > 

o x  + S e  
O 

x C t 3  = e  
t 

O 

l a  cua l  para to= O,  xo = O y u = cte., se reduce  a 
c AC t - d  bdc xCt3 = yJ e 
O 

Sean a c t 3  y Wt.3 l as  s o l u c i o n e s  de l a  ecuación Ci3 con xo= O,  con 

u = u y u  = -  U respec t ivamente ,  l uego  
t t 

AC t-S> bds bds y /3Ct3 = -Us 8 
r C  t -s> a c t 3  = US e 

O O 

Obsérvese que  a c t >  = - / K O .  
Sea xCt , . r>  l a  s o l u c i d n  de C 1 3  que i n i c i a  e n  a C T >  con u= - 

P 

Análogamente, sea y f t , r 3  la s o l u c i ó n  de C 1 3  que i n i c i a  en 

U, l uego  

/K73 con 

u = U. l uego  

Pa ra  t fijo, se prueba,  u t i l i z a n d o  metodoc s i m i l a r e s  a los de l a  

demostración de l  Lema 1.5,  que x C t , ~ 3  y y C t , ~ >  r ep resen tan  las 

f r o n t e r a s  d e l  con jun to  a l c a n z a b l e ,  desde x = O,  con un cambio para 

el sistema C l 3 .  

O 

i 



Sean yCz3 = x C t , ~ 3  y & T J  = yCt , t - -r3  d ichas  curvas.  

Obsérvese que 

yCO3 = óCO3 = (3Ct3 y y C t 3  = 6Ct3  = dti 

Ver f igura 1 

Figura 1 

Sea KCy) l a  curvatura d e  y ,  entonces 

cgnCKCy3) = sgn(det(y ' ; y " ) )  

Derivando obtenemos 

1 uego Ab) 
A < t - T >  b; -2Ue A <  i - T )  det(y' ;y" )  = det(2Ue 

h e A ' '  I,-*' Ab) 
A < I , - f )  

= -4#det(e  A í t - T >  )det{b;Ab) 

-4ULdd.{e 
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Anal ogamente, deri vando obtenemos 

6 ’ C ~ 3  = 2UeATb y 6 Y ~ 3  = 2UeA‘Ab 

1 uego det(6’ ; 6“) = 4fldet(o*T)det(b; Ab) 

Como d e t ( e ” ) > O  p a r a  toda A, tenemos que l a s  c u r v a t u r a s  de y y O 

siempre d i f i e r e n  e n  el s igno.  

TEOREMA 2.1.3s Considere  el sistema de c o n t r o l  

& = A x  + bu, pa ra  x e IR2 y lU l  5 us con xCO3 = O 

si 

i3 b y Ab s o n  l i nea lmen te  independ ien te s  Y 

ii> A posee valores p rop ios  reales 

entonces RCO.t.3 t i e n e  f o r m a  de l e n t e  biconvexa pa ra  cada t > O 

Pruebas Basta probar que Y ’ C O > * Y ’ C T ~  > O y 6 ’ C 0 3 - ¿ ’ C 0 3  > O pa ra  

O < T < ~ .  De l a  prueba al lema a n t e r i o r  tenemos que 

b y ~ ‘ C T >  = 2 U e A T b  AC t - T D  y ’C73  = 2 U e  

AT Luego O D C 0 3 * 6 ’ C ~ 3  = 4$(eATb)*b. Sea f C T 3  = (e b)-b. 

Supongamos que existe T E CODt l  tal que f C T 3  = O, i . e .  e b y b 

son  o r t o g o n a l e s ,  pero esto i m p l i c a  que eAT= A [ i-0 3 ,  MO, i o  cua l  

no es p o s i b l e  por i i 3 .  Por l o  tanto, fCT3 Z O para T E C 0 , t I .  

Pero fCO3 = llb~12>0. l u e g o  en tonces  f C T >  > 0 para T E CO. t l .  

De manera aná loga  se prueba que y ’ C O 3 * y ’ C i >  > O para T G C O , t l .  I 

AT 



Cuando A posee valores p rop ios  complejos no es p o s i b l e  

a segura r  que  el c o n j u n t o  a l c a n z a b l e  t enga  forma de l e n t e  biconvexa. 

Ocurre  que los puntos críticos son focos o c e n t r o s ,  luego ,  l as  

trayectorias se "enroscan". l o  cua l  ocas iona  que se p i e r d a  l a  forma 

de l e n t e  biconvexa. Sin embargo es p o s i b l e  determinar  en  que 

momento p i e r d e  esa f o r m a .  

, 

TEOREMA 2.1.4: Considere  el sistema d e  c o n t r o l  

x = Ax + bu, para x e IR' y 1u1 I U. con xCO> = O. 

si 

13 b y Ab son  l i n e a l m e n t e  independ ien te s ,  Y 

íi3 A posee valores p rop ios  complejos. 

Entonces,  si /3 es el mc5dulo de l a  parte imag ina r i a  de los  valores 

p rop ios  d e  A, R C O , t >  t i e n e  forma d e  l e n t e  biconvexa p a r a  

o < t < n/o. 

Prueba: De l a  prueba del Lema 2.1.2 tenemos que 

b y ~ ' C T >  = 2UeATb A(t- l )  Y ' C T D  = 2 U e  

Probaremos primero que t = n//3 es el menor tiempo p o s l t l v o  t a l  que 

y'C03 y 6'CO3 s o n  colineales, luego ,  para t > n/o se p i e r d e  l a  

convexidad. Luego probaremos que y y 6 son  i n y e c t i v a s  pa ra  

o I t 5 n/p. 

si y ' C 0 3  y 6'CO> son  c o l i n e a l e s ,  eso impl i ca  exlste A ta l  que 

y'CO3 = X6 'CO>,  lo cual equivale a 

eA'b = A b  C *> 



l a  forma candnica  de  Jordan de A,  l u e g o  ex is te  P 

no s i n g u l a r  tal que  

La ecuac ión  C*3 e n  términos d e  J se reduce  a 

con b = P-'b tJ- - e b - A b ,  C -> I 

tJ e r e p r e s e n t a  l a  r o t a c i d n  por un ángulo  /3t, l uego ,  d e  C**3 se 

s i g u e  que  

/3t = nn 

por l o  t a n t o ,  t = n / p  es el primer t iempo p o s i t i v o  en el cua l  y'CO> 

y ú'C.03 s o n  c o l i n e a l e s .  

Probaremos ahora  l a  i n y e c t i v i d a d  d e  6. Para y es similar. 

Supongamos que e x i s t e n  T í ,  T= E CO, n/p3 tales que 6 < T í 3  = 6Cr2>. 

Como 6 no cambia d e  concavidad,  tenemos que existe E < T ~ , T = ~  tal  

que  
~ * c C >  = A ~ * c T ~ > .  i o  que  e q u i v a l e  a 

6'c.rí3 y ~ * C C >  son  c o i i n e a i e s .  Por i o  tanto existe A t a l  que 

- 
b A t  A(t-2-í) e b = AeAT'b, i - e .  e 

l o  cual  no es posible, pues -T < n/p. 

= A b  



2) SISTEMAS BILINEALES 

A l  igual que  e n  l a  s e c c i ó n  a n b e r i o r ,  se da una c a r a c t e r i z a c i d n  

global del con jun to  de puntos  crí t icos.  En segu ida  se divide l a  

s e c c i d n  e n  dos partes: s i s t e m a s  homogéneos y no homogéneos. En l a  

primera parte se prueba que, bajo ciertas hipótesis ,  el con jun to  

a l c a n z a b l e  siempre posee l a  forma de l e n t e  biconvexa. Para  sistemas 

no homogéneos no f u e  posible dar  un r e s u l t a d o  similar al caso 

homogéneo. S i n  embargo, se prueba que  b a j o  c ier tas  condic iones ,  el 

con jun to  a l c a n z a b l e  desde  el o r i g e n  es R2. 

Consi dere el si stema bi 1 i nea l  autónomo 

G = AX + UBX + CU, para x E: IR= y lul 5 U 

CONJUNTO DE PUNTOS CFUTICOS . 
Consi dérese 1 a ecuaci  6n 

CA + uB3x + Cu = O con u E IR 

c 1 3  

c 23 

Si A + uB es no-singular para u E O?, entonces ,  el con jun to  de 

puntos  crí t icos queda determinado por l a  expres ión  

x CUD = - CA + u B 3 - k ~  * 

Veamos cuando CA + uB3 es s i n g u l a r .  

51 

c 3 3  
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IA + 

a + ubi a2 + ub2 

a + uba a, + ub4 
= IBI 1 i B )  = 

B 

I' + CA,B>u + ) A l  

c 43 

donde CA,B> = I A  + BI - C I A )  + [BID 

Luego e x i s t e n ,  a l o  más, dos valores d e  u para los c u a l e s  

Si C no pe r t enece  

y A es no s i n g u l a r ,  ontoncos 

I 

A + US es s i n g u l a r  . Sean u. y ui  d i chos  valores. 

a l as  imagenes do A + uoB y A + uiB 

C3) nos d e f i n e  una func idn  de IR - {uo,ui) -+ IR , donde u. 

son  los  ceros de C43. V e a m o s .  c o m o  d e s c r i b i r  l a  imagen d e  esta 

func ión .  

2 

y 

De l as  expresiones para A y 8 ,  tenemos que 

1 a + ub, -Ca + ubz3 1 4 2 

+ ubg3 ai + ubi 
C A  + uB'-i = IA'UBI 

a 

- C a z  + ub23 

O + ubg3 a + uba 
a i 

- ''"1 - b c 3 + Ca c 
2 2  4 i  

- b c 3 + Casaz - a c 3 
3 1  8 1  

- - 

esto t 3 l t i m o  puede e s c r i b i r s e  e n  l a  forma 



XCU3 = 
O 

~ 

au2+bu+c 

uc u2 u+p2 3 

au2+bu+c 

Tenemos en tonces  que 

uca  u+p 3 
1 i x =  

au2+bu+c ’ 

a = bacr - bi c2 - bici 2 
a = b2c2 
i 

donde fl, = a 2 2  c - a 1 i  c / 1 2 = a c  a i  - a i c 2 .  

a = I B I ,  b = C A , B 3 ,  c = J A l .  

donde x Cu3 = Cx,y3 T . 
o 

Despejando u en  a m b a s  

-Cbx-pL> f 
i u =  

2 C  ax-ui 3 

-CbY-/123 f 
y u =  

2 C  ay-u2 3 

respect i vament e. 

I g u a l  ando es pos i  bl e 

uca2u+/323 
Y =  

au2 +bu+c 

expr esi ones ,  tenemos 

4 

c 53 

donde di = Cbx-ps32 - 4Cax-ai>cx 

donde d2 = Cby-pz32 - 4Cay-a2)cy , 

p l a n t e a r  4 ecuac iones  en  x e y, pero 

t o d a s  nos l l eva r í an  a l a  misma expres ión .  

el 1 as 

Consideremos a lguna  d e  

-Cbx-Pi3 2 -Cby-/123 tr 5 * -  - 2 

2 C  ax-ai 3 SCay-a 3 
2 



Despuds de c i e r t o s  pasos a lgebra icos ,  es p o s i b l e  e s c r i b i r  esta 

ecuación e n  l a  forma 

donde: 

- 
a = bP2 - 2caz 

6 = bpi - 2ca i 

C 6 3  

Sea a = B2 - 4 A  C el discriminante de  nuestra cónica  
i i i  

O = 4 C a b  - d/?P23' - 4 C d  Pz - a 2 3 C d  b: - b2> 

2 

9 = 4d 2c(aifla - a2/3*)] = 16 d ~'(a*/3~ - a2/3i)2 c 
54 
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H e m o s  supuesto que c = I A l  Z O. Si aiO2 - a2pi = O, entonces 

O(2 - * -  - - , si p p 
IJ1 IJ2 

a 
# O y sust i tuyendo en CS> obtenemos 

i 2  

/32 

x =  Y Y =  
au2+bu+c au2+bu+c 

por lo t a n t o  

& 

lo que representa una r e c t a  por el origen. 

si /3p2 = o, tenemos var ios  casos: 

i 3  /3* = o 

Luego, uíf12 = O implica ai= O 6 p2 = O, si ai= O ,  de  CS3 concluimos 

que x = O si p2 = O ,  l a  c6nica  C 6 3  se reduce a 

Aix 2 + B x y + C y 2 = 0  
1 * 

l a  cual es una parábola degenerada C Z l  = 0 3 ,  o sea, una rec ta .  

i i>  pz = o 

Luego a2eí = O implica u2= O 6 /31= O .  Si u2= O, de CS3 se s i g u e  que 

y = O si 0% = O ,  se t i e n e  el m i s m o  caso que i3. 

Resumiendo, si 9 = O ,  con d # O ,  tenemos r e c t a s  c o m o  conjuntos 

de puntos c r l t i c o s .  

8 



Si d > O, entonces 10 > O y la cónica C83 representa una 

hi pér bol a. 

Si d = O, en tonces  O = O y la cón ica  C63 r e p r e s e n t a  una 

par ábol a. 

Si d < O,  entonces 3) < O y l a  cón ica  C63 r e p r e s e n t a  una 

el ipse. 

Tenemos probado en tonces  el s i g u i e n t e  r e s u l  tado. I 

TEOREMA 2.2.1 : 

Si A es no s i n g u l a r  y C no está e n  las imagenes de A+u B y A+u B, 

en tonces  l a  ecuación C23 r e p r e s e n t a  una cón ica .  

Sean u. y us las raices de l a  ecuación det{A+uB)=O 

O i 

Cuando el c o n t r o l  u es acotado, que es n u e s t r o  caso, se 

ob t i ene  como con jun to  de puntos críticos una parte de la cónica. 

EJEMPLO 2.1: Considere  el s i s t e m a  d e  c o n t r o l  

1-u o 
con lul 5 2 

= [ o 1+Jx + IUD 
Siguiendo l a  notac idn  anterior al Teorema 2.2.1, tenemos que d = 4,  

por lo t a n t o  el con jun to  de puntos crí t icos de n u e s t r o  sistema es 

una h ip8 rbo la .  Como el c o n t r o l  es acotado, no se o b t i e n e  toda la 

h ipé rbo la .  Ver Figura 1. 



u= o 

- I  
12 
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I 
I 
I 
1 
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I 
I 

‘ I  I 12 
I 

Figura 1 
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2.13 SISTEMAS HOMOGENEOS 

En los s i g u i e n t e s  p á r r a f o s  probaremos el s i g u i e n t e  resultado 

global: bajo ciertas supos ic iones  e n  l as  m a t r i c e s  A y B y la 

condi ci ón i n i  ci a l  xo , ss prueba que el con jun to  a l c a n z a b l e  al 

t i e m p o  t desde xo, s iempre  t i e n e  l a  f o r m a  d e  l e n t e ,  p a r a  todo  t > O 

Supondremos que l a  m a t r i z  B es s i n g u l a r  Cpero no nula3 , 1 uego. 

es p d s l b l e  factorizar B como bcT, donde b y c son  vectores y cT 

denota l a  t r a n s p o s i c i ó n  d e l  vector c. 

L1 a m a r e m o s  sistema bi 1 i neal  homogheo a un si s t e m a  d e  c o n t r o l  

de la forma 

X = AX + UBX. con ¡ u )  I U 

LEMA 2.2,l.l: Supcngase que A es una m a t r i z  rea, con e n t r a d a s  no 

negativas fuera de l a  d iagona l ,  en tonces  la matriz e t i e n e  

e n t r a d a s  no n e g a t i v a s  para t o d a  t > O. 

t A  

Para una prueba, véase ( 5 1 .  

Sea A [c 3 una matriz r ea1 Y (a-d)' + 4bc el 

d i s c r i m i n a n t e  de s u  polinomio característico. Luego, si A es no 

negativa f u e r a  d e  l a  diagonal  posee valores p rop ios  reales, 

en toncos ,  podemos suponer ,  s i n  perdida de generalidad, que A es 

tr i angul ar super i or. 



Denotaremos e1 primer cuadran te  por IR: = (Cx,y3 Ix  > O, y > O). 
L 

LEMA 2.2.1.2: Consideremos el s i s t e m a  de c o n t r o l  

X = AX + UBX, con IU I  5 u, y 

supongamos que  

i 3  A + UB y A - üB son  no n e g a t i v a s  fuera de la diagonal  

pr i nci  pal , 

ii3 B = bcT es s i n g u l a r  y det(b, Ab) # O ,  y 

2 i i i 3  xo, c €IR,, 

en tonces ,  si y y 6 r e p r e s e n t a n  l as  cu rvas  f r o n t e r a  del con jun to  

a l c a n z a b l e  desde  xo al t i e m p o  t ,  éstas t i e n e n  cu rva tu ras  de s i g n o s  

opues tos .  

Prueba: Siguiendo las  ideas de la prueba al L e m a 2 . 1 . 2 ,  para u 

c o n s t a n t e  y xCto3 = x obtenemos que la s o l u c i ó n  al s i s t e m a  de  

c o n t r o l  es 
<A+uB><t-t > 

O x c t 3  = e  X 

H a g a m o s  M = A + üB y N = A - üB. Luego, tenemos l as  s o l u c i o n e s  

bang-bang s i n  cambio para to= O 

Mt Nt P t . 3  = e x . 
O a c t 3  = e x Y O 

Entonces,  l a s  curvas f r o n t e r a  de RCxo,t3 son  

Y 



ci 

Derivando obtenemos 

C 2UB2+BA-AB> eMTxo N<t-T> y y " C ~ 3  = 2 U e  y'C73 = sUeN<t-T>B eMTXo 

d e  aqul se sigue 
d e t ( y ' C ~ 3 ,  y " C ~ 3 )  = 4#det(e N<t-T) )det{BeYTxo, C2UB2+BA-AB3exTxo) 

N<t-T) Obsérvese que d e t f e  ) > O, luego,  e n  la expres idn  anterior,  el 

segundo de terminante  es el que determina el s i g n o  d e  la curva tu ra  

de y .  

detfBeMTxo, C2UB2+BA-AB3eMTxo) = detfBeMTxo BC2UB+A3eYTx O -ABeMTxo) 

= det(BeMTxo, BC8UB+A3aYTxo) - det(BeY'xo, AE3e MT xo) 

= det{B)det(eYTxo, C2LJB+A3 eUTxo) - det{BeM'xo, ABeMTxo) 

= - det(BeYTxo,  ABe MT xo) 

Hagamos fCT3 = - det(BeMTxo, ~ ~ e ' " x ~ ) ,  entonces 

sgn(KC y3) = sgn(f C T ~ ) .  Similarmente para  6, si 

gCT3 = detfBe 

sgn(KCd3) = sgn(gCT3). 

x ABeN"-T' xo},  entonces N<t-T> 
O' 

Probaremos que f C T 3 g C T J  < O pa ra  toda  T con O I T I t. 

De i 3  y iii3 se s i g u e  que eMTx0 E IR: (pues det(e"') > O),  

BeYTxo = bcT<eYTxo) = (c e 

-eWTx = <c e x o ) ~ ,  por i o  t a n t o  

fcT3 - det(<c e xo)b, Cc e xO)Ab) = - (c e xo)2 det(b,  Ab) 

luego 

xo)b, con c e x > O para  O I: T I t, y 
T MT T UT 

O 

T UT 
O 

T YT T MT T MT 



N(t - l>  2 Similarmente pa ra  g C r > ,  de i> y i i i 3  tenernos que e x e u?+, 
o <  

- - CCTeN- x*>b 9 con bc T<eN(t-T) xO> 
BeN(t-T> - 

xO 
1 uego 

c e  

por l o  t a n t o  

N(t-T> T N<t-T) x > O p a r a  O 5 T 5 t, y ABe x = ( c e  T N(t-T> 
O O 

xo)2 det(b, A b ) ,  
T N<t-7) = (c e 

l uego ,  de i i> se s i g u e  l o  deseado. 

TEOREMA 2.2.1.3: Considere  el sistema de c o n t r o l  

Supongamos que 

13 A + UB y A - UB son  no n e g a t i v a s  fuera de l a  d iagona l ,  

i i 3  B = bcT es s i n g u l a r  y det(b, Ab) # O, y 

2 iii> xo, c E íR+, 

8 

en tonces  el c o n j u n t o  a l c a n z a b l e  con un cambio desde xo al  tiempo t ,  

t i e n e  l a  forma de l e n t e  biconvexa. 

f u e r a  de l a  diagonal  , luego ,  podemos suponer que A es t r i a n g u l a r  

super  i or. 

' 1 1 1 5 3 6  



A + ü B =  y A-,=[. 
-Ub c 

entonces,  de i3 tenemos que übzci I O -Ub2ci L O ,  pero c > O ,  

entonces b2 = O. Debemos probar que y'CO3 y ' C ~ 3  > O y 

b'CO3 6 ' C ~ i  > O para O < T 5 t. De l a  prueba al  Lema 2 .2 .1 .2  

tenemos que 

y í 

f C O >  y ' C ~ 3  = 43Ce"B x,) <eN(t-Ti B eWTxo> 

O '  

N(t-Tib) 

N<t-T> T W T  = 4$CeNtb cTxo)(e b c e 

= 4Lf(cTxo)Cc T e W T  xo)CeNtb)* (e 

T M I  donde Cc'xo)(c e xo' > O por i3 y iii> 

N(t-T i = r i C ~ 3  n z C , , l  
Sea e con n.CT3 2 O e i = 1 , .  . . , 4 ,  para 

nsC.r3 n4C.r3 

O I T S t luego  entonces 

= b: CniCT3niC03 + naC.r3n COD) > O a 

Do manera s imi lar  se prueba que G ' C O ~ G ' C T ~  > O 

I 

! 



2.23 SISTEMAS NO-HOMOGENEOS 

En esta s e c c i 6 n  probaremos un r e s u l t a d o  de a l c a n z a b i l i d a d  

g l o b a l  . N o  se a n a l i z a  l a  convexidad del con jun to  a l canzab le .  

LEMA 2.2.2.1: Consideremos el s i s t e m a  de c o n t r o l  

Si con u = O el o r i g e n  es un c e n t r o  y trCB3 f O,  en tonces ,  

existen u1,uZ E C-U,Ul con u1*uZ < O, tales que los sistemas 

& = CA + ulB3x y 9 = CA + u2B3y t i e n e n  al  o r i g e n  c o m o  foco estable 

e i n e s t a b l e  respec t ivamente .  

Prueba: Sean T, 9): I - U , U I  3 IR func iones  c o n t i n u a s  d e f i n i d a s  por 

TCu3 = t r C A  + uB> y X u 3  = CTCu312 - 4 d e t C A  + uB). Por hipótesis 

TCO3 = O ,  T'CO3zO y S O >  - 4 det<A) < O, l uego  e x i s t e n  

u u e C-U,UI, con u * U  < O, tales que X u í 3  < O y TCuí3 < O, y 

I Xu23 < O y TCuz3 > O. 
1' 2 í 2  

De esto se s i g u e  l o  deseado. 

L E U  2.2.2.2: Si se t i e n e n  l a s  mismas h i p ó t e s i s  del Lema 2.2.2.1, 

en tonces  c u a l q u i e r  punto del p l ano  es a l c a n z a b l e  desde  el o r igen .  

Prueba: Sean u C t 3  l a  s o l u c i d n  del sistema x = CA + ulB3x + buí, con 

u C t 3  + x cuando t + +ah y ( X t 3  l a  s o l u c i ó n  del aco3 = o, y 
L* 

t --* -a, donde u y u2 son los m i s m o  d e l  Lema 2.2.1. Sea i 

€33 



* 
H: C-U,UI + IR l a  func idn  c o n t l  nua def i n i  da por 

HCu3 = d e t < b ,  C A  + uB3b). Si HCO3 = det(b, Ab) = O entonces  b es 

' vector prop io  de A, pero A t i e n e  valores p rop ios  complejos Cpor 
- -  

h i p d t e s i s 3 ,  por l o  t a n t o  HCO3 F O. Luego e x i s t e n  uí,u2 E C-U,UI 
- -  

con uIu2< O tales que H C U ~ ~ H C U ~ ~  < O. Podemos suponer que üí = u y 

u = u Observese que u'CO3 = uíb y uY03  = ufA + uíB3b, l uego  

en tonces  det(u'CO3 , u"CO3 j = u det(b, CA + uíB3 b j  = u HC uí> . 
Análogamente, det(f3' COD , f3"C O3 t = u2 HC u23 ; concl  u i  m o s  . entonces  

que a c t 3  y f X t D  t i e n e n  c u r v a t u r a  del m i s m o  s i g n o  para t o d a  t E IR. 

í - 
2 2' 

2 2 
1 í .  

2 

con u u < O y a y f3 posee Como u'CO3 = uíb y p*CO3 = u2b, 

c u r v a t u r a s  de l  m i s m o  s i g n o ,  tenemos que l a  recta L = (ub I u E lR) 

1 2  

separa los puntos críticos x y x2. Sea t2 > O el primer t i e m p o  

t a l  que mtZ3 = P2 e L . Sea yCt3 l a  s o l u c i ó n  d e l  sistema 

x = 

i 

CA + uíB>x + buí, con yCO3 = Pz y yCt3  -+ x cuando t-++ao. 
í*  

Sea 8 = € a C t > / t  1 03Uc/#t310rt<t23U<yCt31t~0~. 8 es una curva  

c e r r a d a  s i m p l e ,  l uego ,  d i v i d e  el p lano  e n  dos r e g i o n e s ,  el i n t e r i o r  

y el exterior d e  8. Obsérvese que x2 está en  el i n t e r i o r  de 8 y x 

está s o b r e  8. V e r  f i g u r a  1. 

í 

Si x está e n  el exterior de 8,  consideremos l a  trayectoria mt.3 tal  

que mO3 = x y F13 = x para a lgún  T > O f i n i t o .  E s t a  trayectoria 

i n t e r s e c t a  a 8 en  un punto P, donde P está en  el arco a c t 3  ó en  el 

arco yCt3. Si P est& e n  act3 consideramos l a  trayectoria bang-bang 

que i n i c i a  e n  uCt3 y e n  el punto P cambia a N t . 3 .  Si P está e n  

yCt3, l a  trayectoria que consideramos c o n s i s t e  e n  el arco mt.3 

2 
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h a s h  el punto  Pa, l uego  se t o m a  el arco yCt3 y e n  P se cambia de 

nuevo a F t 3 .  

Si x está en  el i n t e r i o r  de e, consideramos l a  trayectoria uCt3 t a l  

que  uCO3 = x y a c t 3  -+x cuando t -++m. E s t a  trayectoria para t 

negativos i n t e r s e c t a  a l a  curva 8 e n  el arco fsct3; luego,  l a  

trayectoria bang-bang c o n s i s t e  de l  arco Wt.3 y en l a  i n t e r s e c c i ó n  

se cambia a uCt3. Luego, e n  c u a l q u i e r  caso, x es a l c a n z a b l e  desde  

el o r i g e n  con los c o n t r o l e s  u = u 6 u = u 

s *  

rn 
2' i 

Figura  1 

Tenemos probado entonces ,  el s i g u i e n t e  teorema. 



TEOREMA 2.2.2.3: Considérese al sistema de control  

& = Ax + uBx + bu, IuI I U. 

Si con u = O el or igen  es un c e n t r o ,  y t r C B í  * O ,  entonces el 

conjunto alcanzable desde el origen es IR2. 



2.3' DEPENDENCIA DE LA COTA DEL CONTROL 

Se ha mencionado e n  l a  In t roducc idn  que uno d e  los problemas 

más i n t e r e s a n t e s  en  Teor i a  de Control  es determinar  cdmo varia el 

con jun to  controlable Calcanzable3 cuando varía el con jun to  de 

c o n t  r o1 es. 

Consideremos Uac Urn ta l  que 

Ua = (u e Urn I luil ,< a, i = 1,2,. . . m )  

V e r e m o s  para el caso m = 1, c o m o  l a  variación de l a  cota a del 

c o n t r o l ,  produce cambios importantes  e n  el con jun to  alcanzable, 

t a n t o  loca lmente  c o m o  globalmente.  

En el Teorema 1 . 1 2 4 3  se ha probado, pa ra  el sistema de 

c o n t r o l  

x = fCx3 + ugCx3, con lul I U 

que si 

2Uldet(gCxo3 ,DgCxo3gCxo3)I < Idet?gCxo3, [ f ,g] Cxo3)l 

en tonces ,  par a t pequeño, el con jun to  al canzabl o RC xo , t> ti one 

forma de l e n t e  biconvexa. Luego, si variamos l a  cota del c o n t r o l ,  

existe U* t a l  que si U < U* l a  forma de RCxo,t3 no cambia, mient ras  

que si U > U* en tonces  l a  forma de RCxo,t> es d e  l e n t e  

cdncava-convexa. C V é a s e  el Ejemplo 1.1 de l  C a p í t u l o  I 933 

El s i g u i e n t e  es un e j e m p l o  de un s i s t e m a  de control b i l i n e a l ,  

t a l  que p a r a  U = l /s  el con jun to  a l c a n z a b l e  es un subconjunto  

p r o p i o  de  IR', mient ras  que p a r a  U = 1 ,  el conjunto  a l c a n z a b l e  es 

todo IR2. 



4 Sea ta l  sistema de c o n t r o l  

Sea U = 1 4 .  E l  sistema posee un punto s i l l a  y un nodo i n e s t a b l e  

para u = - 1 4  y u = I A ,  respect ivamente.  N o  es d i f í c i l  probar que 

no p o d e m o s  a l canza r  todo punto del p l ano  desde el or igen .  

Sea U = 1. Tenemos en tonces  un punto s i l l a  y un foco i n e s t a b l e  para 

u = -1 y u = 1, respect ivamente.  En este caso si es posible 

a l c a n z a r  c u a l q u i e r  pounto del p l ano  desde el o r igen .  

Sea RuCxo3 el con jun to  a l c a n z a b l e  desde xo con a l a  cota del 

c o n t r o l .  A l e k s e e v  E l l  ha probado que l a  func ión  a -+ RUCO> es 

c o n t i n u a  cuando el sistema d e  control es l i n e a l .  Si el sistema es 

no l i n e a l ,  prueba que l a  func ión  a n t e r i o r  t i e n e  un número numerable 

de d i  s c o n t i  nui dades. 



e APENDICE 

13 PRINCIPIO DEL M A X I M 0  DE PONTRYAGSN. 

Supóngase que se t i e n e  el sistema de c o n t r o l  

c13 

xcto> = xo 

* 
al c u a l  le  agregamos cierta func ión  de costo gCxCt, tODxo,u > I ,  de 

ta l  forma que si con u se alcanza el objetivo para t=ti, entonces  

el costo del control está dado por 

* 

* cCu 3 = is g d t  
t 
O * D i r e m o s  que  el control u es ó p t i m o  si para cua lquier  otro 

c o n t r o l  u que  a l c a n z a  el objetivo e n  un t i e m p o  t se cumple 

Y ccu  3 5 ccu3 

Si g E 1. el costo del control es 

c 
C C U ~  = J 

t 
d t  = t - 

O 

En este caso el control ó p t i m o  es el que  t a r d a  menos e n  llegar al 

o b j e t i v o .  Son llamados controles de tiempo óptinm. 

V o l  vi endo a 1 a func ión  costo D hagamos 

t 
xoCt> = J' g d-r donde G0Ct3 = gCt3 

t 
O 

y s e a n  



tenemos entonces el sistema aumentado de C13 

, U E n c R "  n+ 1 - 
x = f C t , x , u > ,  x E o? 

ato> = co,xo> 

c 23 

El problema de optimizar l a  func-ón costo en  el s-stem Cl3 se 

t r ans fo rma  0n el s i g u i e n t e  problema: encon t ra r  uCt3 e 0 tal que l a  

s o l u c i ó n  co r re spond ien te  d e  C 2 >  l l e g u e ,  para cierto tiempo ti>to a 

un punto  (xo, x , . . . , x,) donde (xi, xz, . . . , x ) per tenezca  a l  objetivo 
i n 

y xo sea mini m a .  V e r  f i g .  1 

%o I 

Figura  1 

Luego entonces ,  hemos i n t r o d u c i d o  el costo c o m o  una coordenada 

más del estado del Sistema. En l o  s u c e s i v o  supondremos que n u e s t r o  

sistema de c o n t r o l  c o n t i e n e  ya el costo en  l a  forma descrita 

ar r i ba. 



- Cons ide re  el sistema de c o n t r o l  

, u c r n c a ; ? "  n+ i x = fCX.U3, x Ei w 

O 
a t o 3  = x 

con f - c o n t i n u a s  en O?"+' x n. 
i' ax 

j 

CDfCX,U3)* x c 43 x = -  

c 33 

Esta es una ecuación l i n e a l  homogénea, l uego ,  para cada  

condición i n i c i a l  posee so luc ión  Gnica.  L a s  so luc iones  d e  C43 e al 

i g u a l  que  l as  de C33, s o n  c o n t i n u a s ,  excepto en  un c o n j u n t o  d e  

m e d i d a  cero, y con d e r i v a d a s  c o n t i n u a s .  Pa ra  cada uCt3 y s u  

respecti va sol uc i  ón d e  C 33 , x(t , to e xo , u), tenemos una sol uci6n x< ti 
de C43. 

H a g a m o s  aho ra  

n 
HC~.x,u3 = X=fCx,u3 = f.Cx,u> xi 

i=o ' 
De esto es i nmed ia to  que los s i s t e m a s  C 3 3  y C 4 >  pueden 

e s c r i b i r s e  c o m o  el s i g u i e n t e  sistema hami l toniano  

dx - aH 
d t -E 

71 
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Luego, para c u a l q u i e r  uCt> E fl, to I t I ti. y c u a l q u i e r  

condic i6n  i n i c i a l  xCto> = x podemos encon t ra r  1 a sol uc i  6n 
O' 

xCt , to ,xo ,u> de CS1) .  Después, encontramos l a  s o l u c i ó n  s t 3  de Cf33 

co r re spond ien te  a uCt3 y xCt; to ,xo,u3.  

Pa ra  x y x f i j o s ,  l a  func ión  H se c o n v i e r t e  en  una func i6n  del 

parámetro u E n. 
Sea 

Si l a  func ión  con t inua  H a l c a n z a  s u  supremo e n  0, entonces  

'RKx.X, es el maxim0 de los valores d e  H pa ra  x y x f i jos .  Tenemos 

en tonces ,  el s i g u i e n t e  teorema, llamado el principio del máxisr, 

* TEOREMA: sea u * ~ t ~ ,  to I t I ti, con u e n, tal que s u  

co r re spond ien te  s o l u c i ó n  x C t , t o , x o s u  3 a lcanza ,  e n  un t i e m p o  ti, * * 

l a  recta ii Cver f ig .  13. Para  que u * ~ t ~  

6pt imas es n e c e s a r i o  que, exista una func i6n  

iden t i camen te  cero, s t . 3 ,  cor re spond ien te  a 

ta l  que 

L- 

i 3  Pa ra  cada t , c o n  to I t I ti, 

* * 
y x Ct . to ,xo ,u  3 s e a n  

v e c t o r i a l  cont fnua ,  no 
* * * u Ct> y x Ct , to ,xo .u  > 

* *  * H C x , x  , u  3 = YRCx.x > 

* *  i i 3  xo I O & H C 2 . x  . U  1) = O e n  í t o , t i l  

Una prueba de este teorema se encuen t ra  e n  Pontryaguln et. 

al. C Q I .  



.i 

Consi der e m o s  el si sterna 

c 73 

donde l a  primera coordenada del vector x es el tiempo. 

S iguiendo el p r i n c i p i o  del m á x i m o ,  l a  ecuac i6n  C4> se 

t r ans fo rma  e n  

; = - (DCf+ug>)T X 

y el Hamiltonian0 es 

HCX,X,U> = X * C f  + ug3 

C 8> 

c Q> 

Luego, el p r i n c i p i o  del m á x i m o .  t r a d u c i d o  al problema de 

al canzabi  1 i dad Cver C1313 del sistema C 7 > ,  se reduce  a l o  

s i g u i  en te :  

* * * 
Sea u*ct3, t e t ~ , t ~ l ,  con ~u 1~1, y x ~ t . ~ , x ~ , u  > l a  

t r  ayector i a cor respondi  e n t e ,  con XC O3 = X O' si XCt*> E a? cx*>, 
en tonces  A t 3  E 6R C x o >  p a r a  toda t E CO.tily además existe una 

func ión  vectorial c o n t i n u a ,  no iden t i camen te  cero, x:  CO,til + IRa 

ta l  que  ; = - (DCf + ug3)T*A: donde 
* *  * * i> H C 2 , x  , u  3 = mín d f C x  3 + ugCx 3)  l o  c u a l  e q u i v a l e  a 

IUl"1 
cx gcx*>> u* = mín (2 gcx*>) u y 

Iu I I1  



ii; 2 0  
* *  * * *  

xo HC2.x ,u 3 = dfCx 3 + u gCx 3)  = O, 

Sea pCt3 = s t 3  g(x*Ct3). La condic ión  i 3  nos determina el 

I 3  si p < O Cp > 0 3 .  c o n t r o l  u C t 3  cuando f i t 3  # O : u = I Cu = - * * * 

Si pCt3 = O e n  algrlin t o 1 0 , t i 3 ,  l a  condic ión  i 3  no nos 

proporc iona  información acerca del control 6ptimo. 

Si los ceros de p ocur ren  aislados, en tonces  el c o n t r o l  ó p t i m o  

tomará los valores u = 1 6 u = - 1 en  los  i n t e r v a l o s  donde p < O 

ó p > O respect ivamente.  Ta le s  controles son  l lamados bang-bang y 

las trayectorias co r re spond ien te s  igualmente.  

* * 

Una condic ión  s u f i c i e n t e  p a r a  que los  ceros d e  p sean  aislados 

es que g(x C t 3 )  y Cf ,gl<x*Ct3) s e a n  l i n e a l m e n t e  independientes  en  * 

[ O ,  tal. 

* 
Sea to tal  que fito> = O entonces  ;Sto3*g(x C t o 3 )  = O 

= -  d t 3  *D(f + u*g)(x*ct>)g<x*ct3)+ s t 3  * D g ( X C t 3 ) ( f  + u*g)(x*ct3) 

= - S t 3 * C f  ,gl(x*ct3) 

1 1 1 5 3 6  



* - Luego &to> = - ~ t o 3 * C f , g l < x  C t o > )  

si &to> = O entonces s t o 3  = O ,  pues ~ f , g l < x = ~ t > )  # O , pero 

s t >  es l a  s o l u c i ó n  a una ED0 homogéneo l i n e a l ,  por l o  tanto x E O 

l o  cual no es p o s i b l e ,  pues x no es nula.  Luego entonces &t > ZC O. 
O 

76 



CONCLUSIONES ’ 

Se ha dado una descripción local de la forma del conjunto 

alcanzable desde un punto de equilibrio para un sistema autónomo 

no lineal de control. Para dos controles se ha probado convexidad 

local. 

Para sistemas lineales, el problema de describir la forma del 

conjunto alcanzable es hecha en su totalidad. 

Para sistemas bilineales el problema queda inconcluso. Se dá 

un resul tad0 global para sistemas homogéneos. Para sistemas no 

homogéneos se dá un resultado de alcanzabilidad global sin 

describir la forma del conjunto alcanzable. 

76 
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