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INTRODUCCION

En teoria de control, se estia interesado en gobernar los
estados de un sistema, usando funciones externas, controles, con el
fin de llevarlos al cabo de un tiempo, a clerto estado prefl jado
l1lamado objetivo. Puede ser que el sistema por si soclo llegue
al objetivo, entonces se introducen controles con el fin‘de que lo

alcance en forma “mejor', por ejemplo, en el menor tiempo posible.

Tales controles son llamados $ptimos.

Existen dos tipos de controles: de lazo abierto y de lazo
cerrado.

En el control de lazo abierto se aplica al sistema una cierta
sefial fija uCtd para obtener una respuesta en funcidén de

un estado inicial dado. Esquematicamente

En el control de lazo cerrado Cretrocalimentacidénd el control
uCtd) depende de la respuesta xC(td), y varia en funcidn de ésta con

el fin de alcanzar el objetivo. Esquematicamente




u=‘F >- I EﬁSNQTKI i x (t)

A Y

ult)=\y (x(t)) @

El diseflo de controles retroalimentados se conoce con el

nombre de sintesis.
En la préactica, los controles representan magnitudes acotadas:
potencia, concentracidén, masa, etc. Luego, supondremos que nuestro

nuestro control es acotado.

Un tipo de controles que resultan éptimos en muchos casos y
que se usan frecuentemente en la practica son 1los controles
bang=bang.

Decimos que la funcidén u:{0,Tl1—{(U,-U> es un control de tipo
bang-bang con k conmutaciones, si existe una particidén
O=to<t1<..<tk+1= T tal que ultd es constante en cada intervalo
Ctk’t94] y toma valores diferentes en intervalos contiguos. A las
trayectorias correspondientes les llamamos trayectorias bang-bang

con k conmutaciones.

En seguida damos un ejemplc en donde se introduce un control

bang-bang.




EJEMPLO 1. Considere el sistema
X =y
R (1)
y = -x
El origen es un centro. Deseamos introducir un control de manera
que cualquier punto del plano fase sea llevado al origen en tiempo
finito.

Considere el sistema de control

=y
(2)

y

-X +u , ju] = 1

Si u=1 se traslada el origen al punto (1,0) y si u=-1 al (-1,0).

Consideremos la curva €, grafica de la funcién

1 0 si X <-2
[1-(x+1)%1"%  si -2 < x <0
£ = [1-(x-1)*1"* 51 o0=x=x2
L 0 si 2 ¢ x
Si (xo,yo) estd por encima de € hacemos u = -1 y si esté por debajo
hacemos u=1. Al llegar lé solucién a € se cambia de control. La

curva € Bse conoce como curva de cambio.




Figura 1

El conjunto de puntos del espacio fase que pueden ser llevados
al objetivo es llamado conjunto controlable. En el ejemplo 1 el
conjunto controlable es R2.

Se dice que un sistema es globalmente controlable si para
;ualesquiera dos puntos del espacioc fase, es posible describir una
trayectoria que los una. El sistema del ejemplo 1 es globalmente
controlable. Un sistema es localmente controlable desde x, sl el

conjunto controlable contiene una vecindad de -

El siguiente ejemplc nos muestra que si el ‘conjunto
controlable de un sistema es R® eso no implica que el sistema sea

global mente controlable.

EJEMPLO 2. Considere el sistema de control

°
X = —-xX + u

y -2y + u juj =1

cuyo objetivo es el origen.




Con u = O el sistema es globalmente asintéticamente estable,
entonces cualquier punto puede ser llevado al origen, luego el
conjunto controlable es le; sin embargo, existen puntos que no
pueden ser unidos por trayectoria alguna, por ejemplo x, = 2,2 y
x, = c-2,-2). Para cada u, las curvas integrales por X Y %,

convergen a un punto sobre el segmento de recta que une los puntos

€1,1/2 y C-1,-1.2>.

Dado x, en el plano fase, el conjunto de puntos que pueden ser
alcanzados desde x, ©s llamado conjunto alcanzable desde X,

Para sistemas auténomos, el problema de encontrar el conjunto
controlable es equivalente al de encontrar el conjunto alcanzable.
Esto se sigue de lo siguiente: considere el sistema de control

. autdnomo
x = fCx,w), x e R®, |u] s U C

cuyo objetivo es el origen. Si x(t) es una solucién de (3% tal que

xC0d) = X, Y th.1) = 0, entonces y(td = thl—-t.D es solucidn de la
ecuacién
y = —fCy,w C3)

con y(O> =0 y yCt)d =x, uctd = uct -td.

Luego, las trayectorias de (3 y (3% son idénticas, sélo que
estan recorridas en direcciones opuestas.
Tenemos entonces que x, puede ser llevado al origen bajo (3

8i y sdélo si x, puede ser alcanzado desde el origen bajo (3%,




Dado el sistema de control auténomo

X = f(x,u), x e Rz, }u] < U

decimos que el punto x, es un punto de equilibrio si existe

u € [-U,U] tal que f(xo,ﬁ) = 0.

En la practica es conveniente controlar alrededor de puntos de
equilibrio. Si logramos 1llevar una trayectoria a un punto de
equilibrio estable, entonces permaneceremos ahf{ con el control u.
Ademas, el conjunto de puntos de equilibrio es importante para
determinar las regiones de alcanzabilidad. Por ello, dado un
sistema de control, determinaremos su conjunto de puntos de
‘équilibrio.uEn lo sucesivo, supondremos que nuestro objetivo es un
punto de equilibrio. O en términos de alcanzabilidad, supondremos

que el punto del cual partimos es un punto de equilibrio.

RESULTADOS Y DEFINICIONES

Consideremos R" con el producto interno wusual y 1la norma
euclideana. Sea k = (k ,k.,...,k ) con k€ R" para i = 1,2,...m.
1’2 m i P
Sea

ak) =0 =4 €R" | lcl Sk, i=1,2,...a

L

Para t12 0, definimos los conjuntos

um[o,tl] = {u:[o,t1] — Q | con u acotada y medible}

um = {J {umfo0,t ] | t,z o} v U € Um arbitrario




’

Um representa el conjunto de controles admisibles. Podemos
considerar una clase especial de controles en Um: los controles
bang-bang, denotados por Uss y definidos como

Ues = | {u e Um[o,ti] HuiCt)l = 1 para t € [O.t‘] , i=1,....,m}
t >o
1

Supondremos que la dindmica del sistema de control esta

determinada por la ecuacidn diferencial
x = fCt,x,w xCt D> = x | €1
o o

El sistema (1) tiene solucidén si para cada uell y cada X, € RrR",

existe al menos una funcién absolutamente continua
xCt) = xCt;t ,x ,uCtdd
o' "o

~ tal que
xCt) = fCt,xCLd,uCtdd y para casi toda t tho) =x,

Para asegurar la existencia y unicidad de las soluciones se

of af
puede suponer que fCt,x,uw , axL » au‘ son continuas sobre
i k

[0,0]XR"™XR™ para i,j =1,2,...n, k =1,2,...m.

El problema de control es determinar aquellos I 4 u¢ d>e U
tales que la solucién asociada x(t,;t,o,xo.uc J) satisfaga que
th‘)eG,para algun t,1>0. Aqui & representa al conjunto objetivo. En

este trabajo supondremos que el objetivo es un punto, digamos x¥.




Definimos entonces al conjunto controlable como

c=U c¢)

t >t

1" o ,
donde CCtiD = {xoeR" | existe uCtd>ell tal que x(ti;to,xo.uct))= X%}
es el conjunto de estados que pueden ser llevados al objetivo x% en

un tiempo t‘.

Inversamente, el conjunto alcanzable desde xo se define como
RCx > = |JRCx _,t D
o o' 1
t >t
1" o
donde RCxo,tID = {x(ti;to,xo.u) | u € U} representa el conjunto de
estados que pueden ser alcanzados exactamente en un tiempo tf
Denotaremos por

RCx ,£ T = |J Rx_,td
(o] o]
'.°<t<'l'

al conjunto de estados que pueden ser alcanzados desde X, dentro de

un tiempo menor o igual a T.

Diremos que un sistema es localmente controlable desde x, si
RCxob contiene una vecindad de Xy- Sera localmente controtable para
t peguefio desde Xo? si RCxo,s TO contiene una vecindad de x, para

cada T > O.

Llamaremos cono alcanzable al conjunto

ROCx > = {(t,RCx_,t3) | L = t }




Sean uel y to<s<t1. Supongamos que la restriccidén de ultd) a
[to.s] pertenece a U. Luego, si x(ti) € chb’tz) se sigue que x(s)
€ RCxO,s) para cada s, con t°<s<t1. Esto nos muestra que los
conjuntos alcanzables RCxo,t) son como rebanadas del cono

alcanzable, como lo muestra la figura 2.

A

RC

/f:; t ’1

Figura 2

Dos de los principales problemas en Teoria de Control son:
i> describir el conjunto controlable C
ii> describir como cambia € si variamos el conjunto de

controles.

Dos propiedades son deseables en C: que C = R" o que contenga

al cero en su interior.




Imaginemos un p;oceso real, el cual ha alcanzado su objetivo.
Puede ocurrir que existan perturbaciocnes que alejen al proceso del
objetivo. Luego, es importante que puedan ser llevados al objetiveo
los estados cercanos a ¢l; de aquf que sea deseable que C contenga

una vecindad del objetivo.

Uno de los problemas abiertos mas interesantes matematicamente
Cver Arnold {413, ademds de su relevancia 1dégi ca en las
aplicaciones, es el problema de caracterizar los conjuntos
controlables Calcanzables) de sistemas de control. A continuacidn
enlistaremos una serie de resultados conocidos gue nos muestran

cémo se ha avanzado en la solucidédn de dicho problema.

Considere el sistema auténomo de control

x = fCx,W, xR, uel c1d

cuyco objetivo es el origen. Supdéngase que C0,0D 0O y que

f € CY(R™R™,R"). Llamaremos matriz de controlabilidad del sistema

C1d;, a la matriz nxmn definida por

= 2 n-1
M - [pr Afo’ Afog o o » ’Af Bf]

donde At = -g—fx- 0,00 ¥y Bf = %_f‘u_ C0,0). Denctemos por rgCAd al rango

de A.

10




TEOREMA 1: Para el sistema (1) descrito arriba, se tiene lo
siguiente
13 € es arco conexo
113 C es abierte si y sélo si1 0 € IntdCd dinterior de 3
iiid Si rgCMR = n entonces 0 € Intddl
iv) Sea x = fCx,0) globalmente asintéticamente estable. Luego,
si rgCM&) = n entonces C = R".

[}
v) CCL) es compacto y cambia continuamente con el tiempo

Consideremos ahora el caso lineal
x = Ax +Bu, xeR", uet 2

con objetive el origen. Como se puede esperar, en este caso

podemos ser mas especificos en las propiedades de los conjuntos

alcanzables. La matriz de controlabilidad del sistema (2) es la
matriz

M = [B, AB, A’B,...,A"B]
TEOREMA 23 Para el sistema (2) descrito arriba tenemos lo
siguiente

i) Si U es simétrico entonces C es simétrico y convexo
i1 rglMd> = n si ¥y éélo si O € Intcod
"iiid si rg(M) < n entonces existe un hiperplanc fijo el cual
contiene CCL1), para ti > O.
ivd ¢ = R" st y sélo si rgCM> = n y Re(A) £ O para todo valor
propic A de A

v Si U=R", ¢ =R si ysélosi rgCM) = n.

11




Los siguientes resultados nos muestran que el conjunto
controlable no cambia si consideramos sélo controles bang-—-bang.

Sea Can = U CBBCLD el conjunto controlable con controles
t>o

bang—-bang.

TEOREMA 3: Si t es suficientemente pequefio, para el sistema no
lineal (1) descrito arriba tenemos que

cCt o =C_ Ct D '
1 BB 1

TEOREMA 4: Para el sistema lineal (2) descrito arriba tenemos que

c =C
BB

El siguiente resultado nos asegura controlabilidad local para
t pequéﬁa. de un sistema no lineal.

Consid#re el sistema de control
x = £ + uglCxd, donde x € R" y Jul £ U <3

donde f y g son campos vectoriales suaves (de clase c®™ sobre R".
Sean

adf(gCx)) = DFCsOglsd - DglOfCd y ad¥f(gl:0) = ad ™ r(adf(gs0))

Llamaremos corchetes de f a los campos adkf. Denotaremos por

L}Cf.g)Cx) al espacio lineal generado por los corchetes de f y g

los cuales poseen a lo mas k g’s, para k = 1,2,...

TEOREMA 5: Sean f y g campos vectoriales suaves sobre R"” con
foob = 0. Supdngase que existe k tal que LFCf.g)Cxo) = R" Yy que
L}Cf,g)Cxob = Lkqu.g)Cxo) para cada k impar, entonces, el sistema

(3> es localmente controlable para t pequefia desde X,

ia




Para una prueba de los Tecremas 1,2 y 4 véase Macki-Strauss
(8], para el Teocrema 3 véase Wazewski [12) y para el Teocrema B
véase [14]).

Estos resultados son igualmente validos si cambiamos C por
ECXOD. el conjunto alcanzable desde xX,» Ya que los sistemas son

auténomos

Arnold (4] hace un estudio de las singularidades que ocurren
en la frontera del conjunto alcanzable de sistemas de control en el
plano, y menciona también lo poco que este problema ha sido

estudiado.

En este trabajo nuestro objetivo es: para el sistema autdnomo

" de control

x = f€x0 + uglx>, x € R, |u|] €U
*xC0d = x
o
deseamos caracterizar el conjunto alcanzable desde Xy donde x, ®@s

un punto de equilibrioc del sistema.

Quisidéramos poder determinar cuando el conjunto alcanzable es
convexo, por ejemplo. En general nos interesardad la convexidad
estricta en el siguiente sentido: dados dos puntos en el conjunto,
el segmento de recta que los une no intersecta a la frontera. Esta

es una propledad que se mantiene localmente.

13




Llamaremos lente biconvexa a un‘conjunto convexo M < R? tal
que su frontera consista de dos curvas simples ,6 : [0,1]1— R? de
clase ¢Z con yCOd = &C0) # pC1d> = &6C10 y tales que sus derivadas’
no se anulen y sus curvaturas sean de signos opuestos. Si las
curvaturas son del mismo signo, obsérvese que la linea que une los
puntos »C0> y yC1D no esta en M. Es decir, M deja de ser convexo.

En este caso diremos que la lente es concava-convexa. Ver Figura 3.

D (

bi - convexa concava-convexa

Figura 3

EJEMPLO 3. Para el sistema de control del ejemplo 2, calculamos su
conjﬁnto alcanzable desde x,= O. Para ello, consideramos las

trayectorias en sentido contrarioc del sistema original haciendo

t = -t obteniendo el nuevo sistema
X = x - u
vy = 8y - u jlul £ 1

Como el sistema original es autdnomo se sigue que el conjunto
alcanzable desde el origen es R*. No es dificil ver que el conjunto

alcanzable desde el origen dentro de un tiempo T, siempre tiene la

14




forma de lente biconvexa (en la demostracién al Teorema 2.12 se

muestra como hacerlod. Ver figura 4.

Figura 4
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CAPITULO 1

RESULTADOS LOCALES

En este capitulo daremos una caracterizacién local de los
conjuntos alcanzables con uno y dos controles. El resultado
principal para un control nos dA condiciones para que el conjunto
alcanzable tenga forma de lente biconvexa © lente cdncava-convexa.
Para dos controles se prueba que, bajo ciertas hipdtesis, el

conjunto alcanzable es estrictamente convexo.

1) UN CONTROL

hY

Empezamos la seccién dando una descripcidén local del conjunto
de puntos criticos. Luego, retomamos los resultados probados por
Lobby (7], Espinoza et. al. {6] y SuArez-Alvarez (11]. Lobry prueba
la existencia de una vecindad contenida en el conjunto alcanzable
sin dar la forma de éste. Espinoza et. al. dan condiciocnes para que
el conjunto alcanzable posea forma de lente biconvexa.
Suarez-Alvarez dan condiciones para obtener ademAds conjuntos
alcanzables con forma de lente cédncava-convexa.

Mostraremos un resultado que englcba todas estas ideas y cuya
prueba posee una mezcla de las herramientas usadas por aquelles, de

tal suerte que se logra una simplificacidén.
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Considere el sistema
X = £fOGO + u g, x e R®,  |u| s U 1>

xC0) = x
o

donde f, g € Cz, con fooD =0y ngo) # 0. La hipétesis foob = 0
nos asegurarid que al llegar al ob.jet,ivo'xo podamos permanecer ahi

con u = 0, si x° es estable.

CONJUNTO DE FUNTOS CRITICOS.

Deseamos encontrar los puntos x € R tales que

£ + uglxd) =0 con ju| = U

Sea HC(x,u) = (D + u glx>. Sabemos que HCxo.OD 0, luego,

del tecrema de la funcién implicita, si

H _
det{5= Cxo.OD} = det{DfCx d} = O,

existe h:V — R® con V vecindad de u = 0 tal que hC0) = Xy Y

F(hCud,u) = O.

Luego, sélo podemos asegurar la existencia de una curva de

puntos criticos que pasa por X si det{Dfoob} = 0.

17
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CONJUNTOS ALCANZABLES.

Ya se ha mencionado la importancia que tienen los conjuntos

alcanzables en teoria de control. Probaremos para t pequefia, que

bajo ciertas hipétesis, el conjunto alcanzable tiene forma de lente

biconvexa © céncava—-convexa

Consideremos de nuevo el sistema (1D

X = £C0 +ughd, xeR |ul U 1>
xC0) = x
4]
Agreguemos al vector de estados x el tiempo:

x = Cx »x ,t = Cx,t), luego si f = ¢, 1D v g Cg,0d, tenemos

entonces el sistema aumentado

2

Xl
f
x
.U
3
IA
c

x = FOO + u go,

*xCO0) = Cx ,0)
[+ ]

Sean FC(X) = fC3) + glx) y G = (x> - g(x). Denotemos por
F‘tc§) al flujo local generade por F y por G"C§3 al flujo local

generado por G.

Definimos entonces las curvas integrales

o+ — - —
F o= {xCt> = FCx D | ¢ = 0} , C = {yCtd = 6C(x D | ¢t =z o

A partir de éstas construimos dos conjuntos: uno formado por los

arcos FtcS'o, t 20con xel y el otro formade por los arcos Gtc;(),

t 20 con x « I''. Sean tales conjuntos

i8




S = {xCt,Td

Gt_T(F‘TCQOD) ] t 20y 0 =<1 2t}

S; = {yCt,Td) = qu(GTCxoD) | t 20y 0 =<7 =t}
Ver Figura 1.
Xo
—

Figura 1

En los siguientes parrafos probaremos que S; y S2 son
superficies con frontera, las cuales para t suficientemente
pequefia, no se intersectan. Se afirma entonces, que la regidn

~encerrada por ellas es el conjunto alcanzable desde §° hasta el

tiempo t, del sistema (2), el cual coincide con el cono alcanzable

desde xo del sistema (1D.

Las siguientes proposiciocnes son tomadas de [3] y [10].

DEFINiCION 1.1. Denctaremos por r’cedp al espacio vectorial de los

campos vectoriales ¢? sobre Q. Luego, para X,Y € r’cad, definimos

los corchetes de Lie de X ¥y ¥ como el campo

[X,YICpd = DXCpd YCpd - DYCpd XCpd

ie

C e —




DEFINICION 1.2. Sea X € I'’CD, ¢ € DIif’CD. Definimos la accidn

Py rZcod — rico de ¢ sobre r?cod como

(P, XXP> = (D 9) (XCpCpd)
e Cpd

PROPOSICION 1.3. Sean X,Y e r’ced y sean ¢ el flujo local

asociado a X y ¥, el asociado a Y. Luego

e_, [v..Co, v, cx00] - x
[X,YICpd = 1fm —tb -t t t © °

t 40 t

2

PROPOSICION 1.4. Sean X,Y € I'cod y p, el flujo asociado a X

[YCpD - (Cpt)*Y)CpD]

(X,YICp) = 1lim 3

t 0

LEMA 1.5. St Ft;;s. ati;a y tF}§1c§63 son linealmente

independientes, entonces S;1 y S2 son superficies con frontera.

Prueba: La hipétesis equivale a que F‘CEOD, GC§°) y [F‘,G]C;EOD sean

linealmente independientes. Sean (tL,>D F"’Cx) y yt,xd = Gth).

Para D {€t,vd | O<<st=¢t, t 20}, sea & : D — R? definida por

&CL,1O wt-r, pC‘r,io)). Es claroc que &CDD = S‘. Ademas @ es

1-1, porque si suponemos que existen Ct1’71)#Ct’z’Tz) € D tales que

§Ct1.1‘1) = §Ct,2.‘rz) i.e, w(ti—'ti,pC'r‘.xo)) = w(tz—*rz,pC'rz,xo))= P.

20




Por construccidén de S‘. el tiempo en llegar a p debera ser el
mismo por cualquier trayectoria, luego entonces t,‘ = "z = t. Por

-lo tanto
w(t—-'r‘. p(‘r‘,xo)) = w(t.—’tz. p('rz.xo))
Por la unicidad de las soluciones, se tiene que

w(s—'r‘. pC1'1,x°)) = w(s—'rz, pC'rz,xo)), para s € [a,t] con

»

a = min{t-'rt. t,—'rz} = mé.x{‘ri.'rz}.
Si a = T, hagamos s = T 1l uego
yw(O, pC‘r‘.xo)) = pC‘rz.xo) = I[I(T“'Tz. p('rz.xob) = q

Por un lado, el campo en g es F(g) y por otroves &Hqg), lo cual no
es posible, pues por la continuidad de los campos F y G, F(q) ¥y

GCg? son linealmente independientes.

Si a=rT
z
ad _ _ ap _ =
x = D‘ wlt-r, PCT,Xo)) 3 Ct-1d G(Ct,1d)
- _ = ap .. _ _ = dp =
% - D1 wlt-r, pCT.xOD) 3 Ct=1d + Dzw(t T, pC'r.xo)) = C‘r.xo)

[}

- G(ECt, D) + D, wt-T, pCT.§;))F(p(T.§B))

Sean pCT,x > = q, wt-r, pC't,§oD) =pt-T, @ = p.

De la proposicién 1.4, se sigue que para £ > O existe U > O tal que

IFCpd - Cy FOCpd - tIG,FICPd| < ¢ C2d
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Supongamos que D, wWt,q) FCq) = ACLD &pd, con t = t-t pero
Eg wi,q FC(q = (CwTD*F)Cp). Luego, sustituyendo en (% obtenemos
[F<pd - ACED eCpd - LIG,FICpd|| < &, lo cual no es posible Cpor la
independencia lineal de F,G y [G,F]). Luego & tiene rango dos y su

imagen es una superficie cuya frontera son las curvas

$CL,00

w(t.xo) = Gthob =TI

— — +
u(O,pCL,AOD) = Fl(xoD =TI .

y dCtL,LD

Algo similar se hace para S;. Obsérvese que Si y S; tiene frontera

comdn. . .

LEMA 1.8. Sean FC§;), §t§;) y [F,§1C§;) linealmente independientes.
Luego, para t suficientemente pequefia, las superficies S; Y S; no

se intersectan fuera de la frontera.

Prueba (por contradiccidénd
Si existe un numero finito de puntos de interseccidédn, hacemos +t

‘menor ¢ igual al minimo. Supongamos que existe una sucesidén de
o

tiempos {th} en los que ocurren las intersecciones, con tn—* o]
n=o0

cuandoc n — ®. Luego, existen tiempos T.Y v, con oK< T < tn Y

O< p» <t , tales que
n 12}
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De la proposicidn 1.3 se sigue que

[F.G1(x) = l1im = 2 n D
° t ,T ,V 0 t 2+ 2 v 2
n n n n n n
esto implica que [F.G](i;) = O, lo cual contradice que
[F.€1(x) = 2U[g,f](x ) = O : .

Puede probarse que existe una regidn comprendida entre 81 y S;
cuya frontera es EiU Sz‘ Para ello, se considera la bola B de radio
e y se prueba que B—SJU S2 no es arco conexo. Denotemos por R dicha
regidn.

Wazewski [12] ha probado que para t pequefia, el conjunto
alcanzable coincide con el conjunto alcanzable por trayectorias

bang-bang. Luego, basta considerar sélo trayectorias bang-bang.

"LEMA 1.7. Si una trayectoria bang-bang desde §; tiene mids de un

cambio, entonces estid en el interior de R.

Prueba: Basta probarlo para trayectorias con dos cambios. Sea
§; = F, (§;). Al igual que en el Lema 1.5, construimos las
o
superficies
S = = v < <
S% {th.T.tOD qu(GTCyo)) | to =T =t}

i
]

IA

g v <
Si {y(t,r,toD thfFTCyb)) | to <7 t}
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Por construccién, §1 < S vy {§2} — {S,} cuando t, — O. Por el
Lema 1.8 §‘ y §z no se intersectan, luego §2 deberia estar entre

S1 Y S2 Cver Figura 2).

A

Figura 2

Supongamos que §z y Sz se intersectan al tiempo t,‘ en el punto
p. Luego, existen T,»T, con t,°< T, < t,’b y T, < t'a tales que
F‘t‘_71(61_1Cy°)) = Ft‘_72(GT2Cxo)). Por la unicidad de las

soluciones, tenemos que

C>—c°)). para s € [a,t ], 2

F,, (G ¥y =F
L § 1 2

[ Jauit ¥ (G‘r
2

donde a = min {t -7, t -7} = max {r ,7_}.
1 1 1 2 1’ "2

Si a = T entonces, sustituimos s = T, en (%) y obtenemos

Gy (yo) = FT -T (GT Cxob)
1 1 2 2

lo cual no es posible pues GT1Cy°) € S1 y F‘T‘_Tz(GTszo)) € Sz‘
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Si a = T, hacemos s = T,» en () y obtenemos

F —‘r‘(G'r CyOD) = 61_ Cxo)) = p

T
2 1 2

Sea q = GT CSr-OD € S:’ luego la trayectoria FthD lleva el punto
1

q e S1 al punto p € Sz. El vector tangente en g a la trayectoria
es F(qgd. De la demostracidén del Lema 1.5, tenemos que el vector

normal a q es
ad ad

Ne = 3t (70t X g7 (0t ) '

= () X [— &Kqd> + DT -t , )70) Fc'iob]
Pero Dz w('rt—to, yo) FCyo) = Cy, Folqd = a &(qd + 3 FCqd + p(F,GICy
por lo tanto '
Nq =6l X [B FCqd + y[F,G1(q]
Nq'F‘Cq) = 0 si s8lo si p GCgd) X [F,GICx+*FCqg) = 0 1lo cual no es
posible dado que G, F, {F,G] son linealmente independientes. Luego,

la trayectoria F‘th) ‘ho permanece sobre la frontera de R =

LEMA 1.8:3 Sl p estd en el interior de R, entonces existe una

trayectoria bang—-bang que une x, con p.

Prueba: Consideremos la trayectoria F"_CpD. Si seguimos esta
trayectoria para t negativos, ésta habriA de intersectar la frontera
de R. Si lo hace en Sz U r+ U {;c'o}. se contradice la unicidad de
las soluciones. Si lo hace en I, implicéria que pedR, luego
entonces, Fth) intersecta, para t negative a S1; dibgamos en q al

tiempo t < O. Luego, F -(q> = p. Pero q = 6_(F_ CS?O)) para
2 1

algunos ToT, > 0, luego entonces, p es alcanzable por trayectorias

bang-bang. n




Tenemos probado entonces el sigulente teorema:

TEOREMA 1.9: Para t suficientemente pequefia, R coincide con el

conjunto alcanzable desde §; hasta el tiempo t, del sistema C2).
Estamos interesados en el conjunto alcanzable RCxo.t) para el
sistema C1). Consideremos la proyeccidn n !R?°-» R?® dada por

ani.xE.t) = Cx‘.xE). Tenemos entonces el siguiente corolario.

COROLARIO: R(x_,t) = (R n {t = t P

Ver figura 3.

Rix,.1,)

—————— —>

Figura 3

Probaremos ahora que, bajo ciertas hipdédtesis, el conjunto
alcanzable R(xo.t‘) tiene 1la forma de lente biconvexa o

cédncavo—-convexa.
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Por construccién de S‘ y Sz’ XCt'g’T) y th‘.'r) representan las
curvas frontera del conjunto cho't'i)‘ Sean
»CTd = x(t.‘.'r) v &CTd = tht.t,‘—--r)

Observése que »C0) = 8C0d # »CtLdD = 8CLD.

LEMA 1.10: Supdngase que se cumple la siguiente desigualdad en Xy

aUldet{ngo), Dngo)°ngo)}| < 'det{g(xo), [g,f](xo)H

luego, para t suficientemente pequeffa, las curvas p»C1d ¥y &T1d, con

O 1T = t, tienen curvaturas de signos opuestos.

Pruebat Si cCtd) es una curva en R° y K{cCtd) es su curvatura,
entonces sgn(KCc(tdd) = sgn(det{c’Ctd, c'"CtLD}), donde sgni(xd es la

funcidén signo de x. De la prueba al Lema 1.5 tenemos que

’ - o _— - ~ ~
y'Crd = y Ct,1d = G(xCt,Td) + DGt-—r(F'rcxo)) F‘(F'TCxo))

De la Definicién 1.2 y la Proposicidén 1.4 se sigue que

DG,__(F, <X >) F(F Cx D) = (C6,_ O F)(Xt, )

& FCL,1d)-Ct-1II[G,FI1(xCt,Td)
por lo tanto

%r"-u.r) = - GExCL, D) + F(xCt,Td) - CL—1I[G,FI(xCt, D) +. ..

De esto ultimo se sigue entonces que

reced = ZX b, = DIF-6)(xCt, ) %T"- Ct,1d> + [G,FI(xCt,Td) +...
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las cuales en términos de f y g se expresan como

7°CT) = 2Ug(xCt,Td) - 2UCL—-TILF,gl(xCt,Td) + ...

yUCTY = 4UPDg(xCt,TIIF(xCt,TI) + 2UIT,gi(xCt, ™) +...

Luego entonces

det{y’C1d,p"Cd} = ‘
x det{2Ug(xCt, 1)), 4UDg(xCt,Td)g(xCt,1d) + 2U[ F,g] (xCt, I}
= 4U%det{g(xCt, D), 2UD(xCt, TX)G(xCt,TI)} +

4U%det {g(xCt, 1), [F.g] (xCt, O

Anilogamente para &6, obtenemos

L]

&°CTd = BUg(yCt,t-1d) + 2Ur [g,fl{yCt,t-13) + ...

S“CTd = 4UDg(yCt,t-1d)g(yCt,t-12) — 2ULF,gl(yCt,t-10) + ...

Yy se sigue que

det{6'CT),86"CTI} =
x det{2Ug(yCt,.t-1d), 4UDa(yCt,t-12)g(yCt,t-r2)-2U[ F.g] CyCt, -1}
= aUPdet{g(yCt,t-13), 2UDg(yCt,t-1)g(yCt,t-7I)}

- aUPdet{g(yCt,t-13), [F.gl(yCt,.t-1d)}

Un rapido calculo nos prueba que la hipdtesis es equivalente a
2U]dat{§(>_co). D§c§°>-§c§°>” < |det{§€§°). [E.F]c§°>}|

Luego, para t suficientemente pequefa se sigue lo deseado.
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LEMA 1.113 Supéngase que se cumple la siguiente desigualdad en X,
2U|det{ngo),Dngo)-ngbb}l > |det{ngo),[g.f]Cx5)}|
luego, para t suficientemente pequefia, las curvas pC7) y &6Ct), con

O £t, tienen curvaturas del mismo signo.
Pruebat Anidloga a la del lema anterior.

TEOREMA 1.12: Supdngase que det{g(xo),[g,f]bej} = 0. ango. para
t suficientemente pequefia
id si 2U|det{g(x°),Dngob-ngo)H < |det{g€xo).[g,f]Cx°)}|
entonces RCxo,t) tiene forma de lente convexa.
iid si 8U|det4g(xo),Dngb)-ngo)}l > Idet{ngo).[g,f]be)}l

entonces RCxo,t) tiene forma de lente concava-convexa.

‘Pruebat Basta probar que p’'CO)+p’'Crd) > O y &°C0D+&6°CTd > O

para v @ CO,t].

Pero
y'COD ' CTd = 4UPG(xCL,00)g(xCt,td)
y 8°COD+8°CTd = 4UGEyCt, D) glyCt, t-1d)
luego, si t es pequefio, ambos son positives. =

Veamos con mas detalle la forma del conjunto alcanzable cuando

se cumplen las hipdtesis del Tecrema 1.12.
Sean A = 2U det{ngOD,Dngobng)} y B = det{ngoD.[f.g]be)}

Supongamos que foo) Y ngo) son linealmente independientes.

Podemos suponer dJque det{foo).ngo)} > O. Ver figura 4.
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Figura 4

De la prueba al Lema 1.10 se ocbserva que @l signo de la
curvatura de p estid determinado, para t pequefio, por A+B, y para &
por A-B. |

Supongamos que |A|<B. Si B > O tenemos que -B<A<B, por lo
tanto A+B>0 y A-B<O, luego entonces y tiene curvatura positiva y &
negativa. Si B<O ocurre lo contrario.

Supongamos que |A|>B. Si B> O tenemos que A>B & AK-B. Si A>B,
entonces A+B>2B>0O y A-B>0O por lo tanto, y y & tienen curvaturas
positivas. Si A<-B entonces A+B<O y A-B<-2B<O, por lo tanto ambas
tienen curvaturas negativas. Si B<O ocurre algo similar. Resumi mos

todo lo anterior en las figuras 5 y 6.
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Figura 5 Figura &

Si dot(f(xb).ngo)} < O seo obtiene algo similar. Ver figuras

7 y 8.
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Figura 7 Figura 8
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2> DOS CONTROLES

En esta secciédn probaremos que el conjunto alcanzable con dos
controles es estrictamente convexo, para t pequefio. Para ello
retomaremos las ideas mostradas en la seccidédn anterior he iremos
deduciendo las hipétesis necesarias para obtener la convexidad
estricta. No se analiza el conjunto de puntos criticos ya que con
dos controles es posible obtener franjas de puntos cri'tilcos en el

plano.

Considere el sistema de control
§=fo)+ung)+ung), jlul < U, i =1,2.
151 252 i
Supdngase gue f‘.g‘,gz e C% con O un abierto de [RZ. Supdngase
ademés que f‘CxoD = 0 y que g‘Cxo) y g2Cx°) son linealmente

independientes.

Supongamos que det{ g‘C xo) , ng x°) > > 0. Si no fuese asi,
renombramos g, ¥ 9, Esta suposiciédn nos permite determinar los
signos de las curvaturas de las curvas frontera del conjunto

alcanzable.

Consideraremos los 4 controles bang-bang: <dU,WD, CU,-WD,
C-U,W y C(-U,-U. Cada uno de ellos nos generari una curva integral
por X . Con ellas construiremos 4 conjuntos alcanzables: los
' generados por los controles CU, *W, C*U, W, C-U, W y (U, -W.

Por ejemplo, los controles (U, U nos proporcionan el sistema de

control.
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1> x = (fO0 + Ug €0) + u,g, 00, |u,| s U

No es necesario que el conjunto alcanzable de 1) tenga forma
de lente biconvexa, bastaria con que las curvaturas de sus curvas

frontera sean positivas. Obsérvese que
det.<{f(C xo) + ug1c go) , ng xob > = Udet< gtc xo) s ng x°) > > 0.

Ver figura 1.

Figura 1

Luego, si hacemos A1 = au det{gzc xo) » Dngxo) °ngx°)} y
B‘ = dot{ngxo), [gZCxo),foo) + Ug‘Cxo)]}. necesitamos que A1+Bt>0
y A-B>0 o que |A1| < |B£‘. Si B>O, tenemos entonces que ADB o
—B‘< A‘< B1 luego, basta suponer que A1> _B{ Si B‘<0. se sigue que

A‘>B‘ Cver figuras 7 yv 8 de § 1D.

Luegoe, para obtener cualquiera de las situaciones mostradas en

la figura 1, necesitamos suponer que A‘+|Bil>0.

Para los controles (*U, UD ocurre algo un poco diferente. El

sistema asociado es
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2 x = CfCxD + Ug, (30D + u,g x, lu| S U

En este caso det{foob + U92Cxo),g‘Cx°)} = Udet.{ngxo).g‘Cxo)} < 0.
La figura 2 nos muestra las situaciones que deseamos gque ocurran.

De las figuras 8 y 10 del capitulo anterior, se sigue que, si

hacemos
Az = 2U det{gfxo), Dg‘Cx°)°91Cx°)} y
B, = det{g(x)>, [g,(x D, £lx > + U Ix,3]}
con Az - |BZ|<O obtenemos lo deseado.
- Q= 92
9
Xo — 9+ 9>

Figura 2

Para los controles (~U, 2UD, el sistema asociado es
y = - <
3 x = (fC0 - Ug (0) + u g (0, |u,] = U
y las hipétesis es As—lBaKo’ con
Ba = det{ngxo).[ngxo).foo)—Ugfxo)]}
Para los controles (U, -UD, el sisf.ema asociado es

4> x = (£C = Ug C0) + ugCxd, |ul| < U
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y la hipétesis es A2+|B‘[>O, con
B‘ = det{91Cx°), [gfxo), f‘Cxo) - ngCxo)]}

En la figura 3 se muestra un posible caso

Figura 3

TEOREMA 2.1: Sea el sistema de control

x = £OO 4+ ug 0 + ug 0, |ui'| < U, i=1,2.
con foo) = 0y det{g‘Cxo), ngxa)} = 0O, Supdéngase que se cumplen
las desigualdades

2| det{g. Cx >,Dg Cx >-g Cx D} |< Idet{gic %2 [ g,Cx d.g, C xo)] } i=1,2,

- Luego, para t suficientemente pequefio, R(xo < t) es estrictamente

convexo.

Prueba: Supongamos que detdg . C xo) » gzc xob > > O. Basta probar que
los conjuntos alcanzables de los sistemas 1)-4) se '"unen bien®.
Consideremos algunas de estas uniones, por ojemplo, la de los

sistemas 1) y 2). Ver figura 4.
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Figura 4
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
det{ng xd) » I g, g‘] Cxob} > O y det{g1c xo) o I g, 91] Cxo)} > 0,

luego, si Y, Y cS1 son las curvas frontera del conjunto alcanzable
del sistema 1), entonces v, serid su cara externa. Para el sistema
2>, si v, ¥ 62 son las curvas frontera, 62 serd la cara externa.

De la prueba al Lema 1.10 se sigue que

¥t = 2Ug (x> y 8.t = 2UgCx)D - 2Ut[f+Ug,.g 1Cx> + ...

Sea J = [? -:')] Luego, para asegurar convexidad, debemos tener

(@) 32Ct,))°(;/‘Ct,)) > O, pero, para t suficientemente pequefia tenemos

que
o 32c td)- (i«‘c £3)x4U%[ (I9,0%x,3)+g,Cx > -t(J[ £+Ug,.qg,] Cx 3)*(g,Cx )]

x 4Uzdet,{91C %2, g CxD}> 0 .
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3) EJEMPLOS

Mediante algunos ejemplos mostraremos las técnicas ampléadaé
en las pruebas de los resultados de este capitulo. En el primer
ejemplo dejaremos libre la cota del control y veremos como para
distintos valores de la cota se obtienen distintas formas en el
conjunto alcanzable. (Ver Capituloc II §3). En el segundo qjemplo no
se cumplen las hipdétesis delTecrema 1.12, sin embargo, si se
cumplen las del Tecrema B en la Introduccidén. El Gltimo ejemplo es

un modelo de fermentacidn.

Ejemplo 1.1t Considere el sistema de control

x = [:,3] + u [_:a], xCO> = [f] Jul = U

donde f{x,yd> = C—yp.—lb y glx,y) = C(y ,-10 . Haciendo algunos

cédlculos encontramos que
[£,9] xCOD = CO,80T,  Dg(xC0d)+g(xCO?) = CO,-3),

luego

det {g,Dg-gl(xC0d)

por lo tante A =U y B = 1. Ahora bien, la solucién general de

-3 y det{g,{f,g] x<OD) = 6,

nuestro sistema de control es

xCtD

. .
x, - Cu—l){[yb—Cu+1)Ct—t°)] - yo}JWCu+1)

YCLd = y_ - Cu+ldCt-t )
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Si U=0.8 se cumple la hipédtesis i) del Teorema 1.12 y el

conjunto alcanzable al tiempo t, con t pequefio, tendra la forma de
lente convexa. Para t°= O yu=0.8 1la trayectoria es
xCtd = [C1-3td*- 1112 y yCtd =1 - 3t

cuya curva integral es x = Cy‘- id> 12,

Anadlogamente, para t°= Oy u= -0.85 tenemos la trayectoria

xCtd = 3[C1 - t/2% 11,4 y ytd =1 - t.2
cuya curva integral es x = 3Cy’- 12,4, Ver figura 1.
N
L1;15fr* =015 %= © © 85 -y- [
Figura 1

Si U = 2 se cumple la hipétesis ii) del Teocrema 1.12. vy

tendremos entonces un lente cdncavo-convexo. Luego, procediendo de

manera similar al caso anterior, obtenemos las curvas integrales

x =C1 -yHAaz y  x=3C1 - yHa
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Ver figura 2.

4
i

=93, U= TS5 —=x=0.5 0 =y- T35

Figura 2

Ejemplo 1.2t Considere el sistema de control

L _x 1 o
x =1 3| +u » xC0d = » jul =1
yox o o

donde fCx,y> = (-x, —y-xa)r Yy gCx,y) = (1 .O)T. Haciendo algunos
célculos obtenemos |

det{g,[f.,g]} = O
Luego, este es un ejemplo donde no se cumplen las hipétesis del
Teorema 1.12. sin embargo, si se cumplen las del Teorema B en la
Introduccidén, luego, el conjunto alcanzable posee una vecindad del

cero en su interior. Ver Figura 3.
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Figura 3

EJEMPLO 1.3s El siguiente es un modelo de un proceso de
fermentacidén. (Ver ([{2]1).

x = Cu - Dx

s = DCSa - 8) - xR

H = ums/CK + s)

donde x ¥y s son las variables de estado, Sa y D son variables de
entrada y um,R y K son parametros del procesoc. x y s representan
las concentraciones de la biomasa y del sustrato en el fermentador,
respectivamente; D es un flujo normalizado, llamado razén de
dilucidédn C(flujo de alimentacidén- volumen del medicd, Sa es la

concentracién del sustrato de alimentacidén, um @s la razén maxima
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de crecimiento, R es el rendimiento por sustrato y K es la
constante de afinidad del sustrato.

Fisicamente se tienen las siguientes restricciones
s> 0, 0 %xX<RSa, 0OK<KDC um, Sa> 0

De las ecuaciones es .fé.cil ver que el conjunto de puntos

criticos es la recta x = R(Sa - s)

4

Se > 8

Analizaremos dos casos: i) Sa constante y D wvariable de

control y iid) D constante y Sa variable de control.
i) Sea D la variable de control.

Sea u = 2D/um - 1. Luego, nuestro sistema original se puede

escribir en la forma
% = £fC3 + ugCxd, con |u| <1

donde x = (x,8), f(x) = (Umsx/CK+sSd)-umx8, pm(CSa-sd. 2- ymsx/RCK+s))T
y gix> = (-x-2, CSa-s)/a)T. No es dificil ver que para cualquier

punto critico se tiene que

det{g,[f.g]} = O

111536
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por lo tanto, no se cumplen las hipdtesis del Teorema 1.12, adn
mads, tampeco se cumplen las hipdédtesis del Tecrema 5 en 1la
Introduceidén, luego el sistema no es localmente controlable cuando

nuestro control es la razén de dilucidén D. Ver Figura 4.

-x="3 5 -1 -y-5

Figura 4

ii) Sea Sa la variable de control.
Sea u = 2SaM - 1, donde M es el sustrato maximo de
alimentacidén. El sistema original puede escribirse en la forma
x = £Cx + ugCx>, con ju} <1

donde x = (x,sd, f(3xD = (umsx/CK+sd) - Dx, -umsx/RCK+sd) - Ds +DM/25’
y g¢x> = (0, DM/2). Un calculo nos muestra que en cualquier punto

critico se tiene
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det{g,[f.g]} = —CDM/2>%umKx/CK+sd*® = O

ademids, e@s claro que

det{g,DgCgd} = O, por lo tanto,

el conjunto

alcanzable tiene forma de lente biconvexa para t pequeffa, cuando

nuestro control es Sa. Ver Figura B.

i
/

d

/

e

=03

“x— 3 0.4 -y- 1

Figura B

43




CAPITULO II

RESULTADOS GLOBALES

En este capitulc daremos una caracterizacién global de los
conjuntos alcanzables para sistemas lineales y bilineales. Se hace
también un estudioc del cnjunto de puntos criticos en ambios casos.
AdemAds se muestra, mediante ejemplos, los cambios gque pueden
ocurrir en losconjuntos alcanzables cuando variamos la cota del

control.

1) SISTEMAS LINEALES

Iniciamos la se;cién dando una caracterizacidén del conjunto de
puntos criticos. Después probamos que si los valores propios de la
mgtriz asociada a los estados, son reales, entonces el conjunto
alcanzable desde un punto critico tiene la forma de lente
biconvexa. En caso contrario, se prueba que el conjunto alcanzable

tiene la forma de lente biconvexa hasta un cierto tiempo.

Considere el sistema lineal auténomo

%x = Ax + bu , con xeRZ, 'u] < U. c1d
0D = x
(]
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TEOREMA 2.1.1: Si A es no singular el conjunto de puntos criticos
del sistema (1) es un segmento de recta. En caso contrario, se

tiene una franja del plano ¢ una recta.

Pruebas Consideremos la ecuacidn

Ax + bu = 0O (=
Si A es no singular, la ecuacidn C2) implica que x;Cu) = -A"'b u
lo cual representa un segmentoc con extremos en UA™*b y - UA™b.
Si A es singular, consideremos la transformacidén TC(xD = Ax.
Si u=0, la soluciédn de (2) es ker(T). Supongamos entonces que u=0.
Si beImCT) entonces no existe §olucién. Si b elInCId esto implica
que para cada x € R*® existe Ax0O tal que Ax = Ab, en particular, si
x=b, entonces Ab = Ab y por lo tanto b es vector propio de A.
- Luego, si b es vector propio de A, para cada u € [ -U,U], existe una
recta de puntos, paralela a ker(CT), que satisface la ecuacidén C2).

Luego entonces, al variar u € [-U, U], se obtiene una franja de

puntoa criticoa. _ "

Del Teocrema 2-1ii) tenemos que si b y Ab son linealmente
depéndientes. entonces el sistema (1) no es localmente controlable.
El conjunto alcanzable» es un segmento centradeo en el origen.
Analizaremos entonces el caso en que b y Ab sean linealmente

independientes, por ser de mayor intereés.
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LEMA 2.1.21 Considere el sistema de control C1J.

Supéngase que b y Ab son linealmente independientes. Luego, si p y

& son las curvas frontera del conjunto alcanzable RC(O,tD con un

cambio, éstas tienen curvaturas de signos cpuestos para cada t>0.

Prueba:t Consideraremos sélo controles bang-bang (por el Teorema 4D

La solucidn de la ecuacidén (1D es

i
ACt—to)x + I.eAChm)
o

xCtd) = e buCs)ds
t
o
la cual para to= o, X, = O yu=cte., se reduce a

b ACtL-ed
x> = yf " " bds
o

Sean aCt) y (L) las soluciones de la ecuacidén (1) con o= O, con

u=Uyu= - Urespectivamente, luego

b aCi-e ' ACt-#d
oCtd = Uf e *bds y L) = ~Uf & "% bds
(o] [+

Obsérvese que oltd = - ACLD.
Sea xCt,1) la solucidén de (1) que inicia en alT) con u= - U, luego

13
wt, ) = e Puacrd - uf e

T

A(l-8) bds

Andlogamente, sea y(t,t] la solucidn de (1) que inicia en 1D con
u = U, luego

, t
yCt,Td) = eACbx)ﬁ(T) + uf oAt pas
T

Obsérvese que xCt,Td = - yCt,Td.

Para t fijo, se prueba, utilizando métodos similares a los de la
demostracidén del Lema 1.8, que xCt,Td y y(t,T) representan las
fronteras del conjunto alcanzable, desde x, = O, con un cambio para

el sistema C1)D.
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Sean (1) = xCt,1) y &C71) = yCt,t-1) dichas curvas.
Obsér vese que
¥CO) = 6COD = LY y pCL) = &CLI) = altd

Ver figura 1 ?

b .
Bl

Figura 1

Sea KCp) la curvatura de y, entonces

sgn(KCpd) = sgn(det{y’;y"})

Der ivando obtenemos

A-T) AL-T)

r'cTa=2Ue b y "Crd=—-2Ue Ab
luego det{r’;7"} = detf2Ue™ ‘' T'b;-2Ue* ' T’ An}
= —4Ufdet{e* ' T 'b;e* VT Ab)

= -4U%det {0* ' "7’ }det {b; Ab}
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Anadlogamente, derivando obtenemos

&'Ctd = 2Ue™™b  y  &"CTd = 20 Ab
luego det{s’;6"} = 4U%det{e* }det{b; Ab}

Como det{e‘}>0 para toda A, tenemos que las curvaturas de p y &

siempre difieren en el signo. ]

TEOREMA 2.1.3:1 Considere el sistema de control
x = Ax + bu, paraxeﬂ?zylulSU. con xCO> = O

Si
i3 b y Ab son linealmente independientes Yy
1ii) A posee valores propios reales

entonces RCO,t) tiene forma de lente biconvexa para cada t > O

Pruebas Basta probar que p’'C03+p’Ct) > O y 8'C0d+8*CT) > O para

O<1<t. De la prueba al lema anterior tenemos que

»'Ctd = aUer VL vy s'Crd = 2UerTb

Luego &°CO3+8°Ctd = 4U%(e*Tb)+b. Sea fctd = (e*'b)-b.

Supongamos que existe T € CO,t] tal que fCTd) = 0, i.e. e*"b y b
son ortogonales, pero esto implica que * 7= x[ ?—é ], A=0, lo cual
no es posible por ii). Por lo tanto, fC(td # O para 7 € (0O,t]).

Pero £C0> = |b||*»0, luego entonces fCtd > O para 7 € CO.tl.

De manera andloga se prueba que p’C0d«p’Ctd > O para 1 € (O,t]. =
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Cuando A posee valores propios complejos no es posible
asegurar que el conjunto alcanzable tenga forma de lente biconvexa.
Ocurre que los puntos criticos son focos o centros, luego, laé
trayectorias se "enroscan', lo cual ocasiona que se pierda la forma
de lente biconvexa. Sin embargo es posible determinar en que

momento pierde esa forma.

TEOREMA 2.1. 4: Considere el sistema de control

x = Ax + bu, para x € R® y |u] £ U, con xX0 = 0.

i> b y Ab son linealmente independientes, Yy

11> A posee valores propios complejos.
Entonces, si 2 es el méddulo de la parte imaginaria de los valores
propios de A, RCO,t> tiene forma de lente biconvexa para

0< t < np.

Pruebas De la prueba del Lema 2.1.2 tenemos que

A-T)

»'CTd = 2Ue b y &°Ctd = 2ue*’b

Probaremos primero que ¢t = /3 es el menor tiempo positivo tal que
y'COd y &'COD  son colineales, luego, para t > n/3 se pierde la
convexidad. Luege probaremos que y y & son inyectivas para
O =t = n/g.

Si »'COd y 8'C0> son colineales, eso implica existe A tal que
y’CO> = A&°COD, lo cual equivale a

e = ab ¢
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a f3
Sea J = [ la forma candénica de Jordan de A, luego existe P
-3 o

no singular tal gque

n s o o [ COSCALY  sencptd
A = pJp? y e’ = Pe'P con e = e
-sen(f3td cos(f3td

LLa ecuacidén () en términos de J se reduce a

-1

b = Ab, con b = P b C 336 '

e’ representa la rotacién por un anguleo Bt, luego, de (3¢ se

sigue que

3t = nn
por lo tanto, t = n/3 es el prime; tiempo positivo en el cual p*'C0d
y 6°C0O) son colineales.
Probaremos ahora la inyectividad de &. Para y es similar.
Supongamos gque existen T T, € CO,n ) tales que 5(71) = 6(72).
Como & no cambia de concavidad, tenemos que existe t e CT;,TZD tal

que cS'C‘riD y &'Ct) son colineales. Por lo tanto existe A tal que
&*CLy = Aé’(rib. lo que equivale a

At AT4

AL-T 1)
e b = e

b, i.e. e b = Ab

lo cual no es posible, pues t -1 < n/p3. [ |
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2) SISTEMAS ' BILINEALES

Al iguél que en la seccidén anterior, se da una caracterizacidén
global del conjunto de puntos criticos. En seguida se divide la
seccidn en dos partes: sistemas homogéneos y no homogéneos. En la
primera parte se prueba que, bajo ciertas hipétesis, el conjunto
alcanzable siempre posee la forma de lente biconvexa. Para sistemas
no homogéneos no fue posible dar un resultado similar al caso
homogénec. Sin embargo, se prueba que bajo ciertas condiciones, el

conjunto alcanzable desde el origen es R®.

Considere el sistema bilineal autédnomo

x = Ax + uBx + Cu, para x € RrR* y |u] £ U C1d

CONJUNTO DE PUNTOS CRITICOS .

Considérese la ecuacidén
CA + uB)x.+ Cu =20 con uelR 2D

Si A + uB es no-singular para u & [R, entonces, el conjunto de

puntos criticos gqueda determinado por la expresién
x Cuw = - CA + uBd'Cu 3

Veamos cuando CA + uB) es singular.
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a + ub a + ub

|A+uB] = [* v 2| = |B| o® + ca,BOu + |A|
2 " Uba 2" ub‘ 4D
donde CA,B> = |A + B| - C|A| + |B]>

Luego existen, a lo ma&s, dos valores de u para l'os cuales
A + uB es singular .Sean u, ¥ u, dichos wvalores. Si C no pertenece
& las imagenes de A + uoB y A + u‘B Yy A es no singular, entonces
(3 nos define una funcidén de R - {uo,u‘} - R®2, donde u,6 Yy u
son los ceros de (4). Veamos. como describir la imagen de esta

funcién.

De las expresiones para A y B, tenemos que

[a + ub -Ca_ '+ ub)]
1 _ 1 < 4 2 2

CA + uB —Tx'_"—u—BT

~-Ca_ + ub D a + ub
-] 8 1 1
-u a‘ + ub‘ —Caz + ubz) 'c.':1
i.e. x Cuw) =
e '|A+UBI —Cam8 + ubg) aL1 + ub1 cz

[quc - bed + Cac —ac)]
-u 4 1 2 2 4 1 2 2

wWbe ~-bec) +Caa - ac)
1 2 3 1 1 2 8 1

esto dltimeo puede escribirse en la forma
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( A
uCa1u+ﬁ‘)

Q
]
o
)
|
o
0
Q
1]
o
O
1
o
3]

auz+bu+c 1 2 2 4 1 2 2 1 1 2
x;Cu) = donde 3

uC o, u-i-fiz P

]
0
|
D
]
»
O
i
w
0

[
"
w
o
"
(a)
>
w
J
0
"
>

2
L au +bu+c

Tenemos entonces que

uCa u+? D uCo_u+f3 D

1 1 2 2
x=.__z__.._._._, y:-—_{___.__.... (8D

au +bu+c au +bu+c

donde x Cuw = Cx,ydT.
Despejandoc u en ambas expresiones, tenemos

—Cbx—ﬁi) + id‘ 2
u = donde d = (bx-3) - 4Cax-adcx
1 1 1
2Cax—a1)

—be—ﬁz) + fdz 2
y u = donde d2 = be—ﬁz) - 4Cay—ah)cy ,

2Cay—az)

respectivamente.

Igualando es posible plantear 4 ecuaciones en X e y, pero

todas nos llevarfian a la misma expresidén. Consideremos alguna de
ellas
—Cbx—ﬁi) + fdi —be—ﬁz) + de
BCax—a‘) 2Cay—a2)

83




Después de ciertos pasos algebraicos, es posible escribir esta

ecuacidén en la forma

2 2 -
Aix + ley + Cly + Dix + E1y =0 ced
donde:
A=dp® - 32 d = b? - 4ac '
1 2
B = 2ab - 2438, a = bp, - 2ca,
_ 2 _ - E = _
c =pfd-b B = bB, - 2ca
D =23 Af, - abﬁ:
o _ o=p2
E = 2b BB, - 23
Sea D = B: - 4A‘C1 @l discriminante de nuestra cdédnica
D = 4Cab - dﬁ‘ﬁz)z - 4Cd ﬁ: - a®cd bf - b5

8
]

—2—2 2.2 2

4[[a B + dzpfﬁ: - aﬁdﬁiﬁz]—[d A6 - Ede: - szr;f + a’bz]]

4[— 2ab d B, + oy

wlfo - 5o

Peroc a B, - b B, = (b, — 2ca)B, ~ (b, — 2ca)dp,

d fs’z + a°d ﬂf]

= &c (a‘ﬁz ~ oG 1)

luego,

2
D = 4d [2c(a‘{?z - uzr;‘)] =16 d c‘(a‘pz - azf31)z
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Hemos supuesto que c = |A| # 0. Si afB, - «f = 0, entonces
o .

2
Bz

»

» si ﬁ&ﬁz #2 0 y sustituyendo en (85) obtenemos

at az
ﬁ’.U[F—U"'i] BZU[-B—-U"‘].

. 2
xX = Y Y Yy = 2
au +bu+c au” +bu+c

1
B,

por lo tanto

3“'&
»

I
N

lo que representa una recta por el origen.

Si B =0, tenemos varios casos:
1772

132 8 =0

Luego, c&ﬁz = O implica o= 0 ¢ ﬁz = 0, si a = 0, de (5 concluimos

que x = O si Bz = 0, la cénica (6) se reduce a
2 2 _
Aix + ley + Cty =0

la cual es una paribola degenerada (D = Q0), © sea, una recta.

i1d ﬂé =0
Luego a42.= O implica o= 0 I ﬁ&= 0. si o= 0, de (B se sigue que

y =0 si ﬁi = 0, se tiene el mismo caso que iD.

Resumiendo, si D = 0, con d # O, tenemos rectas como conjuntos

de puntos criticos.
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Si d > O, entonces & > 0O y la coénica (68) representa una

hipérbola.

Si d = 0, entonces D O ¥y la cénica (6) representa una
parabola.

Si d < O, entonces D < O y la cénica (6) representa una
elipse.

Tenemos probado entonces el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2.1: Sean u, ¥y u, las raices de la ecuacién det{A+uB}=0
Si A es no singular y C no estA en las imagenes de A+u°B b A+u‘B.

entonces la ecuacidén (2) representa una codnica.

Cuando el control u es acotado, que es nuestro caso, Sse

obtiene como conjunto de puntos criticos una parte de la cdnica.

EJEMPLO 2.1: Considere el sistema de control

R 1-u O 1
x = x + u, con Ju| €2
O 1+u i

Siguiendo la notacidén anterior al Teocrema 2.2.1, tenemos que d = 4,
por lo tanto el conjunto de puntos criticos de nuestro sistema eos
una hipérbola. Como el control es acotado, no se obtiene toda la

hipérbola. Ver Figura 1.
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P —— - . ——— = e = o = = o e ———

Figura 1
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2.1) SISTEMAS HOMOGENEOS

En los siguientes parrafos probaremos el siguiente resultado
global: bajo ciertas suposiciones en las matrices A y B y la
condicién inicial X,» Se prueba que el conjunto alcanzable al

tiempo t desde X0 siempre tiene la forma de lente, para todo t > O

Supondremos que la matriz B es singular (pero no nulad, luego,
es posible factorizar B como be”, donde b ¥ ¢ son vectores y e’

denota la transposiciédn del vector c.

Llamaremos sistema bilineal homogéneo a un sistema de control
de la forma

x = Ax + uBx, con jul £ U

LEMA 2.2.1.1¢ Supdéngase que A es una matriz real con entradas no
negativas fuera de la diagonal, entonces la matriz et tiene

entradas no negativas para toeda t > 0O,

Para una prueba, véase (5].

Sea A = [2 :) una matriz real y D = (a-—d)z + 4bc el
discriminante de su polinomio caracteristico. Luego, si A es no

negativa fuera de la diagonal posee valores propios reales,
entonces, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que A es

triangular superior.
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Denoctaremos el primer cuadrante por Ri = {Cx.y)lx > 0, y > O}

LEMA 2.2.1.2¢ Consideremos el sistema de control
x = Ax + uBx, con ju| = U, ¥y
supongamos que
i> A 4+ UB ¥y A - UB son no negativas fuera de la diagonal
principal,
iid B = be" es singular y det{b, Ab} = O, y
iiid> x , c € Ri.
entonces, si ¥y y & representan las curvas frontera del conjunto
alcanzable desde X, al tiempo t, éstas tienen curvaturas de signos

opuestos.

Pruebat Siguiendo las ideas de la prueba al Lemaz2.1.2, para u

constante y tho) = X obtenemos que la solucidén al sistema de

control es

(A-!-uB)(l.—to)
(L) = @ x

Hagémos M= A+ UByN = A - UB. Luego, tenemos las soluciones

bang-bang sin cambio para t°= o

_ = Nt
aCtd = e Xy y pCLd e X

Entonces, las curvas frontera de RCxo.t) son

NU-T?

yCTd = @ aCtd) = &NV VM

MT NH-T»
[=J e x

v &€t = o™ per-1d = A
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Der ivando obtenemos

N(L-T) MT Ng-1T2

B e x y "Ctd = 2Ue

y'Ctd = 2Ue S

cauB®+BA-ABY ™7 x,

de aqui se sigue

NG¢t-T)

det{y’'CTd,p"C1d} = 4UPdet{e }det.{Be‘”xo , C2UB*+BA-AB) e’“xo}

Obsérvese que det{eN“_T)} > O, luego, en la expresidén anterior, el
segundo determinante es el gque determina el signo de la curvatura

de p.

det {Be‘“xo ,C2UB*+BA-ABY ™7 x,} = det {Be‘"xo . BC2UB+AY ™7 x —ABe"Txo }

det{Be“Txo.BCBUB+A)e"Txo} - det,{se“"xo. ABe‘“xo}

= det{B}det{e“Txo.CaUB+ADe“Tx°} - det{BeuTxo.ABe“Txo}
= - det(BeuTx , ABe™"x }
o o
'Hagamos f<td = - det{Be“Txo, ABe“Txo}. entonces

sgn{KCyd) = sgn(fCrd). Similarmente para &, si

Nt-T)>

g¢td = det{Be X ABeNT

xo} » entonces

sgn{KC82) = sgn{glTd).
Probaremos que fCt)gCtd < O para toda v con O £ 7 = t.

De i) y 1iid se sigue que e“Txo € [Ri (pues det{ewr} > 0), luego

Be“rxo = bcT(e“Txo) = (cTe“Txo)b. con (:Ter'"-x0 > Opara O = 1 f t, ¥y

ABe x = (c e xo)Ab, por lo tanto

T MT T MT T MT

£CTd = - det{(c’e™"x db, (c"e'"x JAb} = - (c'e xo)2 det{b, Ab}
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Similarmente para gltl), de i) y iii) tenemos que e"ugnxb Ri.
luego Bemt_‘nxo = be eV )xo) = (cTeN“_ﬂxo)b R con
cTeNu_T’xo > O para O £ T £ t, ¥y ABeN“'-T’xo = (cTeN“—nxo)Ab.
por lo tanto
gCtd = det{(cTeNﬂ.qwxo)b. (cTeN‘bawxo)Ab}
= (c"'e"”"’xo)z det {b, Ab},
luege, de ii) se sigue lo deseado. =

TEOREMA 2.2.1.3: Considere el sistema de control
x = Ax + uBx, para jul S Uy %0 = X -

Supongambs que
i) A+ UB y A - UB son no negativas fuera de la diagocnal,
1id) B = bc" es singular y det{b, Ab} # O, ¥
iiid %, ¢ € R?,
) +
entonces el conjunt,o alcanzable con un cambio desde g al tiempo t,

tiene la forma de lente biconvexa.

Pruebat De i) tenemos que A = [CA + UB)2+ CA - UB] @s no negativa

fuera de la diagonal, luego, podemos suponer que A es triangular

superior,

‘111536
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a‘+Ub1c‘ z=\z+Ub1c2 a -Ub c a -Ub c
A + UB = y A - UB = b § 1 1 2 1 2

Ub ¢ a +Ub ¢ -Ub ¢ a -Ub c
2 1 4 2 2 2 1 4+ 2 2

entonces, de i) tenemos que szc‘ 2 0 vy —szc‘ 2 O, pero

entonces bz = 0. Debemos probar que »’C0> + p’C1d
&°COd 6°Ctd) > O para O < T = t. De la prueba al Lema

tenemos que

NL-T) MT
Be %)

y'CO3 « p’CTd o

4Uz(emB xo) e (e

4Uz(eNtb cho)(eN“'—T’b cTe“Txo)

4U2(ch°)(cTeuT xo)(emb) (e

N(t-T)b)

donde (cho)(cTeuTxo) > 0 por i) y iiid

NQ—T) n’C T nzc TD
Sea e =
nctd n <t
- 4

1;---,4'

] con n,‘CTD 2 0 e i

n<t> b
. 1 1)
[n Cvd b]
] 1

= b2 (nCTINCO) + nCTInCOd) > O
[ ¢ |  § - a

O €1 £t luego entonces

Nt NW-T> n,CO> by
(e b) * (e b) =

nCO) b

a 1

De manera similar se prueba que &’COX&’°CTd > O
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2.2) SISTEMAS NO-HOMOGENEOS
En esta seccidédn probaremos un resultado de alcanzabilidad

global. Nc se analiza la convexidad del conjunto alcanzable.
LEMA 2.2.2.1:¢ Consideremos el sistema de control
x = Ax + uBx + bu, para jul = U

Si con u = 0 el origen es un centro y trC(B) = 0O, entonces,
existen u,u, € [-U,Ul con u ey, < 0O, tales gque los sistemas

x = CA + utB)x Yy y =CA + uzB)y tienen al origen como foco estable

e inestable respectivamente.

Prueba: Sean T, D: {-U,U] — R funciones continuas definidas por
TCuw) = trCA + uB) y Xuw = [TCuw 12 - 4 det<A + uB>. Por hipétesis
TCOD = O, T'COO=0O y IX0O3) = - 4 det{A> < O, luego existen
u, u, € [-U,Ul, con u, ey, < 0, tales que .Z)Cui) < Oy TCu1) < 0, ¥y

.I)Cuz) < Oy TCuz) > 0. De esto se sigue lo deseado. =

LEMA 2.2.2.2: 51 se tienen las mismas hipétesis del Lema 2.2.2.1,

entonces cualquier punto del plano es alcanzable desde el origen.

Prueba: Sean oCtd la solucidédn del sistema ;c = CA + utBDx + bui. con

a0l = 0, ¥ oCtd — X, cuando t — +w, y £CtD la solucidédn del
sistema ).r = CA + uzB) y + buz » con 30> = O y BCtdD —» X, cuando
t — -, donde u y u, son los mismo del Lema 2.2.1. Sea
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H: [-u,ul — R la funcidén cont{nua definida por
H(uw = det{(b, CA + uBdb}. Si HCO> = det{b, Ab} = O entonces b es
vector propio de A, pero A tiene valores propios complejos Cpor
hipétesisd), por lo tanto HCOd # O. Luego existen G‘,Gz € [-U,U]
con G‘GZ< O tales que HCuinCu23 < 0. Podemos suponer que 51 =u y

Gz = u,. Obsérvese que o’C0d = u1b y a"tOd = u‘CA + uiB)b. luego

entonces det{a’C0d), a"C(Od} = u: det{b, CA + uiB)b} = u: HQuib.

Anidlogamente, det{B’C0d, 3"C0d} = u: HCuzD; concluimos . entonces

que olt) y ACL) tienen curvatura del mismo signo para toda t € R.

Como a’C0d = uib y f3*C0 = uzb, con uu, < Oy a y 5 posee
curvaturas del mismo signo, tenemos que la recta L = {ob ] a € R}
separa los puntos criticos X Y X, Sea Lz > O el primer tiempo
tal que ﬁ(tzb = Pz € L . Sea yCt) la solucidén del sistema

x = CA + uiB)x + bui. con yC0> = P2 y yCtd — x1. cuando t—+o.

Sea 8 = {aCtd |t Z OXUKpBCL) |OStStZ}U{thD |1t20>. € es una curva
cerrada simple, luego, divide el planoc en dos regicnes, el interior
Yy el exterior de 8. Obsérvese que x, estid en el interior de € y x,

estid sobre §. Ver figura 1.

Si x estA en el exterior de €, consideremos la trayectoria fC(tD tal
que 30> = X, ¥ ACTD = x para algdn T > O finito. Esta trayectoria
intersecta a 8 en un punto P, donde P esti en el arco al(t) & en el
arco p(td. Si P estd en altd consideramos la trayectoria bang-bang
que inicia en altd) y en el puntc P cambia a (Ct). Si P estd en

¥Ctd, la trayectoria que consideramos consiste en el arco [t)
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hasba el punto Pz’ luego se toma el arco »C(t) y en P se cambia de

nuevo a f3(tD.

Si x esta en el interior de ¥, consideramos la trayectoria altd) tal
que of0d = x y oaCtd —X s cuande t —+mw. Esta trayectoria para t
negativos intersecta a la curva ¥ en el arco 3(t); luego, la
trayectoria bang-bang consiste del arco t) y en la interseccién

se cambia a aCtd. Luego, en cualquier caso, X es alcanzable desde

el origen con los controles u = u, S u = u,. [ ]

Figura 1

Tenemos probado entonces, el siguiente teocrema.
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TEOREMA 2.2.2. 3t Considérese el sistema de control
% = Ax + uBx + bu, |u|$U.

Si con u = 0 el origen es un centro, y trCB) # O, entonces el

conjunto alcanzable desde el origen es RrR®.
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2.3~ DEPENDENCIA DE LA COTA DEL CONTROL

Se ha mencicnado en la Introduccidn que uno de los problemas
mas interesantes en Tecria de Control es determinar cémo varia el
conjunto controlable Calcanzable) cuando varia el conjunto de

controles.

Consideremos uac Um tal que
Lla={uetIm| lu| £ a, i =1,2,...m
Veremos para el caso m = 1, como la variacidén de la cota a del
contrel, produce cambios importantes en el conjunto alcanzable,

tanto localmente como globalmente.

En el Teorema 1.12-i3 se ha probado, para el sistema de

control
x = £C3) + ugCsod, con |u}l £ U
que si
2U |det {gC x 2, DgcC xo)ngo)}l < |det{gC x 2, [f.9] Cxo)}l

entonces, para { pequefic, el conjunto alcanzable RCxo.t) tiene
forma de lente biconvexa. Luege, si variamos la cota del control,
existe U* tal que si U < U* la forma de RCxo.t,) no cambia, mientras
que si U > U* entonces la forma de RCxo,t) es de lente

cédncava-convexa. (Véase el Ejemplo 1.1 del Capitulo I &3

El siguiente es un ejemplc de un sistema de control bilineal,

tal que para U = 1.8 el conjunto alcanzable es un subconjunto
propio de ®R*, mientras que para U = 1, el conjunto alcanzable es
todo RZ.
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~ Sea tal sistema de control

] 1 0 o 1 1) 0
x = x + u x + u » con Ju}l €U y xC0) =
1 O o 1 1 (o}

Sea U = 1/8. El sistema posee un punto silla y un nodo inestable
para u = -18 y u = 1,5, respectivamente. No es dificil probar que
no podemos alcanzar todo punto del plano desde el origen.

Sea U = 1. Tenemos entonces un punto silla ¥y un foco ines?able para
u = -1 y u = 1, respectivamente. En este caso si es posible

alcanzar cualquier pounto del plano desde el origen.

Sea Ranb) @l conjunto alcanzable desde x, con a la cota del
control. Alekseev (1] ha probado que la funcidén oA —s RaFOD os
continua cuando el sistema de control es lineal. Si el sistema es

no lineal, prueba que la funcién anterior tieme un ndmero numerable

de discontinuidades.

68




- APENDICE

1> PRINCIPIO DEL MAXIMO DE PONTRYAGIN.

Supéngase que se tiene el sistema de control
x = fCt,x,wW, xeR', uecRk” c1>

xCt ) = x
o o

al cual le agregamos cierta funcidn de costo gix(Ct, Lo.xo.u*bl, de
tal forma que si con u* se alcanza el objetivo para t=t1. entonces
el costo del control esta dado por

t

cCud = [* gdt

t
o

Diremos que el contreol u* es éptimo si para cualquier otro

control U que alcanza el objetivo en un tiempo t se cumple
cCu’™d < cCw

Si g=1, el costo del control es

t
cCuD=_r dt =t - t

t
o

(o]

En este caso el control éptimo es el que tarda menos en llegar al

objetivo. Son llamados controles de tiempo $ptimo.

Volviendo a la funcién costo, hagamos

t
x (LD = jt g dr  donde x C(t) = gltd
[ o]
Yy sean

Cx vX 00X ) € R™, fCt,X,w = (gCtd, fCt,x,w)

Xl
]

Cx ,3
(o]

1%




tenemos entonces el sistema aumentado de (1)
[ 3
X =fct,x,w, xeR™', uecRkR" ca

XXt > = CO,x D
o] (o]

El problema de optimizar la funcidén costo en el sistema (1) se
transforma en el siguiente problema: encontrar ultd € @ tal que la
solucidn correspondiente de (2> llegue, para cierto tiempo b‘>t° a

un punto (xo.x‘. “e .xn) donde (xt.xz. SN ,xn) pertenezca al objetivo

ﬁxz

y x, sea minima. Ver fig. 1

Xo

BN

Xo

b ¢

Figura 1

Luego entonces, hemos introducido el costo como una coordenada
mas del estado del Sistema. En lo sucesivo supondremos que nuestro
sistema de control contiene ya el costo en la forma descrita

arriba.
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~ Considere el sistema de control

x=ftx,w), xelR™, ueckR" 3
Xt D = x
o o
Ot‘_t ' N+
con ft’ yrvas continuas en R x Q.
3
Sea x = (xo,xi.. - ,xn) tal que
X = - (DfCx, w)' x C4d

Esta es una ecuacidén lineal homogénea, luego, para cada
condicidén inicial posee solucidn dnica. LLas soluciones de (40, al
igual que las de (33, son continuas, exceptoc en un conjunto de
medida cero, y con derivadas continuas. Para cada wuw(td y su
respectiva solucidén de C3D, x(t, Lo, X u), tenemos una solucidn HCL)I

de C4D.

Hagamos ahora ';
n
HCx, %, u) = xfCx,ud = VT f‘,LCx.u) x;
1=0

De esto es inmediato que los sistemas (33 y (42 pueden

escribirse como el siguiente sistema hamiltoniano

dx aH

a = o s

ced

Q.‘Q.
Lt [ad
|
}
|

71




-

Luego, para cualquier ultd e Q, t’o £ t = t‘. y cualquier
condicién inicial xC t.o) = X podemos encontrar la solucidn
xCt, t,0 » X0 u) de C(5). Después, encontramos la solucidén (LD de (6D

correspondiente a uCtd ‘y th,;to.xo.u).

Para ¥ ¥ x fijos, la funcién H se convierte en una funcién del
parametro u € Q.
Sea
MCx, x> = sup HCx,x,ud
uell
Si la funcidn continua H alcanza su supremo en 2, entonces
My,x) es el maximo de los valores de H para y y x fijos. Tenemos

entonces, el siguiente tecrema, llamado el principio del maximo

TEOREMA: Sea u*C to, t’o £ t = t'1' con u* e 2, tal que su
correspondiente solucidén x*C t, t‘o ' X s u*D alcanza, en un tiempo t,1 ’
la recta M1 Cver fig. 1D. Para que u*c t) y x*Ct, ’ t’o'.xo’ u*) sean

Sptimas es necesarioc que.exista una funcién vectorial continua, no

S

identicamente cero, x(t), correspondiente a u*tt) y x*Ct.to,xb.uib
tal que

1) Para cada t,con t’o <=t = t'x’
HCx.x*,u*D = mCx,x*)

11> x, S0 & HCx,x ,uD =0 en [t ,t]

Una prueba de este tecrema se encuentra en Pontryaguin et.

al.[(9].

7a
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Consideremos el sistema

X = £C3) + u g, con x € R y |u| <1 c7d

donde la primera coordenada del vector x es el tiempo.
Siguiendo el principic del maximo, la ecuacidén (4D se

transforma en
x = - (DCf+ugd)’ x ced
y el Hamiltonianoc es

HCx,x,ud) = x(f + ugd a2

Luego, el principio del miximo, traducido al problema de
alcanzabilidad Cver (1310 del sistema (7D, se reduce a lo

siguiente:

2

Sea uCtd), t e (0,t 1, con 'u*lﬁl, y x*Ct.O.xb.u > la
trayectoria correspondiente, con xC0) = Xy Si x(ti! € IR beb.
entonces x(t) € @8R Cxo) para toda t e [Chtl]y ademas existe una

funcidén vectorial continua, nc identicamente cero, x: [O,t1] - R

tal que i = - (DX + ug))r'x donde
id HCx.x*,u*D = min x(f(x*b + ung*D) lo cual equivale a
jul=1
(x ng*b) ut = min Cx ng*)) u v
juj=1
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- : % *
113 HOx, 5 u D = (fCx) + u'glxD) =0, x 20

Sea pCtd = (LD g(x*Ct)). La condicién id nos determina el

3 %
control u*Ct,) cuando eCt) # O : u =1 Cu = - 1) si p € O Cp > 0D.

Si pCtd = 0 en algin t e [O.t‘], la condicién iD> no nos

proporciona informacién acerca del control éptimo.

Si los ceros de ¢ ocurren aislados, entonces el control Sptimo
tomara los valores ui=1 6 u® = - 1 en los intervalos donde p <O
é ¢ > O respectivamente. Tales controles son llamados bang-bang y

las trayectorias correspondientes igualmente.
Una condicidédn suficiente para que los ceros de ¢ sean aislados
es que g(x*Ct,)) y [f‘.g](x‘(t)) sean linealmente independientes en

(O,t 1.
1

Sea t'o tal que pCt,o) = O entonces tho)-g(x*Cto)) =0

3—’: CLD = 2D gOAEd) + 2Ctd Dgxcid) s ctd

= = LI D(F + U @) CLIIGEx CLI)+ ACLD +Dg(x CLIIE + u g Ctd)

= — LI L, gl(x CLd)

111536
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0 E ]
Luego p(to) = - x(to)°[f,g](x Cto))
Si ¢Ct_> = O entonces x(t ) = O, pues [f,gl(x Ctd) = O , pero

xCtD) es la solucidén a una EDO homogéneo lineal, por lo tanto y = O

lo cual neo es posible, pues y no es nula. Luego entonces é(to) # 0.
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CONCLUSTIONES

Se ha dado una descripcidn local de la forma del conjunto
alcanzable desde un punto de equilibrio para un sistema autdénomo
no lineal de control. Para dos controles se ha probado convexidad

local.

Para sistemas lineales, el problema de describir la forma del

conjunto alcanzable es hecha en su totalidad.

Para sistemas bilineales el problema queda inconcluso. Se da
un resultado global para sistemas homogéneos. Para sistemas no
homogéneos se diA wun resultado de alcanzabilidad glcbal sin

describir la forma del conjunto alcanzable.
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