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INTRODUCCIÓN GENERAL : 

La idea principal de este trabajo, es retomar desde el 

punto de vista de la Dinámica Molecular (D0M0) los estudios hechos 

por la Dra„ Estela Blaisten de Barojas (B-B) en su tesis doctoral 
sobre el espectro de absorción de impurezas dipolares atrapadas en 

gases nobles» 

En ella la 0rao Blaisten obtiene el mencionado espectro 

de una sola impureza sustituciona1 en una cadena lineal con condicio_ 

nes a la frontera periódicas^ Aplicando para ello, en el marco de 

la respuesta lineal, el método de las funciones de Green doblemente 
(2) dependientes del Tiempo , lo cual simplifica el trabajo ya que 

as? el estudio del espectro infrarrojo se reduce a evaluar fluctua
ciones temporales del momento dipolar sin importar ya la determiná

is) 
cion de los estados del sistema 0 

La importancia del trabajo de B-B radica en las siguien^ 

tes razones: 

1) Propone-un modelo de interacción que permite explj_ 

car los resultados experimentales,, 

2) Estudia el problema de N cuerpos con interacción 

fuerte entre la cadena y la impureza,, Existiendo un 

acoplamiento tan intenso entre los modos moleculares 

de baja frecuencia y los modos de la red que estos 

no pueden estudiarse por separado. Debido a tal in_ 

o./o 
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teraccion la teoría de perturbaciones usual no 
podrfa utilizarse para el estudio de los movi
mientos moleculares en presencia de modos de la 
redo 

3) Predice una línea espectral en la región del in
frarrojo lejano, correspondiente al modo de li
bración molecular (rotación constreñida). La cual 
aun no ha sido detectada dada la región del espec_ 
tro en que se encuentra local izada,, 

El objetivo que perseguimos aquí entonces, es el de de 

terminar el espectro de absrocion infrarrojo de una molécula di po

lar en interacción con una cadena infinita, aplicando para ello el 

método de la Dinámica Molecular y el modelo propuesto por B-B para 

d icho si stemao 

Así, al reproducir de esta forma algunos de sus resulta_ 
dos este programa sera un excelente prototipo, para diseñar un pro
grama de simulación numérica con ui» modelo mas realista que el ac
tual (un solido F.C.C. con una impureza sustituciona1 e interacción 
a mas alia de los primeros vecinos) y así estudiar también otros pro 
blemas de sumo interés como el de absorción química,, 

A tal efecto esta tesis se encuentra estructurada de la 

siguiente forma: 
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En la primera parte se analizan globalmente las 
distintas componentes del problema; desde el sistema experi
mental y su modelo teórico, pasando por el potencial de in
teracción, las condiciones iniciales y el algoritmo de inte
gración. Hasta; como, de los datos proporcionados por la di
námica es posible determinar el espectro de absorción de la 
impureza. 

Para la segunda parte tenemos 'que esta se encarga 
de describir el funcionamiento del programa de simulación nu 
merica y las pruebas a las que este ha sido sometido para com
probar su confiabilidad. 

La tercera unidad ha sido dedicada a la presentación 
de los resultados de la simulación, contrastándose con los obte 
nidos por la Dra. Blaisten y dado el carácter de prototipo de 
este programa no se ha pretendido comparar dichos resultados 
cuantitativamente con la evidencia experimental. 

En la última unidad se presentan algunas conclusio
nes de carácter general sobre los resultados obtenidos y se men 
cionan algunas posibles lineas de investigación en las cuales 
el programa de simulación numérica seria una valiosa ayuda. 
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1 A . PARTE.- DEFINICIÓN DEL PROBLEM 

En esta unidad estudiamos los distintos elementos que 

constituyen el problema; como son: el sistema experimental y el 

modelo con el cual lo estamos representando. La interacción entre 

las partículas dada a través de su potencial, las condiciones ini

ciales elegidas para reproducir una situación específica del siste_ 

ma experiméntalo Las ecuaciones de movimiento que nos corresponde 

integrar para obtener la evolución del sistema, el algoritmo de iJT_ 

tegracion empleado y finalmente la conexión entre las variables mi

croscópicas que describen la dinámica del sistema y el espectro de 

absorción observado experimentalmente, 
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A . - MODELO DEL SISTEMA FÍSICO 

El sistema que estudiaremos, idealizándolo con un mo
delo, es el de una impureza sustitucional de monóxido de carbono 
"CO", atrapada en una matriz de gases inertes de Neón, Argón, 
Kriptón y Xenón» 

La impureza ocupa el sitio correspondiente a uno de 
los átomos de la red cristalina y el sistema completo se encuen
tra a bajas temperaturas ( de k a kO K ) „ 

El sistema red-impureza se prepara exper¡mentaImente , 
' V a partir de una mezcla de gas inerte (R) y gas molecu

lar (M) en proporciones R/M = 2000. La mezcla se esparce con una 
tasa de depositacion de 1 a 1000 mmole/h sobre de una ventana de 
CsBr mantenida en contacto con un bloque de cobre, todo lo cual se 
encuentra en el fondo de un tanque de Dewar, de temperatura varia
ble, con Helio líquido, 

El atrapamiento de moléculas en redes de gases raros 

tuvo como primer objectivo la estabilización de especies reactivas, 
(7a) Pimentel y sus colaboradores , pudieron estudiar asT el espectro 

infrarrojo (IR) de radicales libres y seguir la formación de uniones 

de Hidrogeno „ Una vez generado el sistema como se indico en el 
párrafo anterior, sus constituyentes dipolares están altamente dilui-

© o / o a 
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dos por lo que se admitía que estos se encontraban aislados en el 
seno de la red de gas raro y no podían recombi narse„ Además, la 
matriz es inerte y transparente en la región espectral donde absor
ben las impurezas atrapadas c ■ de la red<, 

En el curso de los primeros trabajos se admitió tacita-
mente que la influencia de la red sobre la impureza era débil, si no 

despreciable y no fue sino hasta posteriormente que la detección de 
í 8) dichos efectos "efectos de red" se hicieron evidentes <, 

Estos efectos se pusieron en evidencia por comparación 
del espectro de especie estable, tomado sucesivamente en matriz y en 
fase gaseosa. Para una matriz dada se pueden encontrar al menos tres 
factores que influyen sobre la estructura del espectro: i) el campo 
cristalino (efecto estático); i i) 'el acoplamiento con los fonones de 
la red (efecto dinámico); i i i) la temperatura del sistema» Evidente^ 
mente, solo los dos primeros efectos se deben a la red aunque el ter
cero se encuentra altamente correlacionado con el seguhdo. 

* 
En el modelo teórico que utlizaremos en este trabajo para 

caracterizar a nuestro sistema, la red será representada por una cade 
na ideal de átomos, donde uno de ellos es sustituido por una molécula 
diatómica cuyo centro de masa "G" se mueve sobre el eje de la cadena. 
La molécula gira librando en el plano de la Figura 1 definido por la 
cadena y el eje molecular. Además la molécula también vibra a lo lar
go de su eje molecular,, 

e 4 / o o 
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La importancia del estudio de este sistema se desprende 

del hecho de que actualmente se sabe relativamente poco, de las modifica

ciones que un cristal induce sobre el espectro de vibración-rotación de 
@a)9) L . 

moléculas aisladas en matrices , y como ya se hacia evidente arriba 
quizas al descubrir estas o mecanismos sencillos que nos permitan descr_i_ 
birlas se pueda algún día "restando" estos efectos del espectro total es_ 
tudiar los mecanismos de reacciones químicas espectroscopicamente, de 
ahf que nos interese obtener el espectro infrarrojo de la impureza atra
pada en la red cristalina, calculando por el método de Dinámica Molecu
lar, la evolución dinámica de este sistema0 

Con este método deseamos comprobar que si los efectos de 
la matriz sobre la impureza son lo suficientemente intensos como para re
ducir la rotaciSn de la molécula a una libraciSn en torno a una configura^ 
cion de equilibrio, entonces, de acuerdo con los cálculos de B-B ,°ade-
mSs de obtener la estructura de 1ibraciSn-vibrac¡Ón experimental el espec
tro de libración de la impureza se encuentra localizado en la región del 
infrarrojo lejano,, 

En 3 dimensiones, en lugar de existir un modo libracional 
existirán al menos dos (las proyecciones del movimiento de un trompo en 
dos planos perpendiculares), dando lugar a una banda de libración. Sin em
bargo como los diferentes modos Irracionales tienen asociadas frecuencias 
propias muy cercanas en valor, es poco probable que esta estructura fina sea 
observada con la actual resolución experimenta1. ' ) 



Por esta razón, un análisis de un modelo unidimensional 

tiene la ventaja de su relativa simplicidad matemática, sin perder el 
(12) punto de vista físico de la situación real* Además de la facilidad 

de cálculo, el trabajar con este modelo unidimensional nos permitirá 

comparar los resultados de la simulación numérica con los resultados teo_ 

ricos obtenidos para este modelo por B-B ' y además con este programa 

unidimensional sera sencillo optimizar la técnica de simulación para lue

go generalizarla a dos y tres dimensiones, asf como modificar el tipo de 

impureza, de red o de interacción entre estos y otros elementos que defi

nen al sistema,, 

Como ya lo hemos mencionado el sistema consiste de una 

cadena lineal de N átomos de masa m con posiciones Xf e impulsos P* y 

una molécula diatómica heteronucl ear de mesa ^AB* mA "*" m B C UY° centro 

de masa se encuentra localizado en Xj¿ Xt „ Para representar 

un sistema formado porcun gran número de partículas se establecen condi

ciones a la frontera periódicas, lo que significa que en la frontera, a 

cada lado de la cadena, se repitan los extremos de un sistema idéntico,, 

Como solo supondremos interacción entre próximos v r-c! nos y la concentra

ción de impurezas es débil, se desprecia la interacción de dipolo-dipolo 

entre las moléculas hetero-nucleares (figura 2 ) . 

La inclus ion "» la impureza en la red introduce dos gra

dos de libertad adicionales, cuando se compara este sistema con una cade

na de N + 1 átomos» 

../. 
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«}• 
ki-I X M X| Xí*i x¡*t 

FIG. lo- E S Q U E M A TEL M O D E L O DEL S I S T E M A 
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MOLÉCULA 

TRANSLACIÓN 

ROTACIÓN 

VI3RACION 

POSICIÓN 

X¡ s 6 

• 

r 

MOMENTO 

Pi - m A 8 * i 

P9* 1 • 

P - M* 

C^BACTERISTK^ 
l « C R C ! A L 

• ^ A B " m A ^ " m l 

l ' j u r.* 

n»Ams 
«i « _._„, , *~ mA+mn 

RED 1 

TRANSLACIÓN X, / X¡ 9, ■ ni * , m 

TABLA !„- Variables asociadas a los movimientos posibles de las par

tículas en el sistema» ( TQ se refiere a la configuración de equi

librio). 

- ~ ~T 
:2"9LVP~— :1°"^^ 

.o o 0
.oo-o<>Wo0. 

o o. 
a 

^ 

FIGURA 2,- Dos imágenes que representan las condiciones a 'la 
frontera periódicas de nuestro sistema^ 

../.. 
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En la tabla I se encuentran las variables asociadas 
a cada uno de estos movimientos: 

1) Una vibración molecular interna a lo largo del 
eje internuclear asociando la distancia r a 

la separación entre los átomos de la molecular y 
P'Jl'r a su momento conjugado, 

2) La rotación en el plano, caracterizada por el á_n_ 
guio Q al cual se asocia su momento 

conjugado P©*I© 

De modo que el movimiento total de la molécula esta 

compuesto de una vibración interna o vibración molecular, una rotación 

forzada o libración y una translación o desplazamiento de su centro de masa. 

F.n el transcurso de nuestro estudio admitiremos las 
siguientes aproximaciones, cuyo sentido físico y límite de validez discu
tiremos a continuación: 

1) La vibración interna no esta acoplada directamente 
con los modos Ae translación y de rotación de la 
molécula, ni con los de translación de la cadena. 

2) El centro de masa molecular esta restringido a 
desplazamientos a lo largo del eje de la cadena, 

3) Solo se toman en cuenta interacciones entre próxi

mos vecinos: átomo-átomo o átomo Témale cu la. 

o . / . . 
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*») Supondremos también que la interacción entre la 

molécula y sus dos próximos vecinos es lo suficien 
temente fuerte como para reducir la rotación de la 
molécula a una libración alrededor de una configura 
cion de equilibrios, e n 'a cual la molécula diatómica 
esta colocada perpendicularmente a la cadena. 

La primera aproximación hecha en el trabajo de Blaisten-
Barojas no fue tomada en cuenta en el programa de simulación numérica y 
se comprueba que la justificación dada por ella es correcta,. Esto es, el 
desacoplamiento ocurre debido a que la frecuencia de vibración interna se 
encuentra totalmente por encima de las frecuencias externas de libración 
y de traslación de la red, 

La segunda aproximación se basa en que el movimiento de 
translación molecular no so acopla mas que con los modos longitudinales 
de la cadena, debido a que el centro de masa de la molécula "O" esta 
colocado en *¡ (la abscisa del átomo sustituido) y sera perturbado 
esencialmente por el movimiento de los átomos vecinos» 

En cuanto a la tercera aproximación, esta es usual en el 

calculo de fuerzas intermoleculares en los cristales atómicos y moleculares, 

con y sin impurezas, en donde son dominantes las fuerzas de mediano alean-

ce como las de únducción y dispersión. En nuestro caso, las interacciones 

posibles entre la molécula y los átomos de la red son del tipo dipolo-di polo 

inducido, dipolo ¡nducido-di polo inducido y las correspondientes a multipo-
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los superiores y por lo tanto dan origen principalmente al tipo de 
(13 ) fuerzas de inducción y dispersión „ 

Y por ultimo, la cuarta aproximación se fundamenta en 

que la interacción entre la impureza y sus vecinos debe ser tan intensa 

que no permiten que esta gire 1ibrementea Aparte de que, debido a su 

tamaño, la impureza diatómica quede bastante apretada por los átomos de 

la red que le rodean, como para rotar libremente (f¡g„ 3) <. 

La validez de esta hipótesis dependerá de la capacidad 
que tenga el modelo para reproducir el espectro infrarrojo de la impureza. 

F^URA 3o~ Una representación de monoxido de carbono en un sitio susti-
tucíonal de argón solido. Ref. ( 5 ) . 

A continuación describiremos los potenciales de interac
ción entre las distintas partículas del sistema. 

o o / o 



- 14 -

B . - LOS POTENCÍALES DE INTERACCIÓN 

Como el modo interno de vibración esta desacoplado 
de los modos externos de rotación y de traslación, la energía poten
cial total podra expresarse como una superposición de dos funciones: 

V» v,(r)4-V2(xg>tH,x¡H| ,xM_, ,0) 

La función Vj(r) representa la energía potencial in
terna entre los átomos de la molécula y depende solo de la separación 
Interatomica,, 

La función Y2 indica dos tipos de interacciones: el 
potencial VR entre los átomos vecinos de masa m , los cuales de
penden de sus distancias relativas X̂ t-i , y la interacción ^Rtfi entre 
la molécula y sus dos vecinos, como función de las distancias de los 
átomos de la impureza a sus próximos vecinos ( y de la orientación 

del eje de la molécula con respecto a la cadena representada por el 
ángulo © • 

Para la interacción de dos átomos cualesquiera de la red 
se eligió un potencial Lennard-Jones (12-6) : 

Ifc- 4€ R ̂ (CTR 

Donde *«g-j representa la distancia relativa entre dos 

átomos de la cadena» Las constantes-Cpj y Op la profundidad del pozo de 

potencial y la separación interatomica para la cual la energía potencial 

o o / 
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es cero se ilustran en la fig„ ¿ta Los valores de estas constantes co

rrespondientes a cristales de N« , A ., Kr y Xl han sido obtenidas del 
CL5 ) trabajo de Pollack y se encuentran tabulados en la tabla i!0 

La interacción entre ía molécula y sus dos vecinos mas 
próximos perturba la rotación de la STC ecula. Supongamos para fijar ideas 
que esta interacción puede ser representada por una suma de cuatro poten 
cíales binarioso 

Si los puntos de ao -ación son los dos átomos vecinos de 
la impureza y los dos átomos de la r : „ .-a, un análisis simple de las fuer
zas ejercidas sobre el sistema, en a,encía de energía cinética, muestra 
que la molécula se coloca perpend¡cuj :-nente al eje de la cadena. De acuer 
do con la segunda aproximación que hT -_- mos (pag. 11) el centro de masa G 

está obligado a permanecer sobre la ..;:ena y entonces el movimiento de 
libración de la impureza (rotación forrada) es consecuencia de su interac
ción con los átomos vecinos en la carena. 

Así, la rotación 1 ibr-? alrededor de MG" es frenada por 
las fuerzas que ligan a la molécula s 'os dos átomos vecinos, estabiecien 
dose un régimen oscilatorio de ampll-r; reducida. Esta libración perturba 
entonces los movimientos de sus próx;-os vecinos, que a su vez transmiten 
la perturbación al movimiento de tranr'ación de "QM (véase fig. 5)„ 
De modo que el acoplamiento entre la foración y la traslación es indirecto 
y se realiza por medio de las vibrac' mes de los átomos *n , las cuales 
solo ocurren a lo largo del eje de -: cadena» 

Q O / O O 
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R E D 

N« 

A 

Kr 

X * 

Cpj/kg 
CK) 

36 .3 

119.3 

159.0 

2 2 8 . 0 

(A) 
2 .81 

3 . 4 0 

3 . 6 0 

3 . 9 7 

m 
(u.a.) 

20.183 

3 9 . 9 4 

8 3.803 

131 . 3 

TABLA. If.- CONSTANTES CARACTERÍSTICAS DE LAS REDES CRISTALINAS* {Ref» ) 

FIGURA 4„- Energía potencial intermolecular en función de la separación 
entre dos átomos de la cadena» 

FIGURA 5.- Un movimiento posible del sistema de una configuración de 
equilibrio a otra fuera de el. 
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Aquí supondremos que la interacción entre 

la molécula y sus dos átomos vecinos se construye como supe_r_ 
(16 ) posición de cuatro potenciales Lennard-Jones (12-6) don_ 

de los valores de ■€ y O" de estos potenciales red_ 

molécula han sido ajustados para reproducir las frecuencias expe_ 

rimentales características del espectro de Co en matrices de 

Ne, A, Kr y Xe^''8'„ En los trabajos de B-B^"'10'y Vicenete H¡-
(13) 

nestrosa se han calculado dichas constantes y aparecen en la Ta_ 
bla I I ! o 

De este modo, la superposición de las cuatro 
interacciones conduce a un potencial que depende implícitamente 
de la orientación del eje molecular con respecto a la cadena. 

Este potencial se escribe entonces como: 

W»W.i.*M-l »e>-2« ¿ ((Cr ' R/- ( °"/R/) 

Donde la geometría del modelo, esquematizada 
en la Fig. 6 explica el significado de las distancias» 

Como el modo interno de vibración está desaco
plado de los modos externos, a bajas temperaturas lae_nergía poten_ 
cial intermolecular V|(r) la podemos aproximar por la de un oscj^ 
1ado r a rmón i co: 

V,(r)«(i/2) |c Ar2 

Donde k es la constante de fuerza del resorte 
y LT la deformación de la distancia interatómica a partir de la 

situación de equilibrio en que r » r« . Los valores de estas constar^ 
tes correspondientes a la impureza de Co son k s I8.7X 10 dino«/cm y r. «1.1282A 
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Tenemos entonces que la energía potencial 
total del sistema vendrá dada por: 

y*CI/2)kAr*-4- 4€„Z. HOI»/a^-j)'2-«T,,/»,.,-,)* j-+-2eíl í KT/nJ*-<07RJ 

Dadas las expresiones anteriores para la 
interacción entre los átomos de la red y para la interacción 
entre la impureza y sus próximos vecinos, empleando como uni 
dades reducidas para la distancia y para el potencial (To 

y "€fl respectivamente, ambos potenciales quedarán ex 
resados en dichas unidades por: 

en l a s que 

M - I ^ R x w • x 

- € * -"e/-€R 

R£ - R*/crR 

er~« cr/írB 



- 19 -

SISTEMA 

CO - Ne 

CO ■- A 

CO - Kr 

CO - Xe 

€ / KB 

CK ) 
2 4 .OO 
t • . 17 
8 8 .80 
44 . 8 0 
I 4 . I O 
l« . 2 4 
10 .«o 
2 4 . « O 
I 2 . 0 » 
14.7 • 
IS .4 t 
le. «a 
18. 40 
14. 2 8 
19.26 
2I.OO 

( A ) 
8 .001 
8 .sao 
s .aao 
4 . 1 2 0 
s.aao 
8 . 8 8 0 
8 .720 
4 .201 
8 . 5 2 0 
8 .720 
8. 820 
4 . O 2 0 
8. 4 8 0 
8. 880 
4. 120 
4 . 1 8 * 

TABLA III.- Constantes ajustadas para el potencial L-J (12-6) 

(Ref. 13)o 

Fl G, 

Donde 

Representación geométrica de las distancias R 

en e1 mode1 o„ 
R|2"<*I,M ? + R A 2 ~ 2 RA <Xi,i-l )C0«© 
R2

2«(xi,H )*+ R32-2RB(xlfl.|)co*e 

* 3 £ - < * i > U >2* R A 2 - 2 R A < * Í + I , Í k ° « e 

R ^ - ^ i + l . i í 2 * R B 2 " 2 R B < X ¡ + I , l ) c ° « e 

RA •«"B" '» / *flAB y R B ' ^ A ^ ' mAB 
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O LAS CONDICIONES INICIALES 

a) Condiciones iniciales de la red. 

La red cristalina es generada colocando 

átomos en posiciones que equidistan una distancia 0 

entre si, de tal forma que el sistema posea una densidad 

numérica reducida jó*- a dimensional que correspon

da a las condiciones que se tratan de simular: jo^= (joL/m) C^ 

En términos del numero N de átomos 

y de la densidad reducida />£" , la longitud de la celda 

computacional en la que se encontrará la cadena lineal será: 

Las magnitudes de las velocidades inicíale 
son asignadas al azar con una distribución gaussiana, de tal 
modo que a una temperatura T la celeridad cudrática media de 
sistema V sea tal que se satisfaga el teorema de equipart 
ción de la energía: 

(l/2)KBT-(l/2)mv|MS 
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De donde: V^x/KgT/m 

con: Kg la constante de Boltzmann, T la temperatura y nt 
la masa de las partículas de la red, la dirección de dichas ve
locidades es a lo largo del eje de la cadena y su sentido al azar, 

Como el sistema completo se encuentra en reposo se debe 
cumplir además que la velocidad media del sistema V»0*(l/N)¿ v¡ 
De tal forma que si al generarse el sistema esta condición no 
se cumple, a cada partícula se le resta "v/N con lo cual se lo
gra hacerla cumplir» 

b) Condiciones iniciales de la impureza diatómica. 

El eje de la molécula diatómica se encuentra inicialmente 
en la configuración de equilibrio, esto es, perpendicularmente al 
eje de la cadena y con una longitud r» „ Vibrando, rotando y 
trasladándose de manera que su centro de masa esté moviéndose siem
pre a lo largo del eje de la cadena. 

La velocidad inicial de traslación de la impureza esta 
dada por el procedimiento de la sección anterior, como si su centro 
de masa fuera también un átomo de la cadena. 

Y las velocidades iniciales de cada átomo de la impureza 
se eligen de tal forma que la suma de las energías cinéticas inicia 
les de estos coincida con la suma de la energía cinética 1¡bracio 

nal E|_« f»LUL y la energía cinética vibracional E * 1ñ LU determi 
V V ' ~ 

nadas de los datos experimentales, sumando a este resultado la velo
cidad de traslación a lo largo de la cadena, del centro de masa mole
cular. De modo que las velocidades iniciales de dichos átomos resul
tan ser: 
•^«<rA0Ó + X¡ , rA/{I.O + M A/M e ) ) -^B'i-ra9é {MA/Mm)^Xt f <rA MA)/{MA-+-MB) ) 
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Donde: rAo y r^ s o n las distancias radiales en el equilibrio 

del átomo A y del átomo S de la molécula al centro de ma

sa molecular é*\/ (SfiwJ/jur/ es la frecuencia angular clási

ca de libración» X¡ es la velocidad del centro de masa 

molecular a lo largo del eje x. tA la correspondiente veloc_i_ 
dad radial del átomo A . MA y M B las respectivas 
masas de los átomos de la impureza,, 

D) LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO 
a) Las ecuaciones de movimiento de translación de los 

átomos de la red que no son vecinos de la impureza' 

A partir de las ecuaciones de potencial podemos calcular la 
fuerza F¿(xM-,) sobre el átomo » de la red, debida a su próximo ve 
ciño *-\ : 

Derivando el potencial tenemos entonces que: 

l <Vi*"*86"'0"' ( , f f"Vi , l 4" ( (VVi ) 8) V« 
Por tanto las ecuaciones de movimiento traslacional para los átomos de 
la red, que no son próximos vecinos de la impureza quedaran como: 

Donde ¿- significa que la suma solo se realiza entre los próximos 
vecinos del átomo • ; s-H y »-| 

c- i" 
Si tomamos como unidad reducida de tiempo: ~C» «Ím0"1?/48e ¡f* 

Y a Oü como unidad reducida de distancia, la ecuación de movimien 
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to en unidades reducidas para cada partícula quedará como: 

d*x>/ dt*2. £.' (x^t j) *f> (x£*, > 1.1 

con: í * «(7/CrR) ,t»-(t/T:j y Cpíx^^-íl/it*^,)'* - O A ^ , ) 8 

Esta ultima ecuación se integra empleando el algoritmo 
de Verler de diferencias finitas, (véase sección 1 0E S), 

b) Las ecuaciones de traslación de los átomos de la 
red, vecinos próximos de la impureza, 

Para los átomos vecinos de la impureza, i-1 e i + 1, toma
mos en cuenta las tres interaccíons posibles,, Esto es: el átomo 
i-1 con su próximo vecino i-2 de la red, el átomo i-1 con el átomo 
A de la impureza y el átomo i-1 con átomo B de 1 a molécula» lguaj_ 
mente para el átomo i+1, su interacción con su próximo vecino de la 
red i+2 y con los átomos A y B de la impureza. 

Así, si Pj4|K es la componente a lo largo del eje x de 
la resultante de estas tres interacciones sobre la partícula i+_l 
la ecuación de movimiento resultante será: F¡t\ •(m0fp'486R) dr ÍXJS-J /Ojj)/dt* 

Donde: 

F,±!* O"* \\tzjJ 2 \t¡u±,' ) 
o#-ef 
ZOSITCR 

Xj¿. es la posición de cualquiera de los dos próximos vecinos de 

la impureza xi±2»i4| es la posición relativa entre el próximo vecino 

de la impureza i+1 y su átomo vecino de la red i+2. 

file:////tzjJ
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R¡±.| A es e^ vector relativo entre el próximo vecino de la 
impureza y el átomo A de la misma» 

"î -l,B es el vector relativo entre el próximo vecino de>lla impureza 

y el átomo B de la misma» 
La ecuación de movimiento anterior expresada en unidades 

reducidas es: 

con: «•»•$/€„ , o"*» <j/ 01 , las demás variables se encuentran en 
unidades reducidas de distancia y tiempo y la función T es la 
definida en la expresión 101„ 

Esta ultima ecuación es similar a la 1.1, solo que con un 
termino mas, pues los átomos de la red alejados de la molécula solo in-
teractiVan con sus dos átomos mas próximos, mientras que como ya mencip_ 
namos los átomos cercanos a la impureza tienen tres interacciones posi
bles o 

c) Ecuaciones de translación para los átomos de la impureza 

Cada átomo de la impureza sufre por separado dos interacciones 
debidas a cada uno c"e los átomos mas próximos a esta, aparte de la inter
acción armónica que se ejercen entre si el átomo A y el B„ 

De modo que también cada átomo de la impureza esta influido por 
tres fuerzas y así los movimientos independientes de los átomos A y B orí 
gtnan la vibración, rotación y traslación de la molécula como un todo» 

Tenemos entonces dos átomos con dos coordenadas relativas al 
centro de masa molecular cada uno, esto daría en total cuatro ecuaciones 
de movimiento para la impureza, pero tenemos ademá*s dos constricciones que 
son: i) El centro de masa de la molécula "G" solo se traslada a lo largo 

3 " 
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del eje x. i i) La molécula solo vibra a lo largo del eje intermolecu
lar. 

A consecuencia de ello, solo bastarán dos ecuaciones de 
movimiento para describir el movimiento interno de la molécula, pudi 
endose determinar las posiciones restantes de las ecuaciones de res
tricción; así: 

Para el átomo A encontramos que sus coordenadas de posi
ción quedan descritas por: 

MAd*xM/dt«- F,(|+|,|A)-I- F,(l-l,iA)-kar(xiA-xi)/rA 

MAd*yiA/dt* = F,(¡+l,iA)-HF, (f-l,lA)-kAr{yjA/rA) 

Y conocidas estas coordenas las restricciones nos dan las coordenadas 
para el átomo B: íx̂ », y£) --(MA/MB)(x¡£,y¿At') 

Asimismo la traslacio.. del centro de masa de la impureza 

queda descrito por: IMgt-MJdH, /dt* . F„ (i+!,iA) -4-F, <f-l,iA )-l- F„ (i-M,iB)-f- Fx(i-I,IB) 
Sustituyendo las fuerzas indicadas por sus respectivos va

lores y escribiendo el resultado en unidades'reducidas: 

* RM L WArA 

i -e* r~ — 

Los conjuntos de ecuaciones diferenciales dados por 1.1, 
1.2 y 1.3 se resuelven aplicando el método de la dinámica molecular, 
para ello hay que elaborar las instrucciones que permitirán a la compu 
tadora efectuar dichas integraciones, pero antes de discutirlas dare
mos una descripción de dicho método y analizaremos la forma en que los 

L 
2 
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resultados numéricos deberán ser interpretados para obtener el espectro 

de absorción infrarrojo de la impureza» 

E) DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO 

En términos muy generales, para estudiar un sistema físico 
con el método de la dinámica molecular deben tenerse en cuenta las si
guientes componentes: 

i) La interacción entre partículas 
ll) Las fronteras del espacio, en que están confinadas 

dichas partículas,, 
lll) Las fuerzas externas que actúan sobre las partículas. 

El procedimiento mas sencillo en D.M. (como ocurre en nues
tro caso) elimina dos de estas componentes y estudia el movimiento de 
un sistema aislado en el que las partículas se encuentran encerradas 
en una celda computacional con condiciones a la frontera periódicas 
lo cual elimina efectos de superficie al tomar en cuenta sola las in
teracciones entre partículas y no entre estas y el recipiente o celda 
en el que se encuentran. Para sistemas mas complejos, en los que las 
dos ultimas componentes sean indispensables, se puede consultar el ar
tículo da revisión de William-GJ Hoover „ 

Si las fuerzas entre las partículas son conservativas, en_ 
tonces el ímpetu y la energía son constantes de movimiento. Además 
como el numero de partículas es constante, la masa delf sistema también 
se conserva. 
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En el caso usual las fuerzas son debidas a contribuciones 
por pares, de manera que la fuerza sobre una partícula i es debida a 
la accióYi de las restantes N-l partículas del sistema: 

Una vez postulada la expresión para el potencial de ínter 

accion dan las posiciones y velocidades iniciales de 
cada partícula (i„e0 se inicial iza el sistema como ya lo hicimos an 
teriormente)o Para cada instante de tiempo posterior al inicial, 
las trayectorias de las partículas se generan resolviendo sus res-

d2r¡ pectivas ecuaciones de movimiento: F«»nv ¿-
1 ' d f2 

Para lo cual existen al menos cinco métodos diferentes cu
ya aproximación numérica es equivalente >21 , 22 ,23 ,24 ) 

. • 
Aquí usaremos el algoritmo de integración mas sencillo; 

desarrollado por Verlet y basado en el método de diferencias fi 
nitas a partir de los siguientes desarrol los de Taylor de ?j(f-4-At)y 

t: i t "Af ) j - ^ A, -. -

r ¡ ( t+At)-r j <t)+r¡ ( t )At+Fj( t ) At z /2m j+©'Ut3} 

Tj ( t -út ) -r ¡ í t ) -7 ¡ ( t )An-F j ( t ) At^2m¡- ©'(At3) 
Sumando ambos desarro l los y despejando "r' j í t+Af) obtenemos: 

"r, (t + At)-2r,ít)-Tj(t-At>+F, (t)Af2/m, + e W * ) , k 

Que como puede observarse es un algoritmo de integración, un orden 
de magnitud mas aproximado que aquel del desarrollo de Taylor de 

Tjtt + At) de la antepenúltima ecuación, 

De este modo, usando el algoritmo de Verlet nuestras ecua
ciones de movimiento quedan como: 

F,(t)« m¡( Tj (t+At)-2?¡ (f} +7¡(t-At> ) /A!2 
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Lo cual quiere decir que si mantenemos un registro de 
las coordenadas r¡ en el tiempo t (para las cuales se puede 

calcular Fj(t) ) y en el instante anterior t~A f , entonces, usain 
do la ecuación 1,4, pueden calcularse las nuevas coordenadas para el 
instante t+At 

El intervalo de tiempo At (también llamado paso 
de integración) debe elegirse lo suficientemente largo como para que 
la trayectoria de la partícula, recorrida en el tiempo de computo dis 
ponible proporcione información significativa,, Sin embargo Af debe
rá ser lo suficientemente corto como para que la ecuación de diferen
cias finitas en que se transforme la ecuación diferencial no falle en 
la conservación de energía y sea entonces una mala aproximación a la 
ecuación de movimiento, 

El equilibrio entre estos dos criterios contradictorios se 
establece generalmente en forma empírica. En .un gas diluido At de
berá ser lo suficientemente pequeño, para que una sola colisión (del 

-1 2 
orden de un picosegundo lo 5, a la temperatura ambiente) transcu
rra en varios pasos de integración, 

Para un fluido denso o para un sólido, Af deberá ele
girse de modo que un período vibracional típico sea, por ejemplo, del 
orden de 10 intervalos de tiempo, para el caso presente At fue del 
orden de 10_15S. 

El numero de pasos de tiempo, es decir de configuraciones, 
esta limitado por los ciclos de tiempo de las computadoras usadas y 
esencialmente depende de la rapidez de la computadora, de las fácil ida 
des del sistema periférico y obviamente del tiempo de cómputo disponi
ble. 
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Una estadística razonable implica, al menos, cálculos del orden de miles 
de confilutaciones o Algunas argumentaciones a favor de la D0M0 se en
cuentran en el apéndice, 

Una vez que las trayectorias han sido construidas, el pro
blema de D„M. ha sido resuelto. Lo que resta por hacer es interpretar 
los datos (posiciones, velocidades y fuerzas para cada partícula en ca 
da configuración) y decidir que variables o promedios representan me
jor los resultados. 

En «uestro caso estamos interesados en determinar el es
pectro de absorción de la impureza a partir de sus coordenadas para 
lo cual necesitamos encontrar expresiones que relacionen ambas canti
dades, lo que haremos a continuación. 
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F) EL ESPECTRO DE ABSORCIÓN 

De acuerdo con el formalismo de la teoría de la respuesta 

lineal ' ^ el espectro de absorción de un sistema con momento 

dipolar total M ,Yse le coloca en un campo eléctrico tlt/*t«ve -r« 

lítu)-(l/2tf)f<dt«-,u,,<M(0)M(t)>o U 5 

J-CD 

Es decir que el espectro de absorción de un sistema con 

momento dipolar total M esta dado por la transformada de Fourier 

de la función de Autocorrelacion del momento dipolar en el equilibrio 

termodinámico, en ausencia del campo de perturbación, 

Como la impureza es una molécula diatómica heteronuclear, 

posee un momento dipolar eléctrico permanente M« que depende de la 

coordenada interna f de la molécula. Por estar atrapada esta mo-

lécula en la red cristal¡na, su distribución de carga interact: con 

las distribuciones de carga de los átomos vecinos, lo cual da lugar 

a momentos inducidos en la molécula y en los Itomos vecinos de modo 

qUe: M- M.<r)+8*<Wi»*i+|.*l-l> 

Como solo nos interesa el espectro de la impureza, dado 

que la contribución del momento inducido ante el momento permanente de 

la molécula se puede despreciar arr*&--es te-̂ titimoj as f, el momento d i po_ 

lar instantáneo será básicamente: Mj^^Moír) . 
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Este momento dipolar lo podaf os descomponer en dos partes, 

una paralela y otra perpendicular al eje de la cadena. Tomando IM»I» M« 

dicha descomposición queda como: 
Mx^M-ír) co« («rf/2 -*-A 6) - - M .(r )*inA6 

Myjmp-M^r) sin(tf/2+A9) - M.(r)cosAe 
Desarrollando en serie de Taylor la parte radial en ambas 

expresiones, suponiendo que el momento dipolar varia linealmente con 

Ar y desarrollando en serie de potencias las funciones trigo
nométricas, resulta (despreciando términos de orden superior): 

Mx^g-AeCM. (r.)-MdM./dr).Ar) 

Myimp-M.(r.)+(áM./6r )• Ar 

Sustituyendo este resultado en la ecuación l„5 se obtiene que: 

yun-O/M ) Tdt .-iU,,í<M« Mx(t)> + < MyMy(t> >j 

y realizando los cálculos 
U¿WMM.»/2«) rdt«-w<JaS.Aet>-t-(l*lVe«) r"dt«,U,f<^oAr.A0tAr,) 

-MM,V2ff) fdí«'u^*roArf>-4-

Donde: M,« (fcM./ &r). y M. - M.(r.) 
El ultimo término entre paréntesis se cancela pues se es

ta considerando que el mol amiento de vibración es independiente del 

de rotación. 
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De este modo, identificando la variable Ĵ© como una 

cantidad asociada a la libración de la impureza, Ar a la vi

bración y ArA8 a la co mbi nación de ambos movimientos, se 

observa que el espectro infrarrojo de la molécula, esta formado por 

las siquientes tres contribuciones: 

lL(UU)-(M^/2tí) Cdt •^«fte.Ae^ 
En la que: *¿& 

\y(UJ)«(M|^24r) f<dt«-iuJt<A©-Ar.AetAr(> 1.7 
»/-CD 

Puesto que como resultado de la sirwuliacion numérica del 
sistema podemos conocer A0f f ^r^ y por tanto Ár^ Á6f , 
entonces podemos conocer la dependencia funcional de estas cantida
des con el tiempo y además la transformada de Fourier de su función 
de correlación en el equilibrio térmico sera proporcional al espectro 
correspondiente a la impureza, 
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CONCLUSIONES DE LA PRIMERA PARTE : 

En este capTtulo, a partir de algunas aproximaciones con 
sentido físico y utilidad practica para los cálculos, hemos llegado 
a un modelo simplificado con los razgos fundamentales del sistema 
real . 

También hemos construido para este modelo las ecuaciones 
de movimiento del sistema y hemos obtenido finalmente las expresiones 
a partir de las cuales conociendo la evolución temporal de las varia
bles dinámicas del sistema es posible determinar las distintas con
tribuciones al espectro de la impureza dipolar, relacionando asT con 
la Dinámica Molecular las variables microscópicas del sistema con 
nuestra observable macroscópica» 

En el próximo capTtulo se ampliaran algunos detalles sobre 
el programa de simulación numérica de la cadena con su impureza di
polar 
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2a. PARTE.- EL PROGRAMA DE SIMULACIÓN NUMÉRICA 

En esta unidad, considerando insecesario dar una ex
plicación detallada de las instrucciones nos limitaremos única
mente a mencionar la función que realizan en conjunto las dis
tintas partes del programa. 

Mencionaremos también las pruebas que se realizaron 
para estimar -el error numérico acarreado, y finalmente tratára
mos las conclusiones del estudio de la reversibilidad temporal 
del algoritmo para utilizarla de ser posible como una prueba 
mas del programa de simulación numérica. 
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A . - EL PraGRAMA Y SUS PRUEBAS 

a) El programa de Simulación: 

Para obtener el espectro asociado a la impureza, valién

donos de la HP-3000 del centro de computo de la ÜAM-I, fue necesario. 

diseñar y correr para cada sistema tres versiones semejantes al progra_ 

ma de simulación prototipo cuyo diagrama de bloques aparece en la figura 

7. 
Esto se hizo necesario debido a que, dejar evolucionar al 

sistema con 101 partículas en una sola corrida las 3024 iteraciones 
-1 2 ( 1 0 $ de tiempo real) le hubiera llevado a la HP de 30 minutos a 

» 
1 hora y 30 minutos según estuviera cargada de trabajo» 

Estas versiones del programa de simulación están estruc
turadas de tal forma que; la primera sirve para inicializar el siste

ma, seguir su evolución hasta una iteración máxima (mil o mas iteracio_ 
nes) y guardar las configuraciones finales del sistema, como datos ini
ciales para la siguiente versión la cual parte áe estas configuraciones 

y genera la evolución del sistema hasta que este se encuentra en el 
equilibrio térmico con cierta aproximación (dos mil iteraciones o mas) 
Finalmente la tercera versión parte de la configuración final obtenida 
con la versión anterior y evoluciona al sistema 1024 iteraciones mas, 
guardando los "datos de vibración y rotación que se requieren para de
terminar el espectro de absorción de la impureza graficando además los 
valores de temperatura y energfa total del sistema,, 
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(" B E G I H ^ _.__m_ 
PROGRAMA PRINCIPAL 

IN1CIALIZA EL SISTEMA < 

ganare las posicionss , asigna 
vslocidadss irtfctoiss 

• 
Identifico al átomo «antroI 

como la impureza 

calcula las postóorissyvatoeidonsj 
da los átomos o* la Hnpurua «n 
su movimiento vibratorio a lo lor
as do)l sjs monocular y Sbrscio -

nal sn si plano 

SUBRUTINA« 
slabora la toóla as 
p r ó x i m o » voc inos 

SUBRUTMA ■ C A Í » o 
ealculo al patasola) »io*»ar*a antra loo paf 
tioalaa «o I »loto«»o,oli«iaat» total, lo ^c* 

laraeiaa ai»»olar y la asarais total aa 
cada caofltaracioa 

SUBRUTtNA* J t f T , 
aktiana lo* nuovoo pooMoaoo t voloclasoas 
Sil «lotoioo, lntooroooo íoo nnii lwi» Oo asovi-
ationto,poro codo poto m ol tlaas* y eotcoto la 
oraoion y tanporatura poro cosa «ampo 

•LOQUE IV 

FIG. 7 . - DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA DE D1NAMI8A MOLECULAR 
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La lentitud de la HP-3000 para obtraer los resultados, nos 
convenció* de adaptar entonces el programa a la CTÍER-CDC&500, en la que 
el tiempo para las 3024 iteraciones con 101 partículas se redujo a casi 
cinco minutos de procesamiento, casi independientemente de la carga de 
trabajo a que esta maquina se encuentre sometida, por 13 que para esta 
maquina se diseño una cuarta versión que conjuntaba las tres versiones 
de HP en una sola0 Esto perm.i tío pos ter iormente duplicar el número de 
partfculas y obtener evoluciones mas largas de cada sistema (10192 ite
raciones en un tiempo de procesamiento de media ísora) „ 

Como se aprecia en la figura 7 el programa prototipo es
ta constituido por el conjunto de instrucciones (en FORTRAN IV) que 

nos permitirán resolver nuestro problema de 0oM, cíe acuerdo a como lo 
estudiamos en la parte 1..E. 

Estas instrucciones están divididas en cuatro grupos prin
cipales de acuerdo con el diagrama de bloques: 

a) Instrucciones del Programa Principal: 

Estas inicial izan el sistema, generan las posiciones 
de los átomos en la cadena para la primera configura
ción de acuerdo a la densidad lineal de este. Las ve_ -
locidades iniciales se asignas al azar con distribu
ción gaussiana y de acuerdo a la temperatura que se 

BLOQUE 1 desee reproducir. También se dan aquf, las posiciones 

y velocidades iniciales de los átomos de la impureza,, 
Después de i nic¡al izado el sistema se dan aquf las lia 
madas a las subrutinas necesarias y en el orden reque
rido para determinar la evolución del sistema a partir 
de las condiciones iniciales ya definidas. 
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b) Instrucciones de la subrutina ALPHA 

Son las que permiten elaborar la tabla de primeros 
vecinos de cada átomo; incluyendo las condiciones de 

BLOQUE 11 periodicidad esto es que los primeros vecinos del 

átomo N+l son el N y el 1 y los primeros vecinos 
del átomo 1 son el N+l y el 2. 

Instrucciones de la subrutina CALPO 

Sirven para calcular el potencial y la fuerza sobre 
cada partfcula del sistema debidos a sus primeros ve
cinos» Incluye también las instrucciones que determi
nan la interacción entre la impureza y sus primeros 
vecinos,, 

d) Instrucciones de la subrutina INIT 

Una vez calculados el potencial y la fuerza sobre cada 
partfcula en el Bloque 111, el Bloque IV usa esta info_r_ 
macion para inte/grar las ecuaciones de movimiento y asf 
obtener las nuevas posiciones y velocidades del sistema, 

BLOQUE IV Estos datos se requieren para volver a calcular el po

tencial y la fuerza entre todas las partículas en la si
guiente configuración, para integrar una vez mas las ecua 
ciones de movimiento si aún no se trata del ultimo paso de 
integración y asf sucesivamente. 

Ademas entre estas instrucciones se encuentran también las 
que se encargan de calcular la temperatura y la energfa 
total de cada configuración» 

c) 

BLOQUE 111 
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b) La transformada rápida de Fourier0 

Como concluyamos al finalizar el capftulo F de la primera 
parte; para determinar los distintos elementos que constituyen al es
pectro de absorción de la impureza, es necesario obtener la transfoi— 

mada de Fourier de la función de autocorrelacion de la amplitud vibra-
cional {Ar0&r,y de la función de autocorrelacion de la amplitud 

rotacional ^e.aet> y de {ae„Ar.A&tArt) , 
Para hacer el calculo de la transformada, se emplea el al

goritmo de la transformada rápida de Fourier —FFT"— " ' ¿' , usando 
los datos ÓB , Ar y ArA8 obtenidos en el programa 

de simulación numérica, 

Este algoritmo (cuyo diagrama de bloques aparece en la fig. 
8), es una forma muy eficiente para obtener transformadas discretas de 
Fourier, oues reduce el numero de operaciones involucradas del calculo tra_ 
dicíonal de manera considerable (para una transformada de N puntos, se re-

2 quieren N multiplicaciones y N (N-l) sumas mientras que para la FFT se 

requieren únicamente 2 ™2 multiplicaciones y N log_N sumas, véase 
Fig» 9)» El apéndice B muestra para un caso sencillo como es que esto 
ocurre. 

De tal forma que la FFT, para una transformada de 1024 
puntos se realiza en un tiempo 200 veces menor que con el calculo tra
dicional,, 

* De sus siglas en inglés "FAST FOURIER TRANSFORM". 
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Sin embargo este solo hecho no hubiera sido suficiente 
para optimizar el tiempo de procesamiento necesario para obtener los 
resultados, ya que el calculo de las funciones de autbcorrelación re
quiere el mismo número de operaciones que involucra una transformada 
de Fourier por el calculo tradicional, (para una correlación de N=102¿t 
esto implica un total de 2,096,128 operaciones)» 

¿Pero por que no aprovechar que podemos calcular transfo_r_ 
madas de Fourier con menos operaciones para encontrar las autocorrelacio_ 
nes? 

En realidad para el problema lo que nos interesa no son 

las autocorrelaciones sino las transformadas de Fourier de estas» La idea 

entonces es calcular la transformada de Fourier de las funciones de au-

tocorrelación sin tener que calcularlas, lo cual si es posible como lo 

demuestra el siguiente razonamiento: 
Sea Z(t) la función de correlación: Zlt) *\ X<"C) h<t-«;> dC 

•'-00 
Su transformada de Fourier será entonces: 

C°* z(t>e-»'w* ÚÍ »C°° (^°° xrc)h(t4-x:> de )e- í w t dt 

o suponiendo que el orden de integración puede intercambiarse: 
z(w) * f °°xcc) ( C<x>Mt+T:)e-,w,<H ) dx: 

J-oo •'-oo 
haciendo Op«t-+-"C y reescr ib iendo el termino entre paréntesis 

como: /"»oo f*ot> ' _ » - " -. 

* í _ oo «J-CO 

Entonces Z (LO) se convierte en: z ( w } - P« x ( T S ) ewc „(w , óT¡ 
v-oo 

•H(w>( V X(t)cos(wi;)dC -+• I y X(C)»in(**C)dt: ) 

«H(w) ( R(w) -|-1 l(w) ) 
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Por otra parte la transformada de Fourier de XCC} está" dada 

por: x(w)= P°°x<z;)e-iWC<i"n *R(w)~ii(w) 

De tal forma que de la ecuación 2.1 y el resultado anterior obtenermos: 

2(w) =■ H{w)X"*(w) 

si x(t) y h{t) son la misma función como ocurre en nuestro caso: 

ZCw)= X(w)X*(w)* | X{w) | 2 

Para obtener la transformada de Fourier de la función 
de autocorrelacíon de x(t), basta entonces con calcular la magnitud de 
la transformada de Fourier de X(w) 0 Lo cual nos ahorra una gran canti
dad de operaciones» 

Así stt completa el ciclo de obtención de datos para cada 
sistema: el programa de simulación numérica provee la información que 
una vez analizada por el programa de la FFT se convierte.en el espectro 
de absorción de la impureza dipolar en su interacción con la cadena cris 
tal i naB 
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Lee los datos x (n ) 
correspondientes a lo 
seria de t isrnpo cuyoT. 
de F. {foseamos. 

Agrega los ceros nece
sarios pera que N lo 

s e a . 

Inlclaltea contadores 
y determina los valo
res de lo T.deFT en de
sorden. 

Reordeno los valores 
de la t rans fo rmada 
mediante la transposi
ción de B I T S . 

Escola los resul tados 
y redondea los datos 

nulos. 

Asocio los valores co
rrespondientes de f r e 
cuencia w a cada volar 
tí© laT.dsF. X( w ) . 

Fíg0 8. DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA DE LA TRANSFORMADA RÁPIDA, 
102*" 

512 

Fig» 9 . -

6 4 128 256 5¡2 IÜ24 
N (número de puntos de lo muestra) . 

COMPARACIÓN DE LAS MULTIPLICACIONES REQUERIDAS POR CALCULO DI 

RECTO Y CON EL ALGORITMO FFT . 



- 43 -

c) Pruebas del Programa 

Antes de empezar a explotar el programa y obtener los 
respectivos espectros de la impureza atrapada en la red; es necesario 

cerciorarnos de que la solución numérica de las ecuaciones de movimien
to sea correcta (hasta un cierto orden de precisión claro esta) y de 
que el numero de partfculas de la cadena es suficientemente grande como 
para representar correctamente al modelo que hemos transformado en un 
conjunto de instrucciones de computadora, 

De acuerdo con el capítulo laE, el intervalo deintegra-
cion de las ecuaciones de movimiento At debe establecerse de manera empf 
rica. 

Esto ultimo se realiza localizando el áf óptimo para el 
cual el error numérico en las constantes del sistema (energfa total, ím
petu total) es considerablemente pequeño y ademas que sea tal que con 
e s e A t s e a u n o capaz de seguir la evolución del sistema un tiempo 
real suficiente para determinar sus variables macroscópicas de interés, 
que en nuestro caso son los distintos elementos de que se compone el es
pectro de absorción de la impureza. 

Siguiendo las especifica kxmes de esa sección para un so
lido Af deberá elegirse de modo que un periodo vibracional típico sea, 

por ejemplo, del orden de 10 intervalos de tiempo. Comprobamos con distin
tos intervalos de integración que en efecto esta era una buena elección y 
que inclusive, sin alargar demasiado el tiempo de procesamiento, para una 

mejor precisión del programa podíamos elegir un paso de integración át 

tal que una vibración completa de la impureza (que es el. movimiento más 
rápido que ocurre en el sistema) ocurriera en veinte iteraciones. 
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Al elegir el paso de integración de esta manera tenemos una gran preci

sión en la integración de las ecuaciones de movimiento traslacional de 

la cadena y rotacional de la impureza, aun mucho mayor que para la vi

bración de la impureza pues las frecuencias de los primeros movimientos 

son casi 100 veces menores que esta ultima. 

Para comprobar la precisión con que se realiza la inte

gración de las ecuaciones de movimiento, para cada iteración se obtuvo 

la energía total del sistema la cual conserva su valor dentro de un in

tervalo de un ]% en 3024 iteraciones. Lo cual indica un error medio en 

las ecuaciones de movimiento por iteración y por partícula del 3xl0~S 

siendo obviamente el error mas grande en las ecuaciones de movimiento para 

la impureza» 

La conservación del Ímpetu total a diferencia de la ener

gfa total, se impone restando a cada iteración la velocidad del centro 

de masa del sistema a cada partícula de este, para tener asi* siempre un 

sistema en reposoQ 

En cuanto al numero N de partículas del sistema, sabemos 

de la teoría de fluctuaciones en Mecánica Estadística, que las fluctua

ciones en el equilibrio de variables termodinámicas respecto del promedio 

como por ejemplo de la temperatura será proporcionales a N . 

Pudimos verificar esto ultimo variando el número de partí

culas del sistema de forma tal que para 51 partículas encontramos fluc

tuaciones del 15% en la temperatura, del 10? para 101 partículas, pora si_sf 

temas de 151 partículas de un 1% y de un 5% para sistemas de 201 partículas. 
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Por el momento no nos interesa tener exactamente definida 
la temperatura sino controlar que sus fluctuaciones respecto del prome
dio no excedan de cierto porcentaje (digamos el 5%) asi* con un número 
suficientemente pequeño de átomos podremos analizar una m ayor varie
dad de sistemas con el mismo tiempo de procesamiento, lo cual considero 
que en nuestro caso es mas importante que si tuviéramos un numero mucho 
mayor de átomos y solo analizáramos unos cuantos sistemas. 

De este modo es como hemos elegido el numero departfculas 
del sistema igual a 201 partículas ( 200 de la cadena mas la impureza). 

Una prueba mas que trataremos por separado en la siguiente 
sección es la de Reversibilidad Temporal. 
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B . - LA RB/ERSIBILIDAD TEMPORAL 

El método de D„ M. es un método clasico en el sentido en 
que se usa las ecuaciones de movimiento de Newton para encontrar la 
evolución dinámica del sistema a partir de su integración numérica. Por 
ser estas ecuaciones de segundo orden en el tiempo, sus soluciones son 
invariantes ante reflexiones en el tiempo o -sea ante el cambio de t por -t, 
¿satisfará esta condición nuestro algoritmo de Verlet; esto es: las solu
ciones numéricas a nuestras ecuaciones de movimiento 

FjdKmjCrí (t+At)-2r¡ (t)+r{ (t-At> ) /At2 

son invariantes ante el cambio de t por-t?„ 
A diferencia de las soluciones analíticas que valen para todo 

t, las soluciones numéricas se construyen hasta llegar a un t específico y 
por esta razón no podemos hacer en estas la sustitución directa de t po-t aun̂  
que como puede observarse en la ecuación anterior, (que es la 2a. Ley de 
Newton en su forma de ecuación de diferencias finftas en que se convierte al 
sustituir el algoritmo de Verlet), esta también-es de segundo orden en At 
y no se vera afectada por el cambio de flt , por -At . 

A partir de este hecho podemos diseñar una prueba mas déla 

precisión del algoritmo la cual consistiría en dejar evolucionar el sistema 

desde una configuración inicial hasta alguna configuración final y de aquí 

reconstruir la evolución en sentido inverso hasta que como configuración 

final recuperemos la configuración inicial. 

Es claro que entonces una comparación entre la configuración 

inicial "Inicial" y la configuración inicial "final" nos permitirá estable^ 

cer desde otro punto de vista la precisión del experimento. 
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Según lo anterior no bastarta entonces con sustituir 
** por -At pues siendo reversible; el algoritmo no se entera 

de dicho cambio y continuaríamos su evolución hacia adelante en el tiempo 
justo al contrario de lo que deseamos hacer, que es regresar a la confi
guración in icial0 

Revisemos entonces con mas cuidado el algoritmo de Verlet: 

"¡(t+Art-áñírt-Vt-aj+e, ct)At2/m,4-aW») 1.1, 

Primeramente es necesario observar que para empezar a estu
diar la evolución del sistema con este algoritmo, no basta con la confi
guración inicial, sino que son necesarias dos configuraciones inicíales; 
la anterior r.ít-ZM) y la actual r,(t) para generar las siguientes. 

No obstante en la sección l.C hablamos de las condiciones para 
_ja configuración inicial , esta configuración inical corresponderfa a r,(t-At) 

la configuración siguiente r¡{t) n o p u e d e s e r g e n e r a d a c o p e, a]gorl^ 

mo de Verlet por lo que es generada con el desarrollo en serie de Taylor, 
aunque con una aproximación menor de la que el primer algoritmo nos darfa. 
Asi es como obtenemos las dos configuraciones iniciales requeridas y de aquf 
en adelante las siguientes configuraciones pueden obtenerse ya de 1.1» 

Si en la solución analítica intentamos regresar de una confi
guración final a una inicial, tomando t =o lo que haremos será invertir el 

sentido de las velocidades de la configuración final, lo cual nos llevara a 
la configuración inicial para t=tf (véase fig. 10 para un caso sencillo). 
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Como puede apreciarse en 1.4 invertir el signo de las 
velocidades al llegar a la configuración final no tendrá el mismo re
sultado que para la solución analftica, de hecho como para el calculo 
de las posiciones el algoritmo de Verlet no requiere de las velocidades, 
al hacer esto, el programa continuará la evolución hacia adelante en lu
gar de regresar como debiera ocurrir, luego entonces la regresión a la 
configuración inicial requiere modificar el programa prototipo de D.M. 
para que podamos hacer la comparación que nos interesa,, 

De modo que el primer camino que se ocurre para hacer la 
regresión a la configuración inicial es semejante a la forma en que inicia-
1 izamos la corrida, esto es: tomamos la configuración final como la anterior 
rf(t-At) y con el algoritmo de Taylor para r¡(t-At) determinamos la 
configuración actual r¡lt) con lo cual ya es posible continuar la inte
gración de las ecuaciones de movimiento con el algoritmo de Verlet. 

Sin embargo, pudimos constatar a posterior! que el cambiar 
de algoritmos (del de Verlet al de Taylor), aunque solo sea en una intera-
ción, para después continuar únicamente con el .de Verlet; nos lleva de una 
trayectorfa del espacio fase (la de ida) a otra ("la de regreso") cuyo punto 
final casi coincide con el de la primera, pero cuyos puntos iniciales no ne
cesariamente son iguales, es mas ni siquiera tienen por que estar cercanos 
uno del otro (fig. Ha ). 

De hecho algo semejante está ocurriendo en el recorrido de 
ida» Al emplear el algoritmo de Taylor para obtener la segunda configuración 
inicial, debido a su menor precisión esto nos hace "saltar" de la trayecto
ria que tendrá el sistema en el recorrido de ida con las condiciones ¡nic¡a_ 
les dadas; a otra muy cercana a este, pero que en efecto no es la correcta 
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(fig. n.b). Sin embargo, como la estructura del espectro no depende de 
las condiciones iniciales, esto no tiene consecuencias sobre los demás 

calculoso 
Luego entonces lo mas adecuado para hacer la regresión, 

es no cambiar el algoritmo al iniciar el regreso, para ello será enton 

ees necesario guardar las ultimas dos configuraciones finales en el reco 

rrido de ida y tomarlas adecuadamente como nuestras dos configuraciones 

iniciales en el recorrido de regreso, una comparación entre estas dos 

formas de proceder para la regresión (con el algoritmo de Taylor y sin 

el) aparece'la figura 120 

o ¡ture 
(m) 

30 n 
i 27 -

24 

21 •• 

18 

15 

12 

9 

6 -

3 - - ik 

oi ,, 

t»2 .0 S 
v=+ S m/* 

t * 1. 5 s 

fsl .Os 
vr+ ISm/» 

t *0 ,9 s 
yi+ZOm/l 

t*o.o« 
v=-t-23m/« 

tsZ.5» 
ya O •»/» 

t=5 .5« 
v»-(Om/« 

t«t.O* 
V»0 IB/» i " 4 
t*o.o» 
vM-IOm/s 

Pars este coso la ©eueettín Níisntro» que la expresión am 
da movimiento de lúa es« Iftica poro et regresóos-

y ( t ) = 2 5 t - 5 t a y ( t >=26.254-IOt-5t2 

E! sistema se ha dejado evolucionar hasta que alcanza una 
configuración final a partir cié lo cual, inviniendo el sentido 
de la valocidod se reflresa al sistema a su confiauracírfn inicial. 
Las posiciones, tiwnpos y velocidadas del recorrido de regreso, 
corresponden at do Ido, paos se han tomado las soluciones ana
líticas para determinarlas •, sin embargo si se calcularan con un 
algoritmo numérico debido ai error acarreadoras configuracio
nes d»l receso diferirán cada ve* mas de las cantidades del 
recorrido de ida. 

. t=i.s» 
V»- 5 i * /« 

t * 2 . 0 « 
v = - l 0 m / » 

yx-tSm/* 

t»3 . 0» 
v»—20m/> 

t-3.5» 
y»—!3m/l 

f 

! 

altura 
(m) 

30 

. .27 

-■ 24 

21 

8 

- » 5 

+ 12 

9 

-• 6 

* 4 3 
' Í S I 

F i g . 1 0 . - RECORRIDOS OE IDA Y VUELTA PARA UNA PARTÍCULA EN TIRO VERTICAL 
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recorrido de retorno 

diferencio de recorridos 
recorrido d9 ida para la partícula 

(a ) 

Figo ll„- EFECTOS DEL CAMBIO DE ALGORITMO PARA SEGUIR LA EVOLUCIÓN DEL 

DEL SISTEMAo a) EL RECORRIDO DE REGRESO NO COINCIDE CON EL DE 

IDA0 b) EL RECORRIDO DE IDA NO ES EL QUE SE ESPERARÍA PARA LAS 

CONDICIONES INICIALES DADAS. 

trayectoria real 
. ' > * 

Cambio éo 
Algoritmo trayectoria calculada 
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ITERACIÓN 

Configuracidn Final (C.F.) 

C.F.-IOO 

C.F.-20O 

C.F.-30Q 

C. E-4Q0 

C.F.-500 

C.F.-600 

C F - 7 0 0 

C.F.-IOOO 

C.F.-I200 

C.F.-I400 

C.F.-I600 

C.F.- 1800 

Configuración Inicial 

Arec(%) sTaylor-Verlet 1 ñrec(%) •• Verlet 

Impureza 

1 . 6 

1 . 8 

2 . 1 

2 . 4 x 

2 . 5 x 

2 . 8 x 

2 . 9 x 

3 . 1 x 

3 .4 x 

x l ( T 

xlCT 

x 1C 

1 0 3 

i 5 3 

- 3 10 

io" 3 

- 3 
10 

i o 3 

Sistema 

1 . 3 x 1 0 3 

1 .4 x 1 0 3 

3 1 . 5 x lO" 

1 .6 x 1 Ó 3 

1 . 8 x 1 0 3 

1 .8 x 1 0 J 

1 . 9 x 1 0 ~ " 

2 . 0 x 1 0 3 

2 . 1 x 1 0 3 

Impureza 1 

2 . 0 x 1 0 4 

4 . 0 x 1 0 4 

7 . 0 x l O ~ 

1 . 2 x 1 Ó 3 

1 .4 x 1 0 3 

1 . 7 x 1 0 ° 
- 3 

L 8 x 10 

2 . 0 x l ' ü 3 

2 . 3 x 1 0 3 

Sistema 

9 . 0 x l O 5 

2 . 0 x 1 0 4 

2 . 6 x l O 4 

4 . 6 x 1 0 4 

5 . 4 x 1 0 4 

6 . 3 x 1 0 ~ ' 
-.4 

7 . 1 x 10 

8 . 0 x 10"" 

9 . 0 x 1 0 4 

Donde la di ferencia de recor r idos Arec esta* definida por--

A r e c ■ 
K jdq xreareso 

*ida 
x l oo 

Para la impureza se han promediado los Arec's del centro de masa y de sus dos d"tomos. 

Para el sistema se ha promediado sobre las 200 partfcuias que constituyen la cadena . 

Fig. 12.- - UNA COMPARACIÓN ENTRE LAS DIFERENCIAS DE RECORRIDOS DE IDA 
Y VUELTA EN LA "REGRESIÓN MIXTA" (CON ALGORITMO DE TAYLOR) 

Y EN LA "REGRESIÓN PURA" (SOLO ALGORITMO DE VERLET). 
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Podemos observar de esta tabla que la diferencia 

en recorridos es mínima, ya sea cuando se mezclan los algorit 

mos de Taylor y Verlet para regresar al sistema a su configu

ración inicial (2.2 x 1 0 ~ 3 s para átomos de la red después de 

todo el trayecto) o cuando solo se emplea el algoritmo de Ver 

let (1 x 1 0 _ 3 % ) . 
Los máximos valores de esa diferencia de recorridos 

promedio, corresponden a la impureza y sus primeros vecinos 
mientras que los mínimos resultan para los extremos de la ca
dena, lo cual resulta lógico dado que las ecuaciones de movi
miento mas difíciles de integrar son las de la impureza y las 
que acoplan su movimiento con la red. 

Se observa que a partir de la iteración que se en
cuentra a 200 iteraciones de la final (c.f.-200) la diferencia 
de recorridos aumenta sistemáticamente en ambos casos (con al
goritmo de Taylor y sin este) en la misma cantidad cada 200 i te. 

-5& -5% 
raciones de aproximadamente 9 x 10 en 9 x 10 hasta llegar 
a su máximo valor cuando se comparan la configuración inicial 
"inicial" con la configuración inicial "final" (al regreso). 

Dado que el algoritmo de Taylor solo se emplea en 
una iteración consideramos que estos valores servirían para es
timar el error numérico, acarreado al integrar las ecuaciones 
de movimiento con el algoritmo de Verlet. 

La diferencia de recorridos para la configuración 

(c.f.-200) es para la corrida con mezcla de algoritmos de 
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1.3 x 10~ ° mientras que para la corrida en que solo se em
pleó el algoritmo de Verlet para el retorno esta es de 

— 5% 9 x 10 / si asignamos la diferencia de estos dos valores 
(.00121%) al cambio de algoritmo para el retorno, en el pri
mer caso (cambio de algoritmos), tendremos entonces que una 
estimación del error numérico involucrado en las ecuaciones 
de movimiento para cada partícula de la red, por iteración 

-7% sera de 4.5 x 10 
Del análisis de esta tabla, observamos también 

que aunque el programa que solo emplea el algoritmo de Ver
let se apega en el regreso durante mas tiempo a la trayecto-
ría de ida, la configuración final no coincide exactamente 
con la inicial. 

Esto ya ha sido mencionado con anterioridad en re
lación al teorema ergódico, así Joel L. Lebowitz y Oliver Pen-
rose señalan en su artículo: Modern Ergodic Theory de Febrero 
de 1973 en el Physics Today que: "... Los estados dinámicos 
que parten muy cerca unos de otros en el espacio fase se sepa
ran ampliamente a medida que el tiempo progresa (fig. 11b)" 
y en relación al problema de la reversibilidad "... Este tipo 
de inestabilidad aparece como característica de sistemas físi
cos reales y da lugar a un cierto tipo de irreversibilidad: 
aún si se pudiera invertir las velocidades de todas las partí
culas en un sistema real que ha ido evolucionando hacia el equjl 
librio, el sistema no necesariamente regresaría o aún se apro
ximaría a su estado dinámico inicial con las velocidades inver 
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tidas, porque las inevitables pequeñas perturbaciones exter
nas serian amplificadas. Esta inestabilidad es notoria en 
cálculos de Dinámica Molecular con sistemas de esferas duras: 
si integramos numéricamente las ecuaciones de movimiento del 
tiempo 0 al tiempo t e intentamos entonces recuperar el esta
do inicial integrando de regreso del tiempo t al tiempo 0 
obtendremos en su lugar un estado completamente nuevo. Esto 
es porque la integración numérica es inestable a los pequeños 
errores de redondeo realizados durante el calculo que juegan 
el mismo papel que las perturbaciones externas en un sistema 
real." 

Luego entonces debido al acoplamiento en las ecua
ciones de movimiento esto origina que un pequeño error numéri 
co que ocurra en la integración de la trayectoria de una par
tícula, se refleje en todas las demás, propagándose entonces 
una cascada de errores que modifican por completo la trayec
toria original de todo el sistema. Esto es mas marcado cuando, 
como ocurre en la integración de las ecuaciones de movimiento 
el "pequeño error numérico" aparece en la integración de las 
trayectorias de todas las partículas. 

De modo que esta prueba de reversibilidad(aunque en 
este caso haya resultado favorable debido a que no se siguió 
al sistema un número considerablemente grande de iteraciones 
las partículas no tienen movilidad de un fluido y su movimiento 
esta constreñido a una región determinada) no representa en ge
neral un medio apropiado para estimar la bondad del algoritmo 
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numérico y mucho menos del programa de Dinámica Molecular, 
pues lo seria en el supuesto caso en que solo se estudiara 
la dinámica de una partícula o de un sistema de partículas 
totalmente independientes unas de otras; ya que en tal caso 
la diferencia de recorrido si podría imputarse a esa sola 
causa. 

Es así, como terminamos esta segunda parte dedi
cada al programa de simulación numérica, su funcionamiento y 
su calibración en cuanto a los resultados numéricos que este 
proveerá. En la siguiente unidad resumiremos los resultados 
del trabajo realizado por la Dra. Blaisten-Barojas para cote
jarlos "con los casos estudiados con el programa de Dinámica 
Molecular y hacer las interpretaciones respectivas. 
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3 A , PARTE,- ESTUDIO DE CASOS 

Después de ver en la primera parte la 

definición del problema, esto es de estudiar los pasos a 

seguir para analizar nuestro sistema de interés y en la 

segunda parte comprobar la confiabi 1 i dad del programa de 

simulación numérica; a continuación corresponde a esta 

sección hacer la presentación de. los resultados obtenidos 

con el programa de D„ M„, no sin antes resumir los resulta_ 

dos de B-B, y finalmente hacer una interpretación de ellos 

en base a los resultados teóricos ya mencionados. 
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A.- LOS RESULTADOS DE B-B 

, . (iü) 
En esta sección seguiremos la referencia 

resumiendo el análisis y los resultados que ob

tuvo B-B, para tomarlos como base en el estudio de los nues_ 

tros de Da M. 

En dicha referencia después de modelar el 
sistema y sus interacciones ( de la misma forma en que lo 
hemos hecho en la sección K A ) , B-B desarrolla el potencial 
en serie de Taylor alrededor de la configuración que lo minj_ 
miza hasta términos de tercer orden, conteniendo solo correc
ciones del tipo Axf - y agrupando las variables encuentra 
que el Hamiltoniano del sistema puede escribirse como: H«HR + H M + H R W 

D o n d e :
 s - , *** ¿«v* *. *=• sr •* 

SPi ***** 
~ vil 

•^ * x 

a notación es la misma que hemos empleado en la sección l.B 
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Las constantes g y k en el desarrollo de Taylor son: 

K,* (b*V/br*)0 y K2.(a»V/ar»)e 

y las otras g:s son las derivadas parciales respecto de las coordenadas 
indicadas por los subfndices, evaluadas en la configuración de equi1i-
brioo Asf, el sistema puede visualizarse como una cadena monoatómica 
con defectos (HR ) f interactuando (HRM) con una "molécula" (HM) , 
representada por dos osciladores independientes: un vibrador y un li
brador con frecuencias propias wv = (K,//j),/2 y WL̂ Ífleê  •)' 2 respectiva
mente» El movimiento traslacional de la molécula como un todo (Xi, Pi) 
esta repartida por lo tanto entre H R y HR¡$ .La separación del Hami1to-
niano es importante porque enHg$ se ha agrupado la parte del sistema 
que se acopla al campo electromagnético externo. La aproximación está
tica se recupera cuando H R = H R M = ^ O 

Es conveniente reescribir H en términos de las coordenadas 
normales sin perturbar de la red, expresadas como combinaciones de opera
dores de creación y aniquilación: b. , b. y de b., b, y b , b 

k ' k L U V V 

asoc iados con l a c r e a c i ó n y a n i q u i l a c i ó n de un cuanto de energ fa "fi^L ° 

1iwv , respec t i vamente . : 
cpk . 2 - f / s * bí k+ b, > . re* = 2 -"%>"{■-b -k) 

£>, = 2 - , / 2 ( b t + bj ) j, rCi = 2 - , / z ( b t - b i ) 

donde i = L o V, los valores permitidos de K son 2íCv7{N-H)d0,^»0,± I,.. .,±(N+t)/2 

y <3o es el espaciamiento de la red. El Hami l ton ¡ano modelo se es

cribe en tronces como: 

HR * 1/2 J " wk «f*¥-fr rck rc_k) +-x,2> ( Ck*')y&k>+ x ¿ > 2 «ck')rcfcrck. 
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* ttk' k 

donde wfc = wc I sin. (k do/2) l son las frecuencias de mo
dos normales, wc= (ífg/m) 1/2 es la frecuencia de corte, *o «<ju3w = c8/t» )-u» K 8 

L a s xl Y F5 (<= 1,2,...,5) estln definidas en la tabla k y el 
sistema de unidades adoptado es tal que la energfa así como las frecuen
cias están dadas en cm" . Es el Hamiltoniano de interacción el que se 
conoce como acoplamiento tibron-fanon - (LPC)* -. en este el termino en 
X3 denota el LPC en la aproximación armónica, los otros dos térmi

nos resultan de la aproximación anarmonica de la interacción. 

-Cons l an l s—— Functions 

C,x~9 r „ „ /ík)f(k') 
Fí{kk') = ~ - - - [f(k)fik-) + / ( -*>/! -*■)] 2mc2 ' A' + I 

<»= ho^::t" hes^rj. h * ̂ kp F >m=«¡Tu*ím+/(-*)] 

u -( ^V ) - ( e¡V ^ 'l ( '' \ n 9 ' - F,M fWfMr 

"'" ~ lw W 7o - - \¿¡¿r-?A *̂ = fe>J -2nT F*(kk> = -7TTTL 

„ -í-i3y ) -í P'v ^ , _ f '• w 

^ * 0 = ~ ~ J [ / ( * )/(n - / t -k)/i -k'¡] 

Fw = {-ST-{~hrAm~f(~k)1 

TABLA *».- Las constantes g que aparecen-en el desarrollo de Taylor del 

potencial de interacción, junto con las constantes X, y tas funciones F, 

que aparecen en los Hami1tonianos. Se han usado las siguientes funciones: 

f(k) = w;»[«-expHkd0}] ,?(k)=Wlí/*eXpHkxn 

De sus siglas en ingles: Libron-Phonon Coupling. 
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Para el operador momento di polar, como el sistema se 
compone de N átomos inertes y una molécula heteronuclear con momento 
dipolar permanente Mp( r} , la impureza induce momentos dipolares 
sobre los átomos de la cadena anfitriona, Como estos momentos dipo-
lares inducidos varían como (Xi,i+m) , m=+_ 1 ,+2,...,+. N/2 los des
preciamos excepto a los dos vecinos de la impureza, M¡ndí*i±i,i ) 
También como el momento dipolar inducido en el sitio molecular es 
del mismo orden que los di polos de los vecinos lejanos su contribu
ción será despreciada, por lo tanto el momento dipolar total es: 

M «*Mp(r)4-Miml<>íi+lí,)-«-M¡n«i(x,-,,¡) 
y sus componentes instantáneas paralela y perpendicular medidas des
de la configuración de equilibrio son: 

MJ¡=Mp(r )cos(R;/24-A9){l-2«íc(xr l̂,r+-xr,?-i) ) 

My=Mp(r )sfn(fC/2 +Ae)(H-«fe(xr4i1_x¡T?-i> > 
donde ^c es la polarízabil¡dad de los átomos de la red. Suponien^ 

do que Mp(r) varia linealmente con Ar , Mp(r) = M 0 - K p ) Ar 9 

( ■}! ) desarrollando M. .(Xi+t.i) en una serie fonónica JJ- „ y manteniendo ind — 
Solo términos lineales en los desplazamientos atómicos y angular, se 

obtiene usando los operadores definidos con anterioridad: 
Mx=M2yi+M5 j^Lyv 

My *M0n + 2cyedo3) + M, 9V+M4J~Fa ( k )yk 

donde: 

M, = ( f i / c j u w v r ( d M p / ( } r l 0 

M 5 — * C >uc2 wv
 w L * > " ' ^ d M i / d r }o 

M4*3 M0 occd"0
4 Cfi /mc) l / 2 
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Cubando orc la polar izabi 1 i dad de los átomos anfitriones es pe
queña, como en el caso de átomos de gases nobles, la contribución del mo
mento di polar inducido es muy pequeña-. Asf, todos los efectos que depen
den de M, se consideraran como correcciones a los originados de M , M y 
M_„ B-B contfnua entonces, en la referencia ya indicada, con el cálculo 
del espectro de absorción a partir de las funciones de Green (f.G) corres 
pondientes: 

Cuando el sistema se coloca en un campo eléctrico externo 
oscilante E(w), el coeficiente de absorción (C0A0) del cristal impuro es
ta dado por * 3 2 ': 

donde A es una constante y (x^ representa la parte imaginaria de 
la transformada de Fourier de la función de Green retardada, definida como 
2 : 6(KK)(t),Mí<t))=-irlect)<[M0(t),MíKt)]> 

Después de sustituir las ecuaciones para el momento dipolar 
en la ecuación para el CA» este ultimo queda dividido en cuatro componen 

teSÍ CT(w)=G^(w) + CrL<w)4-CEv(w)4-a£{w) 

Cada una co r respond iendo a una f u n c i ó n de Green asoc iada con un operador 

d i f e r e n t e y v , </L , y>L<fv *> $fiy. '• 

O^Cw ) = - 4 / 3 A M, w G;'(^v,My) 

CTLCw)=: - 2 / 3 A M2w G¿'(yL,Mx) 

0 ^ w > - 2 / 3 A M 3 w G¿(y¿fv,MK) 

CTR(w}.-4/3AM4w l m j > 6 ( k )QJl<faMf) 
k 

occ «v io- f i 4cm3para gases n o b l e s , l a c o n t r i b u c i ó n del e s p e c t r o f o n ó n i c o es por 
- q 

e s t o de l orden de 10 veces la c o n t r i b u c i ó n de l e s p e c t r o de l i b r a c i ó n , ambos 
ca l izados en e l i n f r a r r o j o l e j a n o . 
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A su vez cada componente anterior da lugar a una parte diferente del 
espectro, i.eD CTviw) y CTL{vt) están asociadas con los espec
tros de vibración pura y de libración-vibración respectivamente. 

Para evaluar las cuatro funciones de Green se emplea 
el método de la ecuación de movimiento 2 . En 1 a aproximación ar
mónica del LPC, el conjunto generado de ecuaciones de movimiento es 
cerrado; así las f0G0 obtenidas por este método son exactas; mientras 
que los términos de LPC anarmónicos dan lugar a un conjunto abierto 
e infinito de ecuaciones de movimiento por lo que para este caso solo 
f<,G„ aproximadas pueden obtenerse,, 

El espectro de vibración: 

Como la vibración interna de la molécula no está acopla
da a la red, el cálculo de 6*(</v,My) es directo^ ; por tanto la 
parte del coeficiente de absorción asociada con el espectro de vibración 
pura es una función delta: <Ty <w) =4/3 rc AM,2wv w2 g (w-wv) 

donde wy es una frecuencia de vibración modificada definida como: 
wv = [w2 + 90X|^v>wv(w2-4wv

2r']l/2 

El espectro de libración: 

El cálculo detallado de las funciones de Green aparece en 
la referencia (I) obteniendo para Gwt$SuMx1 : 

Qm(y>t_,Mx) =M2wL(w2-wf-ZL(w))-« 

EL(w)sEl(w)+IZL(w) es una función compleja que depende de las constan

tes *i (véase tabla k), de los promedios en el ensamble canónico 
(10 

de los operadores <f\ y y L y de 1 as f r e c u e n c i a s W y W 
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Pero st w, / w y si los valores de las contantes X( L c 
son tales que ELL'ÍW) y Ê 'í*») sean funciones de 

variación lenta con w entonces CT^(w) tiene una forma Lorentziana. Pero 
para diferentes comportamientos de estas dos funciones se pueden esperar 
desviaciones importantes respecto de la 1fnea de forma Lorentziana. En 
algunos casos, la 1fnea presentará dos máximos uno de los cuales puede 
asignarse al modo libracional ensanchado y el otro a un modo resonante de 
la latiz, El modo resonante solo es visible para valoras muy estremos de 
las constantes A «, 

En la aproximación anarmonica la coreccion a la función 
E\.(w) f depende no solo de los parámetros anarmonicos X4 y X5 , 
sino también de la temperatura» De modo que el corrimiento AL y el ancho 
de 1fnea 1 dependen de la temperatura siendo los ensanchamientos mas 
sensibles que los corrimientos a los aumentos en temperatura „ Cuando 
w > 2w , 07 (w) es una función delta y cuando w ^w < 2w las anarmonicida-L ^ c c L c 
des introducen una función de variación lenta con la frecuencia dando lugar 

a una 1 mea de forma Lorentziana» 
En el caso w. ¿ w la forma de la 1 fnea cambiará con respecto L c 

a la -íparoximacion armónica: i »- para temperaturas ée bajo de los kK, la 
forma de 1fnea se modifica muy poco„ i i.- para teraperaturas por encima de 
kKt la 1fnea se ensancha y pierde altura hasta confundirse con el fondo 
Esto es una indicación de que, para aquellas temperaturas, los términos del 
LPC anarmonico de tercer orden considerados no son suficientes y la expan
sión de Taylor de la enrgfa potencial debiera efectuarse hasta términos de 
orden mayor en A9 . Por otra parte el hecho de ígue la altura de la 1 fnea 
disminuya al elevar la temperatura es debido a la ¡p¡os i b i 1 i dad de transferen_ 
cia deenergfa desde el vibrador fué excluida en e3 modelo. 
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Se tiene finalmente que la componente del C.A. asociado 
con el espectro de libración pura puede obtenerse como: 

<TL(wl. 2/3AM| *ñSL¿f+~¿~lvf 

con »l5(wg+ElLtw>),/2 

Esta expresión contiene el efecto del LPC armónico y 
anarmonico sobre el espectro, asf como la influencia combinada de los 
defectos sufridos por la latiz, debidos a la presencia de la impureza 
molecular» La forma de Cf¡.(w) dependerá entonces de la importancia 
relativa de tres contribuciones cada una caracterizada por un parámetro 

X : defecto de constante de fuerza ( X| ), defecto de masa ( X2 ), 
acoplamiento armónico ( X3 ) o anarmonico ( X4 y X5 ) entre libra
ción y modos de la red„ 

En el caso no ¡nteractuante de una molécula en un campo 
estático X¡ = o, i = l,ooo,5, la función 0~Llw) es una función delta cejT_ 
trada en W] la frecuencia de libración pura0 Por lo tanto la contribu
ción dinámica del potencial de interacción es responsable de un corrimiento de 
la frecuencia y un ensanchamiento de la 1fnea de libración» 

El corrimiento AL = w - w depende de r£.(w) 
mientras que el ensanchamiento Hl es proporcional a E.'L(v») . 

En la aproximación armónica, cuando la frecuencia de libra_ 
ción w. cae fuera de la banda de fonones, cerca de este polo la función 
£ÍH£w) * es cero en cuyo caso 0¡_(w) también es una función delta. 

" El superfndice h se refiere a la aproximación armónica, 
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Si un acoplamiento del movimiento vibracional de la molécula 
ya sea con la libración molecular o con los fonones fuera considerada, los 
nuevos canales para transferencia de energía se abrirían y el comportamien
to de la función de forma de la línea se modificaría. A pesar de esta limi
tación a bajas temperaturas el LPC es responsable de la relajación dando 
un valor no muy lejos de la medida experimental como se verá mas adelante,, 

El espectro de libración-vibración: 

La evaluación de 0[.v(v¥) es mas complicada que la de 0¡_£w) 
porque la f0G„ de dos partículas —-̂ - —" concecta operadores de vibración y 
libración a través de operadores de la red, por lo que B-B solo trabajo aquí 
la aproximación armónica obteniendo que la componente de libración-vibración 
del CoAo °LJW) * da lugar a dos 1fneas desplazadas y ensanchadas, 
una ̂ ociada con un proceso partfcula-partfcula (W +W. - absorción de dos cuantos. . v L ' 
uno asociado con vibración y el otro con libración) y el otro a un proceso 
hoyo-partícula (W -W , absorción de un cuanto de vibración y emisión de un 
cuanto de libración) „ El perfil de las dos 1 fneas que componen C¡.w(w) es 
aproximadamente ̂ i de CTL(w) y asemejan imágenes reflejadas en un espejo 
colocado en w » Por tanto podemos decir que el movimiento 1 ¡bracional refle_ 
ja el comportamiento dinámico de redes impuras, aun cuando la resonancia li-
bracional interactue con la resonancia de la red y ocurra intercambio de ener
gía entre ellas» 

De esta forma el espectro infrarrojo lejano es "reflejado" a la 
(34 ) - /i-

región infrarroja cercana , Bajo este razonan i en tra> la corrección a OL¿*) 

debida aNnarmonic¡dades en el LPC será casi la misma que la obtenida explicita_ 

mente para la componente de libración pura. 

"Véase ref« (10) __ pag. 3130 ec. 32. 
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Los dos p icos de OJ^vr) es tán pesados por c o e f i c i e n t e s depend ien tes de 

l a p o b l a c i ó n i n i c i a l de los estados de l i b r a c i ó n - v i b r a c i ó n , los d e s p l a z a 

mientos y ensanchamientos de l as l í n e a s son o b t e n i d o s con respec to a l caso 

no i n t e r a c t u a n t e HRM» O (mo lécu la en un campo e s t á t i c o ) en e l c u a l : 

<TL°(w) = l /6 fCAM 3 [w + 6 Cw-{wv+wL)J + w_í ( w - ( w v - w L ) ) ] 

donde w+=<w¥ + w L ) < < 9 > 2 L > + <<?%>) Y * - = ( W V - W L ) ( < 9 2 * > - < ^ 2 L > > 

Como se espera a T=0, W = 0 , y s o l o una de l as dos I f neas en 0\$(w) 
6 

e s t a r á p r e s e n t e c Esto cor responde a l hecho de que a T=0, s o l o es es tado ba 

se de 1 i b r a c i o n - v i b r a c i o n de la mo lécu la e s t a ocupado. 
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B.- LOS RESULTADOS DE D. M. 

Antes de proceder a resumir los resultados- es con
veniente hacer una aclaración, en relación al número de itera
ciones que fue necesario seguir al sistema. En la segunda par
te. se mencionó que fueron 3024 iteraciones, sin embargo dada la 
región de frecuencias en que cae el espectro de libración y la 
resolución que se requiere para apreciar el espectro de libración 
vibración experimental, estas no fueron suficientes para la obten 
ción de dichos espectros. 

Posteriormente pudimos comprobar que requeríamos del 
orden de 100,000 iteraciones, para tener la resolución requerida 
(de décimas de cm ) para comparar con el espectro experimental. 

Esto significa emplear aproximadamente 5h de procesa
miento en la CYBER CDC 6 500, en seguir la evolución para un solo 
sistema. LO cual implica para el total de 27 sistemas que deseá
bamos estudiar (como mínimo) aproximadamente un total de 150h 
de C.P.U.*. Quizás no suene exagerado, pero lo es; si pensamos que 
el tiempo de C.P.U., es el tiempo que la máquina completa se dedi
ca a un solo usuario. 

Tratando de conciliar el exceso de recursos necesarios 
la poca disponibilidad de ellos y dado el carácter dé prototipo 
de nuestro programa decidimos ( a reserva de hacerlo posteriormen 
te para sistemas mas realistas) verificar las observaciones de la 
Dra. Blaisten en sistemas hipotéticos, factibles de estudiar con 

*De sus siglas en inglés"CENTRAL PROCESS UNIT" 
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menos iteraciones (10,192 iteraciones) y en la variedad de casos 
que nos interesaba como son; las modificaciones que sufre el es
pectro de la impureza con la variación de parámetros de poten
cial, de temperatura de densidad y de masa de los átomos de la 
red. 

De esta manera la sección que nos ocupa, queda estruc 
turada de la siguiente forma: 

a) Presentación de los resultados 
b) Interpretación de los resultados en base al trabajo 

de B-B. 
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a) Presentación de los resultados 
Para estos sistemas se emplearon los mismos pará

metros indicados en la sección l.B solo que la velocidad an
gular inicial de la impureza se eligió mayor que la experimen 
tal. Esto permitió que el espectro de libración se corriera hacia 
la región azul del espectro y de esta forma, teniendo una resolu 
ción de 10 cm apreciar las características relevantes de este 
y del espectro de libración-vibración. 

Hemos decidido llamar a estos sistemas, en base al 
sistema que representarían si la frecuencia de libración no es
tuviese corrida, salvo que los vamos a distinguir de estos con 
un asterisco: CO-A*, CO-Kr* y CO-Xe*. 

De manera sistemática se observan las siguientes mo
dificaciones en el espectro de libración las distintas variaciones 
de parámetros que hemos realzado: 

1) Variación de Temperatura: 
El espectro de Libración de CO-A* (fig. 12) apa

rece casi insensible al aumento de temperaturas (entre 18 y 20k) 
corriéndose muy poco los máximos hacia el rojo y disminuyendo 
también muy poco su intensidad, permaneciendo constante su anchu 
ra. 

Para el CO-Kr* en cambio las variaciones son muy noto 
rias reduciéndose la intensidad, corriéndose los máximos hacia el 
azul y ensanchándose el espectro al aumentar la temperatura entre 
8 y 20°k (fig. 13). 
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Mientras que para el CO-Xe* dicho corrimiento es 
hacia el rojo, la intensidad aumenta de manera apreciable y las 
lineas se hacen mas nítidas con el aumento de temperaturas entre 
20 y 30 k, véase figura 14. 

Todo esto coincide con lo que reporta en sus tesis 
Luis Vicente Hinestroza Pa9- > y c o n l o mencionado por Du-
bost , de que parece haber un desplazamiento del máximo al 
aumentar la temperatura de 8 a 20k en el Ar, Kr y Xe. 

2) Variación de Densidad (fig. 15) 
Al modificar la densidad de los sistemas encontra

mos, que para todos: el aumento de densidad corre los máximos hacia 
el azul (y viceversa), siendo los picos de mayor intensidad y de 
menor anchura mientras menor sea la densidad, salvo para el 
CO-Kr* en que ocurre al contrario. 

3) Variación de Parámetros de Potencial (fig. 16) 
Los parámetros •€; y O*"" están relacionados con la 

separación en equilibrio* entre la impureza y sus próximos veci 
nos X^o^ ^ , de forma tal que al aumentar ^ y (T , X.o, . tam
bién aumenta. 

Asi al aumentar X.Q.. . los espectros de libración para 
los distintos sistemas pierden intensidad y paralelamente se en
sanchan. Según la referencia 13 esto puede comprenderse ya que sf 
la molécula tiene mayor libertad de moverse (X. , .grandes) puede 
uno imaginarse que ella "choca" de muchas mas maneras con las pa
redes de una especie de jaula que le estarian formando instantá
neamente sus vecinos en la red cristalina. 

*Esta separación es 
impureza - red. la que minimiza el potencial de interacción 
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Sin embargo, esto se encuentra en contradicción, con los re
sultados anteriores del punto 2. 
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FIG. 15 a) - VARIACIONES DEL ESPECTRO DE LIBRACIÓN CON LA DENSIDAD, PARA 
EL SISTEMA CO-A* 
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C O - A 

PROCESO : 
VARIACIÓN 

DE 
TEMPERATURA 

VARIACIÓN 
' DE 

DENSIDAD 
VARIACIÓN 

DE 
PARÁMETROS 
DE POTENCIAL 
VARIACIÓN 

DE 
PARÁMETROS 

DE 
POTENCIAL 

•6.̂ = 119 °K 
C = 3.4 A 
T (°K) 

(7.9 + 0.4] 

(12.8 + 0.9) 

(19.7 + 1.5) 

(12.8 * 0.9) 

(12.8 + 0.9) 

(7.1 -f 0.5) 

(7.1 + 0.5) 

'12.0 + 0.9) 

(12.0 + 0.9) 

/ (y/cm) 
1.98 x 1Q15 

1.98 x 1015 

-15 1.98 x 10 

1.99 x 1015 

1.97 x 10 15 

1.98 x 1015 

-15 1.98 x 10 

1.98 x 1 «15 

-15 1.98.x 10 

<_(°K) 

16.4. 

16.4 

16.4 

16.4 

16.4 

19.6 

19.6 

19.6 

24.9 

£T(A) 
3.3 a. 

3.38 

3.38 

3.38 

3.31 

-J—Ljmt~. 

3.72 

.3.7? 

4.20 

Tabla 5a.- Parámetros de los sistemas correspondientes a CO-A* 



Tabla 5b.- Parámetros de los sis temas correspondientes a COKr* 

w v * wvrp,íTi«fwns?s¿¿ídt 



CO-Xe 

PROCESO; 
Variación 

de 

Temperatura 

VARIACIÓN 

de 
DENSIDAD 

VARIACIÓN 
DE 

PARÁMETROS 
DE 

POTT^IC I Mt. 
VARIACIÓN 

DE 
PARÁMETROS 

DE 
'POTENCIAL 

<éfc= 228°K0 
. = 3 . 9 7 A 

T ( °K) 

: 2 i . i + í . i ) 

( 2 6 . 0 + 1.6) 

( 2 7 . 0 + 1.8) 

f (g/cm) 
5 .64 x 1 0 1 

5 .64 x 1 0 l D 

5.76 x 10 15 

s l 5 

H 5 ^ + 1.0) 

( 2 0 . 1 + 1, 

( 2 0 . 1 + 1.4 

r^ ^4 v m -

€ (°K) 

1 4 . 3 

1 4 . 3 

J.,4.3 

15.1 

5 .64 x 1Ü1 3 1 5 . 1 

JL.6,4 x 10 19.3 

<r (A) 
3.51 

3 . 5 ! 

JL_5w8_ 

V S 8 

3 . 6 8 

4 , 1 ? 

co 

Tabla 5 c - Parámetros de los sistemas correspondientes a CO-Xe* 
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2-
De las figuras Ijg' a 16 se observa también que para una gran 
variedad de sistemas el espectro de Libración, consta de mas 
de un pico. 

Mientras que para los espectros de libración-vibra. 
ción (figs. 17-25) los comportamientos que se observan de mane 
ra sistemática son los siguientes: 

1) El espectro de vibración-libración, consta 
de dos estructuras de mucho menor intensidad que la del espec 
tro de Libración y semejantes a este, como si apareciesen re
flejadas ante un espejo colocado en la frecuencia de vibra
ción del sistema. 

2) El corrimiento de las frecuencias de los picos 
máximos en ¡J+ H ^— del espectro de vibración-Libra
ción; respecto de la frecuencia de vibración r^ es igual 
a la frecuencia de Libración K¿_ de la impureza, i.e. 

3) A diferencia de los resultados de B-B, según 
los cuales la intensidad del pico I debiera ser, a las tem
peraturas- estudiadas, cinco veces mayor que la del pico I_. 
Las intensidades de estos picos I el_, son semejantes siendo 
solo un poco mayor el primero respecto del segundo. 

Finalmente, para el espectro de vibración se tienen 
las siguientes observaciones: la frecuencia y forma de la li
nea, no se ve afectada por ninguna de la variaciones en los pa 
rámetros. Aunque si se afecta al aumentar la masa de los átomos 
de la red: corriéndose hacia el rojo, ensanchándose y disminuyen^ 
do de Intensidad al ocurrir tal cosa. 
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b) Interpretación de los resultados en base al 
trabajo de B-B. 

Respecto del espectro de Libración podemos afir
mar de acuerdo a los resultados de B-B que: 

Puesto que el LPC es distinto de cero y el espec
tro de la impureza no es una delta de Dirac, sino mas bien 
de forma casi Lorentziana la frecuencia de libración se loca 
liza entonces dentro de la banda de fonones ( cosa que pudi
mos comprobar con los resultados de la dinámica), lo que es 
mas, cuando la linea presenta mas de un máximo uno de ellos 
puede asignarse al modo Libracional ensanchado y los demás 
a modos resonantes de la Latiz. El modo resonante solo es 
apreciable en este caso para el sistema de Co-Xe*, mientras 
que para los demás sistemas aparece este sumamente debilita 
do. 

Para el espectro de Libración-Vibración tenemos: 
Coincidimos con B-B en el hecho de que la forma 

de las lineas del espectro de vibración-Libración sea casi 
idéntica a la del espectro de Libración pura. En lo que no 
coincidimos es en las intensidades relativas del pico I 
respecto del I_. La razón de esto es fácil de explicar; la 
figura 26 muestra desde el punto de vista cuántico las tran 
siciones permitidas que dan origen al espectro que nos ocu
pa y de acuerdo con ese mismo punto de vista, podemos cal
cular la probabilidad de ocupación de cada nivel; al igual 
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w=x, 

que en el oscilador armónico, se obtiene un decrecimiento 
exponencial en función de n¿ (n* es el número cuántico que 
representa el nivel libracional) : r ^ e 

probabilidad de ocupación ( e £ o. a, 

lo cual da para el primer nivel libracional excitado una 
) cinco veces 

menor que para el fundamental. Asi se explica porqué en el 
Infrarrojo cercano la linea K- es varias veces menos 
intensa que \l . Este hecho se comprueba experimentalmen 
te* 'ya que a. 8k no se observa la transición VÍ. y solo 
cuando se aumenta la temperatura a 2 0°k esta comienza a 
ser visible y como se espera a T=0 solo una de las lineas 
estará presente, la que corresponda al estado base de Li
bración-Vibración de la molécula. 

Como sabemos las restricciones anteriores no 
cuentan para un sistema clásico y de ahí que ambas transi
ciones posean aproximadamente la misma intensidad en nues
tro caso. 

, -"1=3- ■*• T 

^\pP*°W*i v,(^y*u=-0 vUfcfit,*^^ 

tj^a&e*) 
=4=pá 

UVl; X 

vO 

—— 

■ ' 

J. ~r 
Fig. 26.- Niveles de energía, transiciones permitidas y espec 

tros a los que dan lugar estas desde el punto de 
vista cuántico: a) conLPC,b) sin LPC. 
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Las resonancias fonónicas que aparecen en el espectro de li 
bración contribuyen de manera importante al espectro de Li
bración-Vibración de forma tal que la joroba en las bandas 
se observa experimentalmente, lo cual es una indicación de 
lo importante que resulta en el proceso de ensanchamiento 
de lineas el acoplamiento de la libración con los fonones, 
el cual evidentemente cambiará para el análisis en tres di
mensiones. 

Por otra parte los cambios observados para el 
espectro de vibración al aumentar la masa de los átomos an
fitriones (que ocurren también pero en menor medida en los 
demás espectros) son originados por el cambio de inercia 
de los mismos y también constituyen un hecho experimental. 
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Conclusiones de la Tercera unidad: 

Hemos podido apreciar que los resultados numéri
cos, corresponden a la perfección con las predicciones teó
ricas realizadas por la Dra. Blaisten en su tesis doctoral. 
Aquellos resultados que no coinciden con sus estimaciones, 
se deben a imperfecciones del tratamiento clásico que hace 
de ellos la Dinámica Molecular. 
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4a. PARTE.- CONCLUSIONES Y LINEAS DE IN
VESTIGACIÓN 

Presentamos aqui, algunas conclusiones de carác
ter general sobre los resultados obtenidos y se mencionan 
algunas posibles lineas de investigación en las cuales el 
programa de simulación numérica seria de valiosa ayuda. 
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4a. Parte.- CONCLUSIONES Y LINEAS DE INVESTIGACIÓN 
Las conclusiones que podemos establecer en base a 

los objetivos que nos propusimos en la introducción general 
son: 

1).- Hemos logrado determinar el espectro de ab
sorción infrarrojo de una molécula dipolar en in
teracción con una cadena infinita, reproduciendo 
asi los resultados teóricos de B-B para dicho 
sistema salvo en lo que se refiere a las intensi
dades de los espectros de Libración-Vibración di
ferencias que se deben a efectos netamente cuán
ticos. 
2).- Es muy probable que la forma en que trabaja 
el programa de D.M. deba rediseñarse totalmente 
para estudiar modelos mas realistas que el actual. 
Dado que aun en este caso unidimensional; para te
ner la resolución necesaria para comparar con el 
experimento, es necesario obtener transformadas 
de Fourier sobre series de tiempo del orden de 
100,000 iteraciones; lo cual representa un serio 
problema de memoria en cuanto a la máquina para 
definir los arreglos de esa envergadura que se re 
quieren en el algoritmo de la FFT. Considerando 
como un problema aparte y no tan difícil de reso_l 
ver el de integrar las ecuaciones de movimiento 
del sistema durante todas esas iteraciones. 
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Tomando en cuenta lo anterior podemos establecer 
las siguientes posibles lineas de investigación: 

1) Estudiar la forma de modificar el programa 
de D. M. para tomar en consideración la diferen
cia de Intensidades que existe entre el estado 
de base y el primer estado libracional excitado. 
2) Buscar formas alternativas para obtener la 
Transformada de Fourier con la resolución reque
rida. Quizas promediando varias transformadas de 
Fourier para una misma evolución de 10,192 ite
raciones pero eligiendo distintas configuraciones 
inicial y final. 
3) Optimizar lo mas posible el programa existen
te para reducir al mínimo el tiempo de CPU reque
rido para integrar las ecuaciones de movimiento. 
4) Investigar entre las otras moléculas dipolares 
cuyo espectro ya ha sido estudiado experimentalmen-
te cuando se encuentran aisladas en red de gases 
nobles *59*, para comparar este con el que se ob
tenga de la D.M. y de ser posible asignar las dis
tintas estructuras de estos ya sea a libración, a 
vibración o a libración-vibración. 
5) Analizar si es posible estudiar con la D.M. 
para el sistema unidimensional, los efectos de fron 
tera sobre el espectro de absorción de la impureza 
en una cadena finita. Esto es, como se modifica el 
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espectro de la impureza al acercarla a la "superficie" del 
"sólido" (i.e. a uno de los extremos de la cadena.) claro 
que todo esto puede hacerse ya (tomando en cuenta los re
sultados que hemos obtenido con este prototipo), para un 
sistema tridimensional y de lograrlo, analizar en ese caso 
las correcciones que pueda sufrir entonces la teoría. 

Este programa constituirla de ser asi una pode
rosa herramienta para estudiar el espectro de impurezas di 
polares. 
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APÉNDICE A: 

Algunas argumentaciones a favor de la D. M. 
Desde hace mucho tiempo, una de las grandes dificultades que 

se presentan en todo intento teórico para describir propiedades dinámicas 
de sistemas físicos y químicos es el insuficiente o inadecuado aparato ma
temático utilizado para resolver el correspondiente problema de muchos 
cuerpos. Estas complicaciones se expresan en la dificultad para tratar 
con"objetos muí tidimensionales", ya sean estos: integrales, ecuaciones dj_ 
ferenciales, ecuaciones integrales o funciones de Green, Para simplificar 
entonces el problema y hacer mas tratable matemáticamente sistemas de ma
yor complejidad que los usuales casos triviales como el oscilador armóni
co o el gas perfecto, se ve uno forzado a reducir la dimensionalidad del 
sistema y establecer un modelo de interacción mediante aproximaciones cu
ya justificación trata de darse en términos de argumentos de carácter esen_ 
cialmente físico y casi siempre de orden cualitativo. 

n tales condiciones, en general las propiedades de una molé
cula aislada están bien establecidas y los procesos elementales que ocurren 
cuando dos de estas moléculas interactuan están descritas por leyes bien 
conocidaso Sin embargo, el comportamiento de muchas moléculas interactuan_ 
do entre si (problema de muchos cuerpos) no puede tratarse teóricamente de 
una manera exacta, pues aun para un sistema de tres partículas se presentan 
grandes dificultades si se quiere obtener una solución analítica. 

Como estas dificultades no son conceptuales sino mas bien 

matemáticas, nada mejor que las computadoras de alta velocidad y gran ca

pacidad de memoria para tratar de resolverlas dentro del marco de un modelo 

específico asociado al problema en cuestión. Con este proposito es como han 

surgido los llamados métodos exactos de simulación numérica en mecánica esta 

dística: el de Montecarlo y el de dinámica molecular). 
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El objetivo principal de la mecánica estadística es dar las ba
ses teóYicas para evaluar cantidades observables, "macroscópicas", en términos 
de las interacciones microscópicas individuales entre los componentes del sis
tema, introduciendo los conceptos estadísticos necesarios para relacionar los 
valores promedio de esas propiedades microscópicas del sistema con las canti
dades observadas» 

Siguiendo el procedimiento de Boltzmann para la mecánica esta
dística la observable macroscópica está relacionada con un promedio temporal 
sobre una secuencia de valores instantáneos de las cantidades dinámicas micros 
empicas asociadas a dicha observable Esta misma cantidad promedio puede ob
tenerse de una manera diferente si se separa la evolución temporal total de 
t. a t en, digamos, M intervalos de tamaños tales que las fluctuaciones de 
la observable sobre el promedio en uno de esos intervalos son completamente 
equivalentes a las que ocurren en cualquier otro intervalo» Según Gibbs, ca
da uno de estos M intervalos puede asociarse con una muestra representativa 
del sistema y entonces, las M replicas pueden ser tomadas en un orden arbitra 
rio, sin ninguna relación causal entre ellas, y asf calcular promedios sobre 
el ensemble» Cuando M es muy grande ambos promedios, sobre el tiempo y sobre 
un, ensemble, son equivalentes» 

Asf, el método de Montecarlo es un procedimiento numérico usa
do para generar al azar las reí¡cas de un sistema modelo en equilibrio, crean_ 
do configuraciones con frecuencias proporcionales a un peso apropiado. En es
te caso calculan los promedios de Gibbs sobre el ensemble de las variables te£_ 
modinámicas independientes (N, V y T por ejemplo) a partir del conocimiento de 
las variables dinámicas del sistema. 
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Para cada replica del ensemble, puede calcularse la función 
de partición estadfstica apropiada y de esta manera calcular sus propieda
des termodinámicas» 

El método de la dinámica molecular es otro procedimiento 
numérico el cual genera la historia temporal del sistema resolviendo las e-
cuaciones de movimiento de Newton para cada partfcula y entonces, a partir 
del conocimiento de cada configuración (posición y velocidad) es posible 
calcular los promedios de Boltzmann de variables dinámicas en el tiempo, 
tanto en situaciones que corresponden al equilibrio termodinámico, asf 
como también y a di ferene i a del método de Montecarlo, es posible calcu
lar la evolución de cantidades fuera de él» 

El método de dinámica molecular consiste en la solución nu
mérica de las ecuaciones clásicas de movimiento de varios cientos de partjf_ 
culas, interactuando por pares entre si, con un potencial dado y bajo con
diciones de periodicidad apropiadas, para lograr que la simulación de una 
muestra finita de partículas corresponda a la descripción de un sistema ma
croscópico» De este modo, la simulación del movimiento de las partículas 
del sistema permite realizar con este "mediciones computacionales" cuyo 
"error experimental" asociado, corresponde al error numérico acumulado. 

La simulación numérica es exacta, pues en principio el mé
todo numérico lo es, en tanto que no implica ningún tipo de aproximación 
para obtener la solución» Dentro de los límites de api icabi 1 i dad del mo
delo utilizado, el cálculo numérico permite comparar los resultados de la 
simulación con las teorías analíticas de una manera mas directa y en oca
siones mas fácil y eficientemente que con experimentos sobre sistemas natu_ 
rales. Como por otra parte es posible generar sistemas artificiales de mu
chas partículas con interacciones que son a la vez simples y ademas conoci
das exactamente y en condiciones definidas por un modelo específico, para 
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los cuales las teorías analfticas son relativamente fáciles de tratar, la simu
lación constituye una prueba de tales teorfas o modelos. 

VENTAJAS Y LIMITACIONES DE LA DINÁMICA MOLECULAR 
El cálculo computacional tiene algunas ventajas sobre los expe- • 

rimentos reales, debido a que el instrumental disponible para medir fenómenos a 
nivel molecular, caracterizados por distancias o tiempos de un orden de magnitud muy 
pequeño, suele ser extremadamente costoso, complicado, indirecto y hasta aproximado 
en ocasiones debido a las limitaciones en las técnicas experimentales. Sin embargo, 
es precisamente esta la región de distancias, tamaños y cambios donde los cálculos 
computacionales pueden dar resultados muy detallados. 

Debido al detalle con que puede estudiarse microscópicamente el mo
vimiento de las partículas del sistema simulado, la dinámica molecular puede servir 
para producir y estudiar fenómenos que no han sido detectados o que son muy diffc i-
les de generar, de observar y de medir. Así, en principio puede encontrarse la ex pli 
cacion a algún fenómeno que no haya sido estudiado tanto teóricamente como experimen 
talmente debido a la complejidad del problema. Esto en particular ha sido muy nota
ble en el estudio de sistemas densos en donde las teorfas analíticas son muy apro
ximadas y las condiciones experimentales bastante complicadas. 

Otra ventaja de la D. M. es que muchas propiedades del sistema pu edén 
calcularse fácilmente en una gran variedad de condiciones, donde las mediciones 
son difíciles de efectuar, por ejemplo: a presiones extremadamente altas o bajas 
temperaturas o ambas,, De estemodo es posible probar teorías sobre un rango mas 
amplio de condiciones o estudiar fenómenos en condiciones no accesibles aun, como por 
ejemplo el fenómeno de fusión a densidades astrofísicas. 
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Una ultima ventaja sobre los experimentos reales es que la 
dinámica molecular se efectúa en condiciones mas y mejor controladas, pues el 
potencial intermolecular que se postula se conoce exactamente y la solución es 
tan determinista como la computadora y el algoritmo numérico lo permiten. 

Además, pueden tratarse sistemas hipotéticos mas simples que los 
existentes en el mundo real como por ejemplo en el caso de esferas duras. 

SIN EMBARGO, NO HAY QUE PERDER DE VISTA, EL HECHO DE QUE LA RELA_ 
C.ION EQUILIBRADA ENTRE LAS IDEAS E INFORMACIÓN QUE SE MANEJAN EN LA COMPUTADORA, 
LA TEORÍA Y EL EXPERIMENTO, ES LA QUE DEBE DAR LUGAR A UNA MAYOR COMPRENSIÓN DE 
LO QUE OCURRE EN LOS SISTEMAS REALES; SIGUIENDO A VERLET PUEDE CONSIDERARSE 
QUE LA SIMULACIÓN NUMÉRICA NO ES SINO UNA "CARICATURA DE LA NATURALEZA" Y NO UNA 
FOTOGRAFÍA DE LA MISMA, DE DONDE SE PUEDE EXTRAER INFORMACIÓN ACERCA DE LAS CA
RACTERÍSTICAS ESENCIALES PARA CONSTRUIR TEORÍAS MAS COMPLETAS. 

Cuando se realiza una comparación de este método con los sistemas 
reales se le encuentran las siguientes limitaciones: 

I.- El número relativamente pequeño de moléculas que puede mane-
jarse ( N~10J) partfculas,, 

2„- El corto periodo de tiempo (t .10 seg) que se puede seguir 
al sistema despueés de muchas horas de cálculo (t . ~* kO h para densidades fluidas) 

3o- Hasta ahora, existen serias dificultades para estudiar adecua
damente sistemas con moléculas cuyos potenciales de interacción sean de largo alcance. 

*U- Al igual que entodo experimento, los resultados solo son válidos 
para el sistema estudiado y toda generalización apresurada es peligrosa. 

Sin embargo tales limitaciones puede reducirse de la siguiente manera: 
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1.- Dependiendo del tipo de sistema macroscópico (con N«*10 
partículas) que se desee representar en la simulación numérica, se fijan distintas 
condiciones a la frontera* sobre un sistema modelo formado por un pequeño numero 
de moléculas que pueden manejarse satisfactoriamente con la capacidad de las compu^ 
tadoras actuales. Excepto en regiones de transiciones de fase en que coexisten sis_ 
temas de fase diferente, normalmente se emplean condiciones a la frontera periódi
cas las cuales consisten en colocar al sistema de moléculas dentro de la caja. Esto 
se logra haciendo que por cada molécula que abandona la cja a través de una pared, 
entra otra por la pared opuesta con la misma velocidad,, 

De esta manera puede considerarse que las condiciones a la frontera 

periódicas dan lugar a un sistema infinito, formado por celdas idénticas de unos 

cuantos cientos de partículas cada una» 

Cabe aclarar que, la diferencia en los coeficientes del virial entre 

un sistema infinito y un sistema que consiste de número finito de moléculas con con_ 

díciones a la frontera periódicas es del orden de 1/N, para un sistema de unos cuantos 

cientos de moléculas la presión puede calcularse con una precisión del orden del 1%. 

Esto permite estimar en ese porcentaje el límite de exactitud de un experimento de 

si muí ación0 
2.- Con respecto a la segunda limitación tenemos, que no obstante 

que el tiempo que se puede seguir al sistema es muy corto, este es lo suficiente

mente largo como para calcular coeficientes de transporte. 

3.- La tercera limitación se debe a que en el caso de moléculas 

con potenciales de interacción de largo alcance, debido a las condicones de perio

dicidad, dichas moléculas podrían ineractuar con todas las imágenes en celdas com-

putacionales vecinas. 

* (Véase por ejemplo \ en la que se simula una interfase líquido-vapor para 
calcular la tensión superficial o 4 2 donde se fijan las condiciones a la fronte
ra para la simulación computacional de flujos de ímpetu y de energía para calcular 
viscosidad de corte y conductividad térmica 
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Sin embargo, dicha limitación puede superarse en algunos casos introduciendo 
aproximaciones similares a las usadas en teorfas analfticas, por ejemplo se 
puede suponer a veces que las partículas ¡nteractuan a corto alcance de manera 
apropiada, pero las interacciones de largo alcance se sustituyen por un "poten 
cial promedio"» 

k„- La ultima limitación de la simulación numérica de dinámica 
molecular puedesuperarse parcialmente extendiendo el rango de validez de la so 
lucion usando teorías de perturbaciones que extiendan gradualmente la apiica-
bilidad de los resultados a situaciones cada vez mas próximas a la realidad, co 
mo ha sido el caso en teoría de líquidos en equilibrio. 

Antes de continuar es conveniente mencionar otra limitación que 
no hemos tratado, pero que es de suma importancia, esta limitación consiste en 
que la dinámica molecular no nos permite trabajar con sistemas cuánticos debido 
a la naturaleza indeterminista de estos» Sin embargo existen intentos de cálcu
los semicuánticos y este es uno de los temas en que se esperan avances en el fu 
turo» 

APLICACIONES DE D» M. 

La dinámica molecular fue diseñada originalmente en mecánica es
tadística para estudiar fenómenos de relajación y puede usarse para estudiar pro 
piedades de transporte como son: autodi fus ion, viscosidad, conductividad térmica, 
absorción electromagnética, etc. Sin embargo, para estudiar las posibilidades 

(38, 48, 49 ) 
del método las primeras aplicaciones se dedicaron a 
la determinación de propiedades en el equilibrio; como son: presión, potencial 
químico, temperatura, energía interna, capacidad calorífica, etc. 
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Estos cálculospjoneros usaban fuerzas impulsivas (infinitas pero 
"actuando un tiempo cero" para producir cambios instantáneos de ímpetu) deriva
das de los potenciales de esferas duras y pozo cuadrado. Estos potenciales sim
ples jugaron un papel importante para establecer como se aproxima el sistema al 
equilibrio y la dependencia de las propiedades termodinámicas, con el número de 
partículas contenidas en la celda computacional. 

Las funciones de energía libre y de distribución de pares obtenj_ 
das en el caso de un potencial de esferas duras hicieron posible desarrollar la 
teorfa apropiada de perturbaciones en el equilibrio de los líquidos. Ahora que 
estos problemas han sido resuletos para líquidos simples y las computadoras 
son capaces de manejar potenciales continuos eficientemente, el interés en pro
blemas de esferas duras y pozo cuadrado ha disminuido, transfiriéndose a siste
mas de referencia para sustancias de mayor complejidad, como líquidos poliatomj_ 
eos, líquidos poalres y otros, 

El método de dinámica molecular ya ha sido aplicado a fluidos mo_ 
noatomicos y a algunos fluidos poliatómicos como el monoxido de carbono C0, el 
nitrógeno N y el agua H 0, este método esta tratando de desarrollarse para es
tudiar muchos problemas prácticos los cuales pueden comprenderse mejor en mode
los idealizados a través de experimentos computacionales; entre tales sistemas 
podemos mencionar: movimiento de dislocación y flujo plástico en solidos, pro
pagación de grietas, propagación de ondas de choque y daño causado en solidos 
por radiación o 
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APÉNDICE B : 

LOS FUNDAMENTOS DEL ALGORITMO DE LA TRANSFORMADA RÁPIDA 

DE FOURIER. 

La transformada rápida de Fourier FFT es un algoritmo que 
permite calcular la transformada discreta de Fourier mucho mas rápidamente que 
otros algoritmos disponibles, aquf exhibimos un ejemplo sencillo, tomado de 
la referencia ( 27 ), en el que puede apreciarse la razón de su eficiencia. 

Partamos de la transformada discreta de Fourier 

X(n)=J? x0(k)e_2,cín',/Ni n«0,l,...,N-l 
k 

en l a que se ha s u s t i t u i d o por c o n v e n i e n c i a en l a n o t a c i ó n Kt por K y n/NT por n , 

obsérvese que e s t a ecuac ión r e p r e s e n t a e l c á l c u l o de N ecuac iones (una para cada 

n ) . Por e j e m p l o , para n u e s t r o caso p a r t i c u l a r en que H=k s i hacemos w*e~ZKi/H 

tendremos: 

m a t r i c i a l : 

X (o) = X (o) W° + X (1) W° + X (2) W° + X (3) W° 
o o o " 

X (1) = X (o) W° '+ X (1) W1 + Xn (2) W2 + X (3) W3 

o o o <-' 

X (2) = XQ(o) W° + Xo (1) W2 + XQ(2) W* + X Q (3) W6 

X ( 3 ) = X Q (o) W° + X Q (1) W3 + XQ (2) W6 + XQ(3) W9 

Estas ecuac iones pueden r e p r e s e n t a r s e mas f á c i l m e n t e en forma 

W° W° W° W° 

w° w1 w2 w3 

w° w2 uk w6 

w° w3 w6 w9 

AB»1 
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AB.2 

que puede escribirse mas brevemente como: X(n)«wBkx (K) 

Un examen de la ecuación matricial AB.l revela que como W y posiblemente 
X Q(K) son complejos, entonces N multiplicaciones complejas y N(N-l) su
mas complejas se requieren para realizar el cálculo matricial. Siendo la 
efectividad del algoritmo FFT, como veremos, resultado de haber reducido 
este número de operaciones. 

Usando la relación W n k = w( n k m o d N) d o n d e (nk m 5 d u l o N) e s e, 

residuo después de dividir nk por N, (por ejemplo sí N=¿4, n=2 y K=3 enton 
6 2 ees W =W ya que Wnlt = W«= exp[f2rci/4)6]« exp(-3fCiJ * exp(-fCI) 

v exp(-rci)* exp[(-2fCi/4)2]« w8» W{"kmodN) ) * 'a ecuación AB.l se 
puede reescribir como: 

X (o) 
X (1) 
X (2) 
X (3) 

El segundo paso consiste en factorizar la matriz que aparece en esta ecua 
ción de la manera siguiente: 

1 0 W° o\ /XQ(O) 

0 1 0 W0J|X (1) 
2 ° IAB.3 

1 o vr o IJ X Q ( 2 ) 
0 1 0 W ^ / ^ Ü ^ 

El método de factorización está basado en la teorfa del algoritmo FFt, para 
el presente ejemplo basta con observar que la multiplicación de estas dos 
matrices de la matriz cuadrada en AB.2, con la excepción de que los renglones 
1 y 2 han sido intercambiados lo cual ya ha sido tomado en cuenta reescribien 
do el vector columna X(n) intercambiando también en este dichos renglones, lia 
memos a este nuevo vector Y(n), esta factorízación es la clave de la eficien
cia.del algoritmo FFT. 

1 
l 
1 
1 

1 

w1 
w2 
w3 

1 

w2 
w° 
w2 

1 , \ 

w 

w ; w7 

/ X o ( o ) 

Xo O 
1 Xo < 2 ) 

\ \ (3) 

1 
1 
0 
0 

w° 
w2 
0 
0 

0 
0 
1 
1 

0 
0 
w1 
w° 
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Tomando en cuenta que la factortzacion es correcta, salvo 
por el hecho de que los resultados están "revueltos", se puede examinar 
entonces el número de multiplicaciones requeridas para la ecuación. Pe
ro antes construyamos el vector X.. (k) 

X^o) 
X^l) 
X^Z) 

( 
1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

wu 

0 

w2 

0 

0 

w° 
0 

w2 

Xo(o) 
xo(D 
Xo(2) 

de modo que este vector, es igual al producto de las dos matrices a la 
derecha en AB„3o 

Ahora si, hagamos el recuento de las operaciones involucradas 
en el cálculo de X(n) , e_l_elemento X (o) es calculado con una multiplicación 
compleja y una suma compleja (W no se toma como la unidad a manera de desa
rrollar un resultado mas general): xr(0) = x0(0)+W° x0<2 ) 

El elemento X.(l) también se determina por una multiplicación 
y una suma complejas, mientras que solo una suma compleja se requiere para 
calcular X ^ ) ya que W°=-W2 y entonces: x, (2)»X0(0}+W8x0(2 )-x0(0)-W°x0(2 > 
y esta ultima multiplicación compleja ya se realizó al obtener X-(o)# Por el 
mismo razonamiento, X.(3) se calcula con una sola suma compleja y ninguna 
multiplicación. De modo que en total para el cálculo del vector intermedio 
X1 (k) se requieren cuatro sumas complejas y dos multiplicaciones complejas. 

Continuemos completando el cálculo de AB.3'. 
f X2(o) 

x2(D 
r] W 0 0 

i vr o o 
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X,(2) \ ( 0 0 1 W1 I Xj(2) 

x0(3)/ Vo o i w5 / \x,(3) 2 

El término X (0) se determina por una muítiplicaciSn y una suma complejas. 

K.tO-x.íOl+wOx.ll) el elemento X 20) por una suma ya que 
W°=-W2 y por un razonamiento análogo, X2(2) se determina por una suma y 

multiplicaci6n complejas y X2(3) por una sola suma. 

Se requieren para obtener*X(n) por medio de AB.3 un total de 

cuatro multiplicaciones complejas y ocho sumas complejas, mientras que el 

calculo de X(n) usando AB.l emplea dieciseis multiplicaciones complejas y 12 

sumas complejas. Es el proceso de factorizaciSn matricial el que introduce 

ceros en las matrices factorizadas y, como resultado, se reduce el número 

requerido de multiplicaciones por un factor de dos. Como el tiempo de cóm

puto es gobernado ampliamente por el numero requerido de operaciones (prin

cipalmente las multiplicaciones en este caso), se apreciará entonces la ra

zón para la eficiencia del algoritmo FFT. 

Para N*2* el algoritmo FFT es entonces un procedimiento 

para factorizar una matriz de N x N en 3 matrices (cada una de N x N) tal 

que cada una de las matrices factorizadas posee la propiedad especial de mi

nimizar el numero de multiplicaciones y adiciones complejas. Si extendemos 

los resultados del ejemplo anterior observaremos que la FFT requiere N tf/2-4 

multiplicaciones complejas y N**8 sumas complejas, mientras que el método 

directo emplea N2 multiplicaciones complejas y N(N-l) sumas complejas. Si 

asumimos que el tiempo de cómputo es proporcional al numero de multiplica

ciones, entonces el cociente aproximado de tiempo de cómputo del método di

recto al de FFT esta dado por: 
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Ns 2N 

mas del 200 a 1. 
que para N = 102^ = 2 representa una reduccióYi de 

Sin embargo el procedimiento de factor¡zacion matricial intro
duce una discrepancia. Recuérdese que el calculo de AB.3 da X(n) en lugar 
de X(n); este rearreglo es inherente al proceso de factor izacion mismo y 
es un problema menor porque se puede generalizar directamente una técnica 
para reordenar X(n) y obtener X(n), esta consiste primero en reescribir 
X(n) reemplazando el argumento n con sus equivalentes binarios; asf: 

X (o) '\ /X (oo) 
X (2) \ I X (10) 

se convierte en 
X ( 1 ) 

X (3 ) 

. X ( 0 1 ) 

\ X (11) 

X (n) - se transforma en = X (n) 

y si a los argumentos binarios de esta ecuación le son invertidos sus bits 
(i.e. 01 10, 10 01, etc.) entonces: 

'X (oo) \ 

X (10) 
X (01) 
X (11) / 

De esta forma, con este ejemplo sencillo hemos mostrado las caracterfsticas 
mas reeievantes del algoritmo FFT, que lo hacen mas eficiente que el calculo 
tradicional. 
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