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INTRODUCCION  GENERAL

La idea principal de este trabajo, es retomar desde el
punto de vista de la Dindmica Molecular {D.M.) los estudios hechos
por la Dra. Estela Blaisten de Barojas (B-B) en su tesis doctoral(l)

sobre el espectro de absorci8n de impurezas dipolares atrapadas en

gases nobles,

En ella la Dra, Blaisten obtiene el mencionado espectro
de una sola impureza sustitucional en una cadena lineal con condicio
nes a la frontera periddicas® Aplicando para ello, en el marco de
la respuesta lineal, el método de las funciones de Green doblenente

(2)

dependientes del Tiempo lo cual simplifica el trabajo ya que
asT el estudio del espectro infrarrojo se reduce a evaluar fluctua-
ciones temporales del momento dipolar sin importar ya la determina-

(3)

cidn de los estados del sistema

La importancia del trabajo de B-B radica en las siguien

tes razones:

1) Propone- un modelo de interaccidn que permite expli
car ios resultados experimentales.

2) Estudia el problema de N cuerpos éon interaccidn
fuerte entre la cadena y la impureza, Existiendo un
acoplamiento ﬁan intenso entre los modos moleculares
de baja frecuencia y tos modos de la red que estos

no pueden estudiarse por separado. Debido a tal in

oo/
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teraccidn la teorTa de perturbaciones usual no
podrfa utilizarse para el estudio de los movi-
mientos moleculares en presencia de modos de la
red,

3) Predice una l1Tnea espectral en la regibn del in-
frarrojo lejano, correspondiente al modo de 1i-
braci8n molecular (rotacidn constrefiida). La cual
ailin no ha sido detectada dada la regién del espec

tro en que se encuentra localizada,

E1 objetivo que perseguimos aquﬁ:entonces, es el de de
terminar el espectro de absf§ci5n infrarrojo de una molécula dipo~
lar en interaccidn con una cadena infinita, aplicando para ello el
método de la Din3mica Molecular y el modelo propuesto por B-B para

dicho sistema,

AsT, al reproducir de esta forma algunos de sus resulta
dos este programa serd un excelente prototipo, para disefiar un pro-
. . . . .
grama de simulacion numérica con un modelo mas realista que el ac-
tual (un s8lido F.C.C. con una impureza sustitucional e interaccidn
a mas all3 de los primeros vecinos) y ast? estudiar tambi&n otros pro

blemas de sumo inter®s como el de absorcin qufmica,

A tal efecto esta tesis se encuentra estructurada de la

siguiente forma:



En la primera parte se analizan globalmente las
distintas componentes del problema; desde el sistema experi-
mental y su modelo tedrico, pasando por el potencial de in-
teraccibn, las condiciones iniciales y el algoritmo de inte-
gracién. Hasta; como, de los datos proporcionados por la di-
ndmica es posible determinar el espectro de absorcidn de la
impureza.

Para la segunda parte tenemos gque esta se encarga
de‘describir el funcionamiento del programa de simulacidn nu
mérica y las pruebas a las que este ha sido sometido para com-
probar su confiabilidad.

La tercera unidad ha sido dedicada a la presentacidn
de los resultados de la simulacidn, contrastindose con los obte
nidos por la Dra. Blaisten y dado el cardcter de prototipo de
este programa no se ha pretendido comparar dichos resultados
cuantitativamente con la evidencia experimental.

En la Gltima unidad se presentan algunas conclusio-
nes de cardcter general sobre los resultados obtenidos y se men
cionan algunas posibles lineas de investigacidn en las cuales

el programa de simulacidn numérica seria una valiosa ayuda.



la, PARTE,-  DEFINICION DEL PROBLEMA

En esta unidad estudiamos los distintos elementos que
constituyen el problema; como son: el sistema experimental y el
modelo con el cual lo estamos representando, La interacci8n entre
las partfculas dada a travé@s de su potencial, las condiciones ini-
ciales elegidas para reproducir una situacidn especTfica del siste
ma experimental, Las ecuaciones de movimiento que nos corresponde
integrar para obtener la evolucidn del sistema, el algoritmo de in
tegracién empleado y finalmente la conexifn entre las variables mi-
croscbpicas que describen la din8mica del sistema y el espectro de

absorcidn observado experimentalmente,



A,- MODELO DEL SISTEMA FISICO

El sistema que estudiaremos, idealiz8ndolo con un mo=~
delo, es el de una impureza sustitucional de mondxido de carbono
''C0", atrapada en una matriz de gases inertes de Nedn, Argdn,

Kriptén y Xendn,

La impureza ocupa el sitio correspondiente a uno de
los Stomos de la red cristalina y el sistema completo se encuen-

tra a bajas temperaturas ( de 4 a 40 K ),

El sistema red-impureza se prepara experimentalmente ,
(4'%’6 ) a partir de una mezcla de gas inerte (R) y gas molecu-
lar (M) en proporciones R/M = 2000, La mezcla se esparce con una
tasa de depositacidn de 1 a 1000 mmole/h sobre de una ventana de
CgBr mantenida en contacto con un bloque de cobre, todo lo cual se

encuentra en el fondo de un tanque de Dewar, de temperatura varia-

ble, con Helio 1Tquido,

El atrapamiento de moléculas en redes de gases raros

tuvo como primer objetivo la estabilizacién de especies reactivas.

(7a)

Pimentel y sus colaboradores , pudieron estudiar asT el espectro

infrarrojo (IR) de radicales libres y sequir la formaci8dn de uniones

(7b)

de Hidrégeno . Una vez generado el sistema como se indicd en el

parrafo anterior, sus constituyentes dipolares est3n altamente dilui-

salas



dos por lo que se admitTa que estos se encontraban aislados en el
seno de la red de gas raro y no podfan recombinarse, Ademds, la
matriz es inerte y transparente en la regién espectral donde absor-

ben las impurezas atrapadas <.7 de la red,

En el curso de los primeros trabajos se admitid ticita-
mente que la influencia de la red sobre la impureza era débil, si no
despreciable y no fue sino hasta posteriormente que la deteccidn de

( 8)

dichos efectos ''efectos de red'" se hicieron evidentes °

Estos efectos se pusieron en evidencia por comparacién
del espectro de especie estable, tomado sucesivamente en matriz y en
fase gaseosa. Para una matriz dada se pueden encontrar al menos tres
factores que influyen sobre la estructura del espectro: i) el campo
cristalino (efecto estdtico); ii) el acoplamiento con los fonones de
la red (efecto dindmico); 1iii) la temperatura del sistema, Evidente

mente, solo los dos primeros efectos se deben a la red aunque el ter-

cero se encuentra altamente correlacionado con el seguhdo.

En el modelo tedrico que uglizaremos en este trabajo para
caracterizar a nuestro sistema, la red serd representada por una cade
na ideal de dtomos, donde uno de ellos es sustitufdo por una mol&cula
diatdémica cuyo centro de masa "G'" se mueve sobre el eje de la cadena,
La molécula gira librando en el plano de 1a Figura 1 definido por la
cadena y el eje molecular., Adem3s la molécula tambi&n vibra a lo lar-

go de su eje molecular,

ﬂ‘/oﬂ



La importancia del estudio de este sistema se desprende
del hecho de que actualmente se sabe relativamente poco, de las modifica~
ciones que un cristal induce sobre el espectro de vibracidn-rotacidn de
moléculas aisladas en matricesﬁéi)?)y como ya se hacia evidente arriba
quizas al descubrir estas o mecanismos sencillos que nos permitan descri
birlas se pueda algln dTa ''restando' estos efectos del espectro total es
tudiar los mecanismos de reacciones quimicas espectroscopicamente, de
ahT que nos interese obtener el espectro infrarrojo de la impureza atra-

pada en la red cristalina, calculando por el método de Dindmica Molecu-

lar, la evolucidn din3mica de este sistema.

Con este método deseamos comprobar que si los efectos de
la matriz sobre la impureza son lo suficientemente intensos como para re-

ducir la rotaci8n de la mol&cula a una libracidn en torno a una configura
(1,10)

cidn de equilibrio, entonces, de acuerdo con los cflculos de B-B ade-~

2
m8s de obtener la estructura de libracidn~vibracidn experimental el espec=

tro de libraci8n de la impureza se encuentra localizado en la regidn del

infrarrojo lejano,

En 3 dimensiones, en lugar de existir un modo libracional
existiran al menos dos (las p}oyecciones del movimiento de un trompo en
dos planos perpendiculares), dando lugar a una banda de libraci8n, Sin em-
bargo como los diferentes modos libracionales tienen asociadas frecuencias
propias muy cercanas en valor, es poco probable que esta estructufa fina sea

(6,11)

°

observada con la actual resolucidn experimental

na/aoo



Por esta razdn, un analisis de un modelo unidimensional
tiene la ventaja de su relativa simplicidad matem3tica, sin perder el

(1)

punto de vista fTsico de la situacidn real, Ademis de la facilidad

de cdlculo, el trabajar con este modelo unidimensional nos permitird

comparar los resultados de la simulacidn numrica con los resultados ted
. . - €1,10

ricos obtenidos para este modelo por B-B Yy adem8s con este programa

unidimensional serd sencillo optimizar la técnica de simulacidn para lue-

go generalizarla a dos y tres dimensiones, asT como modificar el tipo de

impureza, de red o de interaccidn entre estos y otros elementos que defi-

nen al sistema,

Como ya lo hemos mencionado el sistema consiste de una
cadena lineal de N &tomos de masa M con posiciones X3 e impulsos Pg vy
una mol&cula diatdmica heteronuclear de mesa Mpag® Miy + Mg cuyo centrc
de masa se encuentra localizado en xiﬂ Xg ° Para representar
un sistema formado por:uhn gran niimero de partfculas se establecen condi-
ciones a la frontera periddicas, lo que significa que en la frontera, a
cada lado de la cadena, se repitan los extremos de un sistema id&ntico.
Como solo supondremos interaccidn entre préxincs wecinos y la concentra-
cidn de impurezas es débil, se desprecia la interaccidn de dipolo-dipolo
entre las mol&culas hetero-nucleares (figura 2).

de

La inclusién Yla impureza en la red introduce dos gra-

dos de libertad adicionales, cuando se compara este sistema con una cade-

na de N + 1 Stomos.,

oo/noo
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CARACTERISTICA
MOLECULA | POSICION MOMENTO |77 et
TRANSLACION X; =G Pi= mng‘] Mag= m“{‘fﬁg
ROTACION e A =gt
m, My
VIBRACION r p= M e
RED
TRANSLACION  x, ¥ X; R, = mi, m
‘.
TABLA I ,-

Variables asociadas a los movimientos posibles de las par-
p p
ticulas en el sistema,

{ Ty se refiere a la configuracidn de equi-
librio).
e e e e
. e~ e~ - - - - -\ -~
R R O e e T
—_———— o L DT T

O-O-0=~0-0-0

—— e e ek - e - -
RSN

R0
@) Tt
O.--O"OO-O"O 'O'*'O--.OO_-O
O . . Q.

Q,

b)
FIGURA 2.-

Dos imdgenes que representan las condiciones a 1a
frontera periddicas de nuestro sistema,
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En la tabla | se encuentran las variables asociadas

a cada uno de estos movimientos:

1)

2)

Una vibracidén molecular interna a lo largo del

eje internuclear asociando la distancia a

s
la separacidn entre los Ztomos de la molecular v
p=ur a su momento conjugado.

.

La rotacidn en el plano, caracterizada por el &n
gulo (3] al cual se asocia su momento

conjugado Pg =16

De modo que el movimiento total de la molécula est3

compuesto de una vibracidn interna o vibracidn molecular, una rotacién

forzada o libracidn y una translacién o desplazamiento de su centro de masa.

En el transcurso de nuestro estudio admitiremos las

siguientes aproximaciones, cuyo sentido fisico y 1Tmite de validez discu-

.o

tiremos a continuacidn:

1)

2)

3)

La vibracién interna no esta acoplada directamente

con .los modos de translacidn y de rotacidn de la

molécula, ni con los de translacidén de la cadena,

El centro de masa molecular esta restringido a

desplazamientos a lo largo del eje de la cadena.

Solo se toman en cuenta interacciones entre prdxi-

mos vecinos: 3dtomo~3tomo o 3tomo=molécula.

ool ae
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4}  Supondremos tambi&n que la interaccidn entre la
mol&cula y sus:dos prdximos vecinos es lo suficien
temente fuerte como para reducir la rotacidn de la
mol&cula a una libracidn alrededor de una configura
cidn de equilibrioy, en la cual la mol8cula diatdmica

esta colocada perpendicularmente a la cadena.

La primera aproximacidn hecha en el trabajo de Blaisten=-
Barojas no fue tomada en cuenta en el programa de simulacidn num&rica y
se comprueba que la justificacidn dada por ella es correcta. Esto es, el
desacoplamiento ocurre debido a que la frecuencia de vibracidn interna se
encuentra totalmente por encima de las frecuencias externas de libracidn

y de traslacidn de la red.

La segunda aproximacidn se basa en que el movimiento de
translacidn molecular no sa acopla mas que con los modos longitudinales
de la cadena, debido a que el centro de masa de la mol&cula "G"  ests
colocado en X, (1a abscisa del 3tomo sustituido) y ser§ perturbado

esencialmente por el movimiento de Tos Jtomos vecinos.

En cuanto a la tercera aproximacidn, esta es usual en el
- . 3 - .
cdlculo de fuerzas intermoleculares en los cristales atdmicos y moleculares,
con y sin impurezas, en donde son dominantes las fuerzas de mediano alcan-
L2
[} . . . . .
ce como las de unduccidn y dispersidn. En nuestro caso, las interacciones

posibles entre la molé&cula y los &tomos de la red son del tipo dipolo-dipolo

inducido, dipolo inducido-dipolo inducido y las correspondientes a multipo-

ee/aes
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los superiores y por lo tanto dan origen principalmente al tipo de

13 ).,

fuerzas de induccidn y dispersidn

Y por Gltimo, la cuarta aproximacidn se fundamenta en
que la interaccidn entre la impureza y sus vecinos debe ser tan intensa
que no permiten que esta gire libremente, Aparte de que, debido a su
tamafio, la impureza diatdmica quede bastante apretada por los §tomos de

la red que le rodean, como para rotar libremente (fig. 3).

La validez de esta hipotesis dependerd de la capacidad

que tenga el modelo para reproducir el espectro infrarrojo de la impureza,

FFGURA 3.~ Una representacidn de mondxido de carbono en un sitio susti-

" tucional de argdn s8lido. Ref. (5),

A continuacidn describiremos los potenciales de interac-

cién entre las distintas partTculas del sistema.

oo/ono
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B.- LOS POTENCIALES DE INTERACCION

Como el modo interno de vibracidn esta desacoplado
de los modos externos de rotaci8n y de traslacidén, la energTa poten-

cial total podr3 expresarse como una superposicidn de dos funciones:
Ve v(r) +V2(X‘,.-| » XiH,i o Xj,i-1 ,9)

La funcidn V}(F) representa la energTa potencial in-
terna entre los 3tomos de la mol&cula y depende solo de la separacidn
interatdmica.

La funcidn V2 indica dos tipos de interacciones: el
potencial VR  entre los Stomos vecinos de masa M , los cuales de-
penden de sus distancias relativas xsgq , y la interaccidn VhM entre
la molécula y sus dos vecinos, como funcidn de las distancias de los
. o .. o XY Xy . .
atomos de la impureza a sus prdoximos vecinos y de la orientacion

del eje de la molécula con respecto a la cadena representada por el
Zngulo © . ‘
Para la interaccidn de dos 8tomos cualesquiera de la red

- . 4
se eligid un potencial Lennard-Jones (12-6) @ ):

%’ 4€R ((GR / *"‘.lfz— (O-R /x,,,-,)s)

Donde Ig.;, representa la distancia relativa entre dos
Stomos de la cadena. Las constantes€p ¥ Og la profundidad del pozo de

potencial y la separacidn interatdmica para la cual la energfa potencial

oolas
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es cero se ilustran en la fig. 4, Los valores de estas constantes co-
rrespondientes a cristales de N@ , & . ¥y y Xe han sido obtenidas del
trabajo de PoHac:kcl'5 ) y se encuentr:n tabulados en la tabla i1,

La interaccidn entre ia mol8cula y sus dos vecinos mas

proximos perturba la rotacidn de la s Zcula. Supongamos para fijar ideas

que esta interaccidn puede ser repr-::ntada por una suma de cuatro poten

ciales binarios,

Si los puntos de ac’  :3cidn son los dos 3tomos vecinos de
la impureza y los dos Atomos de la ~isna, un andlisis simple de las fuer=
- - . - - - - -
zas ejercidas sobre el sistema, en z.:e2ncia de energta cintica, muestra
que la molécula se coloca perpendicu's-nente al eje de la cadena. De acuer
do con la segunda aproximacidn que h'-'mos (pag. 11) el centro de masa ©

estd obligado a permanecer sobre la - :-ena Yy entonces el movimiento de

=h

e

libracidn de la impureza (rotacidn rzada) es consecuencia de su interac-

- - - » =
cion con los atomos vecinos en la ca<:na,.

Ast, la rotaci8n 1ib-: alfededor de "G" es frenada por
las fuerzas que ligan a la molécula = 'os dos 3tomos vecinos, establecien
dose un r&gimen oscilatorio de ampliswd reducida, Esta libracidn perturba
entonces los movimientos de sus prdx:uus vecinos, que a 'su vez transmiten
la perturbacidn al movimiento de trar:

acién de “G" . {vease fig., 5).

De modo que el acoplamiento entre la @ ibracidn y la traslacidn es indirecto

y se realiza por medio de las vibraciznes de los Stomos M , las cuales

solo ocurren a lo largo del eje de i: cadena,

eslos



- 16 -

€r/kg | CRr m

RED | ey | (&) | (u.a)

Ne .36.3 2.81 20.183

A 119.3 3.40 39.94

Kr 159.0 3.60 83.803

Xe 228.0 | 3.97 131.3

TABLA 11.~ CONSTANTES CARACTERISTICAS DE LAS REDES CRISTALINAS. {Ref. )

ﬂ\
Vgix,,.)
8,21
<g
A
FIGURA 4.~ EnergfTa potencial intermolecular en funcidn de la separacidn

entre dos 3tomos de la cadenas.

i : s [
| ® i i '
! 1 ' 1 f !
! : HEPQ ) ' '
T T T C 4 x ;I 14 f ¥
X X Xiel i-1 X x

FIGURA 5.~ Un movimiento posible del sistema de una configuracidn de

equilibrio a otra fuera de el,
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Aqui supondremos que la interaccidn entre
la molécula y sus dos &tomos vecinos se construye como super
. s . (16 )
posicidn de cuatro potenciales Lennard-Jones (12-6) dog
de los vatlores de € y o de estos potenciales red
molécula han sido ajustados para reproducir las frecuencias expe
rimentales caracteristicas del espectro de Co en matrices de

U*ga)n u,lﬂ)y Vicendte Hi-

Ne, A, Kr y Xe En los trabajos de B-B
(13) -
nestrosa se han calculado dichas constantes y aparecen en la Ta
bla 11t.
De este modo, la superposicidn de las cuatro
interacciones conduce a un potencial que depende implicitamente

de ta orientacidn del eje molecular con respecto a la cadena.

Este potencial se escribe entonces como:
12 6
MesalXiay, i 2 %11 1) = 2°€ “il (“7 / R)=(T/R) )

Donde la geometria del modelo, esquematizada
en lta Fig. 6 explica el significado de las distancias.
_ Como el modo interno de vibracidn estd desaco-
plado de los modos externos, a bajas temperaturas laenergia poten
cial intermolecular W(r) ° 1a podemos aproximar por la de un osci

lador arménico:

v(r)=(1/2) k ar2

Donde k es la constante de fuerza del resorte
y Aar la deformacidn de la distancia interatdmica a partir de la
situacién de equilibrio en que r=r . Los valores de estas constan

*
tes correspondientes a la impureza de Co son Kk = 18.7x 10 Odinas/cm Y fe *1.1282A
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Tenemos entonces que la energia potencial
total del sistema vendrd dada por:
L1 e 12 ]
Ve/2)kart + 4€nd .chn Ixgp) - (c;./:.,.-.)') +2€ ‘ZI ((o'm,) -to/R) )
e
Dadas las expresiones anteriores para la
interaccidn entre los dtomos de la red y para la interaccidn
entre la impureza y sus préximos vecinos, empleando como uni-
dades reducidas para la distancia y para el potencial Or
y GR respectivamente, ambos potenciales quedarin ex-

resados en dichas unidades por:
* 2_(an
vl -4((1/{,9‘ (m,',_f)
Uﬁﬁsze*((cr*m:)"" -(c*RE )6)

en las que:

Xgat" *aeOR , R&% = Re/Og
€* «€/€r , o o/0y
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€/kg 3
L 3

SISTEMA (*K ) (R)

24 .00 3 .001

29,17 3 .5820

Co - Ne 39.80 3 .e80

44 .60 4.120

i4.80 3.220

_ 16.2 4 3.380

CO A ) 19.60 3.720
24.90 4.201

12.03 3.320

4.7 6 3.720

CO Kr 15.4 8 83.820
is.98 4.020

15. 40 3.480

- 14.28 3.880
CO Xe 19.28 4. 120
21.00 4.299
TABLA Ii1l.- Constantes ajustadas para el potencial L-J (12-6).
(Ref. 13).

- I x“‘l
L l ——J
1
| Xiil ’f‘ Xje1,
FIG. 6.~ Representacidn geométrica de las distancias R,
en el modelo,
R.z-(xu-, P + Ra2- 2Ry (xi,., Jeos®
2.
Rzzt(xl'i_‘ P+ Rg2-2 Rg (X} Jcos®
Ra2e(xjyy i 12+ RaZ=2 Ry (xyy,,; kose
Rqa'(l”| yi )2 + RBZ" 2 RB (XH.'. i Jcos©®
Donde :

Rp *mgfe /mag ¥ Rg =smarc/ mpg
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C)  LAS CONDICIONES INICIALES

a)l Condiciones iniciales de la red,

La red cristalina es generada colocando

. . - . . . - "

&tomos en posiciones que equidistan una distancia g
entre si, de tal forma que el sistema posea una densidad

numérica reducida o a_dimensional que correspon-
N

da a las condiciones que se tratan de simular: PE=(pL/m)0g

En términos del nfimero N de dtomos
y de la deusidad reducida rE » la longitud de la celda
computacional en la que se encontrard la cadena lineal seri:

*= L/Og = N/p¥¥

Las magnitudes de las velocidades iniciales
son asignadas al azar con una distribucidn gaussiana, de tal
modo que a una temperatura T la celeridad cddrdtica media del
sistema VRMS sea tal que se satisfaga el teorema de equiparti

cidn de la energia:

(1/2)KgT={1/2) mVius
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De donde: Vut.\/ KBT/m

con: ka la constante de Boltzmann, T la temperatura vy m
la masa de las partfculas de la red, la direccidn de dichas ve-
locidades es a lo largo del eje de la cadena y su sentido al azar,

Como el sistema completo se encuentra en reposo se debe
cumplir adem8s que la velocidad media del sistema VsOx(l/N)hé v;

'
De tal forma que si al generarse el sistema esta condicidn no
se cumple, a cada partTcula se le resta WN con lo cual se lo-
gra haceria cumplir,

b) Condiciones iniciales de la impureza diat8mica,

El eje de la molécula diatdmica se encuentra inicialmente
en la configuracidn de equilibrio, esto es, perpendicularmente al
eje de la cadena y con una longitud e - Vibrando, rotando y
trasladdndose de manera que su centro de masa est& moviéndose sjiem-
pre a lo largo del eje de la cadena.

La velocidad inicial de traslacifn de la impureza esta
dada por el procedimiento de la seccin anterior, como si su centro
de masa fuera tambi&n un Jtomo de la cadena,

Y las velocidades iniciales de cada 3tomo de la impureza
se eligen de tal forma que la suma de las energfas cin&ticas inicia
les de estos coincida con la suma de la energfa cinética libracio
nal EL* RWL vy la energfa cinética vibracional E = f W determi

: v - \7 -
nadas de los datos experimentales, sumando a este resultaas la velo-
cidad de traslacidn a lo largo de la cadena, del centro de masa mole~
cular, De modo que Ias velocidades iniciales de dichos 3dtomos resul-

tan ser:

VarlR® + X, ,ia/7{1.0+Mu/Mg)) Va=(—rg (My /Mg)+X, , (Fa MA)/(Ma+Mg) )
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Donde:  rao y Tao son las distancias radiales en el equilibrio
del 3tomo A y del Jtomo B de la molécula al centro de ma-
'sa molecular 6=V (2hw)/url es la frecuencia angular clisi-
ca de libracidn, X, es la velocidad del centro de masa
molecular a lo largo del eje x, Fa la correspondiente veloci
dad radial del 3tomo A ° ~M‘/ Y Mg las respectivas

masas de los Stomos de la impureza,

D) LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO

a) Las ecuaciones de movimiento de translacidn de los
&tomos de la red que no son vecinos de la impureza®

A partir de las ecuaciones de potencial podemos calcular la

- .

fuerza Fs"‘l."l) sobre el 3tomo 8 de la red, debida a su préximo ve
cino 8-l :

E v /ax ) X

a=
R (Vo R7O% gt} Xgg-i

Derivando el potencial tenemos entonces que:
£ 10.) (o, M -tog i, 0 )%
A (‘v-,)'“a'en R " %es-1 R %53 (YY)

Por tanto las ecuaciones de movimiento traslacional para los dtomos. de
la red, que no son prdximos vecinos de la impureza quedaran como:

(mO/a8en  d*(xe/Op )/t 37 Huati /08 ((O/xg 2\ 1 ~Opsage, *)
. .

?
Donde 2% significa que la suma solo se realiza entre los préximos
vecinos del Jtomo 8 ; s+l y s=I e
3
P
Si tomamos como unidad reducida de tiempo: 'Cot(mO"?/4aeR)2

Yy a Op como unidad reducida de distancia, la ecuacidn de movimien
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to en unidades reducidas para cada partfcula gquedard como:
- ’ -
d2x ¢/ di%2e 3 (x‘;t; I Gs}*i ) Tl

con: X * =(X/0R),t%*=(1/Te) y(p(x:;*‘)-(l/x:’m)"‘ U/, )8

Esta {@ltima ecuacidn se integra empleando el algoritmo
de Verlet de diferencias finitas, (v8ase seccidn 1.E.}.

b) Las ecuaciones de traslacidn de los atomos de la
red, vecinos préximos de la impureza.

Para los itomos vecinos de la impureza, i-l1 e i+l, toma-
mos en cuenta las tres interaccions posibles, Esto es: el &tomo
i-1 con su préximo vecino i-2 de la red, el Atomo i-1 con el &tomo
A de la impureza y el Stomo i-1 con &tomo B de la mol&cula, lgual
mente para el Atomo i+}, su interaccidn con su prdximo vecino de la
red i+2 y con los Stomos A y B de la impureza,

AsT, si Fith es la componente a lo largo del eje x de

la resultante de estas tres interacciones sobre la partfcula i+l

- - .
la ecuacidn de movimiento resultante ser83: iz"'(m(f;?/486g) dzftp-l /O';:g)/dt2

Donde:

. la impureza ;;:2';:'

X,
Witoit{ 20%5€a| " Rit1,a/ 2 ‘Riny,a’ \Rit;,8’

D . . - . .
X4 es la posicidn de cualquiera de los dos prdximos vecinos de

de la impureza i+l y su 3tomo vecino de la red i+2,

Xtz [7 Or j‘_ 4 7 Or \' + O €am /i Oru j‘_ 1 (Orm \' - It Trm '{‘_ ALY K
O 2 Seg e

2 ‘R, 8

. .- . - 3 -
es la posicidn relativa entre el prdximo vecino

A

’)
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— . - . -

Rit},a es el vector relativo entre el proximo vecino de la
impureza y el §tomo A de la misma.

L

Rﬁq,e es el vector relativo entre el pr6ximo vecino dedla impureza
y el A3tomo B de la misma,
La ecuacidn de movimiento anterior expresada en unidades

reducidas es:

d2x * <& ' k‘

e Pl )+ ';CB,:;;T xha P (RED + 1%, FRE ) 1.2
con: €*~€/ €, , O"=0/q, , las dem3s variables se encuentran en
unidades reducidas de distancia y tiempo y la funcidn ‘? es la

definida en la expresidn 1.1,

Esta dltima ecuacidn es similar a la 1.1, solo que con un
té€rmino mas, pues los dtomos de la red alejados de la molécula solo in-
teractiVan con sus dos Stomos mas prdximos, mientras que como ya mencio
namos los 3tomos cercanos a la impureza tienen tres interacciones posi-

.
bies.

c) Ecuaciones de translacidn para los adtomos de la impureza

Cada 3tomo de la impureza sufre por separado dos interacciones
debidas a cada uno “e los Stomos mas prdximos a esta, aparte de la inter=-
accidn armSnica que se ejercen entre si el &tomo A y el B, s

De modo que tambi&n cada 3tomo de la impureza esta influido por
tres fuerzas y asT los movimientos independientes de los Jtomos A y B ori
ginan la vibracidn, rotacidn vy traslacidn de la mol&cula como un todo,

Tenemos entonces dos 8tomos con dos coordenadas relativas al
centro de masa molecular cada uno, esto daria en total cuatro ecuaciones
de movimiento para la impureza, pero tenemos ademds dos constricciones que

son: i) El centro de masa de 1a molécula "G" solo se traslada a lo largo
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del eje x. ii) La molécula solo vibra a lo largo del eje intermolecu=-
lar,

A consecuencia de ello, solo bastaran dos ecuaciones de
movimiento para describir el movimiento interno de la molécula, pudi
&ndose determinar las posiciones restantes de las ecuaciones de res-
tricciof; asT:

Para el Stomo A encontramos que sus coordenadas de posi-
cidn quedan descritas por:

Mad2xa /7 dt2 = Fo(i41,iA) + Fa{1=1,iA)= kAr{x;a~x;)/ra

Ma d®yia 7 dt2 = Fy (i+1,1A) +F, (I—1,1A Y=KkArly;a/rs)

Y conocidas estas coordenas las restricciones nos dan las coordenadas

para el 3tomo B: (x5, ¥® =—(Ma/Mg)(x%,¥i})

Asimismo la traslaci8.. del centro de masa de la impureza
queda descrito por: (MyHMg) d2x; /d1® = Fx (i 1,1A) =—F, (i—1,iA ) F, (i+1,iB) + F,(i-1,iB)
Sustituyendo las fuerzas indicadas por sus respectivos va-

lores y escribiendo el resultado en unidades reducidas:

a?x % mRe“ * * > _ CawERAY e s
rCT MO [Lfm 70m ) (lexi) + P (RYYORR (x| — g VD

d2 Y.A mnﬁkmylﬁ ¢ AwX2ark, X
W o PMAORE W (R0 + PRV | — 1.3

dix ¥ mge€¥,

A% " Z(Mat Mg) O Efm*/%ﬁi(!*-l.'f-:”'“?(Rfloi’ﬁ)(x,’g-x?_‘,)+\_P(R:‘/O;'ﬁ)(x,—xl’;l)-t- \p(R;/o;ﬁ)(xm—x:*i)

Los conjuntos de ecuaciones diferenciales dados por 1.1,
1.2 y 1.3 se resuelven aplicando el método de la dinjmica molecular,
para ello hay que elaborar las instrucciones que permitirdn a la compu
tadora efectuar dichas integraciones, pero antes de discutirlas dare-

mos una descripcidn de dicho m@todo y analizaremos la forma en que los
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resultados numéricos deberdn ser interpretados para obtener el espectro

de absorcidn infrarrojo de la impureza.

E)  DESCRIPCION DEL METGDO

En t8rminos muy generales, para estudiar un sistema fisico
con el método de la din3mica molecular deben tenerse en cuenta las si-
guientes componentes:

1) La interaccidn entre partfculas

i) Las fronteras del espacio, en que estdn confinadas
dichas partfculas,
1) Las fuerzas externas que actuan sobre las partfculas,

El procedimiento mas sencillo en D.M., (como ocurre en nues-
tro caso) elimina dos de estas componentes y estudia el movimiento de
un sistema aislado en el que las partfculas se encuentran encerradas
en una celda computacional con condfciones a la frontera periddicas
lo cual elimina efectos de supe}ficie al tomar en cuenta sola las in-
teracciones entre particulas y no entre estas y el recipiente o celda
en el que se encuentran. Para sistemas mas complejos, en los que las
dos {iltimas componentes sean indispensables, se puede consultar el ar-
tTculo de revisidn de William-GJ Hoover(]‘g)°

Si las fuerzas entre las particulas son conservativas, en_
tonces el Tmpetu y la energfa son constantes de movimiento. Adem3s
como el nimero de partTculas es constante, la masa del! sistema también

se conserva.,
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En el caso usual las fuerzas son debidas a contribuciones
por pares, de manera que la fuerza sobre una partfcula i es debida a

fa accién de las restantes N-1 particulas del sistema:

-
Fi =-Vi EQ(I’,])
i
Una vez postulada la expresidn para el potencial de inter
accidn ¢(ﬁﬂ se dan las posiciones y velocidades iniciales de
cada partfcula (i.e. se inicializa el sistema como ya lo hicimos an

teriormente), Para cada instante de tiempo posterior al inicial,

las trayectorias de las particulas se generan resolviendo sus res-

2=
. X - = aer;
pectivas ecuaciones de movimiento: Fy= '“id_"z'

Para lo cual existen al menos cinco métodos diferentes cu-

(20 ,21,22 ,23 ,24 )

ya aproximacidn numérica es equivalente

AquT usaremos el algoritmo de integracidn mas sencillo;

(20

desarrollado por Verlet y basado en el método de diferencias fi

nitas a partir de los siguientes desarrollos de Taylor de fi(?'i'At}y

T (t-At : - - a -
! ’ ! r (f‘l"Af)'l’i (f)+ri {t)at +F‘(” Atz/2rni+d(dt3)

Tot-ANeT; (N-T; (NAL+Fi(1) 8tT2m,- &(arP)
Sumando ambos desarrollos y‘deSpEjandb 7§(Q+At) obtenemos:
- - - -
ri (t+80=2r(1)-r; (1-80 +F; (1)812/m; + /(A1) b
Que como puede observarse es un algoritmo de integracidn, un orden
de magnitud mas aproximado que aquel del desarrolio de Taylor de
?i(fi'At) de la antepenidiltima ecuacidn,
De este modo, usando el algoritmo de Verlet nuestras ecua-

ciones de movimiento quedan como:

Filte m (7, (1+81)-2T; (1) +7,(1-81) ) /412
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Lo cual quiere decir que si mantenemos un registro de
las coordenadas 'ﬁ en el tiempo t (para las cuales se puede
calcular ?;(t) ) v en el instante anterior t~8¢ , entonces, usan
do la ecuacidn 1.4, pueden calcularse las nuevas coordenadas para el
instante t+81 .

E1 intervalo de tiempo At (también 1lamado paso
de integracidn) debe elegirse lo suficientemente largo como para que
la trayectorta de la partTcula, recorrida en el tiempo de cdmputo dis
ponible proporcione informacidn significativa. Sin embargo At debe-
rd ser lo suficientemente corto como para que la ecuacidn de diferen-
cias finitas en que se transforme la ecuacidn diferencial no falle en
ta conservacidn de energTa y sea entonces una mala aproximacidn a la
ecuacidn de movimiento,

El equilibrio entre estos dos criterios contradictorios se
establece generalmente en forma empirica. En un gas diluido A' de=
berd ser lo suficientemente pequefio, para que una sola colisidn (de!
orden de un picosegundo 10-125, a la temperatura ambiente) transcu-
rra en varios pasos de integracidn,

Para un fluido denso o para un sdlido, 4t deber3d ele-
girse de modo que un perTodo vibracional tTpico sea, por ejemplo, del
orden de 10 intervalos de tiempo, para el caso presente At fue del

orden de 10717

S.

El ndmero de pasos de tiempo, es decir de configuraciones,
esta limitado por los ciclos de tiempo de las computadoras usadas y
esencialmente depende de la rapidez de la computadora, de las facilida

des del sistema periférico y obviamente de! tiempo de cdmputo disponi=

ble,
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Una estadistica razonable implica, al menos, c3lculos del orden de miles
de configuraciones. Algunas argumentaciones a favor de la D.M. se en~

cuentran en el apéndice,

Una vez que las trayectorTas han sido construidas, el pro-
blema de D.M. ha sido resuelto. Lo que resta por hacer es interpretar
los datos (posiciones, velocidades y fuerzas para cada partTcula en ca
da configuracién) y decidir que variables o promedios representan me-

jor los resultados,

En muestro caso estamos interesados en determinar el es-
pectro de ab_sorciGn de la impureza a partir de sus coordenadas para
To cual necesitamos encontrar expresiones que relacionen ambas canti-

dades, lo que haremos a continuacidn.
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F)  EL ESPECTRO DE ABSORCION

De acuerdo con el formalismo de la teorfa de la respuesta

(2,253)

lineal el espectro de absorcidén de un sistema con momento

- vendo - PR -
dipolar total M ,\%e le coloca en un campo eléctrico En=Eale™ +47W1 )

es: ]
~luite o2 =
l(w)-(l/Zﬂ)j dte (M(O)'M(I))o 1.5
-0
Es decir que el espectro de absorcidn de un sistema con
momento dipolar total M estd dado por la transformada de Fourier

de la funcidn de Autocorrelacidn del momento dipolar en el equilibrio

termodindmico, en ausencia del campo de perturbacidn,

Como la impureza es una molécula diatdmica heteronuclear,
. ‘a

posee un momento dipolar elé&ctrico permanente Me que depende de la
coordenada interna ¥ de la moiécula. Por estar atrapada esta mo-
- . . - - - - - ;u
18cula en la red cristalina, su distribucidon de carga interact. - con
las distribuciones de carga de los 3tomos vecinos, lo cual da lugar .
a momentos inducidos en la mol&cula y en los dtomos vecinos de modo

e ﬂ- ﬁo(r)‘i‘ﬁmo(e,l“l“qv‘|-|)‘

Como solo nos interesa el espectro de la impureza, dado
que la contribuci8n del momento inducido ante el momento permanente de
la molécula se puede despreciar ante-—este-Gitimosas’, el momento dipo

lar instantaneo ser3 b3sicamente: thuo(r)



- 31 -

Este momento dipolar lo podd os descomponer en dos partes,
una paralela y otra perpendicular al eje de la cadena. Tomando IMell= Mo
dicha des;ompoéiciSn queda como:

Mxpns Melr) cos (/2 +8 6) =~ M e(r)sinae
MYimp =Melr} sin( 11/2+ 868 ) = Me(r) cos A6

Desarrollando en serie de Taylor la parte radial en ambas
expresiones, suponiendo que el momento dipolar varia linealmente con

ar y desarrollando en serie de potencias las funciones trigo-

nométricas, resulta (despreciando t&rminos de orden superior):

M x5 A8 (Mo (re) +(2 M./a rledr )k

Myimp=Me{re) + (3 Me/d r e Ar ‘

Sustituyendo este resultado en la ecuacidn 1.5 se obtiene que:

L jwr=tsas )j”d: .““"((un Mx()) -+ { MyMy(t) ))

y realizando los <cdlculos

-«
g.;w)sm.'/z«? 5 dt 6700088, ) +(MErem) (" dr ¢ (n0,8r 46187, ) +

HMP2n) 5«" “aroany +

(MM s241) ( 5 d-u‘“"(aﬂobe.br.) + S:u'“"'(w.m.aa ')>
Donde: M= (2 Me/pr e y Mes= H.(r;) °

El Gltimo término entre par@ntesis se cancela pues se es-—
t3 considerando que el ma Imiento de vibracidn es independiente del

de rotacidn,
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De este modo, identificando la variable de como una
cantidad asociada a la libracidn de 1la impureza, ar a la vi~
bracidn y Ardd a la co mbinacidn de ambos mavimientos, se

observa que el espectro infrarrojo de la molécula, esta formado por

las siguientes tres contribuciones: lh‘;UJ)t JL(UJ’ i, (W) + ILVfLU)

I =(m &/ 211) | dt é*'Y%pe.8,)
En la que:

hW)=(M Z 241 )‘S e arean)
Q0

Lv(w)-m,@z«)j%u“(m. Bre 86,4 1.7
-

Puesto que como resultado de la simulacidn numérica del
sistema podemos conocer Aef , ar, y por tanto ar, 46, ,
entonces podemos conocer la dependencia funcional de estas cantida-
des con el tiempo y adem3s la transformada de‘fburier de su funcidn
de correlacién en el equilibrio térmico serd proporc}onal al espectro

correspondiente a la impureza.
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CONCLUSTONES DE LA PRIMERA PARTE :

En este capttulo, a partir de algumas aproximaciones con
sentido fisico y utilidad pr8ctica para los cidlculos, hemos llegado
a un modelo simplificado con los razgos fundamentales del sistema

real.

Tarbié&n hemos construido para este modelo las ecuaciones
de movimiento del sistema y hemos obtenido finalmente las expresiones
a partir de las cuales conociendo la evolucidn ﬁemporal de las varia-
bles dindmicas del sistema es posible determinar las distintas con-
tribuciones al espectro de la impureza dipclar, relacionando as¥ con
la Dindmica Molecular las variables microscépicas del sistema con

nuestra observable macrosc8pica,

En el prdéximo capTtulo se ampliaran algunos detalles sobre
el programa de simulacién numérica de la cadena con su impureza di-

polar
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2a. PARTE.- EL PROGRAMA DE SIMULACION NUMERICA

En esta unidad, considerando inrecesario dar una ex-
plicacién detallada de las instrucciones nos limitaremos Gnica-
mente a mencionar la funcidn que realizan en conjunto las dis-

tintas partes del programa.

Mencionaremos tambié&n las pruebas que se realizaron
para estimar el error numérico acarreado, y finalmente tratare-
mos las conclusiones del estudio de la réversibilidad temporal
del algoritmo para utilizarla de ser posible como una prueba

mas del programa de simulacidén numérica.
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A.~ EL PROGRAA Y SUS PRUEBAS

a) E1 programa de Simulacidn:
Para obtener el espectro asociado a la impureza, valién-
donos de la HP-3000 del centro de c8mputo. de la UAM-1, fue necesario.

disefiar y correr para cada sistema tres versiones semejantes al progra

ma de simulacidn prototipo cuyo diagrama de blogues aparece en la figura
7
Esto se hizo necesario debido a que, dejar evolucionar al
sistema con 101 partfculas en una sola corrida tas 302k iteraciones
( IO—]%S de tiempo real) le hubiera llevado a 1a HP de 30 minutos a
.
1 hora y 30 minutos seglin estuviera cargada de trabajo.
Estas versiones del programa de simulacién estdn estruc-
turadas de tal forma que; la primera sirve para inicializar el siste-
ma, seguir su evolucidn hasta una iteracidn mixima (mil o mas iteracio
nes) y guardar las configuraciones finales del sistema, como datos ini-
ciales para la siguiente versidon la cual parte de estas configuraciocnes
y genera la evolucidn del sistema hasta que este se encuentra en el
equilibrio térmico con cierta aproximacién (dos mil iteraciones o ma§)
Finalmente la tercera versidn parte de la configuracidn final obtenida
con la versidn anterior y evoluciona al sistema 1024 iteraciones mas,
guardando los datos de vibracidn y rotacidn que se requieren para de-
terminar el espectro de absorcidn de la impureza graficando adem3s los

valores de temperatura y energia total del sistema,
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FIG. 7.- DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA DE DINAMIRA MOLECULAR
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- La lentitud de la HP-3000 para cbtemer los resultados, nos
convencid de adaptar entonces el programa a la CYBER-CDC5500, en ia que
el tiempo para las 3024 iteraciones con 101 partieculas se redujo a casi
cinco minutos de procesamiento, casi independieniemente de la carga de
trabajo a que esta miquina se encuentre sometida, por I@ que para esta
m3quina se disefid una cuarta versidn que conjuntaa las tres versicones
de HP en una sola, Esto permjtiS posteriormente duplicar el ndmero de
partifculas y obtener evoluciones mas largas de cada sistema (10192 ite-~
raciones en un tiempo de procesamiento de media hora),

Como se aprecia en la figura 7 el programa prototipo es-
t38 constituido por el conjunto de instrucciones fen FORTRAN 1V) que
nos permitirdn resolver nuestro problema de D.M, de acuerdo a como lo
estudiamos en la parte 1.E,
rEstas instrucciones estdn divididas en cuatro grupos prin-
cipales de acuerdo con el diagrama de‘bloques: 7
a) Instrucciones del Programa Primcipal:
Estas inicializan el sistema, generan las posiciones
de los &Stomos en la cadena para la primera configura-
cidn de acuerdo a la densidad lineal de este. Las ve -
locidades iniciales se asignam al azar con distribu-
cidn gaussiana y de acuerdo a fa temperatura que se
BLOQUE 1 desee reproducir, También se dan aqul, las posiciones
y velocidades iniciales de los dtomos de la impureza.
Después de inicializado el sistema se dan aquf las tia
madas a las subrutinas necesarias y en el orden reque-
rido para determinar la evolucidn del sistema a partir

de las condiciones iniciales ¥y a definidas.
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Instrucciones de la subrutina ALPHA

Son las que permiten elaborar la tabla de primeros
vecinos de cada dtomo; incluyendo las condicioges de
periodicidad esto es que los primeros vecinos del
dtomo N+1 son el Ny el 1y los primeros vecinos

del 3tomo 1 son el N+l y el 2,

Instrucciones de la subrutina CALPO

Sirven para calcular el potencial y la fuerza sobre
cada partfcula del sistema debidos a sus primeros ve-
cinos, Incluye también las instrucciones que determi=-
nan la intera~cidn entre la impureza y sus primeros

vecinos.

Instrucciones de la subrutina INIT

Una vez calculados el potencial y la fuerza sobre cada
partfcula en el Bloque 111, el Bloque iV usa esta infor
macidn para inteygrar las ecuaciones de movimiento y asf
obtener las nuevas posiciones y velocidades del sistem;.
Estos datos se requieren para volver a calcular el po-
tencial y la fuerza entre todas las partfculas en la si-
guiente configuracidn, para integrar una vez mas las ecua
ciones de movimiento si afin no se trata del Jdltimo paso de
integracidn y asT sucesivamente,

Adem3s entre estas instrucciones se encuentran tambi&n las
que se encargan de calcular la temperatura y la energfa

-

total de cada configuracidn,
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b) La transformada rapida de Fourier,

Como conclufamos al finalizar el capftulo F de la primera
parte; para determinar los distintos elementos que constituyen al es-
pectro de absorcidn de la impureza, es necesario obtener la transfor-

mada de Fourier de la funcidn de autocorrelacidn de la amplitud vibra-

cional Moy de la funcidn de autocorrelacidn de la amplitud

rotacional Qe.00,) y de {080.8% 80181, ) °
Para hacer el cilculo de la transformada, se emplea el al-

(26 ’27), usando

goritmo de la transformada r3pida de Fourier --FFT#*--
los datos O@ , ar Y ArAQ obtenidos en el programa
de simulacidn numérica;
Este algoritmo (cuyo diagrama de blogues aparece en la fig.
8), es una forma muy eficiente para obtener transformadas discretas de
Fourier, oues reduce el nidmero de operaciones involucradas del c3lculo tra
dicional de manera considerable (para una transformada de N puntos, se re-
quieren N2 multiplicaciones y ﬁ (N-1) sumas mientras que para la FFT se
. . E-(log N) R . -
requieren Gnicamente 2 2 multiplicaciones y N logZN sumas, véase
Fige 9)s El apéndice B muestra para un caso sencillo como es que esto
ocurre,
De tal forma éue la FFT, para una transformada de 1024

puntos se realiza en un tiempo 200 veces menor que con el c3lculo tra-

dicional,

* De sus siglas en inglés "FAST FOURIER TRANSFORM!,
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Sin embargo este solo hecho no hubiera sido suficiente
para optimizar el tiempo de procesamiento necesario para obtener los
resultados, ya que el cd3lculo de las funciones de autocorrelacidn re-

quiere el mismo ndmero de operaciones que involucra una transformada
de Fourier por el cdlculo tradicional, (para una correlacidn de N=102h
esto implica un total de 2,096,128 operaciones),

iPero por qué no aprovechar que podemos calcular transfor
madas de Fourier con menos operaciones para encontrar las autocorrelacio
nes?

En realidad para el problema lo que nos interesa no son
las autocorrelaciones sino las transformadas de Fourier de estas, La idea
entonces es calcular la transformada de Fourier de las funciones de au-

tocorrelacidn sin tener que calcularlias, lo cual si es posible como lo
demuestra el siguiente razonamiento:
Sea 2(t) la funcidn de correlacidn: Z(N) -SQX(‘C)MI—HZ) at

-00
Su transformada de Fourier ser3 entonces:

© w0
S“ z(1) €-iwt 41 -S (S X{T ) h(t-+T) dT ) S-iwt ar
-0 -0 -0

o suponiendo que el orden de integracidn puede intercambiarse:

00 Q0
Z(w) = S X(T) (S h(1+T)C-iwtgy )ac
-Q0

-0
haciendo C=t+T y reescribiendo el t&rmino entre paréntesis
como: 0 © :
S h(0)E-WOT) 4o~ -e-MCS‘ MOIE-WOyT = CWTH(w)
—00 . &=00 ’ .

0
X(T)IC T y(w)dT

Entonces Z (-v) se convierte en:
Z(w) =
-0

¢

=Hiw) ( Riw) +1 1w) )

00 (- <]
-H(w)(S X(C) cos(wT)dT + IS X{T)sin(wT)dT )
. -0 -Q0
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Por otra parte la transformada de Fourier de X{T) estd dada
por: ® -iWT

X(w)= X(T)Q~"MWCaT = Rlw)—1 t(w)

. fe 2]

De tal forma que de la ecuacién 2.1 y el resultado anterior obtenermos:

Z(w) = Hw)X¥(w)

si'x{t) y h{t) son la misma funcidn como ocurre en nuestro caso:

Z(w) = X(w)IXH(w)= [ X(w) |2

Para obtener la transformada de Fourier de ia funcidn
de autocorrelacidn de x(t), basta entonces con calcular la magnitud de
la transformada de Fourier de X(wW) . Lo cual nos ahorra una gran canti-
dad de operaciones,
‘ Asf s@ completa el ciclo de obtencidn de datos para cada
sistema: el programa de simulacidn numérica provee la informacidn que
una vez analizada por el programa de la FFT se convierte .en el espectro

de absorcidén de la impureza dipoiar en su interaccidn con la cadena cris

talina.



L.ee los datos x(n)
correspondlientes a lo
seria de tiempo cuya T,
de F ¢as2omos.

Fig. 8.~

Fig. 9.- COMPARACION DE LAS MULTIPLICACIONES REQUERIDAS POR CALCULO D|-
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si

Inicializa contadores
y dstermina los volo-
res de loa T.deF on de-
sorden,

Agrega [os ceros nece-

sarics pceraque N lo  p—d
$00a.
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de la transformada

medignte la transposi-
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DIAGRAMA) DE BLOQUES DEL PROGRAMA DE LA TRANSFORMADA RAPIDA.
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c) Pruebas del Programa

Antes de empezar a explotar el programa y obtener los
~-

respectivos egpectros de la impureza atrapada en la red; es necesario
cerciorarnos de que la solucidn numérica de las ecuaciones de movimien-

to sea correcta (hasta un cierto orden de precisidn claro estd) y de
que el nlimero de particulas de la cadena es suficientemente grande como
para representar correctamente al modelo que hemos transformado en un
conjunto de instrucciones de computadora,

De acuerdo con el capftulo 1.E, el intérvalo deintegra-
cién de las ecuaciones de movimiento At debe establecerse de manera emgi

rica.

Esto {ltimo se realiza localizando el Af Sptimo para el
cual el error numérico en las constantes del sistema (energfa total, Tm-
petu total) es considerablemente pequefio y ademds que sea tal que con

ese At sea uno capaz de seguir la evolucién dél sistema un tiempo
real suficiente para determinar sus variables macroscdpicas de interés,
que en nuestro caso son los distintos elementos de que se comporne el es-
pectro de absorcidn de la impureza,
Siguiendo las especificaicones de esa seccién para un s&-
lido At deberd elegirse de modo que un periodo vibracional tipico sea,
por ejemplo, del orden de 10 intervalos de tiempo., Comprobamos con distin-
tos intervalos de integracidn que en efecto esta era u;a buena eleccidn vy
que inclusive, sin alargar demasiado el tiempo de procesamiento, para una
mejor precisidn del programa podiamos elegir un paso de integracidén At
tal que una vibracién completa de la impureza (que es el movimiento m3s

rdpido que ocurre en el sistema) ocurriera en veinte iteraciones,



Al elegir el paso de integracidn de esta manera tenemos una gran preci-
sién en la integracidn de las ccuaciones de movimiento traslacional de
la cadena y rotacional de la impureza, atin mucho mayor que para la vi-
bracidén de la impureza pues las frecuencias de los primeros movimientos
son casi 100 veces menores que esta Gltima,

Para comprobar la precisidn con que se realiza la inte-
gracién de las ecuaciones de movimiento, para cada iteracidn se obtuvo
ta- energia total del sistema la cual conserva su valor dentro de un in-
térvalo de un 1% en 3024 iteraciones. Lo cual indica un error medio en

las ecuaciones de movimiento por iteracidn y por partfcula del 3x10_6%
siendo obviamente el error mas grande en las ecuaciones de movimiento para
la impureza,

La conservacidn del impetd total a diferencia de la ener-

gfa total, se impone restando a cada iteracidn la velocidad del centro

de masa del siste&a a cada partfcula de este, para tener as? siempre un

sistema en reposo,

En cuanto al ndmero N de partfculas del sistema, sabemos

de la teorTa de fluctuaciones en M&canica Estadfstica, que las fluctua~-
ciones en ei equilibrio de variables termodinamicas respecto del promedio
P . -1/2

como por ejemplo de la temperatura ser§ proporcionales a N .

Pudimos verificar esto Gltimo variando el ndmero de parti-

culas del sistema de forma tal que para 51 partfculas encontramos fluc-
tuaciones del 15% en la temperatura, del 10% para 101 particulas, para sié?

temas de 151 partfculas de un 7% y de un 5% para sistemas de 201 particulas,
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R

Por el momento no nos interesa tener exactamente definida

la temperatura sino controlar que sus fluctuaciones respecto del prome-

dio no excedan de cierto porcentaje (digamos el 5%) asT con un nidmero
m ayor varie=

suficientemente pequefio de &tomos podremos analizar una

dad de sistemas con el mismo tiempo de procesamiento, lo cual considero fz
&

que en nuestro c¢aso es mas importante que si tuvieramos un nimero mucho i
o

mayor de &tomos y solo analizaramos unos cuantos sistemas. i
%

De este modo es como hemos elegido el nlmero departiculas
del sistema igual a 201 partfculas ( 200 de la cadena mas la impureza) .

Una prueba mas que trataremos por separado en la siguiente

seccidn es la de Reversibilidad Temporal,
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B,- LA REVERSIBILIDAD TEMPORAL

£1 método de D, M. es un método cldsico en el sentido en
que se usa las ecuaciones de movimiento de Newton para encontrar la
evolucidn dindmica del sistema a partir de su integracién numérica. Por
ser estas ecuaciones de segundo orden en el tiempo, sus soluciones son
invariantes ante reflexiones en el tiempo o sea ante el cambio de t por -t,
lsatisfard esta condicidn nuestro algoritmo de Verlet; esto es: las solu-
ciones numéricas a nuestras ecuacioneé de movimiento
Fiite m (7 (1480)-27 (D) +T; (=800 ) 7812
son invariantes ante el cambio de t por;t?g
A diferencia de las soluciones analfticas que valen para todo
t, las soluciones numéricas se construyen hasta 1legar a un t especifico y
por esta raz8n no podcmos hacer en estas la sustitucidn directa de t po-t aun
que como puede oBservarse en la ecuacidn anterior, (que es la 2a. Ley de
Newton en su forma de ecuacidn de diferencias finftas en que se convierte al
sustitui¥ el algoritmo de Verlet), esta también. es de segundo orden en At
y no se verd afectada por el camhio de At por -4t .
A partir de este hecho podemos disefiar una prueba mas dela
precisidn del algoritmo la cual consistirfa en dejar evolucionar el sistema
desde una configuracidn inicial hasta alguna configuracidn final y de aquf
reconstruir la evo]uciSn en sentido inverso hasta que como configuracign
final recuperemos la configuracidn inicial.
Es claro gue entonces una comparacién entre la configuracidn
inicial “Inicial' y la configuracién inicial "final' nos permitird estable

cer desde otro punto de vista la precisidn del experimento,
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Seglin lo anterior no bastarfa entonces con sustituijr
4ot por  ~At pues siendo reversible; el algoritmo no se entera
de dicho cambio y continuariamos su evolucidn hacia adelante en el tiempo
justo al contrario de lo que deseamos hacer, que es regresar a la confi-
guracidén inicial,

Revisemos entonces con mas cuidado el algoritmo de Verlet:
- - - -
ri (t+At)=2r(1)-T, (t-41) +F, (1)812/m; + &/(A19) ~ 1.4

Primeramente es necesario observar que para empezar a estu-

diar la evolucidn del sistema con este algoritmo, no basta con la confi-

guracidn inicial, sino que son necesarias dos configuraciones inidales;

la anterior r;{t-At) vy la actual ri(t) ara generar las siguientes,
i i P g
No obstante en la seccidn 1.C hablamos de las condiciones para

la configuracion inicial, esta configuracidn inical corresponderfa a Fi(t-At)

la configuracidn siquiente ri(t) no puede ser generada cop el algorit
mo de Verlet por lo que es generada con el desafro}lo en serie de Taylor,
aunque con una aproximacidn menor de la que el primer algoritmo nos darfa.
Asi es como obtenemos las dos configuraciones iniciales requeridas y de aquft
en adelante las siguientes configuraciones pueden obtenerse ya de 1.4

Si en la solucidn analftica intentamos regresar de una confi-
guracién final a una inicial, tomando te=o lo que haremos serd invertir el
sentido de las velocidades de 1la configuracidn final, lo cual nos llevar3 a

la configuracidn inicial para t=tg (v8ase fig. 10 para un caso sencillo).
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Como puede apreciarse en 1.4 invertir el signo de las
velocidades al llegar a la configuracidn final no tendrd el mismo re-
sultado que para la solucidn analTtica, de hecho como para el cdlculo

de las posiciones el algoritmo de Verlet no requiere de las velocidades,
al hacer esto, el programa continuard la evolucidn hacia adelante en lu-
gar de regresar como debiera ocurrir, luego entonces la regresidn a la
configuracidn inicial requiere modificar el programa prototipo de D.M.
para que podamos hacer la comparacién que nos interesa,

De modo que el primer camino que se ocurre para hacer la
regresidn a la configuracidn inicial es semejante a la forma en que inicia-
lizamos la corrida, esto es: tomamos la configuracidn final como la anterior
ri(t-4at) y con el algoritmo de Taylor para r;(t-at) determinamos la
configuracidn actual ri{f)  con lo cual ya es posible continuar la inte=
gracién de las ecuaciones de moyimiento con el algoritmo de Verlet,

Sin embargo, pudimos constatar a posteriori que el cambiar
de algoritmos (del de Verlet al de Taylor), aunque solo sea en una intera-
cidn, para despuds continuar dnicamente con el de Verlet; nos lleva de una
trayectorfa del espacio fase (la de ida) a otra (la de regreso'') cuyc punto

final casi coincide con el de la primera, pero cuyos puntos iniciales no ne-
cesariamente son iguales, es mas ni siquiera tienen por'que estar cercanos
uno del otro (fig. lia ).

De hecho algo semejante estd ocurriendo en el recorrido de
ida, Al emplear el algoritmo de Taylor para obtener la segunda configuracidn
inicial, debido a su menor preci5i6n esto nos hace ”sgltar” de la trayecto-

rifa que tendrd el sistema en el recorrido de ida con las condiciones inicia

les dadas; a otra muy cercana a este, pero que en efecto no es la correcta
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(fig. 11.b). Sin embargo, como la estructura del espectro no depende de

las condiciones iniciales, esto no tiene consecuencias sobre los demis

cilculos,

Luego entonces lo mas adecuado para hacer la regresidn, !
es no cambiar el algoritmo al iniciar el regreso, para ello serd enton
ces necesario guardar las {ltimas dos configuraciones finales en el reco
rrido de ida y tomarlas adecuadamente como nuestras dos configuraciones
iniciales en el recorrido de regreso, una comparacidn entre estas dos

formas de proceder para la regresidn (con el algoritmo de Taylor y sin

ev
el) aparecerla figura 12,

- aiture t:2.58 t=1.0s Y altura
(m) ?‘.‘<’.é.°“.'.‘-‘--“.£ 7V=0 m/s vaO m/s ;  tz1.58 ~ (m)
oT é v:+.5 :n/s t hd vz~ Bm/s & 30
: : H :

27 ¢+ t=1.5s L, 3.6 $20.08 i 122.08 g Leor
va+i0m/s ? vz—{Om/s ve+i0m/s v=—l0Om/s iy

24 ¢ . 424
. Para este caso la ecuacidn Kientros que la expresidn ang :

i s a -

21 +. 121.08 de movimiento de lda es: Itica para el regreso es: 2.5 _i:y’ 21
vetim/s va—-iSm/s i

18 y yl{t)=25t- 5¢2 y( t }=26.25+ 101-512 v 1.s

154+ - El sistemo se ha dejado evolucionar hasta qQue glcanza una +is
A configuracidn final a partir de o cual, invirtiendo el sentido }'l

de la vealocidad se regresa al sistema a su configuracidn inicial. % 42
12 r t20.53 X t=3 .08 jos
va+20m/8 Las posiciones, tiempos y valocidacas del recorrido ds regraso, ye—20m/s I

9 corresponden al de ida, pues se han tomado las soluciones ana- 19
Itticus pora determincrias ;sin embargo si se calcularan con un .
.

64+ ° algoritmo numérico debido al error acorreado,las configuracio - . 4+ 8
nes dal regreso diferiran cada vez mas de las cantidadss del

3+ i recorrido de ida. 103
e

120,08 tx3.89 (,ZQ Y o

ol va4-29m/s ' ve-25ms ¢ L

Fig. 10.- RECORRIDOS DE IDA Y VUELTA PARA UNA PARTICULA EN TIRO VERTICAL
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recorrido de retorno

2
A

Cambio de
diferencia de recorridos Algoritmo

recorrido d@ ida para fa partfcuia

(a)

Fig. 11.- EFECTOS DEL CAMBIO DE ALGORITMO PARA SEGUIR LA EVOLUCION DEL
DEL SISTEMA. a) EL RECORRIDO DE REGRESO NO COINCIDE CON EL DE

IDA. b) EL RECORRIDO DE IDA NO ES EL QUE SE ESPERARIA PARA LAS

CONDICIONES INICIALES DADAS,

trayectoria real m——d
- "7

- -

- S -
- ‘}‘ﬁ---"

Camblo de -
Algoritmo trayectoria calcuiada
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Arec(S) : Taylor-Verlet arec(%) : Vertet
ITERACION
Impureza Sistema impureza Sistema
Configuracidn Final {C.F)
C.F.—-100 — ] -3 _4 5
1.6 x1071.3 x 10 2.0 x 10 9.0 x10
c.F-200 | _____ | o | oo -
C.F.-300
1.8 x1091.4 x 16°]4.0 x 15%]2 54
C.E-400 . x . X L0 x 10 2.0 x 10
C.F-500 |} e} e T DU
C.F-600 2.1 x 18 1.5 x18] 7.0 %107} 2.6 x13°
C.F-700 ————— ————— ) e} -
C.F—1000 2.4 x 10° 1.6 x 18°|1.2 x 187 |4.6 x 10°
C.F- 1200 b5 x 100 .8 x 10°|1.4 x 15° 5.4 x 158¢
C.F=1400 b o »x 15> fi.g x 10°}1.7 x 16° 6.3 x 107
C.F.—1800 b.o % 1079 1.9x 1074 1.8x 15°}7.1 x 15
C.F.- 1800 5.1 x 10° p.0 x 10° |2.0 x 16° {8.0 = 16°
. . . =3 =3 =3 -4
Configuracidn Inicial 3.4 x 107 2.1 x 107 |2.3 x 107 19.0 x 10

Donde la diferencia de recorridos Arec estd definida por:

Arec = | Xida = Xregreso | x 100
Xida

Para lo Impureze se han promediado los Arec's del cenfro de masa y de sus dos dtomos.
Para el sistema so ha promediado sobre las 200 partfculas que constifuyen la cadena.
Fig. 12.- . UNA COMPARACION ENTRE LAS DIFERENCIAS DE RECORRIDOS DE IDA
Y VUELTA EN LA "REGRESION MIXTAY (CON ALGORITMO DE TAYLOR)

Y EN LA “REGRESION PURA' (SOLO ALGORITMO DE VERLET) .
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Podemos observar de esta tabla que la diferencia
en recorridos es minima, ya sea cuando se mezclan los algorit
mos de Taylor y Verlet para regresar al sistema a su configu-
33

racién inicial (2.2 x 10~ para &tomos de la red después de

todo el trayecto) o cuando solo se emplea el algoritmo de Ver
let (1 x 1073%).

» Los maximos valores de esa diferencia de recorridos
promedio, corresponden a la impureza y Sus primexros vecinos
mientras que los minimos resultan para los extremos de la ca-
dena, lo cual resulta légico dado que las ecuaciones de movi-
miento mas dificiles de integrar son las de la impureza y las
que acoplan su movimiento con la red.

Se observa gue a partir de la iteracibn gue se en-
cuentra a 200 iteraciones de la final (c.f.-200) la diferencia
de recorridos aumenta sistemdticamente en ambos casos (con al-
goritmo de Taylor y sin este) en la misma cantidad cada 200 ite

5% -5%
en 9 x 10 hasta llegar

raciones de aproximadamente 9 x 107
a su maximo valor cuando se comparan la configuracidn inicial
"inicial" con la configuracién inicial "final" (al regreso) .

Dado que el algoritmo de Taylor solo se emplea en
una iteracidn consideramos que estos valores servirian para es-
timar el error numérico, acarreado al integrar las ecuaciones
de movimiento con el algoritmo de Verlet.

La diferencia de recorridos para la configuracién

(c.£.-200) es para la corrida con mezcla de algoritmos de
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-32
1.3 x 10 3% mientras que para la corrida en que solo se em-
pleb el algoritmo de Verlet para el retorno esta es de

5% . . . . :
ﬁ, si asignamos la diferencia de estos dos valores

9 x 10°
(.00121%) al cambio de algoritmo para el retorno, en el pri-
mer caso (cambio de aigoritmos), tendremos entonces que una
estimacién del error numérico involucrado en las ecuaciones
de mp#imiento para cada particula de la red, por iteracibn
serd de 4.5 x 107 7%, A

Del anélisis de esta tabla, obserﬁamos también
que aungue el programa que solo emplea el algoritmo de Ver-

let se apega en el regreso durante mas tiempo a la trayecto-

ria de ida, la configuracidn final no coincide exactamente

con la inicial.

Esto ya ha sido mencionado con anterioridad en re-
lacién al teorema ergédico, asi Joel I.. Lebowitz y Oliver Pen-
rose sehalan en su articulo: Modern Ergodic Theory de Febrero
de 1973 en el Physics Today que: "... Los estados dinémicos
que parten muy cerca unos de otros en el espacio fase se sepa-
ran ampliamente a medida gque el tiempo progresa (fig. 11lb)"

y en relacién al problema de la reversibilidad "... Este tipo

de inestabilidad aparece como caracteristica de sistemas fisi-

cos reales y da lugar a un cierto tipo de irreversibilidad:

G

afin si se pudiera invertir las velocidades de todas las parti-
culas en un sistema real que ha ido evolucionando hacia el equi
librio, el sistema no necesariamente regresaria o aln se apro-

ximaria a su estado dindmico inicial con las velocidades inver
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tidas, porque las ine&itables pequenas perturbaciones exter-
nas serian amplificadas. Esta inestabilidad es notoria en
cdlculos de Dindmica Molecular con sistemas de esferas duras:
si integramos numéricamente las ecuaciones de movimiento del
tiempo 0 al tiempo t e intentamos entonces recuperar el esta-
do inicial integrando de regreso del tiempo t al tiempo O
obtendremos en su lugar un estado completamente nuevo. Esto
es porgue la integracidn numérica es inestable a los pegquenos
errores de redondeo realizados durante el calculo gque juegan
el mismo papel que las perturbaciones externas en un sistema
real."

Lhego entonces debido al acoplamiento en las ecua-
ciones de movimiento esto origina que un pequefic error numéri
co gue ocurra en la integracién de la trayectoria de una par-
ticula, se refleje en todas las demds, propagdndose entonces
una cascada de errores que modifican por completo la trayec-—
toria original de todo el sistema. Esto es mas marcado cuando,
como ocurre en la integracidn de las ecuaciones de movimiento
el "pequefio error numérico" aparece en la integracidén de las
trayectorias de todas las particulas.

De modo gue esta prueba de reversibilidad(aungue en
este caso haya resultado favorable debido a que no se siguid
al sistema un nimero considerablemente grande de iteraciones
las particulas no tienen movilidad de un fluido y su movimiento
esta constrefiido a una regidn determinada) no representa en ge-

neral un medio apropiado para estimar la bondad -del algoritmo
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numérico y mucho menos del programa de Din&mica Molecular,
pues lo seria en el supuesto caso en que solo se estudiara
la din&mica de una particula o de un sistema de particulas

totalmente independientes unas de otras; ya que en tal caso

la diferencia de recorrido si podria imputarse a esa sola
causa.

Es asi, como terminamos esta segunda parte dedi-
cada al programa de simulacién numérica, su funcionamiento y
su calibracién en cuanto a los resultados numéricos qgue este
proveer&d. En la siguiente unidad resumiremos los resultados
del trabajo realizado por la Dra. Blaisten-Barojas para cote-
jarlos ‘con los casos estudiados con el programa de Dindmica

Molecular y hacer las interpretaciones respectivas.
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3a, PARTE.- ESTUDIO DE CASOS

Después de ver en la primera parte la

definicidn del problema, esto es de estudiar los pasos a
'seguir para analizar nuestro sistema de interés y en la
segunda parte comprobar 1a confiabilidad del programa de
simulacién numérica; & continuacidn corresponde a esta
seccidn hacer la presentacidn de los resultados obtenidos
con el programa de D. M., no sin antes resumir los resulta
dos de B-B, y finalmente hacer una interpretacién de ellos

en base a los resultados tedricos ya mencionados.,
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A.- LOS RESULTADOS DE B-B

. . . _ (10
En esta seccidn seguiremos la referencna( )

resumiendo el andlisis y los resultados que ob-
tuvo B-B, para tomarlos como base en el estudio de los nues

tros de D. M.

En diché referencia después de modelar el
sistema y sus interacciones ( de la misma forma en que lo
hemos hecho en la seccidén 1.A ), B-B desarrolla el potencial
en serie de Taylor alrededor de la configuracidn que lo mini
miza hasta términos de tercer orden, conteniendo solo correc-
ciones del tipo oaxd % y agrupando las variables encuentra
que el Hamiltoniano del sistema puede escribirse como: HeHg+Hy +Hen

o a ) -l
He= Z. LN ) + ¥ Z by +3'n_§ (A'X-:;..'& +A7"%’,'4-|)
- 8= *m 2mpg 2 3=t ad

Donde: -
St Bk

Gi

X
Hy=% e Kq Acx +55a_._ Ar?) +5‘:(__’£é"+ de0 407)

Z A
Fron ™ Fox (B %, i ™ A%5,3)A0 4 & 8o xq (Briini-AXL) B0 +
4 Fook BN i 850,500 A6 + & Fops B9 .

y:

*La notacidn es | i ié
a misma que hemos empleado en la seccién 1.8
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Las constantes g y k en el desarrollo de Taylor son:

0=(32v/dx% ), ¥sALi+l, goq=(d2V/D 02) , ggee= ( 33V/2 03 )= O

Ky =(32v/3r2), y Kyp=(33v/3r3),
y las otras g's son las derivadas parciales respecto de las coordenadas
indicadas por los subindices, evaluadas en la configuracidn de equili-
brio., As{, el sistema puede visualizarse como una cadena monoat8mica
con defectos fHg) , interactuando AHgw) con una "mol8cula'' (Hy) R
representada por dos osciladores independientes: un vibrador y un 1li-
brador con frecuencias propias Wy=(K/Zu)"2 y wi =(gee/ 12 respectiva-
mente, El movimiento traslacional de la molécula como un todo (Xi, Pi)
esta repartida por lo tanto entre HR .y HRM . La separacidén del Hamilto-
niano es importante porque enHp se ha agrupado la parte del sistema
que se acopla al campo electromagnético externo, La aproximacidn estd-
tica se recupera cuando HR= Hpy=0 A o
Es conveniente reescribir H en t&rminos de las coordenadas

normales sin perturbar de la red, expresadas como combinaciones de opera-

\ 2 s e * + + (28 )
dores de creacidn y aniquilacidn: bk’ bk y de bLJ bL-y bv’ bv )
asociados con la creacidn y aniquilacidn de un cuanto de energia Tfiw, o
fiw, s reépectivamente( 23 ):

@x =273 b5+ b}, k=2 "YA¥-b_y)

¢ =2"V2(rt 4 b;); IT;=272(b1-b )

donde i =L o V, los valores permitidos de K son 21V /IN+1do, V=0, 1y, (NH1)/2

Y do es el espaciamiento de la red, El Hamiltoniano modelo se es-

cribe entronces como:

Hae1/2 5wy (Qy i T T +2, D F, (kK @ugput X D Fa ()T, Ty
u [T}

TS



- 59 —

Hu= 172 wy (GR~TCE) + Xo &3+ 172w ((]-TTE)

Heyf X3Z-'3( k) Gu Pu + Na D FalkK) @000 + "52’5 (k)y.yf

donde wk

dos normales,

Las X;

sistema de unidades adoptado es tal que la energfa as? como las frecuen-

W o=
c

Y

(bg/m)

Fi (i

. -1
cias est3n dadas en cm

kK’

=we | sin (k do/2) |

172

1,2,000,5) estdn definidas en la tabla 4 y el

Es el Hamiltoniano de

son las frecuencias de mo-

es la frecuencia de corte, do={a3wic3/% )%,

. e
interaccion el que se

conoce como acoplamiento librén-fandn - (LPC)* -, en este el

Ay denota el LPC en la aproximacidn armdnica,

nos resultan de la aproximacidn anaridnica de la interaccidn .

término en

los otros dos térmi-

—-Constants

Functions

v N

Yxx ( Xy i > (Ex(, f }

. ( (~,2 vV
Qo = Py
o= 200x,

a3V
oox = 20%ox.

i3

) -G

[ Bt 0_. agaxl,i‘- l)0
Ay > VN
”“‘:(aoox,,,,f o7 T \ewex, e

( v

e ido \etiox )

o

—Yox

L S,
2 mlw )2

~

>

it

- (L) Fene
me® ) 21 g

F (k') = 222200

j'(k) f(A }

_ SR (=)

N+

f

HOUGE
N +

[fik) -

(N . “1/1

LRSI + Sk fi= )]

,lz[m) + f(= K]

Lf(‘k)f{k)—ft Kifi—kj}

S(=k)]

TABLA 4, -

potencial de interaccidn,

que aparecen en los Hamiltonianos, Se han usado las siguientes funciones:

k) =wi' [ 1~ expl-ikdg) ]

.

junto con las constantes X

s F(K)= wi2exp(-ikxp )

* De sus siglas en inglés: Libron-Phonon Coupling.

Las constantes g que aparecen-en el desarrollo de Taylor del

y las funciones F,

E)
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Para el operador momento dipolar, como el sistema se
compone de N §tomos inertes y una mol&cula heteronuclear con momento
dipolar permanente My(r) , la impureza induce momentos dipolares
sobre los 3tomos de la cadena anfitriona, Como estos momentos dipo-
lares inducidos varian como (Xi,i+m)-3, m=+ 1,+2,.44,+ N/2 los des-

preciamos excepto a los dos vecinos de la impureza, Mingl X+, ;)

Tambié&n como el momento dipolar inducido en el sitio molecular es
del mismo orden que los dipolos de los vecinos lejanos su contribu-
cidn serd despreciada, por lo tanto el momento dipolar total es:

M 2 MUT ) Mg Xy, )+ Mind X 1)
y sus componentes instdntaneas paralela y perpendicular medidas des-

de la configuracidén de equilibrio son:

M, =M, (1 )cos (IT/2+088)1—2 N (X8, r-x7,7-) )

My =My r )sin(T/2 +A06) (I +¢ ( x73,xi3))

donde X, es la polarizabilidad de los dtomos de la red, Suponien
do que Mp(r) varia linealmente con &r (30 ),M’(r)=M° +(3—“:2)°Ar s

desarrollando Mind(xij_l,i) en una serie Fon5nica<3l )., y manteniendo
solo términos lineales en los desplazamientos at8micos y angular, se
obtiene usando los operadores definidos con anterioridad:

My=Ma @+ Ms (o Yv

M, =Mq {1+ 200, d5>) +M, gov+m4Zr_=5( K1y
donde: ’ b

M| =(fl/cﬂﬂv;,2( a Mp/dr)o
Mp =My (h/ciw V¥ 144X d3)
My =—h(actw, w 117ROM /81,

M =3 Mg 05 do* (h/me)'/2
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Cugando or la polarizabilidad de los dtomos anfitriones es pe-
e P

quefia, como en el caso de dtomos de gases nobles, la contribucidn del mo-

mento dipolar inducido es muy peguefia*. As{, todos los efectos que depen-

den de ML; se consideraran como correcciones a los originados de Mio MZ y
M3,, B-B contTnua entonces, en la referencia ya indicada, con el ¢3lculo
del espectro de absorcidn a partir de las funciones de Green (f.G) corres
pondientes:

Cuando el sistema se coloca en un campo eléctrico externo

oscilante E(w), el coeficiente de absorcidn (C,A.) del cristal impuro es-
(32),
O‘(w)=—Aw€r_E¢ Eg Gu(My ,Mye) 5 9,0 =x,y
ql

ta dado por

donde A. es una constante yG:(M},Nw) representa la parte imaginaria de
la transformada de Fourier de la funcidn de Green retardada, definida como
(2 ): e(m\)(f),gg(nh—iﬁ"'e(t)( [MQ(U,MV(”])

Después de sustituir las ecuaciones parael momento dipolar
en la ecuacidn para el C.A, este Gltimo queda dividido en cuatro componen
tes: O (w)= Oy (w)+OL(w)+ Ol w) + Or(w)

Cada una correspondiendo a una funcidn de Green asociada con un operador

diferente Yvi, Yo 2y YLy 6 o, :

Ovlw)=-4/30 M w G Qy,M,)
Oulw)= —2/3A Maw Gy, M,)

Gl\(lw )=~2/3.0 Maw s;;(yL vs M)

Oplw)=-4/3A M w Im Fal Kk )G (CP M, )
4 ) w y
k

W oK ~10™8%cm3 para gases nobles, la contribucidn del espectro fondnico es por

esto del orden de 165 veces la contribucién del espectro de libracidn, ambos lo
calizados en el infrarrojo lejano. -
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A su vez cada componente anterior da lugar a una parte diferente del

espectro, i.e, Oylw) y O[éw) estdn asociadas con los espec-

tros de vibracidn pura y de libracidn-vibracidn respectivamente.v
Para evaluar las cuatro funciones de Green se emplea

(2)‘

el m€todo de la ecuacidn de movimiento En la aproximacidn ar-
ménica del LPC, el conjunto generado de ecuaciones de movimiento es
cerrado; asT las f.G, obtenidas por este m&todo son exactas; mientras
que los té&rminos de LPC anarm8nicos dan lugar a un conjunto abierto
e infinito de ecuaciones de movimiento por lo que para este caso solo
foG. aproximadas pueden obtenerse,

E1 espectro de vibracidn:

Cémo la vibracién interna de la molécula no est3 acopla-
da a la red, el cdlculo de 6,(¢A,M,) es directo( 3 ); por tanto la

parte del coeficiente de absorcidn asociada con el espectro de vibracidn

pura es una funcidn delta: Oy {w)=4/3ITAMZw, W2 & (w-W,)

donde G; es una frecuencia de vibracién modificada definida como:
W= [w@ + 9023(¢ D w,(w2-aw?2) 1] /2
El espectro de libracidn:
El clculo detallado de las funciones de Green aparece en
la referencia (1) obteniendo para Gul Sy M) :

Gy (PryMy) = Maw (w2 ~wZ — E(w))™!

]

E(w)= EL(W)+HTE (W) es una funcidn compleja que depende de las constan-
tes N (vease tabla 4), de los promedios en el ensamble canén}co )
10

de los operadores P y Y. y de las frecuencias wc Yy W

L .
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Pero si WL<LWC y si los valores de las contantes Xy ,
N2 y X3 son tales que El'(w) y E"'(w) sean funciones de
variacidn lenta con w entonces ﬁTE(W) tiene una forma Lorentziana. Pero
para diferentes comportamientos de estas dos funciones se pueden esperar

desviaciones importantes respecto de la 1Tnea de forma Lorentziana., En
algunos casos, la lTnea presentard dos mdximos uno de los cuales puede
asignarse al modo libracional ensanchado y el otro a un modo resonante de
la latiz, E1 modo resonante solo es visible para valoras muy estremos de

las constantes >\ °

En la aproximacidn anarmdnica la coreccidn a la funcidn

EN(w) , depende no solo de los pardmetros anarmdnicos Xg¢ vy Xs
sino tambien de la temperatura, De modo que el corrimiento & y el ancho
de 1inea ing dependen de la temperatura siendo los ensanchamientos mas

(1)

sensibles que los corrimientos a los aumentos en temperatura . Cuando
wL)ZwC, ‘O_(w) es una funcidn delta y cuando Wc<wL‘<" 2wc las anarmonicida-
des introducen una funcidn de variacidn lenta con la frecuencia dandc lugar
a una lTnea de forma Lorentziana.

En el caso wLéwc la forma de la linea cambiard con respecto
a latparoximacién armdnica: i.~ para temperaturas de bajo de los LK, ta
forma de 1Tnea se modifica muy poco. i i.- para temperaturas por encima de
4K, la 1fnea se ensancha y pierde altura hasta confundirse con el fondo(33).
Esto es una indicacidn de que, para aquellas temperaturas, los té€rminos del
LPC anarmdnico de tercer orden considerados no son suficientes y la expan-
sidn de Taylor de la enrgfa potencial debiera efectuarse hasta términos de
orden mayor en 46 . Por otra parte el hecho de que la altura de la 1Thea

disminuya al elevar la temperatura es debido a la posibilidad de transferen

cia deenergfa desde el vibrador fu& excluida en el modelo,
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Se tiene finalmente que la componente del C,A, asociado

" con el espectro de libraci8n pura puede obtenerse como:

2 wE;'(w)
Ouwl= 2/3AM5 WLW)E

con  R=(wi+ EfHw))2

Esta expresidn contiene el efecto del LPC armdnico y
anarmdnico sobre el espectro, asf como la influencia combinada de los
defectos sufridos por la latiz, debidos a la presencia de la impureza
molecular. La forma de Ou(w) dependerd entonces de la importancia
relativa de tres contribuciones cada una caracterizada por un pardmetro

X : defecto de constante de fuerza (X ), defecto de masa {Az},
acoplamiento armdnico (Xxz) o anarmnico ( X& y Xs ) entre libra-
cidén y modos de la l:ed°

En el caso no interactuante de una molécula en un campo
estitico * =0, i=1,.00,5, la funcidn Oilw} es una funcidn delta cen
trada en W] la frecuencia de libracidn pura, Por lo tanto la cbntribu—
cidn dindmica del potenéial de interaccidn es responsable de un corrimiento de
la frecuencia y un ensanchamiento de la linea de lib¥acién,

El corrimiento ‘AL = WL - w, depende de EL(w)
mientras que el ensanchamiento i es proporcional a EY(w) .
En la aproximacidn armdnica, cuando la frecuencia de libra

cidn w, cae fuera de la banda de fonones, cerca de este polo la funcidn

EMw) * es cero en cuyo caso oL(w) tambi&n es una funcidn detta.

KN
b

El superTndice h se refiere a la aproximacidn armdnica,
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Si un acoplamiento del movimiento vibracional de la molécula
ya sea con la libracién molecular o con los fonones fuera considerada, los
nuevos canales para transferencia de energia se abririan y el comportamien=-
to de la funcidn de forma de la 1Tnea se modificaria. A pesar de esta limi-
tacidn a bajas temperaturas el LPC es responsable de la relajacidn dando

un valor no muy lejos de la medida experimental como se verd mas adelante.

El espectro de libracidn-vibracidn:

La evaluacidn de Opylw) es mas complicada que la de Op(w)
L WOy, M)
porque la f.G. de dos partfculas — " concecta operadores de vibracidn y

libracidén a través de operadores de la red, por lo que B-B solo trabajd aqui
la aproximacidn armdnica obteniendo que la componente de libracidn-vibracidn
del C.A. OLfw) * da lugar a dos l¥neas desplazadas y ensanchadas,

L absorcidn de dos cuantos,

uno asociado con vibracidn y el otro con libracidn) y el otro a un proceso

una gociada con un proceso particulta-particula (WV+M

hoyo=partficula (wv~w , absorcidn de un cuanto de vibracién y emisién de un

L
cuanto de libracidn). E1 perfil de las dos 1¥neas que componen Op,(w} es
aproximadamente(%l de . Oilw) y asemejan imdgenes reflejadas en un espejo

colocado en W;, Por tanto podemos decir que el movimiento libracional refle
ja el comportamiento dindmico de redes impuras, Sun wiando la resonancia }i-
bracional interactue con la resonancia de la red y owmirra intercambio de ener-

gfa entre ellas,

De esta forma el espectro infrarrojo lejano es ''reflejado' a la
- - -
regién infrarroja cercana(34 ). Bajo este razonamients la correccidn a Gidw)
debida afharmonicidades en el LPC serd casi la misma que la obtenida explicita

mente para la componente de libracidn pura.

*Vease ref, (10)_~ pag. 3130 ec. 32,
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Los dos picos de 0[#&) estdn pasados por coeficientes dependientes de
la poblacidn inicial de los estados de libracidn-vibracidn, los desplaza-
mientos y ensanchamientos de las 1Tneas son obtenidos con respecto al caso
no interactuante Hguy=0 (molécula en un campo estdtico) en el cual:

Oi3(wW) = 1/6 [TAMg [y & (w—(w,+w )} + w_6 (w=(w, ~w,)) ]

donde Wi =lw, +w ) (PRI + CPID) v wo =lw,—wi (KGEI— $RY)

Como se espera a T=0, W_ =0, y solo una de las dos ITneas en Oy $(w)
estari presente, Esto corresponde al hecho de que a T=0, solo é% estado ba

se de libracidén~vibracidn de la molécula esta ocupado.
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B.- LOS RESULTADOS DE D. M.

Antes de proceder a resumir los resultados es con-
veniente hacer una aclaracién, en relacidén al nlmero de itera-
ciones que fue necesario seguir al sistema. En la segunda par-
te se mencioné que fueron 3024 jiteraciones, sin cembargo dada la
reg;én de frecuencias en gue cae el espectro de libracién vy la
resolucidn que se reguiere para apreciar el espectro de libracién
vibracidn experimental, estas no fueron suficienteg para la obten
cidén de dichos espectros.

Posteriormente pudimos comprobar que requeriamos del
orden de 100,000 iteraciones, para tener la resolucidn requerida
(de décimas de cm_l) para comparar con el espectro experimental.

Esto significa emplear aproximadamente 5h de procesa-

miento en la CYBER CDC 6500, en seguir la evolucidén para un solo

sistema. LO cual implica para el total de 27 sistemas que desea-
bamos estudiar (como minimo) aproximadamente un total de 150h
de C.P.U.*. Quizés no suene exagerado, pero lo es; si pensamos que
el tiempo de C.P.U., es el tiempo gue la médguina cbmpleta se dedi-
ca a un solo usuario.

Tratando de conciliar el exceso de recursos necesarios
la poca disponibilidad de ellos y dado el carécter de prototipo .
de nuestro programa decidimos ( a reserva de hacerlo posteriormen

te para sistemas mas realistas) verificar las observaciones de la

Dra. Blaisten en sistemas hipot&ticos, factibles de estudiar con

*De sus siglas en inglé&s"CENTRAL PROCESS UNIT"
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menos iteraciones (10,192 iteraciones) y en la variedad de casos

que nos interesaba como son; las modificaciones que sufre el es-

pectro de la impureza con la variacidén de parametros de poten-
cial, de temperatura de densidad y de masa de los &tomos de la

red.

De esta manera la seccidn que nos ocupa, queda

estruc
turada de la siguiente forma:
a) Presentacidén de los resultados
b) Interpretacidn de los resultados en base al

trabajo
de B-B.
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a) Presentacion de los resultados

Para estos sistemas se emplearon los mismos par&-
metros indicados en la seccidn 1.B solo que 1la Qelocidad an-—
gular inicial de la impureza se eligi§ mayor que la experimen
tal. Esto permitid que el espectro de libracidn se corriera hacia
la regidn azul del espectro y de esta forma, teniendo una resolu
ci§n de 10 cm"l apreciar las caracteristicas releﬁantes de este
y del espectro de libracién-ﬁibracién.

Hemos decidido llamar a estos sistemas, en base al
sistema que representarian si la frecuencia de libracién no es-—
tuviese corrida, salvo que los vamos a distinguir de estos con
un asterisco: CO-A*, CO-Kr* y CO-Xe*.

De manera sistemética se observan las siguientes mo-
dificaciones en el espectro de libracién las distintas variaciones
de parémetros gue hemos realzado:

1) Variacidén de Temperatura:

El espectro de Libracién de CO-A* (fig. 12) apa-
rece casi insensible al aumento de temperaturas (entre 18 y 20k)
.corriéndose muy poco los méximos hacia el rojo y disminuyendo
también ﬁuy poco su intensidad, permaneciendo constante su anchu
ra.

Para el CO-Kr* .en cambio las variaciones son muy noto
rias reduciendose la intensidad, corriéndose los m&ximos hacia el
azul y ensanchdndose el espectro al aumentar la temperatura entre

8 y 20°k (fig. 13).
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Mientras gue para el CO-Xe* dicho corrimiento es
hacia el rojo, la intensidad aumenta de manera apreciable y las
lineas se hacen mas nitidas con el aumento de tempera£uras entre
20 y 30 k, véase figura 14.

Todo esto coincide con lo que reporta en sus tesis

Luis Vicente Hinestroza (13 pag. 67)

(11)

Y con lo mencionado por Du-
bost- de gue parece haber un desplazamiento del méximo al
aumentar la temperatura de 8 a 20k en el Ar, Kr y Xe.

2) Variacién de Densidad (fig. 15)

Al modificar la densidad de los sistemas encontra-
mos, que para todos: el aumento de densidad corre los m&ximos hacia
el azul (y vice&ersa), siendo los picos de mayor intensidad y de
menor anchura mientras menor sea la densidad, salvo para el
CO-Kr* en que ocurre al contrario.

3) Variacién de Parametros de Potencial (fig. 16)

Los parémetros € y ¢ estdn relacionados con la
separacifén en equilibrio* entre la impureza y sus préximos veci
nos X;9; ; , de forma tal que al aumentar < y o, X;Q1,; tam-
bié&n aumenta.

Asi al aumentar Xigl,i los espectros de libracibn para
los distintos sistemas pierden intensidad y paralelamente se en-
sanchan. Segfin la referencia 13 esto puede comprenderse ya que si

la molécula tiene mayor libertad de moverse (X grandes) puede

i+l,i
uno imaginarse gque ella "choca" de muchas mas maneras con las pa-
redes de una especie de jaula que le estarian formando instanta-

neamente sus vecinos en la red cristalina.

*E§ta separacidn es la que minimiza el potencial de interaccidn
impureza - red.
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Sin embargo, esto se encuentra en contradiccidn,

sultados anteriores del punto 2.

con los re-

e
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€,= 119°K
co ~ A _ 0
G.= 3.4 A
-]
PROCESO : T (°K) £ (97cm) £ (°K) a(a)
VARIACION s
(7.9 + 0.4) [1.98 x 13 16.4 3.38
DE
TEMPERATURA | (12.8 + 0.9)|1.98 x 101°] 16.4 3.38
' =15
(19.7 + 1.5)|1.98 x 10 16.4 3.38
VARIACION | (15 8 4 0.9){1.99 x 10%7] 16.4 3.38
DE
=15
(12.8 + 0.9)]1.97 x 10 16.4 3.38 .
e . — —
VARLACLON
bE (7.1 + 0.5) |1.98 x 10%° 19.6 3.72
PARAMETROS -15
DE POTENCIAL{ (7.1 + 0.5) |1.98 x 10 19.6 3.72
e T WM
DE (12.0 + 0.9)]1.98 x 16%°] 19.6 372
PARANETROS -
DE =15
POTENCIAL (12.0 + 0.9)11.98.x 10 24.9 4.20

Tabla 5a.- Par&metros de los sistemas correspondientes a CO-A*.
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= o
co -x_ €a = 159°K
5‘@, = 3.6 Z 5
PROCESO: T (°K) p F/cm) & (°K) & (3)
VARIACION -15
(8.1 + 0.5) 13.91 x 10 14.8 3.72
DE
-15
(13.0 + 0.9) [3.91 x 10 14.8 3.72
TEMPERATU
RA .
(19.1 + 1.4) |3.91 x 10°° 14.8 3.72
VARIACION
=15
;
oE (13.2 + 0.9) [3.99 x 10 14.8 3.72 l
15 2
3.83 x 10 14.8 3.72 ,
DE - =15
oaranpTROL(6:4 2 0-5) 3.91 x 10 15.5 3.82
DE
POTLONCIAL
VARIACION -15
DE (11.4 + 0.8) [3.91 x 10°° 15.5 3.82
PARAMETROS
DB _15
POTENCIALL(11.4 & 0,8) 13,91 x 10 17.0 4,02

Tabla 5b.- Parémetros de los sistemas correspondientes 2 CO-Kr*

e
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€a = 228°K,
co-xe Gp= 3.97 A
o
PROCESO; T (°K) P G/em) | € (°K) g (3)
variacién | (21.1 + 1.1)| 5.64 x 109> 14.3 3.58
de ~15
(26.0 + 1.6)|5.64 x 10 14.3 3.58
Temperatura
- ' =15
(32.5 + 2.1)15.64 x 10 14.3 3.58
VARIACION | 50 4 4 1.5)]|5.76 x 1079  14.3 358
de
DENSIDAD (27.0 + 1.8)15,53 x 188 143 3,58
VARIACION
DE (15.3 + 1.0115 64 « 16%9] 15,1 168
PARAMETROS =
DL =15
TINCIAL (15.3 + 1. )igégégééégggfégéggéggégg===A=££=====;rn;;;;;;;;ggg;;
VARIACION 1k
DE (20.1 + 1.4] 5.64 x 1077 15.1 3.68
PARAMETROS
DE 1k
POTENCIAL (20.1 + 1.4] 5.64 x 10°P 19.3 4.12

Parémetros de los sistemas correspondientes a CO-Xe*

Tabla 5c.-
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2. .
De las figuras 1 a 16 se observa tambi&n que para una gran

variedad de sistemas el espectro de Libracidn, consta de mas
de un pico.

Mientras que para los espectros de 1ibraci6n-§ibr§
cibn (figs. 17-25) los comportamientos gue se observan de mane
ra sistemdtica son los siguientes:

1) E1l espectro de vibracidn-libracidén, consta
de dos estructuras de mucho menor intensidad que la del espec
tro de Libracidn y semejantes a este, como si apareciesen re-
flejadas ante un espejo colocado en la frecuencia de vibra-
cifn del sistema.

2) E1l corrimiento de las frecuencias de los picos
méximos en P% Y e del espectro de vibracién-Libra-
cidn; respecto de la frecuencia de vibracién QV es igual
a la frecuencia de Libracidn VL de la impureza, i.e.

Ve -V = ") yé - V. =V .

3) A diferencia de los resultados de B-B, segfln
los cuales la intensidad del pico I+ debiera ser, a las tem-
peraturas- estudiadas, cinco veces mayor que la del pico I_.
Las intensidades de estos picos I+ eIl_, son semejantes siendo
solo un poco mayor el primero respecto del segundo.

Finalmente, para el espectro de vibracibn se tienen
las siguientes observaciones: la frecuencia y forma de la li-
nea, no se ve afectada por ninguna de la variaciones cn los pa
ré&metros. Aungue si se afecta al aumentar la masa de los dtomos
de la red: corriéndose hacia el rojo, ensdnchandose y disminuyen

do de Intensidad al ocurrir tal cosa.
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b) Interpretacidn de los resultados en base al

trabajo de B-B.

Respecto del espectro de Libracidn podemos afir-
mar de acuerdo a los resultados de B-B que:

Puesto que el LPC es distinto de cero y el espec-
tro de la impureza no es una delta de Dirac, sino mas bien
de forma casi Lorentziana la frecuencia de libracidn se locé
liza entonces dentro de la banda de fonones ( cosa que pudi-
mos comprobar con los resultados de 1la dinémica), lo que es
mas, cuando la linea presenta mas de un méximo uno de ellos
puede asignarse al modo Libracional ensanchado y los deméas
a modos resonantes de la Latiz. El modo resonante solo es
apreciable en este caso para el sistema de Co-Xe*, mientras
que para los demas sistemas aparece este sumamente debilita
do.

Para el espectro de Libracién—vibracién tenemos:

Coincidimos con B-B en el hecho de que la forma
de las lineas del espectro de vibracibén-Libracidén sea casi
idéntica a la del espectro de Libxacién pura. En 1o gue no
coincidimos es en las intensidades relativas del pico I+
respecto del I_. La razdn de esto es fécil de explicar; la
figqra 26 muestra desde el punto de vista cudntico las tran
siciones permitidas que dan origen al espectro que nos ocu-
pa y de acuerdo con ese mismo punto de vista, podemos cal-

cular la probabilidad de ocupacidn de cada nivel; al igual
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- que en el oscilador arménico, se obtiene un decrecimiento

exponencial en funcidn de ng (?ﬁ es el nfimero cudntico que
. . . SR (Mg T '

representa el nivel libracional): P, v e A i)

lo cual da para el primer nivel libracional excitado una

' _n,
probabilidad de ocupacidn ( e “/“'g o2

) cinco veces
menor gque para el fundamental. Asi se explica porqué en el
Infrarrojo cercano la linea Y. es varias veces menos
intensa que ;i . Este hecho se comprueba experimentalmen
te(ll)ya gue a 8k no se observa la transicidn Y- y solo
cuando se aumenta la temperatura a 20°k esta comienza a
ser visible y como se espera a T=0 solo una de las lineas
estard presente, lo que corresponda al estado base de Li-
bracién—vibracién de la molécula.

Como sabemos las restricciones anteriores no

cuentan para un sistema clésico y de ahi que ambas transi-

ciones posean aproximadamente la misma intensidad en nues-

tro caso.

e n=3 I ¢
V=g, :L:?' IR e sano TRegpeanio
o
o) \a)
*
Yy (L)Y' =0,Mg=0) 9. (Ar=hb, 2 Vi (sl by 1) /.\ A AN TANINY)
v, AR VI
I4
6)
ﬁwh$vfo
- j —E
i
Uz ! A ] 4 -
! { b
Vi v Ve YN Yy

Fig. 26.- Niveles de energia, transiciones permitidas y espec
tros a los que dan lugar estas desde el punto de
vista culntico: a) conLPC,b) sin LPC.



L.as resonancias fonbnicas gque aparecen en el espectro de 1li-
bracién contribuyen de manera importante al espectro de Li-
bracién-Vibracidn de forma tal que la joroba en las bandas
se obserﬁa experimentalmente, lo cual es una indicacidn de
lo importante que resulta en el proceso de ensanchamiento
de lineas el acoplamiento de 1la 1ibraci§n con los fonones,
el cual evidentemente cambiaré para el andlisis en tres di-
mensiones.

. Por otra parte los cambios observados para el
espectro de vibracidn al aumentar la masa de los &tomos an-—
fitriones(gue ocurren también pero en menor medida en los
dem&s espectros) son originados por el cambio de inercia

de los mismos y también constituyen un hecho experimental.
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Conclusiones de la Tercera Unidad:

Hemos podido'apreciar que los resultados numéri-
cos, corresponden a la perfeccidn con las predicciones teé—
ricas realizadas por la Dra. Blaisten en su tesis doctoral.
Aquellos resultados gue no coinciden con sus estimaciones,
se deben a imperfecciones del tratamiento clasico que hace

de ellos la Dindmica Molecular.
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4a. PARTE.- CONCLUSIONES Y LINEAS DE IN-

VESTIGACION

Presentamos aqui, algunas conclusiones de caric-
ter general sobre los resultados obtenidos y se mencionan
algunas posibles lineas de investigacidn en las cuales el

programa de simulacidn numérica seria de valiosa ayuda.
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4a. Parte.- CONCLUSIONES Y LINEAS DE INVESTIGACION

Las conclusiones gue podemos establecer en base a

los objetivos que nos propusimos en la introduccidn general

son:

1) .- Hemos logrado determinar el espectro de ab~-
sorcidn infrarrojo de una molécula dipolar en in-
teraccién con una cadena infinita, reproduciendo
asi los resultados tebricos de B-B para dicho
sistema salvo en lo que se refiere a las intensi-
dades de los espectros de Libracién—vibracién di-
ferencias que se deben a efectos netamente cuén-
ticos.

2) .- Es muy probable que la forma en que trabaja
el programa de D.M. deba redisefharse totalmente
para estudiar modelos mas realistas que’el actual.
Dado gque éun en este caso unidimensional; para te-
ner la resolucidn necesaria para comparar con el
experimento, es necesario obtener transformadas
de Fourier sobre series de tiempo del orden de
100,000 iteraciones; lo cual representa un serio
problema de memoria en cuanto a la mdguina para
definir los arreglos de esa envergadura que se re
quieren en el algoritmo de la FFT. Considerando
como un problema aparte y no tan dificil de resol
ver el de integrar las ecuaciones de movimiento

del sistema durante todas esas iteraciones.
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Tomando en cuenta lo anterior podemos establecer
las siguientes posibles lineas de investigacifn:
1) Estudiar la forma de modificar el programa
de D. M. para tomar en consideracibén la diferen-
cia de Intensidades que existe entre el estado
de base y el primer estado libracional excitado.
2) Buscar formas alternativas para obtener la
Transformada de Fourier con la resolucién reque-
rida. Quizas promediando varias transformadas de
Fourier para una misma evolucién de 10,192 ite-
raciones pero eligiendo distintas configuraciones
inicial y final.
3) Optimizar lo mas posible el programa existen-
te para reducir al minimo el tiempo de CPU reque-
rido para integrar las ecuaciones de moVimiento.
4) Investigar entre las otras moléCulas dipolares
cuyo espectro ya ha sido estudiado experimentalmen-
te cuando se encuentran aisladas en red de gases

nobles (59),

para comparar este con el gue se ob-
tenga de la D.M. y de ser posible asignar las dis-
tintas estructuras de estos ya sea a libracidn, a
vibracién o a libracidn-vibracidn.

5) Analizar si es posible estudiar con la D.M.
para el sistema unidimensional, los efectos de fron

tera sobre el espectro de absorcidén de la impureza

en una cadena finita. Esto es, como se modifica el
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espectro‘de la impureza al acercarla a la "superficie" del
"sélido“ (i.e. a uno de los extremos de la cadena.) claro
que todo esto puede hacerse ya (tomando en cuenta los;re—
sultados que hemos obtenido con este prototipo), para un
-sistema tridimensional y de lograrlo, analizar en ese caso
las correcciones gue pueda sufrir entonces la teoria.

Este programa constituiria de ser asi una pode-
rosa herramienta para estudiar el espectro de impurezas di-

polares.
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APENDICE A:

Algunas argumentaciones a favor de la D. M.

Desde hace mucho tiempo, una de las grandes dificultades que
se presentan en todo intento tedrico para describir propiedades_dingmicas
de sistemas fisicos y quimicos es el insuficiente o inadecuado aparato ma-
temStico utilizado para resolver el correspondiente problema de muchos
cuerpos. Estas complicaciones se expresan en la dificultad para tratar
con''ob jetos multidimensionales', ya sean estos: integrales, ecuaciones di
ferenciales, ecuaciones integrales o funciones de Green., Para simplificar
entonces el problema y hacer mas tratable matemiticamente sistemas de ma-
yor complejidad que los usuales casos triviales como el oscilador arméni-
co o el gas perfecto, se ve uno forzado a reducir la dimensionalidad del
sistema y establecer un modelo de interaccidn mediante aproximaciones cu-
ya justificacidn trata de darse en téfminos de argumentos de caracter esen
cialmente fisico y casi siempre de orden cualitativo.

n tales condiciones, en general las propiedades de una mo 18-
cula aislada estan bien establecidas y los procesos elementales que ocurren
cuando dos de estas moléculas interactuan estan descritas por leyes bien
conocidas., Sin embargo, el comportamiento de muchas mol&culas interactuan
do entre si (problema de muchos cuerpos) no puede tratarse tedSricamente de
una manera exacta, pues alin para un sistema de tres partfcdlas se presentan
grandes dificultades si se quiere obtener una solucidn analltica.

Como estas dificultades no son conceptuales sino mas bien
matemiticas, nada mejor que las computadoras de alta velocidad y gran ca-
pacidad de memoria para tratar de resolverlas dentro del marco de un modelo
especifico asociado al problema en cuestidn, Con este proposito es como han

. - - - - - .
surgido los 1lamados métodos exactos de simulacién numérica en mecanica esta

dfstica: el de Montecarlo y e} de dinamica molecular).
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El objetivo principal de la mec3nica estadlsitca es dar las ba-
ses tedricas para evaluar cantidades observables, ''macrosc8picas', en t&rminos
de las interacciones microscdpicas individuales entre los componentes del sis-
tema, introduciendo los conceptos estadisticos necesarios para relacionar los
valores promedio de esas propiedades microscdpicas del sistema con las canti-
dades observadas,

Siguiendo el procedimiento de Boltzmann para la mecinica esta-
dfstica la observable macroscdpica estd relacionada con un promedio temporal
sobre una secuencia de valores instantaneos de las cantidades dinamicas micros
cbpicas asociadas a dicha observable, Esta misma cantidad promedio puede ob-
tenerse de una manera diferente si se separa la evolucién temporal total de
t, a tf en, digamos, M intervalos de‘tamaﬁos tales que las fluctuaciones de
la observable sobre el promedio en uno de esos intervalos son completamente
equivalentes a las que ocurren en cualquier otro intervalo. Segln Gibbs, ca-
da uno de estos M intervalos puede asociarse con una muestra representativa
del sistema y entonces, fas M réplicas pueden ser tomadas en un orden arbitra
rio, sin ninguna relacidn causal entre ellas, y asf calcular promedios sobre
el ensemble.  Cuando M es muy grande ambos promedios, sobre el tiempo y sobre
un, ensemble, son equivalentes,

As?, el m&todo de Montecarlo es un procedimiento numérico usa-
do para generar al azar las rélicas de un sistema modelo en equilibrio, crean
do configuraciones con frecuencias proporcionales a un peso apr;piado. En es~
te caso calculan los promedios de Gibbs sobre el ensemble de las variables ter
modindmicas independientes (N, V y T por ejemplo)} a partir del conocimiento de

las variables dinafiicas del sistemas
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Para cada réplica del ensemble, puede calcularse la funcidn
de particidn estadistica apropiada y de esta manera calcular sus propieda-
des termodindmicas. .

El método de la dindmica molecular es otro.procedimiento
numérico el cual genera la historia temporal del sistema resolviendo las e-
cuaciones de movimiento de Newton para cada particula y entonces, a partir
del conocimiento de cada configuracidn (posicidn y velocidad) es posible
calcular los promedios de Boltzmann de variables dindmicas en el tiempo,
tanto en situaciones que corresponden al equilibrio termodindmico, asf
como tambien y a di ferencia del método de Montecarlo, es posible calcu-
lar 1a evolucidn de canfidades fuera de €1,

El método de dindmica molecular consiste en la solucidn nu-
mérica de las ecuaciones clisicas de movimiento de varios cientos de partl
culas, interactuando por pares entre si, con un potencial dado y bajo con-
diciones de periodicidad apropiadas, para lograr que la simulacién de una
muestra finita de partfculas corresponda a la descripcidén de un sistema ma-
crosc_:Spico9 De este modo, la simulacidn del movimiento de las partfculas
del sistema permite realizar con este ''mediciones computacionales'' cuyo

"error experimental'' asociado, corresponde al error numérico acumulado.

La simulacidn numérica es exacta, pues en principio el mé-
todo numérico lo es, en tanto que no implica ningln tipo de aproximacidn
para obtener la solucién. Dentro de los 1Tmites de aplicabilidad del mo-
delo utilizado, el cdlculo numérico permite comparar los resultados de la
simulacidn con las teorfas analfticas de una manera mas directa y en oca-

siones mas facil y eficientemente que con experimentos sobre sistemas natu

rales. Como por otra parte es posible generar sistemas artificiales de mu-

chas particulas con interacciones que son a la vez simples y ademas conoci-

das exactamente y en condiciones definidas por un modelo especTfico, para
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los cuales las teorfas analfticas son relativamente ficiles de tratar, la simu-

lacién constituye una prueba de tales teorfas o modelos.

VENTAJAS Y LIMITACIONES DE LA DINAMICA MOLECULAR

El cdlculo computacional tiene algunas ventajas sobre los expe-
rimentos reales, debido a que el instrumental disponible para medir fendmenos a
nivel molecular, caracterizados por distancias o tiempos de un orden de magnitud muy
pequefio, suele ser extremadamente costoso, complicado, indirecto y hasta aproximado
en ocasiones debido a las limitaciones en las técnicas experimentales. Sin embargo,
es precisamente esta la regidn de distancias, tamafios y cambios donde los c3lculos
computacionales pueden dar resultados muy detaltlados.

Debido al detalle con que puede estudiarse microscSpicamente el mo-
vimiento de las partfculas del sistema simulado, la din3mica molecular puede servir
para producir y estudiar fenSmenos que no han sido detectados o que son muy diffc i-
les de generar, de obsérvar y de medir. AsT, en principio puede encontrarse la ex p]i
cacidn a algiln fendmeno que no haya sido estudiado tanto tedricamente como experimen
talmente debido a la complejidad del problema. Esto en particular ha sido muy nota-
ble en el estudio de sistemas densos en donde las teorfas analfticas son muy apro-
ximadas y las condiciones experimentales bastante complicadas,

Otra ventaja de la D, M. es que muchas propiedades del sistema pu eden
calcularse facilmente en una gran variedad de condiciones, donde las mediciones
son dificiles de efectuar, por ejemplo: a presiones extremadamente altas o bajas
temperaturas o ambas, De estemodo es posible probar teorias sobre un rango mas
amplio de condiciones o estudiar fendmenos en condiciones no accesibles afin, como por

ejemplo el fendmeno de fusidn a densidades astrofisicas.
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Una dltima ventaja sobre los experimentos reales es que la
dindmica molecular se efectua en condiciones mas y mejor controladas, pues el
potencial intermolecular que se postula se conoce exactamente vy la solucidén es
tan determinista como la computadora y el algoritmo numérico lo permiten, .

Ademds, pueden tratarse sistemas hipotéticos mas simples que los

existentes en el mundo real como por ejemplo en el caso de esferas duras,

SIN EMBARGO, NO HAY QUE PERDER DE VISTA, EL HECHO DE QUE LA RELA
CION EQUILIBRADA ENTRE LAS IDEAS E INFORMACION QUE SE MANEJAN EN LA COMPUTADORA,
LA TEORIA Y EL EXPERIMENTO, ES LA QUE DEBE DAR LUGAR A UNA MAYOR COMPRENSION DE
LO QUE OCURRE EN LOS SISTEMAS REALES; SIGUIENDO A VERLET PUEDE CONS}DERARSE
QUE LA SIMULACION NUMERICA NO ES SINO UNA 'CARICATURA DE LA NATURALEZA' Y NO UNA
FOTOGRAFIA DE LA MISMA, DE DONDE SE PUEDE EXTRAER [INFORMACION ACERCA DE LAS CA-
RACTERISTICAS ESENCIALES PARA CONSTRUIR TEORIAS MAS COMPLETAS.

Cuando se realiza una comparacidn de este método con los sistemas
reales se le encuentran las siguientes limitaciones:

1.- El ndmero relativamente pequefio de moléculas que puede mane-
jarse ( N~IO3) particulas,

: -9
2,- El corto periodo de tiempo (t 10 seg) que se puede seguir

real
al sistema despue&s de muchas horas de c3lculo (tuniézcuo h para densidades fluidas)
~ 3.~ Hasta ahora, existen serias dificultades para estudiar adecua-
damente sistemas con moléculas cuyos potenciales de interaccidn sean de largo alcance.
4.~ Al igual que entodo experimento, los resultados solo son vilidos

para el sistema estudiado y toda generalizacidn apresurada es peligrosa.

Sin embargo tales limitaciones puede reducirse de la siguiente manera:
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T.- Dependiendo‘del tipo de sistema macroscdpico (con Nl 023
partTculas) que se desee representar en la simulacién numérica, se fijan distintas
condiciones a la frontera* sobre un sistema modelo formado por un pequefio niimero
de moléculas que pueden manejarse satisfactoriamente con la capacidad de las compu
tadoras actuales, Excepto en regiones de transiciones de fase en que coexisten sis
temas de fase diferente, normalmente se emplean condiciones a la frontera periddi-
cas las cuales consisten en colocar al sistema de moléculas dentro de la caja. Esto
se logra haciendo que por cada molécula que abandona la cja a trav€s de una pared,
entra otra por la pared opuesta con la misma velocidad,

De esta manera puede considerarse que las condiciones a la frontera
peri8dicas dan lugar a un sistema infinito, formado por celdas idénticas de unos
cuantos cientos de partfculas cada una.

Cabe aclarar que, la diferencia en los coeficientes del virial entre
un sistema infinito y un sistema que consiste de nimero finito de moléculas con con
diciones a la frontera perfodicas es del orden de 1/N, para un sistema de unos cuantos
cientos de moléculas la presidn puede calcularse con una precisién del orden del 1%.
Esto permite estimar en ese porcentaje el 17mite de exactitud de un experimento de
simulacidn,

2,- Con respecto a la segunda limitacidn tenemos, que no obstante
que el tiempo que se puede seguir al sistema es muy corto, este es lo suficiente-
mente largo como para calcular coeficientes de transporte,

3o~ La tercera limitacidn se debe a que en el caso de moléculas
con potenciales de interaccién de largo alcance, debido a las condicones de perjo-
dicidad, dichas molé&culas podrfan ineractuar con todas las imigenes en celdas com-

putacionales vecinas.

PRl

o

* (Véase por ejemplo 41 en la que se simula una interfase 1Tquido-vapor para
calcular la tensidn superficial o 42 donde se fijan las condiciones a la fronte~
ra para la simulacidn computacional de flujos de Tmpetu y de energfa para calcular
viscosidad de corte y conductividad térmica
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Sin embargo, dicha limitacidn puede superarse en algunos casos introduciendo
aproximaciones similares a las usadas en teortas analfticas, por ejemplo se
puede suponer a veces que las partfculas interactuan a corto alcance de manera
apropiada, pero las interacciones de largo alcance se sustituyen por un ‘poten

cial promedio',

b,- La Gltima limitacin de la simulacidn numérica de din3mica
molecular pueaesuperarse parcialmente extendiendo el rango de validez de la so
tucidn usando teorfas de perturbaciones que extiendan gradualmente la aplica-
bilidad de los resultados a situaciones cada vez mas préximas a la realidad, co
mo ha sido el caso en teorfa de 1Tquidos en equilibrio.

Antes de continuar es conveniente mencionar otra limitacidn que
no hemos tratado, pero que es de suma importancia, esta limitacidn consiste en
que la dindmica molecular no nos permite trabajar con sistemas cudnticos debido
a la naturaleza indeterminista de €stos. Sin embargo existen intentos de cdlcu-
los semiculnticos y este es uno de los temas en que se esperan avances en el fu

turo,
APLICACIONES DE D, M,

Lz dindmica molecular fue disefada originalmente en mécanica es-
tadTstica para estudiar fendSmenos de relajacidn y puede usarse para estudiar pro
piedades de transporte como son: autodifusidn, viscosidad, conductividad té€rmica,
absorcidn electromagnética, etc. Sin embargo, para estudiar las posibilidades

. (38, 48, 49 ) . . . .
del m&todo las primeras aplicaciones se dedicaron a

la determinacién de propiedades en el equilibrio; como son: presién, potencial

quimico, temperatura, energfa interna, capacidad calorffica, etc,
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Estos cdlculospioneros usaban fuerzas impulsivas (infinitas-pero
"Wactuando un tiempo cero'' para producir cambios instdntaneos de Tmpetu) deriva-

das de los potenciales de esferas duras y pozo cuadrado. Estos potenciales sim-
ples jugaron un papel importante para establecer como se aproxima‘el sistema al
equilibrio y la dependencia de las propiedades termodindmicas, con el niimero de
partfculas contenidas en la celda computacional.

Las funciones de energtia libre y de distribucién de pares obteni
das en el caso de un potencial de esferas duras hicieron posible desarrollar la
teorTa apropiada de perturbaciones en el equilibrio de los 1iquidos. Ahora que
estos problemas han sido resuletos para ITquidos simples y las computadoras
son capaces de manejar potenciales continuos eficientemente, el interés en pro-
blemas de esferas duras y pozo cuadrado ha disminuido, transfiriendose a siste-
mas de referencia para sustancias de mayor complejidad, como 1Tquidos poliatdmi
cos, lTquidos poalres y otros.

El método de dindmica molecular ya ha sido aplicado a fluidos mo
noatdmicos y a algunos fluidos poliatdmicos como el mondxido de carbono CO, el
nitrdgeno N2 y el agua H20, este método esta tratando de desarrollarse para es-
tudiar muchos problemas pricticos los cuales pueden comprenderse mejor en mode-
los idealizados a través de experimentos computacionales; entre tales sistemas

podemos mencionar: movimiento de dislocacién y flujo pl&stico en s8lidos, pro-
pagacidn de grietas, propagacidn de ondas de choque y dafio causado en sSlidos

por radiacién,

Mg
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APENDICE B :

L0S FUNDAMENTOS DEL ALGORITMO DE LA TRANSFORMADA RAPIDA

DE FOURIER.

La transformada r&pida de Fourier FFT es un algoritmo que
permite calcular la transformada discreta de Fourier mucho mas rapidamente que
otros algoritmos disponibles, aqu? exhibimos un ejemplo sencillo, tomado de
la referencia ( 27 ), en el que puede apreciarse la razdn de su eficiencia.

Partamos de la transformada discreta de Fourier

Nt . .
X(n)= ¥ xolk)©72TIk/N n=0,1,...,N-I
k

en la que se ha sustituido por conveniencia en la notacidn Kt por Ky n/NT por n,

observese que esta ecuacidn representa el c3lculo de N ecuaciones (una para cada
n). Por ejemplo, para nuestro caso particular en que N=k si hacemos W =E@-2Fi/N

tendremos:

X (o) =X (o) we + x, (1) WC o+ X, (2) we + X, (3) w°
X (1) = %_(o) W0 + x_ (1) v x (2 W e x (3) w3
X (2) = x_(o) W+ x_ (1) W o+ x_(2) W+ X, (3) Wt

. 3 6 9
= W
X' (3) = (o) W o+ X, (1) W2+ X (2) W+ x,(3)
Estas ecuaciones pueden representarse mas ficilmente en forma

matricial:

X (o) we w° W wW° X, (o)
X (1) W out W oWl x (1)

= © AB 1
X (2) WO Wl oWt e x_(2)

X (3) wowd we e X, (3)
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que puede escribirse mis brevemente como: X(""J”"k‘o‘k’

Un exd8men de la ecuacidn matricial AB,1 revela que como W y posiblemente
XO(K) son complejo;, entonces N2 multiplicaciones complejas y N(N-1) su-
mas complejas se requieren para realizar el cdlculo matricial. Siendo la
efectividad del algoritmo FFT, como veremos, resultado de haber reducido
este nilmero de operaciones,

Usando 1a relacign WK = y(nkmodN)

donde (nk m8dulo N) es el
residuo despué€s de dividir nk por N, kpor ejemplo s1 N=b, n=2 y K=3 enton
ces w6=w2 ya que Whk = W6= oxp[(2ICI/4)6]= exp(-3ITi) = exp(-[Ti)

y © exp(-TTi)= exp[(-2[Ci/4)2]= WEe winkmodX) ) » la ecuacién AB.1 se

Puede reescribir como:

X (o) 1 1 1 1 Xo(o)

X (1) 1 w‘ w2 w3 xO (1)
= 2 ) AB.2

X (2) 1 W W v X, (2)

x (3) row oWt X, (3)

El segundo paso consiste en factorizar la matriz que aparece en esta ecua

cién de la manera siguiente:

(o]

X (o) 1 w° 0 0 10 W o) fx (o)

x (2) 1w o o o 1 0 wWlx (1)
= ; 2 AB.3

x {1) 0 0 1 W 1. 0 W o xo(z)

X(3) o o 1 w/\o 1 0o W X, (3)

El mEtodo de factorizacidn estd basado en la teorfa del algoritmo FFt, para

el presente ejemplo basta con observar que la multiplicacidn de &stas dos
matrices de la matriz cuadrada en AB,2, con la excepcidn de que los renglones
1 y 2 han sido intercambiados lo cual ya ha sido tomado en cuenta reescribien
do el vector columna X(n) intercambiando tambi&n en este dichos rengloﬁes, 1a
memos a este nuevo vector X(n), esta factorizacidn es la clave de la eficien-

cia.del algoritmo FFT,
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Tomando en cuenta que la factorizacidn es correcta, salvo
por el hecho de que los resultados estdn "revueltos', se puede examinar
entonces el nimero de multiplicaciones requeridas para la ecuacidn. Pe-

ro antes construyamos el vector Xl(k)

Xl(o) - 1 o W o Xo(O)
X, (1) ) 0o 1 0o w° X, (1)
2
x1(2) 1 0 W 0 XO(Z)
2
X, (3) 0 1 o0 W x,(3)

de modo que este veetor, es igual al producto de las dos matrices a la
derecha en AB,3,

Ahora si, hagamos el recuento de las operaciones involucradas
en el c3lculo de X(n), elelemento XI(O) es calculado con una multiplicacidn
compleja y una suma compleja (WPho se toma como la unidad a manera de desa-
rrollar un resultado mas general):  X({0)=x5(0) +W%xo(2)

El elemento X‘(1) también se determina por una multiplicacidn
y una suma complejas, mientras que solo una suma compleja se requiere para
cal.cular X1(2) ya que W°=-W2 y entonces: x,(2)=x°(0)+ngo(2)'xo(o)"wo";(Z)
y esta Gltima multiplicacidn compleja ya se realizd al obtener X‘(o). Por e].
mismo razonamiento, X1(3) se calcula con una sola suma compleja y ninguna
multiplicacidn, De modo que en total para el cilculo del vector intermedio
*‘(k) se requieren cuatro sumas complejas y dos multiplicaciones complejés:e
Continuemos completando el cdlculo de AB,3:

X (o) X, (o) 1w o0 o X, (o)

X (2) X, (1) 1w o o X, (1)
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x (1) X, (2) o o 1 W ) kx,(z)

X (3)) X, (3) o o 1w X, (3)

El término XZ(O) se detérmina por una multiplicacidn y una suma complejas.

x2(0)=x,{0)+WO%x, (1) el elemento Xz(l) por una suma ya que
Wo=-1? y por un razonamiento andlogo, XZ(Z) se determina por una suma Yy
multiplicacidn complejas vy X2(3) por una sola suma.

Se requieren para obtener X(n) por medio de AB.3 un total de
cuatro multiplicaciones complejas y ocho sumas complejas, mientras que el
c3lculo de X(n) usando AB.1 emplea dieciseis multiplicaciones complejas y 12
sumas complejas, Es el proceso de factorizacidn matricial el que introduce
ceros en las matrices factorizadas y, como resultado, se reduce el ndmero
requerido de multiplicaciones por un factor de dos. Como el tiempo de cdm-
puto es gobernado ampliamente por el nimero requerido de operaciones (prin-
cipalmente las multiplicaciones en este caso), se apreciaré entonces la ra-
28n para la eficiencia del algoritmo FFT,

Para N=2¥ el algoritmo FFT es entonces un procedimiento
para factorizar una matriz de N x N en ¥ matrices (cada una de N x N) tal
que cada una de las matrices factorizadas posee la propiedad especial de mi-
nimizar el ndmero de multiplicaciones y adiciones complejas. Si extendemos
los resultados del ejemplo anterior observaremos que la FFT requiere NY¥/2:=4
multiplicaciones complejas y N ¥ =8 sumas complejas, mientras que el mé todo
directo emplea N2 mul tiplicaciones complejas vy N(N-1) sumas complejas. Si
asumimos que el tiempo de cémputo es proporcional al nimero de multiplica-

ciones, entonces el cociente aproximado de tiempo de cdmputo del método di-

recto al de FFT esta dado por:
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N2 2N 1

1;37;' -—g—“ que para N = 1024 = ZVO representa una reduccidn de

mas del 200 al.

Sin embargo el procedimientao de factorizacidn matricial intro-
duce una discrepancia. Recuerdese que el cilculo de AB,3 da X{(n) en lugar
de X(n); este rearreglo es inherente al proceso de factorizacidn mismo y
es un problema menor porque se puede generalizar directamente una técnica

R
para reordenar X{(n) y obtener X(n}, esta consiste primero en reescribir

7.

X(n) reemplazando el argumento n con sus equivalentes binarios; as

X (o) X (oo)
X (2) X (10)
. se convierte en
X (1) x (01)
X (3) X (11)

y si a los argumentos binarios de esta ecuacidn le son invertidos sus bits

(i.e. O1 10, 10 01, etc.) entonces:

X (o00) X (oo)

o x (10) ' x (01)

X (n) = se transforma en = X (n)
X (0o1) X (10)
x (11) . X (11)

De esta forma, con este ejemplo sencillo hemos mostrado las caracteristicas
mas reelevantes del algoritmo FFT, que lo hacen mas eficiente que el cilculo

tradicional,
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