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Introduccion

La teoria de Riemann (1854) permite integrar funciones acotadas y discontinuas, cuyos
puntos de discontinuidad forman un conjunto de medida cero (con respecto a la medida
de Lebesgue). En cierto sentido, la teoria de Riemann es lo suficientemente amplia. Sin
embargo, esta tiene limitaciones para integrar funciones acotadas y discontinuas en todo
punto, por ejemplo la funcién de Dirichlet [6] 8, 13|16, 135]], o bien los teoremas de conver-
gencia de la integral de Riemann son restrictivos, véase el Ejemplo [[.1.1] La introduccién
de una integral mds general fue necesaria después de los trabajos publicados por Fourier y
Dirichlet [, 20], ya que por ejemplo, se requeria considerar la integral de funciones que en
general no son Riemann integrables, véanse los Ejemplos [1.2.1,[1.2.2] [T1.2.4] [1.2.6]y [1.3.2]
En particular, se necesitaba integrar funciones discontinuas en todo punto. Ademas de ase-
gurar el intercambio de una serie infinita e integral, y una teoria de integracién con teoremas
de convergencia mds generales que los que ofrece la teoria de integracién de Riemann.

Emilie Borel, alrededor del afio 1898, desarroll6 la teoria de la medida y establecié
las propiedades que se deben satisfacer para que un conjunto sea medible y también cuan-
do este conjunto tiene medida cero [8, [13, [16]. Henri Lebesgue en 1902, utiliz6 la teoria
desarrollada por Emilie Borel para definir una nueva integral [8, 13, 16} 20]. En la actua-
lidad, a esta integral se le conoce como la integral de Lebesgue. La teoria de la medida es
fundamental para definir la integral de Lebesgue [8, (10, (13} '40]].

Las integrales de Riemann y Lebesgue conceptualmente tienen origenes diferentes. La
integral de Lebesgue resulté de una generalizacion de la integral de Riemann manteniendo
vélidos algunos teoremas de esta dltima integral. Asi, toda funcién f Riemann integrable
es Lebesgue integrable y los valores de sus integrales coinciden [8} 16, 20]. Ademads, una
funcion Lebesgue es Riemann integrable si y solo si el conjunto de sus discontinuidades
tiene medida de Lebesgue cero [, [13]. Estas propiedades son empleadas para evaluar la
integrabilidad, en el sentido de Riemann, de ciertas funciones Lebesgue integrables.

Por otra parte, no siempre es posible emplear métodos numéricos para evaluar funcio-
nes Lebesgue integrables debido a que existen funciones que no son continuas [8, [16, 35].
La mayoria de los métodos de integracion numérica necesitan la continuidad y la primera
derivada de la funcién, ya sea el caso para intervalos acotados o no acotados. Dada una
funcién Lebesgue integrable su aproximacién numérica seria a través de funciones escalo-
nadas para intervalos acotados. Para intervalos no acotados, la aproximacion por funciones
escalonadas resulta un método cumputacional poco eficiente al implementar un algoritmo.

Para sucesiones de funciones, la integral de Lebesgue cuenta con teoremas de con-
vergencia, los cuales no suponen la convergencia uniforme [8, (13, |16} 35]. Los teoremas
de convergencia de la teoria de integracion de Lebesgue hacen de esta una herramienta
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8 INTRODUCCION

esencial en infinidad de areas de las Matemadticas. Por dar un ejemplo, el Teorema de la
Convergencia Dominada se emplea en el Analisis Funcional en multiples articulos, por
ejemplo [, 3, 33].

Por otra parte, el proceso de integracion puede ser definido por dos caminos diferentes.
Una de manera descriptiva y la otra constructiva [23]]. Isaac Newton (1642-1723) defini6
su integral como una antiderivada, es decir, si F : [4,b] — Ry F’(x) = f(x) para toda
x € [a,b,] entonces f es Newton integrable sobre [a,b] y

b
f f = F(b)~Fa),

y esto se conoce como una definicidn descriptiva. Por su parte, Bernhard Riemann en 1854
defini6 su integral de forma constructiva, tomando sumas de dreas y el limite en las parti-
ciones y a este proceso se le conoce como constructivo [23]].

En el marco de la integral de Lebesgue, el Teorema Fundamental del Célculo Integral
se reformula de la siguiente manera, conforme [13]].
Si F:[a,b] — R es diferenciable casi donde sea en [a, b], F’ es Lebesgue integrable, y

JXP’(t)dt =F(x)—F(a) VYxé€|a,b].

Una caracterizacion de las funciones Lebesgue integrables se hace a través de las funciones
absolutamente continuas. En esta tesis se denotara a este espacio de funciones como AC,
conforme a los textos [0, [13] [16] [35]. Asi, usando la notacién previa, una funcién f es
Lebesgue integrable en [a, b] siy s6lo si F es AC[a, b].

Continuando con esta linea, el trabajo de Ulisse Dini y Vito Volterra muestra que exis-
ten funciones que son acotadas y sus derivadas no son Lebesgue integrables. En general,
el Teorema Fundamental del Célculo Integral no es valido para todo el conjunto de las
funciones derivada [16]. Por ejemplo, la funcién

{(x —a)’sen(1/(x—a)) si a<x<b,
F(x) = i
0 sl x=a

es oscilante, diferenciable sobre la recta real pero F’ no es Lebesgue integrable, ya que F
no es una funcién absolutamente continua [16].

Con el interés de integrar funciones oscilantes, en 1912, Arnaud Denjoy propone una
integral que permiti6 generalizar el Teorema Fundamental del Célculo Integral para funcio-
nes que son derivadas. Asi, la integral de Denjoy generalizé la caracterizacién que existe
entre las funciones absolutamente continuas y las funciones Lebesgue integrables, tal rela-
cion fue demostrada por el matematico ruso Nikolai Luzin [[13} [16].

En 1914, Oskar Perron propuso otra integral que se le conoce como la integral de Pe-
rron. Esta establece una extension de la integral de Lebesgue y también con la propiedad
de que todas las derivadas son integrables en este marco tedrico [16]. Introduce las no-
ciones de funciones mayores y menores que se definen utilizando las derivadas superior e
inferior, respectivamente [[16]]. El trabajo de Oskar Perron fue independiente al de Arnaud
Denjoy, por tal motivo tienen enfoques diferentes. Sin embargo, estas integrales son equi-
valentes sobre IR (véase [16, Teorema 11.2]) y en la actualidad se conocen como la integral
de Denjoy-Perron [6, [16]].
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En 1957, al realizar investigaciones en el area de ecuaciones diferenciales, Jaroslav
Kurzweil retom¢ las ideas de Bernhard Riemann para desarrollar una integral en términos
de €-9, que mantuviera validos los teoremas de convergencia de la integral de Lebesgue y
que todas las derivadas fuesen integrables como en la integral de Denjoy-Perron [6, 11} 16].

Posteriormente, en la década de 1960, Ralph Henstock propone una definicién de inte-
gral, que bajo ciertas condiciones resulta equivalente a la definicién de Jaroslav Kurzweil
[6,16]. Asi, a estas se les conoce como la integral de Henstock-Kurzweil, en otros textos
la podemos encontrar como la integral generalizada de Riemann [6, [16]. En [[16, Teorema
11.3], se demuestra que las integrales de Denjoy-Perron y Henstock-Kurzweil son equiva-
lentes sobre IR. Una caracteristica importante de espacio de las funciones Lebesgue integra-
bles son un subconjunto propio de las funciones Henstock-Kurzweil integrables y, el valor
de las integrales coinciden [6} [16]. Cabe sefialar, que la integral de Henstock-Kurzweil
establece una relacién con la integral de Riemann-Stieltjes [35]. Este hecho es de gran uti-
lidad en el desarrollo de algunas de nuestras contribuciones como veremos en capitulos
posteriores.

El Teorema Fundamental del Célculo Integral es uno de los resultados principales de la
teoria de integracion. En el marco de la integral de Henstock-Kurzweil todas las funciones
derivadas en el sentido usual son integrables, a diferencia de la teoria de Lebesgue. En la
presente tesis, se enuncian las dos versiones del Teorema Fundamental del Célculo Integral
en el marco de la teorfa de Henstock-Kurzweil [6]. Los Ejemplos expuestos en
la seccion [[.2] muestran el alcance tedrico de la integral de Henstock-Kurzweil. En [12] se
extiende el Teorema Fundamental de Calculo para en espacios de Banach.

La integral de Henstock-Kurzweil cuenta con el Teorema del Multiplicador. Este mues-
tra la conexion con la integral de Riemann-Stieltjes. Existen diferentes definiciones de una
integral del tipo de Riemann-Stieltjes. En esta tesis, empleamos la definicién de Riemann-
Stieltjes dada en [[6] y usamos la conexién con otras integrales tipo Stieltjes, tales como
Lebesgue-Stieltjes y Kurzweil-Stieltjes [29] 35]. Por ultimo, cabe remarcar que los mul-
tiplicadores de las funciones Lebesgue integrables son las funciones medibles y acotadas
[8, 13, [16]. Asi, en [43] se muestra que los multiplicadores de las funciones Henstock-
Kurzweil son las funciones de variacidn acotada; el conjunto de estas funciones se denota
como BV (IR), conforme a [6} (16, 33]35]. El Teorema del Multiplicador es valido para in-
tervalos no acotados y es empleado en recientes publicaciones [1,13,133]]. Considerando las
funciones de variacién acotada se obtienen nuevos resultados en el contexto del Anélisis de
Fourier con la integral de Henstock-Kurzweil.

Una caracterizacion de la integral de Henstock-Kurzweil fue establecida por Heinrich
Hake. El Teorema de Hake afirma que cualquier funcién cuya integral impropia exista es
integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil. Una consecuencia de este resultado es que
las funciones Riemann integrables en el sentido impropio estdn contenidas en el espacio de
funciones Henstock-Kurzweil integrables. Un aspecto tedrico importante es el siguiente, en
general no toda funcién Riemann impropiamente integrable es Lebesgue integrable, véase
el Ejemplo [I.3.2] El Teorema de Hake es vilido para intervalos compactos e intervalos no
acotados [6, [16].

En [49, Propossion 2.5] se establece una relacion de orden parcial en G, idénticamente
(G,C), donde denotamos con G a la clase de Saks de integrales, véase [49].

Notemos que la integral de Henstock-Kurzweil (HK) incluye a la integral de Newton (N),
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Riemann (R) y Lebesgue (L), idénticamente N _ HK, RC HK, LT HK, véase [49].

En [49, Teorema 4.10] se demuestra que la integral de Henstock-Kurzweil es invariante
bajo las extensiones de Cauchy y de Harnack. La integral de Henstock-Kurzweil estd conte-
nida en cada integral que contiene la integral de Lebesgue [49]]. De esta manera, el espacio
de las funciones Henstock-Kurzweil integrables es el espacio mds pequefio que contiene
funciones Lebesgue integrables y es invariante bajo estas extensiones, véase [49]].

Es importante sefialar que la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil cuenta con
buenos teoremas de convergencia. Las pruebas de convergencia para funciones definidas
sobre intervalos no acotados son enunciadas y demostradas en la tesis, en particular, uti-
lizamos la Prueba de Chartier-Dirichlet para desarrollar algunos de nuestros resultados
principales.

La teoria de integracion surge como una subdrea del Andlisis Matemadtico en el afio
de 1823 con el formalismo empleado por Agustin Cauchy [8]. La teoria moderna de inte-
gracion inicia con la introduccién de nuevas integrales, mas generales que las anteriores y
abre la posibilidad de aplicaciones en diferentes dreas. En particular, el Andlisis de Fourier
estd directamente relacionado con la teoria de integracion [8, (13, [20]. En [48]] se inicia el
estudio de las series de Fourier en el contexto de la integral de Denjoy. Posteriormente,
aproximadamente en el afio 2002, Erik Talvila [44] estudi6 la transformada de Fourier em-
pleando la integral de Henstock-Kurzweil. En la actualidad, un grupo de investigadores de
la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla y la Universidad de Masaryk (Republica
Checa) contintdan investigando propiedades fundamentales de la transformada de Fourier
sobre espacios de funciones no absolutamente integrables [3, 33, 36]. Por otro lado, el Dr.
Juan Héctor Arredondo de la Universidad Auténoma Metropolitana estudia posibles gene-
ralizaciones de espacios de interpolacion, también en el sentido de integrales generalizadas
[4].

En [33], se presenta una version del Lema de Riemann-Lebesgue para funciones de
variacidn acotada que se desvanecen en el infinito,y que no son necesariamente Lebesgue
integrables. Ademads, se describe un espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables
pero no Lebesgue integrables, donde dicha version del Lema de Riemann-Lebesgue es
valida.

La integral de Henstock-Kurzweil es empleada en [36] para estudiar la transformada
clasica de Fourier en espacios £P(IR). Obteniendo que la transformada cldsica de Fourier
JFp  LP(R) — L9(R), 1/p+1/q =1y 1 <p < 2 tiene una representacion integral y puntual,
casi donde sea, en el sentido de la integral de Henstock-Kurzweil en un espacio denso
de funciones no necesariamente Lebesgue integrables. Ademads, para cualquier funcién f
en este subespacio, su transformada de Fourier 7,(f)(s) obedece el Lema de Riemann-
Lebesgue demostrado en [33]] y coincide casi donde sea con una funcién continua excepto
en el punto s = 0.

Los operadores lineales transformada Coseno y Seno de Fourier son estudiados en [3]]
en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Estos dos operadores son llamados HK -
Coseno y HK-Seno de Fourier, respectivamente. Desde [46] se muestra que el compor-
tamiento de la transformada Seno de Fourier y transformada Coseno de Fourier tienen
propiedades cualitativas diferentes. En [3], se muestra que estos operadores lineales tienen
mds diferencias cualitativas en el contexto de la integral de Henstock-Kurzweil. De mane-
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ra mds precisa, el operador HK-Coseno de Fourier es acotado y el operador HK-Seno de
Fourier no es acotado.

Con las ventajas tedricas que presenta la integral de Henstock-Kurzweil y las aporta-
ciones antes mencionadas, este trabajo de tesis tiene como lineas de investigacion desarro-
lladas en [3 13} 26, 27, 28}, 133}, 136} 40l 45] que son las siguientes resultados:

1. El comportamiento asintético y expresiones analiticas de las transformadas Seno y
Coseno de Fourier.

2. El acotamiento del operador transformada Coseno con la integral de Henstock-Kurzweil.
3. El Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en BV,(IR).

4. Las propiedades de la transformada de Fourier en espacios £P(IR) con la integral de
Henstock-Kurzweil.

5. Condiciones necesarias y suficientes para obtener la derivacién bajo el signo de la
integral en el marco de la integral de Lebesgue y de Henstock-Kurzweil.

Asi, logramos desarrollar resultados originales usando la integral de Henstock-Kurzweil
generalizado algunos de los teoremas clésicos de la transformada de Fourier.

Un primer resultado (Teorema [3.1.1)) desarrollado en la presente tesis consiste en con-
siderar una funcion f en el espacio LP(IR) N BVy(IR) N ACj,:(R), con 1 < p < 2, para
demostrar que J,(f) es una funcién que se desvanece en el infinito, establecer una relacién
de igualdad entre el operador Fy (transformada de Fourier en el sentido de Henstock-
Kurzweil, la cual se le conoce como la transformada HK de Fourier) y el operador clasi-
co F, (transformada de Fourier) en LP(RR), 1 < p < 2. Notemos que LP(IR) N BVy(R) N
ACj,y(R) no estd contenido en £!'(IR). Una consecuencia directa del Teorema es el
Colorario donde consideramos los casos particulares cuando la funcién f es una fun-
cién par o impar. De esta manera, se obtienen expresiones analiticas que definen a la trans-
formada de Fourier en términos de la transformada H K-Seno de Fourier o de la transforma-
da HK-Coseno de Fourier. En ambos casos, las transformadas H K-Seno y HK-Coseno de
Fourier se definen de manera puntual excepto para s = 0, estos resultados se desarrollaron
en la seccion [3.1] Ademds, via el Teorema de Hake se pueden realizar cdlculos numéricos
para valores especificos de Frx (f)(s).

Los ejemplos [3.1.1] y [3.1.2] muestran la aplicabilidad del Corolario 3.1.1] En ambos
ejemplos, utilizaron programas computacionales especializados en matemadticas para cal-
cular numéricamente la transformada HK de Fourier, estos resultados no serian posibles
en el marco de la teoria de Lebesgue. En particular, en el Ejemplo se considera una
funci6n con las siguientes caracteristicas: pertenece a £2(IR)\ £ (IR) y de variacién acotada
que se desvanece en el infinito. Luego, empleamos la integral de Henstock-Kurzweil para
obtener una representacion integral de manera puntual de su transformada de Fourier. Se
obtiene una representacion puntual de la transformada de Fourier con p > 1, véase seccion
Al realizar estimaciones puntuales de la transformada HK de Fourier, observamos un
comportamiento asintético, de acuerdo al Lema de Riemann-Lebesgue, cuando los valores
del pardmetro s son suficientemente grande.
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Para el Ejemplo se elige una funcién que pertenece a: £!(IR) N £L?(IR) y que sea
de variacién acotada desvaneciendose en el infinito. Al emplear, el Teorema [2.1.6] (Teore-
ma de Plancherel) tenemos la igualdad entre las transformadas de Fourier F(f) y F(f),
con lo cual, sélo se garantiza la convergencia en £(IR)-norma. Al cambiar el enfoque a
la integral de Henstock-Kurzweil, logramos una expresion analitica que permite obtener
una representacion integral de la transformada de Fourier. Notemos que nuestros resulta-
dos pueden ser empleados para funciones no absolutamente integrables o absolutamente
integrables.

Posteriormente, en [45] se publican nuevos resultados en el marco de la integral de
Henstock-Kurzweil que dan condiciones necesarias y suficientes para derivar bajo el signo
de la integral. Los resultados anteriores permiten enunciar y demostrar el Teorema[3.2.3|que
es una contribucién relevante para el Andlisis de Fourier. El Teorema [3.2.3]es una genera-
lizacién de la Proposicién[3.2.2]y puede ser consultada en [13]. El Teorema [3.2.3]establece
las condiciones para derivar la transformada HK de Fourier de funciones f en el espacio
vectorial £!(IR)+ BV;(R), un espacio no cldsico, donde la transformada HK de Fourier ha
sido definida. A partir del Teorema se obtuvieron resultados para lograr la diferenci-
bilidad de Fiyx(f) y F,(f). Véanse las Proposiciones y y los Corolarios [3.2.3]
y [3.2.4] Para mostrar la relevancia teérica de estos resultados se presentan los Ejemplos
De esta manera, mostramos la diferenciabilidad de la funcién transformada de
Fourier F,(f) bajo condiciones mds generales que en la teorfa de Lebesgue.

Por otra parte, estudiamos la continuidad del operador transformada de Fourier de ma-
nera independiente, es decir, analizamos la continuidad del operador transformada Seno
de Fourier y del operador transformada Coseno de Fourier sobre diferentes dominios. En
este sentido, la transformada Seno de Fourier y transformada Coseno de Fourier tienen un
comportamiento muy distinto [3l 28]]. En [3] se demostré que el operador transformada
HK-Coseno de Fourier es un operador lineal acotado. Empleamos este resultado para mos-
trar la continuidad del operador ]-—25 Seno de Fourier sobre un subespacio de £?(IR) y con
rango en HK(IR). En particular, si ]-"25 no cambia de signo entonces es Lebesgue integrable,

véase el Teorema

Para finalizar nuestra investigacion, en el Capitulo [] se enuncia y se demuestra el Teo-
rema [4.2.1] el cual nos proporciona la tinica condicion necesaria para garantizar la inte-
grabilidad de la transformada HK—Seno de Fourier /. (f), cuando f no es una funcién
Lebesgue integrable pero si es una funcion de variacion acotada. Ademas, el Corolario4.2.1
derivado del Teorema [4.2.1) nos muestra las relaciones que existen entre las diferentes in-
tegrales de Lebesgue, Henstock-Kurzweil, Riemann-Stieltjes y Kurzweil-Stieltjes [34, 35].
Los Ejemplos y nos muestran que la condicién de que f/x € £L1(IR) es 6ptima
para lograr la integrabilidd de la transformada H K— Seno de Fourier.

De esta manera se han aportado nuevos resultados al Andlisis de Fourier aplicando
integracion generalizada, véase[l, 2].



Capitulo 1

La integral de Henstock-Kurzwelil y
Kurzweil-Stieltjes

1.1. La integral de Henstock-Kurzweil en intervalos com-
pactos

Iniciamos introduciendo las definiciones bdsicas de la integral de Henstock-Kurzweil,
para después enunciar los teoremas de la integral de Henstock-Kurzweil sobre intervalos
acotados, y posteriormente extender algunas de estas definiciones y resultados a intervalos
no acotados.

Sea [a,b] C R, con —co < a < b < co. Una particién de [a, b] es una coleccion finita de
intervalos cerrados no traslapados cuya union es [a, b]. Dos intervalos son no traslapados si
la interseccion de sus interiores es igual al vacio.

Una particién de [a, b] es denotada por P = {[x;_y,x;]}i_;, donde a = x5 < x; <--- <
x, = b. Sit; € [x;_1,x;], decimos que f; es una etiqueta del subintervalo [x; 1,x;] y la
coleccién finita de pares ordenados P = {[x;_j,x;], t;}"_, se le conoce como particion eti-
quetada.

Las siguientes definiciones y resultados bésicos de la integral de Henstock-Kurzweil se
pueden consultar en [6, (16} 22} 23] 135]].

Definicion 1.1.1. Sea [a,b] un intervalo compacto en R. Decimos que 6 : [a,b] —> R es
una funcion medidora si es positiva, es decir, 6(t) > 0.

Definicién 1.1.2. Sea [a, b] un intervalo compacto y P una particion etiquetada de [a, b).
Sea 6 una medidora en [a,b), decimos que P es 6 — fina si

[xi_1,x;] C[t; —0(t;), t; +O(t;)] para i=1,2,---,n.

Si la particion etiquetada es 5 — fina, decimos que P estd subordinada a & y lo denotamos
P <.

Notemos que cada subintervalo I; = [x;_1, x;] estd contenido en la bola con centro ¢; y
radio 9(t;), es decir, B[t;;6(t;)] estd controlado por ;.

13



14 CAPITULO 1. LA INTEGRAL HK Y LA INTEGRAL KL

Definicion 1.1.3. Decimos que el intervalo [a, b] es no degenerado si consta de mds de un
punto.

El Teorema de Cousin nos asegura la existencia de al menos una particion etiquetada
subordinada, dada una funcién medidora 6 sobre cualquier intervalo no degenerado [a, b] C
R. EI enunciado del Teorema de Cousin y su demostracion pueden ser consultados en
[6)16].

Ahora, introducimos la definicién de la integral de Henstock-Kurzweil para intervalos
compactos no degenerados. Con el objetivo de facilitar la notacién denotamos el intervalo
compacto I := [a, b].

Definicion 1.1.4. Una funcion f : I — R se dice Henstock-Kurzweil integrable si existe
A € R tal que para todo € > 0, existe una funcion medidora O, en I para cualquier particion
etiquetada P = {(I;, t;)};"_, subordinada a 5., entonces

Zf(ti)(xi —-xi_1)—A|<g,
i-1

donde A = Lf = Lbf(x)dx.

El valor de la integral en la Definicién[I.T.4]es tnico [6, (16, 23]]. Al conjunto de las fun-
ciones Henstock-Kurzweil integrables en I, lo denotamos de la siguiente manera: HK(I).
A partir de este momento todas las integrales son en el sentido de la integral de Henstock-
Kurzweil, a menos que se especifique lo contrario.

La integral de Henstock-Kurzweil es andloga a la integral de Riemann. La idea intuitiva
de la integral de Riemann es obtener el drea bajo la curva para funciones no negativas. Aho-
ra estudiaremos la relacién que existe entre la integral de Henstock-Kurzweil y la integral
de Riemann. El espacio vectorial de las funciones Riemann integrables en I es denotado
por R(I)ysi f € R(I), su integral sera denotada por

RL f(x)dx.

Teorema 1.1.1. Sea f : I — R una funcion Riemann integrable en I, entonces f es
Henstock-Kurzweil integrable en I y los valores de las integrales coinciden.

Demostracion: Supongamos que f € R(I). Dado € > 0, existe una constante o > 0 para
cualquier particion etiquetada P = {[x;_y, x;], t;}7_; de I con

Xi—Xxi1 < 0,

entonces
n

b
) Sttt -x)-R [ s

i=1

<e.
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Sea 0.(t) = %, para cualquier ¢ € I. Por el Teorema de Cousin, existe una particién P < 6,
de I.Si x; —x;_1 < 20(t;) < 6, entonces

<e&.

n b
f(t)(xi—xi1) =R | flx)dx
LSt R |

Por lo tanto, f es Henstock-Kurzweil integrable y como el valor de A es tinico se tiene el
resultado. [ |

El proceso de integracion de Riemann permite integrar de funciones acotadas con un
numero finito de discontinuidades en un intervalo compacto. Sin embargo, en 1829 el ma-
tematico aleman Peter Gustav Lejeune Dirichlet da un ejemplo de una funcién discontinua
y acotada, la cual no es Riemann integrable. Esta funcién recibe el nombre de la funcién
de Dirichlet, y asi resulta un contraejemplo para ilustrar el hecho de que no toda funcién
acotada es Riemann integrable.

Ejemplo 1.1.1. La funcion de Dirichlet se define en [0,1] como

)1 si xeQ,
f(x)‘{o si xe Q.

Usando la nocion de drea bajo la curva que la integral de Riemann proporciona para
funciones no negativas. Podemos pensar que la integral de la funcion de Dirichlet, si exis-
tiera, seria cero. Sin embargo, es bien conocido que esta funcion no es Riemann integrable
(6,18, [16]].

Ahora, mostraremos que la funcion de Dirichlet es integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil. Sea {r; : k € IN} una enumeracion de los niimeros racionales en [0,1] y dado
€ > 0. Definimos la medidora

£ sit=ry
6»1’ — 2k+1 ’
e(t) { 1 siteQ.

Sea P = {I;, t;}i_, una particion 6, — fina del intervalo [0,1]. Si la etiqueta t; € I; es
irracional, entonces f(t;) = 0y la contribucion de este intervalo a la suma de Riemann
es cero. Por otra parte, si la etiqueta es racional, entonces f(t;) = 1 y la longitud del
respectivo subintervalo 1(I;) = x; — x;_1 estd controlada por la funcion medidora, ya que
P < b,. Si el k-ésimo niimero racional 1y, es la etiqueta para el intervalo I;, entonces

I C 1= 0e(r), i + 0 (11)]

asi que

I(I;) < 26,(rg) = e/2F.

De hecho, si 1y es una etiqueta para dos intervalos consecutivos en P, la suma de las
longitudes de dos intervalos no traslapados es a lo mds &/2¥. De esta forma, cada elemento
1 aporta a lo mds /2% a la suma de Riemann S(f, P).

Por lo tanto,
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[oo]

S(f,P)<) e/2F=e

k=1

De esta forma, concluimos que

. 1
S(FP<e v fo Fl)dx =0,

Teorema 1.1.2. Sea f : I — R tal que f es medible y acotada. Entonces f € HK(I).

En [16] se puede consultar la demostracion del Teorema[I.1.2] De esta manera, tenemos
que para intervalos compactos el proceso integracion de Riemann no puede integrar ciertas
funciones acotadas, mientras que el proceso de integracion de Henstock-Kurzweil las logra
integrar. Del Teorema[I.1.2]se tiene en particular el Ejemplo [[.1.1]

Continuando con nuestro estudio de la integral de Henstock-Kurzweil, en la siguiente
seccion se enunciaran las propiedades que subyacen de la Definicion[I.1.4]

1.2. Propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil

En esta seccion enunciamos las propiedades bésicas de la integral de Henstock-Kurzweil
en intervalos compactos y que se preservan para intervalos no acotados [6, [16]].

Teorema 1.2.1. Sea I C R un intervalo compacto. Para f,g € HK(I).

[a=]r+ [

2. SiceRR, entonces cf e HK(I)y

1. Entonces f +g€ HK(I) y

ch :ch.
I I
3. Si f >0 para toda x € I, entonces

| 720

4. Si f > g para toda x € I, entonces
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La demostracién de los incisos del Teorema es una consecuencia directa de la
definicién de la integral de Henstock-Kurzweil [6, [16]. Los incisos [I| y [2| del Teorema
[I.2.1|nos afirman que el espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables es un espacio
vectorial con respecto a la suma usual de funciones y el producto escalar.

Corolario 1.2.1. Si f y |f| son integrables sobre I, entonces

1Lf|SJI|f|. (1.1)

Demostracion: Notemos que —|f (x)| < f(x) <|f(x)| paratoda x € I y aplicando el inciso
M) del Teorema [[.2.1] tenemos que

[ ez < [ pear < [ 1reonax

Teorema 1.2.2 (Criterio de Cauchy). Una funcion f : I — R es Henstock-Kurzweil inte-
grable si'y solo si para cualquier € > 0, existe una medidora 1, en I tal que si Py Q son
cualesquiera particiones 1).-finas, entonces

IS(f;P)-S(f;Q) <e.

Demostracién: (=) Sea f € HK(I) con integral A. Definamos la medidora 7, := 6 >0
en I tal que P, Q < 1, entonces

S(FP)-Al<5 v IS(Q)-Al<5.
Las particiones P y Q, cumplen
IS(f;P)=S(f;Q1 < IS(f;P)-Al+|A=S5(f;Q)l
< %+§
= &

(<) Para cada 1 € IN se define una medidora 6, en I tal que P, Q < §,,, entonces

S(P)-S(F5 Q<

Las medidoras pueden ser decrecientes, 0,(t) > 0,,1(t) paratoda t € I y n € IN. De lo
contrario, reemplazamos o,, por

Op(t) 1= min{oy (£), 05(t), -+, 6, (1)}
Para cada n € IN se tiene que P, < §,. Claramente, si m > n, entonces P,, y P, son
0, — finasy se tiene

ISP =S(FPl <, para m>n. (12)
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De esta manera, obtenemos una sucesion de Cauchy (S( f ;pM))melN en IR, y definimos
1im,,, oo S(f;Py) := A. Pasando al limite cuando m — oo en (1.2) se tiene

IS(f;P,)—Al<~ VneNN.

|-

Dadoe>0y KeNconK > %, y como Q es una particién 5x — fina arbitraria, entonces

IS(£;Q) Al < IS(f;Q)=S(f;Pe)l+IS(f Px) ~ Al

< 1 N 1
- K K
< &
Ya que ¢ > 0 arbitrario, la funcién f es integrable con valor A. [

El siguiente teorema nos asegura que si una funcién f es Henstock-Kurzweil integrable
en [a, b], entonces la funcién f es integrable en subintervalos.

Teorema 1.2.3. Sea f : [a,b] > Ry c € (a,b). Entonces f es integrable en I si y solo si
sus restricciones para [a,c| y [c, b] son integrables. En este caso, se tiene

J;bf=LCf+£bf~

El siguiente corolario es una generalizacion del Teoremal|l.2.3|para un nimero finito de
puntos dentro del intervalo [a, b].

Corolario 1.2.2. Si f e HK([a,b]) ya=co<c; <c¢p <---<c, = b, entonces las restric-
ciones de f para cada subintervalo [c;_y,c;] son integrables 'y

b n ci
Jor=2 ).

La demostracién del Teorema [I.2.3] puede ser consultada en [6, [16] y 1a demostracién
del Corolario [I.2.2]se sigue de aplicar el Teorema|[I.2.3]e induccién matemética.

Ahora, presentamos una extension del concepto de primitiva para obtener una generali-
zacion del Teorema Fundamental de Calculo Integral, este desarrollo nos permitird obtener
nuevos resultados en el Andlisis de Fourier.

Definicion 1.2.1. Sean [ CRy F,f : I - R

a) Decimos que F es una primitiva de f sobre I, si la derivada F’(x) existe y F'(x) =
f(x) para toda x € I.

b) Decimos que F es una a-primitiva (c-primitiva) de f sobre I, si F es continua sobre
I, y existe un conjunto finito (nulo contable) E de puntos x € I, donde F’(x) no existe
o no es igual a f(x). Al conjunto E se le llama conjunto excepcional.
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c) Si f e HK(I)y u € I, entonces la funcion F,, : I — R es definida por

F= [,

es llamada la integral indefinida de f con base u.

Con el objetivo de demostrar el Teorema Fundamental del Célculo Integral, enunciamos
el Lema de Straddle que es una consecuencia directa de la definicion de derivada.

Lema 1.2.1 (Lema de Straddle). Sea F : I — R una funcion diferenciable en el punto t € I.
Dado € > 0, existe una funcion medidora 6.(t) > 0 tales que si u,v € I satisfacen

t—0.(t) Su<t<v<t+0,(t), (1.3)
entonces

|F(u) = F(v) = F'(t)(u - v)| < e(u~v). (1.4)

Demostracion: Por definicion de derivada de F en el punto f € I, dado € > 0 existe O, tal
que si 0 < |z—t| < 6.(t) para z € I, entonces
-F'(t)|<e¢

’

'F(Z)—F(t)
z—t

y obtenemos
|F(z) - F(t) - F'(t)(z—t)| < €|z - t.

En particular, si elegimos el punto ¢ tal que u <ty v >t en el intervalo I con medidora
0.(t). Noteque v—t >0y t—u > 0, entonces aplicando desigualdad triangular obtenemos
que

[F(v) = F(u) = F'(t)(v - u) IF(v) = F(u) = F'(t)(v —t) + F'(t)(v — t) — F(t) - F(u)|
IF(v) = F(u) = F'(t)(v = )|+ |F'(t)(v — t) = F(t) = F(u)|
e(v—t)+e(t—u)

e(v—u).

IN A

De esta manera, la expresion (I.4) estd demostrada. ]
A continuacidn, presentamos y demostramos dos versiones generalizadas del Teorema
Fundamental del Calculo Integral.

Teorema 1.2.4. Si f : [a,b] — R tiene una primitiva F sobre [a, b], entonces f € HK([a, b])
y

b
J‘fzﬂm—me



20 CAPITULO 1. LA INTEGRAL HK Y LA INTEGRAL KL

Demostracion: Sea F la primitiva de f. Dado ¢ > 0, consideramos 6, una funcién medi-
dora y una particion etiquetada de [, b] tal que satisface la condicion (1.3]) del Lema
Aplicamos el Lema al subintervalo con extremos [x;_1, x;] y etiqueta t;, para obtener
la siguiente desigualdad

‘F(Xi) —F(xi_y) = F'(t;)(x; - xi—l)‘ <e(x;—xi1). (1.5)

Por otra parte, para estimar F(b) — F(a) — S(f; P) realizamos la siguiente suma telescépica

EJF F(x;_1)l- (1.6)

De esta manera, obtenemos la siguiente igualdad

F(b)—F(a)-S(f;P) = Z[F x;i) = F(x;_1) f(ti)(xi_xi—l)]- (1.7)

La desigualdad del tridngulo aplicada a (1.7)), nos permite tener la siguiente expresion
[E(b) - F(a) - Z|P xi) = F(xio1) = f (1) (xi = xi-1)| (1.8)

Realizando la suma acumulada en (1.5 y por la desigualdad (1.8)) se obtiene

n

ZE(xi —Xi_1)

i=1
e(b—a).

|F(b) - F(a) - S(f;P)|

IA

IA

Dado ¢ > 0 arbitrario, se concluye que

b
f e HK(ab]) fszw)—P(a).
[ |

Teorema 1.2.5. Si f : [a,b] — R tiene una c-primitiva F en [a,b], entonces f € HK([a, b])

y
b
J‘f:HM—Pmy

Demostracién: Sean F una c-primitiva de f y E = {c};, el conjunto excepcional para
la c-primitiva F. Como E es contable, entonces E es un conjunto nulo. Podemos suponer
que f(cx) =0, conc, € E.

Definamos una funcién medidora en I := [a, b] de la siguiente manera, dado ¢ > 0,t € [ -E
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y, sea O, (t) tal que cumple la expresion (1.3)) del Lema Si t € E, entonces t = ¢ para
algin k € IN; por la continuidad de F en ¢y, se elige 0. (ci) > 0 tal que

[F@) - Flew)| < 57

para toda z € I, entonces
|z —ci| < 8. (ck).

De esta manera, hemos definido o, en I.

Ahora, sea P = .{[xi_l,xi], t; }‘?:1 una partigién 0 — fina en I. Si ninguna de las etiquetas
pertenece al conjunto excepcional E se aplica el Teorema([l.2.4]

Por otro lado, si ¢ € E es una etiqueta del subintervalo [x;_1, x;], entonces

|F(xi) = F(xi-1) = f(ci)(xi —xi1)| < |F(x;) = Flcx)| + [Flex) = F(xioy)|
|f(cr)(xi = xi1)|
&

&
2k+2 + 2k+2
&
2k+1'

+
<

Ahora cada punto de E puede ser la etiqueta de a lo més dos subintervalos de P, por lo
tanto la suma de los términos, donde ¢; € E satisface la siguiente desigualdad

D |G - Fxi) - ft)i-xi)] < ) = (1.9)
t;eE k=1

Aplicando el Lema [I.2.1]a la suma de los términos, donde t; ¢ E se satisface la siguiente
desigualdad

Y JFGi) = Fxi) = fE)xi—xia)| < ) elxi—xi)

t;¢E t;¢E
< e(b-a). (1.10)

Sumando las expresiones (1.9) y (1.10) para después aplicar desigualdad triangular, ya que
P < O, se tiene
|F(b)=F(a)-S(f;P)| < e(1+b—a).

Dado ¢ > 0 arbitrario, se concluye que

b
f e HK(ab]) j f = F(b) - F(a)

u

El Teorema|I.2.5]es una generalizacién del Teorema Fundamental del Célculo Integral,

ya que todas las derivadas son integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil, incluso si

la funcién derivada no existe en un conjunto numerable, lo que no asegura la teoria de
integracion de Lebesgue [6,16].

Veremos a continuacion algunos ejemplos de funciones primitivas sin conjunto excep-

cional, con conjunto excepcional finito y conjunto excepcional contable, respectivamente.
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Ejemplo 1.2.1. Sea

_ [x*cos(m/x?) si x€(0,1],
Fla) = { 0 si x=0.

Su derivada es

F'(x) = 2xcos(r/x?) + 2rx "L sen(m/x?)  x€(0,1].
Aplicando la definicion de derivada en el punto x = 0 se tiene

x? cos(1t/x?)

F'(0) = lim
x—0 X
= lim x cos(mt/x?).
x—0
Dado que |cos(u)| < 1 para toda u € R, tenemos que —|x| < xcos(r/x?) < |x| y como
lim,_,o|x| = 0 se tiene que

1im x cos(mt/x?) = 0,
x—0

entonces F'(0) = 0. Por lo tanto,

F/(x) = 2xcos(mt/x?) + 2rmx L sen(n/x?) si x €(0,1],
B 0 si x=0

es diferenciable en cada punto de [0,1].
De esta manera, por el Teorema se tiene

J: F'(x)dx

1
=
—_

|
g
=

= cos(m)-0
= -1.

En el siguiente ejemplo mostramos una funcidén que no es Riemann integrable, y por
otra parte, su primitiva es tal que el conjunto excepcional es un conjunto singular. Asi,
empleamos el Teorema [[.2.5] el cual es una generalizacién del Teorema [I.2.4] y permite
que el conjunto excepcional sea a lo més contable.

Ejemplo 1.2.2. Sea

_uvE si xe(0,1],
f(x)‘{ 0 six=0.

La funcion f no es acotada en [0, 1], en consecuencia no es una funcién Riemann integra-
ble.
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14+
12]]

10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 1.1: f(x) = 1/+/x.

Si consideramos la funcién F(x) := 2+/x para toda x € [0,1] notemos que F es continua
en [0,1] y F’ es diferenciable en (0,1] con F'(x) = f(x) pero F’(0) no existe. En conse-
cuencia, F es una a-primitiva de f en [0,1]. De hecho, el conjunto excepcional de f es

E = {0}, por el Teorema se tiene que f € HK[0,1]y

Jl f(x)dx =2.
0

Por otro lado, la funcién de Dirichlet que fue discutida previamente es Henstock-
Kurzweil integrable, este hecho nos permite dar un ejemplo de una funcién f cuya primitiva
tiene un conjunto excepcional contable. Enseguida explicamos este ejemplo.

Ejemplo 1.2.3. Sea f la funcion de Dirichlet, la cual es discontinua casi donde sea y es
Henstock-Kurzweil integrable sobre [0,1].

Sea F(x) := 0 para toda x € [0,1], entonces F es una c-primitiva de f en [0,1], esto se
sigue debido a que F'(x) = 0 = f(x) para todos los niimeros irracionales x € [0, 1], véase
[6]].

El conjunto excepcional resulta ser el conjunto de todos los niimeros racionales en [0, 1],

el cual es un conjunto contable.
Por el Teorema se tiene

jl f(x)dx =0.
0

Ahora, introducimos las definiciones de subparticion y subparticion etiquetada para
enunciar el Lema de Saks-Henstock y sus corolarios.

Definicion 1.2.2. Sea I := [a, b] un intervalo compacto no degenerado.

1. Una subparticion de I es una coleccion {] i };:1 de intervalos cerrados no traslapados
enl.
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S
j=1
ordenados, donde J; son subintervalos que forman una subparticion de I y t; € J;
son las etiquetas con j =1,---,s.

2. Una subparticion etiquetada de I es una coleccién de Py := {(J i ti)lio, de pares

3. Si & es una funcion medidora en I, decimos que la subparticion Py es 6 — fina si

4. Si 6 es una funcion medidora de un subconjunto E C I, decimos que la subparticion
etiquetada Py es (6,E)-f ina si tiene todas las etiquetas tj € E'y

Jj € [tj _5(tj), ] +5(t]-)] para j=1,---,s.

Lema 1.2.2 (Lema de Saks-Henstock). Sea f € HK(I) y para € > 0, sea o, una funcion
medidora en I tal que si P < 0., entonces

‘S(f;P)—ff‘SE.
1

Si 750 = {(]j,tj) 17 =1,2...,s} es una subparticion o, — fina de I, entonces
n

Z{f(t,-)zuj)—jf}‘ = ‘s<f;7jo>—L(PO)f

=1 Jj

<g,

con
S

UPy)=Uid; v S(FP0) =) Ft)IU)),

j=1
donde 1(]) es la longitud del intervalo J.

El Lema de Saks-Henstock tiene los siguientes corolarios, los cuales se utilizaran en las
siguientes secciones, de manera mds especifica en la demostracion del Teorema del Mul-
tiplicador, entre los espacios de funciones absolutamente integrables y Henstock-Kurzweil
integrables y en la demostracién del Teorema de Hake.

Corolario 1.2.3. Con las hipotesis del Lema se tiene

;\fuj)zuj) - L £l < 2.

Corolario 1.2.4. Con las hipotesis del Lema se tiene

;|f<tj>|1<fj>—j;\f]jf|

En la siguiente seccion, introducimos el concepto de funcion de variacion acotada con el
objetivo desarrollar resultados relacionados con la integrabilidad del producto de funciones
en el sentido de la integral de Henstock-Kurzweil.

< 2e.
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1.2.1. Las funciones de variacion acotada y su relacion con la integral
de Henstock-Kurzweil

Las funciones de variacién acotada nos permiten obtener varios resultados que carac-

terizan a las funciones absolutamente integrables usando la integral de Henstock-Kurzweil
ver seccion por lo cual, introducimos algunos de sus aspectos geométricos.
La variacion de una funcién f : [a,b] — R en [a, b] mide el desplazamiento vertical total
observado por el punto (x, f(x)) de la grifica de f al recorrer x del punto a al punto b, es
decir, la variacién de una funcién es una forma de cuantificar "que tan variables" son los
valores de la funcién en el intervalo [a, b].

Definicion 1.2.3. Sea I C R un intervalo compacto 'y g : I — IR. Decimos que g es de
variacion acotada en I si'y solo si

n
Var(g,I) := SUP{Z|g(xi)_g(xi—l)|}<O°:
i=1
donde el supremo se toma sobre todas las particiones de 1. La coleccion de todas las

funciones que tienen variacion acotada en I, serd denotada por BV (I).

Por otra parte, se enuncian las propiedades bésicas de las funciones de variacion acotada
sobre el intervalo compacto I = [4, b], estas propiedades pueden ser consultadas [6, 35].

Proposicion 1.2.1. Sean f,g € BV(I) y c € R, entonces
1. Var(f,I)=0siysolosi f(x)= f(a), para toda x € 1.
2. a<x<y<bimplica|f(x)— f(y)| < Var(f,[x,v]) < Var(f,I).
3. If(x)| <|f(a)l+ Var(f,I), para toda x € 1.
4. ¢f €e BV(I) con Var(cf,I)=|c|Var(f,I).
5. f+geBV(I)con Var(f +£gI)<Var(f,I)+ Var(g,I).

Ademads, una de las principales propiedades de una funcién de variacidén acotada es
su descomposicion en diferencia de dos funciones mondtonas crecientes o decrecientes
[33,135].

Teorema 1.2.6. Sea f : I — R, entonces f € BV(I) si y solo si existen funciones g1,9, :
I — R no decrecientes tales que f(x) = g1(x) — g2(x), para toda x € I.

El espacio vectorial de las funciones de variacion acotada estd dotado con la norma

fllgv(r) = f(a)+ Var(f,I).

Por otro lado, la familia de funciones de variacidon acotada esta relacionada con la inte-
gral de Henstock-Kurzweil, ya que los multiplicadores de las funciones Henstock-Kurzweil
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integrables son las funciones normalizadas de variacion acotada en [a, b], es decir, son fun-
ciones de variacion acotada, continuas por la derecha y se desvanecen en a4, las cuales se
denotan de la siguiente manera N BV [a, b] [43].

El concepto de funcidn de variacion acotada estd relacionado con la integral de Riemann-
Stieltjes y esta a su vez con el Teorema del Multiplicador. Para enunciar este teorema, es
necesario introducir la integral de Riemann-Stieltjes. Usualmente, la integral de Riemann-
Stieltjes aparece en la literatura matematica de la siguiente forma

b
j hx)d(x),

donde h(x) es el integrando y ¢(x) se le conoce como la funcién integradora.

Existen diversas definiciones del tipo integral de Riemann-Stieltjes, véase [0, 29, [35]].
Una integral que permite desarrollar nuevos resultados en el Andlisis de Fourier es la
integral Kurzweil-Stieltjes. La integral Kurzweil-Stieltjes es mas general que la integral
Riemann-Stieltjes. Ahora, enunciamos de manera formal la definiciéon de la integral de
Riemann-Stieltjes que utilizamos en el desarrollo de esta tesis.

Definicion 1.2.4. Decimos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a ¢ en
[a,b] C R si y sdlo si existe A € R tal que para cualquier € > 0 existe, C, > 0 tal que
Si

P = {([xim %] )V,
es una particion etiquetada de [a,b] y
w(P) = Max{x;—x;_;:1<i<n} <,
entonces

<e.

Y Flt)@(x) - plxi1) - A
i=1

El niimero A es la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a ¢ en [a,b].

En este trabajo basta denotar la integral de Riemann-Stieltjes como

Lbfd(p.

Esta definicion es bastante elemental pero generaliza a la integral de Riemann y es til
para nuestros propositos. Note que si ¢(x) := x, enla Deﬁnicién se obtiene la integral
de Riemann.

Como mencionamos, existen diversas definiciones de la integral de Riemann-Stieltjes,
nosotros seguimos los textos [29, 35] y enunciamos el siguiente resultado que nos da una
relacion entre algunas de estas integrales, ademas se utilizard este hecho para obtener el
Teorema [3.1.1] el cual fue publicado en [1]]. Ahora, enunciamos el teorema que unifica a
estas integrales.

b
Teorema 1.2.7. Si la integral de Riemann-Stieltjes L fdg en sentido de la Definicion|l.2.4,
existe, entonces existe en el sentido de Kurzweil-Stieltjes y sus valores coinciden.
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La demostracién del Teorema(1.2./|puede ser consultada en [35].
Los siguientes teoremas establecen la conexidn entre las funciones de variacion acotada
y la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.2.8. Si f : [a,b] —> R es continua y ¢ : [a,b] — R de variacion acotada,
entonces f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a ¢ en [a, b].

Teorema 1.2.9. Sean f,¢ : [a,b] — R funciones de variacion acotada. Entonces f es
Riemann-Stieltjes integrable con respecto a @ en [a,b] si'y solo si @ es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a f en [a,b]. En este caso, se tiene la siguiente igualdad

b b
f fd<p+f wdf = FB)p(b) - F(@)pla)

Las demostraciones de los Teoremas [I.2.8]y [I.2.9) pueden consultarse en el apéndice H
de la referencia [6].

Dada la definicion y las propiedades de las funciones de variacién acotada y por otra
parte la definicién de la integral de Riemann-Stieltjes, procedemos a enunciar el Teore-
ma del Multiplicador. La aplicacién de este es de vital importancia en el desarrollo de la
presente tesis.

Teorema 1.2.10 (Teorema del Multiplicador). Sea I = [a,b] C R un intervalo compacto.
Si f e HK(I) y ¢ € BV(I), entonces feo € HK(I) y

b b
J fe J pdF
b

P(b)@(b)—f Fdg, (1.11)

a

donde Lb @dF, Lb Fdg son integrales de Riemann-Stieltjes segiin la Definicion |1.2.4|y
F(x) = fax f es la integral indefinida de f .

Demostracion: Sea f € HK(I) y F su integral indefinida, luego F es continua en I.
Por los Teoremas [1.2.8] y [1.2.9] tenemos que las dos integrales de Riemann-Stieltjes en
la expresion M existen. Asi, dado ¢ > 0 existe una medidora C, > 0 tal que si P =
{([xi—1 —x;], t;)};_, es cualquier particién etiquetada de I, entonces

n b
Y ptuFex)-Fn)- | par
i=1 ¢

Como ¢ es acotada, existe M > 0 tal que [@(x)| < M para toda x € I.
Dado que f € HK(I), existe una medidora o, en I tal que si P < 9., entonces

<e.

€

|g(f(ti)(xi —Xj_1)- [F(xl-) —P(xi_l)])‘ < e
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Por el Corolario [1.2.3se tiene la siguiente desigualdad

&

i‘f(ti)(xi ~xi1) = |F(x) _F(xi—l)” <
i1

Supongamos que 0.(x) < C para toda x € I, por lo tanto

IN

’ if(h’)@(ti)(xi —Xi_1)— Jb quF‘ ‘ if(tﬁ(p(ti)(x,- —x;_1)
i=1 4 i=1

- ) ew[FE) - Fixi)]
lzl b

. Zw(n)[ﬂxn—z:(xi_l)]—j par|
i=1 a

< M Z'f(ti)(xi —Xi_1)— [F(xi) —F(Xi—1)” +e

< 2e.

Dado ¢ > 0 es arbitrario, entonces f ¢ € HK(I) y se tiene

b b
J fo f pdF
b

P(b)(p(b)—f Fdg.

a

|

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema [I.2.10]y se utiliza pa-

ra demostrar los tres teoremas de convergencia para la integral de Henstock-Kurzweil en
intervalos no acotados que serdn enunciados y demostrados en la siguiente seccion.

Teorema 1.2.11. Si f € HK(I)y g es mondtona en I := [a, b, entonces existe & € I tal que

Lbfg Zg(a)fﬂg(b)ﬁf-

A este resultado, se le conoce como el Segundo Teorema del Valor Medio y su demos-
tracion puede ser consultada en [6].

Enseguida se estudiard la relacién que existe entre los espacios de vectoriales de las
funciones absolutamente integrables y las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Es
importante destacar que el concepto de variacion acotada es fundamental para establecer
esta relacion.
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1.2.2. El espacio de las funciones absolutamente integrables y su rela-
cion con el espacio HK(I)

Ahora, denotamos a la familia de funciones absolutamente integrables sobre un inter-
valo compacto I como sigue

LYI):={f e HK(I): |f| € HK(I)}.

En el siguiente ejemplo se muestra que £!(I) estd propiamente contenido en HK(I),
esto es existen funciones Henstock-Kurzweil integrables y que no son absolutamente inte-
grables.

Ejemplo 1.2.4. Sea
2cos(m/x?) si x€(0,1],
Flx) = { 0 si x=0.

Donde su derivada es

F'(x) = 2xcos(mt/x?) + 2mx "t sen(rt/x?) si x€(0,1],
- 0 si x=0,

por lo tanto, es diferenciable en cada punto de [0, 1], véase el Ejemplo m
El Teorema Fundamental del Cdlculo Integral (Teorema nos asegura que

1
J(2xcos(7'(/x2)+27zx_1sen(7'c/x2))dx = F(1)-F(0)
0
= -1.

Al considerar la funcion |F’| resulta ser una funcion oscilante cerca del origen. Probemos
que |F’| no es una funcion Henstock-Kurzweil integrable, para demostrar este hecho pro-
cederemos por contradiccion. Supongamos que |F’(x)| es una funcion Henstock-Kurzweil
integrable. Sean ay = 1/Nk+1 y by = 1/Vk para cada k € N, de esta manera se tiene la
siguiente particion a; < b; <a, <b,<---<a, <b,,.

Por el Corolario[l.2.1)y el Teorema tenemos que

by by
J IF| > U F’
aj aj
= |F(bx) - F(a)|
o1 1
ko k+1
2
> =
~ k+1

Si |F’| estuviese en HK([0,1]), al realizar la suma acumulada de los subintervalos se
tendria la siguiente desigualdad
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=
v
—_
IA
[
%
=
=

k=1 k=1 "%

1
J |F’]. (1.12)
0
Para n arbitrariamente grande, la serie

y 2
—_— =0
k+1
k=1
1
JNMZm
0

por lo tanto la integral diverge, lo cual es una contradiccion. Asi, F’ es Henstock-Kurzweil
y no es absolutamente integrable.
La grdfica de |F’| es la siguiente

IA

Por la expresion ([[.12)) se tiene

50
a0
30

20

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 1.2: |F’(x)| = |2x cos(rt/x?) + 2mx~ ! sen(1t/x?)].

Por otro lado, el Teorema|I.2.4]afirma que todas las funciones derivadas son Henstock-
Kurzweil integrables. El ejemplo ilustra que no toda funcion derivada F’ es absoluta-
mente integrable.

Ahora, veremos algunas propiedades de las funciones en el espacio £!(I).

Teorema 1.2.12. Sean f, g en HK(I) y |f (x)| < g(x) para toda x € 1, entonces f € L1(I).

Mds aun, se tiene
[sl<[in= e
1 1 1
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Proposicién 1.2.2. Sean f,g € LY(I) y c € R. Entonces
1. f+geli).
2. cf e LY(I).

La Proposicion nos dice que £!(I) es un espacio vectorial. Abajo enunciamos una
caracterizacion de las funciones en £1(I).

Proposicion 1.2.3. Sea f € HK(I). Entonces son equivalentes:
1. fell).
2. Existe w € L1(I) tal que f(x) < w(x), para cada x € 1.
3. Existe a € LY(I) tal que a(x) < f(x), para cada x € 1.

La integral de Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta, es decir, si f es Henstock-
Kurzweil integrable no implica que |f| es Henstock-Kurzweil integrable, véase el Ejemplo
El siguiente teorema nos da las condiciones para que |f| sea Henstock-Kurzweil
integrable, en otras palabras, se caracteriza a las funciones absolutamente integrables.

Teorema 1.2.13. Sea f € HK(I). Entonces |f| es integrable si 'y solo si la integral indefi-
nida F(x) := Lx f(t)dt es de variacion acotada en I. En este caso,

Llfl = Var(F;1).

Demostracion: (=) Sea f tal que |f| es integrable y Q = {&(,&1,--+, &) es cualquier
particion de I. Por los Corolarios y se tiene

Y IR - FE | = f\f
i=1 =

IA
™
S

=

I
>

Por lo tanto, la integral indefinida F € BV(I)y Var(F;I) < L |f].

(<) Dada una particion Q cuya suma se aproxime a Var(F;I), entonces usamos los puntos
de la particién Q para generar una particién mds fina cuya suma de Riemann de |f| este
mas cerca de Var(F;I).

Supongamos que la integral indefinida F € BV (I), entonces Var(F;I) < co. Dado € > 0, y
Q=1{&y, &y, -+, &, una particion de I tal que

Var(F;I)—¢e < le(éi) - F(&-1)l
i-1

< Var(F;I). (1.13)
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Sea & € (&;_1,&;), el Teorema m y la desigualdad triangular nos permiten obtener la
siguiente estimacion

[F(&) = F(&im1)l S IF(E) = F(Ei-n)l +IF (&) = F(E)L.

Procediendo por induccién, podemos agregar un nimero finito de puntos a la particién Q.

Entonces la suma
Y IF(E) — F(&ioy)

siempre estard acotada por Var(F;I).
Sea 6, una medidora sobre I, tal que para cualquier particién P = {(I;, t;)}"_, es 6, — fina

en [ se tiene
' b
‘S(f;P)— |7

Aplicando el Colorario a la particién P, entonces

‘Zlf (T, Z|Jf”<2e (1.14)

SeaE:={&;:i=0,1,---,m} y definimos a o} en [a,b] como

<e.

5% (t) 1= min{ég(t), %dist(t,E _ {t})}.

Si la particién P* es 0% — fina, también es &, — fina, asf que se mantiene para P*.
Notemos que cualquier punto &; € E debe ser una etiqueta de al menos un subintervalo
en P* y empleamos este procedimiento de derecha a izquierda para obtener los puntos
&1, Emo1 como etiquetas para dos subintervalos, es decir, se estdn agregando un ndmero
finito de puntos a la particién P*. Ahora, sean u; los puntos de la particién P* y 7; las
etiquetas de la particién (i = 1,2,---,p) de esta manera definimos los subintervalos J; :=
(i1, ;).
Por la expresion (I.13)) se tiene

Var(F;D)—e < ) |F(u;)=F(uiy)|

[
g
S

~

< Var(F;I). (1.15)
Combinando las desigualdades (I.14) y (I.15)), concluimos que

( ->|z<ji>—i1f]
ioT Vi

S(FP) - Var(F 1)

IA

—Var(F;I)‘

IA
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Dado que ¢ > 0 es arbitrario, por lo tanto |f| es Henstock-Kurzweil integrable y

J;lfl:Var(F;I).

|

Asi, hemos mostrado que las integrales indefinidas de funciones absolutamente integra-
bles son de variacién acotada.

Las funciones absolutamente continuas representan un caso especial de funciones con
variacion acotada. El concepto de funciones absolutamente continuas es importante en la
teoria de integracion debido a que estas funciones tienen una relacién directa con las in-
tegrales indefinidas de las funciones Lebesgue integrables. Ahora, definiremos de manera
formal el concepto de funcién absolutamente continua.

Definiciéon 1.2.5. Sea f : I — IR. Decimos que f es absolutamente continua en I, si para
todo € > 0, existe 11, > 0 tal que

Y If@)-fu) <,
i=1

cuando {[u;,v;]}"_, es una subparticion finita de intervalos no traslapados de I tal que
satisface

n
Zlui _vil < He-
i=1

El conjunto de funciones absolutamente continuas en I es denotado por AC(I).

La nocién de funcién absolutamente continua "nos dice que tan suave es la funcién",
a la vez es una condicion mds restrictiva que la continuidad y la continuidad uniforme
[13L116]]. El conjunto de funciones absolutamente continuas en cada intervalo compacto se
denota por ACj,.(IR) [16} 24, 27, 28], 45]).

Las propiedades bdsicas del conjunto AC(I) son enunciadas en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.14. Sean f,g:1 — Ry c € R. Entonces
1. f € AC(I) implica f es uniformemente continua en I.
2. f € AC(I) implica f € BV(I).
3. f,g€AC(I) implica que las funciones

a) cf,
b) If,
c) f+g
d) f-g
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pertenecen a AC(I).

El conjunto AC(I) es un espacio vectorial con respecto a la suma y producto usual,
ademds se tiene la siguiente contencién propia de conjuntos AC(I) € BV(I) [16]. Para
mostrar esta contencion propia exhibimos una funcién de variacion acotada que tiene un
conjunto contable de discontinuidades y por lo tanto, no es absolutamente continua.

Ejemplo 1.2.5. Sea

1 . 1 1
_Jx St XE(O,l] y XE(m,E] kEN,
fx) {o si x=0.

Esta funcion es no decreciente en el intervalo [0,1], Var(f,[0,1]) = 1 y claramente es
discontinua.

El concepto de continuidad absoluta establece una relacion entre las dos operaciones

fundamentales del célculo, la derivacion y la integracién usando la integral de Lebesgue
(613, [16].

Teorema 1.2.15. Sea F : I — R. Entonces F € AC(I) si 'y solo si F es la integral indefinida
de una funcion en L1(I).

Corolario 1.2.5. Sea F : I — R no decreciente en I = [a,b]. Entonces F € AC(I) si y sélo
si

b
J F’(x)dx = F(b) - F(a).

Por otra parte, las funciones Lebesgue integrable se definen de la siguiente manera,
conforme a los textos [[13, [16]].

Definicion 1.2.6. Sean (X, o0, u) un espacio de medida y f una funcion o — medible. Di-
remos que f es Lebesgue cuando sus partes positiva f* y negativa f~ tienen integrales
finitas. Y la integral estd dada por formula

Lfdﬂ = Lf+dﬂ—Lf_d#-

Es claro que existen diferentes medidas en IR y asi distintas integrales segtn la Defini-
cién En este trabajo de tesis emplearemos la medida de Lebesgue [8, 13, 40].

En particular, cuando X = I, o0 = o- dlgebra de Borel y p = la medida de Lebesgue,
entonces tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.2.16. Sea dyu = ds la medida de Lebesgue y f : I := [a,b] — R Lebesgue
integrable en I. Entonces

F(x):= fo(s)ds (a<x<bD)

pertenece al espacio AC(I) y cumple que F’ = f en I, salvo un conjunto de medida cero.
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Teorema 1.2.17. Sea F : I := [a,b] — R tal que F € AC(I). Entonces F’' es Lebesgue
integrable en I y cumple que

b
j F'(x)dx = F(b) - F(a),

para toda x € 1.

Teorema 1.2.18. Una funcion f : [a,b] — R es Lebesgue integrable en [a,b] si y solo si
existe F € AC|a,b] tal que F’ = f en [a, b] salvo un conjunto de medida cero.

Es decir, se ha demostrado una caracterizacion de las funciones Lebesgue integrables.
Las integrales indefinidas, las cuales son funciones absolutamente continuas en intervalos
compactos, conforme a los Teoremas[1.2.15]y [1.2.18] Notemos que el Teorema y la
Definicién se mantiene en intervalos no acotados, es decir, f es Lebesgue si y sélo
si es absolutamente integrable [6) [24]]. Sin embargo, no se usa el concepto de funciones
absolutamente continua [24]]. Existen varias formas de definir a las funciones absolutamen-
te continuas en intervalos no acotados, véase [24, 44]. Es facil ver que si se extiende la
Definicién @] sobre IR, la funcién identidad es absolutamente continua sobre R, pero su
derivada no es Lebesgue integrable sobre IR, ademas la funcién identidad en IR no es una
funcién de variacion acotada [24]].

Ahora, introducimos la familia de funciones medibles sobre un intervalo compacto
I :=[a,b].Veremos que el conjunto de funciones HK(I) estd contenido en el conjunto de
funciones medibles, con respecto a la medida de Lebesgue. A este conjunto lo denotamos

como M(I).

Definicion 1.2.7. Una funcion f : I — R se dice medible sobre I := [a,b] si existe una
sucesion (si )y, de funciones escalonadas sobre I tal que

f(x)=lim sg(x) c.s.d sobre I.

k—oo

Proposicion 1.2.4. Sea I un intervalo compactoy f € M(I) una funcion acotada. Entonces
ambas funciones f y |f| pertenecen a HK(I).

Proposicion 1.2.5. Si f y |f| pertenecen a HK(I) (f € LY(R)), h € M(I) y acotada en I,
entonces f - h pertenece a HK(I).

Las demostraciones de las Proposiciones [I.2.4]y [I.2.5| pueden ser consultadas en [6].

Teorema 1.2.19. Sea f € HK][a,b], entonces f es el limite de una sucesion (si)y>, de
funciones escalonadas salvo un conjunto de medida cero.

La demostracién del Teorema puede ser consultada en [23]].
De esta manera, los espacios de funciones Riemann, Lebesgue y Henstock-Kurzweil
integrables estan relacionadas por las siguientes contenciones

R(I) ¢ £Y(I) € HK(I) (1.16)
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y los valores de sus integrales coinciden, ademds estas contenciones son propias, véase
[6, [16,133]]. La funcién de Dirichlet es un ejemplo que ilustra la primera contencién propia
de larelacion (1.16)). El Ejemplo[I.2.4/muestra la segunda contencién propia en la expresién
(T.T6). Ademds, incluimos el Ejemplo[1.2.6] el cual es presentado abajo para remarcar este
ultimo hecho.

El siguiente ejemplo nos muestra que existe al menos una funcién Henstock-Kurzweil
integrable y no Lebesgue integrable.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos a la funcion

2sen(1/x?) si 0<x<1,
F(x)‘{ 0 si x=0.

Y su derivada

F(x) = 2xsen(x?)—2x"'cos(x™?) si 0<x<1,
- 0 si x=0.

15

10

W 06 08 10

(@)
N

-10

-15
Figura 1.3: F/(x) = 2xsen(x~?) — 2x ™! cos(x?).

La funcion F’ no es acotada en el intervalo [0,1] y es oscilante cerca del origen como

se muestra en la Figura[I.3| por lo tanto, no es Riemann integrable. Por otra parte, la
funcion F’ no es Lebesgue integrable porque que F no estd AC([0,1]) [16].
Notemos que no todas las derivadas son integrables en el marco de la integral de Lebesgue,
mientras que el Teorema [1.2.5| nos segura que todas las derivadas son integrables en el
marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Entonces F’ es integrable en el sentido de
Henstock-Kurzweil y se tiene:

Il
=
—_

|
=
=

J‘l (Zx sen(x2) —2x7! cos(x_2))dx
0
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Por otro lado, el espacio de funciones Henstock-Kurzweil contiene a las funciones Rie-
mann integrables en el sentido impropio en intervalos acotados [6, [16]. El Teorema de
Hake, el cual se enunciard en la siguiente seccion, nos asegura que si una funcién es inte-
grable en el sentido impropio de Riemann también es integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil, esto es

RI(I)C HK(I),

donde RZ(I) denota el conjunto de las funciones integrables en el sentido impropio de
Riemann [29, 133],42].

En la siguiente seccion se estudiaran las propiedades de la integral de Henstock-Kurzweil
en intervalos no acotado.

1.3. La integral de Henstock-Kurzweil en intervalos no
acotados

Consideremos el conjunto RU{—oco}U{+oo}. A este conjunto se llama eje real extendido
y se denota de la siguiente manera: IR.

Definicién 1.3.1. Sea 6 : [a,b] € R — (0,00), se le llama funcion medidora en [a,b).
Dada una funcion medidora & sobre [a,b] decimos que una particion etiquetada P :=
{([xi_1, x;]; )}, de [a,b] es & — fina conforme a los siguientes casos:
ParaaeRyb = oco:

1. a=x9,b=x, =1, =oo.

2. [xi_1,x;] C[t; = o(t;), t; + 6(t;)], paratoda i=1,2,...,n—1.

3. [x,_1,00] C [6(+n)’0°]‘
Paraa=-c0oybelR

1. a=xy=1 =—o0, b=x,.

2. [xl-_l,xl-] C [ti - 5(1’1'), t; + 6(1’1')], para todai=2,...,n.

1

3. [—OO, Xl] C [—OO,—W].
Paraa=—-c0oyb=o00:

1. a=xy=1t =—0c0, b=x, =t, = c0.

2. [xi_l,xi] C [ti — 5(1’1'), t; + 5(1’1')], para todai=2,...,n—1.

3. biy-1,00] € [g 0] [-00, 1] €[00, =5,

El caso a,b € R fue discutido previamente. Conforme a la conveccion aritmética en
R,0- (+o00) = 0, una funcién f real-valuada sobre R se puede extender a R, si definimos
f(£o0) = 0. Por lo tanto, se introduce la definicion de la integral de Henstock-Kurzweil en
los reales extendidos, donde los intervalos pueden ser acotados o no acotados.
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Definicién 1.3.2. Sea I = [a,b] C R un intervalo. Una funcién f : [a,b] — R se dice
Henstock-Kurzweil integrable si existe A € R tal que para todo € > 0, existe una funcion
medidora S, en [a,b] tal que para cualquier particion etiquetada P = {I;, t; i, es 0, —
fina, entonces

xll -A|<¢g,

donde A=, f =) f(x)dx

Notemos que el caso de un intervalo compacto, [a,b] C R fue estudiado en el capitulo
anterior en la Definicién [L1.4l

El espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables en los reales extendidos es
denotado por HK(IR), mientras HKj,.(IR) denotard el espacio de funciones Henstock-
Kurzweil integrables sobre cada intervalo compacto de RR.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Hake). Sea I :=[a,b]C Ry f : I — R. Las afirmaciones son
equivalentes:

I feHK(I)y [} f(x)dx = A.

2. f € HK([c,d]), para todo intervalo [c,d] C (a,b) y

d
lim f(x)dx = A. (1.17)

c—at J.

d—b~

Demostracion: Supongamos 1. Fijemos la base a en la expresion (1.17)) y apliquemos el
Teorema con d € (a, b), entonces la restriccién de f en [a,d] es integrable.
Ademas, la integral indefinida de f con base a es una funcién continua en b, entonces

IR

De manera andloga fijamos a b y procedemos de la misma forma. Por lo tanto, Lb fi=A
Supongamos 2. Esto es, A € R tal que para cualquier d € (a,b) con f € HK([a,d]) y

se cumple.

Deﬁnamos (Ck);~, una sucesion estrictamente creciente con ¢y = a y limy_, o, cx = b.
Dado ¢ > 0, sea r € IN tal que

b-c, < ———

If( )|+1

[

y sea t € [c,, D), entonces

<e.
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Sean k € N 'y & una medidora en I := [cx_1, ¢i] tal que si P, es alguna particién o — fina
de I, entonces
€

2k

S(f;Pk)_J; fls

Sin perdida de generalidad, asumimos que

1. 51(C0) < %(Cl —Co) y sik>1.

2. Sks1(ck) < min{Sx(ck) 5(ck — k1) 5(Chs1 — k)

3. 0(t) < min{%(t —Cr_1), %(ck —t)} para t€(ck_1,Ck)-
Ahora, definamos 6 en I de la siguiente manera:

| ox(t) site [ck—1,¢k), k €N,
5“*‘{b—q sit=b,

Asi, 6 es una medidora en I y sea P := {[x;_y, x;], t;}7_, una particién 6 — fina de I. Dado
que b no pertenece a ningun intervalo I, el ltimo subintervalo [x,_;,b] en P debe tener
la etiqueta t,, = b. Dado que P < 0, se tiene que

¢, = b-0o(b)
< Xpe1-

Ahora, sea s € IN el entero mds pequefio tal que x,,_; < c¢;, asiquer <s.Sik=1,---,5s—1,
la condicién [3|implica que el punto c; debe ser una etiqueta para algtin subintervalo en P
que contiene a c¢. Usando el procedimiento de derecha a izquierda [6l], asumimos que los
puntos ¢y, ¢y, -+, Cs_1 son también puntos finales cada subintervalos en P. Sean

Q1 :=PNlcp,c1], -+, Qe1:=PN[csn o) Qsi=PN[cst, Xy

Cada Oy (k=1,---,5— 1) es una particién 6 — fina de I, entonces
. €
b%%%[ﬂﬁﬁ1makﬂpﬁ—L

Iy

Del hecho que O es una subparticién 6, — fina de I, el Lema implica que
: €
|s(r. 00| fl=s-
I
Si QY := {([x,,_, b], b)), entonces
S(f,Qb) = f(b)(b—x,-1)

y se sigue que

IS(f,Q0 < 1f(B)(b—x,1)

IN A
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Dado que P =0, U---UQ, ; U, UQP, se obtiene que

=1
< S ;Qi - o
< |2 st L f

< 3e.

S(£7)- Al }:aﬂgg+aﬂgw_4

Xn-1

+1S(f;Qb) -

F-4

a

Como ¢ > 0 es arbitrario, entonces f € HK([a,b]) con integral A. De manera similar se
realiza la prueba para el limite inferior en la integral y la demostracion estd completa.
|

El Teorema de Hake se demuestra para un intervalo [a, b] contenido en los reales exten-
didos y puede ser empleado para cualquier intervalo arbitrario no degenerado.
En el siguiente ejemplo empleamos el Teorema de Hake, primero sobre el intervalo [0, co]
y de manera andloga para [—oo, 0]. Asi, por el Teorema de la aditividad (Teorema se
tiene que la funcién g definida a continuacion es integrable en R.

Ejemplo 1.3.1. Sea

(x) 1= 1/(1+x?) para x€R,
g = 0 Si X=—-00 y X=oo.

Definimos la primitiva G(x) := (arctan(x))’ para toda x € R. Por el Teorema Fundamental
del Cdlculo Integral (Teorema la funcion g es Henstock-Kurzweil siempre que —oco <
a < b < oo, entonces por el Teorema de Hake se tiene

* dx ) b dx
> = lim >
o Lt X o Ja 1+x

= lim arctan(b)— lim arctan(a)
b—-c0 a—oo

= Tt

Observemos que por el Teorema de Hake la integral impropia de Riemann esta conte-
nida propiamente en la integral de Henstock-Kurzweil, es decir,

RZI[a,b]Cc HK]a,b].

Sin embargo, esta contencién no se preserva en dimension n > 1, véase [37/].

Resulta que las funciones Riemann impropias no estan contenidas propiamente en el
espacio de funciones Lebesgue integrables, y para mostrar este hecho se da el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.3.2. Sea f : R — R definida como

_ sen(x)

flx) =

X

y con grdfica
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/;)\//\\74/\v I \//\10_//\\/2)\\/ ‘
—02f

—04f

Figura 1.4: f(x) = sen(x)

X

La funcion es integrable en el sentido impropio de Riemann, véase [13, 40]. El valor

integral es
RIJOO el U
0 X 2

De acuerdo con la Figura la funcion es continua en el intervalo cerrado [27t,00) y por
lo tanto es medible. Consideremos la parte positiva, es decir,

fr(x)= Z sen(x))([zkn,(zk+1)n](x)-

X
k=1

Sea Ay = [(2k+i)n, (2k+%)7’(], Vk € IN. Por otra parte, x — % es decreciente en [271t, o).

Entonces

. C 1
frx) = ;—ﬁ(2k+%)nxAk<x>

v
NG
7]

—
S|

><
=

=

De esta manera

LM’H = Lii%mk(x)

T
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resulta que la integral es divergente y por lo tanto no es Lebesgue integrable.

Asi, podemos concluir que
RI(R)CHK(R) vy LYR)ZHK(R).

Enunciaremos otra caracterizacion de las funciones Henstock-Kurzweil integrables, es-
te resultado es conocido como el Criterio de Cauchy. La aplicacién del Criterio de Cauchy
es de gran utilidad para demostrar la convergencia de integrales impropias y su demostra-
cioén es un caso particular del Teorema de Hake [6), [16]].

Teorema 1.3.2 (Criterio de Cauchy). Sea f : I := [a,00] — R, una funcion tal que f €
HK([a,c]) para toda ¢ > a. Entonces f € HK(I) si y solo si para cualquier € > 0 existe
K(e) > a tal que si q > p > K(¢), entonces U:f' <e.

Ahora empleamos el Criterio de Cauchy para mostrar la convergencia de la siguiente
integral impropia.

Ejemplo 1.3.3. Para demostrar la convergencia de fol \/LE sen (%)d X.
Realizando el cambio de variable

1 » 1
Uu=— entonces u-=—,
X

\/}}
obtenemos la siguiente integral

1 o0

—f u~2sen(u?)du.

2
Notemos que
1 1
'—2sen(u2)‘ < |—2‘ u €[1,00).
u u

Dado € > 0, existe K(¢) tal que

71 171
j —Zsen(uz)du SJ_ }—Z‘duSa
p U p M

p > K(e).

cuando

De esta manera

<& siempre que q>p>K(e).

91 9
—sen(u“)du
p

u?

Por el Criterio de Cauchy

1 sen(l)dx
0 Vx x

es convergente.
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Por otra parte, en el capitulo anterior se enuncio el Teorema del Multiplicador, un as-
pecto tedrico importante es que es valido para intervalos no acotados, véase [3, 16, [16].

Continuando con el estudio de la integral de Henstock-Kurzweil, se enuncian las tres
pruebas de convergencia para intervalos no acotados. Los dos primeros teoremas pueden
ser considerados como extensiones del Teorema (Teorema del Multiplicador) para
intervalos no acotados y nos limitamos a considerar a ¢ como una funcién monétona [6].

El primer criterio es conocido como la Prueba de Dirichlet para series, pero formulado
para integrales por J. Chartier [6].

Teorema 1.3.3 (Prueba de Chartier-Dirichlet). Sean f,@ : I :=[a,c0) — Ry supongamos
que

1. f e HK([a,c]) paratodac>ay F(x):= Jaxf es acotada en [a, o).
2. @ es mondtona en I ylim,_, ., @(x)=0.

Entonces fp € HK(I).

Demostracion: El Teorema [1.2.10| implica que f¢ € HK([a,c]) para toda ¢ > a. Sea
M > 0 tal que |F(x)| < M para x € [a,00). Por hipétesis tenemos lim,_,, ¢(x) = 0, dado
€ > 0 existe K(&) > a tal que

€
lp(x)| < o P x > K(e).

Si g > p > K(¢), entonces por el Teorema|l.2.11|implica que existe & € [p, q] tal que

qufp f frol f f
= p)l+@(q)[F(q) - F(&)].

En consecuencia, si g > p > K(¢), entonces

9
< S oM+—2M
qu)' = M

= E&.

El Teorema implica que f @ € HK(I). |
El segundo criterio de convergencia es una version integral de una prueba para series
dada en 1826 por el matemédtico noruego Niels H. Abel [6]].

Teorema 1.3.4 (Pueba de Abel). Sean f,@ : I :=[a,00) = R, y supongamos que
1. f e HK(I).
2. @ es acotada'y mondtona en I.

Entonces f o € HK(I).
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Demostracion: Por hipétesis existe M > 0 tal que |p(x)| < M para x € [.
Como f € HK(I), el Teorema implica que dado € > 0, existe K(¢) > a tal que q >

p > K(¢), entonces
INEST

Como ¢ es mondtona, aplicando el Teorema [1.2.10} se sigue f@ € HK([p,q]). Por el
Teoremall.2.11|existe & € [p, q], tal que

qu(/) = @(p)Léfﬂp(q)qu-

Asi, sig > p > K(¢), entonces

qf < S MitwMm
, Pl = oM T oM
= E&.

Dado ¢ > 0 es arbitrario, y por el Teorema implica que f¢ € HK(I). [
Como se menciono anteriormente, las pruebas anteriores de convergencia consideran a
¢ como funcién mondtona. La siguiente prueba impone otro tipo de condiciones sobre .

Teorema 1.3.5 (Prueba de Du Bois-Reymond). Sean f, ¢ : I :=[a,00) — R, supongamos
que:

1. f e HK([a,c]), para todac>ay F(x ffesacotadaenl

2. @ es diferenciable en [a,0) y ¢’ € L(I) acotada y mondtona en 1.

3. F(x)@(x) tiene limite cuando x — oo.

Entonces f @ € HK(I).

Demostracion: De la hipétesis (1} existe M > 0 tal que |[F(x)| <M Vx € [a,00).
Por lo tanto,
|F(x)p'(x)| < M|@'(x)] para xe€l,

y asi que
X

im | Fe

existe. Dado ¢ en I, tenemos que Fo’ € £L'([a,c]) y el Teorema implica que f¢ €
HK([a,c]), ademds se tiene la siguiente igualdad

jf@F fﬂp

Aplicando el Teorema|1.3.1] se sigue que f ¢ € HK(I). |
Los siguientes ejemplos muestran el alcance de los tres teoremas convergencia para
intervalos no acotados.
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Ejemplo 1.3.4. Para determinar la convergencia de la integral

* sen(x)
1V

definamos la funcion f sobre [1,c]| como f(x):=sen(x) € HK[1,c]paratodo1 <c<ooy

sea
X

J sen(t)dt
1

= —cos(x)+cos(1),

dx,

F(x)

de esta manera |F(x)| < 2 para toda x en [1,00). Es claro que ¢(x) := \/L; es mondtona

decreciente en [1,00) y lim,_,,, ¢(x) = 0.
Por la Prueba de Chartier-Dirichlet (Teorema se tiene la convergencia de la integral

00 sen(x) d
1 Vx
Abajo se muestra la grdfica del producto de funciones f (x)p(x).
0.8~
06+
0.4+

\/\/AVQVA@

~04f

Figura 1.5: La grifica de sen(x)//x.

Ejemplo 1.3.5. Para determinar si la integral

* arct
f arczan(x) dx
2 xc+1

es convergente, consideramos

1
1+x2

f(x)=arctan(x) y Plx)=

Notemos que f € HK([0,00)) y [p(x)] <1 Vx € [0,00). Por la Prueba de Abel (Teorema
1.3.4) se tiene la convergencia de la integral.
Para finalizar el ejemplo, mostramos la grdfica de f(x)- ¢(x).
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014
0.12
0.10 —
0.08 —
0.06 —
0.04 —
0.02 —

4 6 8 10 12 14

Figura 1.6: La grifica de arctan(x)/(1 + x?).
Ejemplo 1.3.6. Veamos la convergencia de la siguiente integral

“ sen(x)
J, S

Consideremos f(x) = sen(x) y @(x) = 1/In(x).

De esta manera,
ro (x)dx = ro_—ldx
, ¥ , x(In(x))?

= In(2).

Por lo tanto, ¢’ € L([2,)).
Mds aun,

—cos(x)+cos(1)

A

= 0.

Por el Teoremall.3.5|(Prueba de Du Bois-Reymond) se tiene la convergencia de la integral
©0 sen(x)
2 In(x)

dx. A continuacion, se muestra la grdfica f (x) - ¢(x).
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AN AN
ARV VARVN.

Figura 1.7: La gréfica de sen(x)/In(x).

En la seccion [L2.1] se mostrd la relevancia de las funciones de variacién acotada en
la teoria de integracién de Henstock-Kurzweil sobre intervalos acotados. Ahora, se extien-
de el concepto de funcién de variacion acotada en intervalos no acotados y se usard esta
definicion para obtener resultados andlogos sobre la integrabilidad del producto de dos
funciones.

Las funciones de variacion acotada en intervalos no acotados se definen de la siguiente
manera, véase [3} 33, 36]].

Definicion 1.3.3. Decimos g es una funcion de variacion acotada en R si'y solo si

Var(g,R) := Cgr_r})o Var(g,[c,d])

d—co

existe en R. La coleccion de todas las funciones que tienen variacion acotada en R, es
denotada por BV (RR).

Si consideramos I := [a,00] y la Definicién [1.3.3] podemos enunciar el Teorema del
Multiplicador para intervalos no acotados en el siguiente version.

Teorema 1.3.6. Si f € HK(I)y ¢ € BV (I), entonces fp € HK(I) y

) b
J fo lim | ¢@dF

b—co ),

Jim [FO)p(0)- |

Notemos que la descomposicion de Jordan para funciones en BV (IR) es vélida, ver
detalles en [35]]. En contraste al caso de intervalos compactos, BV (IR) no esta contenido en
LY(RR), por ejemplo considere la funcién f(x) = 1/x para toda x € [1,00) y cero en otro
caso, f € BV(R)\ £L(R). La grdfica de esta funcion es la siguiente y sus propiedades se
analizaran en capitulos posteriores.

b

Fd(p].
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04
03

02

01

5 10 15

Figura 1.8: f(x) =1/x Vxe€[l,00)y cero en otro caso.

El conjunto BV (IR) serd objeto de estudio para considerar y analizar la transformada de
Fourier de funciones no Lebesgue integrables.

Y para finalizar este capitulo, enunciamos el siguiente espacio vectorial que nos permite
definir la transformada de Fourier en espacios no cldsicos en el marco de la integral de
Henstock-Kurzweil y que engloba a la transformada cldsica de Fourier.

Definicion 1.3.4.
HK(R,C):={f = fi+if2: fi, fo € HK(R)}

y establecemos su norma

”f”HK(IR,C) = ||f1||HK(1R) + ||f2||HK(]R):

J:df(x)dx

A la expresién (I.18)) se le conoce como la norma de Alexiewiez [33][36]]. Una aplica-
cion de la norma de Alexiewiez en la tesis se refleja en la funcién seno integral, notemos
que la funcidn seno integral es una generalizacion del Ejemplo|1.3.2
Definimos la funcién seno integral como:

donde

||f||HK([) = SUP{ : [C,d]CI}. (1.18)

La funcidn seno integral satisface las siguientes propiedades, véase[3] :
1) Si(0)=0,
2) lim, ,,Si(v)=1,

3) Si(v) < Si(r) Vv e[0,00).
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Definimos la familia de funciones Q) := {ht :R->R|te IR} tales que

h(x) =

X

sent¥h) i x 20,
t si x=0.

Notemos que h_;(x) = —h;(x) para cada x € R, dado que la funcién h; es una funcién par.
Consideremos v > u >0y t > 0, se sigue
tv
f sen(y) | y‘.
tu Y

v
J‘ sen(xt)dx‘ _
. X

De ahi, se sigue el conjunto de () es acotado en HK(IR) y

nSi(m) = sup{ el ik ) = e € Q} (1.19)

Definicion 1.3.5. Sea f : R — C una funcion con f, := Re(f)y f, := Im(f), entonces
definimos la integral de Henstock-Kurzweil de f mediante

J:Rf(x)dx = JIRfl(x)dx +1 J;sz(x)dx.

En el siguiente capitulo se dan los aspectos tedricos de la transformada de Fourier en el
sentido clésico, considerando la integral de Lebesgue y en el sentido de Henstock-Kurzweil.
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Capitulo 2

La transformada de Fourier

2.1. La transformada de Fourier en el sentido de la inte-
gral de Lebesgue

En general, la transformada de Fourier de una funcién real-valuada f definida sobre R
estd dada de la siguiente manera:

F(f)(s) o= \/%_n jme-i”‘f(x)dx,

donde la integral converge en algin sentido. Haremos uso de la siguiente notacion F) para
sefalar que dominio se va a considerar.

Enunciaremos algunos resultados del Andlisis de Fourier en el sentido clasico, es decir,
consideramos la integral de Lebesgue. La construccion tedrica de la integral de Lebesgue
puede ser consultada en [, 16, 40]. El conjunto de funciones real-valuadas f tales que

Ifllp <o,

donde p > 1 (funciones p-integrables) es un espacio normado (considerando clases de
equivalencia respecto || - ||,)) y es denotado por LP(IR). El espacio L(IR) es conocido como
el espacio de las funciones Lebesgue integrables o funciones absolutamente integrables
sobre IR.

Introducimos el operador transformada cldsica de Fourier en £!'(IR). Ya que en esta
seccion, consideramos distintos dominios para el operador transformada de Fourier y mos-
traremos sus principales propiedades usando la integral de Lebesgue.

Definicién 2.1.1. Sea f € L(R). La transformada de Fourier de f en el punto s es definida

por
1 —isx
A= = Le Fx)dx,

donde la integral es en el sentido de Lebesgue.

De la definicién anterior se sigue el siguiente teorema y posteriormente daremos un
ejemplo de una transformada de Fourier en el sentido de la Definicién [2.1.1]

51
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Teorema 2.1.1. Si f € L1(R), entonces F(f)(s) estd bien definida para cada s € R.

Dada la Definicién damos un ejemplo de una funcién absolutamente integrable y
calculamos su transformada cldsica de Fourier.

Ejemplo 2.1.1. Sea f(x) = e=®™ con a > 0. Por definicion se tiene

( .
Fle)s) = _\/;_n ey
J

1 [ _
_ e—zsxe—a|x|dx

VZT( J -0

— 1 r\o e —15x 0(de+ \J- *ISX ade
V2T( J —00 VZT(
1 1 N 1
V2rla—-ik  a+ik

04
V2r(a? +k2)

La demostracién del siguiente teorema es una consecuencia directa de la Definicion
[2.1.1] ademds de emplear la linealidad y homogeniedad de la integral de Lebesgue mos-
trando la linealidad del operador, estas propiedades pueden ser consultadas en las siguientes
referencias [6, 18l 9, [13]].

Teorema 2.1.2. Sea f,g € L}(R) y a € R. Entonces
1 F(f +8)(s) = Fi(f)(s) + F1(g)(s).
2. Flaf)(s)=aF(f)(s).

El siguiente resultado nos asegura que la transformada de Fourier con f Lebesgue inte-
grable resulta una funcién continua [10].

Teorema 2.1.3. La transformada de Fourier de una funcion Lebesgue integrable es una
funcion uniformemente continua. Mds aun,

A ()] < —=IIflh-

\/_

Demostracién: Sea f € £L!(RR). Para cualquier 1,k € R se tiene

Fl(f)(h+k)—ﬂ(f)(h)‘ S R T

—zkx zhx_ l)f(x)dx

Vo b

IA

—lkx lhx _ 1)f(x)‘dx

o bl
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Notemos que por desigualdad triangular se tiene
(e - 1) f(x)| < 2|f (x)| € L/(R) VxeRR
Ademas,

lim |(e/"™ — 1) = 0. 2.1
hlg(l)l( ) (2.1)

Por el Teorema de Convergencia Dominada y la expresion (2.1)) obtenemos

lim — e kX (thX _ 1) f(x)ldx = Jhm lkx ™ 1) F(x)|dx
lim %L‘ (@™ - 1)f (x) 77{ lim (%)

Esto demuestra la continuidad de la transformada de Fourier. Como es independiente de
valor de k, también se demuestra que la transformada cldsica de Fourier es una funcién
uniformemente continua. [

La aplicacion del Teorema de integracion por partes a la transformada de Fourier per-
mite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4. Sea f una funcién continua y diferenciable a trozos, tal que f, f’ € L' (R),
entonces

Fi(f)s) = isFi(f)(s).

Demostracion: Por Definicién se tiene

N L —isx £/
A(f) = \/ﬂfnf £/(v)dx
\/T—T[J: e—isxf/(x)dx

e integrando por partes, obtenemos

1 x=b
e S f(x)dx = lim — f(x)e”"** ’ s

V2nj_ ab—o0 \271 x=-a \/27(

Como f es continua y Lebesgue integrable implica que

e f(x)dx.  (2.2)

lim f(x

|x|—>00
y dada la expresion (2.2)) se obtiene

4 _ ls —lSX
A7) = Nl flx

ish (f)-
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|

El Lema de Riemann-Lebesgue nos asegura que para cada f € L!(IR) se tiene J(f) €

Co(IR), donde Cy(IR) es el espacio de funciones real-valuadas que se desvanecen en +oco
[33L136,139].

Lema 2.1.1 (Lema de Riemann-Lebesgue). Para cualquier funcion f € L1(R). Entonces

lim 71 (f)(s) = 0.

|s]—o0

Ahora tenemos que el operador transformada de Fourier sobre £!(IR) es un operador
lineal acotado, como se demostr6 en el Teorema[2.1.3] es decir,

IF(F)s) < \/——”f”l;

estd bien definido puntualmente para cada f € L!(R), s € Ry
F : LYR) = Cy(R).

Por otra parte, el espacio £?(IR) se le conoce como el espacio de las funciones cuadrado
integrables y es un espacio normado con producto interno que proporciona técnicas alge-
braicas y geométricas que pueden aplicarse en espacios de dimension infinita [10]. Ahora
procedemos a introducir la definicién de transformada de Fourier en £2(R) y sus propieda-
des basicas [10, [13} 18 140].

Definicion 2.1.2. Sea f € L%(R) y (¢,) una sucesion de funciones de L' (R) N L2(R) que
convergen a f € L2(R), es decir,

I f=@ull—0.

La transformada de Fourier de f es definida por

Fo(f) = lim Fi(@n), (2.3)

n—-oo
donde el limite es con respecto a la norma en L*(RR).

Note que la convergencia es con respecto a la topologia dada por la norma || - ||,, asi
la transformada de Fourier de funciones en £?(IR) es un limite y no una expresién integral
puntual como la transformada de Fourier sobre £!(IR).

Teorema 2.1.5. Sea f € L?(RR). Entonces

F = lim —f —isx x)dx,
2(f) n—co \/27t flx

donde la convergencia es con respecto a la norma en L*(R).

Teorema 2.1.6 (Teorema de Plancherel). Para cualquier f € L*(R) se tiene que F»(f) €
L*(R) y ademds
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1. si f € LY(R) N L2(R), entonces F>(f)(s) = F(f)(s),

i

2. |IR(f

x)dx|l, = 0, n — oo,

\/ﬁfe

3 WF12 =11 )IB.

En [18] 36] se da una descomposicién de LP(IR) (1 < p < 2) para definir el operador
transformada de Fourier sobre este espacio. Dada la funcién f en LP(IR)con 1 <p <2, el
conjunto

={x:f(x)[>1)

tiene medida de Lebesgue finitay f = f; + f,, donde fi(x) = f,.(x) y fo = f = f1.
La desigualdad de Holder nos asegura que
[ 15
R
m

E)Alfll,

oo,

/11l

A A

donde p~! + g7! = 1. Por otra parte, se tiene |f(x)| < 1 parax € E°y

612 = fmlfmz
I

IA

Asi,
LP(R) c £LY(R) + L*(R).
De esta manera, podemos definir la transformada de Fourier para funciones en £P(IR),

1 < p <2, como una suma de transformadas clasicas de Fourier.

Definicion 2.1.3. [II8 39] Para 1 < p < 2, el operador transformada de Fourier en LP(R)
se define como:

Fp : LP(R) — LI(R),
Fo(f)=F(h)+Ff2)s
donde p™ +q7 ' =1y f=fi+fo,
fie LYR)NLP(R), f, e LXR)NLP(R).

Se puede ver en [36] que la transformada de Fourier no depende del representante. Es
decir, estd bien definida para cada f € LP(IR).
Notemos que si f, = 0, obtenemos la Definicion de la transformada de Fourier; y si
procedemos de manera andloga para f; = 0, se tiene la Definicién de la transformada
de Fourier.
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Cabe mencionar que existen mds resultados respecto a la transformada de Fourier en
distintos contextos e involucrando teorias matemadticas méds complejas, como la teoria de
interpolacidn, teoria de distribuciones, entre otras, véase [4} 26} 27, 28| 45l 44]]. En este
capitulo nos limitamos a enunciar los resultados que hemos extendido en algun sentido, y
los que hemos utilizado en las demostraciones de dichas extensiones, esto serd desarrollado
con detalle en el dltimo capitulo.

2.2. Una version del Lema de Riemann-Lebesgue sobre
BV,(R)

El estudio de la transformada de Fourier en el contexto de la integral de Henstock-
Kurzweil ha sido desarrollado recientemente por Erik Talvila [44]]. El ha mostrado algunos
teoremas sobre la existencia y la continuidad de la transformada de Fourier en ciertos subes-
pacios. Los resultados de [44]] dieron pauta para desarrollar el estudio de la transformada
de Fourier para funciones no absolutamente integrables. Notemos que si I es un intervalo
compacto en R, tenemos que

BV(I)c £Y(I) c HK(I)

yeén consecuencia
BV(I)NnHK(I)c £Y(I).

Ahora si I no es acotado, se tienen las siguientes dos observaciones

BV(I)Z £Y(I) (2.4)

LY(I) g HK(I)n BV (I), (2.5)

las demostraciones de (2.4) y (2.5) pueden ser consultadas en [42]. Enseguida, exhibimos
contraejemplos para probar (2.4) y (2.5). En el caso de la prueba de (2.4), consideramos la
funcién f(x) = 1/x para toda x € [1,00) y cero en otro caso, notemos que

Var(f,[1,00))=1.

Sin embargo,

J ldt = 0o, (2.6)
1

X
lo que demuestra que f & L'(RR).

Para ver que £!(IR) no estd contenido en BV (IR), consideremos la funcién

N 0 en otro caso.

flx)= {\/}sen(l/x) si x€(0,1],



2.2. UNA VERSION DEL LEMA DE RIEMANN-LEBESGUE SOBRE BV, (IR) 57

10}
0.8 —
0.6 —
0.4 —

02t

i v 02 0.4 06 08 10
—02f

—04-

Figura 2.1: Notemos que la grafica g(x) representada por curva morada domina a la grafica
f (x), representada por la curva azul en el intervalo [0, 1].

Notemos que la funcién f estd dominada por la funcién g(x) = /x para x € [0, 1], luego
f estd en £1([0,1]). Sin embargo, f no estd en BV([0, 1]), véase [31], ya que cerca del
origen es oscilante, conforme a la Figura@

Ademads, en [42] se demostré que no hay relacion de inclusién entre

LYR) y HK(R)NBV(R),
es decir,
HK(R)NBV(R) ¢ L!(R).

En particular, en [42] se exhibieron una familia de funciones tales que muestran este dltimo
hecho.

Las observaciones (2.4) y (2.5) motivan a estudiar un subespacio de funciones integra-
bles en el sentido Henstock-Kurzweil que no estd contenido en el espacio de funciones
Lebesgue integrables.

También, se considerd la transformada de Fourier en el sentido de la integral de Henstock-
Kurzweil para funciones en el espacio BV, (IR) que contiene a

HK(R) N BV (R).

Los siguientes resultados fueron publicados en [33]], donde se obtiene un resultado de
tipo Lema Riemann-Lebesgue en un espacio no clasico usando la integral de Henstock-
Kurzweil.

Teorema 2.2.1. Sea ¢ € HK},(R) y D(t) = fot @(x)dx una funcion acotada en R. Enton-
ces para cada f € BVy(R), la funcion

Hiw) = fo f(Oplwt)dt

estd bien definida para w € R\ {0} es continua para cada w € R\ {0} y
lim H(w)=0.

|w|—0o0
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Demostracion: Del Teorema obtenemos una descomposicioén de la funcion f en la
diferencia de dos funciones f = g; — g,, donde g; son funciones mondtonas decrecientes o
crecientes, con i = 1,2 y ambas pertenecen a BV(IR).

Por el Teorema [1.3.3] se tiene que f ¢, € HK([0,c0]). El Teorema [1.2.10| nos garantiza
que para w # 0 se tiene que

[ ropanar = - [~ agq
0 0

w

_ _L (wt)dgl(t)+J;) (;ut)dgz(t), 2.7)

w

donde dg;(t) y dg,(t) son medidas de Lebesgue-Stieltjes generadas por g; y £».
Sea p > 0y M la cota superior de |®|. Para cada w € [B, o0) se tiene que

La funcién @ (wt)(w)~! es continua en [, c0) y las medidas dg;(t) son finitas (i = 1,2),
entonces aplicando el Teorema de Convergencia Dominada en (2.7)) se sigue

lim H(w) = H(wy),

wWw—w

para cada wg € [B,00). Como B es arbitrario esto implica la continuidad de H en (0, o).
Por otra parte, por la expresion (2.7) con w € (0, c0) se tiene que

< |M;|Var(f;[0,00])-

L“’f(t)(p(wt)dt

Por lo tanto, concluimos que

o0
lim J f(t)p(wt)dt =0.
lwl—e0 Jo
Los mismos argumentos son validos para el semieje (—oo, 0]. [ |
Notemos que el operador integral definido en el Teorema [2.2.1] es bastante general.
Ademds, este resultado y el hecho de que £!(IR) no esta contenido en BV,(IR) son cruciales
para extender el operador transformada de Fourier sobre un espacio de funciones no abso-
lutamente integrables. La siguiente seccion esta dedicada a desarrollar dicha extension.
Observe que las funciones Seno y Coseno satisfacen las hipétesis del Teorema[2.2.1] asf
el operador transformada de Fourier de cualquier funcién en BV;(IR) tiene una expresion
integral puntual para todo s # 0, es continuo y se desvanece al infinito.

2.3. La transformada HK de Fourier F4(f)

El Teorema introduce un nuevo dominio de funciones donde el operador transfor-
mada de Fourier tiene sentido de manera puntual.
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Definicion 2.3.1. La transformada HK de Fourier de f € BV(IR) en el punto s # 0 estd
definida como

Fux(f)(s) = Fux(f)(s)

_ \/%_njme_i”‘f(x)dx
1 |
- ELcos(sx)f(x)dx—z— sen(sx)f (x)dx

21 JR
= FGU)s) —iFgk (F)s), (2.8)

donde las integrales son en el sentido de Henstock-Kurzweil. Denotemos con ]:P?K( f)y
f;K(f) a la transformada HK-Coseno de Fourier y HK-Seno de Fourier de f, respecti-
vamente.

Notemos que la transformada de Fourier no esta definida, en s # 0 debido a que

f£K<f><o>=j_ f(x)dx

puede converge o no puede converge.

Asi, podemos definir una suma de dos espacios de funciones para obtener un nuevo
dominio, el cual es un espacio no cldsico de funciones y mas general que BVy(RR). Pa-
ra obtener este nuevo espacio no cldsico de funciones. Introducimos el siguiente espacio
vectorial que consiste en la suma de dos espacios de funciones.

Definicién 2.3.2. Sea L!(IR) + BV, (R) un espacio vectorial tal que f = fi + f, donde
feL(R) v freBVy(R).

El Teorema [2.2.1] y la Definicién [2.3.2] nos permiten definir al operador transformada
HK de Fourier en £ (IR) + BV;(IR) de la siguiente manera.

Definicién 2.3.3. La transformada HK de Fourier de f € L'(RR) + BVy(R) en el punto
s # 0 estd definida como

Fux(f)(s) = Fux(fi)(s) + Fuk(f2)(s)
1 —isx
= ELe f(x)dx

1 |
= \/T_n.[]RCOS(SX)f(X)dX_ZTn IRsen(sx)f(x)dx
= FS(F)s) = iR (f)s), (2.9)

donde las integrales son en el sentido de Henstock-Kurzweil. Denotemos con .7-}%(( f)y
fI;,gK( f) a la transformada HK-Coseno de Fourier y HK-Seno de Fourier de f, respecti-
vamente.
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Notemos que si f; = 0, la transformada HK de Fourier estd definida excepto en el punto
s = 0 para funciones en BV{(IR). Por otra parte si f, = 0, dado que la integral de Henstock-
Kurzweil contiene a la integral de Lebesgue y la contencién es vdlida en intervalos no
acotados, recuperamos la Definicion 2.1.1]

Corolario 2.3.1. La transformada HK de Fourier Fy (f)(s) estd bien definida para cada
f e LY(R)+BVy(R) y s # 0. Ademds,

Fix : LY(R) + BVy(R) — Co(R\ {0}).

Es claro que £!(RR) + BV;(RR) no define una suma directa de espacios vectoriales. Es
decir, f € LY(R) + BV(IR) puede tener diferentes representantes. Sin embargo, veremos
que la transformada HK de Fourier estd bien definida en dicho espacio, esto es, que no
depende de la eleccion del representante.

Proposicion 2.3.1. La transformada HK de Fourier no depende del representante.

Demostracién: Supongamos que f = u; + vy = uy + v, con u; € LY(R) y v; € BVy(R)
parai =1, 2. Por lo tanto,

U1 —Uy=vp—71 € l:l(IR) N BVO(IR)

El resultado se sigue del hecho de que la integral de Henstock-Kurzweil coincide con la
integral de Lebesgue en la interseccion £!(IR) N BV (R) [36]. Por lo tanto, Fx(f) no
depende de la representacién de la funcién f. [ |

Corolario 2.3.2. Para cada f € BVy(R),

Fou(f)(s f e 5% f (x)dx € Co(R\ (0)).

"~ Van

Demostracion: Por definicion de transformada de Fourier y la Definicion se tienen
las siguientes igualdades

Fuxlf)e) = = | e f s
1
= \/ﬂf cos(sx)f )dx—z\/—_ ]Rsen(sx)f(x)dx. (2.10)

27

Notemos que las funciones Seno y Coseno cumplen las hipotesis del Teorema Mas
aun,

lim —J cos(sx)f = lim —J sen(sx)f (x)dx
Is]—c0 V277 |5|—><>o V21
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Procedemos de la misma manera para el semieje (—oo, 0]. Asi, la demostracion esta com-
pleta. [
Note que con f € BVy(R) y para s = 0, la expresién puede ser convergente o diver-
gente.

De esta manera, haciendo uso de la integral Henstock-Kurzweil, el operador transfor-
mada HK de Fourier tiene sentido en un contexto mas amplio para cada s = 0 sobre el
espacio de funciones BV;(IR), el cual no estd contenido en £!(IR) [42].

2.3.1. La transformada HK de Fourier sobre el espacio £?(IR)

De acuerdo con las Definiciones [2.1.3] y [2.3.3] existen varios espacios de funciones,
donde la transformada de Fourier puede ser definida. Los siguientes resultados fueron pu-
blicados en [36] y establecen la relacion entre la transformada clésica de Fourier y la trans-
formada HK de Fourier. Ademas, el comportamiento asintdtico de la transformada HK de
Fourier Fyx sobre un subespacio denso de L£P(IR) para 1 < p < 2 obedece a un resultado
del tipo Riemann-Lebesgue para funciones en BV(IR).

Ahora bien, extendemos algunas propiedades del operador transformada HK de Fourier
sobre subconjunto denso de funciones en £ (IR).

Lema 2.3.1. Para p > 1, L(R) N LP(RR) es un subconjunto propio de LP(R) N (L' (R) +
BVy(R)).

Demostracién: Es ficil ver que £P(IR) N BVy(R) ¢ £'(IR). Considerando la siguiente
funcién
1

= six|>1,
xX)=4% .
f) {0 si |x|<1,
y por la expresion (2.6) la aseveracion es cierta. |

El siguiente teorema permitié desarrollar nuevos resultados publicados en [1} 36]. Su
demostracion puede ser consultada en [40].

Teorema 2.3.1. Si 1 < p < ooy (f,) es una sucesion de Cauchy en LP(R), con limite f,
entonces (f,) tiene una subsucesion, la cual converge puntualmente a f casi donde sea.

Teorema 2.3.2. Si f € LP(R) N (L (R) + BVy(IR)) para 1 < p < 2, entonces

Fux (f) € L1(R) N Co(R\ {0}),

donde p~' +q7! = 1. Mds aun,

Fo(f)(s) = Fur(f)(s),

casi donde sea.
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Demostracién: Para p = 2. Sea f € L2(R) N (L!(R) + BV,(RR)), y para cada n € N, se
define la sucesién (¢,,), donde

= fX[—n,n](x)'
Entonces ¢, € L>(R)N LY(R) y

Filen)(s) = Fux(pa)(s)
Fa(@n)(s),

puntualmente para cada s € R. Por el Teorema de Plancherel se obtiene que
Iim [IZrx(n) = Bl = 1im 1 F(e) - F(ll

= nh_)n(}ollgon_fllz
= 0.

Sea f = fy + fi, donde f; € LY(R) y f; € BVy(IR). Por [33] Teorema 3.2] y por el Teorema
.31l se obtiene

lim P (@u)(s) = \/ﬁj & fi X onm ()dx + —J e foX[mm)(x
Fr(f)(s),
puntualmente para todo s # 0. Por el Teorema [2.3.1] se tiene la igualdad

F2(f)(s) = Frx (f)(s)-

Por otra parte, por [33, Teorema 3.2] se sigue que

Tk (f) € L2(R) N Co(R\ {0}).
Para 1 <p < 2.Sea f € LP(R) N (L!(RR) + BV, (IR)). Entonces

L
f = fh+h
= fi+f,

donde f1, f{ € LY(R), f, € L*(R) y f; € BVy(RR). De esta manera expresamos

fr=fl-fi+feLA(R)N(LYR)+BVy(R)),

y por el razonamiento previo, la demostracion estd completa. [ |

Segtin el Lemay el Teoremael operador transformada de Fourier 7,(f) se ha
extendido sobre un subconjunto de funciones no necesariamente absolutamente integrables.
Ademds, F,(f)(s) tiene un comportamiento asintético al infinito, segin la version de tipo
Lema Riemann-Lebesgue, tiene una representacion integral puntual y coincide casi donde
sea con una funcion en Cy(IR \ {0}) via la transformada HK de Fourier.
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Estos resultados dan pauta a estudiar diferentes aspectos de la transformada clasica
de Fourier. Por ejemplo, obtener una aproximacion numérica de F,(f)(s) para 1 <p <2
empleando una integral mds general, como la integral de Henstock-Kurzweil, establecer
condiciones para obtener la diferenciabilidad de la transformada de Fourier y analizar bajo
que hipdtesis el operador transformada Seno de Fourier resulta ser un operador lineal y
acotado. En el siguiente capitulo, abordaremos los aspectos antes mencionados, de esta
manera se aportan nuevas contribuciones matematicas sobre las propiedades analiticas de
la transformada de Fourier sobre espacios de funciones no absolutamente integrables, estas
aportaciones fueron publicadas en [1].
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Capitulo 3

Generalizacion de algunas propiedades
de la transformada de Fourier para
funciones no absolutamente integrables

3.1. Una aproximacion de 7, a través de Fyg

Los algoritmos de integracién numérica son muy importantes para las aplicaciones.
Por ejemplo, la aproximacién numérica de la transformada de Fourier tiene implicaciones
en el procesamiento de imdgenes digitales, estimaciones econdmicas, acustica, entre otros
campos précticos [7, 41]. En particular, si f € £2(IR) no es posible realizar estimaciones
de manera puntual para el operador transformada de Fourier J,(f) en el sentido clésico,
tinicamente se tiene garantizada su convergencia en norma || - ||,.

En el articulo [33]], se obtuvo un primer resultado, el cual consiste en cambiar el enfo-
que del operador transformada de Fourier del sentido cldsico (considerando la integral de
Lebesgue) a la integral de Henstock-Kurzweil sobre el espacio de funciones BVj(R), y asi
obtener una representacion integral bien definida de manera puntual, excepto para s = 0.
Posteriormente, en [306] el operador transformada de Fourier 7, para 1 < p < 2 es repre-
sentado por la integral Henstock-Kurzweil sobre un subespacio de £P(IR), lo cual implica
una extension de algunas propiedades de dicho operador.

En la publicacién [1]], extendemos algunas propiedades analiticas fundamentales de la
transformada de Fourier demostradas en los trabajos [33, [36]], de esta manera obtenemos
una representacion integral del operador transformada de Fourier 7, para 1 < p <2y
hacemos una aproximacién numérica con la integral de Henstock-Kurzweil, ya que en oca-
siones la integral de Lebesgue tiene ciertas limitaciones para realizar cdlculos numéricos,
véase ejemplos.

En el siguiente teorema, demostramos que el operador transformada de Fourier 7, (¢)(s)
donde ¢ es cualquier funcién en espacio LP(IR) N BVy(R) N AC,(R), para 1 < p <2 es
una funcién que se desvanece en el infinito, se establece una relacién del operador trans-
formada HK de Fourier y operador clésico transformada de Fourier F, en un subespacio
denso de LP(IR), 1 < p < 2. Ademas, notemos que LP(IR) N BVy(R) N ACj,-(IR) no estd
contenido en L!(R) con 1 <p < 2.

65
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Teorema 3.1.1. Si ¢ € LP(IR) N BVy(IR) N ACjoc(R), para 1 < p < 2, entonces

1. Fuk(¢) € Co(R\ {0}).
2. Fax(Q)(s) = Fp(@)(s) c.d.s.

3. Para cualquier s € R\ {0},

Fia(@)(s) = —- F(¢')(s). 3.1)

4. Mds aun,

| k() L o -

|_\/_ Is|

Demostracién: Sea ¢ € L2(IR) N BV(IR) N ACj,c(RR). Por el Teorema , obtenemos
los incisos |1} y[2| Notemos que Fpk (¢)(s) estd bien definido para cualquier s # 0, mientras
Fp(¢)(s) estd definido, excepto en un conjunto de medida cero.

Ahora demostraremos el inciso 31
De la Definicién [2.3.3] podemos obtener la siguiente igualdad

Fur(P)(s):= \/ﬂ [j cos(sx)¢p )dx—sten(st(x)dxl (3.2)

Empleando el Teorema|[[.3.T]en la expresion (3.2)) se obtiene

Frr(P)(s) =

T T
lim lj cos(sx)qb(x)dx—ij sen(sx)cj)(x)dxl. (3.3)

27-( T—co -T -T

Definamos Cos(x) = cos(sx), asi para cada s tenemos que Cos; € HK;,.([-T, T]), y

JX sen(sx) +sen(sT)

cos(st)dt =
-T S

F(x) =
es la integral indefinida y se cumplen las hipétesis del Teorema [I.2.10]

Como ¢ € BV(IR), de la expresion (1.11)), se obtiene la igualdad

J}Rcos(sx)({)(x)dx = lim M— lim J. [sen X +Sen(ST)]d({) (3.4)

T—o0 S T—o0

Ahora, notemos que
sen(sT)p(T)
lim ———=

T—oo S

=0.

Por lo tanto, la expresion (3.4) se puede reducir a
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(sT)
J cos(sx)p(x)dx =  lim J lsen %) sen(s ]d(p (3.5)
]R —00
De manera similar, para la transformada H K-Seno de Fourier se tiene la siguiente igualdad
—cos(sx) +cos(sT)
sen(sx)¢p(x)dx = - Thm do, (3.6)
R —00

debido a que ¢ € BVjy(IR), esto es ¢ se desvanece en el infinito.
Sustituyendo las expresiones (3.5) y en (3.3]), podemos concluir que

+sen(sT)

Fax(@)) = —jim L[ sentreentD)
J —cos(sx) +cos(sT)

S

+ i lim

T—oo V271

Las integrales de tipo Stieltjes en (3.5) y existen como integrales de Riemann-Stieltjes
y Lebesgue-Stieltjes [5, [19] 35]. Por otra parte, ¢ € ACj,.(IR) por el Teorema y [29,
Ejercicio 2, p. 186] resulta que

dé.

T T
J (sen(sx) +sen(sT))d¢p = j (sen(sx)+sen(sT)) ¢’(x)dx
_ -T

T

T T
f (—cos(sx)+cos(sT))d¢p = J (—cos(sx)+ cos(sT)) ¢’ (x)dx.
_ -T

T
Por otra parte, dado que ¢ € BVy(IR) N ACj,.(IR) se obtiene

T
lim l(cos(sT)—sen(sT))J qb’(x)dx] =0, (3.7)
T

T—oo

y [24, Corolario 2.23] implica que ¢’ € L' (RR).
Por lo tanto, obtenemos

1

Fuk(P)(s) = \/T_HETIE}:Q[ J [sen(sx) +icos(sx)]p’(x l

= AW

Ademas,

Bk @) < = 18l

Para 1 < p < 2 las mismas férmulas y argumentos son validos. [ |

ﬁ\H
|
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Observaciéon 3.1.1. Como ¢ € BVy(R) N AC,(IR), por [6l Teorema 7.5] y [24, Teorema
3.39] tenemos que

'l = Var(¢,R)
y asi ¢ € AC(RR), este conjunto de funciones estd definido en [l13| 16]. Asi,

BV,y(R) N AC(R) = BV,(RR) N ACj,(R).

Estos resultados permiten calcular de manera puntual la transformada de Fourier, por
lo cual, se pueden hacer aproximaciones via la integral de Henstock-Kurzweil.
Del Teorema suponiendo que ¢ es una funcién par (o impar) se obtiene una repre-
sentacion puntual de su transformada HK de Fourier.

Corolario 3.1.1. Sea ¢ € LP(R)NBVy(IR) N ACy(R), para 1l <p < 2.

1. Si ¢ es una funcion par, entonces

Fix($)(s) = _\/g . %Lm sen(sx)¢’(x)dx. (3.8)

2. Si ¢ es una funcion impar, entonces

Fux(p \/E J:o [cos(sx) — 1]/ (x)dx. (3.9)

Demostracién: Sea ¢ € LP(IR) N BV(R) N ACjyc(R), para 1 < p < 2y ¢p(—x) = P(x).
Como

la expresién (3.3) se reduce a

T

1
Fuk(P)(s) = lim cos(sx)p(x)dx
27t T—oo _T
T
= lim cos(sx)p(x)dx.
— lim | cos(sx)(x)
Por el Teorema del Multiplicador se sigue que
2 T
Fux(P)(s) = lim cos(sx)cj)(x)dx

27t T—oo

sen(s ) T sen(sx
\/7[T_)oo ( (T)— TIE&,J; d¢l (3.10)

Dado que ¢ € BV)(IR) se obtiene que el

lim sen(sT)

T—o0 S

¢(T) = 0. 3.11)
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Debido a la expresién (3.11) y la hipétesis ¢ € ACj,.(IR) en (3.10) obtenemos

Frk(¢)(s) = \/% % J:o sen(sx)¢’(x)dx.

En el caso de que ¢ sea una funcién impar, procedemos de manera andloga ya que

T
J cos(sx)p(x)dx = 0.

T

Por el Teorema del Multiplicador se obtiene

Fa(@)s) = \[ f sen(sx)¢
T
_ l\/i%f;,[( COS; )+§)(j)(x)‘§—§£ (cos(sx) — 1)¢p’(x)dx|.
Dado que
TIEI;O(_cosisT) +%)¢(T) o

De esta manera tenemos

.

En cualquier caso, Frx (¢)(s) = F,(¢)(s) casi donde sea, donde Fyg () € Co(IR )\ {0}).

Las expresiones y nos permiten calcular de manera puntual la transformada
de Fourier, en particular para una funcion cuadrado integrable. La integral de Lebesgue
garantiza la convergencia en norma de acuerdo con la Definicién 2.1.2] y no de manera
puntual.

E. Liflyand en [25] 26| 27, 28] trabaj6 en un subespacio de BV;(R) N AC;,.(IR) para ob-
tener formulas de integrabilidad y estudi6 el comportamiento asintético de la transformada
de Fourier con la integral de Lebesgue. En el presente trabajo, restringimos el dominio del
operador transformada de Fourier para proporcionar nuevas expresiones integrales de la
transformada de Fourier 7,.

Los resultados del Teorema [3.1.1]y su Corolario [3.1.1]implican que la transformada de
Fourier cldsica 7,(¢), ¢ en un subespacio denso de LF(RR), esté representada por una inte-
gral de Henstock-Kurzweil, esta transformada de Fourier resulta ser una funcién continua,
excepto en s = 0 y se desvanece en el infinito como o(|s|~!).

Ademas, hemos comentado que la integral de Lebesgue tiene cierta limitaciones rela-
cionadas con aproximaciones numéricas [8, [13]. En ese sentido, las férmulas obtenidas en
@-1), 3-8) y (3.9) proporcionan una representacién puntual que pueden emplearse para
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aproximar numéricamente al operador 7,(¢) en valores especificos. En realidad, esto es
posible por el Teorema[I.3.1| (Teorema de Hake). A través, de la siguiente relacién

Fux(P)(s TS (x)dx (M — ), (3.12)

1
)~ —— J e

\/E [x|<M
para cualquier s = 0, ¢ € LP(R) N BVy(R) \ L}(R) (1 < p < 2). Més aun, el Teorernam
justifica y asegura que F,(¢)(s) se aproxima asintdticamente por . Notemos que la
teorfa de la integracién de Lebesgue sélo asegura la convergencia de las integrales en (3.12))
para una sucesion de valores de M y s en algtin subconjunto (desconocido) A ¢ RR.

Ahora veamos la aplicabilidad del Colorario [3.1.1] primero consideramos una funcién
que no es absolutamente integrable pero si cuadrado integrable, del punto de vista cldsico,
Ejemplo [3.1.1] Por otro lado, en el Ejemplo[3.1.2]consideremos otra funcién con la propie-
dad de ser cuadrado integrable y absolutamente integrable. En ambos casos, cambiamos el
sentido a la integral de Henstock-Kurzweil para obtener expresiones integrables de manera
puntual para la transformada de Fourier de dichas funciones.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la funcion ¢(x) = |x|/(x* + 1) con las propiedades

J‘ |p(x)|dx =00 p J‘ lp(x))?dx = 71t/2,
lo cual confirma que ¢ no es Lebesgue integrable, sin embargo, si es cuadrado integrable.
La funcion ¢ es par, de variacion acotada, limy_,., ¢(x) = 0y ACjoc(R).

La grdfica de ¢ es la siguiente:

-15 -10 -5 5 10 15

Figura 3.1: ¢(x) = |x|/(x? + 1).
En otras palabras, la funcion ¢ cumple las siguientes propiedades:
1. ¢ € L2(R)\ £}(R)
2. ¢ es una funcion par.

3. ¢ € BVy(R) N ACoe(R).
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Por el Corolario y la expresion (3.8), para s # 0 la transformada HK de Fourier de ¢

estd dada por
sen(sx)(1 —x?)
Fi d 3.13
HK (P \/ J (2+1) X (3.13)

F(P)s) = Fuax(p)(s) cd.s.

Ademads, por el Teorema se tiene que es una funcion que se desvanece en el infinito,
es decir,

Fuk () € Co(IR\ {0}).

Si nos limitamos solo a aplicar la teoria desarrollada en el contexto de la integral de
Lebesgue, tenemos que para 1 < p < 2 se tiene la siguiente igual de operadores

Fp(P) = Fa(P),

cuya convergencia es en norma [:2(IR), sin obtener una representacion integral de manera
puntual.

Los algoritmos matematicos implementados computacionalmente nos pueden llevar a
funciones especiales con pardmetros desconocidos y expresiones condicionadas a dichos
pardmetros. Por ejemplo, consideremos la funcién del Ejemplo[3.1.1]y calculamos su trans-
formada de Fourier, esto es

x| j -
.7-"(— lsx—d 3.14
1+x2) "~ ar T2 (314

Empleando la siguiente sentencia computacional
Integrate[Sqrt[1/(2Pi)]*e ™ « (Abs[x]/(1 + x?)), {x,~Infinity, Infinity}],

se tiene la siguiente de salida

. _ MeijerG[{{0}, }},({0,0},{1/2)),s>/4]
CondztzonalExpresszon[

V2

La funcién MeijerG es una funcién implementada en el software que generaliza a ciertas
funciones especiales como la hipergeométrica. Esta funcién especial incluye valores des-
conocidos, lo cual, dificulta las interpretacion de la transformada de Fourier. Por otra parte,
si variamos un pardmetro podemos obtener un resultado significativamente diferente.

Notemos que la transformada de Fourier de la funcién |x|/(1 + x?) no ha sido reducida
algebraicamente, ya que no tenemos algtin desarrollo tedérico que sustente nuevas expresio-
nes algebraicas. Esto significa que no podemos garantizar aproximacion numérica hecha a
través de nuevas igualdades o bajo que condiciones se mantienen validas estas igualdades.

Por otra parte, la expresion (3.14) es reducida algebraicamente a la expresion (3.13),
consecuencia directa de la integral de Henstock-Kurzweil.

,S € Reals].
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Empleando integracién numérica via computacional, podemos calcular de manera pun-
tual el operador transformada HK de Fourier, conforme a las expresiones (3.13) y (3.12))
establecidas en [1]]. M4s aun, el Teorema de Hake nos garantiza que no existe diferencia en-
tre la integral impropia y la integral de Henstock-Kurzweil. Utilizando la expresién (3.13))
e integrando numéricamente, procedemos a estimar de manera puntual el operador trans-
formada HK de Fourier.

Implementando la siguiente sentencia, obtenemos valores aproximados del operador trans-
formada HK de Fourier para valores discretos:

§=195p
NIntegrate[-Sqrt[2/Pi]+Sin[sg*x]* (1 —x%)/(s * (1 + x%)?),{x,0, Infinity}].

Ahora se muestra la siguiente tabla de valores discretos obtenidos de la transformada de
Fourier:

s | Fux(9)(s)
1 | -0.0402244
2 -0.123335
3 | -0.0927512
4 | -0.0611205
5 | -0.0400315
6 | -0.0270801
7 | -0.0191447
8 -0.014143
9 | -0.0108602
10 | -0.00861065
11 | -0.00700584
12 | -0.00581993
13 | -0.00491716
14 | -0.00421272
15 | -0.00365162
16 | -0.00319691
17 | -0.00282296
18 | -0.00251153
19 | -0.00285153
20 | -0.00202633

El Teorema [3.1.1] nos asegura que el operador transformada HK de Fourier para va-
lores de s suficientemente grandes tienden a cero. Por lo cual, se implementa el siguiente
algoritmo computacional que permite graficar el operador transformada HK de Fourier de

d(x) = xl/(1+x?):

F = Array[0&,50];
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Do[F[[s]] = NIntegrate[-Sqrt[2/Pi]+Sin[s*x]* (1 —x?)/(s * (1 + x%)?)
{x,0,Infinity}],{s, 50}];

ListPlot[Table[{s, F[[s]]},{s, 50}], Joined— > True, PlotRange— > —0,15,0,03
,AxesLabel—>{"s”,”F[s]"}].

Aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en BV{y(IR) tenemos que Frx (§)(s)
tiende a cero cuando s tiende a infinito, como se ilustra en la Figura

F(s]

-0.05

-0.10-

-0.15-

Figura 3.2: La representacion grafica Fyx (¢)(s) s € (1,50].

Ejemplo 3.1.2. Consideramos la funcién ¢(x) = x/(1+x?)? con las siguientes propiedades

f p(ldx=1 y f p(x)2dx = 7/16,

lo cual nos confirma que es una funcion Lebesgue integrable y cuadrado integrable. La
funcion @ es impar, de variacion acotada, limyy|_,o, ¢(x) = 0y AC(15)(R), véase la Figura
3.0

En otras palabras, la funcion @ cumple las siguientes propiedades:

1. p € L2R) N LY(R),
2. @ es una funcion impar.
3. @ € BVy(R) N AC;,(R).
Por el Corolario 3.1.1]y la expresion (3.9), para s # 0 la transformada HK de Fourier de

@ estd dada por
.1 |2 [ (cos(sx)—1)(1 —3x?)
FHK((P)(S)—_ZE\/%J; 2+ 1) dx. (3.15)




74 CAPITULO 3. GENERALIZACION DE ALGUNAS PROPIEDADES

04r

-04-

Figura 3.3: ¢(x) = x/(1 + x?)2.

Notemos que la expresion analitica dada en define a la transformada de Fourier
de manera puntual para valores de s € IR, excepto s = 0. A diferencia del operador F; (¢),
donde es posible tener un conjunto de medida cero (desconocido) y no poder determinar el
valor puntual del operador transformada de Fourier con la integral de Lebesgue.

Conforme a la expresién (3.15), procedemos a calcular numéricamente la transformada
de Fourier de manera computacional con el siguiente algoritmo:

F = Array[0&,20];

Do[F[[s]] = NIntegrate[-Sqrt[2/Pi]+(Cos[s*x] — 1) (1 = 3% x%)/(s * (1 + x*)?)
Ax,0,Infinity}],{s, 20}].

Mostremos la siguiente tabla con los valores discretos de la transformada HK de Fourier:
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s Frk(¢)(s)
1 -0.230534 i
2 -0.169618 i
3 -0.0935983 i
4 -0.0459105i
5 -0.0211119i
6 | -0.00931997i
7 | -0.00400006i
8 | -0.00168176i
9 | -0.000696021i
10 | -0.000284502 i
11| -0.000115129i
12 | -0.0000462038i
13 | -0.0000184139i
14 | -7.29517x107i
15 | -2.87544 x107°;
16 | -1.12834 x107°;
17 | -4.41035 x1077i
18 | -1.71792x1077i
19 | -6.67096x1078;
20 | -2.58327x1078;

Los ejemplos anteriores muestran el alcance tedrico de la integral de Henstock-Kurzweil
empleada en el Anélisis de Fourier. Ademads, la implementacién de algoritmos computacio-
nales permiten calcular de manera puntual el operador transformada de Fourier de funcio-
nes no necesariamente Lebesgue integrables.

3.2. Diferenciabilidad de la transformada HK de Fourier

Mientras se estudian condiciones para la convergencia de la transformada de Fourier, la
diferenciabilidad de la funcion transformada de Fourier cerca del infinito suele ser un punto
de interés [10]. La diferenciabilidad cerca de infinito es de vital importancia en aplicaciones
de la Fisica e Ingenieria.

Cuando se tiene una integral que depende de un parametro, digamos

b
H(t) = J Fx, t)dx

es importante saber cuando H es continua y diferenciable.
El Teorema de Convergencia Dominada proporciona algunos criterios de continuidad y
diferenciabilidad de funciones definidas como integrales bajo un pardmetro [[13} 40].



76 CAPITULO 3. GENERALIZACION DE ALGUNAS PROPIEDADES

Proposicion 3.2.1. Si la funcion t — f(x,t) es continua en Y un intervalo compacto, para
x € X, donde X es un intervalo compacto. Si existe una funcion integrable g en X tal que
|f (x,t)| < g(x), entonces la funcion F definida por

. f £ )du(x)
X

Proposicion 3.2.2. Supongamos que para algiin ty € Y un intervalo compacto, la funcion
x — f(x,ty) es integrable en X, si df/dy existe en X x Y, y se tiene una funcion g en
X-integrable tal que

es continua parat €Y.

0
1% £, 1) < gt
Entonces la funcion F definida en la Proposicion[3.2. 1] es diferenciable en Y y

dtffx, )d p(x) Ja fx, t)dp(x).

Enseguida damos un ejemplo, donde se calcula la derivada bajo el signo de la integral
aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada.

Ejemplo 3.2.1. Para cada t € R, sea F(t Jo e~ cos (2xt)dx.
Del hecho de que

2 2
le™ cos(2xt)| <e™,

se tiene para toda x y t que la integral de Riemann impropia F(t) existe y es Lebesgue
integrable sobre [0, 00). Ademds, se obtiene la siguiente desigualdad

' ~ cos 2xt)' = |—2xe_xzsen(2xt)|

—x2

IA

2xe

para toda x > 0 y t € R. Por otra parte,

f 2xe X dx =1.
0

Entonces, aplicando el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que
F'(t) = —2—[ xe ™ sen(2xt)dx.
0

Si consideramos una funcién g : [a,b] — IR continua y diferenciable (a, b), no siempre
resulta que g’ es integrable en el sentido de Riemann o Lebesgue, como se muestra en el
Ejemplo[[.2.6]

Por otra parte, el Teorema [[.2.5| nos garantiza que todas las derivadas son integrables
en marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Usando la version mas general del Teore-
ma Fundamental del Calculo Integral [6], podemos formular las condiciones necesarias y
suficientes para la diferenciacion bajo el signo de la integral.
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Notemos que bajo ciertas condiciones se obtiene que la transformada de Fourier de una
funcién absolutamente integrable es diferenciable, véase [40, Teorema 9.2]. En la presen-
te tesis, se obtiene una generalizacion de este resultado sobre un espacio de funciones no
absolutamente integrables, es decir, la diferenciacion bajo el signo de integral se usa pa-
ra demostrar la diferenciabilidad del operador transformada HK de Fourier aplicado a una
funcién ¢ que no es necesariamente Lebesgue integrable. Primero, introducimos el concep-
to de funcion absolutamente continua generalizada en el sentido restringido para obtener
nuestros resultados.

Definicion 3.2.1. Sea I C R un intervalo compacto. Una funcion F : I — R es absoluta-
mente continua en el sentido restringido en I si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

1

Y w(k[e;di)) <,

i=1

cuando {[ci,di]}ﬁzl es una coleccion finita de intervalos no traslapados que tienen como
extremos los puntos finales del intervalo 1 y satisface

I
) (di—ci)<s,
i=1

donde

w(E,[a,b]) := sup{ [F(y) - F(x) |, a < x <y <b).

El espacio de todas las funciones absolutamente continuas en el sentido restringido en |
es denotado por AC*(I). Una funcion F : I — R es una generalizacion de las funciones
absolutamente continuas en el sentido restringido en I si F es continua en 1 y I puede
escribirse como una union contable de intervalos en donde F es AC* en cada uno de ellos.
El espacio de todas las funciones absolutamente continuas generalizadas en el sentido
restringido en I es denotado por ACG*(I).

Una caracterizacion de las funciones Henstock-Kurzweil integrables estd dada por las
funciones absolutamente continuas generalizadas en el sentido restringido, debido a que las
primitivas de las funciones Henstock-Kurzweil integrables son funciones en ACG™ [16].
Una funcion f es Henstock-Kurzweil integrable si y solo si existe una funciéon F en ACG*
con F’ = f casi donde sea. En este caso,

J f =F(x)—-F(a).

Note que esta caracterizacion es andloga a la que se tiene para el espacio de funciones
Lebesgue integrables, véase Teorema [[.2.18]

Para un intervalo no acotado de la forma [0, co] se pide la continuidad de la funcién f
en el punto co y que el lim,_,, F(x) exista.
Asi, las primitivas de funciones localmente Henstock-Kurzweil integrables son funciones
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absolutamente continuas generalizadas localmente en el sentido restringido sobre IR, y este

espacio serd denotado como ACG;, (IR).

Los siguientes resultados fueron publicados en [45], los cuales fueron esenciales para
obtener nuevas contribuciones en este trabajo de tesis.

Teorema 3.2.1.  ]. Sea F : [a,b] — R. Entonces fab f existe y F(x) = Lx f para toda
x € [a,b] siysdlo si F esta ACG*[a,b], F(a)=0Yy F’ = f casi donde sea en (a,b). Si

b . .
L f existey f es continua en x € (a,b), entonces

AL

2. Sea F : [a,b] — R. Entonces F estdi ACG*[a,b] si y sélo si F’ existe casi donde sea
en (a,b), F’ es Henstock-Kurzweil en [a, b], y LbF’ = F(x)—F(a) para toda x € [a,b].

Corolario 3.2.1. Sea F : [a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable casi en todas partes
en (a,b). Entonces F’ es Henstock-Kurzweil integrable en [a,b] y f:F’ = F(x) — F(a) para
toda x € [a, b].

Sea F(x,y) = fab f(x,v)dy una funcién en ACG*([a, b]), nos interesa saber cuando F es

derivable y F'(x,y) = Lb f1(x,v)dy en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil. Note-
mos que la Proposicion [3.2.2] nos muestra que el Teorema de Convergencia Dominada nos
permite diferenciar la funcion F. El siguiente Teorema nos das las condiciones necesarias
y suficientes para diferenciar F e intercambiar el orden de las integrales.

Teorema 3.2.2. [45]] Sea f : [a,B] % [a,b] — RR. Suponga que f(-,v) estda ACG*[a,B] y
F'(x) = Lb fi(x,v)dy para casi toda x € (a, B) si 'y solo si

t b b t
j fi(x,v)dydx = J fi(x,v)dxdy para todo [s,t]C]a,p].

=sJy=a y=a JX=s

Ahora presentamos y demostramos nuevos resultados relacionados a la diferenciabili-
dad de la transformada de Fourier, los cuales fueron publicados en [1]].

Proposicion 3.2.3. Sea g € BVy(IR) y Seny(x) = sen(sx), entonces para cada s # 0 se tiene
que

|f00 Seng(x)g(x)dx| < %Var(g, R).

|s
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Demostracion: Dado que Seny € HKj,.(R) y g € BV(RR) por los Teoremas y
[[.2.10Ise tiene

R
‘J\SWS = |lim | sen(sx)g(x)dx
—00 _R
R R
— | tim [g(x)cos(sR)—cos(sx) _J‘ cos(sR) — cos(sx dg]‘
R—o0 S R S
-R
_ _fR cos(sR)—cos(sx)dg|
-R S
R R
< J cos(sR) Cos(sx)dg‘
R S
< ﬁVar( ,R).
]

Teorema 3.2.3. Sea f € LY(R) + BVy(R) tal que g(x) := xf(x) pertenecen a L'(R) +
BVy(R). Entonces Fyk(f) es continuamente diferenciable en puntos distintos de cero 'y

& Fux()s) = ~iFax(@)s), (5% 0). (.16)

Demostracion: Como primer paso consideremos f,g € BVy(R). Por el Teorema [2.3.2]
tenemos

Fiik(8) € Co(R\ {0)).
Dada la Proposicion [3.2.3] es facil ver que

2
|53 ()] < Var(g,R).
1k (8) W (& R)

Definamos G(s,x) := cos(sx)f(x) en ‘Clloc( ) con respecto a s para todo x € R. Sea

[@, B] cualquier intervalo compacto tal que 0 ¢ [, ] y definimos la sucesion (P,,),cN.
donde

D,,(s) := f %G(s x)dx, (3.17)

con n € IN. De la Proposicion [3.2.3]se sigue

Dy (s)] <

2
Var(g,R),
|s| V27
entonces la sucesion (D,),en € L[a, B].
Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada, el Teorema de Fubini y el Teorema

[[.3.1] obtenemos
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L Jﬁ joo iG(s, xX)dxds = L Jﬁ joo —sen(sx)g(x) dx ds
Vor Ja Jooo ds V2

lim @,,(s) ds (3.18)

\/ﬂj 11—00
= llmj f(x)[cos(Bx)—cos(ax)]dx

27-( n—o0

= Fsx(H)B) - Fx(f)a).

Por otra parte se tiene

—Gsx dsdx
AN

cos(ax)—cos(Bx)]f (x)dx

7).
= (NP~ Fix(f)a). (3.19)

De (3.18), (3.19) y el Teorema[3.2.2] obtenemos que la transformada HK-Coseno de Fou-
rier es diferenciable bajo el signo de integral. Debido a que ¢ € BV(IR), aplicando el
Teorema[2.3.2] se obtiene que
d
Tk (f)
es una funcién continua (excepto en s = 0) que se desvanece en el infinito. Por argumentos
similares,

L RS = F ()

para cualquier s = 0.

Para el caso general, suponemos que ¢tf = g +¢, € L!(IR)+BV;(RR). Entonces la expre-
sién con g = g; + g, obedece también (®,) C L![a, B], asi las expresiones (3.18) y
(3.19) siguen siendo vilidas. Por lo tanto, la transformada HK de Fourier es diferenciable
y aplicando de nuevo el Teorema [3.2.2] obtenemos (3.16). |

Corolario 3.2.2. Supongamos las hipotesis del Teorema Entonces

Fix(f) € ACG;

loc(IR)

Demostracion: El Teorema implica que ]-ﬁ «(f) es una funcién continuamente di-

ferenciable en puntos distintos de cero, y por [3, Corolario 1] se obtiene que su derivada es

una funcién en HK,.(IR). Por lo tanto, el Teorema nos da el resultado. |
Ampliaremos el Teorema [3.2.3| para estudiar la diferenciabilidad de la transformada de

Fourier 7,(f) para 1 < p < 2,y f no necesariamente absolutamente integrable. Primero,

presentamos resultados auxiliares.

Lema 3.2.1. Supongamos que 1 < p < 2y f € LP(IR). Entonces, existe una sucesion
(ny) € N tal que
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(f)(s) = \/;_n lim _n’; I f(x)dx, (3.20)

casi donde sea en IR.

Demostracion: Los casos p =1 o p = 2 se siguen de [39,40]. Para 1 < p < 2, debido a
[18, 36, [38]] existen funciones

fieL(RNLPR) v fre€L2(R)NLA(R)

tal que f = f; + f,. Asi. tenemos que

Fof) = F(fHi)+ Fafo)
Aplicando el Teorema [2.3.1] obtenemos una sucesién (1) C IN tal que

lim k e f(x)dx = F(fo)(s),

27t k—oo —N

casi donde sea en IR. Esto implica que,

1 1§ N —isxf( )d 1 15 " —isxf( )d
im e x)dx = im e x)dx
27t k—oo —n 270 k—oo —ny :
1 "
+ lim e " fr(x)dx
27'( k—oco —Nny
= F(fi)s)+ Faf2)(s)
= Fp(f)s)
casi donde sea. Esto prueba la afirmacion. [ |

Proposicién 3.2.4. Sea 1 < p < 2 fija. Si f € LP(R) y g(x) := xf (x) pertenece a L' (R) +
BVy(R). Redefiniendo JF,(f)(s) sobre un conjunto de medida cero, entonces se tiene

d

27 (F)s) = —iFuk(g)(s), (s #0).

Demostracion: Sea f € LP(IR). Por definicion de la transformada de Fourier se tiene

F(F)s) = \,% Le—“’wx)dx.

Por el Lema [3.2.1] se tiene una subsucesion tal que

E(f)s) = v%_nfme-f~""f<ac>dac

1 e
—— lim e " f(x)dx.

\/27—( nj—00 —1ig
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Notemos que la subsucesion converge en norma casi donde sea

1 "k

\/—_ lim e IS* f (x)dx LS Fo(s),

donde p‘1 + q_l =
Supongamos que 0 < a < . Procediendo de manera similar a la demostracion del Teorema

[3.2.3] tenemos
p B —i neo
—iJn Fuk(g)(s)ds = \Jﬂ hnl———— e‘”x_f()dxds

= 11mf f ~IS¥y £ (x)dsdx
27-(k—>oo —”k

= > khm (e iBx _ 710%) £ (x))dx
TC k=0 —Ny

= F(HB)=F(f)la) (3.21)
donde es cierto casi donde sea, por el Lema Esto implica la vélidez de la
proposicion. [

Corolario 3.2.3. Sea f € LP(R), 1 <p <2y g:=xf € LP(R)NBVy(IR). Entonces redefi-
niendo .7-;75 (f) en un conjunto de medida cero, se tiene

Jq:-S

-5(f) € ACG(R).

Demostracién: Esto se sigue de la Proposicion[3.2.4] [3] Corolario 1] y [45] Teorema 2].
||

Lema 3.2.2. Sea 1 <p <2y f € LP(R), entonces existe una subsucesion {n;} de {n} tal
que tal que

H%EJ‘-Mf m”<M<m

Demostracion: Sea f € LP(IR) con 1 < p < 2, notemos que

n

lim —1 _”Csf dx—>]:(f)

converge en norma L7(IR), casi donde sea. Por definicion, para todo ¢ > 0 existe un nimero
N(e) tal que si n > N(¢), entonces

H@f x| <e (3.22)

De la expresion (3.22)), tomemos ¢ = 1. Por el Lema [3.2.1] existe una subsucesién y un
k > 0 tal que existe n; > N(1), entonces
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H\/%L eI (x)dx - () )Hqgl. (3.23)

Por desigualdad triangular se sigue que

S o et R e
De las expresiones y se obtiene
H\/%_NLZ e‘isxf(x)dxHq <1+ HJ-;(f)(s)Hq. (3.25)

Para acotar los primeros términos de la subsucesion, los cuales son un nimero finito, pro-
cedemos a definir el maximo de ellos, es decir,

PREEIN

£ 1 " —isx () —isx
b:max{H\/T_nJ:nle f(x)dx| e f(x)dxHq}.

%(f)(S)Hq}, entonces

q 27

Ahora, consideremos M = max {b, 1+

1 " —1sx
H\/T_n J:nk e f(x)dx“q <M.

Proposicion 3.2.5. Sea 1 < p < 2 fija, f € LP(R) y xf = h, + hy € LP(R) + BVj(R).
Entonces redefiniendo F,(f)(s) en un conjunto de medida cero, se tiene

Fp(f) € AC1oo(R\{0}) N L(R)

%};’(f)(s) = —i[Fp(hp)(s) + Fux (ho)(s)] c.d.s.

Demostracion: Debido a que el limite

n
lim —J e (x)dx
n—o00 \/27-( -n p( )
f

(),
con respecto a la norma en £9(IR), por el Lema existe M > 0 tal que

converge a
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1 M isx
— e ""*h x)dx“ <M < 0.

Como se argumento en la ecuacién (3.18), con a < g tales que

a3

8 B
_ij Foltp)(s) + Fraicllo)()ds = = lim f e hy + ho)(s)dsdx
a _)OO\J—}’Zk 44

a3

B
= lim J e " xf(x)dsdx
o

V 27( k—o0 J =Ny

1 g . .
= lim (e7'PX —e719%) f(x)dx
V21t k_’oou—nk

= Fp(HIB) = Fp(f)@).

Donde tomamos una subsucesion de (1), si es necesario. [ |

Corolario 3.2.4. Suponga las hipotesis de la Proposicion Entonces, redefiniendo
./":ps (f) en un conjunto de medida cero tenemos que

T (f) € ACG,(R).

Demostracion: Por argumentos similares a los anteriores se tiene el resultado. [ |

Los siguientes ejemplos muestran la aplicabilidad de nuestros resultados obtenidos so-
bre la transformada de Fourier en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil en espacios
no clésicos.

Ejemplo 3.2.2. La funcion ¢(x) := (1 + x2)7! tiene la siguiente representacion grdfica
sobre el intervalo [-10,10] en la Figura de abajo.
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12p

Figura 3.4: ¢(x) := (1 +x2)7!

Notemos que es una funcion ¢ es pary ¢ € L1(R) N L2(R).
Ademds,
g =x¢ € BV(R)\ L'(R).

Puede verificar mediante un cdlculo simbélico computacional que

_ 2\-1
Fp)(s) = \/%J‘ cos(sx)(1 +x°) 'dx
— ﬁe_lsl
2
y
, xsen(sx)
iFa(@)(s) = mfm vents

—\/g sgn(s) e ¥l (s =0).

Aplicando la Proposicion obtenemos la igualdad

d 1 xsen(sx)

—F s) = dx.

ds Z(d))( ) ,—27_( R 1 +x2
Notemos que la integral es en el sentido de Henstock-Kurzweil.

En particular,

d d
Tk (0)(s) = Fik(9)(s) ¥ T Fik(p)ls) = ~Fik(g)(s).
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El siguiente ejemplo muestra la aplicabilidad del Teorema y la Proposicion 3.2.4

Ejemplo 3.2.3. Sea 1(x) = arctan|x| - 5 es una funcién de variacion acotada tal que

lim (x) =0,

|x| =00

es decir, P € BVy(IR).
Por otra parte,

[Cwetz=e v [ pwrdr=2niog2)

(o] —00

Es decir,
€ BVy(R) N L*(R) \ L} (R).

Abajo se muestra la representacion grdfica de .

051

El producto x1p(x) = x - arctan|x| — ¢ se puede entender como la suma de

—XTC

fi(x)=x-arctan|x| v fr(x)= —

tenemos

Lmﬁwwx=w v feBY(R).
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Entonces

xip ¢ L1(R) + BVy(RR).

Por el Teorema3.1.1|tenemos que
B(@)(s)=—=FP)s), (s=0).

A continuacion, mostramos la representacion grdfica de {’, donde

1 .

» oz St x>0,
Pix) =

—L 5 x<0

14+x2 :

10

-10 -5

-1.0y

Observe que ' € LY(R) N L*(R) y g = xpp’ € BVy(R) \ L!(R). Aplicando la Proposi-
cion a Fi(y’) obtenemos que

& AW = i 3)(5),

con

X )
oz Stx> 0,

—x .
2 St x< 0.

Ast, F(¥) es una funcion continuamente diferenciable en puntos diferentes de cero'y

L RN = SAW) - Fix(g)).

Ejemplo 3.2.4. Sea 1(x) := ¥xsen(1/x) y ¢(x) := 1 — C(2arctan(x)), donde C es la

funcion de Cantor [9]. Tomemos
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P(x) if 0<x<l1,
fl) =4 xt k) if x>2,
0 otro caso.

Debido a x7! - p(x) pertenece a LP([2,00)) para p > 1, resulta que f € LP(R) [I7]. Mds
aun,

@ € BV([2,00)) \ L1([2, 00)).

Asi, g(x) = x - f(x) no pertenece a L'(R), pero estd BVy(R) + L' (R). La teoria cldsica
no nos permite calcular la derivada de la transformada de Fourier de f. Sin embargo,
aplicando la Proposicion|[3.2.4} se tiene para 1 < p < 2,

d

%}"

o(f)s) = —iFuk(g)(s)
= —i[Fux(§1)(s) + F1(g2)(s)] (s =0),

donde g(x) := @(X) - X(2,00)(%) ¥ §2(%) := x - P X (0,1)(x). Mds aun,

Fp(f) € Co(R\ {0}).

Estos son algunos ejemplos que muestran la aplicabilidad y el alcance de nuestros re-
sultados y los avances en el desarrollo de las propiedades analiticas de la transformada de
Fourier sobre espacios de funciones no clésicos.

En la siguiente seccidn, estudiaremos otro aspecto del operador transformada de Fou-
rier, su continuidad (como operador) sobre diferentes dominios.
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3.3. Larelacion de continuidad entre .7-"25 y ]—"PfK

El Anélisis de Fourier estd relacionado con el Andlisis funcional. Asi de manera natural,
se estudia la continuidad de un operador sobre distintos dominios.
En particular, dada la expresion de la Definicién podemos estudiar por separado
la transformada H K-Coseno de Fourier

FSe(F)(s) = \/EJ cos(sx)f (x)dx

y la transformada H K-Seno de Fourier

Fi(f)s) = \/EJ sen(sx)f (x)dx.

El comportamiento de las transformadas Seno de Fourier y Coseno de Fourier es dis-
tinto, incluso en el marco de la integral de Lebesgue, este es un fendmeno ya conocido y
estudiado en [28]].

La integrabilidad de la transformada H K-Coseno de Fourier de funciones no absoluta-
mente integrables fue estudiada en [3] y fue demostrado que la transformada H K-Coseno
es un operador acotado de (BV(R), || - ||gy) en (HK(IR),||-||4). Por otra parte, en [3] se de-
mostré que la transformada H K-Seno no es un operador acotado si consideramos el mismo
dominio BVj(IR) y codominio HK(IR).

Para demostrar que el operador transformada H K-Seno de Fourier no es integrable en
sentido de Henstock-Kurzweil se considera la siguiente funcidn.

Sea
-1 if xe[-1,0),
f(x)=41 if xe[0,1],
0 enotro caso.

Teniendo que f € BV(R) N HK(IR) € BV(IR), véase [42]. Para s > 0, resulta que

Fix(F)s)

sen(sx)f(x)dx

7l

sen SX

i

_ \/i_ﬂl_csos()eHK(nz).

En consecuencia, tenemos
Fix(BVo(R)) ¢ HK(R).

Asf, ilustramos que ]:HCK es un operador acotado de BVy(IR) en HK(IR), mientras que ]:If X
no lo es.

Ahora, introducimos la definicién del espacio de Sobolev y denotamos a I = (a,b) como
un intervalo abierto, posiblemente no acotado, y p € Rcon 1 <p < co.
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Definicion 3.3.1. El espacio de Sobolev WV'P(I) es definido por

Wl’p(I):{u e LP(I):dg e LP(I) talquejmp'z—fg@ Q€ C(lj(l)}.
I I

El espacio WP es equipado con la norma

lllwre = lluellgo + 11l o,

donde u € WLP(I), para més detalles consultar [24].
En particular, para p = 1 se tiene que

T (WHH(R)) = A (WY (R)) ¢ HK(R),

donde W 1(IR) c BV} (RR) es el espacio de funciones de Sobolev en £!(RR), con derivada
en el sentido de distribuciones también en £!(IR).

Siguiendo la linea de estudio de la continuidad del operador F ¢ con codominio HK (RR),
en [1]], se mostré la continuidad de ]-"25 con rango en HK(IR).

Como veremos, el siguiente resultado es una aportacion producto del trabajo de esta
tesis. Empezamos, considerando el espacio Banach

By :={p € LAR)NAC1(R) | ¢ € BVy(R)},

con norma definida

Iells, = llgllz + 1¢I5y

Teorema 3.3.1. El operador .7-"25 restringido a B, en HK(IR) es un operador acotado. En
particular, si .7:25 (f) no cambia de signo, entonces es Lebesgue integrable.

Demostracion: Primero mostremos que ]-"25 restringido a By pertenece a HK(IR). Sea j
una funcién no negativa con soporte en (—1, 1) e infinitamente diferenciable, tal que

1
f j(hdt=1.
-1

1
pulx)i= | gls=enjine B

Tenga en cuenta que para cada intervalo acotado [-M, M | tenemos

Para cualquier ¢ € B; tomamos

@L(x) > @’(x) en £! -norma.

También,

Var(gl, x| > M) < Var(¢/,|x| > M -1) = 0 si M — co.

Por otra parte,
(@e*j) = @L*j— ¢’en BVy-norma.
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Para continuar nuestro desarrollo utilizamos la siguiente notacién 1im, | que representa
el limite de ¢ tendiendo a cero por la derecha.
Por definicién de transformada Seno de Fourier en £?(IR) se tiene

F(@)ls) = UmF(e)(s)

lim — sen(sx x)dx c.d.s.
im—— | sensg.(

Por el Teorema de integracion por partes se tiene en casi todas partes en R \ {0},

e —J cos(sx)d(pg]. (3.26)
X=—00 R

Fg)e) = lim =g cosisy

Una de las propiedades de la convolucién es que resulta ser una operacién conmutativa en

L2(IR), es decir, @ * j(x) = j * @(x).

Como la funcién j tiene soporte compacto en (—1, 1), entonces
lim ¢.(x)cos(sx) = 0.
X—+00

De manera que la expresion (3.26) se reduce a

7 (@)(s) = lﬁlﬁ)l \/T_n;[f cos(sx)d(pe].

Dado que ¢, € ACj,.(RR) por el Teorema[l.2.7]y [29, Ejercicio 2, p. 186] se obtiene

11
F s hm——[j cos(sx)d ]
Sl)) = lim——| | costsx)der
11

lim——[—[ cos(sx)q@.(x dx]. (3.27)
im =5, (%) e (%)

Dado que la funcién cos(s-) tiene integral indefinida acotada y ¢, es de variacion acota-
da por el Lema de Riemann-Lebesgue para funciones en BV{(IR), el operador H K-Coseno
de Fourier esta bien definido para todo s = 0.

De esta manera, se establecemos la siguiente igualdad

B (@)s) = hfgsfHK«oé)()

= F@0)

Ahora vemos que ]-“zs(go) estden HK(s : |s| > 1). Sabemos que

o) = = | senlsipods

= \/%_n%[fmcos(sx)(p'(x)dx]

= 1/sFS(@))(s).
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Por [3, Teorema 1], ]-"IfK((j)’) € HK(IR) y ademas
S
Ul Fri(@')(s)ds

donde C > 0y consideramos a HK(IR) como un espacio normado con respecto a la norma
de Alexiewiez, definida en la expresién (L.18).

Notemos que 1/s es monétona decreciente en [1,00) y limg_,, 1/s = 0.

Aplicando el Teorema [I.3.3] (Prueba de Chartier-Dirichlet), obtenemos

IA

2||x_l [sen(st) —sen(x)]

”HK(IR) (R)

lR)<OO’

%ﬁ?ﬂcp’)(s) € HK({s:|s| > 1}).

Por la expresion (3.28) y el Teorema|l.2.10[implica que

|75 @) | Al

HK(s|>1) H;HBVO(|S|>1)
4nSi(n)

HK(|s|>1)

IA

(3.28)

donde Si(7) esté definida por la expresion (I.19).
Veamos que .7-'5((1)) € HK(s:|s| < 1.) Sea ¢ € B; se tiene que

1 )
7 ()s) = S Fix (9)s)
Por definicién de transformada Seno de Fourier en £?(IR), tenemos para cada b > 0

F(p)eLl] (

loc

([b, 1))

Esto de debe a que £?(RR) estd encajado continuamente en [I »c(IR), y por lo tanto lo
estd en HKj,(IR). Asi, Por el Teorema[2.1.6]y el Lema[3.2.1]se tlene que

1 1
]-" ds = —f lim j sen(sx)@(x)dxds. (3.29)
J 2 ( V21t Jp Mg—eo )

Por desigualdad triangular, desigualdad de Holder y ||]-"25 (@)ll2 < llp)ll> se tiene

1 1
f 7 (@)(s)ds J |75 (p)(5)]ds
b b

CilIF (@)l
Collell, (3.30)

IA

IN A
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Ast, por las desigualdades (3.28) y (3.30), es decir,

S S

H}—Z ((P)” <Gllellvwy ¥ “J-} ((p)“

<C ,
HK(ls>1) )= allell

HK(|s|<1
entonces

[0 g, = {1+l )

HK(R)

El siguiente corolario se deriva directamente de argumentaciones similares.

Corolario 3.3.1.

1. El operador lineal

es un operador acotado de

W= {p € BVy(R) | '(x) = p(x), © € L2(R) },

en HK(IR).
2. El operador lineal

estd acotado de L' (R) en HK(R).

Demostracion: La afirmacién 1 es una nueva redaccién del Teorema[3.3.1]
Con respecto a la afirmacién 2, notamos

Y () = —Fix (),

donde # es la extension uniforme de la funcién

J p(t)dt, (x>0).
X
Entonces, el resultado se sigue de [3]]. [ |

Las afirmaciones anteriores se relacionan con los resultados de E. R. Liflyand, donde se
han analizado la integrabilidad de la transformada de Fourier con la integral de Lebesgue
[28, [26]], véase también [3]].

Ejemplo 3.3.1. Si ¢ € L'(R) es una funcién impar y decreciente o decreciente en (0, )
entonces Y (¢) € L(IR). Esto se sigue del corolario anteriory del hecho de que una funcion
en HK(R) que no cambia de signo también estd en L'(RR), [46, Teorema 123]. Ademds,
fHCK(h) € LY(R), donde h es la extension par de la integral indefinida de ¢.
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El Anélisis de Fourier es un tema fundamental en matemadticas y sus aplicaciones apare-
cen en diferentes dreas de la ciencia. En este trabajo, empleamos una teoria de integracion
generalizada para considerar una clase mds amplia de funciones, donde los operadores
transformada Seno de Fourier y transformada Coseno de Fourier y otros objetos matema-
ticos tienen un sentido. Lo més notable de este trabajo es que nuestros resultados tienen
implicaciones no solo en el nuevo espacio de funciones, sino también en los espacios cla-
sicos LP(IR), 1 < p < 2. Los ejemplos expuestos ilustran la aplicabilidad de los resultados
obtenidos, y estos son una contribucién original en el Andlisis de Fourier sobre los espacios
LP(R),1<p<2.

Para finalizar nuestra investigacion se abordard la integrabilidad de la transformada
HK-seno de Fourier en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil.



Capitulo 4

La integrabilidad de la transformada
Seno de Fourier

4.1. Integracion generalizada

La integrabilidad de la transformada de Fourier fue analizada por E. Liflyand en [27]]-
[28]] en el marco de la integral de Lebesgue para funciones en BV,(IR), en espacios parti-
culares.

Ahora abordamos la integrabilidad de la funcion transformada H K—Seno de Fourier cuan-
do f pertenece al espacio de funciones de variacién acotada que se desvanecen en el infinito
aplicando integracion generalizada.

Esta seccion se enunciaran resultados relacionados con las diferentes teorias de integra-
cién.

Lema 4.1.1. Sea f € BV(IR). Entonces para cada 0 < a < 1, la funcion

cos(a-) —cos(-)
()

es Lebesgue integrable sobre [0,1]. Mds aun,

f)

lim 1cos(ax)—cos(x)f(x)dx _ J: l—cos(x)f(x)dx.

a—0* Jo X X

El siguiente lema es una consecuencia del Corolario 6.6.2 en [35] y todas las integrales
tipo Riemann-Stieltjes son conforme a la Definicién

Lema 4.1.2. Sea [a, b] en intervalo compacto sobre R. Sea g una funcion en C'[a,b). Si f
es una funcion acotada e integrable con respecto a g en el sentido Riemann-Stieltjes sobre
[a,b]. Entonces f g’ es Riemann integrable y

Lbfdg = Lbfg’dx

El siguiente Teorema es una generalizacion de la teoria de integracion de Riemann y se
le conoce como el Teorema de integracion por partes [33]].

95
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. . b b . .
Teor(.ama 471'1' Si una de estas integrales L fdgy L gd f existe, entonces la otra integral
también existe y

b b
| rdg- [ sir = s~ raga
a a
La siguiente proposicion es un resultado que nos permitird obtener nuevos resultados

en el Anélisis de Fourier. La Proposicion se sigue del Lema y de los Teoremas [6),
H.3, H.7].

Proposicién 4.1.1. Sea f € BV ([a,b]) y g, h € C([a, b]). Entonces

Lb hd(fg) = J;hghdf + Lbfhg’dx.

Demostracién: Notemos que ¢ € C!([a,b]) ¢ AC([a,b]) € BV ([a,b]), véase [13,[16] y
f € BV([a,b]), asi fg € BV([a,b]). Por [6, Teorema H.3]

b
f hd(fg) € R. (4.1)

Por otro lado,

b
f ghdf eR. 4.2)
a
Dado que .1) y (4.2) existen, implica que la diferencia

b b
J hd(fg)—f ghdf €R. (4.3)

Sustrayendo (4.1) de (4.2)) y aplicando el Teorema[d.1.1] se tiene que

Lbhd(fg)—nghdf = hfg‘i—J;bfgdh—ghf'Z+thd(gh).

Lbfgdh y Lbfd<gh>

Lbhd(fg)—nghdf = —Lbfgdh+Lbfd(gh). (4.4)

Aplicando el Lema[4.1.2]a las integrales de la derecha, se tiene

Mas aun,

existen en IR. Por lo tanto,

b b
J fgdh = J fgh'dx 4.5)
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b b b
f fd(gh) = J fegh'dx + J fhg'dx. (4.6)
Sustituyendo (#.5) y (4.6) en (4.4)

Lb hd(fg) - nghd f=- Lb Feh'dx + Lb Fhg'dx+ Lb faldx.

y en consecuencia se tiene

Lb hd(fg) = J;bfhg%x)dx + Lb ghdf.

u
En el siguiente teorema asumimos que g : R — IR es una funcién no-decreciente y su
medida asociada d p, esta definida en [35| pag. 220].

Teorema 4.1.2. Sea [a,b] un intervalo compacto en R. Si f : [a,b] — Ry la integral

b
Lebesgue-Stieltjes L fdpyg tiene valor finito, entonces la integral de Kurzweil-Stieltjes

b
L fdg también existe, y

b
j fdg =f( | Fai flalstas) —gla)+ fg) -5 @)

Si g(a+)=g(a) y g(b+) = g(b), entonces

b
|, ras= | san @8)
Si g(a—) = g(a) y g(b—) = g(b), entonces
b
J fdg:f{ b)fdyg. 4.9)

El teorema [4.1.2] nos desmuestra que la integral Kurzweil-Stieltjes puede ser reducida
a una integral tipo Riemann-Stieltjes.

4.2. La integrabilidad de la transformada Seno de Fou-
rier

Uno de los aspectos que debemos tener en cuenta, cuando estudiamos la transformada
de Fourier en marco de la integral de Riemann o Lebesgue es que la transformada Coseno
de Fourier tiene un comportamiento cualitativo diferente al de la transformada Seno de
Fourier [3, 46]]. La teoria de integracién de Henstock-Kurzweil realza estas diferencias
sutiles como se muestra en la seccion[3.3]
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En general, tenemos que para f € BV{(RR), ]-"IEK (f)(s) no estd bien definida para s = 0,
y FgK(f)(O) = 0. Sin embargo, siempre tenemos que ]-"IfK(f) € HK(IR) para f € BVj(RR).
Por otro lado, ]-}?K(f) ¢ HK(IR) para f € BVy(IR).

En [2]] se demuestra que cuando f € BV (RR) tal que f/x € L!(IR), entonces la funcién
transformada Seno de Fourier de f resulta integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Ahora presentamos el resultado sobre la integrabilidad de la funcién transformada Seno
de Fourier.

Teorema 4.2.1. Sea f en BVy(IR) tal que
f(x)/x € LY(R).

Entonces fHSK(f) € HK(R).

Demostracion: Sea f € BV((IR). Por Teorema , tenemos que ]—‘;K( f) e Co(R\{0}).
Asi, ng(f) € HK([-b,-a])y fI?K(f) € HK([a, b]) para cualquier 0 <a < b < co.
Sea s > 0, por el Teorema de Hake, es suficiente para demostrar que

a—0%, b—co

o0 b
LfﬁK(f)(s)ds: tim [ el sds

existe en R. Del Teorema [2.2.1] obtenemos por s # 0,

R
Fix(f)s) = 1%1330 \/%_n J:R sen(sx)f (x)dx € R.

Entonces, es suficiente considerar la transformada HK- Seno de Fourier f x[0,- Por un
razonamiento andlogo podemos demostrar el enunciado del Teorema para f x (_o 0]- Donde
X A es la funcion caracteristica de un conjunto medible A. Asi, Probaremos que

b
lim J Tl (f X[0,00)(5)ds € R.
a

a—0%, b—oo

Por el Teorema del Multiplicador

R
|J; sen(sx)f(x)dx| < |Isen(s*)l|a(o,r)) Var(f,R) < co.

Aplicando el Teorema de Convergencia Dominada, tenemos que

b b rR
lim J f}?K(fX[O wo))(8)ds = lim J lim sen(sx)f(x)dxds
a—0%, b—co J, ’ a—0%, b—oo J, R—o0 Jg
(4.10)
b R
= 11 11 dxd
A dim | ), sentonf (dds
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Por el Teorema[I.2.3] se tiene

1 r1 R
lim lim sen(sx)f(x)dxds = lim lim sen(sx)f(x)dxds
a—0%, b—)ooR—>ooL \I;) ( )f( ) \/ﬁg—)OJfR—moda Jo ( )f( )
4.11)
~b R
+ lim lim sen(sx)f(x)dxds.

27t b R—e0 J1 Jo

Aplicando el Teorema de Fubini en la primera integral a la derecha de (4.11)), obtenemos

1 AR R A1
\/%J‘ J‘ sen(sx)f (x)dxds \/%J‘ J sen(sx)f (x)dsdx
TJda JO TC

cos(ax —cos(x)

= \/ﬁf f(x)dx.
Por el Lema|4.1.1} cuando a — 07 se tiene que
\/Z_J cos(ax) - COS( ) F(x)dx e R (4.12)
e

Para la segunda integral de la derecha en la expresién (@.11)), por el Teorema de Con-
vergencia Dominada y el Teorema de Fubini se tiene

b b rR
1
lim — | e (Fx10.00))(s)ds = lim —— lim sen(sx)f (x)dxds
b—oo \277 1 HK f [0.00) b—oco 27 1 R*)OOJO f
(4.13)
R b
= lim lim — sen(sx)f(x)dsdx
Jim Jim = | | “sen(sx)f (3
De esta manera obtenemos
R
cos(x) — cos(bx) J‘ cos(x
lim lim j x)dx = lim lim
b—oo R—0co \/271 Jo ve f( ) b—oo R—00 A\ 77
4.14)
R
cos(bx)
— lim lim J x)dx.
b—ocoR—e0 /277 f( )
Por el Lema[2.1.1) (Lema de Riemann-Lebesgue), tenemos
cos(b cos(b
lim lim J x)dx = lim J x)dx = 0. (4.15)
b—ooR—00 /277 b—oco \271

Sustituyendo (4.15) en (4.14) para obtener
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R cos(x) = cos(bx)
pim Jim —— | SO e = A @)1 @16

Tomando el limite cuando a — 0% en (.12)) y agregando (4.16)) obtenemos

mesz(fX[o,mv(S)ds FE(f /21000 f /)
|

Una consecuencia del Teorema[.2.T|es el siguiente corolario y posteriormente se mos-
trard la importancia de la hipétesis f/x € £'(IR) para la integrabilidad de la transformada
Seno de f.

Corolario 4.2.1. Sea f € BVy(RR), entonces

1 —cos(x

f(x)dx

a—0*

1
lim J‘ Fixc (f X[0,00))(5)ds \/EJ

mf - Jerts

®sen(a 1 ® f(x)
+ lim — xX)dx — — —dx
a—0* \/27( V271 J; x2

COS

(x)dx. (4.17)

e

Demostracion: De (4.12) obtenemos

1 (! cos(ax)—cos(x)

V27t Jo x
1 (% cos(ax)
+ N3] . f(x)dx (4.18)
1 (™ cos(x)
- dx.
V2 Ji X Jdx

Aplicando el Teorema del Multiplicador en la segunda integral de la derecha de (4.18), y
tomando el limite cuando R — oo, obtenemos que

1
| et rpepionts Fla)dx

R
lim cos(ax)—x)dx = —lim sen(ax)—sen(a)d(fix))' (4.19)

R

Es claro que el limite (4.19) existe en R.
Aplicando la Proposicién[4.1.1] a la integral del lado derecho de (4.19),



4.2. LA INTEGRABILIDAD DE LA TRANSFORMADA SENO DE FOURIER 101

R sen(ax) - sen(a) (f(x)) 3 R 1 sen(ax) —sen(a)
i d - | af (x)

a X X a

_ J‘Rf(x)sen(ax)—sen(a)dx.
1

ax?
El Teorema[I.3.3]implica la convergencia del limite

R

lm f(x)sen(ax)—sen(a)dx: J‘O"f(x)sen(ax)—sen(a)dxGR
1

R—co J4 ax? ax?
Asi,
R
f(x)

lim cos(ax)——dx

D (x)

+ J °°f (el —sen(@) ;g (4.20)
1

J‘X’ 1 sen(ax) —sen(a
1

X a

ax?

Analizando la primera integral a la derecha de la expresion (4.20), es decir,

df (4.21)

X a

Jb 1 sen(ax)—sen(a)
1

sabemos que existe por la Definicion [[.2.4] véase [29][35]. El Teorema nos garantiza
que la integral dada en (4.21) que existe también en el sentido de Kurzweil-Stieltjes.

Aplicando la descomposicién de Jordan a la funcién f = g; — g», donde g; y g, son
funciones monétonas decrecientes, véase [35, Teorema 2.1.21] se obtiene

— d —95). 422
< p X p (81— 82) (4.22)

Jblsen(ax)—sen(a)df _ b1 sen(ax) —sen(a)
1

Ahora consideremos el intervalo [c,d] C [1,00), por el Teorema se obtiene
Jd sen(ax) —sen(a) J sen(ax) —sen(a)
c (c,d)

ax ax

ag; = dpi(x)

sen(ac) —sen(a) A*gi(c)

ac
sen(ad) —sen(a)
ad

para i = 1,2 y dy; es una medida finita generada por g;. Tomando el limite ¢ — 17 y
d— oo

Agi(d),

d
lim
-1+ ), ax
d—o0

sen(ax) Sen(“)dgi _ \I;oo sen(axl; sen(a)dﬂi(x)
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Por otro lado, existe el siguiente limite puntualmente

- 1
lim sen(ax) —sen(a) 41
a—0+ ax X

Dada que cada medida y; es finita para i = 1, 2; Por el Teorema de Convergencia Dominada,
obtenemos

* sen(ax) —sen(a) sen(ax) —sen(a)

1i dgi = 1 du;
as0" . ax i 40" [1,00) ax Hi
1
= J (1 — —)d]/li.
[Loo)t X
Asi,
1 sen(ax) —sen(a) ( 1 )
1i — af = 1——|d(p; — o).
S | x 7 f Lo x (11— p2)
De las expresiones (4.8) y (#.9) del Teorema4.1.2] obtenemos
1 © 1
| =3 == (1= 3 Jareo (423)
[1,00) x 1 X
Sustituyendo (4.20) en (4.18)) se obtiene la siguiente igualdad
1 1
1 [ cos(ax)—cos(x)
J Fii(f Xjo,.0)(s)ds = f(x)dx
a 21t Jo X
1 (* 1sen(ax)—sen(a)
- — = Af (x)
21 X a
1 (% sen(ax) 1 J“ sen(a)
+ (x)dx — — ———f(x)dx
2t ax? / Vo J1 ax? /
1 (™
- CoS¥) £ )dx. (4.24)
2t 1 X
Tomando el limite a — 0% en (4.24)), de acuerdo a (4.23) se obtiene la demostracién del
corolario. [ |

La formula (4.17) muestra las relaciones que existen entre las diferentes teorias de
integracion.

4.3. Condicion necesaria para la integrabilidad de la trans-
formada Seno de Fourier
En esta seccién mostramos que la condicién f(x)/x € £!(IR) es 6ptima para garantizar

la integrabilidad de la funcién ]-—h}g «(f) sobre IR, donde f no es una funcién absolutamente
integrable.
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La transformada H K—Seno de Fourier se define de manera puntualmente, conforme a la
Definicién [2.3.3] A continuaciéon mostramos dos funciones que no satisfacen la condicién
f(x)/x € L}(R) del Teorema 4.2.1} cuyas funciones transformada Seno de Fourier de f; y
f» definidas abajo no son integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Ejemplo 4.3.1. Sea f; definida como

—L _ 5i0<x<1,

filx) = {Hog(x)

0, en otro caso.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Notemos que la grafica f;(x) es una funcién mondtona creciente en el intervalo
(0,1]y f1 € BVp(R).

Ahora consideremos la expresion fi(x)/x, cuya grdfica se muestra enseguida para vi-

sualizar sus propiedades.
Mostremos que f,/x & L'(R). Calculando la siguiente integral

1 1 dx
J; fi(x)/xdx —L = Tog)x (4.25)

Realizando el cambio de variable,

u =log(x) entonces du=dx/x

f" du
=
02— U

se obtiene

se tiene que f1/x & L1 (R).
Ademads, en [3] se demuestra que



104 CAPITULO 4. LA INTEGRABILIDAD DE LA TRANSFORMADA SENO

3.0 r
25 i

2.0 i

1.0 i

0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: Notemos que la grafica f; (x)/x es una funcién monotona decreciente y positiva
en el intervalo (0,1]y fi/x € BVy(RR).

b
blim J Fix(fi)(s)ds = co.
—00 Jq

De esta manera, se demuestra que la condicion fi/x € LY(IR) es necesaria para la integra-
bilidad de la transformada HK—Seno de Fourier.

Por dltimo mostramos la siguiente funcién f, para mostrar que si f,/x no pertenece a
LY(R\ [-1,1]), entonces la transformada HK—Seno de Fourier no es integrable.

Ejemplo 4.3.2. Definamos

L si xelee™)A(neN),

fa(x) = {\/ﬁ (4.26)

0, en otro caso.

En general, la funcion f, es no-creciente y tiende a cero, cuando x tiende a co. Su
Var(f,,R) = 2 de acuerdo con [35 Teorema 2.1.11]. Por otro lado, graficamos f,(x)/x
conn=1,---,4.
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101

08

06

04r

02

0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 4.3: Notemos que la gréfica f,(x) es una funcién monétona no-creciente, constante
en cada subintervalo [e”,e"*!) con n = 1,---,4 y positiva sobre el intervalo [e,e°) y f, €
BVy(R).

En general, la funcion f,/x es mondtona decreciente y tiende a cero, cuando x tiende a
ooy fo/x € BVy(RR).
Enseguida calculamos la integral y obtenemos que

00 f ( r1+1 1
2
—dx = — =
e | )
Ast, fr(x ! no pertenece al espacio L (R \ (0,1)).

Apllcando el Corolario obtenemos que la transformada Seno de Fourier de f,
estd en HK([-1,1]) si y sélo si

B “ sen(a
lim fz
a—07* 1
existe en R.

Ahora mostraremos que este limite no existe. Sea M > 1 un niimero real y por el Teo-
rema @] podemos obtener la siguiente expresion

Mostremos que
M
sen( X)
f fa)d
1

existe para cada intervalo compacto [1,M ]
La funcién sen(ax)/ax? es absolutamente integrable y dado que las funciones acotadas
son los multiplicadores de las funciones absolutamente integrables, entonces




106

CAPITULO 4. LA INTEGRABILIDAD DE LA TRANSFORMADA SENO
015-
010"
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0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 4.4: Notemos que la grafica f,(x)/x es una funcién mondtona decreciente y positiva
en el intervalo (e,e°]y fo/x € BVy(R).

sen

f2 £1([1,M]).

Para toda 0 <a <1, existe C >0 tal que

e £1([1,M)),

‘sen(ax)‘ < C
=2

ax? X

entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

M M
) sen(ax) 3 fa(x)
}SL%L 25 hlx)dx = fl dxer

Ahora, analizaremos la divergencia del limite para la integral

J; =

Aplicando el cambio de variable x — M = v, se tiene

JM sen(a fz _ J:O sen((y#ﬁ v+ M)dy
_ cos(;M)J; (;e_r:(ffzﬁ M +p)dy
. sen(aaM) L"O ((;Oj(:/"f (M +p)dy. (4.27)
Consideremos 0
lizrj)ljp Sen(:M)J; (;Oi(ﬁ} 5 2(M+p)dy.
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Notemos que

e L1(RY).

‘cos(ay)fz(y +M)‘ cpy+M)
(v +M)? T (y+M)?
Por el Teorema de la convergencia dominada,
snlab) [ ooty 1My, (7 o),
2 - 2
0 (y+M) o (@+M)

Siy+M =e™!y M =e™, entonces y = e" —e™ y debido a f,(x) = 1/+/m es constante
en cada intervalo [e™, e"*1), se tiene

lim
a—0t a

“ hHy+M) (T foly+e™)
—2dy - 761
o (¥+M) o (y+em)
00 €‘+1_em
-y J Y dy
j:m ej—em \/j(y + em)2
o) ej+1_em
< ZJ _4y >
j=m el —em (y + em)
= e ™ (4.28)
Asi, obtenemos
limsup| M) (T sy M), )y (4.29)
a—07* a 0 (y +M)2

Usando de las propiedades generales de limite superior y limite inferior [30, pdgs. 25-35],
para obtener

\%

%) M
lim infj sen(@y) ¢ dx > lim infj senax) ¢ ) (4.30)
1 1

a—0+ ax? a—0+ ax?

, . .cos(aM) (% sen(ay)
lHminf — L (y+M)2fz(y+M)dy

sen(aM) J‘” cos(ay)
0

—+

liminf
a—0t a

—+

sz(M+y)dy.

Siendo f,(y + M)/(y + M)? una funcién mondtona positiva decreciente en R* de [26] 146]]
se sabe que la transformada Seno de Fourier no cambia de signo y se obtiene

* sen(ay)
— M)dy > 0.
Resulta que
, . .cos(aM) (% sen(ay)
hargégf . .[0 T +M)2f2(y +M)dy > 0. (4.31)
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Removiendo el término en la expresion ({.30) produciendo

M
lim inff sen(a f2( > lim ian- sen(a fz
1 1

a—0t a—0*
t liminf—sen(aM)J <os(ay) ¢ a4 p)dy.
a—0* a 0 (y + M 2

De #.29) y [30, Teorema 6.13], obtenemos

M
lirnian‘1 sen(a )fz > J; @dx—l (Y M > 0).

a—0*

Por lo tanto
lim * sen(ax)fr(x)

5 dx (4.32)
a—0* Jq ax

diverge.
Estos ejemplos muestran que la condicién f/x € £!(IR) es esencial para asegurar la
HK-integrabilidad de }"h“? «(f), cuando f es una funcién de variacién acotada.
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Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo, se muestran nuevas propiedades fundamentales de la
transformada de Fourier en el marco de la integral de Henstock-Kurzweil sobre espacios no
clasicos de funciones. También, se sefialan las ventajas de utilizar la integral de Henstock-
Kurzweil, ya que por ejemplo, contiene a la integral de Riemann, la integral impropia de
Riemann, y la integral de Lebesgue y los valores de estas integrales coinciden. Por otra
parte, se hizo un estudio de publicaciones actuales, principalmente [3} 33} 36, 44, 45] con
las cuales se generalizaron teoremas clasicos del Andlisis de Fourier, donde la integral de
Lebesgue tiene ciertas limitaciones.

De esta manera, con la integral de Henstock-Kurzweil extendimos aspectos matemati-
cos esenciales del operador transformada de Fourier para demostrar los siguientes hechos:

1)

2)

3)

En el Teorema[3.1.1]se obtuvo una representacion integral puntual de la transformada
de Fourier en el subespacio £LP(IR) N BV(IR)NACj,.(R), para 1 < p < 2, la cual obe-
dece al comportamiento asintético que indica el Lema de Riemann-Lebesgue. Este
hecho fue demostrado utilizando los teoremas de la integral de Henstock-Kurzweil
y empleando diferentes integrales del tipo Riemann-Stieltjes conforme a los textos
(6} 29] 35]].

En el Corolario (3.1.1| se dan expresiones explicitas de la transformada de Fourier
aplicada a f en el punto s (7,(f)(s)) para funciones f en el subespacio LP(R) N
BVy(R) N ACj,(R) para 1 < p < 2. En particular, obtenemos valores especificos de
la transformada de Fourier para una funcién en el subespacio £ (IR)NBV,(R)\ £!(R)

e incluso nuestros resultados son aplicables para funciones Lebesgue integrables.

Se aplicaron las expresiones (3.8) y (3.9) demostradas en el Corolario 3.1.1] y se
implementaron algoritmos computacionales a funciones particulares, para calcular
de manera puntual el operador transformada de Fourier con valores discretos, véase
los Ejemplos[3.1.1]y[3.1.2] Esta aproximacion numérica es posible dada la expresion
(3.12). En particular, se obtuvo la representacion gréfica de la transformada de Fou-
rier de la funcién ¢(x) = |x|/(1 + x?) € L2(R) N BV,(R) \ £!(IR) comprobando que
sus valores tienden a cero conforme s crece, de acuerdo con el Teorema [2.2.1]

En el Teorema [3.2.3] se demostré que Fyg(¢)(s) es diferenciable para cualquier
funcién en ¢ € L1(R) + BVy(R) y s € R\ {0}, tal que x¢p € L}(R) + BV(R). Esto
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es, se logro extender el teorema clésico de la diferenciabilidad de la transformada de
Fourier [13} 40]. Por otra parte, se exhibieron ejemplos de funciones no Lebesgue
integrables y se calcularon sus transformadas de Fourier aplicando los resultados
publicados en [[1].

4) Se consider6 el siguiente espacio de Banach
By = {p € L2R) N ACioc(R) | ¢ € BVy(R))
dotado con la norma definida por

Iells, = llgll2 + ¢ llpy,

el cual es un subespacio de £?(RR).

En el Teorema , se demostré que la transformada de Fourier ]-"25 es un operador
lineal acotado de B; al espacio de funciones Henstock-Kurzweil integrables, es decir,
Fy : By — HK(R)

es un operador acotado.

5) El Teorema[.2.1|nos da una condicién necesaria para garantizar la integrabilidad de
la transformada H K—Seno de Fourier para una funcién no Lebesgue integrable.

El mérito de la hiptesis f(x)-x~' € L!(IR) en el Teorema es exhibir funciones
fi, f> en BVy(RR), tales que:

a) fi(x)-x7! no pertenece a L1([-1,1]) y
cos(x) — cos(bx)

b s 1 I
[ Fictsaeas = = [ el

Fix(fi) € HK(R\ [-1,1]).

b) f>(x)-x~! no pertenece a L}(R\[-1,1])y
Fix(f2) € HK([-1,1]).
Las contribuciones de este trabajo de tesis fueron publicadas en [1} 2].
Aun existen aspectos por desarrollar en esta linea de investigacion, por ejemplo:

1) Emplear métodos numéricos para calcular la transformada de Fourier y estimar el
error cuando se realiza integracién numérica, [1]].

2) Estudiar el alcance de las nuevas propiedades obtenidas de la transformada de Fourier
en diferentes dreas de aplicacion, por ejemplo en el drea de ecuaciones diferenciales.
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