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Resumen

Una clase importante de codigos lineales son los codigos y-constaciclicos definidos sobre
un anillo, donde v es una unidad en el alfabeto del cédigo. Los cédigos constaciclicos son
una generalizacién de los cédigos ciclicos y han despertado el interés de algunos grupos
de investigacion. En el presente trabajo, dado un niimero primo p y un entero n > 0 no
divisible por p, se describen cédigos v-constaciclicos de longitud n definidos sobre el anillo
de Frobenius finito, local, conmutativo, con identidad y no de cadena Ry = Z,x + uZ,,
donde u? = 0 y k > 1. La descripcién algebraica que se propone de estos cédigos se da a
partir del Teorema Chino del Residuo y la teoria de elementos idempotentes, motivo por
el cual se pide que p y n sean primos relativos, med(p, n) = 1, para tener asi una condicién
de separabilidad que serd 1til en el estudio de la familia de ideales del anillo cociente,

Rylx]/(z™ — ), con v una unidad del anillo Ry.

Se presentan en este trabajo, resultados que podria ser posible extender a otros anillos
con propiedades algebraicas similares, de cadena o no de cadena, para estudiar cédigos
ciclicos y constaciclicos sobre dichos anillos a partir de esta propuesta de descripcién de los
mismos. También son presentados ejemplos de aplicacion del trabajo desarrollado, para
algunos valores especificos de p y k.
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Introduccion

La teoria de codigos detectores-correctores de errores se inicia formalmente con los
trabajos “A Mathematical Theory of Communication”de Claude E. Shannon, (1948) y
“Error Detecting and Error Correcting Codes”de Richard W. Hamming (1950). A grandes
rasgos, el objetivo principal de la teoria es el estudio y elaboracién de métodos para la
transmisién y almacenamiento confiable y eficiente de informacion en medios susceptibles
de presentar ruido. Denotando por E al emisor, R al receptor, de manera esquematica
tenemos,

E MENSAJE Codificador PALABRA Decodificador MENSAJE R

Figura 1: Problema fundamental de la teoria de cédigos detectores-correctores de errores

Hoy en dia, desde el punto de vista matematico, la investigacién de la teoria de codigos
se realiza mediante una fuerte interrelacion entre varias areas de las matematicas, como
lo son el algebra, la teoria de niimeros, las matematicas discretas, la combinatoria y teoria
de disenos, la geometria, la geometria algebraica y la probabilidad sélo por mencionar las
ramas mas conocidas. Desde el punto de vista de las aplicaciones, el estudio de cédigos de
diversa naturaleza, en particular los lineales, tiene un impacto directo en nuestro dia a dia
con las implementaciones realizadas desde varios campos de la ingenieria para el manejo
y transmision de volimenes de informacién, asi como su procesamiento: comunicaciones
satelitales e inaldmbricas, telefonia celular y difusiéon (broadcasting) asi como diversos
dispositivos de almacenamiento son algunos contextos en los que la teoria de cédigos
tiene aplicaciones.

Existen varios tipos de codigos. Los més estudiados han sido los cédigos lineales defi-
nidos sobre campos finitos F,, ya que ocupan un lugar preponderante en las aplicaciones.
Usados para resolver problemas de ingenieria, se ha dado su descripcion algebraica como
subespacios vectoriales de un F,-espacio vectorial, donde [, es un campo finito de ¢ = p™
elementos, p un primo y m > 0 un entero. Dada la naturaleza electrénica de la transmi-
sion y almacenamiento de la informacion, los primeros modelos de estudio involucraron
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sucesiones de ceros y unos; por ello, los matematicos usaron y desarrollaron métodos al-
gebraicos sobre el alfabeto de los niimeros binarios, el campo finito Fy, para estudiar a los
codigos y, posteriormente, extendieron esa teoria a casos en los que el alfabeto es algiin
campo finito F, arbitrario.

En la segunda mitad del siglo XX, en la década de los 70, se publicaron un par de
articulos de I. Blake, [1] y [2], en los que el alfabeto para representar a la informacién es
cambiado por un anillo finito, conmutativo con identidad y, casi veinte anos después, se
publican los trabajos de A. Hammons, V. Kummar, A. Calderbank et al, ([3]), V. Pless
y Z. Qian ([4]) y J. Wood ([5]) que dan lugar a una intensa investigacién sobre c6digos
que tienen como alfabeto anillos finitos, profundizando las técnicas de la teoria algebraica
de cédigos o teoria de codigos algebraicos, considerada ya una rama de las matematicas
puras ([6]).

En los ultimos 20 anos se ha desarrollado mucha investigacién sobre cédigos lineales
cuyo alfabeto sea un anillo de Frobenius finito, conmutativo con identidad. Tales investi-
gaciones han girado en torno a la descripcion de cédigos ciclicos, y sus generalizaciones,
definidos sobre anillos de Frobenius finitos de cadena (ver, por ejemplo, [7], [8]). En los
ultimos anos se ha despertado el interés de varios grupos de investigacién por la descrip-
cién de cédigos ciclicos y constaciclicos definidos sobre anillos finitos de Frobenius, no de
cadena, conmutativos con identidad, como lo son trabajos presentados en [9], [10] y, en
particular en nuestro pais el llevado a cabo, por ejemplo, por [11]. Cabe mencionar, que
el inicio del estudio de codigos constaciclicos se dio a partir de investigaciones realizadas
sobre cédigos negaciclicos llevados a cabo por E. Berlekamp en 1966 ([12]), definiendo
éstos codigos sobre campos finitos, y el de J. Wolfmann en 1999 ([13]) quién los defini6
sobre el anillo Z,.

El presente trabajo de investigacion, versa sobre la descripcion de codigos lineales
de tipo constaciclico con las siguientes caracteristicas: dado un nimero primo p y una
longitud n no divisible por p, se estudian cédigos constaciclicos definidos sobre el anillo
de Frobenius finito, local, conmutativo, con identidad, no de cadena

Rk = Zpk + uZpk

donde se satisface que u®> =0y Zyy es el anillo de enteros modulo p*. Es importante hacer
mencion de que la investigacion en sus inicios partié del estudio de codigos ciclicos para el
caso en el que p = 2, es decir, el alfabeto era Zyx + uZsr, con la longitud de tales cédigos
impar (ver [14] y [15]). Se observé que los resultados obtenidos podian extenderse para un
p arbitrario y en el contexto de cddigos constaciclicos. Del trabajo [15]) y lo desarrollado en
la presente tesis se da el apéndice B, en el cudl se obtienen los cédigos ciclicos de longitud
n = T para el anillo Ry = Z4 4+ uZ,. Investigaciones relacionadas y previas llevadas a cabo
por otros grupos de investigacién, con un enfoque centrado en cédigos lineales y ciclicos
de longitud n impar sobre el anillo Z, + uZ,, u* = 0, antecediendo el presente trabajo,
son los articulos de B. Yildiz y S. Karadeniz ([9]), B. Yildiz y N. Aydin ([16]) asi como
el realizado por R. Bandi y M. Bhaintwal ([17]). Nétese también que en J. Gao, F. Fu
et al ([18]), se presenté una descripcién de cédigos ciclicos de longitud n sobre el anillo
Lo + ulye, u* =0, donde p y n son primos relativos.
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Nuestro punto de vista al realizar el presente estudio difiere de los trabajos mencio-
nados al final del parrafo anterior: la metodologia usada en la presente investigacion fue
partir de las propiedades algebraicas del anillo finito Ry, con particular énfasis en su con-
junto de ideales, a partir de lo cual se estudian a los cédigos constaciclicos de longitud n,
con n y p primos relativos, y que, desde el punto de vista algebraico, son ideales del anillo
cociente

Rin = Rilz]/(x" —7),7 € U(Rk),

donde U(Ry) denota al grupo de unidades de Ry. Una vez obtenida una descripcién de
estos codigos constaciclicos, se procede a ampliarla a partir de elementos idempotentes
del anillo Ry .

El manuscrito esta organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se presentan las
definiciones, conceptos y resultados matematicos necesarios para el desarrollo del presente
estudio, asi como el contexto necesario de la teoria de codigos lineales sobre anillos finitos
en el que se desarrolla la investigacion. En el Capitulo 2 se hace un estudio de la estructura
del anillo Ry, su conjunto de ideales, asi como sus propiedades algebraicas. El Capitulo
3 es la parte central de la presente tesis. En ese capitulo se muestra un estudio de la
estructura algebraica de codigos constaciclicos definidos sobre el anillo R usando de
forma combinada el Teorema Chino del Residuo y la teoria de elementos idempotentes, en
nuestro contexto, el cudl es el de los anillos finitos, locales, conmutativos y con identidad.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo se dan definiciones, conceptos y resultados generales de la
teoria de codigos, del dlgebra conmutativa y teoria de anillos necesarios para llevar a cabo
nuestra investigacién. Las principales referencias son [19] o [20] para aspectos generales
sobre algebra conmutativa usados en el presente trabajo. Para los tépicos relacionados
especificamente con anillos finitos, el lector puede consultar [21] o [22]. Para profundizar
en los temas relacionados con la teoria de cédigos se recomienda [23] y, desde luego, el
texto cldsico [24] para cédigos lineales y ciclicos sobre campos finitos. En particular, para
cédigos lineales definidos sobre anillos finitos de Frobenius, el lector podria consultar el
relativamente reciente texto [6].

1.1. Anillos locales finitos de Frobenius

Por un anillo (R, +, -), denotado sélo por R, entenderemos siempre anillo conmutativo
con identidad, 1 € R, a menos que se indique otra cosa. Si I es un ideal de un anillo R,
la conmutatividad nos asegura que todos los ideales son bilaterales.

Definicién. Un anillo R conmutativo con un tinico ideal maximo m se dice que es local.
El anillo cociente R/m es el campo residual de R. Toda esta informacion estara abre-
viada en la terna (R, m,R/m). Si R es finito, tenemos que R/m = F, es un campo finito,
con ¢ = p™ para p un primo y m > 0. En tal caso escribiremos la terna (R, m,F,) para
indicarlo.

Dado un conjunto no vacio S C R, el ideal generado por S, denotado (S), estd dado
por (S) ={>"" ris;|ri € R,s; € S;m € N}. En el caso en que S = {s1,59,...,5,}, es
decir si S es finito, escribiremos (S) = (s1, 82, ..., ).

Definicion. Sea R un anillo.

= Sea L el conjunto de ideales de R y considere la relacion de orden < en £ inducida
por la inclusién de conjuntos. Si (£, <) es un orden total se dird que el anillo es de
cadena. Diremos que R es no de cadena si (£, =) no es un orden total.



» Si (R,m,F,) es finito y local, existe un entero ¢ > 1 tal que m* = (0) y m'~! # (0).
Tal t recibe el nombre de indice de nilpotencia del ideal m.

El anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en R es denotado por
R]z]. Dado un anillo local (R, m, R/m) tenemos el mapeo o funcién reduccién médulo
m ~ R — R/m dada por 7 = r + m. Tal funcién ~ se extiende de manera natural
a R[z] — (R/m)[z] haciendo f(x) + f(x) donde f(x) = @y + @y + ... + Gp_12" .
Escribiremos f € R[x] en lugar de f(z) a menos que el contexto no sea claro.

Definicién. Sea (R,m,F,) un anillo finito, local, conmutativo con identidad. Sean f, g €

1) f € R[z| es regular si no es un divisor de cero en R|x].

(1)

(2) Se dird que f € R[z] es bésico irreducible si f es irreducible en F,[z].
(3) fy g son primos relativos (o coprimos) si (f) + (g) = R]z].
(4)

4) Un polinomio f es primario si el ideal generado por él, (f) # (1), es primario, esto
es, gh € (f) implica que g € (f) o ™ € (f) para algin m > 0.

Recordemos que, dados f y ¢ polinomios en R[z], se dice que f es un divisor de g si
(9) C (f); y que f serd un divisor propio de g si se tiene la inclusién propia (g) C (f).
En particular, para g € R[z] regular, se tiene la equivalencia siguiente: f es divisor propio
de g en R[z] si y sdlo si f es divisor propio de g en (R/m)[z].

El lema de Hensel generalizado, que se enuncia a continuacion, garantiza que dada una
factorizacion como producto de polinomios primos relativos por pares sobre F,[z] esta se
levanta como una factorizacién de polinomios primos relativos por pares sobre R[z], con
R un anillo local.

Teorema 1.1. [Lema de Hensel, [21], XIII.4] Sea f € Rx], con (R,m,F,) anillo finito,

local, conmutativo con identidad; tal que

f = §1§2 o gm € Fq[x]u

donde Gy, ...,G,, son primos relativos por pares. Entonces, existen gi, ga, ..., gm € R[z]
tales que
(a) 91,92, ---,gm Son primos relativos por pares,

(c) f=ag192" Gm.-

Con respecto a los polinomios regulares sobre un anillo finito (R, m,R/m) local y su
factorizacién, seran necesarios los siguientes resultados.



Teorema 1.2. [Teorema XII1.7, [21]] Sea f € R[z] un polinomio regular, con (R, m, R/m)
local y finito. Se cumple lo siguiente:

(i) Si f es irreducible, entonces f es irreducible.

(ii) Si f es irreducible, entonces f = dg', donde 6 € R/m\ {0}, I > 0 entero y g €
(R/m)[z] es mdnico irreducible.

(iii) Si f tiene raices distintas en la cerradura algebraica de R/m, entonces f es irredu-
cible si y solo si f es irreducible.

Demostracion. Para el apartado (i), suponga que f € R[z] no es irreducible, entonces, sin
pérdida de generalidad, asuma que f = gh para ciertos f,g € R[z] y por lo tanto f = gh,
de donde § 6 h es una unidad. Suponga que § es una unidad, es decir, g € R/m\ {0}.
Dado que g = ap + a1z + ... + a,z™ € Rlx], se tiene entonces que § = ay y por lo
tanto g = ap + r(x) con r(z) nilpotente y ay € U(R), es decir, g es una unidad en R|[z].
Para probar (ii), suponga que f = §[[, g% con & € R/m\ {0} y los g; polinomios
monicos, irreducibles y coprimos por pares. Por el Lema de Hensel, Teorema 1.1, y de
la irreducibilidad de f en R|[x] se deduce que m = 1 y por lo tanto es posible escribir
S TIM, g% = 0¢'. La parte (iii) es una consecuencia de (i) y (i), con las hipétesis dadas.C]

La demostracion del siguiente resultado viene dada en [21].

Teorema 1.3. (Teorema XIII.11, [21]) Sea f € R|x] un polinomio reqular, con (R, m, R /m)
anillo finito y local. Entonces,

(i) f=011" gi, cond € U(R[x]) y g; € R[z] polinomios regulares, primarios y primos
relativos por pares.

(i1) Sz'fzénﬁ:lgi =B1[2 hi, cond,BEUR) ycong;,i=1,....0;hj,j=1,...,m
son polinomios primarios, primos relativos por pares, entonces m = n y, después de
un reordenamiento de indices, (g;) = (h;), 1 <i < m.

Dado un ideal I de un anillo R, no es dificil comprobar que dado el conjunto
Iz] ={f(x) =ay+az+...+a2" € Rlz] | a; € I},
este es un ideal de R[x].

Definicién. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Se define el espectro maximo
de R por
Specm(R) = {m C R | m es ideal méximo},

y el radical de Jacobson de R, denotado por Rad(R), como

Rad(R)= [)| m.

meSpecm(R)
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Los elementos de Rad(R) son caracterizados de la siguiente manera:

Proposicién 1.4. [ver [19], Proposicion 1.9] Dado un anillo conmutativo con identidad
R se tiene que v € Rad(R) si y sdlo si 1 —rs es una unidad en R para toda s € R.

Dado un anillo finito, local, conmutativo con identidad (R, m,F,) y su anillo de poli-
nomios R[z], del hecho que Rad(R) = m tendremos que m[z] es el ideal formado por los
elementos nilpotentes de R[z].

Lema 1.5. Sean f,g € R[z], R un anillo finito, local y conmutativo (R, m,R/m). En-

tonces, f y g son primos relativos (o coprimos) en Rlx] si y sdlo si f y G son primos
relativos en F,lx].

Demostracion. Sean f,g € R|x] y suponga que f,g son primos relativos. Entonces existe

Ap, Ay € Fy[z] tales que A\;f +A,g = 1, de donde en R[x], \;f +N\,g = L +7 con r € m[z].
Dado que R es local, 1 4 r es una unidad en R[z]| y por lo tanto,

(L+r)" "N f+ 1 +7)" N9 =1
La implicacién reciproca se sigue de las definiciones. O

Del Teorema 1.3, en un anillo finito, conmutativo y local R la factorizacién de un
polinomio regular es, en general, dada por factores (polinomios) regulares.

Proposicién 1.6. Sea f € R[z| un polinomio monico regular, donde (R,m, R/m) es un
anillo finito, conmutativo y local. Suponga que en (R/m)[z] se tiene que f = [/, 3
con los g; polinomios distintos, monicos e irreducibles. Entonces f admite una factoriza-
cion unica como producto de polinomios distintos, monicos, bdsicos irreducibles y primos
relativos por pares.

Demostracion. Dado que, en (R/m)[x] se tiene que f = [[~,g; con los g, polinomios
distintos, ménicos e irreducibles, del Lema generalizado de Hensel, 1.1, tenemos que esta
factorizacion es levantada a .
f= H gi
i

con cada g¢; tal que g; + m = g; y con g; coprimo con g; si @ # j. Por el Teorema 1.2,
cada g; es basico irreducible, i. e., irreducible. Como cada uno de los g; es preimagen de
un correspondiente g; # 0, estos son regulares en R|[x] y se tiene que,

f= Hgi,

es una descomposicion factorial de f en polinomios regulares, primarios y coprimos por
pares. Del Teorema 1.3, tal descomposicion es tnica. O



1.1.1. Anillos de Frobenius finitos

Recordemos que dado un anillo R, no necesariamente conmutativo, se denota por M
a un R-modulo izquierdo y que, andlogamente, My denota a un R-médulo derecho. Si el
anillo R es finito, conmutativo con identidad se dice que un R-médulo (izquierdo) M es
simple si y sélo si se tiene el isomorfismo M = R/m, como R-mdédulos, para algin ideal
maximo m de R o, equivalentemente, si los tinicos submodulos de M son los triviales. Un
ideal I de un anillo R es irreducible si visto como un R-médulo es simple.

Definicién. Dado un anillo R, se define el zoclo de R, denotado Soc(R), como el ideal
generado por la suma de los ideales irreducibles de R.

Existen varias definiciones equivalentes de cuando un anillo es de Frobenius (ver por
ejemplo [25], §16, capitulo 6). En lo que respecta a este trabajo usaremos la siguiente, que
se puede consultar en [5].

Definicién. Un anillo finito, no necesariamente conmutativo, con identidad R es de
Frobenius si satisface

= z(R/Rad(R)) = Soc(zR),
» (R/Rad(R))r = Soc(Rr),
como R-moéodulos.

Notese que en el caso en el que R sea conmutativo basta verificar s6lo una de las condi-
ciones.

Proposicién 1.7. Sea (R, m,F,) un anillo finito, local, conmutativo con identidad. R es
de Frobenius si y sdlo si Soc(R) es un R-mddulo simple.

Demostracion. Si R es de Frobenius, entonces Soc(R) = R/Rad(R) = R/m es simple

como R-médulo. Reciprocamente, si Soc(R) es un R-mddulo simple, entonces Soc(R) =
R /m para algtin ideal maximo m y como R es local se tiene que Soc(R) = R/ Rad(R).O]

1.2. El Teorema Chino del Residuo

En esta seccion, dada la importancia del mismo para el presente trabajo, se muestra a
manera de recordatorio un breve estudio del Teorema chino del residuo (abreviado como
TCR).

En general, dado un anillo R conmutativo con identidad, dos ideales a;,a; de R se
dicen coprimos si ocurre que a; + a; = R. En general, para ideales a,b de un anillo
conmutativo con identidad R se tiene de las definiciones que anNb O ab donde ab denota
el producto de ideales, esto es, el ideal generado (sumas finitas) por todos los productos
ab con a € a,b € b. Si a y b son coprimos, entonces a b = ab ya que existen a € a'y
b € b tales que a +b = 1 y por lo tanto, para ¢ € aN b tenemos que ¢ = ca + cb € ab.
Dados dos elementos r,s € R y un ideal a de R se dird que r =s moéd asir —s € a.



Lema 1.8. Sea R un anillo conmutativo con identidad y ay,as ideales coprimos de R.
Dados ry,79 € R, entonces existe un r en R tal que

r=m méd o
r=Tr mod  as.

Demostracion. Como a; + ay = (1), existen a; € a;, i = 1,2 tales que a; + az = 1 de ahi
que

a1 +asr; = 11
aiTe + AoT9 = T2

y por lo tanto, no es dificil ver que el elemento de R definido por r = a;ry + asr; satisface
las condiciones pedidas. O

Corolario 1.9. Sean ay,as, a3 ideales coprimos por pares de un anillo conmutativo con
tdentidad R. Dados ry,r9,73 € R, existe r € R tal que r =1r; mdd a; con i =1,2,3.

Demostracion. De las hipdtesis, existen aj; € a1, a; € a; con j = 2,3 tales que
as1 +as =1, as; + az = 1 lo que implica (as; + az)(az; + az) = 1,

es decir,
21031 + G103 + az2a31 + axa3 = 1, de donde a; + agy = R.

Por el Lema 1.8, existe un x1 € R tal que x1 =1 mdd a; mientras que xr1 =0 mdd asas.
Note que si 7 = 0 mdd asag, entonces x; € as N az. El mismo argumento garantiza
existen x; € R tal que x; =1 mdd a; y z; =0 modd H#j a;, 7 = 2,3. Entonces

T =T71T1 + 792 + T3T3
satisface lo solicitado. O

Con las ideas anteriores, la demostracién del resultado principal de esta seccién se sigue
facilmente.

Teorema 1.10 (Teorema Chino del Residuo). Sean R un anillo conmutativo con
identidad y ay,a2,...,a, tdeales de R coprimos por pares, esto es, a; + a; = R para
todo i # 7. St ri,79,...,Tm Son elementos de R entonces existe un elemento r € R tal
quer =r; méd a; parat=1,2,...,m.

Demostracion. Usando el Lema 1.8, paracada: =1,...,mexisteunz; € Rtalquex; =1
mod a; vy x; =0 mod H#i a;, pues para cada i = 1,...,m, se tiene que a1;+H#i a; =R
ya que existen elementos aj;, a; tales que

aji+a; =1, conay € a;,a; € a;,j #1,

lo que implica, por una aplicacién sucesiva de la ley distributiva, que para cada i =
1,2,...,m fijo se tiene que [[,;(aji +a;) = A; + A; =1 con A; € a;, Aj € [[;; 0;. Sea

=711+ 7%y + ...+ TnTm,

por construccién r = r; mod a;. O



Como una consecuencia directa del Teorema 1.10 se tiene el siguiente corolario, el cual
serda de utilidad para la descripcion de codigos constaciclicos.

Corolario 1.11. Sean ay,as,...,q,, ideales coprimos por pares de un anillo conmutativo
con identidad R. Sea

m m

®:R— [[R/0 = P R/a

i=1 i=1

la funcion inducida por el mapeo candnico R — R/a; para cada factor. Entonces ® es
., . 7z m . 7’ .

una sobreyeccion de anillos con nicleo ker @ = [[._, a,. Se tiene asi un isomorfismo

R/ ﬁ a; = é R/ai
=1 =1

de anillos.

Demostracion. Considere
m
(7“1 + a;,ro + Ao, ..., Tm + Clm> € @,R,/ClZ
i=1

Por el Teorema 1.10, existe un r € R tal que r = r; mdd a;, por lo que ® es sobreyectiva.
Note que r € ker® si y sélo si v € (-, a;. Del primer Teorema de isomorfismo para
anillos se sigue la tltima afirmacion. O

Como un ligero abuso de la notacién, se denotara también por ® al isomorfismo R/ [, a; —
D", R/a; del Corolario 1.11 y estd definido por

T+Ha¢H(r+a1,r+a2,...,r+am).
i=1

1.3. Elementos idempotentes en anillos locales finitos

En esta seccion se brindan las definiciones y resultados necesarios relacionados con
elementos idempotentes en un anillo. Mayor detalle se puede encontrar en el Capitulo VII
de la referencia [21] en lo que a anillos finitos se refiere, o bien, en un contexto mucho mas
general, el Capitulo 7 de la referencia [26], secciones 21 y 22.

Desde el punto de vista de la teoria algebraica de cédigos, se han usado idempotentes
para realizar descripciones de los llamados cédigos ciclicos minimales definidos sobre cam-
pos finitos. Ver por ejemplo el texto [23]. En lo que respecta a cddigos ciclicos definidos
sobre anillos finitos, se han utilizado elementos idempotentes en las investigaciones [4] y

[7]-



Definicién. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Se dice que e € R es idempo-
tente si e? = e. Si e # 1,0, se dice que e es no trivial. Se denotard por E(R) al conjunto
de elementos idempotentes del anillo R. Dados e, f € E(R), si ef = 0, se dird que los
elementos e, f son ortogonales entre si. Un elemento idempotente no cero e € E(R) es
primitivo sie = f 4 g, con f,g € E(R) ortogonales entre si, entonces e =06 f = 0. Un
conjunto de elementos idempotentes {ey, es,...,¢,} C E(R) tales que

61—|—€2+...—|—€l:1

recibe el nombre de conjunto completo de elementos idempotentes. Si cada uno de
los elementos del conjunto anterior satisfacen que son primitivos y ortogonales entre si
por pares, se dird que se tiene un conjunto completo de elementos idempotentes
primitivos ortogonales por pares.

En ocasiones, se escribira correspondientemente idempotente (idempotentes) para referirse
a un elemento idempotente (elementos idempotentes).

Proposicién 1.12. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Suponga que
E = {61,62, R ,6[} C E(R),

es un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares. En-
tonces, E es unico.

Demostracion. Suponga que existe algin otro conjunto completo de idempotentes primi-
tivos ortogonales por pares F' = {fi, fo,..., fm} C E(R) con | < m. Del hecho de ser E
y F' conjuntos completos de idempotentes tenemos que

m
€, = €; E fjv
J=1

pero, por hipétesis, cada e; € E es primitivo y de la ortogonalidad por pares de los f; se
deduce que e; = e;f; para algin j € {1,...,m}. De manera similar tenemos que, para tal
J, fi = eifj. Se afirma que e; = €. Si | # i, entonces e; = e;f; = e;(e f;) = 0, lo que no
es posible dado que e; es primitivo, por lo tanto e; = ¢;, de donde e; = ¢;f; = f;. Esto
argumento prueba también que [ = m. O

Recordemos que un anillo R conmutativo con identidad es descomponible si existe una
familia finita de anillos conmutativos con identidad R4, Rs, ..., R; no triviales y tales que
R; C R para cada 1 < 7 < [ como ideales y de tal modo que R = @2:1 R;. Un anillo
es indescomponible si no es descomponible. Es conocido, ademas, que dado un elemento
idempotente e € R, se tiene la descomposicion

R=eR&(1—-¢e)R,

donde 1 — e es el idempotente complementario de e (capitulo 7, seccién 21 ver [26]).
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Proposicién 1.13. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Suponga que E(R) D
{0,1} y sea e € E(R) \ {0,1}. Entonces eR = (e) es un anillo indescomponible si y solo
si e es elemento idempotente primitivo.

Demostracion. Suponga que e € R es elemento idempotente primitivo. Que eR = (e) es
un anillo se deriva de las propiedades de ser un ideal, més atn, para cualquier » € R se
cumple que e(er) = e*r = er por lo que ¢ es la identidad en eR. Si eR = f(eR)®(e—f)eR,
para f € E(eR), por ser e primitivo se debe tener que f =00 e — f =0y por lo tanto
el anillo eR es indescomponible.

Si se supone ahora que el anillo ¢€R es indescomponible, se afirma que su conjunto
de idempotentes F(eR) = {e,0}. Suponga que e = f + g con f,g € E(R) idempotentes
ortogonales entre si. Es claro que entonces e = ef + eg € €R con ef y eg idempotentes
ortogonales entre si. Por otra parte, para un h € FE(eR) con h # e,0 se cumple que
eR = h(eR) ® (e — h)(eR) que contradice la hipétesis de ser eR indescomponible. Asi
pues, f =006 g =0 y por lo tanto e es elemento idempotente primitivo. O

1.4. Cébdigos lineales y constaciclicos sobre anillos

1.4.1. Cbdigos lineales sobre campos finitos

Los cédigos detectores-correctores de errores, como su nombre indica, ayudan a detec-
tar y corregir problemas que surgen durante la transmisién y recepcién de informacién a
través de un canal susceptible de presentar ruido ([23]). Dada la naturaleza de la transmi-
si6n y almacenamiento de la informacién a través de medios electrénicos, en un inicio se
trabajo sobre el campo binario Fy, extendiéndose después las ideas a campos finitos F,,.
Los codigos pueden ser lineales o no lineales.

Dado que el presente trabajo trata sobre una subfamilia de codigos lineales, se procede
a dar las definiciones necesarias para establecer el contexto adecuado. Con la finalidad de
fijar ideas, recordemos la definicion de codigo lineal sobre un campo finito y algunos otros
términos relacionados.

Definicién. Sea [, un campo finito con ¢ elementos, ¢ = p™ para un nimero primo
p y un entero m > 0. Un subespacio C de dimensién k del Fy-espacio vectorial Fy es
un cédigo lineal de longitud n y dimensién k. El campo base F, recibe el nombre de
alfabeto del cédigo. Una palabra de cddigo, o simplemente palabra, es un vector
c=(co,C1y...,¢n1) €C.

Dado un conjunto X se define d : X x X — R por

- 1 siz#y
d(x’y)_{o siz =1y

No es dificil probar que la funciéon d es una métrica, mas aun, en realidad es la métrica
discreta definida en X.



Definicién. Sea (n,k) — C un cédigo lineal sobre F,,.

= Se define la distancia de Hamming entre dos palabras x,y € C, denotada por
dy(x,y), como el nimero de coordenadas en que difieren. Ello se puede escribir en
términos de la métrica discreta definida en IF,,. Esto es, six = (2, 21,...,2Zp-1), ¥ =
(Y1,Y2, - -+ Yn—1) € Fy, entonces

|
—

n

dp(x,y) = ) d(z;,y;)

.
Il
o

» Se define el peso de Hamming de una palabra, x € C, denotado por wg(x), como
el nimero de coordenadas no nulas de la misma o bien wy(x) = dy(x,0).

De lo anterior, se cumple que dy(x,y) = w(x —y).
Ejemplo 1. Six = (1,0,0,1,1,0), y y = (1,0,0,0,1,0)
dH(X7Y) = 17

mientras que
wy(x) = 3.

De las definiciones se sigue de forma directa la siguiente proposicién.

Proposicion 1.14. La distancia de Hamming es una métrica en Fy.
Definicién. La distancia minima, d, de un cédigo C se define como

4 =min{dy(x,y) | x.y € C} = min{uw(x —y) | x,y € C} = minfu(x) | x € C\ {0}
XFy X7y

Cuando son definidos sobre campos finitos, los cédigos lineales tienen parametros
que los distinguen. Dado un cédigo lineal C, este tendra los siguientes parametros: Su
longitud n, su dimension k, su eficiencia R = % y su distancia minima d. Para indicar
tales pardmetros de manera abreviada se escribe usualmente (n, k, d) —C 6, si no se conoce
el pardmetro d, (n,k) — C para un cédigo lineal C de longitud n y dimensién k definido
sobre un campo finito [F,.

Finalmente, recordemos que en el espacio vectorial ' se define el producto interno
usual e : Fy x FP — Ty, es decir, dados x = (20, Z1,- -, Tn-1),¥Y = (Y0, Y1, Yn-1);

entonces x ey = Z?:_ol z;y;. Bajo este producto interno, dado un cddigo lineal C C Fy se

define el cédigo dual C* de C por

Ct={x € F}|xec=0paratodo c € C}.
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1.4.2. (Cbdigos lineales sobre anillos finitos

El estudio de cédigos definidos sobre anillos finitos cobré notoriedad con los articulos
realizados por Tan F. Blake en la década de los 70 (ver [1] y [2]). Alrededor de veinte
anos después, los trabajos seminales de A. R. Hammons, P. V. Kumar, A. R. Calderbank
y N. J. A. Sloane y P. Solé en [3] asi como el de V. S. Pless y Z. Qian en [4] hicieron
énfasis en la estructura de los codigos lineales y ciclicos sobre el anillo Z4. En la misma
direccion, un par de anos mas tarde, pero generalizando el estudio de cédigos ciclicos
sobre el anillo de enteros Z,m, con p un nimero primo y m < 1, se tiene la investigacion
de P. Kanwar y S. R. Lépez-Permouth ([7]). Tales investigaciones se extendieron a un
contexto més general y para el ano 2004, S. Lépez-Permouth y H. Q. Dinh muestran
un estudio de cédigos ciclicos y negaciclicos sobre anillos finitos de cadena ([28]). Cabe
mencionar en este punto, que en México se han realizado contribuciones relacionadas con
codigos ciclicos y constaciclicos definidos sobre anillos finitos, conmutativos con identidad.
El lector puede consultar, sélo por mencionar algunas de estas investigaciones, el articulo
publicado por H. Tapia-Recillas y G. Vega ([29]) que versa en particular sobre cdodigos
constaciclicos definidos sobre el anillo de cadena Zgx, o recientemente, el trabajo llevado
a cabo por C. A. Castillo-Guillén, C. Renteria Marquez y H. Tapia-Recillas [11] en el que
se estudian codigos constaciclicos definidos sobre algunos anillos finitos y locales que son
no de cadena.

De todo ese trabajo se tiene que cuando el alfabeto es ahora un anillo R, usualmente
conmutativo y finito, la nocién de espacio vectorial para un cédigo lineal es cambiada por
la de un R-moédulo.

Definicién. Sea R un anillo finito. Un cédigo C es un subconjunto de R™. Se dird que
C es un cddigo lineal de longitud n sobre el alfabeto R si C es un submoédulo de R™.

A diferencia de los cddigos lineales definidos sobre campos finitos, en un codigo lineal
C definido sobre un anillo finito no necesariamente se tiene un pardmetro analogo al de
dimensién dado que un mdédulo no necesariamente tiene una base en el mismo sentido que
en el de los espacios vectoriales. Por otro lado, es posible definir la distancia y peso de
Hamming. dy y wy de igual forma como en el caso de codigos sobre campos finitos, pero
es posible que estos sean sustituidos por otras definiciones de distancias u otros pesos,
dependiendo fuertemente la eleccion del anillo y la informacion que se desea obtener a
partir de tales definiciones; ver, por ejemplo, [16] o [9], donde el peso de Hamming es
sustituido por el peso de Lee.

El problema que se aborda en esta investigacion, el cual es la descripcién de codigos
constaciclicos a partir de ideales, no esta relacionado directamente con tales conceptos por
lo que no se profundiza en las correspondientes definiciones, sin embargo, se hace mencion
de los mismos por las perspectivas de trabajos posteriores que se podrian derivar en algin
momento dado, las cuales seran mencionadas mas adelante.

Dado R un anillo finito, conmutativo, con identidad; considere el R-mdédulo R™ y sea
c=(cp,C1,-..,Cn—1) € R". Se tiene una funcién P : R" — R[z] dada por

n—1
(co,ClyevoyCn1) > o+ 1T+ oo+ g™,
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llamada la representacién polinomial de los elementos ¢ € R" en R|z].

Definicién. Sea C C R™ un cddigo lineal definido sobre el anillo R. Dada una unidad
v € U(R), se dird que C es un cédigo constaciclico (o y-constaciclico si se quiere hacer
énfasis en la unidad ) si ocurre que

(Yen-1,€0, - - -, Cn—2) € C siempre que (cg,¢1,...,cn1) € C.

Observacion 1. En el caso particular en el que v = 1, el cédigo C recibe el nombre de
ciclico; mientras que si v = —1 se dird que C es negaciclico.

Asi, se tiene que los codigos constaciclicos son una generalizacion de los de tipo ciclico.
Notese que mediante la representacién polinomial P definida lineas arriba, los elementos
de R™ son interpretados como polinomios de grado no mayor a n — 1, en particular, en el
caso de un codigo constaciclico, C C R", se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 1.15. Sean R un anillo conmutativo con identidad, v € U(R). Mediante
la representacion polinomial

P:R" — Rlx]/(z" — )

se tiene una correspondencia biyectiva entre los codigos constaciclicos de R™ y los ideales
del anillo cociente R[z|/{x™ — 7).

Demostracion. Es claro que P es un isomorfismo de R-médulos. Sea C C R™ un codigo
y-constaciclico. Dado ¢ € C, se tiene que P(c) = c(z) = ¢o + 1@ + ... + cp,12™ 1, de
donde,

2 2 ~1
ze(x) = cor +cx” + ...+ ez =yep1 o+t + . e

que tiene asociada al elemento (yc,_1,¢co,. .., ch_2) € C. A partir de la observacién ante-
rior, para probar que P(C) es un ideal, considere r(x) = P(r), con r = (ro,r1,...,7_1) €
R™ v ¢ € C, entonces

c(x)r(x) = roc(x) + rize(x) + ...+ rp2™ e(x),

y del hecho de ser C lineal y de que P~!(z'c(x)) € C para 1 < i < n — 1 se tiene que
P~Hc(z)r(x)) € C, asi pues P(C) es un ideal de R[z]/(z" — 7).

Sea Z un ideal propio del anillo cociente R[x]/(z™ — ), el cudl en particular es un
R-submédulo y por ser P un isomorfismo de médulos se tiene que P~1(Z) = C C R"
es un R-submddulo. En R[z|/{(z™ — v) se cumple que 2™ = v y por lo tanto, dado
c(r) =co+cx+...+c, 12"t € T se tiene que

we(z) = Yep 1 + Cor + 18’ + . eyt €T,

pero ello implica que P~ (yc,_1 + oz + 1?2 + ...+ cp0z™ ) = (Yen_1,¢0, - - - Cns) €C,
teniendo asi que

(Yen-1,Co, - - - .Cn_2) € C siempre que (co,c1,....c,_1) € C. m
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De la proposiciéon anterior, dados un anillo R, una longitud n, con n > 0 entero, y
v € U(R), identificaremos a un cédigo y-constaciclico C de R™ con un ideal P(C) de
Rlz]/(z™ — v) haciendo referencia inicamente al cédigo vy-constaciclico C. Dicho de otro
modo, dar la descripcion de todos los ideales de

Rlzl/(z" =)

es dar la descripcién de todos los cédigos v-constaciclicos de longitud n definidos sobre
R. Parte de esa descripcién consiste en decir si, por ejemplo, la estructura de ideales de
R[z]/{(x™ — 7) es o no de ideales principales. En nuestro caso, parte del objetivo de este
trabajo de investigacion es determinar la estructura de ideales del anillo cociente

Rin = Relal/(z" =),

donde Ry = Zyr + uy, u? = 0, 7 es una unidad en Ry, v la longitud n > 0 del cddigo es
tal que el primo p y n no tienen factores en comun.
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Capitulo 2

El anillo Ry, = Z . + uZ

En este capitulo inicia el trabajo de investigacién que motiva este escrito. Se realiza un
estudio de las propiedades algebraicas del anillo Ry que sera el alfabeto para los cédigos
constaciclicos de nuestro interés, asi como el respectivo conjunto de ideales, centrandonos,
dadas la conmutatividad del anillo, en los ideales principales.

Dado un ntimero primo p, se define el anillo Ry, = Z,x + uZ,x, por

Ri={a+bul|ab€ Zy,u* =0},
donde Z,x es el anillo de enteros modulo p*, es decir,
Zy ={0,1,...,p" — 1}

tomando como representantes de clase al sistema completo de residuos. El anillo R;. tiene
asi las operaciones naturales de suma y producto, esto es, dados a + bu,c + du € Ry
tenemos

(a+bu)+ (c+du) = (a+c)+ (b+ d)u,

(@ + bu)(c+ du) = ac+ (ad + be)u.

Casos particulares de este anillo con p = 2, k = 2, esto es Ry = Zy + uZy4, u?> = 0,
han aparecido en articulos relativamente recientes; uno de estos trabajos es el articulo
[10], donde se plantea el uso de anillos de Frobenius y no de cadena como alfabeto para
c6digos definidos sobre anillos. Entre los anillos de orden 16 estudiados aparece Ro (ver
la Proposicién 3.5 de ese articulo). Otra investigacién que usa como alfabeto a R es
9], trabajo en el que se estudia a c6digos lineales sobre ese anillo y las identidades de
MacWilliams. También, en una direccién ligeramente distinta, estudiando codigos ciclicos
sobre ese anillo, se tienen las investigaciones [16] y [17]. Con los pardmetros p = 2, k = 3,
esto es Ry = Zg + uZg con u? = 0, se mostré un estudio de cddigos lineales sobre Rs en
[30]. Por otra parte, algunos resultados sobre cédigos ciclicos y sus respectivos generadores
fueron presentados en [18] para el anillo Ry, = Zyx + uZye, u* = 0.
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Recordemos, de la Seccién 1.1, que el zoclo de un anillo R, denotado por Soc(R),
es el ideal generado por la suma de los ideales irreducibles de R y que un anillo finito,
local, conmutativo y con identidad es de Frobenius si su zoclo es un R-médulo simple
(ver Proposicién 1.7). El anillo Ry, tiene las siguientes propiedades:

Proposicién 2.1. Sea Ry = {a+bu | a,b € Zy, k> 1,u* = 0}. Entonces
1. El anillo Ry, tiene cardinalidad p** y es isomorfo con el anillo cociente Z,.[X]/(X?).

2. El grupo de unidades estd dado por U(Ry) = {a+bu|a € U(Zy)} con

UR)| =p*(p—1).

3. El anillo Ry es local, con ideal mdzximo m = (p,u), cuyo indice de nilpotencia es
t=k+1.

4. El anillo (Ry, = Zpx + uZiy, m = (p,u), Ri/m = F,) es de Frobenius, no de cadena,
con Soc(Ry) = (p"tu).

Demostracion. Las dos primeras partes de la proposiciéon son céalculos directos de las
definiciones. El conjunto de no unidades de R forma un ideal m de lo que se concluye
que es maximo. Cada elemento del ideal es de la forma pa + bu, a,b € Z,x, 1o que implica

que m = (p,u). En el conjunto de ideales tenemos a los elementos (p’), j = 1,2,..., k—1,y
(u) los cuales no son comparables con el orden inducido por la inclusién y por tanto Ry, es
no de cadena. Finalmente, nétese que m* = (p*~tu) = {0, p*~tu, 2p*tu, ..., (p—1)pF~1u}

es el tnico ideal irreducible de Ry, y por definicién se tiene que Soc(Ry) = (p*tu). O

Ejemplo 2. Consideremos el caso p = 2. Si k = 2 se tiene el anillo Ry = Z4 + uZ,4, con
u? = 0. Su conjunto de ideales £, consta de los siguientes elementos:

Ly = {{0), (2u), (2), {u), (2 +u), (2,u), (1) }.

De la Proposicién 2.1, [Ry| = 16 y U(R2) = {1+ au,3 + au | a € Z,}. Su diagrama
de ideales es mostrado en el apartado (a) de la siguiente figura
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Z4 + UZ4 Zs + UZS

N
(2 u)
m = (2,u)
1 2 + u)
4 +u) 4,2u
(u) (2+u)
p\ 4 / //)' T
(4 + 2u)
m? = (2u) \ [ /
m3 = (4u)
3 [
m? = (0) m* = (0)
(a) Ideales de R, (b) Ideales de R3

Analogamente, para k = 3: el anillo R3 = Zg + uZsg esta dado por
={a+bula,bec Zsu* =0}
Tenemos que |R3| =64y
UR3)={a+bula=1,35770¢€ Zs}.
Su conjunto de ideales, L3, de R3 estd dado por
L = {(0), (du}, (2), {u), (2u), (4), (44 u), {4+ 2u), (2 + ), (4,2u), (4, u), 2, u), (1)}

De la Proposicién 2.1, m = (2,u) y Soc(R3) = m® = (4u). Su diagrama de ideales es
mostrado en la figura (b).

2.1. El conjunto de ideales de R;

Procedemos a estudiar el conjunto de ideales del anillo Ry. A partir de la Proposicion
2.1 sabemos que Ry, tiene ideal méximo m = (p,u), por lo tanto cualquier ideal propio
del anillo tendra a lo méas dos generadores.

2.1.1. Ideales principales de R;

El anillo Ry, = Zx + uZ,x tal que u? = 0 es un anillo finito conmutativo con identidad
y artiniano por lo tanto se cumple que si se tienen dos ideales principales (r), (s) tales
que (r) = (s) entonces r y s son elementos asociados en Ry.
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Primero se hara una observacion de caracter elemental, pero que nos ayuda a estudiar
el nimero de ideales principales del anillo Ry.

Lema 2.2. Sea I un ideal principal de Ry. Entonces
I = (p" +vu),
para algin v € {0,1,2,....p? =1} y1 <d < k.

Demostracion. Sea I = (pla + Bu). Sin pérdida de generalidad, es posible suponer o €
U(Z,x). Se tienen dos casos: Si f € U(Ry), es sencillo ver que I = (p? + a~!Bu). Por otra
parte, si § ¢ U(R), entonces 3 = p/y para alguna v € U(Zy), 1. e., I = (p?a + p/yu). Si
d < j es suficiente notar que (o + p?~%yu) € U(R) para obtener que I = (p?). En el caso
que j < d se tiene que a~(pla + piyu) = p? + platyu, y asi I = (p? + a~!Bu). Se ha
probado, pues, que

I={*+a'Bu)é6 1= .

Resta ver que existe un v € {0,1,2,...,p% — 1} tal que I = (p? + vu). Asi, suponga
que a '8 ¢ {1,2,...,p* — 1}. Es posible escribir a8 = p®m + v, donde m € Z,., y
v €10,1,2,...,p* — 1}. De ahi que

P4 a7 Bu = p? + (pPm + v)u = p*(1 + mu) + vu,
y dado que 1+mu € U(R) se tiene entonces que (1+mu)~t = 1+ (p* —m)u, por lo tanto
(1 +mu) " (p*(1 + mu) + vu) = (14 (pF — m)u)(p*(1 + mu) + vu) = p* + vu,
de donde (p? + a7 1Bu) = (p? + vu), v € {1,2,...,p? — 1}. O

De lo anterior, consideramos al grupo de unidades U(Rj) de R para hacer uso de
algo de teoria de grupos y asi obtener informacion sobre el nimero de ideales principales
del anillo. Para tales fines recordemos lo siguiente: una accién (izquierda) de un grupo I'
en un conjunto Y # () es una funcién x : I' x Y — Y que satisface

(al) exy =y para todo y € Y, e el elemento neutro del grupo T'.

(a2) Dados 71,72 € I" tenemos que

Ve x (mxy)=(2-n)*y,
para todo y € Y.

Dado un grupo I' y una accién (izquierda) en un conjunto Y diremos que Y es un I'-
conjunto o que I' actiia en Y. De manera por completo analoga es posible definir acciones
derechas, pero para nuestros propositos basta con la definicion y aplicaciones de las ac-
ciones izquierdas.
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Dado un grupo I' y un I'-conjunto Y, considere un v € I'. Se define el conjunto de
puntos fijos de Y bajo la accion de v € I', denotado Y7 como

Y'={yeY |yxy=uy}

Por otra parte, dados dos elementos y1,y2 € Y, se dird que y, es I'-equivalente con y;
si existe un v € I' tal que v xy; = y2. Lo anterior induce una relacién ~ en Y que resulta
ser de equivalencia, teniéndose asi una particién de Y en clases donde, para cada y € Y,
su clase [y] estard dada por

lyl ={y*y|veTl}

Cada una de estas clases recibe el nombre de érbita de y € Y bajo la accién de I en Y.
En este contexto, recordemos el Lema de Frobenius-Burnside.

Teorema 2.3 (Lema de Frobenius-Burnside, [31]). Sea T" un grupo y Y # ) un T
conjunto. Si N denota al nimero de orbitas de'Y bajo la accion de I', entonces

=1 ZIY”I

vyel

En el caso particular del anillo Ry, como se habia mencionado al inicio de la Seccion,
consideremos I' = U(Ry,) como grupo, y hagamos actuar x : I' x R, — Ry, por traslacion,
esto es,

Y KT =T
Entonces, por una aplicacion directa del Lema de Frobenius-Burnside, calculamos el niime-
ro de ideales principales de R de la siguiente manera.

Teorema 2.4. Sean v € I' y X7 = {x € Ry | v-x = z} el conjunto fijo de v bajo la
accion de grupo dada. Entonces, el nimero Ny de ideales principales I de Ry, tales que

[:<pd—i—yu>, 1§d§k,u€{0,1,...,pd—1} 6I:(pdu>

es
Ny =

=T DI

'yGF

Ejemplo 3. Sea p = 2 y considere el anillo R3 = Zg + uZg del ejemplo 2. Para cada
v € U(R3), usando un programa hecho en el software SageMath ([32]), se tiene la siguiente
tabla, a partir de la cual se realiza el conteo de ideales principales,
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O LXT oy XYy XYy X
1 64 | 14 5u 8 3+ 6u 4 5+ Tu
3 4 1+6u| 16 |34+ Tu 4 T+u
5 16 | 1+ T7u 5+u 8 7T+ 2u
7 4 34+u 542u | 16 | 7+ 3u

14+u 8 3+ 2u
1+2u| 16 | 3+ 3u
1+ 3u 8 3+ 4u
1+4u| 32 | 3+ 5u

54+3u| 8 7+ 4u
54+4u | 16 | 7+ 5u
545u| 8 7+ 6u
54+6u| 16 |7+ Tu

| A | A~ | 00
e e KOS

Cuadro 2.1: Cardinalidades del conjunto fijo X7 de la unidad v € U(R3)

donde X7 ={z € X [v 2=} Asl > _|X7|=320; por el Teorema 2.4 se tienen
1 320
N = — X’}’ = — = 10
87 95 Zl | 32
yerl

ideales principales. Nétese que los ideales triviales (0) y (1) estan siendo considerados en
el conteo.

Se realizaron calculos similares para los anillos Zg + uZqg, Zgy + uZsy v Zgas + uZgas
obteniendo

pk 24 34 54
Ny | 15]25 |49

Cuadro 2.2: Ntumero de ideales principales N, de los anillos Ry con pardmetros p = 3,4, 5
yvk=4

2.1.2. Ideales con dos generadores

Debido a que el ideal maximo de Ry, es m = (p, u), se tiene que ninguno de los ideales
del anillo Ry serd generado por mas de dos elementos. La cantidad de ideales del anillo
aumenta conforme £ lo hace por lo que los esfuerzos se dirigen hacia determinar criterios
simples para descartar ideales con dos generadores duplicados. No es complicado probar a
partir de las definiciones que, dados a; y az elementos de Ry \U(Ry), se tendréd que (aq, as)
es un ideal con dos generadores si «; ¢ (a;) para i # j, 1,7 € {1,2}. Consecuentemente,
se tiene la siguiente

Proposicién 2.5. El anillo Ry tiene al menos los siguientes ideales generados por 2
elementos

(p®,u), (p*, pu), (p*, p*u), ..., (%, p* ')
para 1 <d<k—1.
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Con el objetivo de facilitar la tarea para calcular los ideales, algunos criterios para
descartar ideales duplicados en Ry son los siguientes.

Proposicién 2.6. Sea I = (p? + vu, p? + pu) un ideal generado por dos elementos. Si
v Z p mod p, entonces

I =(p% u).

Demostracion. De la hipétesis v # p méd p se tiene que v — p es una unidad en Z,» y
por ende en Ry, de donde

(" +vu) — (p*+pu) = (v —pluel

y por lo tanto u € I. De esto se sigue facilmente que p? € I y por lo tanto (p?,u) C I. La
otra contencién se sigue de las definiciones. O]

Con una idea similar en los calculos de la prueba, se puede probar la siguiente propo-
sicion.
Proposicién 2.7. Si I = (p? + plau, p? + p™Bu) con a, 8 € U(Z,y) es un ideal de Ry,
con dos generadores y m < I, entonces, I = (p?, p™u) si y sdlo si p™u € I.

Cabe senalar que es posible plantear algunos criterios similares para descartar ideales
con dos generadores, los cuales se obtienen a partir de los resultados iniciales dados al
inicio de esta seccién. A continuacion se muestran los conjuntos de ideales para los anillos
Rs = Zor + ulior, p = 3,y Ry = Zyg + uZqg con p = 2. Los calculos fueron programados
con el software SageMath.

L7 + ulior
1
m = (3,u)
(9,1 W % )
N
() 9+ 2u) 9+ u) m? = (9, 3u)
/ /
(3u) 9+ 6u) (9 + 3u) )
\ /

| —

m4

(0)
Figura 2.2: Ideales de R3 = Zo7 + uZigy
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Zng + uZyg

[
—(2.u)
<4,u>\/ <T \<

2+ u)
4+u 4+3u

2, u

)

4+3u 4+u)

m? =
8+ uk 8, 2u)
211 3

8+2u m' =

\
"

8+4u

\ 1&1/
1

=(0)
Figura 2.3: Ideales de Ry = Z1g + uZyg

En el apéndice A se dan los generadores de los ideales para cuando el primo es p = 2,
teniendo asi los anillos Ry para k = 2,3,4,5,6,7.
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Capitulo 3

Cddigos constaciclicos sobre
Rk = Zpk + uZpk

En el presente capitulo se desarrolla la parte central de este trabajo, esto es, dado un
primo p, el estudio de los cédigos constaciclicos de longitud n, con n y p primos relativos,
definidos sobre el anillo Ry = Zy» + uZ, u? = 0. Se obtiene la descripcién de los mismos
y se proporcionan ejemplos computacionales para ilustrar las aplicaciones del desarrollo
tedrico.

3.1. Cbdigos constaciclicos sobre R;

Recordemos que un cédigo lineal de longitud n definido sobre un anillo finito conmuta-
tivo con identidad R es un R-submdédulo C C R™. Dada una unidad v € U(R), un c6édigo
lineal C se dird constaciclico o (y-constaciclico si se quiere enfatizar la respectiva unidad)
si, dada una palabra ¢ = (¢g,¢1,...,¢,—1) € C C R™, entonces (y¢p_1,Co, ..., Cn2) € C.

Dado un anillo conmutativo con identidad R y una unidad del mismo, v € U(R), de
la representacién polinomial P : R" — R[x] dada por

(CoyClyvnyCpt) P> Co LT+ .. A Cpg 2™

se induce un isomorfismo entre R" y el anillo cociente R[x]/(z" — 7}, de lo cual se tiene
una correspondencia biyectiva entre los cédigos ~y-constaciclicos y los ideales del anillo
cociente R[z]/(x™ — 7). No estd de méds mencionar que los elementos de este iltimo anillo
son tratados como polinomios de grado menor que n.

De lo dicho lineas arriba, la discusiéon siguiente se desarrollara al considerar un nimero
primo p y un entero positivo n tal que med(p,n) = 1; el anillo Ry, = Zyx + uZ,., donde
u? = 0y k > 1 es un entero. Asi, dada una unidad v € U(Ry), nuestro objetivo es estudiar
los ideales del anillo Ry, = Ry[x]/(z" — 7).
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3.1.1. Resultados basicos

Dado un polinomio ménico basico irreducible f € Ry[x], se considera el anillo cociente

Ry = Rilx]/(f).

Se estudia la estructura del mismo con la finalidad de ver como se relaciona su estructura
de ideales con la correspondiente estructura de ideales del anillo R;. Con tal notacion se
establece el siguiente lema.

Lema 3.1. Sean f € Ry[x] un polinomio ménico bdsico irreducible y Ry s = Rilx]/(f).
Dado g € Ri|x], se tiene que g+ (f) € U(Ryf) si y sdlo si g es primo relativo con f en

Demostracién. Suponga que f, g € Ry[x] son primos relativos. Por definicién, (g) + (f) =
(1) en Ry[x] implica que existen hg, hy € Ri[z] tales que hog+hi f = 1 de donde, en Ry, ¢,
hog+(f) = 1+(f) y asi g+ (f) € U(Ry,). Reciprocamente, suponga que se tiene g+ (f) €
U(Ry, ). Por definicién, existe un h + (f) en Ry s tal que (g4 (f))(h + (f)) = 1+ (f).
Entonces existen Fy, Fy en Ry[z] tales que gh + fFy = 1+ fF; de donde (g) + (f) = (1)
en Ry[z]. O

Corolario 3.2. Con la notacion como en el Lema 3.1, si f,h € Ry[x] no son primos
relativos en Ry[x], entonces (1 + h) + (f) € U(Ry. ).

Demostracion. Si h € m[z] C Ry[z] el resultado es inmediato: (1 +h)+ (f) € U(Rk ) ya
que 1+ (f) es una unidad y h + (f) es nilpotente. Supéngase, pues, que h ¢ m|z]. Por
hipétesis A y f no son primos relativos en [F,[x] lo que significa, dado que f es irreducible,
que h = hof para algtin hy € F,[z]. Asf

1+h—50?:1+507—507:1EFP[QJ]

y por el Lema 1.5 se tiene que 1+ h y f son coprimos en Ry[z]. El resultado se sigue
ahora por el Lema 3.1. O

Proposicién 3.3. Sea f € Ry[x] un polinomio mdnico bdsico irreducible. Entonces, Ry,
es un anillo local.

Demostracion. Se mostrard que el conjunto de no unidades 9t de Ry ; es un ideal. Para
probar tal afirmacién basta con mostrar que 91 es cerrado bajo la adicién. Asi pues, sean
g+ (f),h + {f) no unidades. Por el Lema 3.1 ¢ y h no son, respectivamente, primos
relativos en Ry [x] con f. Suponga, sin pérdida de generalidad, que (g+h)+ (f) = 1+ (f).
Esto implica que g + (f) = (1 — h) + (f) lo que nos conduce a un absurdo: por un lado
g+ (f) es una no unidad de Ry, s y por el otro, en Ry[z], se tiene que (1 —h) + (f) = (1)
debido a que, bajo el mapeo reduccién, 1 — h 'y f son primos relativos en Fylz], y usando
el Lema 1.5 se tiene que (1 — h) + (f) € U(Ry,f). Asi, tenemos que las no unidades de
Ry, ¢ forman un ideal y por lo tanto Ry s es un anillo local. O
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Proposicién 3.4. Sean f € Ry[z| un polinomio monico, bdsico, irreducible y Ry =
Rilx]/(f). Entonces, cualquier ideal T de Ry g tiene la forma

T = 1Ry,
donde IRy s denota la extension del ideal I de Ry, al anillo Ry .

Demostracion. De la Proposicion 3.3 se tiene que el conjunto de no unidades 91 es el ideal
maximo de Ry ¢, de lo cudl se sigue que mRy, ; C M. Sea g + (f) un elemento no cero de
M. Existen h € Ry[z] y r € m[z] tales que g = hf +r de donde g + (f) =7+ (f) y asi
m - mRk’f.

Sea Z C 9 un ideal y considere g + (f) € Z. Sea J = 7 (Z), donde 7 es el mapeo
canénico Ri[x] — Ry, s. El conjunto J es un ideal propio de Ry[z]. Existe un ideal I de
Ry tal que J = (f, I[z]) donde I[x] C m[z]. Dado que existe un r € 7' (g + (f)) C J y
como (7~ g+ (f))) C (7 HZ)) = 7n(J) = IRy se tiene que w(r) = g + (f) € IRy,
por lo tanto Z C IRy ;. La otra inclusién se sigue del hecho de que si h + (f) € IRy ¢,
entonces m*(h + (f)) C J =7 Y2). O

Sea Ry, = Ri|x]/(x™ — 7). Lo siguiente es consecuencia directa del Teorema Chino
del Residuo 1.10.

Teorema 3.5. Sean v € U(Ry), p un primo y n > 0 un entero tal que med(p,n) = 1.
Suponga que x" —~ = [[", fi, donde los polinomios f; son distintos, mdnicos, bdsicos
irreducibles y coprimos por pares en Rylx|. Entonces,

m
Rin = €D Ric
=1

donde Ry y, = Ri|x]/(fi). En particular, cualquier ideal I of Ry, es tal que

= é IRy,
=1

donde I; es un ideal de Ry.

Como una consecuencia inmediata del Teorema 3.5 se tiene lo siguiente.

Corolario 3.6. Dado un primo p, n un entero tal que med(p,n) =1y a" —~v =[[", fi
como en el Teorema 3.5.

1. El anillo Ry, no es de ideales principales.

2. Sea Ly el conjunto de ideales del anillo Ry, (incluyendo el ideal trivial (1)) y m el
numero de factores de ™ —~ en Ry[z]. Entonces el anillo Ry, tiene |Li|™ ideales.

3. Bl anillo Ry, es semilocal. Mds ain, Ry, tiene ezactamente m ideales mdzimos.
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Demostracion. Con la notacién anterior, para la primera afirmacién considere el ideal
I = mRy p, D2, (fi). Se sigue del Teorema 3.5 que dado que el ideal mRy r, D, (fi)
tiene al menos dos generadores, su preimagen bajo el isomorfismo dado por 3.5 es un
ideal con al menos dos generadores. La segunda afirmacién es una consecuencia directa
del principio multiplicativo del conteo. La tercera afirmacion se sigue del hecho que los
ideales 9M; con forma

mj = (<1 + <f1>>v KR <p+ <fj>’u+ <f]>>’ SRR <1 + <fm>>)

son maximos para cada 1 < 7 < m. Més atun,

(@ Rkji) [ = sty

i=1

y por lo tanto su preimagen bajo el isomorfismo del Teorema 3.5 debe ser un ideal maxi-
mo. ]

Recordemos que el anillo Ry es local con ideal méximo m = (p,u) y campo residual
F,. Si f € Ry[x] su imagen bajo la funcién reduccién médulo m a Fy[z] es denotada por
f. Se tiene lo siguiente:

Proposicién 3.7. Sean v una unidad del anillo Ry, =" —~ = [[\~, fi donde n es un
entero no divisible por p y los f;’s son polinomios distintos, monicos, bdsicos irreducibles
y primos relativos por pares en Ry[z]. Sea x — v = II" | f; como producto correspondiente
de factores irreducibles en Fp[zx]. Entonces, un ideal principal distinto de cero C = (f +
(" — 7)) C Ry es trivial si y sélo si med(f, 77 — ) =1 en F,[].

Demostracion. Si med(f, 7™ —7) = 1, entonces med(f, fi) = 1 para todo i y del Lema
1.5 se tiene que (f) + (f;) = (1) en Ri[z]. El Teorema 3.5 y el Lema 3.1 implican

(f+ (@ =) 2 el (1+(f;)) = @Rm-

Reciprocamente, suponga C = (f + (2" —)) es un ideal no cero y trivial Ry ,,. Entonces,
existe h + (x" — ) tal que fh+ (z" — ) = 1+ (" — 7) de donde fh =1 mdd (f;),
i =1,...,m, y por la Proposicién 3.1 f y f; son primos relativos en Ry[z]. Aplicando
directamente el Lema 1.5 tendremos que med(f, 2™ — 7) = 1 en F,[z]. O

3.2. Descripciéon de cdédigos constaciclicos mediante
elementos idempotentes

En esta seccién se presenta la descripcion de cédigos constaciclicos definidos sobre el
anillo Ry por medio de elementos idempotentes del anillo

Rin = Rifz]/(x" —v),v € U(Ry).
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Recordemos que, dados un primo p y un entero n no divisible por p, es posible des-
componer al polinomio 2™ — 7, en Ry[z], como producto de polinomios ménicos bésicos
irreducibles coprimos por pares, esto es, ™ — v = [, f; y de la aplicacién del Teorema
Chino del Residuo (3.5), se tiene el isomorfismo de anillos Ry, = .~ Ry s, donde para
cada 1,

Ri.g, = Reel]/(fi)-

En @@, Ry, se tiene un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y
ortogonales por pares {ej,es,...,e,} donde e; = (0,...,1 4+ (f;),...,0), elemento que
tiene coordenadas cero en todas las posiciones j # i. Del Corolario 1.11, tenemos el
isomorfismo ® : Ry, — D", Ry s, dado por

e+ (2" =) = (o + (fi)s o+ (fa)s s em + (fm)),

donde ¢ = ¢; mdéd (f;) para i = 1,2,...,m. La situacién descrita puede verse en el
siguiente diagrama, donde los isomorfismos son los dados del Teorema Chino del Residuo
3.5, es decir @, y en las flechas verticales tenemos las correspondientes funciones reduccion.

Rk[l’]/lxn —7) —=P, RI [2]/{f3)
Fplo]/(z™ +7) —= @Zl ]Fﬂx]/(?)

Para los propésitos de este trabajo, sera necesario determinar el isomorfismo inverso
de @, lo cual hacemos a partir de las consideraciones siguientes. Dado 2" — v = [[", f;

en Ri[z] como producto de bdsicos irreducibles coprimos por pares, sea F; = f, para
1 = 1,2,...,m. Asi, para la correspondiente reduccién se tiene la expresion z" — v =
[[:~, F; como producto de polinomios irreducibles, primos, relativos por pares en F,[z].

~

Definamos F}; = H#i F;, entonces mcd(ﬁl, By, ... ,Fn) =1y del Lema 1.5, en Ry[z], los

~A

correspondientes f1, ..., f,, donde ﬁ =11 ki fj, son primos relativos; por lo que existe,
parai=1,2,...,m, \; € Ry[z] tal que

MA+dafot oo+ Aufm =1
Observe que Z;n:l Xjfj =\/f; =1 méd (fi), 1=1,2,...,m. Asi, la funcién ¢ definida de
B Ri.s, a Ry, como

dler+ (f1), 24 (fa) - em + (fm)) = D Mifici + (2" =),
=1

es el isomorfismo inverso de ® definido lineas arriba.

Proposicién 3.8. Sea Ry = Zyx +u,, con u? = 0, p primo y n un entero primo relativo
con p. Considere el polinomio ™ —~ =[]~ f; como producto de polinomios f; ménicos,
basicos irreducibles y primos relativos por pares. Entonces, el conjunto

Ek,n = {ély éQa ) ém}a
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donde & = \ifi + (z" — ), fi = [z fi: y los i, i =1,2,...,m, definido anteriormente
es un conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares del
anillo Ry, = Rilz]/{z" — 7).

Demostracion. Sea é; = ¢(e;) donde e; es el i-ésimo vector coordenado de @, Rz, v
¢ = d~! el isomorfismo definido previamente. De la definicién de ¢ se tiene que é; =
Aifi + (™ — 7) es elemento idempotente. Para i # j tenemos que

ya que ﬁfj = (2" — y)h(x) y por construccién de ¢ se tiene que
€1+ és+ ...+ ép=1+ " —7). n

Noétese en la exposicién anterior lo siguiente: existe una version del algoritmo de Eu-
clides en R, a partir del cudl los \; serfan calculados (dados f,g € Ry[x], con g regular,
tal algoritmo existe, ver [21] ejercicio XIII.6). Cabe mencionar en este punto que para
propdsitos tedricos esto funciona bien, sin embargo, un poco mas adelante se presentara
un método para aplicar en la préactica: de las propiedades de R que se transfieren al anillo
Rin, es posible obtener el conjunto Ej,, por medio de levantamiento de elementos idem-
potentes ([33]), esto dada la unicidad del conjunto completo de elementos idempotentes
primitivos y ortogonales por pares Ej ,,.

Obsérvese también que, si el conjunto completo de elementos idempotentes primi-
tivos ortogonales por pares Ej, de Ry, es dado, entonces el isomorfismo de anillos
¢ D" Ri,f, —> Ry, puede ser escrito en términos de esos elementos idempotentes
como

plcr + (f1), 2+ (fa)s ooy Cm + (frm)) = Zciéi + (=" = 7). (3.1)

Con esta presentacion de ¢ podemos establecer lo siguiente.

Corolario 3.9. Dado un entero positivo n primo relativo con p, sea C un codigo cons-
taciclico de longitud n definido sobre Ry, = Zyx + uZyx. Dado ™ —~ =[]~ f; como pro-
ducto de polinomios ménicos, bdsicos irreducibles y primos relativos por pares en Ry|z],
se tiene que

C=(F+{x"—~), H+ (2" —~)).

Demostracion. De la Proposicién 3.4 y el Corolario 3.6 cualquier ideal C en Ry, tiene a
lo més dos generadores: para un ideal maximo

mj = (<1 + <f1>>v SRR <p+ <fj>’u+ <f]>>’ SRR <1 + <fm>>)
en ;" Ry - En Ry, se tiene que,

S(My) = (péj + Y &+ (a" — ), uéj+ Y &+ (z" — 7)),
i#5 i
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donde é; € Ej, ,, el conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales
por pares de Ry,. Dado un ideal no trivial @, C; en @;", Ry s cada ideal C; C Ry s,
tiene a lo mas dos generadores. Sea

G={p'+uw eR|0<d<kwve{0l, . p"—1}}u{plu|l<d<k-1}

el conjunto de generadores de los ideales principales en R;. Entonces, de la Proposicion
3.4, para cada 1 < j < m se tiene que

Cj = <gjl1 + <fj>7gjl2 + <fj>>7

para algin g¢;;,, gji,, € G. Lo anterior implica que

o(EPC;) = <Z i + (@ =), ) ginéj + (2" — 7>> >
j j=1 j=1

j=1
Y el resultado se cumple al hacer F'= 3" g, é; vy H =3, gji,é;. O

Corolario 3.10. Un ideal C C Ry, es principal si y solo si C = @ ,C; con cada C; ideal
principal en Ry g, .

Notese que cuando el isomorfismo ¢ definido arriba es restringido a cada sumando de
D;" | Ry, se induce un isomorfismo de anillos ¢; entre Ry, y el anillo &Ry, = (é;),
donde é; € Ej,,,. Més atin, se tiene Ry, = (f;+ (2" —7)) como anillos, donde ¢;(1+(f;)) =
é;+ (™ —~). Por lo tanto, de la Proposicién 3.4, cada ideal I;Ry, s, es mapeado por medio
de ¢; a un ideal I; Ry .é; = LRkn(ﬁ + (2" — 7)) en Ry, y entonces todo ideal C de
R es suma de ideales I; Ry .6, ie., C = > " Riné; = > iry L,Rkn(ﬁ + (2™ —4)).

Establecemos lo anterior formalmente en el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Considere el anillo Ry, = Rilz]/{z" — ), donde Ry = Ly + uZyk,

u?* =0 yn >0 un entero no divisible por p. Sea 2™ —~v = [[", fi la presentacion de

x™ — v como producto de polinomios distintos, monicos, bdsicos irreducibles y coprimos
por pares en Ry[z] y sea C un ideal en Ry,,. Entonces,

C= i [Rients,
=1

donde I; es un ideal de Ry, y €; € Eyn.

Con el objetivo de dar la descripcién de un cédigo constaciclico en términos de ele-
mentos idempotentes en Ry, se enuncia el siguiente lema,

Lema 3.12. Sea C = (f) un ideal principal en un anillo conmutativo R con identidad y
sea e un elemento idempotente no trivial en C. Entonces,
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(a) C = {e) siy sdlo si f=ef. En este caso, ec = ¢ para todo ¢ € C.
(b) El idempotente e tal que (f) = (e) es unico.

Demostracion. Supongamos que C = (e), con e un elemento idempotente. Entonces,
f = eg para algtin ¢ € R. De ahi que ef = e(eg) = e*g = eg = f. Note que esto
implica en general que para cualquier ¢ € C, con las hipdtesis dadas, se tiene que ec = c.
Reciprocamente, supdéngase que existe un idempotente e € C tal que f = ef. Con estas
hipétesis resulta claro que (f) = (e) ya que (e) C (f) y (e) 2 (f). Para la segunda afir-
macién suponga que ¢’ € C es otro idempotente tal que C = (¢’). Entonces, de la primer
parte de la proposicion se tiene que

e =(e)e=e. O

Dados un primo p y un entero n > 0 primo relativo con p, se tiene que 2" —~ = [[\%, fi
como producto de polinomios distintos, ménicos, basicos irreducibles y primos relativos
por pares en Ryi[z]. A partir de ese indizado, tenemos a los polinomios fi = Hj 2i fis
1=1,2,...,my para cada uno de ellos hay asociado un elemento idempotente primitivo
é; € Ej,, (Proposicién 3.8). Con lo anterior, es posible dar el siguiente resultado.

Teorema 3.13. Sean n > 0 un entero no divisible por p, Ry, = Rilz]/{(z" — ) y
2" —y =T[", fi la presentacion de x"—~ como producto de polinomios distintos, mdnicos,
basicos irreducibles y primos relativos por pares en Ri[z|. Considere un ideal principal no
trivial C = (f + (2" — 7)) de Rin y asuma que f = f; f;, - fj. donde 5, € M =
{1,2,...,m},l =1,2,...,s. Entonces, existe un elemento idempotente ey + (™ —7) € Ryn
tal que
C=(es+ (" =),

y estd dado por

ef+ (2" —7) = Zéi—i- (™ — ),
donde i € M\ {j1,Ja, -, js} y {& + (2" — )} C Ey,, es el conjunto completo de idempo-
tentes primitivos ortogonales por pares, dados en la Proposicion 3.8.

Demostracion. Dado que f = [[;_, fj,, sea f= IL fi coni € M\ {j1,ja2,....,Js} Asi f
y f son primos relativos y por lo tanto existen A, )€ Ry [x] tales que A\f + A f = 1. Sea
e+ (2" —v) = Af+ (2" —7) € Rip. De la definicién resulta claro que este es un elemento
idempotente. Observe que

A =1=Nfi méd (f;),i € M\ {ji.ja ..., Js}s
y
Af=0 méd (f;,).l=1,2,...,s.
Asi,
Jep+ (@ =) = fO) + (" =) = FL=A) + (2" =) = [+ (2" — ).
y del Lema 3.12 se sigue que (f + (2" — 7)) = (ef + (2" — 7). O
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Corolario 3.14. Con la notacion previa, Ry, = Ri|z]/(x™ — ) tiene al menos 2™
elementos idempotentes, donde m es el numero de factores bdsicos irreducibles y primos
relativos por pares de x™ — v en Rylx].

Los elementos de Ej, nos permite expresar el isomorfismo ¢ : @ Ry 5, — Ry, de
tal modo que podemos describir a un cdédigo constaciclico (ideal) C C Ry, a partir de los
ideales C;, i = 1,...,m, que lo conforman en @], Ry, ;. Ahora se procede a realizar el
calculo explicito de los elementos idempotentes del conjunto Ej,,,.

Con el objetivo de calcular el conjunto completo de idempotentes primitivos ortogo-
nales por pares se da el siguiente resultado, el cual es una adaptacién del Teorema 3.2
presentado en el trabajo [8].

Proposiciéon 3.15. Sea n > 0 un entero no divisible por p, p un primo, y considere el
anillo R,, = Fp[z]/(x™ —~). Sea 2" —~v =[]~ g; la factorizacion de x —~ como producto
de polinomios distintos, mdnicos, irreducibles y primos relativos por pares en Fylz|, y sea
g =11 i 9j- Entonces, el conjunto

{61, ....0,,}

con 0; = ANigi + (2" — ), = 1,2,....m, A; tales que A;g; =1 mdd (g;) es un conjunto
completo de idempotentes primitivos ortogonales por pares en R,,.

Demostracion. Teorema 3.2, dado en la referencia [8]. O

La Proposicién 3.15 usada en combinacion con la siguiente proveera de un método
para determinar el conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales por pares,
Ej , en la Proposicion 3.8, del anillo Ry, ,,. Recordemos que un levantamiento o lifting de
un elemento idempotente se define del siguiente modo si I es un ideal de un anillo R, un
elemento idempotente e € R es un levantamiento (lifting) de un elemento idempotente
x€R/Isie=x, donde ~: R — R/I es la reduccién médulo 1.

Proposicién 3.16. ([33], Proposicion 4.1) Sean R un anillo conmutativo y N un ideal
nilpotente de R con indice de nilpotencia t > 2. Sea s > 1 la caracteristica del anillo
cociente R/N. Si e es un elemento idempotente de R/N, entonces

t—1
e
es un elemento tdempotente del anillo R. Mds aun, si existe una coleccion de elementos
idempotentes primitivos ortogonales por pares de R/N ésta levanta a un conjunto de
elementos idempotentes de R con las mismas propiedades. Ademds, |E(R)| = |E(R/N)|
donde E(R) es el conjunto de elementos idempotentes de R.

Ahora se procede a aplicar los dos resultados previos a nuestro anillo de interés. Re-
cordemos que Ry, = Rilz]/(z" — ) v que my,, = mRy, es un ideal con indice de
nilpotencia t = k + 1, dado que m es el ideal maximo Ry, (Proposicién 2.1). Por otra
parte, Rin/mg, = Fp[z]/(z™ —7) tiene caracteristica s = p y asi, tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 3.17. Con la notacion como en las proposiciones 3.8 y 3.15; de la Proposicion
3.16 se tiene que

Epp = {00,608, ... 67}
es el conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares
del anillo Ry, obtenidos por levantamiento, donde los 6; € R, = F,[z]/(z7™ —7) con
1=1,...,m; forman un conjunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales por
pares en el anillo R,,.

De los resultados 3.13 y 3.17 se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.18. Sea C = (f + (z" — 7v),ug + (2™ — 7)) un ideal de Ry, con dos
generadores tales que [ y g tienen factores en comin con x™ — vy en Ry[z]. Entonces,

C = (ef+ (2" =), ueg + (" — 7)),

donde ef+(x" —7) y e,+(z"—7)) son los elementos idempotentes asociados a f+(x™—-)
y g+ (x" — ) respectivamente, en el sentido del Teorema 3.13.

3.3. Ejemplos

En la presente seccién se dan ejemplos de cédigos constaciclicos obtenidos a partir de
la teoria desarrollada a lo largo de este capitulo. Todos los ejemplos han sido desarrollados
con el software SageMath ([32]) para llevar a cabo la parte computacional.

Ejemplo 4. Sean p = 2,k = 2,7 = 3 y n = 7. Entonces, Ry = Z4 + uZy con u?> = 0,
v Ra7 = Ralz]/{z" — 3). En Ra[z] se tiene que 2" — 3 = f1fofs donde f; = x + 1, fo =
r3+22%+x+1,y f3 = 23+2?+22+1. Con estos pardmetros en el anillo R; = Fyx ]/(x —1)
se obtiene que f; = -+ 1+{(z7—1), fy = 2+ +1+{z7—1),y f3 = 3+ 22+ 1+ (27 1), a
partir de lo cual, el conJunto completo de idempotentes primitivos y ortogonales por pares
es {91,6’2,92} con Oy = 2 adfatvad a4 a+14+(27—1), 0, = e*+ 2+ x4+ 1+ (2" —1) y
b5 = 25 +2°+23 +1+ (2" —1). Del Teorema 3.17, con pardmetros p = 2, k = 2, se calcula el
conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares de R 7
cuya existencia se sefiala en el Teorema 3.8: Ey 7 = {é;, €, €3}, con &; = éf, 1=1,2,3,

0] = 3% +2° + 32 +2° + 32 +x + 3+ (2" - 3),
08 = 2:°+22° + 32 + 205 + 322+ x + 1+ (a7 — 3),
07 = 30 +2° +22 ' + 2% + 202 + 20 + 1+ (27 - 3).

Asi, el conjunto de todos los elementos idempotentes del anillo Rs 7, Corolario 3.14, es
E(RQ,'?) = {1a 07 éh é27 é37 €4, €5, 66}7

donde €4 = é2+é3 = $6+3$5+I4+3J]5+$2+3I+2+<ZE7—3>, €y — é1+é3 =
220+ 225+ 214203+ 2%+ 30+ (27 =3) y eg = €1+¢Ey = 20+ 325422 +323 + 202+ 22+ (27— 3).
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Ejemplo 5. Continuando con el ejemplo 4. Nuevamente, sean p = 2,k = 2,n = 7, pero
ahora tomemos v = 3 + 2u. Se tiene asi que Ro7 = Ra[z]/(z" — (3 + 2u)). En Rz,
factorizamos x7 — (3 + 2u) = fi fof3 donde

fi=rz—(B+2u), fa=2"+22° + 72— (3+2u), f3 =2° — (3+2u)z? + 27 — (3 + 2u)

los cuales son polinomios distintos, ménicos, basicos irreducibles y coprimos por pares,
dado que, en Fy[z], se tiene que 7 — (3 4 2u) = 27 — 1 = f, f,f5 como en el ejemplo 4, y
por lo tanto, el anillo Ry = Fy[x]/(z" — 1) tiene el mismo conjunto completo de elementos
idempotentes primitivos y ortogonales por pares. Del Teorema 3.17, el correspondiente
conjunto completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares de R 7

estd dado por Ey 7 = {é1,€q, €3} = {é;;’ i=1,2,3}, con

0] = 32°— (34 2u)2® + 32" — (34 2u)2® + 32 — (3+2u)x + 3+ (z" — (3 + 2u)),
08 = 225 4 22° + 32t + 22% + 322 — 34 2u)z + 1+ (27 — (3 + 2u)),
08 = 32%— (34 2u)ax® + 22" — (3+2u)x® + 222 + 20 + 1+ (27 — (3 + 2u)).

Un cédigo (3 + 2u)-constaciclico no trivial definido sobre Ry = Zy + uZy es C = ¢(B3C;)

donde ¢ : @;_, Rij, — Rax es el isomorfismo definido en (3.1) y C1 = ((2+u) + (f1)),
Co= (14 (f2)) y Cs = (1 + (f3)), ast

C= <(2 + U)él + ég + é3>

Ejemplo 6. En este ejemplo se ilustra el Teorema 3.13 aplicado al caso en el que la
unidad v = 1, es decir, cuando tenemos un codigo ciclico. Por simplificacién notacional,
omitimos la notacién del tipo f + (2" — 1) especificando de ser necesario el contexto en el
cual los elementos sean mencionados. Sea Rs = Zg +uZs, u> = 0 y considere el polinomio

2 — 1= fifafsfafs donde
f=a+7 fo=a42+1, =2 +42> +62>+ 3z +1

fai=2* 432 + 622 +dr+ 1, fs=a'+2+ 2P+ +1
en Rs[x]. Sea {él, 0y, 05, 0,, é5} el conjunto completo de idempotentes primitivos, ortogo-
nales por pares de R;5 = Fylx]/(x'® — 1), en donde,
b, = a4 a2 e a0 Bt St P o+,
0 = 2" +2 +a" v+ +aT 0+t + 27 o
0y = 22 +2%+28+25+ 2t + 23+ 2% + o,
b, = 242422 42 2 2T S 4P
05 = "+ 2B+ +a 2% v+ 2T+ a2l 2t + 2P 2
Tomemos k = 3 para aplicar el Teorema 3.17 al conjunto de idempotentes anterior, asi,

{0§7 an egv 927 0?} - R3,15-
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El correspondiente conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales
por pares en Ry 15 = Ra[z]/(z'® — 1) estd dado entonces por Fj15 = {é1, éa, €3, €4, €5} con

€ = é?, 1=1,2,...,5. Especificamente,

& = 7(x14+1:13+x12—|—x11+x10+x9+x8+x7+x6+x5+x4+x3+x2+x+1),
ey = ;v14+x13+6:1012+x11+x10—1—6369—l—xs—1—1‘7—1—6366+x5+m4+6x3+x2+m+6,

é3 = o™+ 428 4212 42t 42210 + 2% + 328 + 427 + 2% + 225 + 32t 4+ 23 + 322 + 32+ 4,
éq = 3 +328 + 22 + 321 + 2010 + 2% +42® + 327 + 2% + 225 + 4ot 4+ 23 + 42?42 4+ 4,
65 = a4+ 4+ 4420 + 22 ¥ b S b+t 2+t 4

Debido a que f = fofs en Rs[x], con la notaciéon como en el Teorema 3.13, se sigue que
C = (f) tiene como elemento idempotente generador a ey = é; + €4 + €5, i. e,

ef = 3xM 4 321 + 212 4+ 321 45210 + 2 +4a® + 327 + 2% + 52’ + 4ot + 23+ 4w 4 4x 4T
Por supuesto, f = fer y asi (f) = (ey).
El siguiente ejemplo ilustra la Proposiciéon 3.18.

Ejemplo 7. Sean k = 2,n = 7,7 = 1, tenemos Ry = Zy + uZy, u®> = 0y Roy =
Ra[x]/{x" — 1). En Rs[z] se tiene la factorizacién 27 — 1 = fi fofs donde f; = = + 3,
fo=a% 4222+ 2+ 3, f3 = 2° + 322 + 22 + 3. Se tiene asf en Fy[x], 27 — 1 = f, f,f3 con
fi=z+1, fo=2>+2+1, f3 = 2% + 2% + 1. De lo anterior, el conjunto completo de

clementos idempotentes primitivos ortogonales por pares de Fo[z]/(z7 — 1) es {0y, 65,05}

donde
é1:w6+x5+:p4+$3+z2+x+1, é2:x4+9§2+x—|—1,é3:x6+x5+x3+1.

Dado que el indice de nilpotencia del ideal maximo m = (2,u) de Ry est = 3 y la
caracterfstica del anillo Fy[z]/(x7 — 1) es s = 2, del Teorema 3.17, obtenemos que Ey 7 =

{e1,e9, €3} = {6%,0%,04} con
0! = 32+ 2+t + 2P+t +a+1),
03 = 2z°+22° 4 32* + 22° + 322 + 3x + 1,
03 = 32°+32° +22* +32° + 222 + 22 4+ 1.

Con tal informacién, los elementos idempotentes generadores del ideal C = (1 + 2x + 22 +
323, u(xr—1)) = (f,ug) del anillo Ry 7 se determinan a continuacién: Observe que f = 3 f3,
g = f1 y de los Teoremas 3.13 y 3.18, ey, = €1 + €3 = 2% + 2° + 22* + 23 + 222 + 2z,
mientras que e, = 28 b+t 3+ 2?4 2+ 2. As,

(fiug) = (ef, ueg).

Ejemplo 8. Sea p =5,k =2,n =6 y tomemos v = 8. Asi Ry = Zgs + uZss y Rap =
Ra[x]/{2® — 8). En Ry[z] tenemos la factorizacién 2% — 8 = f fofs donde f; = z? + 23,
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fo=24+120+23, f3=2>+130+23. Sea F' = fofs + (25 —=8) y G = f; + (2% — 8).
Entonces,

F = z* 422 +4+ (2° - 8),
G = 2°+23+ (z°-38).

En otras palabras, tenemos un codigo constaciclico no trivial sobre Rs:
C = (F,u@G)

Determinemos los idempotentes asociados a este codigo. Observemos que en Fs[z] la
funcién reduccién nos dice que

0 —8=a"+2=[[f,

donde f, = 22 + 3, f, = 2> + 22 + 3, ?3 = 22 4+ 3z + 3. De la Proposicién 3.15, el
conjunto completo de elementos idempotentes primitivos ortogonales por pares en Rg =
Fslaz] /(26 +2) es {0 = 30t + 22 + 24 (a6 +2),0, = 25 + 24 + 202 + 0+ 2+ (26 +2), 05 =
42° + 2t + 22% + 42 + 2+ (2° + 2) }. Dado que el indice de nilpotencia del ideal méximo de
Ry est =3y tenemos p = 5, del Teorema 3.17, Eyg = {é1,6,, 65} = {625,625,625} donde
& =07 1=1,23,y

0 = 232" +212% + 17 + (2% — 8),
02 = 62° +2* + 227 + 2+ 17+ (2% - 8),
03> = 192° + 2 + 22% + 24z + 17 + (2° - 8).

Con esta informacién, los idempotentes generadores del cddigo constaciclico se calculan de
la manera siguiente: Dado que F' = fsf3, G = f1 en Ry[z]; del Teorema 3.13 se obtiene que
ep = é; = 2324+ 2122 + 17+ (25 —8), y similarmente eg = éy+é3 = 2xt+42%+9+ (2°—8).
Obsérvese que er, eq € C, ep(F+(2%—8)) = F+(25-8) y eq(uG+(2°—8)) = uG+(2%—8).
Asi,

(F,uG) = (ep,ueq).

3.4. Conclusiones y perspectivas

A continuacién se presentan conclusiones del trabajo realizado, asi como el plantea-
miento de posibles investigaciones futuras a partir del mismo.

3.4.1. Conclusiones

En el presente trabajo se ha planteado una metodologia para, dado un primo p, llevar
a cabo la descripcién de codigos ~y-constaciclicos de longitud n no divisible por p, con
Yy EURE), Y
Ry = Zpr + Zyy, con u? =0,
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es el anillo alfabeto. Esto se hace a partir de la descripcién de los ideales del anillo
cociente Rg, = Ryi[z]/{z™ — 7) obtenidos desde un producto directo de anillos locales
del Rilz]/(f) con f € Ry[z] basico irreducible. Dado un anillo de Frobenius finito, local,
conmutativo con identidad R, en el caso en el que el grado de p(x) = a™ — v € R[z]
es primo relativo con la caracteristica del campo residual R/m, la metodologia previa
consultada consiste, a grandes rasgos, en estudiar los factores de p(x) y, a partir de ello,
describir a los ideales del anillo cociente R[x]/(z™ — 7). Es de notar, que los generadores
de muchos de esos ideales quedan expresados en términos de los factores de p(x), o bien,
guardan una estrecha relacion con los mismos a partir de otras consideraciones sobre el
anillo alfabeto (ver, por ejemplo, [7], [16], [17], [34]).

En nuestro caso, dado 2™ — v = [[" fi € Ri[z] como producto de polinomios f;
distintos, basicos irreducibles y primos relativos por pares;

= Estudiamos propiedades algebraicas y el conjunto de ideales, con énfasis en los
ideales principales, del anillo Ry.

= A partir de esas propiedades, se cuenta con criterios computacionales (a nivel de
implementacion), para facilitar la obtencién el conjunto de ideales del anillo Ry, de
hecho, con el Teorema 2.4 se pueden contar los ideales principales de R;.

» La estructura de ideales del anillo Ry es transferida al anillo local Ri[z]/(f), con
f € Rg[z] basico irreducible ( Proposicién 3.4 y Lemas 3.1 y 3.3).

» A partir de producto directo de anillos locales Ry s, = Ry[z]/(fi) se determina una
familia completa de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares en
Ry.n (Proposicién 3.8). Para esto se utiliza, como sustento tedrico, el Teorema Chino
del Residuo (1.10) y el isomorfismo 3.1, dado en la Seccién 3.2.

» Con lo anterior, dado cualquier ideal en el producto directo @, Ry, se pueden
obtener los generadores (o generador) del correspondiente ideal en el anillo Ry, =

Rilz]/ (" = ).

» En contraparte, en el anillo Ry, se tiene la Proposicién 3.7 que nos ayuda a descartar
ideales distintos de cero triviales, permitiendo construir cédigos ~y-constaciclicos a
partir de la factorizacién en bésicos irreducibles coprimos por pares de x — v en
Ry [x] y, con el Teorema 3.13, se construye el idempotente asociado a dicho ideal, esto
a partir del conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales por pares de

Ricn-

= En adicién a lo anterior, se presenta el calculo de la familia completa de elemen-
tos idempotentes primitivos y ortogonales por pares (Teorema 3.17) por medio de
levantamientos del anillo Fy[z]/(z™ —7) a el anillo Ry, usando herramientas desa-
rrolladas previamente por grupos de investigacion a los que el director de la presente
tesis pertenece ([33]).

= Se proporcionan ejemplos que ilustran los resultados centrales del presente trabajo.
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= Se aprovecha este espacio para mencionar que surgieron dos investigaciones deri-
vadas de este trabajo, ya publicadas, relacionadas con anillos de matrices ([35] y
[36]).

3.4.2. Perspectivas

Del presente trabajo de investigacion se originan las siguientes posibles direcciones de
trabajo posterior.

= La metodologia presentada para describir cédigos constaciclicos jes posible exten-
derla a otros anillos con propiedades algebraicas similares? y de ser asi, jpara cudles
anillos especificamente? Notese que en la descripcion de ideales mediante la familia
completa de idempotentes primitivos y ortogonales por pares no interviene la pro-
piedad del anillo de ser de cadena o no de cadena. Un ejemplo de anillo finito, local
y conmutativo con identidad de cadena lo serfa F, + ulF,, con u* = 0.

= Lo desarrollado, se cumple en particular para el caso p = 2,k > 1. En este caso
particular, se observa que la cardinalidad del grupo de unidades es 22*~! = @
En ese contexto, la reduccién de 2™ — v a Fy[z]| nos dice que estudiar c6digos cons-
taciclicos en ese anillo guarda relacion con codigos ciclicos y negaciclicos sobre Fy
jexisten codigos duales y autoduales no triviales sobre R;? de existir jcual es su
caracterizaciéon y cémo estudiar estos codigos duales y autoduales a partir de la
familia completa de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares?

» Desde luego, dado un ntimero primo p, la pregunta natural al tener el anillo Ry =
L + uZyy es jcomo describir codigos ~y-constaciclicos cuya longitud n no sea un
primo relativo con p?
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Apéndice A

Algunos conjuntos de ideales del

anillo R, con p =2

En el presente apéndice se dan las familias de ideales para p = 2 y valores pequenos
de k. Los célculos fueron hechos por medio de programas realizados en SageMath ([32]).

(0)

(2)
(2 + u)

Cuadro A.1: Conjunto de ideales de los anillos Ry = Z4 + uZ, (tabla izquierda) y Rs

Zs + uZg, u? = 0 (tabla derecha).

Cuadro A.2: Conjunto de ideales del anillo Ry = Zig + uZqg, u® = 0.

(u) (0)

(2u) | (2) (2, u)
(2 4+ u)

(du) | (4) (4, u)
(Ad4+u) | (4,2u)
(4 + 2u)

(w) | (0)

2y @) )
(24 u)

EmE @)
(4+u) (4, 2u)
(44 2u) | (4+u,4+ 3u)
(4 + 3u)

(Bu) | (8) (8,u)
(8 +u) (8, 2u)
(8 + 2u) (8, 4u)
(8 + 4u)
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(w) (0)
(2u) (2) (2,u)
(2 + u)
(du) (4) (4,u)
<4 + u) (4, 2u>
(44+2u) | (4+u,4+ 3u)
(4 + 3u)
(8u) (8) (8,u)
(8 + u) (8, 2u)
(8 + 2u) (8, 4u)
(8 +3u) | (84 u,8+ 3u)
(8 4+ 4u) | (8 + 2u,8 + 6u)
(8 + 6u)
(16u) (16) (16, u)
(16 + u) (16, 2u)
(16 + 2u) (16, 4u)
(16 + 4u> (16, 8u)
(16 + 8u)

Cuadro A.3: Conjunto de ideales del anillo R5 = Zgo +uZss (izquierda) y Re = Zgs +uZgy

(derecha), con u? = 0.

{u) (0)
euy [ @) 2.u)
(2 +u)
@y @ )
(4 + u) (4, 2u)
(4 + 2u) (44 u,4+ 3u)
(4 + 3u)
(8u) (8) (8,u)
(8 + u) (8, 2u)
(8 + 2u) (8, 4u)
(8 + 3u) (8 4+ u, 8+ 3u)
(8 + 4u) (8 4+ u, 8 + bu)
(8 + bu) (8 + 2u, 8 4 6u)
(8 + 6u) (8 + 3u, 8 + Tu)
(8 + Tu)
(16u) | (16) (16, u)
(16 + u) (16, 2u)
(16 + 2u) (16, 4u)
(16 + 3u) (16, 8u)
(16 +4u) | (16 + u, 16 + 3u)
(16 4 6u) | (16 + 2u, 16 + 6u)
(16 + 8u) | (16 + 4u, 16 + 12u)
(16 + 12u)
(32u) (32) (32, u)
(32 + u) (32, 2u)
(32 + 2u) (32, 4u)
(32 + 4u) (32, 8u)
(32 + 8u) (32, 16u)
(32 + 16u)
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Buy [ @) &)
(2 +u)
T Y a0
(4 + u) (4, 2u)
(4 + 2u) (44 u,4+ 3u) (32u) (32) (32, u)
(4 + 3u) (32 + u) (32, 2u)
(8u) (8) (8, u) (32 + 2u) (32, 4u)
(8 +u) (8, 2u) (32 + 3u) (32, 8u)
(8 + 2u) (8, 4u) (32 + 4u) (32,16u)
(8 + 3u) (8 4+ u, 8 + 3u) (32 4+ 6u) | (32+u,32+ 3u)
(8 + 4u) (8 4+ u, 8 + bu) (324 8u) | (32 + 2u,32 + 6u)
(8+5u) | (8+2u,8+ 6u) (32 + 12u) | (32 + 4u, 32 + 12u)
(8 + 6u) (8 + 3u, 8 4 Tu) (32 4+ 16u) | (32 + 8u, 32 + 24u)
(8 + Tu) (32 + 14u)
(16u) (16) (16, u) (64u) (64) (64, u)
(16 + u) (16, 2u) (64 + u) (64, 2u)
(16 + 2u) (16, 4u) (64 + 2u) (64, 4u)
(16 + 3u) (16, 8u) (64 + 4u) (64, 8u)
(16 + 4u) | (16 + u, 16 + 3u) (64 + 8u) (64, 16u)
(16 + bu) | (16 + u, 16 + Hu) (64 + 16u) (64, 32u)
(16 + 6u) | (16 + 2u, 16 + 6u) (64 + 32u)
(16 + 7u) | (16 + 2u, 16 + 10u)
(16 + 8u) | (16 + 6u, 16 + 14u)
(16 + 10u) | (16 + 4u, 16 + 12u)
(16 + 12u) | (16 + 3u, 16 + Tu)
(16 + 14u)

Cuadro A.4: Conjunto de ideales del anillo R7 = Zjag + uZiag, u? = 0
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Apéndice B

Aplicacion: Cdédigos ciclicos de
longitud n = 7 sobre Ry = Zy + uziy

A manera de aplicacion de lo desarrollado en el presente trabajo de tesis, se presenta
la determinacion de cédigos ciclicos de longitud n = 7 definidos sobre el anillo Ry para el
caso p = 2, es decir, con el anillo alfabeto dado por

RQ = Z4+UZ4, U2 = 0.

Este es un anillo finito, local, conmutativo con identidad y no de cadena (Proposicién
2.1). Es un anillo de Frobenius con ideal maximo m = (2, u) cuyo indice de nilpotencia es
t = 3, su zoclo Soc(Ry) = (2u) y campo residual Fy con caracteristica 2. En el apéndice
A se tiene que su conjunto de ideales estd dado por

Ly = {{0), (2u), (2), (2 + u), (u), (2, ), (1) }.

Seaz"—1= fifafscon fi =x+3, fo=a34+2224+2+3y f3 = 2>+ 322+ 22 +3. Cada
uno de los f; es bésico irreducible y la correspondiente reduccién para cada i = 1,2,3 es

fiza+ 1, fo=2*+az+1ly fo=a+a? +1lenFyfr],asia" — 1 =a"+1=f,fof;
Nuestro objetivo es describir los ideales del anillo cociente

R2’7 == RQ[[E]/<[E7 - 1>
Con tal fin, se define en el anillo Fa[z],
Fl = 72737 F2 = 71737 FS - 7172

y mediante el algoritmo de Euclides en Fy[x], obtenemos en Fy[z]/{x” + 1) un conjunto
completo de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares,

0 = P+ +2t+2+ P+ 1+ (2" + 1),
0y = '+ +ax+1+ " +1),
O = 25 +2°+ 23 +1+ (2" +1).
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Dado que el indice de nilpotencia del ideal maximo m de Ry es t = 3 y la caracteristica
del anillo Fy[z]/(x” — 1) es s = 2, del Teorema 3.17, obtenemos que el conjunto completo
de elementos idempotentes primitivos y ortogonales por pares de la Proposicion 3.8, en
Ra7 = Raolz]/(z” — 1), es dado por Eaz = {é1, 6,65} = {6%,64,04} | donde

00 = 38+ +at+t+ 2l 4+ 1)+ (27— 1),
03 = 2204 22° 4+ 32" +22% + 322 + 30+ 1+ (2" — 1),
03 = 32°+32° + 22" +32° + 222 + 22 + 1.

Como consecuencia del Teorema Chino del Residuo, 3.5, al considerar la reduccion del
polinomio x™ — 1, asi como las reducciones de sus correspondientes factores, tenemos el
diagrama

732[37]/137" - 1) — @, RIM/(M
Fola]/(a" + 1) — @12, Fa[z]/(f)-
De ahi que el isomorfismo ® : Ry 7 — @?:1 Rolz]/(f;) dado por
O(f + (&" = 1)) = (f + (fu), [+ (fa), [+ (f3))

tiene como isomorfismo inverso a ¢ : @>_, Ralz]/(fi) — Rax,

G(r1 + (f1),m2 + (f2), 3+ (f3)) = Znéi + (2" = 1).

Un hecho inmediato a partir de lo anterior es que
Ror = (€1 + é2 + €3).

Del Corolario 3.6, Ra7 es un anillo semilocal con 3 ideales maximos m;, ¢ = 1,2,3
cada uno con dos generadores. Ellos son determinados via el isomorfismo ¢:

my = (261 +e+es+ (@ — 1), uer + e+ ez + (2' — 1)),
my = <é1+2€2+€3+<Q37—1>,€1+U62+€3+<$7—1>>,
m3 = (& +eg+2e3+ (" — 1), e+ ey +ues + (x7 — 1)),

En el articulo [34] se presenta una tabla con cédigos ciclicos no triviales definidos sobre
R, obtenidos mediante un enfoque de estudio distinto al presentado en este trabajo de
tesis. En la siguiente tabla se muestran los ideales propios del anillo cociente R4 7 obtenidos
desde nuestra perpectiva del como describir a los ideales de R 7.
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Cuadro B.1: Ideales del anillo R 7

(0) (2ués)
(263) (2 + u)és)
(ués) {(2, u)és)

(€3) (2uéy)

(2uéq + 2ués)

<2Ué2 + 2é3>

<2Ué2 + Ué3>

<QUé2 + <2, u>é3>

<2Ué2 —|— é3>

(26,) (28, + 2ués)
(269 + ués) (269 + (2,u)é3)
(269 + é3) (2+u)és)

((2 + U)éz + 2ué3)

((2 4 u)éy + 2¢3)

(24 u)és + (2 + u)és)

(24 u)éea + (2,u)és)

(2+u)és + é3)

(uésy) (uég + 2ués)
(uéy + 2¢3) (ués + (2 4 u)és)
(uéy + ués) (uég + (2, u)és)
<Ué2 + é3> <<2, u>é2>

(2,u)és + 2ués)

((2,u)és + 2¢é3)

((2,u)éy + ués)

(
((2,u)és + (2 + u)és)
((2,u)és + (2,u)és)

((2,u)és + é5)

(€9) (€9 + 2ués)
(€2 + 2¢5) (€2 + (2+ u)és)
<é2 + Ué3> <é2 + <2, u>é3>

<é2 + é3> (2ué1>

<2Ué1 + 2Ué3>

<27,Lél + 2é3>

<2Ué1 —|— Ué3>

<21,Lé1 -+ <2, U>é3>

<2Ué1 + é3>

(2uéy + 2uéy)

(2uéq + 2uéy + 2ués)

<QUé1 + QUég + 2é3>

(2uéy + 2ués + (2 + u)és)

(2ué1 + QUéQ + Uég)

(2uey + 2uéy + (2,u)és)

<2ué1 + 2ué2 + ég)

<2Ué1 + 2é2>

<2U,é1 + Qég + 2Ué3>

<2’Ué1 + 2é2 + 2é3>

<2Ué1 + 2é2 + Ué3>

<2Ué1 + 2é2 + <2, u>é3>

<2ué1 + 2é2 + é3>

(2ué; + (2 + u)éy)

(Quéy + (2 + u)éy + 2ués)

(2uey + (2 +u)éy + 2é3)

(2uéy + (2+u)és + (2,u)és)

(2ué1 + Uéz>

<2Ué1 + Uég + 2U,é3>

<2Ué1 + Uég + 2é3>
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<21J,é1 + Uég + Ué3>

3
<QUé1 + Uég + <2, u>é3)

<2ué1 + Uég + é3>

<2Ué1 + <2, u>é2>

(2uéy + (2,u)és + 2ués)

<2’Uél + <2, U)ég + 2é3>

<2U,é1 + <2, u>é2 + Ué3>

<2Ué1 + <2, U>é2 + <2, U>é3>

<2Ué1 + <2, U>é2 + é3>

<2Ué1 + é2>

<2ué1 + ég + 2ué3)

<2Ué1 + ég + 2é3>

<2Ué1 + ég + (2 + U)ég)

<QUé1 + ég + Ué3>

<2ué1 + ég + <2, u>é3)

<2Ué1 + ég + é3>

(261 + 2¢é3) (261 + (2 + u)é3)
<2é1 + Ué3> <2é1 + <2, u>é3>
<2é1 -+ é3> <2é1 + 2%é2>

<2é1 + 2Ué2 + 2Ué3>

<2é1 + 2Ué2 + 2é3>

<2é1 + 2Ué2 + (2 + U)é3>

<2é1 + 2Ué2 + Uég)

<2é1 + 2Ué2 + <2, u>é3>

<2é1 + 2Ué2 + ég)

(261 + 2¢5)

<2é1 + 2é2 + 2Ué3>

(281 + 265 + 2é3)

(261 + 269 + (2 + u)és)

<2é1 + 2é2 + Uég)

<2é1 + 2é2 + <2, U>é3>

(261 + 265 + é3)

<2é1 + (2 + u)é2>

(261 4 (2 + u)éa + 2ués)

<2é1 + (2 + u)ég + 2é3>

<2é1 + (2 + u)ég + (2 + u)é3>

(261 + (2T u)és + é3)

<2€1 + Ué2>

<2é1 + Uég + 2ué3)

<2é1 + Uég + 2é3>

<2é1 + Ué2 + Ué3>

<2é1 + Uég + <2, u>é3>

<2é1 -+ UéQ -+ é3>

(261 + (2,u)éa)

<2é1 + <2, U>é2 + 2Ué3>

<2é1 + <2, u)é2 + 2é3>

<2é1 + <2, U>é2 + Ué3>

<2é1 + <2, U)ég + <2, U>é3>

<2é1 + <2, u>é2 + é3>

(261 + é9)

<2é1 + €9 + 2ué3)

(261 + é5 + 2¢3)

<2é1 -+ ég —+ Ué3>

<2é1 + ég + <2, u>é3>

(261 + €5 + €é3)

(2+u)ér)

(2 +u)éy + 265)

(24+u)é; + (2 +u)és)

((2+u)é; + ués)

<(2 + U)él + é3>

(24 u)éy + 2uéy + (2 + u)és)

<<2 + U)él + 2ué2 + Ué3>

(24 u)éy + 2ués + (2,u)és3)

(24 u)éy + 2¢2)
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U)él + 2é2 -+ 2é3>

2+
<(2 + u)é1 + 2é9 + Uég)

<(2 + u)é1 + 2é2 + <2, U>é3>

(24+u)é; + 265 + é3)

(
(2+u)éy + (2 + u)és + 2ués)

(24 u)ér + (2 4+ u)éy + 2¢3)

(24u)é; + (2 + u)éy + ués)

(
(24 u)ér + (2+u)éa + (2 + u)és)
(24 u)ér + (2+u)és + (2, u)és)

(24u)é; + (2 +u)ésy + é3)

(24 u)éy + ués)

(24 u)é; + ués + (2 + u)és)

<(2 + U)él + Uéz + 2é3>
((24+u)er + uéy + ués)

<(2 + U)él + Uéz + é3>

((2+w)éy + (2,u)és)

(2+wu)ey + (2,u)éq + 2é3)

(24 u)ér + (2,u)és + (2 + u)és)

(24 u)é; + (2, u)éq + (2, u)és)

(24 u)ér + (2,u)és + é3)

(24 u)é; + é)

<(2 + u)é1 + é9 + QUé3>

(24u)é; + é2+ (2 +u)és)

<<2 + U)él + ég + Ué3>

<Ué1> <Ué1 + 2’&é3>
<Ué1 + Ué3> <Ué1 + <2, U>é3>
<Ué1 + é3> <Ué1 + 27M§2>

(uéq + 2uéq + 2uéy)

<Ué1 + ZUéQ + 2é3>

<ué1 + 2uéy + (2 + U)ég)

<Ué1 + 2Ué2 + Ué3>

(uéy + 2uéy + (2, u)és)

<ué1 + 2Ué2 + ég)

<Ué1 + 2é2>

<Ué1 + 2@2 + ZUé3>

<Ué1 + 2é2 + 2é3>

<Ué1 + 2é2 + (2 + u)é3>

<Ué1 + 2é2 + Ué3>

<Ué1 + 2é2 + <2, u>é3>

<Ué1 + 2é2 -+ é3>

(uéy + (2 4 u)éq)

(uéy + (24 u)és + (2 + u)és)

<Ué1 + (2 + u)ég + Ué3>

<Ué1 + Ué2>

<Ué1 + Uég + 2’&é3>

<Ué1 + Uég + 2é3>

<ué1 + Uég + Ué3>

(ué1 + Uég + <2, U)ég)

<Ué1 —+ Uéz -+ é3>

(uéq + (2,u)és)

(uéy + (2,u)és + 2ués)

<Ué1 + <2, u>é2 + 2é3>

(uéy + (2,u)és + (2 + u)és)

<Ué1 + <2, U)ég + ué3>

<Ué1 + <2, U)ég + (2, U)ég)

<Ué1 + <2, U)ég + é3>

<Ué1 + é2>

<Ué1 —f- é2 —|— 2’LLé3>

<Ué1 + ég + 2é3>

(uéq + ég + (2 + u)és)

<Ué1 —+ ég -+ Ué3>

<Ué1 + é2 + <2, u>é3>
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<Ué1 —+ ég -+ é3>

((2,u)éy + 2ués) ((2,u)éy + 2é3)

<<2, U)él + (2 + U)ég) <<2, U)él + U63>

((2,u)é1 + (2,u)és) ((2,u)é1 + é3)
((2,u)é; + 2ués) (2,u)é1 + 2uéy + 2ués)

((2,u)é; + 2uéy + 2¢3)

((2,
((2,u)é; + 2ués + (2 + u)és)
((2,u)éq + 2uéy + (2, u)és)

,u)éq + 2uéy + é3)

((2,u)é; + 2¢3)

(2,upe
((2,u)éy + 2uéy + ués)
(

(2

u)éy + 26 + 2uéy)

<<2 >€1 =+ 2é2 + 2é3>

((2,
((2,u)é; +2é3 + (2 + u)és)
(

<<2 >€1 + 2é2 + Ué3>

< ,U>61 + 262 + <2 U>63> << >€1 + 2é2 + é3>
((2,w)ér + (2 + u)és) ((2,u)ér + (2 + u)és + 2ués)
((2,uyér + (2+u)éa + 263) | ((2,u)é; + (2+u)és + (2 + u)és)
((2,u)é; + (2 + u)éy + ués) ((2,u)é; + (2 +u)és + (2, u)és)
({2, u)é1 + (2 + u)és + é3) ({2, u)e; + ués)
<<2, >€1 + Uég + ZUé3> <<2, u>é1 + Uéz + 2é3>
<< U> €1 + Uég + <2 U>é3> <<2, U)él —I— Uég + é3>
((2,u)éq + (2,u)és) ((2,u)éq + (2, u)és + 2ués)
<<2, U)él <2, u>€2 + 2€3> <<2, U>é1 + <2, u>é2 + (2 + u)é3>
((2,u)ér + (2, u)és + ués) ((2,uyéy + (2,u)és + (2,u)és)

((2,u)é; + (2,u)éy + é3)

2, u>é1 + ég + Oé3>

((2,u)é; + é3 + 2ués)

2, U>é1 + ég + 2é3>

{
{
{

<< ,u>é1 + ég + <2,U>é3>

{
{
(2, U)él + ég + Uég)
((2,u)é1 + é3 + é3)

<é1> <é1 + 2Ué3>
(€1 + 2¢é3) (é1+ (2+u)és)
<é1 + Ué3> <é1 + <2, u>é3>
<é1 + é3> <é1 + 2Ué2>

<é1 + 2ué2 + 2ué3)

<é1 + 2Ué2 + 2é3>

<é1 + 2’&@2 + Uég)

<é1 + 2Ué2 + <2, u>ég>

(1 4 2uéy + é3)

(é1 + 2é5)

<é1 + 2é2 + QUé3>

(61 + 265 + 2¢5)

(614 262+ (2 +u)és)

<é1 + 2é2 + Uég)

<é1 + 2é2 + <2, U>é3>

(é1 4 265 + é3)

(14 (2+u)és)

(61 4 (2 + u)eéy + 2ués)

(é1+ (24 u)és + (24 u)és)

<é1 + Ué2>

<é1 + Uég + 2ué3>

<é1 —+ Uég -+ 2é3>

(61 4 ués + (2 4+ u)és)
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<é1 -+ Uég -+ Ué3>

<é1 + 'LLéQ + <2, U>é3>

<é1 -+ Uég -+ é3>

(€14 (2,u)éz)

<é1 + <2, U)ég + 2Ué3>

<é1 + <2,U>é2 + 2é3>

<é1 + <2, u)ég + Uég)

<él + <2, U>é2 + <2,U>é3>

<é1 + <2, U)ég + é3>

(€1 + é2)

<é1 + ég + 2ué3>

<é1 "‘ ég + 2é3>

(€14 €2+ (2 +u)és)

<é1 -+ ég -+ Ué3>

<é1 + ég + <2, U>é3>
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Apéndice C

Cdédigo fuente para calcular ideales
de Ry = Zyi + uZiyk

En el presente apéndice se incluye el cédigo fuente para obtener el conjunto de ideales
del anillo Ry = Zgr + uZqx. El programa se realizé originalmente en SageMath 9.2 y ha
sido probado y mejorado en las versiones 9.3 y 10.0 ([32]). Se proporciona el cédigo tal y
como aparece en el correspondiente notebook de Sage.

Se parte de las definiciéon de ideal en anillos conmutativos y se toman en cuenta las
consideraciones sobre R dadas en el capitulo 2. El programa también devuelve, aunque
no en una forma optimizada, las contenciones entre ideales, lo que permitiria al usuario
construir diagramas como el mostrado en la figura 2.3.

Se recomiendan valores pequenos de k ya que los ideales se van almacenando en la
memoria principal para ser analizados como conjuntos. Con modificaciones minimas, el
programa también podria calcular el conjunto de ideales para p > 2 aunque, dado el
niumero de elementos que se tendria en tal caso, el proceso puede ser muy tardado.
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Codigo fuente para calcular el conjunto de ideales del anillo

Rk = ZQk + UZQk

reset() #Free resources

from datetime import datetime
print("Starting at:")
datetime.now() .strftime(')Y-%m-%d %H:%M:%S') #Hora de inicio

k = 4 #exzponent for 2

P = 2 #Prime for build F_p, this value must be p=2 DON'T CHANGE IT!
polyDeg = 15 #Degree of X°n - 1

modulo = p**k

ringZMod2k = IntegerModRing(modulo) #Ring of integers mod 27k

R.<x> = PolynomialRing(ringZMod2k) #Polynomial 7ing in x associated to ringZMod2k
polynomial = x~2 #Polynomial for calculating the quotient ring S.<u>
I = R.ideal(polynomial) #Construction of ideal I=<polynomial>

S.<u> = R.quotient_ring(I) #fuotient ring, polynomial forms in u
listO0fRingSElements = 1list(S) #The elements of the quotien ring S.<u>
#4uziliar variable for storage the units of the ring ringZMod2k
1list0fRingZMod2kUnits = []

#Auziliar variable for storage the non units of the ring ringZMod2k
listOfRingZmod2kNonUnits = []

listOfRingZMod2kUnits.append (1istOfRingSElements[1]) #4dd to the list the identity: 1
list0fRingZmod2kNonUnits.append (1istOfRingSElements[0]) #4dd to the list the first non unit:

for j in range(2,modulo):
if GCD(j,modulo) == 1:
1list0fRingZMod2kUnits.append(listOfRingSElements[j1)
else:
1list0fRingZmod2kNonUnits.append(listOfRingSElements[j1)

listOfRingZMod2kElements = list(ringZMod2k) #We put in a list the elements of the ring ringZMod2k

1list0fRingSUnits = [1 #For the units of th ring S.<u>
listOfRingSNonUnits = [] #For the non units of th ring S.<u>
#listO0fRingSNonUnits.append(list0fRingSElements[0]) #Agregamos el cero

for i in range(len(listOfRingZMod2kUnits)):
list0fRingSUnits.append(1list0fRingZMod2kUnits[i])

for i in range(len(listOfRingZmod2kNonUnits)):
list0fRingSNonUnits.append(list0fRingZmod2kNonUnits[i])

nZeroElemOfRingZMod2k = [] #4uziliar variable for build the units of the ring S.<u>
for i in range(1, modulo):
nZeroElemOfRingZMod2k . append (1istOfRingZMod2kElements[i]),
#print (nZeroElem0fRingZMod2k)

for unit0fZMod2k in 1listOfRingZMod2kUnits:
for element in nZeroElemOfRingZMod2k:
1ist0fRingSUnits.append (u*element + unit0fZMod2k)

for nonUnit0fZMod2k in listOfRingZmod2kNonUnits:
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for element in nZeroElemOfRingZMod2k:
1ist0fRingSNonUnits.append(u*element + nonUnit0fZMod2k)

numOfIdealsOfRingS = (k**2) + k
list0fIdeals0fS = [l #Variable for storage the lattice of ideals of the ring S.<u>
for j in range(O,numOfIdealsOfRingS):
list0fIdeals0fS.append([])
list0fGeneratorsOfIdeals = []

Ideals with form (27,29 1) j =1,2,...,k+1

for i in range(0,k+1):
primeToPowerJ = listOfRingSElements [2]**(k-(i-1))
primeToPowerJmlu = (1listOfRingSElements[2]#**(k-1))*u
list0fGenerators0fIdeals.append(set([primeToPowerJ,primeToPowerJmiu]))

print("Ideal with generators:", primeToPowerJ, ",",primeToPowerJmliu)
for a in range(len(listOfRingZMod2kElements)) :
for b in range(len(listOfRingZMod2kElements)) :
newElement = primeToPowerJ*listOfRingZMod2kElements[a] +,
—primeToPowerJmlu*1listO0fRingZMod2kElements [b]
if newElement not in listOfIdealsOfS[i]:
list0fIdeals0fS[i] .append(newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdeals0fS[i]), " at index of listOfIdealsOfS ", i)
idxA = k+1
#print (idzd)

Ideals with form (27 +29=1u) j =1,2,...,k—1

for i in range(2,k+1):
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]**(k-(i-1))
primeToPowerJmlu = (listOfRingSElements[2]**(k-1i))*u
auxSUM = primeToPowerJ + primeToPowerJmlu
listO0fGenerators0fIdeals.append(set ([auxSUM]))

print("Ideal with generator:",auxSUM)
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = auxSUM+listOfRingSElements [a]

if newElement not in listOfIdealsO0fS[idxA]:

list0fIdeals0£fS[idxA] . append (newElement)

print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdeals0fS[idxA]), " at index of listOfIdeals0fS ", idxA)
idxA = idxA + 1
#print (idzd)

Ideals with form (297 1u) j =1,2,...,k—1

for i in range(1,k):
primeToPowerJmlu = (1listOfRingSElements[2]#**(i-1))*u

print("Ideal with generator:",primeToPowerJmiu)
list0fGenerators0fIdeals.append(set ([primeToPowerJmiu]))
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = primeToPowerJmluxlistOfRingSElements [a]

if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:

listOfIdeals0fS[idxA] . append (newElement)

print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdeals0fS[idxA])," at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA + 1
#print (idzd)

Ideals with form (2971), j =1,2,...,k— 1.

for i in range(1,k):

primeToPowerJ = (listOfRingSElements[2]**(i))
==-=")
print("Ideal with generator:",primeToPowerJ)
listOfGenerators0OfIdeals.append(set ([primeToPowerJ]))
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = primeToPowerJ*listOfRingSElements [al
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if newElement not in listOfIdealsOfS[idxA]:
list0fIdeals0fS[idxA] .append (newElement)
print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdeals0fS[idxA])," at index of listOfIdealsOfS ", idxA)
idxA = idxA + 1
#print (idzd)

Ideals with form (27+1,2!=1y) j =i, 1 <iandi=1,2,...,k—2

#i1dzd=0 #This is auziliar for ONLY RUN THE NEXT TWO CELLs, IT MUST BE COMMENTED

for i in range(l,k-1):#k-1 for the indez take the value k-2
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]#**(i+1)
for 1 in range(1,i+1):
primeToPowerJmiu = (listOfRingSElements[2]**(1-1))*u

print("Ideal with generators:",primeToPowerJ,",", primeToPowerJmlu)
listOfGenerators0fIdeals.append(set ([primeToPowerJ,primeToPowerJmiul))
for a in range(len(listOfRingZMod2kElements)) :
for b in range(len(listOfRingZMod2kElements)):
newElement = primeToPowerJ+listOfRingZMod2kElements[a] +
—primeToPowerJmlu*1listOfRingZMod2kElements [b]
if newElement not in listOfIdeals0fS[idxA]:
list0fIdeals0fS[idxA] .append (newElement)

print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA])," at index of listOfIdealsO0fS ", idxA)
idxA = idxA+1
#print (idzd)

Ideals with form (27+1 4 2!=1y) j =i [ <iand i =1,2,...,k — 2

for i in range(1,k-1):#k-1 for the indez take the value k-2
primeToPowerJ = listOfRingSElements[2]#**(i+1)
for 1 in range(l,i+1):
primeToPowerJmiu = (listOfRingSElements[2]**(1-1))*u
auxSum = primeToPowerJ + primeToPowerJmlu

print("Ideal with generator:",auxSum)
listOfGeneratorsO0fIdeals.append(set ([auxSum]))
for a in range(len(listOfRingSElements)):

newElement = auxSum*listOfRingSElements[a]

if newElement not in listOfIdealsOfS([idxA]:

list0fIdeals0fS[idxA] .append(newElement)

print("Ideal with cardinality:",len(listOfIdealsOfS[idxA])," at index of listOfIdealsO0fS ", idxA)
idxA = idxA+1
#print (idzd)

#Select all content and Press CTRL + / for comment or uncomment the content of a cell

listOfIdealsOfSAsSets = []

for i in range(numOfIdealsOfRingS):
list0fIdealsOfSAsSets.append(set(list0fIdeals0£fS[i]))

len(list0fIdeals0fSAsSets)

#We liberate the space in memory for the list listOfIdealsOfS
list0fIdeals0fS = []

for i in range(2, k-1):#k-1 for the proccess runs until k-2
powOfGen2 = 1listOfRingZmod2kNonUnits[1]** (i)
indexMiddleList = 2%*(i)
auxListZ2d = listOfRingZMod2kElements[1:indexMiddleList]
for j in range(len(auxListZ2d)):

listAuxForIdeal = []
genOfnotJointIdeal = auxListZ2d[jl*u + powOfGen2
auxSet0fGen = set([genOfnotJointIdeall)
if auxSetO0fGen not in listOfGeneratorsOfIdeals:
for a in range(len(listOfRingSElements)):
newElement = genOfnotJointIdeal*1listOfRingSElements/[a]
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if newElement not in listAuxForIdeal:
listAuxForIdeal.append(newElement)
setAux = set(listAuxForIdeal)
if setAux not in list0fIdealsOfSAsSets:
listOfGenerators0OfIdeals.append(set([genOfnotJointIdeall))
print("*Ideal with generator ",genOfnotJointIdeal," added at position: ",
—len(list0fIdeals0fSAsSets)-1, "cardinality: ", len(listAuxForIdeal))
1ist0fIdeals0fSAsSets.append(setAux)
else:
print("The ideal with generator ",genOfnotJointIdeal,"already exists, at index: ",
—1ist0fIdealsO0fSAsSets.index(setAux))
else:
print("The ideal with generators ", auxSetOfGen, "has been already calculated" )
#
print("Now, the cardinality of the Lattice is: ", len(listOfIdeals0fSAsSets))
listAuxForlIdeal = [l #Empty the content of this wariable

# ####For the lemmas the 2-generated ideals
indexMiddleList = 2~ (k-1)
auxListZ2d = listOfRingZMod2kElements[1:indexMiddleList]
for a in range(2, k-1):#k-1 for the proccess runs until k-2
firstPart0fGenl = listOfRingZmod2kNonUnits[1]**(a)
for b in range(len(auxListZ2d)):
if int(auxListZ2d[b]) < 2*x*(a):
genOfNotJointIdealA = auxListZ2d[bl*u + firstPartO0fGenl
#print (genl0fNotJointIdeald)
for ¢ in range(a,at1):
firstPart0fGen2 = 1listOfRingZmod2kNonUnits [1]#**(c)
for d in range(len(auxListZ2d)):
if int(auxListZ2d[d]) < 2#*(c) and ((int(auxListZ2d[d]) - int(auxListZ2d[bl)) % 2 == 0):
gen0fNotJointIdealB = auxListZ2d[d]*u + firstPart0fGen2

print("Ideal with generators: ", genOfNotJointIdealA, genOfNotJointIdealB)
auxSet0fGen = set([genOfNotJointIdealA, genOfNotJointIdealB])
if auxSetOfGen not in listOfGeneratorsOflIdeals:
listAuxForIdeal = []
listAuxForIdeal_1 = []
listAuxForIdeal_2 1
print("Calculating the first ideal with generator ", genOfNotJointIdealA)
for i in range(len(listOfRingSElements)):
newElement_1 = genOfNotJointIdealA*1listOfRingSElements[i]
if newElement_1 not in listAuxForIdeal_1:
listAuxForIdeal_1.append(newElement_1)
print("Ideal with generator ", genOfNotJointIdealA, "has been calculated")
print("Calculating the second ideal with generator ", genOfNotJointIdealB)
for i in range(len(listOfRingSElements)):
newElement_2 = genOfNotJointIdealB*1listOfRingSElements[i]
if newElement_2 not in listAuxForIdeal_2:
listAuxForIdeal_2.append(newElement_2)
print("Ideal with generator ", genOfNotJointIdealB, "has been calculated")
for i in range(len(listAuxForIdeal_1)):
for j in range(len(listAuxForIdeal_2)):
newElement = listAuxForIdeal_1[i] + listAuxForIdeal_2[j]
if newElement not in listAuxForIdeal:
listAuxForIdeal.append(newElement)
print("Analyzing ideal...")
setA = set(listAuxForIdeal)
if setA not in 1listOfIdealsOfSAsSets:
listOfGenerators0fIdeals.append(set([gen0fNotJointIdeall,

—gen0fNotJointIdealB]))
list0fIdealsOfSAsSets.append(setA)
print ("***NEW ideal found REVIEW at index: ", listO0fIdealsOfSAsSets.

—index(setA), "cardinality: ", len(setA))
else:
print("The ideal already exists, at index: ", listOfIdealsOfSAsSets.

—>index(setl))
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else:

print("The ideal with generators ", auxSetOfGen, "has been already calculated" )

print("Now, the cardinality of the Lattice is: ", len(list0fIdealsOfSAsSets))
listAuxForIdeal = [] #Empty the content of this variable

for i in range(l, len(listOfIdealsOfSAsSets)):
for j in range(len(listOfIdealsOfSAsSets)):
if i!=j and listOfIdealsOfSAsSets[i].issubset(listO0fIdealsOfSAsSets[j]):
print (" ")
print("I_"+str(i)+" is a subset of I_"+str(j))
PTAnt (M sk ok ok ks ek ok ok ok ko 1)

for i in range(len(listOfGeneratorsOfIdeals)):
print("Ideal with generator(s): ",listOfGenerators0fIdeals[i], "at index: ", i)

print("=-=s=-==-==_==_==_==_=")
print("Total of ideals counting trivials: ", len(listOfGeneratorsOfIdeals) + 1)

print("=-==-==-==_==_==_==_=")

print("Proccess finished at:")
datetime.now() .strftime (')Y-Ym-%d %H:%UM:%S') #Hora de finalizacion
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