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Introducción 

La presente  tesis  tiene como tema  de  estudio  comprender la 
dinámica  que  presenta el movimiento del trompo  simétrico con 
la particularidad  de  que seleccionamos los momentos  de  inercia 
y la posición del punto de apoyo de tal manera  que  variando 
esta  última  podemos  pasar de  manera  continua  del caso de Ko- 
valevskaya al de Lagrange. Como se sabe  ambos casos son  inte- 
grables  analíticamente,  pero los casos intermedios  no lo son, sin 
embargo las ecuaciones de movimiento siempre se pueden  integrar 
numéricamente  para  estudiar el movimiento, como es usual  actual- 
mente al enfrentar  problemas no lineales. Para realizar el estudio 
y  análisis  de la dinámica  de  estos  sistemas, en la Mecánica Clásica 
se  cuenta con técnicas como  los Mapeos de  Poincaré  y Líneas de 
Simetría,  que constituyen  un medio para el estudio y la visual- 
ización de las órbitas,  además el uso de  estas  técnicas  también 
permite la determinación de los puntos periódicos del sistema así 
como el análisis  de la estabilidad del movimiento alrededor  de di- 
chos puntos. 

Es importante  señalar que el trompo en general es un  problema 
. no  integrable  que ha sido  objeto  de muchos estudios en los que se 

han  encontrado y  analizado diversos casos integrables  particulares, 
entre los que  se  encuentran, como ya se ha, mencionado,  tanto el 
de  Lagrange como  el de Kovalevskaya. Como objetivo  de  este  tra- 
bajo se pretende  describir, hasta  donde  sea posible, la dinámica 
de  un  conjunto  de  sistemas  intermedios a estos  dos  casos, lo cual 
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significa, por  una  parte,  determinar la región 
dice, dada las  constantes de movimiento del 

de Hill, la cual nos 
problema,  que  son 

la  energía  total y el momento  asociado a 4 en ángulos  de  Euler, 
cual es el conjunto  de  coordenadas accesible al movimiento  de un 
sistema  en  particular,  esto es la región de Hill nos dice en donde 
se efectúa el movimiento. Por otra  parte  también  debemos decir 
como se mueve el sistema, lo cual implica que  encontremos con qué 
condiciones iniciales es posible obtiener  órbitas  periódicas, lo cual 
hemos  realizado  utilizando la técnica  de las líneas de  simetría en el 
plano  de  Poincaré. 

En el primer  capítulo  de  este  trabajo se determirmn  las  energías 
cinética  y  potencial  de  este  problema y se obtienen  las ecuaciones 
de  Lagrange  y  de Routh. El segundo  capítulo se ocupa,  de la ob- 
tención del Hamiltonian0  y la introducción  de  variables  adimen- 
sionales.  En el capítulo  tercero se  lleva a cabo  un  estudio  acerca  de 
la Región de Hill. En el cuarto se hace primero una revisión de la 
teoría  de Líneas de  Simetría  la cual ha sido  desarrollada  y  estudiada 
por varios autores cuyos trabajos  han sido  de  gran  utilidad para el 
desarrollo  de esta tesis,  y después se calculan para  este  problema 
las Líneas de  Simetría I'o y I'l para a partir  de ellas obtener dos 
familias  de Líneas de  Simetría,  que se complementan  mutuamente 
y se calculan  en forma numérica.  También se discute  cuál es el 
plano  de  Poincaré  adecuado  para el estudio del movimiento, y pol- 
último se concluye cuando es posible y cuando  imposible  encontrar 
las dos  familias  de líneas. En el quinto  capítulo se analizan  tres 
e J e ~ p l o ~ ,  observando  que  cada  uno  exhibe una  dinámica y una 
evolución muy diferente al ir cambiando la posición del pullto de 
apoyo. 
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C apít u10 1 
Obtención de las  funciones 

de Lagrange y de Routh 

l. 1 Energía  Potencial 
Para  un  cuerpo rígido, sean 6 y m;, la posición y la masa de la 
i-ésima partícula, respectivamente, y a'; su posición en el sistema 
anclado al cuerpo,  entonces, para dicha  partícula: 

donde R es la rotación que pasa del sistema  anclado al sistema 
inercial.  Por otra  parte la energía  potencial del cuerpo es: 

Sea a' la posición del centro  de  masa en el sistema  anclado, 
entonces : 

a 

por lo que la energía  potencial  también  puede escribirse como: 
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El problema  que nos ocupa es  el estudio del movimiento del 
trompo  simétrico, en el que se tienen dos momentos  de  inercia 
iguales y uno  diferente,  cuando su  punto  de apoyo  se  ubica en 
una posición intermedia  entre el plano  formado  por los ejes que 
corresponden a los momentos  de  inercia iguales, al que  llamaremos 
plano  de  simetría y el  eje de  simetría,  que es  el correspondiente 
al  tercer  momento  de inercia. El movimiento cuando el punto 
de apoyo se encuentra en una u otra de las posiciones extremas 
está bien  estudiado  y corresponde a los casos de Kovalevskaya y 
Lagrange,  respectivamente.  En el caso de Kovalevskaya se  tienen 
dos  momentos  de  inercia iguales y el tercero igual a la mitad  de 
los primeros,  además el punto de apoyo se encuentra  en el plano 
de  simetría,  i.e.: 

I1 I2 = 2D 
I3 = D 
a' = (1 ,0,0)  

En el caso de Lagrange el punto de apoyo se encuentra  sobre el 
eje de  simetría, i.e.: 

Cabe  señalar  que  en el Trompo de  Lagrange  se ha escogido el 
valor del tercer  momento  de inercia igual que en el trompo de 
Kovalevskaya, de  manera  que  ambos casos se diferencian sólo en 
la posición del punto de  apoyo. A fin de  poder  pasar  de  manera 
continua  de  un caso al otro,  introducimos  un nuevo parámetro a, 
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el cual  permite modificar el punto de apoyo desde la posición clue 
corresponde al trompo de Kovalevskaya hasta la correspondiente 
al  trompo  de Lagrange. En función de a la posición del punto de 
apoyo  es: 

a' = (cos a, O, sin a) 

Cuando a = O ,  a' corresponde al Trompo  de Kovalevskaya, mien- 
tras  que si a = :, entonces a' corresponde al Trompo  de Lagrange. 
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1.2 Energía  Cinética 

El movimiento  de  un  cuerpo rígido, se describe normalmente  en 
ángulos  de  Euler,  donde + es  el ángulo  de  rot ación alrededor del eje 
z del trompo, q!I es  el ángulo  de precesión alrededor  de la dirección 
vertical,  y 8 es el ángulo  entre el  eje x y la dirección vertical. 

La Energía  Cinética del Trompo en dichas  coordenadas es: 

Sustituyendo los momentos  de  inercia, se tiene: 

Donde por comodidad  ya no escribimos las  dependencias  de T. 
Desarrollando  ahora los dos primeros términos del h d o  derecho de 
la ecuación  anterior: 

D 
2 

+ -($ + $ 

Vemos que  por ser iguales los momentos  de  inercia 11 e I 2  los pro- 
ductos  cruzados  donde  aparecen e y $ se cancelan, y factorizando 
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las velocidades se tiene 

T = D e'( cos2 + [ 
D ,  * + ,(+ + +c0sq2 

simplificando  por  último la expresión anterior, la energía  cinética 
queda: 

D 
2 

T = oe2 + D $ ~  sin2 e + -($ + 4 cos 



1.3 Funciones  de  Lagrange y de Routh 

Utilizando las expresiones de la energía  cinética  y  potencial  que 
hemos  desarrollado en los párrafos  anteriores  escribimos a contin- 
uación el Lagrangiano para un  Trompo  Simétrico  entre el Trompo 
de Kovalevskaya y el de Lagrange. 

El Lagrangiano se define  como: 

Sustituyendo  explícitamente en la ecuación anterior las energías 
cinética  y  potencial,  tenemos : 

D 
2 L = De2 + Dd2Ssin2O + -($ +   COSO)^ 

- MgZ(sin 0 sin .IC) cos CY + cosOsina) (13) 

En la ecuación anterior se observa que L es independiente  de 4 ,  
por lo que  sabemos que dicha variable es cíclica. Una  forma con- 
veniente de  manejar las variables cíclicas es utilizando la Función 
de  Routh, la cual se comporta como un  Hamiltonian0  para las 
variables cíclicas y como un  Lagrangiano para las demás variables. 
La función  de Routh  no depende  explícitamente  de las variables 
cíclicas ni de  sus derivadas,  sino  que en ella aparecen  solamente los 
momentos  asociados a dichas variables,los cuales son constantes 
de  movimiento para el problema.  Principiamos  por  obtener 6 en 
función  de p4 lo que  permitirá que ésta no aparezca  explícitamente 
en el Routhiano. 

dL 
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Efectuando la derivación respecto a 4, se tiene: 

p4 = 2 0 4  sin2 8 + D ( 4  + 4 COS 8) COS 8 (15) 
Eliminando los paréntesis del segundo  término: 

Factorizando 4 tenemos 

p4 = D$(2sin28 + cos28j + D$cosO (17) 

Y despejando  de la tiltima  ecuación,  obtenemos: 

p(#) - D* cos 8 qj= 
D(2sin28 + cos2 8) 

Lo que  también se puede escribir como: 

Por lo que: 

La función  de Routh se define  como : 

r 

R = D e 2 + D  ~4 - D+ COS 8 
D ( l  + sin28) 

l 2  
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r 1 

Simplificando la expresión anterior,  tenemos: 

Dd2 Dd2 cos2 8 
R(O,$,b,*,p4) = De2 + - - 

2 2 ( 1 +  sin2 e)  
- 4 

2 D ( l  + sin2 8 )  
- hfgl(sin 8 sin $ cos a + COS 8sina) (23) 

La forma  en la que se ha expresado la energía  cinética para escribir 
la función  de Routh  será  utilizada más adelante  en la ecuación 
de conservación de la energía,  que es  el punto  de  partida  para el 
análisis  de la región de Hill. 
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C apít u10 2 
Obtención del Hamiltoniano 

Para  obtener el hamiltoniano  de  este  problema,  partimos  de la 
función  de  Lagrange para un trompo simétrico cuyo punto  de apoyo 
se encuentra  entre las posiciones correspondientes a los casos de 
Lagrange y Kovalevskaya, la cual determinamos  anteriormente  y 
que reescribimos aquí: 

- MgZ(sin O sin $ cos a + cos 8 sin a) (24) 
debido a que la función de Lagrange no depende  explícitamente de 
la variable q5 ni del tiempo,  sabemos que la energía del sistema se 
conserva y que q5 es una variable cíclica (ignorable). 

Para  obtener el Hamiltoniano debemos expresar la energía  cinética 
en  función  de los momentos canónicos, eliminando las velocidades. 

Donde los indices repetidos  indican suma 4' = (q1, . . . , qn), q = 
(4'1 , . . , &) y 5 = (pl , . . . , pn). Derivando parcialmente la función  de 
Lagrange con respecto a la componente O de la velocidad, se obtiene 
el momento canónico asociado con la variable 8 y lo denoto po 

7' 

dL 
Po = - 

de 



Po = 2 0 0  

despejando 8 de la ecuación anterior se obtiene: 

Del mismo  modo son calculados los momentos  asociados con la 
variables q5 y $J, los cuales denoto pd y pg, respectivamente. 

= 2 0 4  sin2 0 + D 4  cos2 O + D 4  cos O (28) 

PQ = D [ 4 + 4 c o s 0 ]  

despejo y!~ y 4 de la ecuación (30) : 

sustituyendo $J de (30) en (29) se obtiene 4 en función  de las 
coordenadas y los momentos  correspondientes. 
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= 2 0 4  sin2 0 + p+ COS O (34) 

Por  claridad es conveniente calcular cada  término  de la energía 
cinética conforme aparece en la función de  Lagrange, el primer 
término es entonces De2, y lo escribimos a continuación: 

el segundo  término es Dd2 sin2 8 ,  entonces,  primero  determinamos 
$2: 

P4 - P$) cos e 2 

$ 2 =  [ ] 2 0  sin2 8 

el segundo  término  de T queda: 

Dd2 sin2 8 = (P4J - P?+!) cos q 2  

4 0  sin2 13 (39) 

Observando  que en la función de Lagrange $ aparece  únicamente 
en combinación con $ en el tercer  término  de T, por lo que  para 
calcular &te no es necesario conocer directa'mente a í$, sino  que 
basta con determinar la suma 4 + $ cos 8, y esto se puede  hacer 
fácilmente  considerando la ecuación (31): 
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? j + 4 j c o s 8 = -  P$ D 
entonces: 

[d + ~ i , . . ~ e ]  = - Pi 
0 2  

en  este  punto nos anticiparnos a simplificar la suma  de ~ $ 4  y p,p,b: 

El Hamiltonian0 es: 

H =Po8 + ph4j+p$?j - L = - Pi - - P i  
2 0  4 0  (47) 

". . . . . . . 
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- Pi $i (P4 - P$ - -+-+ 
4 0  2 0  4 0  sin2 8 

+ V  

sustituyendo V el Hamiltonian0  finalmente es: 

Pi  P i  (P4 - P$ H = -+-+ 
4 0  2 0  4 0  sin2 8 + MgZ [sin 8 sin y!J cos a + cos 8 sin a] (48) 

Por lo que las ecuaciones de movimiento son: 

d H  Po 
8PO 

- - - 
2 0  

= Po 

D 2 0  sin2 8 

d H  
w " - - - Mg1 sin 6 cos y!J cos a 

= P$ 



dH 
84 
" = O = $ ,  (54) 

por la última ecuación sabemos  que p4 es constante  de  movimiento. 

Las ecuaciones anteriores  pueden simplificarse escribiéndolas en 
términos  de  cantidades adimensionales, para ello definimos los sigu- 
ientes parámetros, el primero  de los cuales representa a la energía 
en  forma  adimensional: 

el segundo es proporcional al cuadrado del momento  angular p4 

B E  4 
2DMgl 

y el tercero es un  tiempo sin dimensiones 

r = t  - 

En  términos  de  estos  parámetros el Hamiltonian0  queda: 

+ sin 8 sin $J cos a + COS 8 sin a 

(57) 

y ahora  denotando con la derivada con respecto a 7 ,  las ecuaciones 
de movimiento  son: 

d H  
= Po 

= e  
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= Pi, 

= 4  

Las ecuaciones de movimiento que hemos determinado,  aún en 
los casos extremos  de a, que son integrables no poseen una solución 
analítica  sencilla, y en los casos intermedios  que  son  no-integrables 
ni siquiera poseen una solución analítica,  por lo que  para  efectuar 
el análisis del movimiento es necesario integrar  numéricamente las 
ecuaciones. El propósito de nuestro  estudio es determinar la es- 
tructura  dinámica del problema, lo que implica conocer los puntos 
periódicos,  estables  e  inestables así como sus  órbitas.  Para la, de- 
terminación  de los puntos periódicos hemos recurrido a la,s lineas 
de  simetría. 
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Capít u10 3 
Región de Hill 

La región de Hill es aquella en la cual el movimiento es posible, lo 
que  implica  que la energía cinética es mayor o igual a cero. En- 
tonces,  todos aquellos puntos del espacio de configuración (+, 0, $), 
cuya energía cinética sea mayor o igual que cero constituyen la 
Región de Hill. Para  determinar la región de Hill partimos de la 
ecuación de conservación de la energía: 

E = T + V  (66) 

pero  para  tomar en cuenta  de  antemano  que + es una variable 
cíclica se escribe T como en la función de Routh y entonces para 
nuestro  problema la conservación de la energía queda: 

- 4 
2D(1 + sin2 0) 

D q 2  cos2 0 

+ MgZ(sin O sin $ cos a + cos 0s ina )  (67) 

Analizando  esta expresión para la conservación de la energía se 
observa  que en ella existe una fracción de la energía cinética  que sólo 
depende  de p4, que es una  constante, y de 8 que es una  coordenada, 
entonces  podemos  separar dicha fracción del resto  de la energía 
cinética y agruparla con la energía potencial. El hacer esto nos 
permite reducir el espacio de configuración a ( O ,  $), que son las 
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variables relevantes del sistema.  Denotamos  por TI la fracción de 
la energía  cinética  que sí depende  de  las  coordenadas relevantes: 

n 

- MgZ(sin 8 sin $ cos a - cos Bsina) ( 6 8 )  

Dividiendo  entre Mgl, para eliminar dimensiones, la región de 
Hill queda: 

E p i  
" - (sinesin$cosa - coses ina)  > O 
MgZ 2DMgl(sin2 8 + 1) 

- 

(69) 
Ahora identificamos en la desigualdad anterior los parárnetros A y 
B, que  ya hemos definido en el capítulo 2, con  lo cual la región de 
Hill torna  una expresión más sencilla: 

B 
(sin2 e + 1) 

A -  - (sin 8 sin $ cos a - cos 6) sin a) > O (70) 

Es importante  subrayar que las constantes MgZ, p i  y D, que 
aparecen  en la definición de A y B son positivas, lo que  implica 
que A y B son  positivas,  i.e. 

B>O (72) 
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Recordemos que los intervalos de definición de las variables O ,  $ 
y del parámetro a son 

8 E [o, 7 4  (73) 

para  abreviar  aún más la forma  de la región de Hill, introducimos 
las variables u,  x y x definidas como sigue: 

u = sin 8 (76) 

= cose (78) 
Debido a los intervalos a los que  pertenecen O y $, las variables 

u, x y z ,  satisfacen: 
- 1 L x < l  - (79) 
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o bien : 

pero 

B 
> O  

(u2 + 1) - 
porque  tanto el numerador como  el denominador  de la fracción son 
positivos,  entonces: 

En la desigualdad  anterior A está relacionada con la energía  to- 
tal, los términos  que contienen a x y a x se relacionan con la energía 
potencial,  mientras  que el que involucra a B y a u representa la 
energía  utilizada en el movimiento alrededor del eje vertical. 

Para Q! = O ,  que corresponde al caso de Kovalevskaya, la desigual- 
dad (84) queda como : 

B 
A - x >  > O  

- (u2 + 1) - 
depende  de $J y de 8 a través  de x ,  pues x = x (  8 ,  $J) 

Para Q! = que corresponde al trompo  de Lagrange, la desigualdad 
(84), se reduce a: 

B 
A - Z >  - > O  

(u2 + 1) - 
es independiente  de $, ya que u y z dependen íhicamelite  de 8 ,  
por lo tanto,  en el caso de Lagrange, la frontera  de la región de 
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Hill sólo puede consistir de  rectas  de la forma 8 = cte, en el plano 

El lado  izquierdo  de (84) está  acotado  por: 

A + l > A - - z c o s a - z s i n a > A - 1  - (91) 

considerando  que  por (80) u2 E [O, 11) el lado derecho de la 
desigualdad (84) está  acotado  por: 

B B - <  < B  
2 - (u2 + 1) - 

B B 
A + 1  > A - z c o s a - - z s i n a )  > 

- (u2 + 1) - 2 
> - (93) 

Entonces si : 
B > 2 ( A + 1 )  

se viola la desigualdad (93), y en consecuencia, no hay región de 
Hill 

El caso límite  para la desigualdad (93) se da. cuando se tiene la 
igualdad: 

B 
A + I = ,  (94) 

L 

esto  ocurre  cuando u2 = 1, lo que implica que 8 = ;) entonces 
sin8 = 1 y cos8 = z = O, por lo que X C O S ~  = s i n q c o s a  = -1 
lo que  implica  que a = 0) sin $J = - 1 de  donde + = $f. Entonces 
el caso límite  ocurre  cuando  estando en el trompo  de Kovalevskaya 
la región de Hill consta  solamente del punto (8 = ;, .zc) = F) 

Y 

Y 
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En la frontera  de la región de Hill se cumple la igualdad  en (84) 

B 
A - X C O S ~  - m i n a  = 

(u2 + 1) (95) 

para (O = 5, .rc) = ?), se tiene  que J: = I ,  z = O ,  y u = 1, entonces, 
sustituyendo  en (95), se tiene: 

B 
A - COS& = - 

2 

Esto  se  interpreta de la manera siguiente: si dados los valores 
de A ,  B y Q se cumple la igualdad (96), entonces el punto (O = 
- .rc) = 5) pertenece a la frontera  de la región de Hill. 7r 

2’ 

Gracias a que  ambos miembros de la’ desigualdad (84) son posi- 
tivos, la región de Hill también se puede escribir como: 

B 
( A  - x c o s a  - z s i n a )  

U 2 + Q  (97) 

y la frontera se expresa  por la igualdad 

B 
U ” l =  

( A  - X C O S Q  - z s i n a )  (98) 

por (80) sabemos que O _< u2 5 1 y en consecuencia u2 + 1 esta 
acotado  entre 1 y 2, entonces: 

B 
I <  - < 2  

( A  - X C O S ~  - z s i n a )  - 

Por lo que: 
B 2 A - z c o s a  - z s i n a  

(99) 
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y también 
B 5 2(A - xcosa  - z s i n a )  (101) 

Si suponemos  que  existe la frontera  de la región de Hill, se debe 
cumplir la igualdad en (84), pero  también se debe  satisfacer la 
desigualdad (91), por lo tanto: 

B 
A + 1 2  

(u2 + 1) - 
> A - 1  

Entonces  para  que  exista  la  frontera de la región de Hill, se requiere 
que se satisfagan  las siguientes desigualdades: 

Por otra  parte si B < ( A  - l), tenemos: 

B 
5 B < B - l < A - z c o s a - z s i n a  

(uZ + 1) (105) 

por las desigualdades (91) y (92) se sa'tisface la desigualdad (97), 
sin  embargo  no  puede cumplirse la  igualdad,  esto significa que no 
hay  frontera  de la región de Hill, de  modo  que  todos los puntos del 
espacio  de configuración forman parte de  ella. 
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C apít ulo 4 
Líneas de Simetría en el  movimiento  del  Trompo 

La primera  parte  de  este  capítulo consiste en un  resumen acerca 
de las involuciones y sus  propiedades,  algunas  de las cuales de- 
mostraremos. En la segunda  daremos la definición de las líneas 
de  simetría y demostraremos  sus  propiedades y en la tercera es- 
pecificaremos de  que  manera se aplica esta  teoría al problema  que 
estamos  estudiando. 

4.1 Involuciones y sus propiedades 

Las líneas  de  simetría solo existen para  mapeos  tales  que  puedan 
escribirse como el producto (composición) de dos involuciones. Sea 
M el operador  de evolución temporal, Io el operador  de inversión 
en el tiempo y la velocidad,  e 11 es la involución clue completa la 
factorización  de M,  entonces,  por ser involuciones: 

Es fácil ver que AK” = 1 0 1 1 ,  multiplicando  primero M a la izquierda 
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por 1 1  y luego por IO se obtiene la identidad. 

igualmente M( I&) = I .  

De acuerdo con la factorización de M, también se cumple  que 

11 = MI0 (106) 

En lo que sigue veremos de que manera se puede definir un  grupo 
de  operadores  formado sólo por la composición repetida  de M y las 
involuciones en las que se factoriza. 

Definición uno.Sea Ij M J I o .  

Como primer ejemplo obtenemos 1 - 1  a partir  de la definición, y 
comprobamos  que es involución: 

Ejemplo no. 0 
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Demostración: 

=1 

= IOIO = 1 

Antes  de  mostrar  que  todas las Ij consistentes con la definición son 
efectivamente involuciones es ilustrativo desglosar algunos  ejemp- 
los: 

Ejemplo no. 1. I1 satisface la definición. 

I1 = MI0 

Ejemplo no. 2 .I2 
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Ejemplo no. 3. 1 3  

=1 
2 = 1 1 = 1  

=1 

2 = I1=1 

Ejemplo no. 5. 1-1 satisface la definición. 
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Ejemplo no. 6. 1 - 2  

Ejemplo no. 7. 1 - 3  

=1 

Ejemplo 

1 - 4  

2 
1 - 4  

no. 8. L 4  

A A 

=1 
I; = 1 
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En los ejemplos  anteriores observamos que Ij para j > O es una 
cadena  alternada  de 11 e lo que empieza y termina con  con I1 por 
lo que  en  ella  aparecen j veces I1 y j - 1 veces 1 0 .  Por el contrario 
si j < O vemos que lj es una  cadena  alternada  de 1 0  e 1 1  que 
empieza y termina con  con lo por lo que en ella aparecen j veces 
11 y j + 1 veces Io. Esto es: 

Ij = 1 1 1 0  ... IJ011 
contiene j veces I1 

j - 1 veces Io 

I+ = lOI~...lOI~l~ 
contiene j veces 11 

j + 1 veces 1 0  

De igual manera podemos ver que MJ’ es una  cadena  donde se al- 
ternan las dos involuciones en que se factoriza, y que  comienza con 
1 1  y termina con lo, mientras que M+ comienza con Io y termina 
con 1 1 .  Esto es: 

Mj = ... 1110  

repetido j veces 
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mientras  que: 

j veces 

Si aplicamos Io a M*j por la izquierda  ,tenemos: 

j veces 11 
j + 1 veces 1 0  

=1 

j veces I] 
j - 1 veces Io 

= Ij 

"" " .... "_ 



32 

Pero si aplicamos 10 a M*j tanto  por la izquierda como por  la 
derecha,  tenemos: 

=1 

= ( 1 0 1 1 1 0  ... I$ 
- - " j  

escribiendo lo anterior  en  forma' más compacta se tiene: 

Esto es,  al  realizar la operación IOM*"o, en un  extremo  de la ca- 
dena  se  obtiene  la  identidad, que equivale a quitar  una involución 
1 0  en ese extremo, en tanto que en  el otro,  simplemente se agrega 
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una 10, con  lo que se obtiene M73 que es su  inversa. 

Por  otra  parte,  también es fácil ver que para j > O 

entonces I; puede escribirse como: 

o bien, simplificando: 

con  lo que  se  muestra  directamente  que las Ij son involuciones. En 
las ecuaciones (121) a la (123) asumiremos  que j > O y escribire- 
mos el signo  negativo explicit amente: 

Del mismo  modo se tiene  que: 
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entonces I2 . puede escribirse como: -3 

I ~ .  -3 = ( M - ~ I ~ - ~ ) ( I ~ - ~ M )  

Donde  se ve claramente  que: 

I 2 .="M=1 1 
-3 

El  conjunto  de los operadores MJ' y las involuciones IJ', donde j 
puede  ser  tanto positivo como negativo,  forman  un grupo  discreto 
infinito bajo la operación  de composición. 

La propiedad ( i ) ya la hemos demostrado, a continuación de- 
mostraremos las demás. 

Demostración de ii. 

Aplicando la definición de las  involuciones,tenemos  que: 
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que por (123) es: 

simplificando los exponentes se obtiene: 

I l I k  = M I-k 

Demostración  de iii. 

Utilizando  nuevamente la definición de involución tenemos: 

simplificando: 

M ~ I ,  = ~ j + l ~ ~  

y volviendo a la definición: 



M ~ I /  = I ~ + ~  
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(133) 

Demostración  de  iv. 

Aplicando  la definición de involución en el miembro  derecho  de la 
ecuación 127, tenemos: 

I ~ M ~  = ( M ~ I ~ ) M ~  

pero como I0Mk = I - k ,  de  modo  que: 

y utilizando  la  propiedad  anterior: 

(136) 
(137) 

- . ." "" " . 
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4.2 Líneas de Simetría 

Definición : 

El conjunto  de  todos los puntos invariantes ante la 
involución Ij constituyen la línea de simetría rj. E s  
decir la línea de simetría rj está formada por el con- 
junto  de puntos fijos de la involución Ij. 

donde el punto r'= (O, + ) p ~ ) p @ ) .  

Es importante conocer la manera en que se transforman  las  líneas 
de  simetría  cuando se  les aplica el operador  de evolución temporal 
( M ). Sea r' un  punto sobre la línea  de  simetría rl i.e. : 

Aplicamos M a ambos miembros de la igualdad  anterior: 

M I f ' =  Mr' 

(139) 

Multiplicamos F por la identidad  escrita en la forma M-IM en el 
miembro  izquierdo  de la igualdad: 
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Utilizando la propiedad (125) con j = 1, la igualdad  anterior se 
transforma  en: 

Simplificamos la igualdad  anterior con la ayuda  de la propiedad 
(127) con Z = Z + 1 y k = -1 

1/+2(MF) = MF 
entonces M F E  r1+2 

Entonces  al  aplicar  el  operador de  evolución tempo- 
ral  al  punto F, perteneciente a la  línea  de  simetría rl, 

éste  se  transforma  en  el  punto (MTq, el  cual  pertenece 
a la  línea  de  simetría rl+a i.e. la  línea rl se  transforma 
en  la  línea rl+a. Esto implica  que  todas  las  líneas  de 
simetría pueden obtenerse a partir de  las  líneas ro y 
rl por  iteración de  las  mismas. 

Ahora  resta  a,nalizar lo que  ocurre al aplicar la involución I1 a la 
línea  de  simetría r k .  Sea r' un punto  perteneciente a la línea  de 
simetría r k ,  entonces: 
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Por la definición de  línea  de  simetría r k  es 

Por  estar  sobre la línea l?k, F satisface. 

Aplicamos I1 en  ambos miembros de la ecuación anterior,  mante- 
niendo la igualdad 

Agrupamos las involuciones en el miembro izquierdo 

(IJx.)(F) = If 

Considerando la propiedad (125) tenemos 

M (F) = I$ I-k 
(148) 

Multiplicamos Fen el miembro izquierdo por la identidad,  esta vez 
escrita como I;'I~ = IlIl 

M~-~( I [ I~) (F )  = I ~ F  
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Agrupamos en forma conveniente 

Simplificamos utilizando la propiedad (126) 

i.e. 

E n  conclusión, al aplicar la involución Il a la linea de 
simetría Fk, ésta se transforma en la línea r 2 l - k .  Un caso 
particular  de  esta  propiedad, pero  que  reviste  gran importancia, es 
el que  ocurre al aplicar la involución IO a la línea r k .  Para  todo 
punto  de la línea rk, tenemos: 

r'= I k ?  

si aplicamos Io: 

I()? = Io&? 

y utilizando (152) con 2 = O 
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i.e. (Io?) E r-k En  forma simbólica esto es : 

E s  decir que la línea l?-k se puede obtener aplicando 
Io a la línea I 'k ,  por lo que  no es necesario  calcularla 
de  manera independiente. 

4.3 Puntos y Ciclos Periódicos 

En el análisis  de la dinámica  de  un  sistema  uno  de los aspec- 
tos más importantes es  el de  determinar los puntos  periódicos, así 
como sus  órbitas, las que  proporcionan  información importante 
acerca  de como se desarrolla el movimiento del sistema  porque 
exhiben el comportamiento  más sencillo que pueda  presentar el 
sistema.  También se estudian las órbitas  de  puntos  que se encuen- 
tren  en una vecindad alrededor de los puntos  periódicos, lo que 
permite  saber si se trata de  puntos periódicos estables o inestables. 
Lo que  discutiremos a continuación es la relación que  existe entre 
puntos periódicos y líneas de  simetría, lo cual equivale a mostrar 
su  utilidad y aplicación como herramienta en el estudio  de  sistemas 
complicados. 

Si ?es  un  punto  punto periódico de  periodo n, entonces n es el 
menor  número  que  satisfaga: 
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r' forman  un ciclo de n puntos periódicos, que  son: F, MF, M", 

que  se  intersecan las líneas de  simetría Q y rk, entonces: 

M"-1 + .", r .  Por  otra  parte  supongamos que ró es un  punto en el 

por  estar r; en la intersección de  ambas líneas 

E rl, pero  también r; E r k ,  por lo primero  sabemos  que r< 
es punto fiJo de la involución Il, y por lo segundo,  que  también 10 
es de la Ik, esto es: 

Ilr; = r; (160) 

así como: 
Ikr< = y< 

combinando (160) y (161) tenemos: 

(162) 

si multiplicamos  ambos miembros de (162) a la izquierda  por I1 se 
tiene: 
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La interpretación  de las ecuaciones (163) y (164) es la siguiente: 

Las líneas de  simetría se cortan siempre  en  puntos 
periódicos,  i.e. si r< es  un punto de intersección  en- 
tre las líneas rl y r k ,  siendo I y k enteros,  entonces 
M*I'-k]r< = r;, y el periodo n del punto r< es por fuerza 
un divisor del valor absoluto de I - k, de hecho n es 
el menor  entero divisor de I I - k 1 ,  para el cual se 
cumpla: 

Mnr< = ro + 

Supongamos  que rí es un punto periódico de  periodo  p y r< es ohro 
punto periódico  que  pertenece al mismo ciclo que Ti, entonces: 

Mpr; = ry 

y para  algún  entero a tal que O < a < p 

lo que  implica  que 

si además  suponemos que rf y r< se relacionan mediante la in- 
volución 10, de  manera que: 
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entonces  tenemos  que  sustituyendo en la ecuación anterior r; en la 
forma  de la ecuación (167) 

multiplicando  por Io del lado izquierdo , tenemos: 

r< = IoMari 

y por la ecuación (113) 

también es posible combinar (168) y (169) sustituyendo en la primera 
r< en  términos  de Ti, con esto  encontramos que: 

que  por la definición uno es: 
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Por lo tanto 6 E L a  n Procediendo  de  forma  recíproca 
para r;, despejamos ry de la ecuación (169), lo sustituimos en la 
(167),  y  obtenemos: 

r: = MaI& 

que  nuevamente por la definición uno es: 

r; = Iur; 
entonces r; E r, 

(177) 

y de  igual manera multiplicando a la izquierda la ecuación 168 por 
1 0  obtenemos que: 

Ia-p‘;z = r;()entonces r; E ra-p 

De donde se concluye que r; E ra n 
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Capít ulo 5 
Conclusiones 

Antes  de  continuar con la factorización del sistema,  haremos al- 
gunas consideraciones de  caracter  general.  Partiendo  directamente 
del Hamiltoniano, se obtiene  un  sistema  de seis ecuaciones difer- 
enciales con seis incógnitas, es decir un  sistema  de seis grados  de 
libertad.  Gracias a que se trata de  un  sistema  conservativo el 
Hamiltoniano H permanece  numéricamente  igual a la Energía E 
durante  toda la evolución  del sistema,  esto  elimina  un  grado  de lib- 
ertad.  Por  otra  parte considerando  que la única  fuerza  actuando 
sobre el trompo es la de  gravedad, la cual está  verticalmente di- 
rigida  hacia  abajo, en dirección paralela al eje z del sistema  inercial, 
por lo que la torea  relativa al eje z es igual a cero, lo que significa 
que el momento  angular alrededor de  este eje es una  constante de 
movimiento,  esto se refleja en el  hecho de  que en el Hamiltoniano 
del sistema  no  aparece la variable 4, que es  el ángulo  alrededor del 
eje 2, por lo que es  el momento p$ el que se conserva. Con  esto nos 
deshacemos  de  dos ecuaciones de  nuestro  sistema  ya  que  tenemos 
que p4 = O y  que 4 es cíclica. 

Con lo anterior el número de grados  de  libertad del sistema se re- 
duce a tres, sin  embargo el análisis del movimiento se realiza  en la 
Sección de  Poincaré,  que es bidimensional. 

Para  poder calcular las Líneas de  Simetría  de  este  problema es 
necesario comenzar  por  encontrar las transformaciones  de inversión 
en el tiempo y velocidad ante las que el Hamiltoniano es invariante. 
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+ sin8sin$xosa+cosOsina (182) 

De acuerdo con la referencia [5] cualquier Hamiltoniano  cuadrático 
en  las velocidades es factorizable en dos involuciones. Para  este 
Hamiltoniano  hemos  encontrado  dos  transformaciones  de inversión 
temporal  que  dejan invariantes a las  ecuaciones de  movimiento, de- 
notamos como I0 la primera y por I; la segunda: 

Como pe aparece elevado al cuadrado , el primer  término del Hamil- 
toniano,  no se afecta con la transformación 10, por otra parte 1 0  

no modifica a p+ ni a 6 ,  de  modo  que el segundo, el tercer, y el 
quinto  términos  tampoco se modifican  con la aplicación de Io, sin 
embargo el cuarto  término requiere de  un  análisis más cuidadoso, 
tenemos  que al aplicar 1 0 :  

reflexión respecto al plano q!~ = % 
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es decir que la aplicación de 1 0  introduce  un cambio de signo en la 
derivada con respecto a $, pero éste se cancela con  el que  introduce 
el cambio  de signo en t 
La segunda transformación la definimos como sigue: 

El análisis  de la invariancia del Hamiltonian0 ante  esta  segunda in- 
volución es totalmente similar al que se hizo para 1 0 ,  sin  embargo 
es interesante  notar  que  para el cuarto  término  sucede lo mismo 
que si aplicaramos 1 0 ,  es decir que al aplicar 1;: 

*H T - $  

reflexión respecto al plano $ = 5 
+ sin $ H sin q!~ 

+- cos$ H -cos$ 

Esto  se  debe a que geométricamente los planos $ = y $ = 5 
coinciden,  pero numéricamente no son lo mismo, así que represen- 
tan planos diferentes en la evolución del movimiento del sistema. 
Si analizamos la ecuación de movimiento de p ~ ,  tenemos: 

d H  
- sin 8 COS y!~ COS CY 
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Partiendo  de la definición de línea  de simetría, t,enemos: 

ro = {r '  I lor' = r'} (186) 

Determinar la línea ro es determinar el conjunto  de  puntos invari- 
antes  de 10. Lo que significa  resolver la ecuación: 

El punto ?'es: 
r'= ( O ,  $ 7  Po, P d  

la ecuación (187) es : 

( 8 ,  *,PO, P$) = (0737-r - $ 7  -Po, P$) (189) 
la ecuación  que  tenemos es muy fácil de resolver componente  por 
componente,  para 8: 

o = o  (190) 
se satisface para cualquier O siempre  que  sea  consistente con la 
conservación de la energía. Para +: 

* = 3n-$ 
2$ = 37r 

37r d = -  , 2 
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Para PO: 
Po = -Po 

se satisface sólo para: 
Po = 0 

Para p$ ocurre lo mismo que para 8: 

P$ = P$ (194) 

se satisface para cualquier p$ cuyo  valor sea  consistente con la 
conservación de  la energía. 

Por lo tanto: 

Para satisfacer la condición de  que el sistema  sea  conservativo se 
barre la variable 8 de O a 7r se introduce en la ecuación de la energía 
con $ = $ y po = O y se despeja p$. 

Procediendo  de igual forma  pero  usando I,* obtenemos r:: 

Para  determinarla debemos resolver la ecuación 

F =  I;? 

que  por  componentes es: 

( 6  $ 9  Po, P$) = (877.r - $7 -Po, P$) 
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Po = "PO 
+- po = o  

Para y!J 

Entonces : 

Donde  para no violar la conservación de la energía se hace lo mismo 
que  en 1'0. 

En caso de  que el movimiento del sistema  sea  posible, la región 
de Hill puede  ser  todo el espacio de configuración, o bien estar re- 
stringida a una porción que es determinada  por  su  frontera. Es por 
ello que reescribimos la expresión (70)) que  representa la energía 
cinética y la denotamos  por TI 

I B T = A -  - (sin 8 sin $J cos a - cos 8 sin a) > O (202) 
(sin2 O + 1) 

La derivadas  de TI con respecto a + son: 
I T+ = -(sinOcos+cosa 

I T$$ = (sin 8 sin $J cos a 
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la primer  derivada  de T se anula en $ = y en $J = $, y 
considerando el signo de la segunda  derivada vemos que $ = I 

corresponde a un mínimo de la energía  cinética  y $ = a un 
máximo, y es,  por lo tanto en este valor de $ donde  ocurre  un 
mínimo  de la potencial.  Además el  valor de $ en el mínimo  de la 
energía  potencial  siempre  será el mismo,  independientemente del 
valor de a, esto significa que,  de  haber  movimiento, las órbitas 
siempre  atravesarán  por el plano $ = F. Es por  esto  que  hemos 
seleccionado este  plano para  tomar la sección de  Poincaré. 

I 

No sucede igual con  el plano $ = 5,  pues existen  muchos casos 
para los cuales no es posible que la variable $ tome ese valor, lo 
que  implica  que no es conveniente tomar la sección de  Poincaré en 
este  plano. 

El cálculo de las líneas de  simetría  pares es directo  pues  simple- 
mente  se  itera la línea ro, que  ya es conocida. Para calcular las 
líneas  de  simetría  impares hacemos lo siguiente: 

Sea 7 un  punto perteneciente a la línea q , y Tz el operador  de 
evolución temporal  que  transforma  un  punto  sobre el plano $ = 

a otro  que se encuentre $ = F, además T-2 = í"z1; entonces: 

1 

1 1 

1 
licar Tz es integrar las ecuaciones de movimiento hasta 

(205) 

llegar a, 
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1 
Si aplicamos T-2 al mismo punto sobre F:, tenemos: 

Si ahora  integramos las ecuaciones de movimiento partiendo  de r'- 
hasta volver al plano $ = es claro que vamos a llegar al punto 
r'+ habiendo  intersectado el plano $ = 5 en el punto r " ,  esto es : 

MF" = T+ 
pero como Io?+ = r'- entonces: 

I()Mr'- = F .  (209) 

r'- E rWI (210) 

r+ E rl (all> 

es decir 

Y 
+ 

1 
por lo tanto la línea ri bajo el operador Tz se transforma en la 
línea rl. Considerando  todo lo anterior se concluye lo siguiente: 

1 : El plano  adecuado  para la sección de  Poincaré en este  trabajo 
es el plano + = 

2 : Para que  existan líneas de  simetría  impares en el plano $ = 
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es necesario que la región de Hill contenga  puntos con $ = %, esto 
se debe a que la línea rl proviene de F:. 

3 : En el caso de Lagrange siempre es posible calcular ambas fa- . 

milias  de  líneas  de  simetría pues para  éste la frontera  de la región 
de Hill son  rectas  de la forma 8 = cte, lo que  implica  que  siempre 
hay  puntos  de la región de Hill tanto sobre $ = 9 como en + = 5.  

Análisis de los Ejemplos 

En  este  capítulo se analiza la evolución dinámica  de  algunos 
ejemplos,  en  todos ellos se parte del Trompo  de Kovalevskaya, 
donde se tiene a = 0.0 y se incrementa  gradualmente  este  parámetro 
en 0.2 excepto  en el último  incremento,  donde se pasa  de a = 1.4 a 
a = 1.57 - ;, y nos encontramos  muy cerca del caso de Lagrange. 
Para  cada valor de a se calculan las líneas de  simetría  en la sección 
de  Poincaré $ = y se grafican de la siguiente manera: la vari- 
able 8 se mide  sobre el  eje horizontal, tomando valores entre cero 
y n, el momento se mide en  el  eje vertical y la escala  depende 
del valor máximo  que alcance para  cada ejemplo en el Trompo de 
Kovalevskaya, manteniéndose la misma escala durante  todos los 
calculos relativos a los mismos valores de A y B. En  muchos casos 
se muestra  también el mapeo  de  Poincaré  correspondiente. 
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En el primer  ejemplo se  escogió A = 3 .O y = O. 5, este caso no 
posee frontera  de la región de Hill para  ningún valor de a, de  modo 
que  todo el espacio de configuración es accesible al movimiento, Y 
existen  tanto las líneas  de  simetría  pares como las impares  para 
cualquier valor de a. La primer gráfica muestra el mapeo  de 
Poincaré  en el trompo de Kovalevskaya,  se aprecia  en é1 una  estruc- 
tura  laminar, tal como  es de esperarse, y que  consta  esencialmente 
de  dos  grandes regiones de movimiento en la región de la derecha 
se observa un  punto elíptico de periodo 1, a l  que  llamaremos  punto 
e, y ya dentro de la otra región de movimiento se  encuentra un 
punto hiperbólico  de  periodo  uno, al que nos referiremos como 
punto h la órbita que  pasa por este  punto  subdivide la región en 
dos  más  pequeñas  centradas en los puntos elípticos que e s t h  arriba 
y abajo del  mismo, a ellos  los llamaremos e2 y - e2 ,  respectiva- 
mente.  Analizando la gráfica de las líneas de  simetría  pares vemos 
que  dejan dos agujeros alrededor de  estos  puntos, y que  de hecho 
estas líneas se cortan en el punto e, y en el punto h pero no pueden 
traspazar la órbita de  este  último en ningún  otro  punto.  Exami- 
nando  ahora la gráfica de la líneas impares se aprecia en ella que 
todas se cortan en el  los puntos h, e 2  y -e2 además de  tener 
una región común con las pases que va de la órbita  de h hacia 
afuera,  pero  que  dejan  una  ventana que abarca casi  tocia la región 
derecha del mapeo. Sin embargo  entre 1% dos f a d i a s  sí aba,rcan 
todo el mapeo. Al ir incrementando a se observa para las  líneas 
pares  que  indican la presencia de  un  periodo tres  que  antes 110 

era  evidente y que se doblan  notoriamente  alrededor la frontera de 
la zona  que  originalmente les era inaccesible penetrándola  un POCO 

pero  sin  abarcarla en su  totalidad  esto  genera nuevas intersecciones 
con las h e a s  impares las que a su vez presentan nuevos dobleces 
alrededor  de la misma  frontera sólo que hacia afuera. Al siguiente 
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incremento las dos  familias  de líneas continuan  ondulándose  alrede- 
dor  de  dicha  frontera  pero  además  las  impares  forman una especie 
de  estrellas  en los puntos e2 y -e2 que indican la' existencia  de 
un  periodo seis. Este proceso continua,  incrementándose a cada 
paso el número  de interseciones hasta que a = 0.6 en el siguiente 
paso se nota  que dicho número ha disminuido y también clue los 
tamaños  de las zonas a las que no podían llegar las lineas  pares y la 
que  dejaban las líneas impares se han reducido  sensiblemente. Al 
pasar  de Q! = 1.2 se observan cambios bruscos a cada  incremento 
hasta que  en a = 1.57 las ventanas  que  dejaban  unas y otras líneas 
casi han desaparecido  de  modo  que  practicamente  comparten todo 
el mapeo. 

En el segundo ejemplo se seleccionaron A = 1.5 y B = 1.4, y se 
determinó la región de Hill para cada valor de a, en la gráfica corre- 
spondiente el eje horizontal  representa la variable $ en el intervalo 
[O, an] y el eje vertical la varia'ble 8 en el intervalo [O, 7 ~ 1  como puede 
verse, para a = 0.0 la región de hill tiene  un  agujero  centrado  en 
($I = $, 8 = $)? para los demás valores de a la frontera  divide 
el espacio  de configuración en dos, la parte  superior  contituye la 
región de Hill, y la inferior nunca  puede ser alcanzada  durante el 
movimiento. Debido a que la región de Hill siempre incluye pun- 
tos  sobre í$ = 5 siempre  encontramos  de  ambos tipos  de líneas 
de  simetría.  En las gráficas observamos que  primero el rnapeo  de 
Poincaré  muestra  una  estructura,  semejante a la del ejemplo  ante- 
rior y denotaremos igual a los puntos con características  similares. 
Al igual  que  en el ejemplo anterior se tiene  que las líneas  pares  no 
aportan información sobre los puntos e2 y -e2 mientras  que con 
las impares  sería imposible determinar el punto e cuando a = 0.0. 
En a = 0.2 las líneas pares ya pasan  por los puntos e2 y -e2 ,  
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pero  las  impares sólo ocupan  una vecindad muy  pequeña  alrededor 
de ellos sin  poder  cubrir  una  amplia región alrededor del punto e, 
conforme se incrementa el parámetro la región que  comparten es 
cada vez mayor hasta que en Q - 5 la  ventana  que  dejaban las 
impares casi ha desaparecido. Como en el ejemplo uno se  notan 
cambios  cualitativos  muy  inportantes en las líneas de  simetría, en 
los últimos  tres valores del parámetro  para los que se calcularon. 

En el último ejemplo los  calculos se hicieron, con A = 1. O y 
B = 3.0. La región de Hill es interior a su  frontera,  en la gráfica 
se  nota como su  tamaño va reduciéndose al ir aumentando Q y 
desaparece  antes  de  de  que  sea igual a 1.4. Para  este caso no exis- 
ten  líneas  impares porque $ sdo  puede tomar valores mayores que 
T .  Se observa  que para  este caso las línea,s de simetría  varían  más 
suavemente  al  incrementar el parámetro menos cuando  se  pasa  de 
1.0 a 1.4. 

/ 
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