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Introduccion.

Uno de los problemas mds importantes en Mecdnica Celeste, es el problema general de n-cuerpos.
En la bisqueda de su solucién, se han planteado casos particulares; un ejemplo de éste es el
problema restringido de tres cuerpos.

Lograr describir la dindmica del problema restringido es muy complicado debido a la estruc-
tura de sus ecuaciones de movimiento, pues tienen 5 puntos de equilibrio y 2 singularidades.
El sistema péndulo-resorte ha sido estudiado por algunos autores como un modelo simple que
refleja la complejidad del primero [BB]. Las ecuaciones de movimiento del péndulo-resorte son
maés simples, sélo tiene 2 puntos de equilibrio y una singularidad (punto fijo del resorte).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, estudiaremos el problema péndulo-resorte
como un problema académico aplicando técnicas generales de sistemas Hamiltonianos. Bajo
esta misma idea algunos autores han obtenido algunos resultados. En [Koi] se hace un estudio
local de érbitas periddicas simétricas mediante cilculos numérico-analiticos, logrando encontrar
s6lo érbitas de libracion (i.e., que tocan la curva de velocidad cero) y propone la bisqueda de
6rbitas de circulacidn (i.e., que no tocan la curva de velocidad cero). En [Nu] se toman valores
fijos de la gravedad y constante del resorte, y se realiza un estudio del mapeo de Poincaré para
algunos valores de energia. Después de calcular los exponentes de Liapunoff se concluye que
existe comportamiento caético para estos valores particulares de los pardmetros.

En el presente trabajo se estudian algunos aspectos dindmicos del sistema péndulo-resorte
considerando que es un sistema Hamiltoniano. La idea principal se centra en el hecho de que es
un sistema no-integrable y tiene simetrias.

En el Capitulo 1 se plantean las ecuaciones de movimiento, y se observa que se tiene un
sistema Hamiltoniano conservativo con tres grados de libertad, reversible. Se toman variables
adimensionales con lo que las ecuaciones quedan en términos de un parametro f € [0,1]. Un
cambio a coordenadas cilindricas hace ver que la componente vertical del momento angular es
una constante de movimiento al igual que la energia (h). Este hecho permite la reduccién a un
sistema hamiltoniano con dos grados de libertad. Para su estudio, distinguimos dos casos de
acuerdo al momento angular: a =0y a # 0, y se hace una descripcién de las regiones de Hill.

En el Capitulo 2 se demuestra la no integrabilidad de las ecuaciones diferenciales paraa = 0, y
se hace la explosion de la singularidad de las ecuaciones diferenciales utilizando la transformacion
de McGehee. Se demuestra después que, para energia positiva existen un nimero par de 6rbitas
expulsidn-colision, las cuales se aproximan a la singularidad cuando el tiempo crece y decrece.
Se da la demostracién de la no existencia de primeras integrales eztendibles independientes de
la energia.

A partir de aqui nos concentramos en la bisqueda de soluciones periédicas que cumplen con
la simetria (z,y,2,9,t) — (z,—-y, —%,9, —t), i.e., que sean simétricas con respecto al eje z y que
crucen el eje y = 0 al menos dos veces con & = 0. De las regiones de Hill se observa que estas
s6lo pueden ser calculadas para el caso a = (0. Mediante las ecuaciones variacionales se hace un
estudio de las érbitas verticales vecinas a los puntos de equilibrio Ly y Lo.

En el capitulo 3 se da la definicién de mapeo de Poincaré y las propiedades esté. Se continua
con la definicidn y propiedades de lineas de simetria. Utilizando la técnica de lineas de simetria,
calculamos las 6rbitas periodicas simétricas del péndulo-resorte.



A fin de evitar los problemas numéricos ocasionados por la singularidad, hemos calculado
las lineas de simetria para un valor de energia h = —0.4 con f = 0.9,0.8,0.7,0.6,0.5,0.4,0.3 y
para h = —0.2 con f = 0.8,0.7,0.6; finalmente damos una descripcién sobre la dindmica de las
lineas de simetria y la existencia de érbitas con diferentes periodos.

il



Capitulo 1

Sistema péndulo-resorte.

1.1 Ecuaciones de Movimiento.

El sistema péndulo—resorte consiste de una particula puntual de masa m sujeta a un punto fijo
con un resorte lineal de longitud natural I, y constante k, inmerso en un campo gravitacional
constante g como se muestra en la Fig. 1.1.

La variacién de la energia cinética que el resorte comunica al cuerpo y la variacién corre-
spondiente de energia potencial, s6lo dependen de la compresién o dilatacién del resorte y esta
determinada por la distancia radial p del punto fijo del resorte al cuerpo. Esto se deduce del
hecho que la fuerza del resorte esta dirigida a lo largo de él y sélo los desplazamientos en dicha
direccién produciran trabajo y variardn la energia potencial; luego la energia potencial debida
al resorte esti determinada por la distancia de la masa al punto fijo, y todas las posiciones
de una circunferencia de radio dado tienen la misma energia potencial (ver Fig. 1.2), en otras
palabras si p es el radio del vector (distancia de la particula del péndulo al origen o soporte), el
estiramiento del resorte es p — [, y la fuerza —k(p — [,,).

La energia potencial V(£,7,() estd compuesta de la energia eldstica

k(p _ 10)2
2
y la energia gravitacional —mgf. Donde £ es la coordenada vertical orientada en la direccién
del campo gravitacional; 77 y ¢ son las coordenadas en las direcciones ortogonales a un sistema
cartesiano (véase Fig. 1.3) y p = /€% + 72 + (2. La fuerza es dada por
P = —grad V(En, Q) = (-mg + HE=0)E Koo bn Hpobie),
p p P
Obsérvese que la fuerza sdlo depende de la posicién. De la segunda ley de Newton sabemos que

F = ma, luego las ecuaciones de movimiento relativas al punto fijo son:
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Figura 1.1: Péndulo resorte.

S

Figura 1.2: Radios de energia potencial eldstica constante.
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I'igura 1.3: Sistema de referencia.

con condiciones iniciales

6(0) = o, 7](0) = Mos C(U) = (o) E(O) = éoa 71(0) = oy C(O) = éo

donde - = ;—l. De las ecuaciones de movimiento podemos notar que tenemos un sistema con
una singularidad en el origen { = 7= ¢ = 0.

A partir de las ecuaciones (1.1)-(1.3) obtenemos que el sistema tiene dos puntos de equilibrio,
cuyas coordenadas son

Li: & n."g+lo>0, m=0,¢=0

ko

m
Lqy: £2=-—‘,~—g-—lo<0, 12 =0, C2=0

1.2 Primera Reduccion.

La simetria del problema respecto de la direccion vertical nos permitird reducir el ndmero de
grados de libertad en uno.

Si multiplicamos la ecuacién (2) por ¢ y (3) por 3 y restamos obtenemos
(- =0
e integrando llegamos a la ecuacion
- (:1] — 1)¢ = constanle.
La cantidad {3 — ¢ es la componente del momento angular en la direccién €. Entonces el

movimicnto se realizard en un plano que contiene al cje £ (ver Fig.1.4), el cual gira a una
velocidad sectorial constante.
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Figura 1.4: Plano del movimiento.

La reduccién anterior se visualiza mejor si reescribimos las ecuaciones (1)-(3) en forma Hamil-
toniana en coordenadas cilindricas. Autes de ello conviene pasar a variables adimensionales con

origen en el punto Ly, introduciendo

9«‘1=% -1, y1=g1, 21=%

1

junto con una reparametrizacion del tiempo dada por

/k
T =1{8—.
m

Entonces en estas nuevas variables las ecuaciones de movimiento toman la forma

/
. 1_
g = —(z1+1) ( - L
DT
.. 1—
o = —nil- L
V@i + 12+ 4+ 22
21 = —z|1- l—f
] Vi + D)2+t + 2
oo = M9
donde o 7 my + ki,

ccuaciones pueden escribirse en forma Hamiltoniana

+f (1.4)

(1.5)

(1.6)

. Obsérvese que &, {, > 0, y por lo tanto 0 < f < 1. Estas



oH . oA

o= apl‘l— Por = 3_1;_1-
._ oH ._ _oH
no= apyx Pu = ayl
) OH ) o
2 = - z f—s —————
! 9ps. Pz 921

donde

1 1
I{(xh Y1, 21, Pzy > Pyr ,pzl) = 5(1’31 + p?ﬂ +p§1) + 5(23 + y% + Zf)

(1= e+ 12+ g2 + 22— (f ~ Dz

Como consecuencia de ello H es una constante de movimiento. Esta constante es precisamente
la energia total del sitema péndulo-resorte. En seguida hacemos un cambio a coordenadas
cilindricas dejando invariante la coordenada vertical en la direccién del campo gravitacional

Iy, = I
1. = T1C08¢
21 = Trisend.

Para que las ecuaciones anteriores definan un cambio candnico de coordenadas, se debe preservar
la 1-forma fundamental

Pz ATy + Py dY1 + Py dzy = pedT 4 prydry + pedd

(donde los p; son los respectivos momentos canénicos) lo cual nos lleva a que

Pz = Px
Pry, = Py COS ¢+ Dz, sen ¢
Py = r1{—py, sen ¢ + pz, cos ¢).
Observemos que
P2, = P}, cos’ ¢+ 2p,, -, cos psen ¢ + pi, sen’ ¢
P 2 2 2 2
T—%- = p,, sen ¢ — 2py, Pz, cOS@sen ¢ + p;, cos® ¢
y por lo tanto
P _

pzl + 2 —p12/1 +P§1
1

donde 7 = y? + 2%. Bajo estas consideraciones, en coordenadas cilindricas el Hamiltoniano se

transforma en

1 > 1
H(z,71,9,Pz,Pry,Pg) = 5(?3, + ;% +p2) + 5((-’6 +1)2+71})
1

(1= f/(z+1)?+r} - fz.
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componente vertical del momento angular (py = r3 dt) es constante, digamos ps = a, a € R. De

esta manera la reduccién del sistema por jla componente vertical del momento angular se lleva
a cabo fijando el valor de la coordenada de momento py.

A partir de las ecuaciones de Hamilton se ve que pg = = 0, luego py = 0 de donde la

Teniendo en cuenta estas consideraciones, conviene reescribir el Hamiltoniano como sigue: !
L 2 a®> 1 2,2
H(x,TI,Pz,Pn) = E(px +pr1) + ’é—ﬁ + 5((3 + 1) + Tl) -
1

-(1- f)ﬁc + 12+ 72 - f(z +1).

La variacién de ¢ se resuelve por la cuadratura py = a, y de las ecuaciones de Hamilton se ve
que H es una integral primera, lo cual significa que H es constante a lo largo de las soluciones.
Por lo tanto nuestro problema se reduce a resolver un sistema Hamiltoniano con dos grados de

libertad.

1.3 Puntos de Equilibrio.

Nuestro problema se ha reducido a dos grados de libertad, r1 y z. Para armonizar la notacién
haremos r; = y; por lo tanto el Hamiltoniano queda escrito ahora como

H(z,y,pz,py) = (pz+py)+ s+ 3 ((Z+1)2+y)—

(1= Nz + 1 +y2 - fz+1)

entonces el potencial efectivo después de efectuada la reduccién por la componente vertical del
momento angular viene dada por la funcién

a’

Vig,y,0) = -5 + 5 ((x+1)2+y ) (1= (+1)2+y% - f(z+1).

Para conocer el comportamiento de las soluciones vecinas a los puntos de equilibrio, estudi-
aremos la estabilidad de estos.

Dado que en nuestro caso se cumple que p, = £ y p, = ¥ , entonces las ecuaciones de
movimiento del péndulo-resorte en dos grados de libertad son:

s~ (s 1~ f
2= “’(1 m)”

.o e B 1-f
i= s m) (L7

Para el estudio de los puntos de equilibrio de las ecuaciones (1.7) distinguiremos dos casos: a = 0

y a#0.

Por conveniencia hemos agregado el término constante — f en el Hamiltoniano, lo cual no afecta las ecuaciones
de movimiento.
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Figura 1.5: Diagrama de Bifurcacién.

(1) Si a = 0 las ecuaciones (1.7) toman la forma

N S |
° T (+1”(1 (z+1)2+y2>+f

. 1-f
i o= —y(1- ————], 1.8
( \/(z+1)2+y2> (+5)
y tenemos un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales con una singularidad en (z,y)
= (—1,0), el cual corresponde al punto donde se apoya el resorte. Los puntos de equilibrio del

sistema (1.8), los podemos calcular a partir de los puntos donde las derivadas parciales de la
energia potencial V se anulan. Estos son:

L:l : (z7 y) = (0’0)

Ly: (z,y) = (2f_'270) para‘f < %
y por lo tanto el diagrama de bifurcacion esta dado como se ve en la Fig.1.5. Cabe recordar que
0< f<1y(z,y)=(-1,0) corresponde a la singularidad.

Si denotamos por (z,,0) cualesquiera de los puntos de criticos del potencial y calculamos la
matriz Hessiana de la funcién potencial V(z,y,0) en tal punto, obtenemos

1 0
Hessiano Vi o) = ( 01— |1_£| )
ro+1

La matriz Hessiana nos dara informacién del sistema en los puntos de equilibrio. Los valores
propios en L son Ay = 1, Ay = f; luego el punto (0,0) es un minimo local para el potencial V.

Los valores propios de Ly con f < % son Ay =1y A, = 2_f'—L1 < 0. De tal forma que podemos

concluir que Ly es un punto minimo del potencial mientras que L, es un punto silla.

(22) Para el caso a # 0, en general no es posible dar una férmula explicita para los puntos
criticos, sin embargo de la segunda ecuacién de (1.7) tenemos que

1-f 2
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entonces sustituyendo esta expresién en la primera ecuacién de (1.7) llegamos a que los puntos
deben estar sobre la curva

fv* = a¥(z +1). (1.9)

En el caso limite particular f = 1 la funcién potencial se reduce a
a? 1 2 9
V(zay’a) = —y_j + 5((1‘ + 1) +y )_ (.7: + 1)»
cuyos puntos criticos se localizan en

(z,y) = (0,+a),

que estdn sobre la curva (1.9). La matriz Hessiana en (0,%/a)

M = Hessiano Vg 1+ /z) = ( _01 _04 ) )

Dado que sus respectivos valores propios son A; = —1y A; = —4, el potencial tiene un minimos
locales en los puntos (0,4/a) y (0, —/a).

La estabilidad de un punto critico de (1.7) o (1.8) estd determinada por los valores propios
del Hessiano de la funcién potencial en el punto critico. Esto es consecuencia de la siguiente
proposicién [H-S].

Proposicién 1.1 Sea (zo,y0) un punto critico del Hessiano de la funcion potencial V(z,y)
entonces (zg, Yo,0,0) es un punto critico del sistema

I = Pz
y = Py
. ov
Pr = — 9z (1.10)
v
py - ay

Si A1, Ag son los valores propios de la matriz Hessiana de V en (zo,yo) entonces los valores
propios del sistema de ecuaciones diferenciales (1.10) en el punto critico (zo, y0,0,0) son £/ — A

, £V —Aq.

Denotemos por L; = (0,0,0,0) = (1:1,0,0) y por L, =(2f-2,0,0,0) = (1:2,0,0). Entonces
por el Teorema de Lagrange [H-S], sabemos que si @ = 0 entonces L; es un punto de equilibrio
estable para el sistema (1.10). Ahora, por el Teorema de la Variedad Central [G-H], existen
variedades invariantes estables e inestables asociadas a L, y por lo tanto esté es un punto de
equilibrio inestable para el sistema (1.10). Aplicando la proposicién al caso a # 0, podemos
concluir que los puntos de equilibrio correspondientes son estables.



1.4 Descripcién Cualitativa del Movimiento

En esta seccién estudiaremos las regiones de Hill, es decir, la proyeccién de los niveles de energia
H = constante sobre el espacio de configuracién z-y.

Recordemos que el Hamiltoniano (H) es constante a lo largo de las soluciones, entonces
podemos fijar un valor de la energia, por ejemplo H = h

2
%(piﬂai)+;_y2+%((z+1)2+y2)—(1—f)\/(z+1)2+y2 —feth=h

donde p, = £ y py, = y. Como (pg + pf,) > 0 entonces
2

- %2- ~(E+1?+ ) +20 - )z + 12+ 92 +2f(z + 1) + 20 2 0, (1.11)

esta tltima desigualdad determina las regiones accesibles de movimiento llamadas regiones de
Hill. Cuando = ¢ = 0 la relacién anterior se reduce a una igualdad la cual determina una -
curva en le espacio de configuracién llamada curva de velocidad cero.

Al igual que en la seccién anterior, distinguiremos dos casos para el estudio de las regiones
deHill: a=0ya#0.

1.4.1 Regiones de Hill para a = 0.

Si @ = 0 entonces (1.11) toma la forma

~(E+1)P+9?) +20- Nz + 1)+ 92 +2f(z + 1) +2h 2 0. (1.12)

Para facilitar los cdlculos encontremos en primer lugar la frontera de la regién de Hill, definida
por la curva de velocidad cero, i.e., por la igualdad en (1.12) tenemos

~(E+ 1P +9?) +201- N+ )2+ g2 +2f(z+1) +2h = 0. (1.13)

Anteriormente hemos visto que V tiene un minimo en (0,0). Luego la energia minima se toma

en el valor de h que satisface V(0,0,a = 0) = h, lo cual ocurre en

1

hmin = 9°
Por lo tanto los valores permisibles de h son h > ——;—. De igual forma podemos calcular el valor
de la energia (h) en el punto critico Ly : (z,y) = (2f - 2,0)con 0 < f < % y tenemos

h=hs:= —%(2f—1)2.

Lacurvah = hy, 0L f < % en el espacio de pardmetros h—f determina los valores para los que
las regiones de Hill se “pellizcan” dando origen al punto critico L,. También conviene notar que,
de la desigualdad (1.12) se sigue que la singularidad z = —1, y = 0 es accesible solosi h > 0
(ver Fig. 1.6). La naturaleza de (1.13) nos sugiere un cambio a coordenadas polares. Tomamos

9
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Figura 1.6: Variacién de la energia h con respecto a f en el punto Lo.

z+1 = pcosb,
y = psenb,
con lo cual (1.13) se transforma en
—pP+2(1~ flp+2fpcosf + 2h = 0, (1.14)

donde f y h son pardmetros en [0,1] y [~1,+00) respectivamente. Las curvas de velocidad
cero se obtuvieronn resolviendo numéricamente la ecuacién (1.14) para un nimero apropiado de
valores de h y f, tomando en cuenta las consideraciones hechas en los parrafos anteriores. Las
grificas se muestran en la Fig. 1.7. La curva con trazado grueso representa hy.

1.4.2 Solucién exacta para a=0con h =0
Si en la ecuacién (1.14) tomamos A = 0 obtenemos

-2 4+2(1— flp+2fpcosh =0
luego,
p=0 6 p=2(1- f)+2fcosé.
Si p = 0 se cumple, entonces la regién de Hill es el punto (z,y) = (—1,0); la ecuacién
p=2(1-f)+2fcosb

corresponde a curvas clasicas en coordenadas polares cuya nomenclatura se da en la siguiente
tabla [Le]. Esto nos permitié verificar los cilculos numéricos hechos anteriormente.

f=0 Circunferencia de radio 2

0< f< -;- Limazén convexo

% < f < 1| Limazén con hendidura

f= % Cardioide

2 < f <1 | Limazén con lazo

f=1 Circunferencia tangente al polo

10
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Figura 1.7: Regiones de Ilill para distintos valores de f y h.
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Figura 1.8: Regiones de Hill para a = 0.5

1.4.3 Regiones de Hill para a # 0.

Para a # 0 la regién de Iill estd definida por la desigualdad (1.11) y su respectiva [rontera estd
determinada por

_ %;_ ((x+ 1)? + y2) +2(1= Ny + 12+ 2 +2f(z+ 1)+ 20 = 0. (1.15)

Las curvas de velocidad cero las calculamos como curvas de nivel de las superficies definidas
por (1.15). Las grificas para a = 0.5 con f = 0.3, 1 se muestran en la I'ig.1.8 . Estas se
obtuvieron utilizando las rutinas graficas en Mathemalica. Las graficas ejemplifican la forma
general de las regiones de 1lill en este caso, es decir, para todos los valores de @ # 0 dichas
regiones son dos discos disconexos simétricos con respecto al eje x, los cuales son generados al
hacer un corte del toro sélido con eje de simetria z sobre el plano meridiano z-y

Para finalizar este capitulo mostraremos las superficies del potencial paraa = 0y a # 0
(véase Fig. 1.9).
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£=0.3 , a=0.5

Figura 1.9: Superficies del potencial.
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Capitulo 2

Integrabilidad.

Existen metodos para calcular soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, los cuales se
basan en la aplicacién de tecnicas de integracién. Tales soluciones pueden quedar expresadas en
forma explicita como una combinacién finita de funciones elementales o funciones algebraicas e
integrales de dichas funciones (llamadas cuadraturas). Cuando no es posible resolver por dicho
procedimiento se dice que las ecuaciones son de tipo no integrable. En esos casos es necesario
recurrir a métodos numeéricos para obtener una aproximacién a la solucién. En esta seccién
demostraremos que las ecuaciones diferenciales del péndulo-resorte en el caso a = 0 son de tipo
no integrable para valores de f € (0,1).

Dado que las ecuaciones (1.8) tienen una singularidad en el punto (z,y) = (—1,0) (es decir, no
estan definidas aqui ), estudiaremos el comportamiento de trayectorias vecinas a la singularidad
mediante la teoria de ezplosion del origen (véase [Dev)).

2.1 Casos Integrables.

El sistema péndulo-resorte tiene dos casos integrables. Si tomamos f = 1, entonces las ecua-
ciones de movimiento (1.8) se transforman en

vy = - (2.1)

que describen el movimiento de dos osciladores armdnicos en resonancia 1-1, con hamiltoniano
1.2, .2 2, .2
0=+ +2"+y7),
cuyas curvas solucién son conocidas. Un segundo caso integrable ocurre para el valor de f = 0,

en el que las ecuaciones (1.8) toman la forma

s — (g _ 1
- o0 (- ),

) 1
v= v (1 T Vet y2) ’ (22

14



éstas describen un problema de fuerza central, con Hamiltoniano

H=%(a‘c2+@"")+%((z+1)2+y2)—\/(x+1)2+y2+%-

La simetria rotacional se hace evidente si reescribimos H

H:%(i2+y2)+%(l—m)2

y tomando coordenadas canénicas inducidas por las coordenadas polares en el plano (z,y,2,9) —
(r,8,pr,pg) obtenemos

1

2
1
H(",e,PnPe) = 5 (PZ + gg) + 5(1 - T)2 (23)

donde 7% = (z + 1)% + y2.

H
Como ~5g =P = 0 , luego pg es constante, pyg = ¢, donde ¢ € Ry (2.3) se reduce a un

Hamiltoniano con un grado de libertad ( como en todo problema de fuerza central ),
1, 1/¢ 2
H(r,pr) = 507 + 5 (r—2+(1— r) ) :

Dado que H = h es una integral primera, las soluciones v, que describen el movimiento en r,
quedan definidas por la cuadratura

2 _ c? 2 h
B=-5 o=+

r . .
donde p, = —. Con una reparametrizacion del tiempo dada por dt = rds se tiene
dt p p

s = / dr t= /r(s)ds
T/ F 2y Rh— )i =2

y las soluciones v, estan definidas por funciones elipticas de Jacobi [WW].

2.2 Explosién del origen.

Como se mostré en el diagrama de las regiones de Hill, la singularidad en z = —1 es accesible
solamente si b > 0. Aunque el potencial no es homogéneo, podemos adaptar las coordenadas de

McGehee para estudiar la singularidad. Primero introducimos como arriba coordenadas polares
alrededor de ésta

z+1=rcosb, y = rsené.

Entonces el Hamiltoniano es

o=l p2+p—g\) # 217 = (1= f)r = freosd
2\°7 7 2 2 )

’
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Sea v = p,, u = r~py, e introduzcamos una nueva escala del tiempo dada por dt/dr = r. Las
ecuaciones de movimiento en coordenadas de McGehee son

v = ro,

v = w—r?4r((1=f)+ fcosd),

¢ = u, (2.4)
' = —uv- frsen,

y el nivel de energia H = h se transforma en el conjunto invariante

En={(r,v,0,u) | v* + u® +r® —2(1 - f)r —2frcos8 = 2h,r > 0,0 € S*,u,v € R}.

La variedad de colisién
A={(rv,0,u)|vP+u¥=2h, r=0, 6eS)

se define cuando hacemos aqui r = 0. Observemos que las coordenadas u, v estan sobre un
circulo de radio v/2h, y por lo tanto A es un toro en el espacio v-u-6 si h > 0, o un circulo si
h =0,y estd pegado a E, como una frontera invariante, porque r = 0 = r’ = 0.

2.3 Transversalidad de las drbitas expulsién—colisién.

Ahora estudiaremos el caso de la energia h positiva a fin de garantizar la existencia de la variedad
de colisién. El flujo en A estd dado por el sistema de ecuaciones

2

’
voo= u

0 =

U,

v = —uv.

Los puntos criticosson r =0, u = 0, v = +v2h, y el flujo es casi-gradiente con respecto a v, es
decir v es una funcién creciente a lo largo de las soluciones, excepto en los puntos de equilibrio.
El flujo se muestra en la Figura 2.1. Existen dos circulos de puntos de equilibrio C* dados por
r=0,u=0,v=2v2h. Nétese que el flujo no es el mismo que en el problema de Kepler [Dev].
De hecho, la rama inestable de un punto de equilibrio en 8 = 63 es también la rama estable del

punto de equilibrio en § = 6y + 7. En su lugar para el problema de Kepler la rama inestable
coincide con una estable del punto de equilibrio en el mismo 6.

Calculando la linealizacién en C* tomando (v,8,u) como variables independientes tenemos

§v' vy 0 0 bv
60" | = 0 0 1 60
Su’ — T_f_—— f_ief"is 5 0 —vg fu

donde vy = £+/2h. Como los valores propios son cero y v, el campo vectorial es normalmente
hipérbolico en C*. Luego existen variedades invariantes estable e inestable WHCH)y WiHC).
Denotemos por C¥(C}) la primera interseccién de W¢(W?) con el anillo {v = 0} cuando el

16



Figura 2.1: Flujo en la variedad de colision A.

tiempo crece (decrece). Para f = 0, Wy = 1 intersecta al anillo transversalmente en el circulo
{v = 0,u = 0}; luego, para f pequeila, C} es difcomorfo a un circulo que puede parametrizarse
cono

Cy: v=0, u=v(0,f), 0=u(,f), 0S5

con v, n [unciones suaves, periodicas en 8 y tales que para f = 0 se reducen a
v=0, u=0, =40, 8¢S

De la simetria (7,v,0,u,7) = (r,v,—0,—u, 7) de las ecuaciones (2.4), se sigue que sicmpre
que (u,8d) € gral(v) entonces (—u,—0) € graf(v). Esto signilica que v es una funcién impar de
0. De la reversibilidad, (r,v,0,u,7) = (r,—v,0, —u,—7) vemos que C} pucde parametrizarse
como

Cy: v=0, u=-v(0,f), 0 =n(0,)), d€S.

Definicion 2.1 Llamaremos érbita de expulsion-colision a las érbilas que nacen y mueren sobre
la varicdad de colision, i.c. su a y w-limiles estan sobre A.

Lema 2.2 Lziste un nuimero par de orbilas de expulsion-colision las cuales cruzan la scecion
v = 0 solo una vez, para [ suficienlemente pequesia.

Demostracion: De arriba sabemos que C'y es la grifica de una funcién impar, entonces esta debe
de intersectar al origen u = § = 0. Dado que C} es la refexién de Cy a través del eje 6, C}
intersecta a C'} en el origen. Por la periodicidad de 6, la misma interseccién ocurre en 6 = 2,

entonces debe existir un niimero par de intersecciones con el eje 8. Esta interseccién define las
orbitas expulsion—colision requeridas.

a

De hecho, existen dos movimientos colineales del péndulo-resorte cu las direcciones verticales

hacia arriba y hacia abajo, las cuales existen para cualesquiera valoresde h > 0 y f. Estas vicnen
dadas por u = 0, @ = 0,7 y satisfacen las ecuaciones

!
roo= ro,

/

Vo= = (- 2e)),

17



T
N >
yd

y
o

Figure 2.2: Hustracién del lema

donde € = 0,6 1 para 6§ = 0,7 respectivamente. La solucién en cada caso es mds ficil de expresar
en terminos del tiempo original ¢:

r = V2h+1lcost+1, para 6=0,

ro= \/(Qf—1)2+7£008t+2f—1, para 6 =m.

Nétese que la érbita colineal para # = () es una 6rbita periodica si A < 0 o una érbita de

expulsién—colisién si A > 0, y en este ultimo caso los tiempos reales de colisién ( recordemos la
reparametrizacién %_— = r ) son dados por las raices de la ecuacién 7(t) = 0; vamos a denotar

por t¥ = cos~}(1/4/2h + 1) las raices de la ecuacién en el intervalo {—, 7). Similarmente, la
érbita colineal con 6 = 7 es periddica si hy < h < 0 o de expulsién—colisién para h > 0. Los

tiempos de colisién en este caso son t* = cos™! 1-2 .
(2f-1)2+2h

Proposicién 2.3 La interseccidn Cy N (3 en § = 0 es transversal para f suficientemente pe-
queno.

Demostracion: Consideremos la variable de momento angular (la cual es constante de movi-
miento sélo para f = 0)

M = ru,
y sea v = (r,v,6, u) una solucién con condiciones iniciales
v=0, 6=0, u=uv(d,f),
en 7 = 0. De la relacién de energia, podemos expresar los valores iniciales de r y M como
r=p6,f), M=ué,/f),

luego -y es una érbita de expulsién, y las variaciones de M a lo largo de C% y C; respectivamente
estan dadas por (ver [C-L])

en Cri M = u@f),
en Cj: M = -—u(8,f).
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Luego debemos mostrar que 5
l‘ —
—(# =0, 0
L0 =0,0)#

o equivalentemente

oM -
—3—5—(6’ fvT) |§=0,T=03é 0,

para f pequefia. Consideremos cualquier solucién v en WY, entonces se tiene que

oM - oM 0 d /OM -

55 (8 £,0)= W(g’f’_oo)-"/_oo g (73'5—(9, fJ)) dr
pero o 5 5

- r u
lim Y N 1 Jar
L, g (0 fr) = Lim (ae““ao)
Ahora vamos a considerar las variaciones a lo largo de la variedad inestable, siguiendo las mismas
ideas de Sanders ( ver [San] ) se tiene que los limites
dr . Ou

lim — 1 -—
Aim = Y y im =

existen y son acotados. Ahora por el hecho de que r,u — 0 cuando 7 — —o0, tenemos que

oM
lim “= =
Am g =0

Luego tomando § = 0, basta demostrar que

0 oM’

/ 9¥ (@ =0,f,r)dr 0 (2.5)

~ 08
a lo largo de la 6rbita de expulsién—colision v, donde ' = d/dr. Ahora, de la ecuacién diferencial
obtenemos, M’ = — fr¥sen 6. A fin de facilitar los cilculos en (2.5) regresamos al tiempo original

t, dt/tT = r, entonces t — T mapea (t7,0] monotonamente sobre (—co,0]. Debido al hecho de
que el flujo (2.4) es analitico, la integral (2.5) se transforma en

——f/ T sent‘)) (0=0,f71)dr

—f/:%(r2sen9) (§=O,f,t);l—id7‘
—f/::.aa (r sen&) (8 =0,ft)dt

donde t~ = cos™! (T}ﬁ-’l‘) .

Se puede obtener una simplificacién para 6 = 0, ya que la solucién es entonces de expulsién-
colisién y cumple 8 = ¢ = 0. Entonces

%5%- (1'2 sen 0)

or sen 6
(2%sen9+r 50 >|5=0,f,t

Jsenf
= TT |5=0,f,t
ao

rcosf— Ig =0,f,t

00
r(g: Oaf?t)ﬁ(éz O’f’t)' (26)
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Expandamos la solucion en W/ en serie de potencias en f

r = 1To+fri+---
0 = 6o+ fO+---
v = vo+ fri 4.
u = ug+ fur+---

donde los coeficientes son funciones de 6 y t, en particular a orden cero en f, y = 8 de acuerdo
a (2.3), entonces 38/936 = 1 + O(f). Sustituyendo en (2.6) la desigualdad (2.5) por demostrar

se reduce a
0 _
0 # —f [ r@=0,1,0+0()

—f/i)v2h+ lcost + 1
= —f(V2h + 1sen(cos 1 (1/v2h + 1)) + cos™}(1/v2h + 1))

lo cual es verdadero.

Para § = 7 podemos usar un argumento similar, pero debemos considerar que la érbita
expulsién—colisién asi como el limite inferior de integracién t~ dependen de f. Sin embargo en
la expansion para f pequeiia las cantidades que se obtienen son las mismas que antes ya que

r = J(2f = 1)2+2hcost+ 1 —2f = vV2h + 1cost + 1 + O(f)

_ } 1-2f YR
! cos™! (\/(Qf—1)2+2h) -8 1(2h+1>+0(f)

luego los mismos cilculos muestran la transversalidad de la 6rbita expulsién—colisién para 8 = .

O

La transversalidad de las variedades invariantes W% y W} excluye la posibilidad de encontrar

cierta clase de integrales primeras independientes de la energia. La definicién rigurosa de esta
clase de integrales para nuestro problema es la siguiente.

Definicién 2.4 Una funcion suave F(r,0,v,u) definida para r € (—b,00), con b una constante
positiva, 8, v, u € R, y 2m-periddica en la variable 8, es llamada una integral primera extendible
para el sistema péndulo-resorte (2.4) si

i) F es constante a lo largo de las soluciones de (2.4)

it) F es constante sobre A.

St ademds

ii) El conjunto de niveles F = ¢ son variedades transversales a E \A, entonces se dice que F
es una integral primera extendible independiente de la enerygia.
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Figura 2.3: Oscilaciones verticales.

Corolario 2.5 Fl sistema péndulo-resorte no tiene integrales primeras extendibles independi-
entes de la energia.

Demostracién : Si existiera una integral primera adicional a F entonces los conjuntos F~!(¢)N
(Er\A) serian variedades de dimensién 2. Por otro lado F' = constante sobre la variedad de
colisién y por continuidad, las subvariedades W3 N W3 deben estar contenidas en el mismo
conjunto de nivel F = constante . Pero como la interseccién es transversal en Ex\A , por lo
tanto debemos tener que la dimensién de F = constante en E,\A debe ser 3, lo cual es una
contradiccion.

a

2.4 Orbitas Periédicas Verticales para a = 0.

El sistema péndulo-resorte tiene dos familias de oscilaciones verticales en una vecindad de los
puntos de equilibrio Ly y L; cuya proyeccion en el espacio de configuracion se muestra en la Fig.
2.3. Junto con esas 6rbitas verticales, existen un gran nimero de familias de érbitas periddicas
[B-B]. Para estas érbitas, se cumple que la coordenada y = 0 y por lo tanto § = 0, de acuerdo a

las ecuaciones de movimiento (1.8). Entonces la ecuacién que describe los movimientos verticales
es

i=—(z+1)+sgn(a+1)(1—f)+ (2.7)
de tal forma que podemos distinguir dos casos
(i) z+1<0.

Caso (i) z + 1 > 0. Aqui la ecuacién (2.7) toma la forma

r=-zx

21
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Figura 2.4: Orbita vertical con z > —1.

la cual es la ecuacién de un oscilador armdénico, cuya solucién es una funcién periddica de periodo
2,

z=—Acos(t+ ) donde A € R.
Podemos fijar las condiciones iniciales de modo que A = —+/1 + 2h, y escribir
z=+vV1+ 2hcost pa,ra.hZ—%,

de tal forma que la solucién coincide con la obtenida en la seccién 2.3 para valores de u = 0,
0=0ye=0.
Para determinar la estabilidad de estas érbitas, calculamos las ecuaciones variacionales

6z 0

0 1 0 bz
by | _ 0 0 0 1 by
6vg | | “Ver —Vey 0 0 vz
§v, ~Vey —Vyy 0 0 8v,

a lo largo de la solucién (z,v,0,0) = (v/1 + 2h cost, 0,0,0),

bz 0 0 10 oz

sy | | 0 0 0 1 by

51.;1_ - -1 0 0 0 61)1. ?
. _ 1=

5Uy 0 1+ 14+V142hcost 00 (S’l)y

de donde obtenemos el sistema

bz = —bz,

§y = _(\/1+2hcost+f)6

2.8
V1+2hcost +1 (2:8)

Aqui se pone de manifiesto que en la aproximacién lineal se tienen ecuaciones desacopladas,
la primera es un oscilador armdnico y la segunda es una ecuacién de Hill. Esta dltima es la
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Figura 2.5: Regiones de estabilidad de la ecuacién de Hill.

ecuacién de variacion normaly es la que determina los exponentes caracteristicos. Estudiaremos

, .. > .
con mds detalle tal ecuacién, tomando I < —%, de modo que podemos desarrollar el coeficiente
de la ecuacién variacional de y en serie de potencias a orden uno, y obtenemos

by ~ [-f+(f— 1)\/1+2hcost] 8y.

De tal forma que podemos aproximar dicha ecuacién por
Sy + [f-}-(l-—f)\/l-’r?hcost] by =0, (2.9)

la cual es una ecuacién de Mathieu. Esta ecuacién ha sido deducida en [Nu] considerando que
el modo dominante de movimiento es dado inicialmente por las oscilaciones del resorte (i.e.
y < z), y en [Min] se deduce una ecuacién equivalente suponiendo condiciones iniciales tales
que el angulo ¢ formado por el resorte y la vertical es muy pequefio (i.e. ¢ < 1). Para consultar
las propiedades de la ecuacién de Mathieu véase [B-O]. Dado que f > 0, el origen es estable,
excepto para f = 0,-1— donde ocurre resonancia paramétrica. Por lo tanto bajo estas condiciones
las orbitas verticales vecinas al punto de equilibrio L; son estables para casi todo valor de f,
teniéndose inestabilidad en f = %. Para f = 1 el problema integrable representa dos osciladores
armonicos desacoplados con la misma frecuencia y por lo tanto son globalmente estables (— oo, 0].

El célculo de los multiplicadores caracteristicos corrrespondientes a la ecuacién (2.8), al variar
J ¥y h nos da las regiones de estabilidad. Hemos calculado estos numéricamente y su grafica se
muestra en la Fig. 2.5. Nétese que para f = 0 se tiene inestabilidad. Ahora, consideremos el
caso (i) z + 1 < 0. Tales 6rbitas son vecinas al punto Ly (Fig. 2.6). Dado que tal punto existe
sélo para 0 < f < -1;;, nos restringiremos a estos valores de f. Para este caso la ecuacién (2.7)
toma la forma

I = —:I:-{-Q(f—l)

la cual tiene como solucién a la funcién periédica

T=—Acos(t+¥)+2(f—-1) donde ¥ € R.
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Figura 2.6: Orbitas verticales con z < —1.

Fijando las condiciones iniciales apropiadamente se tiene

z=1/(1-2f)2+2hcost+2(f—1).

Nétese que esta solucién coincide con la obtenida en la seccién 2.3 para valoresde u =0, ==
ye=1.
Al evaluar las ecuaciones variacionales a lo largo de la solucién

(2,9,5,4) = (,/(1 Z2f) + 2heost +2(f — 1),0,0,0) ,

y se llega a
5z 0 0 10 5z
5'y 0 0 01 by
55 =1 -1 0 0 0 60,
. _ 1-f
dvy 0 T+ V(1-2f)242h cost+2f~1 00 8vy

de donde obtenemos el sistema

br = -6z
by = — VI = 2f)? + 2hcost + f s
YT V=22 +2hcost+2f -1 y

Al igual que en el caso anterior la ecuacién variacional normal en y es una ecuacién de Hill, y
es la que determina la estabilidad lineal del movimiento. Para estudiar esta ecuacién de Hill,

observemos que 1-2f)2+2h = y/2(h — hy), luego si consideramos h R hy se tiene que
f g f

V(1 =2f)7+2h < 1. Tomando en cuenta la observacién, desarrollemos el coeficiente §y en
series de potencias alrededor de hs a orden uno, obteniendése la aproximacion

. 1
vt (fo— 1 + (2; - 1)2mcost) dy =0,

24
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que resulta ser una ecuacion de Mathieu.

Hemos supuesto que 0 < f < 3, entonces (2f — 1) < 0 y por lo tanto

f
< 0, de

2f-1 ’
modo que de acuerdo a las regiones de estabilidad de la ecuacién de Mathieu [B-O], en la regién
correspondiente las soluciones son inestables. De aqui concluimos que las drbitas verticales

vecinas al punto de equilibrio L, son inestables.
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Capitulo 3

Mapeo de Poincaré y Lineas de
Simetria.

Tomando al péndulo-resorte como un sistema hamiltoniano con dos grados de libertad, en este
capitulo se aplica la técnica de lineas de simetria al caso a = 0 para calcular 6rbitas periddicas
que satisfacen la simetria (z,y,%,9,t) — (¢, -y, — 2,9, —t).

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial

z = f(z), (3.1)
donde f : U — R™ es de clase C" en algin conjunto abierto U C R™ .

Sea ¢(t,-) el flujo generado por (1.8); supongamos que (1.8) tiene una solucién periédica con
periodo w la cual denotamos por ¢(t,z,), donde z, € R" es cualquier punto a través del cual
pasa esta solucion periddica (i.e. ¢(t +w,x,) = ¢(t,z,))-

Sea ¥ una superficie n — 1 dimensional transversal al campo vectorial en z,, aqui transversal
significa que f(z)-n(z,) # 0, donde ”-” denota el producto escalar y n(z,) es la normala T en
To.

Nos referiremos a ¥ como la seccion de cruce o transversal del campo vectorial (1.8). Si f(z)
es C7 entonces ¢(t,z) es C™ (Teorema 1.1.2 [W]); luego podemos encontrar un conjunto abierto
V C X tal que las trayectorias que salen de V retornan a ¥ en un tiempo t, cercano a w. El

mapeo que asocia a los puntos de V' con el primer retorno a ¥ es llamado Mapeo de Poincare y
lo denotaremos por T'. En forma mas precisa,

T:Vc ¥ - X
z - ¢(r(z),z),

donde 7(z) es el tiempo del primer retorno del punto z a ¥.

Por construccién tenemos 7(z,) = w y T(z,) = z,. Asi a un punto fijo de T le corresponde
una orbita periédica de (1.8) y a un punto k periodico (i.e., un punto z € V tal que T*(z) = z
con la condicién de que T%(z) € V,i = 1,---,k) le corresponde una érbita periédica de (1.8) la
cual atraviesa a ¥ k veces antes de cerrarse (ver Fig. 3.1).

Si ¥ se elige apropiadamente, la érbita bajo observacién la atraviesa repetidamente (ver Fig.

3.2).
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Figura 3.1: Mapeo de Poincaré .

Figura 3.2: Una 6rbita intersectando la seccion de cruce X.
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3.1 La Teoria de Involuciones de Birkhoff.

La teoria general introducida por Birkhoff, y después desarrollada por De Vogeleare [Bir}, [DeV],

[JLP]; parte de la hipdtesis de que un mapeo invertible se pueda factorizar como la composicién
de dos involuciones:

T =1 o Iy,
donde I? = I2 = 1. Si existe tal factorizacién podemos definir un conjunto discreto de transfor-

maciones para cualquier j € Z,

j veces
. . e reimn,
I; =T oIy donde 77 =To---0T,

Para cualesquiera ¢,j € Z el conjunto { I; ,T%} bajo la siguiente ley de composicién forma un
grupo infinito discreto [JLP]

Ti ] IJ = Ii+j7
Iiol; = 7%,
I o T8 = I ;.

Definicién 3.1 Una Linea de Simetria I'y, para cualquier n € Z esta formada por el conjunto
de puntos fijos de I,,, i.e.

T = {p| I.(p) = p}.

En [DeV] y [JLP] se demuestran las siguientes propiedades sobre lineas de simetria para cua-
lesquiera n,m € Z:

TnI‘m = F2n+ma
InI‘m = I-“Zn—m’
y en particular
ano = FZna
T"Ty = Donpr. (3.2)

También podemos calcular lineas negativas apartir de la propiedad
I.p = I,
Sizel,NT,, = TIh-mlz = 7. Entonces, de las iteradas de Ty y I'y podemos calcular todas las

lineas de simetria y de las intersecciones de éstas obtener puntos periédicos con periodo minimo
|n — m|.
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3.2 Orbitas Periédicas Simétricas.

Para conocer las 6rbitas del péndulo-resorte en el plano z-y necesitamos encontrar la solucién
de un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales de la forma

. ov ov
= - — —_— — —

oz Y Oy

V() = 5+ 3 (@4 D2+ 9) - (1= DY+ D2+ 92 = S + 1)

con la propiedad de que
(i) V(z,y) es anilitica excepto en (z,y) = (—1,0) (ii) V(z,y) = V(z,~y).

donde

La hipétesis (ii) nos dice que hay simetria con respecto a y = 0 (eje z); y por otro lado se tiene
que el Lagrangiano es cuadritico en las velocidades. De estas dos obsevaciones podemos concluir
que el problema péndulo-resorte tiene las siguientes simetrias :

(a) (-’E,y,i,@at) - (I’y7—ia_y7_t)
(b) (z,y,x,g),t) - (I,—y,—i»y,—t)

La simetria (a) es de tipo fisico debido a que el problema es reversible, mientras que (b) es de
tipo geométrico.

Nuestro objetivo es calcular drbitas periddicas del problema péndulo-resorte que cumplan
con ser simétricas con respecto al eje z (y = 0), o en forma equivalente que satisfagan la simetria

(b).

Una solucién periddica ¢(t) es una solucién que satisface ¢(t) = ¢(t+w) para alguna constante
positiva w. A la w minima positiva se le llama el periodo de ¢(t). Una orbita periddica de una
ecuacién diferencial ordinaria es la imagen de una solucién periédica. En el caso que se cumpla
la simetria V(z,y) = V(z,—y) se tiene la siguiente propiedad:

Proposicién 3.2 Sea v(t) = (z(t), y(t), 2(t), y(t)) una solucion del sistema (1.8) tal que y(0) =
y(2) =10, £(0) = £(%) = 0, entonces ¥(t) es una solucidn periddica de periodo w.

Demostracion: Sea

I () si0<tL ¥
“”‘{(uw—m—mw-m—ﬂw—mmw—n)a%<tsi

%(t) es solucién (se verifica directamente) y
¥(w) = (2(0), —y(0), —(0),4(0)) = ((0),0,0,5(0)) = 7(0),

entonces 7 es periddica y como 5 =y en 0 <t < % entonces 7 = 7, luego v es periddica.
]

Definicién 3.3 Una solucion que satisfaga las hipdtesis de la proposicion anterior se llamard
una solucion periodica simétrica.
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Ahora daremos una caracterizacién de las soluciones periédicas simétricas. Para tal efecto
consideramos la transformacién S del espacio fase en si mismo, dada por

S(I,y,i, y) = (.’L’, =Y, _j:’ y)
Proposicién 3.4 Una drbita periddica, ¥ es simétrica si y solo si S(v)=7.

Demostracién: Si v(t) es una solucién periédica simétrica de periodo w entonces S(¥(t)) =
y(w —t), i.e., S(v) = 7.
Supongamos que v es una 6rbita periédica tal que S() = v. Para cada t existe f(t) tal que

(z(2), —y(1), —£(2), 4(t)) = (=(f(2)), ¥(f(£)), 2(f (1)), 9(f(2))),

donde f es una funcién continua f: [0,w] (mod w) — [0w] (mod w) , w es el periodo de la drbita.
En particular —z(t) = £(f(t)), luego —£(t) = £(f(t))f(t). Pero

(1) = ~ 2 (a(0),5(0)) = =S (=(S(0), =y (®)

Como V(z,—y) = V(z,y), entonces

@), v 0)) = S @(F0), 9 (0) = £(7(0)

Por lo tanto #(t) = #(f(t)) y f(t) = —1, de donde f(t) = —t + constante. Esto significa que
f(t) tiene exactamente dos puntos fijos, to y ¢; tal que

Y(to) = —u(to), (L) = —&(1,)
y(t) = —u(th), #(h)=-(t)

por lo tanto y(t,) = #(t,) = 0y y(t1) = @(¢1)=0, como t; — tg = % (mod w) se sigue que v es
una solucién periddica simétrica. (ver Fig.3.3).
O

Observacién. La condicién S(y)=7 significa que la érbita, i.e., el lugar geométrico definido por
la solucién v es invariante bajo S.

De la proposicién anterior concluimos que toda solucién periddica simétrica cruza y = 0 (eje
z), y al menos uno de estos cruces debe ser con & = 0; entonces los cruces con el eje z, salvo
orientacién son del tipo que se muestran en la Fig. 3.4.

Apartir de estas observaciones podemos hacer una caracterizacién (geométrica) de las 6rbitas
periddicas simétricas. Una solucidn periddica es simétrica si y sélo si su proyeccién en el espacio

de configuracién es una curva suave cerrada que cruza al eje £ en dngulo recto al menos dos
veces.

Después de este andlisis sabemos que con la simetria (b) dnicamente podemos localizar las
soluciones que cruzan y = 0. Cuando estudiamos las regiones de Hill se vié que para a # 0
obtenemos regiones de Hill disconexas, las cuales no intersectan al eje z. Luego, las drbitas
correspondientes no cruzan y = 0 y por lo tanto no las podemos localizar bajo esta simetria.
Sin embargo, para a = 0 las regiones son conexas y simétricas con respecto al eje z. De las
observaciones hechas, podemos decir, que bajo la simetria (b) inicamente podemos localizar y
estudiar érbitas periddicas y simétricas en el sistema péndulo-resorte para a = 0.
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Figura 3.3: llustracién de la proposicion.

Figura 3.4: Tipos de cruces de las dérbitas con el eje z.
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3.3 Lineas de Simetria en el Péndulo—Resorte.

Con anterioridad mencionamos que Unicamente estudiaremos €l caso ¢ = 0, y por lo tanto el
Hamiltoniano es

H(zp,9) = 5 (8 492) + 5 (6 + 17+ 92) = (= Al + D24+ 92 =z +1)

Como tenemos un sistema hamiltoniano conservativo, podemos fijar un nivel de energia, digamos
h, y tomamos la variedad II del espacio fase definida por:

o= {(xvy?i,?]) I y= OaH(zvy’i"g) = h}
de modo que dim II = 2. Del teorema de la funcién implicita se tiene que Il puede ser parame-

trizada localmente por z, z si —@ # 0, lo cual en nuestro caso es equivalente a § # 0. Entonces,
tomamos
L=A{(z,9,2,9) |y =0,H(z,y,2,9) = h, g # 0}.

Podemos escribir ¥ = £+ U £~ donde

E+ = {(x’y’r.’y.) ' y:()’H(x?y’i:’y.): h7y‘> 0}

E_ = {(z7y’x’y) lyzo,H(z’y?i’y.) = h7y< 0}'

Entonces la 6rbita a seguir atravesard repetidamente X, cruzando en nuestro caso particular

de Tt a £~ y de aqui a &+, etc.
Para verificar que se cumple la condicién de transversalidad hagamos las siguientes observaciones:
(1) ¥ queda determinada por el plano y = 0 y por lo tanto v = (0,1,0,0) es el vector normal a &

(2) El campo vectorial originado por las ecuaciones (1.8), queda determinado por (%, 9, vz, vy),
de donde se tiene

((07 170a0)7(i$ y’ U:m”y)) = :l],

de modo que la condicidn de transversalidad se cumple si § # 0, la cual hemos supuesto para
definir . Por lo tanto ¥ estd bien definida como seccién de Poincaré

Definamos ahora la transformacion de Poincaré (T') del plano z-z en él mismo, a partir del
sistema de ecuaciones diferenciales (1.8) como el operador evolucion del tiempo

T: ¥(z,2) — X(z,z)
(z,£) — seguir la trayectoria hasta que
cruce ¥ = 0, tomando condiciones
iniciales z,z y y > 0 .

Entonces una solucién del sistema (1.8) es determinada por los valores de z y Z en el tiempo de
cruce por y = 0, y y se obtiene de la relacién de energia con los respectivos valores de z y z.

Definimos la involucién Iy de ¥ como la reflezion con respecto a z, i.e,
Io(z,2) = (z,-2).
La interpretacion fisica de Iy se ilustra en la Fig. 3.5.

Consideremos una 6rbita asociada a un punto (zq,Zo) € X si ésta cruza y = 0 entonces
a este le corresponde un punto (z1,%;) € L. Asi la reversibilidad del sistema la expresamos
matemadticamente en términos de T' de la siguiente manera:

T(z‘o, :i:o) = (Z],il) si y sélo si T(Il, ——:i:l) = (270, —2.:0).
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Figura 3.5: Interpretacion fisica de lo.

Proposicién 3.5 Sea T el mapeo de Poincaré asociado a T, e Iy la involucion (z,z) — (z,—1),
entonces Iy = T o Iy es una involucion.

Demostracion Sea (z9,Z0) un punto en ¥ , entonces

TI()T(.’E(), :i?o) = TI()(I],i]),
= T(a:l, —:i!l),
= Io(:l)o, :f:o).
Como (z9,Z0) es un punto arbitrario en ¥, entonces se cumple que

TI()T = I(),

de modo que
TITIh =1} =1;

por lo tanto
112 = 11[1 = (TIO)(TIO) = 1,
lo cual demuestra que Iy es una involucion.
O

Ya que T se puede factorizar como el producto de dos involuciones podemos aplicar la teoria
de Birkhoff para calcular las 6rbitas periddicas simétricas del péndulo-resorte con a = 0.

Como Ip(z,z) = (z,—2), entonces Ig es el conjunto de puntos invariantes bajo Io, es decir,
el conjunto de puntos con ¢ = 0. Estos puntos corresponden en el espacio de configuracién, a

6rbitas que cruzan y = 0 perpendicularmente en al menos un punto. Luego en ¥ se tiene que
I'p es el eje z.

Ahora, consideremos en el espacio fase una 6rbita con condiciones iniciales (z,y = 0,2,7)
al tiempo t = 0 ; supongamos que al evolucionar el flujo asociado a (1.8) en el tiempo, esta
condicién inicial va al punto (z,y = 0,—%,—%) en un tiempo ¢t = 7. Por la reversibilidad
del sistema al tiempo ¢ = 7/2 la curva debié tocar la curva de velocidad cero, y regresara

33



por la misma trayectoria con velocidad opuesta. Podemos observar que (z,2) € I'_; pues
I_y(z,z) = Io)T(z,2) = Io(z,—2) = (z,%) , de donde se tiene que T(z,z) € I';. Apartir de
aqui deducimos un método para calcular I';, que consiste en tomar condiciones iniciales sobre
la curva de velocidad cero y siguir la solucién hasta su cruce con el plano y = 0.

3.4 Calculo de las Lineas de Simetria.

En esta seccién se describira el procedimiento numérico utilizado para el cilculo de las lineas de
simetria y los resultados obtenidos.

Con el objeto de evitar los problemas numéricos ocasionados por la singularidad, hemos
considerado un valor de energia h = -0.4y f = 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9. En estos
casos hacemos un estudio detallado de las rbitas periddicas y remarcamos algunas propiedades
que los periodos de éstas guardan entre si .

Presentamos también los calculos correspondientes para energia h = —0.2 con f = 0.8, 0.7,
0.6 aunque en estos casos no hacemos un estudio detallado debido a que la dindmica es similar
a los casos anteriores.

Todos los cdlculos fueron llevados a cabo en la computadoras Titan Il de la UAM-Iztapalapa
y en una Workstation SPARC SCL del Departamento de Matemadticas. El tiempo promedio
para calcular 16 lineas de simetria para cada caso fué de aproximadamente 2 horas. Todos los
programas fueron codificados en Lenguaje C y se utilizé un integrador Runge-Kutta de orden
4, con tamaifio de paso de 1073, junto con un algoritmo de biseccién para el cilculo del mapeo
de Poincaré.

Para el cdlculo de las lineas de simetria pares se tomaron entre 700 y 1000 condiciones
iniciales sobre I'g y resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales hasta el cruce con la
seccion de Poincaré, se obtuvieron I'p,-- -, ['yg.

Para el cédlculo de las lineas de simetria impares, se tomaron condiciones iniciales sobre la
curva de velocidad cero, resolviendo las ecuaciones diferenciales hasta el primer cruce con la
seccion de Poincaé. De esta manera se obtuvo I'y y por iteracién las consecutivas I'z,---, I'ys.

Las lineas de simetria negativas se obtuvieron por reflexién con respecto al eje horizontal.

Cabe mencionar que la frontera del dominio de la transformacién de Poincaré corresponde
a una orbita que es siempre tangente a la superficie de seccién. Esta érbita es precisamente la
orbita vertical trivial, que llamaremos del tipo A.

En todos los casos se puede ver que existe una 6rbita de periodo 2 alrededor de la cual giran
las lineas de simetria y nos referiremos a ella como la érbita trivial del tipo B. Estas dos érbitas
periddicas juegan un papel determinande en la dindmica de las lineas de simetria.

Enseguida mencionaremos algunas propiedades que guardan las regiones triangulares y cier-
tas regiones cuadrangulares formadas por las lineas de simetria. En [PJL] se menciona la relacién
que guardan las intersecciones de lineas de simetria formando un tridngulo, con la sucesion de

Farey y el nimero de rotacién de las orbitas peridédicas correspondientes, en el caso del Mapeo
Estiandar.
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Propiedad 1
Sea una region triangular formada por la interseccion de lineas de simetria; entonces se cumple
que el nimero asociado a los vértices cumplen que la suma de dos de ellos da el tercero.

Demostracién Sean n, m, r € Z tales que r < n < m y consideremos las lineas de simetria I'y,
I',. v ', de acuerdo al siguiente diagrama r

n

=3

Luego se tiene
(m-n)+(n—r)=m-n+n-r
(m-n)+(n—r)=m-r

y dado que (m — r) es el periodo del tercer vértice la propiedad se sigue.

Propiedad 2

Sea una region cuadrangular formada por la interseccion de dos regiones triangulares de lineas
de simetria, entonces la suma de los vértices opuestos es igual a la suma de los otros dos vértices.

Demostracion Sean n, m, r s € Z tales que s < r < n < m y consideremos las lineas de simetria
Iy, T, Iy y I's de acuerdo al siguiente diagrama

T

Consideremos una de las diagonales del cuadriangulo, por ejemplo la de periodos (n — s) y
(m — r) y al sumar se obtiene

(n—s)+(m—-r)y=n—-s+m-r

(n=8)+(m—r)=(n—r)+(m—s)
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y la resultante es la suma de los periodos de la diagonal con periodos (n — 1) y (m — s).
a

A continuacién describiremos cada uno de los casos mencionados al principio. Los nimeros
marcados en los cruces de 2 lineas de simetria ', N[, es el perfodo minimo de la 6rbita periédica.
Mencionaremos los cruces de las lineas de simetria de acuerdo al orden en que aparecen del
interior hacia el exterior. Los nimeros que etiquetan las lineas representan el indice de las I'’s.

o f=1,h=-04

Este caso integrable corresponde a dos osciladores armédnicos desacoplados con la misma
frecuencia (véase Secc. 2.1) y por lo tanto el mapeo de Poincaré se reduce a la identidad.
Como consecuencia, todos los puntos en la seccién corresponden a érbitas de periodo 1.
Para valores de f < 1 todas las érbitas tendran periodos muy altos.

e f=09,h=-04

Analizando los cruces de la parte exterior hacia el interior, veamos que han aparecido
érbitas periédicas de periodos 17,19 y 21. En realidad aparecen 6rbitas de periodos mas
altos que aparecerian en intersecciones de lineas de indice mds alto. Noétese que en las
regiones triangulares la suma de los nimeros asociados a dos vértices da el tercero, y en
las regiones cuadrangulares formadas por la interseccién de dos regiones triangulares la
suma de los nimeros asociados a vértices opuestos son iguales. Cuando f decrece las
lineas de simetria rotan a una razén mayor a la vez que se doblan en los extremos; con tal

efecto las 6rbitas periddicas tienden a desaparecer en la érbita de periodos menores en los
extremos.

o f=08h=-04

Para estos valores de los parimetros las lineas de simetria se han doblado y se pueden
apreciar intersecciones de a lo mas cuatro lineas, las cuales dan origen a 6rbitas de periodo
minimo 9. Se generan érbitas de periodos 20,29, 9 (18, 27), 25,16,23, 30.

o f=07,h=—-04

Aqui podemos notar que la rotacién y curvatura de las lineas de simetria aumento, y
se tiene un mayor nimero de intersecciones de las lineas, de tal forma que se localizan
orbitas de periodos 19, 31, 12 (24), 29, 17, 22, 27, 5 (10, 15), 28, 23, 18. Obsérvese
que reaparecieron las érbitas de periodo 19 y 17 que aparecian en el caso f = 0.9, y se
conservan los de periodo 29 y 25 de f = 0.8. La drbita de periodo 20 se transforma en
la érbita trivial (periodo 2 ). El mayor nimero de lineas que ocurren a un punto fijo son
seis, de tal] forma que dichos puntos corresponden a las érbitas periédicas de periodo 5.

o f=06,h=—-04

Debido a la mayor rotacién y curvatura de las lineas de simetria la cantidad de puntos de
interseccion se ha incrementado y aparecen nuevos periodos. Dado que en la parte exterior
resulta dificil distinguir los puntos de interseccién, hacemos notar las mas visibles: 18, 13
(26), 21, 29, 8 (16,24,32), 27, 19, 11, 25, 17, 14, 20, 3(6,18,24) . La érbita de periodo 12
muere en la drbita trivial. Nétese que el mayor nimero de lineas que ocurren a un punto

fijo son 10 y corresponde a la érbita de periodo 3(6,18,24) ; las 6rbitas de periodos 19,
29, 17 y 27 se conservan.
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o f=0.5,h=-04

Para el estudio de este caso notamos un gran nimero de intersecciones y por lo tanto sélo
mencionamos las 6rbitas que se distinguen con mds facilidad. Estas son las érbitas de
periodo 17, 20, 23, 26, 29, 32, 3(6,9,12,15), 31, 28, 25, 22, 19, 16, 13 , 27 y 10. La érbita
de periodo 3(6,9,12,15) al igual que en el caso f = 0.6 se distingue debido a que el punto
fijo asociado ocurren el maximo nimero (11) de lineas de simetria. La érbita de periodo
18 muere en la érbita trivial. Con respecto a los casos anteriores se conservan la érbitas
de periodo 17, 20, 26, 29, 32, 3 (6, 9, 12, 15), 25, 27,19 y 13.

o f=04,h=-04

Al examinar este caso podemos apreciar la aparicién de una nueva érbita de periodo 2 y
las lineas de simetria giran con respecto a ella al igual que lo hacen en relacién a la érbita
trivial que existe desde el caso f = 0.9. Por otro lado, la 6rbita de periodo 17 que aparecio
desde f = 0.9 muere en la 6rbita trivial. A diferencia de los casos anteriores la inclinacién
de las lineas de simetria producen intersecciones cuyos puntos de interseccién son orbitas
con periodos bajos, estos son 19, 16, 13, 10, 12, 8,9, 7, 5, 11, 4 (8, 16) y 14. La drbita de
periodo 12 que habia surgido en f = 0.7, y desaparecido para f = 0.6, vuelve a aparecer.
El méximo ndimero de lineas de simetria que se intersectan entre si son 5, produciendo
puntos en la érbita de periodo 4(8,16). Con respecto a los caso anteriores sélo permanecen
las 6rbitas de periodos 13, 16 y 19.

e f=03,h=-04

En este casos sélo estudiaremos 10 lineas de simetria debido a que con un mayor nimero de
iteraciones resulta muy complicado estudiar sus intersecciones. Cabe mencionar que en la
grifica se tienen tramos rectos sobre algunas lineas de simetria debido a errores numéricos
al tocar estas la érbita vertical mencionada con anterioridad. Nétese que la dinamica de
las lineas de simetria tienen igual comportamiento con respecto a las dos érbitas triviales.
Observemos que se tienen 6rbitas con periodos 13, 9, 6 (12), 11, 2(4,6,8), 5, 10, 7 y 14.
Con respecto a casos anteriores podemos mencionar que se conservan orbitas con periodos
13, 10, 12,9, 7y 11 y la de periodo 16 muere en la 6rbita trivial. El comportamiento de
las lineas de simetria con respecto a las dos érbitas triviales sugiere que tienden a tener su
propia dindmica hasta lograr dos componentes en el dominio de Poincaré, cuando f — 0.
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Conclusiones.

o Se da la demostracién de la no integrabilidad de las ecuaciones del sistema péndulo-resorte

para valores de f suficientemente pequefios, cuando la componente vertical del momento
angular es cero.

e Se presenta una descripcion detallada de las regiones de Hill.

e Se demuestra la no existencia de primeras integrales extendibles independientes de la
energia.

o Se estudia la estabilidad de las érbitas verticales vecinas a los puntos de equilibrio L; y

o> . C .
L,. Para valores de energia h ~ —%, las ecuaciones de variacién normal se aproximan por
una ecuacion de Mathieu.

e Se muestra, numéricamente, la persistencia de la érbita de periodo 13 para todos los valores
del pardmetro f apartir del cual aparece.

e Se muestra evidencia numérica de que las érbitas de periodos bajos distintos de 2, 3 y 5
sélo se pueden localizar para valores de f pequefios.
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