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Resumen

En el presente trabajo se considera el problema de estabilidad de la pro-
babilidad de ruina en el modelo clésico de riesgo (modelo Cramer-Ludberg)
en la situacion cuando la distribucion F' de los montos de las reclamaciones
es desconocida y se cambia por una aproximacion F'. Dicha aproximacién
puede ser obtenida por ejemplo, mediante estimaciones estadisticas.

Dado un capital inicial u > 0, se consideran las probabilidades de ruina
Y(u) y ¥ (u) en un modelo que serd llamado modelo real y su respectivo mo-
delo aproximado, que se obtiene al cambiar I’ por F.

Aplicando técnicas de operadores contractivos y métodos de la teoria de
métricas probabilisticas se obtienen cotas superiores para la estabilidad de
la probabilidad de ruina del tipo:

p(h, ) < MK(F, F),

donde M es una constante calcula en términos de los parametros de los mo-
delos.

Vale la pena mencionar que existen pocos resultados de este tipo en la
literatura y que las cotas superiores para la estabilidad de la probabilidad de
ruina obtenidas en este trabajo son resultados nuevos. También se ofrecen
algunos ejemplos de aplicacion de los resultados obtenidos que ilustran la
exactitud de las estimaciones obtenidas.
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Capitulo 1

Introduccion, motivacion y
planteamiento del problema

En el presente trabajo se investiga la estabilidad (o robustez en otra
terminologia) de la probabilidad de ruina en el modelo clésico de riesgo (o
también llamado el modelo de Cramer-Ludberg):

N 0
Xp=u+ct—> Y <2Yj::0>, (1.1)
Jj=1 Jj=1
donde:
(definiremos como cero a la suma expresada entre paréntesis cuando no ocu-
rra ningin evento Y;,)

e u es una constante no negativa que representa el capital inicial de la
compania aseguradora.

e ¢ es la prima acumulada (de todos los clientes) por unidad de tiempo;
c> 0.

e N, es el nimero de reclamaciones que llegan a la compania en el inter-
valo [0,t]. Se supone que N(t) es un Proceso de Poisson con pardmetro
A > 0.

e Las variables aleatorias Y7, Y5, ... son los tamanos sucesivos de las re-
clamaciones que por suposicién, son variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas no negativas, cuya funcion de distribucion
comun estara denotada por F(y), y > 0.



2 Introduccién, motivacion y planteamiento del problema

Ademds se supone que N(t) es independiente de las variables aleatorias
Y1, Ys, ... (ver por ejemplo Asmussen y Albrecher, (2010), Kass, et al. (2001),
Rincén (2012) y Rolski, et al. (1999)).

La probabilidad de ruina ¢ (u) con capital inicial u > 0 para el modelo (L))
se define como

Y(u) = P(1 < 00| Xg = u), (1.2)
donde 7 := inf{t > 0| X; < 0}.

Hipétesis 1. Supongamos que existe el momento finito p := EY].

Es bien sabido (vea por ejemplo Rincén (2012) y Rolski, et al. (1999))
que bajo las condiciones

F(0) =0, (1.3)
e <1 (1.4)

(donde la segunda desigualdad es conocida como la condicién de ganancia
neta) la funcién ¢ (u), para u > 0 es la inica solucién de la siguiente ecuacién
integral:

o =2 ([ Fways [ v-nFwa), (15)

en donde F(z) :=1— F(x).

(La demostraciéon de esta ecuacion esta dada por ejemplo en Rolski, et
al. (1999) y se presenta en el Capitulo 5 de este trabajo.)
La ecuacién (L)) puede ser resuelta (desde el punto de vista analitico) so-
lamente en casos particulares (por ejemplo, cuando la distribucién de los
tamanos de las reclamaciones es exponencial o es una mezcla de exponencia-
les (ver Asmussen y Albrecher, (2010), Gerber, (1979), Rincén (2012), Rolski,
et al. (1999)).

Por otro lado la estimacién de la probabilidad de ruina v (u) es importan-
te para muchas situaciones practicas (por ejemplo, en casos de reaseguro).
Por esta razon desde el siglo pasado (a partir de los origenes del modelo
(LI) en el ano 1903) han sido desarrollados una gran cantidad de métodos
de célculos aproximados (analiticos) de las probabilidades de ruina (ver por



ejemplo Asmussen y Albrecher, (2010), Rincén (2012), Rolski, et al. (1999)).

A pesar de que el modelo es bastante viejo, hasta el momento siguen apa-
reciendo trabajos de investigacion sobre la aproximaciéon de la probabilidad
de ruina en el modelo (L)) y sus extenciones.

En los modelos de aproximacién conocidos (por ejemplo, la aproximacién
De Vylder o la aproximaciéon de Beekman-Bowers) se aproxima 1 usando
métodos de momentos, pero no se conoce la exactitud de la aproximacion.
En este trabajo demostramos cotas superiores para investigar la exactitud
de dicha aproximacién.

En el proceso de tratar de estimar la probabilidad de ruina ¢ en el modelo
(CI) (que a partir de ahora vamos a llamar “modelo real”), el investigador
tiene que trabajar con un modelo aproximado que resulta al cambiar la fun-
cién de distribucion desconocida F' por su aproximacién F' dada (obtenida
mediante estimaciones estadisticas o simplificaciones tedricas).

La version aproximada del modelo estd dada por la ecuacion siguiente:

Nt 0
Xi=u+ct—>» Y, (Zm::o), (1.6)
j=1

=1

donde u,cy N; son como en (L)) y Y3,Y5,... es una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distri-
bucién F'. También se supone que la i := EY] es finita.

Nétese que la tinica diferencia entre los modelos (L)) y (LG) es que
las_funciones de distribucion F'y F' de las variables aleatorias Yi,Ys, ...
y Y7, Ys, ... respectivamente, son diferentes.

Supongamos que el investigador puede de alguna manera calcular (o es-
timar) la probabilidad de ruina en el modelo aproximado (LG):

Y(u) = P(F < 00| Xo = u), (1.7)
donde 7 := inf{t > 0|X,; < 0}.

Un camino podria ser por ejemplo usar la versién correspondiente a la ecua-
cién integral (ILH) o bien, usando algin método de aproximacion.



4 Introduccién, motivaciéon y planteamiento del problema

Entonces, una pregunta natural es, jcuando es posible usar 1) como una apro-
ximacién razonable para la probabilidad de ruina de interés ¢?

En términos mas precisos, surge el problema de estimacién de la estabi-
lidad (o robustez) de la probabilidad de ruina.

Si sabemos que nuestra aproximacion F de F es “bastante buena”, es
decir, si para una métrica K apropiada (en el espacio de distribuciones, ver
el Capitulo 3 en este texto), la distancia K (F, F ) es “pequena”, ;podemos
entonces afirmar que @Z es (en cierto sentido) bastante cercana a 1?7
El planteamiento de este problema es mas 1til en términos cualitativos. Sea
p(1, 1) alguna métrica dada entre las funciones ¢ (u) y ¥ (u) de capital inicial
u > 0 (para ver la definicién de tales métricas, consultar el Capitulo 3).
Entonces el problema de estimacion de la estabilidad de la probabilidad de
ruina se plantea de la siguiente manera.

Bajo ciertas condiciones se desean obtener desigualdades del siguiente
tipo:
p(, ) < MK(F,F), (1.8)

donde M es una constante calculada explicitamente en términos de algu-
nos parametros de los modelos (1.1) y (1.6).
Desigualdades como (L)) proporcionan una cota superior para p(1, 1), es de-

cir, si sabemos que K(F,F) < e, € > 0, entonces se obtiene que p(1, 1) <
Me.

Por ejemplo, cuando F= ﬁn es una estimacion estadistica de la funcién
de distribucién desconocida F' (obtenida a partir de n observaciones de va-
riables aleatorias Y7, Y5, ..., Y, independientes e idénticamente distribuidas,
con funcién de distribucién F'), a pesar de que F' es desconocida se conocen
en muchos casos, cotas para la esperanza del tipo

EK(F,F,) < ¢(n) 10,

cuando n — 00, para una cierta funcion ¢.

Un caso particular es cuando F), = F), es la funcion de distribuciéon empirica
obtenida a partir de las observaciones Y1, Ys,...,Y,. En este caso, se cono-
cen cotas superiores para EK (F, F,,), por ejemplo cuando K es la métrica de



Kantorovich que usaremos en el Capitulo 3 (ver por ejemplo Rachev, (1991)).

Otra situacién tipica e importante es cuando la funcién de distribucién F
es conocida, pero la ecuacion ([[LH]) resulta demasiado dificil de resolver. En
este caso, I’ podria ser aproximada por la funcién de distribucion I:i para la
cual la probabilidad de ruina i se calcula mas facil. Por ejemplo, F' podria
ser una mezcla de funciones de distribuciones Gamma.

Existen resultados precisos para calcular ¢ cuando la funcién de distribu-
cién F es (vea por ejemplo Asmussen y Albrecher (2010) y Yuanjiang, et al.
(2003)).

En los casos mencionados, las desigualdades como (L&) podrian ofrecer la
presicion de la aproximacion de la probabilidad de ruina desconocida v a
partir de .

El objetivo de este trabajo es la demostracién de nuevas y simples de-
sigualdades de estabilidad como (L8) en los casos cuando p es la métrica
uniforme o uniforme ponderada (vea Capitulo 3), y K es la métrica de Kan-
torovich o Kantorovich ponderada. El lector puede encontrar las definiciones
y propiedades de estas métricas por ejemplo en Rachev, (1991). en este tra-
bajo, también se dan las definiciones necesarias en las secciones 3.1 y 3.2.
Hasta donde sabemos, en la literatura no se encuentran las desigualdades
obtenidas en el presente trabajo. Bajo algunas condiciones amplias y natu-
rales resultan desigualdades sencillas y (como se muestra en el Capitulo 9)
son bastante precisas. El método de operadores contractivos desarrollado en
este trabajo para el estudio de la estabilidad de la probabilidad de ruina en
el modelo clasico de riesgo es muy natural y simple y, hasta donde sabemos,
no se encuentra en la literatura.

Para demostrar las desigualdades de estabilidad, usamos propiedades co-
nocidas (que se veran mas adelante) de algunas métricas probabilisticas y un
método de operadores contractivos. Estos operadores estan relacionados con
la ecuacién integral (LH]) para la probabilidad de ruina .

Se ofrece también un contraejemplo que justifica el uso de la métrica de
Kantorovich en (L) y algunos ejemplos numéricos con distribuciones parti-
culares F'y F' que ilustran nuestros resultados.



Introduccién, motivacion y planteamiento del problema




Capitulo 2

Resultados conocidos sobre el
problema planteado

Hasta donde se sabe, hay pocos trabajos en donde se obtienen desigual-
dades de estabilidad de la probabilidad de ruina. En los siguientes articulos:
Enikeeva, et al. (2001), Enikeeva, et al. (2001), Bernouaret y Aissani, (2010) y
Rusaityte, (2001), estd desarrollado un método bastante general que permite
estimar la estabilidad de la probabilidad de ruina, no solamente en modelos
clasicos como (II]), sino mucho més generales (por ejemplo el modelo de
riesgo Sparre Andersen, el cual es una generalizacion del modelo clasico (I.T])
(vea Asmussen y Albrecher, (2010), Cai y Dickson, (2003)). Este método
esta basado en la teoria de estimaciéon de la estabilidad de probabilidades in-

variantes de procesos de Markov generales a tiempo discreto (vea Kastashov,
(1986), Meyn y Tweedie, (1993)), Rusaityte, (2001).

Un resultado tipico en esta direccién es el siguiente (ver Enikeeva, et al.
(2001)). Bajo ciertas condiciones de ergodicidad, estd demostrado para el
modelo Sparre Andersen que si

s(a,a) < (1 —0)?, (2.1)
entonces
~ s(a,a)

) S T = o — (@)

donde v(i, 1) = I e (u) — Y(u)|du (para algtn £ > 0 fijo); o es un

(2.2)
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parametro responsable de la ergodicidad del proceso; ¢(a,a) es cierta distan-
cia entre conjuntos de caracteristicas de los modelos, incluso las funciones
de distribucién del tamano de las reclamaciones y la funcion de distribucion
de los intervalos de llegadas de reclamaciones. Las distancias entre funciones
de distribuciones se miden en términos de métricas de Kantorovich y Kan-
torovich ponderada. En este caso, el conjunto de las caracteristicas a y a
describen al “modelo real” y al “modelo aproximado”, respectivamente.

En Enikeeva, et al. (2001), para obtener la desigualdad (Z2]) estd desa-
rrollado un método técnicamente complicado. La escencia de este método
es expresar (por un camino no trivial) las probabilidades de ruina ¢ y ¥ en
términos de probabilidades estacionarias 7y 7 de ciertos procesos de Markov
a tiempo discreto en un espacio X, con probabilidades de transicion p y p
respectivamente.

Se supone que existe una funcién h : X — R y una medida probabilistica G
en X tales que la norma (operadora) del kernel P(z|B) — h(z)G(B) < p <1
(a este término a veces se le llama “coeficiente de ergodicidad”).
Luego se usa un resultado de Kartashov (1986) que afirma que si

Ay i= sup||P(]:) = Plal )| < (1 = o)*

entonces
[T — 7w < CA,, (2.3)

donde ||+|], es la norma de variacion total ponderada. Luego, ||-||., se expresa
en términos de los pardmetros de los modelos de riesgo (real y aproximado)
y finalmente, (23] permite obtener (Z.2)).

Los resultados de nuestro trabajo (obtenidos para el modelo césico de
riesgo) poseen las siguientes ventajas (comparando con (2.2))):

1. Las herramientas tedricas usadas son mucho maés sencillas.

2. A diferencia de (2.2), el cardcter de nuestras desigualdades no es local.
En (22) la desigualdad se cumple localmente, solo para modelos que
son ”suficientemente cercanos” (condicién (2.1])).

3. En la parte derecha de nuestras desigualdades (MK (F, F)) hay linea-
lidad con respecto a las métricas de Kantorovich y de Kantorovich
ponderada.



Algunas desigualdades del tipo ([L§]) estdn demostradas en Gordienko
(2004). En particular (usando un método completamente diferente al presen-
tado en este trabajo) se ofrece la siguiente estimacién de la estabilidad de la
probabilidad de ruina para el modelo clésico de riesgo:

mm%SAmw&mddémwiﬁ, (2.4)

donde Y =Y, y Y = Y, vy p es la métrica uniforme (ver el Capitulo 3),
A es una constante determinada en términos de algunos parametros de los
modelos y

(v, 7) = sup | [ 17 (0) = Fy(olan

Ky(V,Y) = 3/00 1 Fy (t) — Fy(b)|dt.

Las ultimas métricas, i y K3 estdn relacionadas con convergencia débil (mas
convergencia de algunos momentos). En particular la desigualdad (2.4 opta
por estimar la estabilidad en el caso de aproximar por distribuciones empiri-
cas. Sin embargo en Gordienko, (2004), la desigualdad (2.4)) estd demostrada
bajo la condicion de igualdad de los dos primeros momentos de Y y Y. Para
aplicaciones précticas tales condiciones (como regla) son demasiado restric-
tivas.

La motivacion de esta tesis es tomar en cuenta las ventajas de la estruc-
tura especial del modelo clésico de riesgo (propiedades de contractividad de
operadores correspondientes) para obtener desigualdades de estabilidad de
caracter global usando métricas “débiles”del tipo de Kantorovich (o Kanto-
rovich ponderada). La convergencia en métrica de Kantorovich corresponde

a convergencia débil més convergencia de los primeros momentos absolutos
(ver Rachev, (1991)).

Hay otro conjunto de resultados relacionados con nuestro trabajo que
pueden encontrarse en Asmussen y Albrecher (2010), Chan y Yang (2005),
Loisel y Privault (2009) y en LeQuoc y Vazquez-Abad (2000).

A rasgos generales, en estos trabajos se consideran clases particulares de
funciones de distribucién F, por ejemplo, el caso cuando los montos de las
reclamaciones tienen distribucion exponencial o Gama. Para estos y algunos



10 Resultados conocidos sobre el problema planteado

casos mas, se estiman las derivadas (o gradientes) de la probabilidad de rui-
na con respecto a algunos parametros involucrados en la definicién de F' y el
modelo (LT)). Las derivadas 0v¢/0c y 0¢»/OX son ejemplos de algunas deriva-
das que se estiman en Asmussen y Albrecher (2010) para casos particulares.
Estas derivadas permiten evaluar los efectos de un cambio “pequeno” en la
entrada de primas o bien, un cambio en el parametro del proceso de Poisson.
Estas derivadas permiten estimar la estabilidad de v con respecto a dichos
parametros para modelos particulares, no se incluye el caso de perturbaciones
generales de la funcién de distribucion F'.



Capitulo 3

Algunas meétricas y sus
propiedades

3.1. Meétricas uniforme y de Kantorovich

El propésito de este Capitulo es presentar las métricas probabilisticas que
estan involucradas en nuestras desigualdades de estabilidad que se introdu-
jeron en secciones anterioriores.

Definicién 3.1. Definimos el espacio de funciones X como:
X ={r=z(u),u>0: z(u) €|0,1]}. (3.1)

Definicién 3.2 (Métrica uniforme). La métrica p en X es llamada la métrica
uniforme y se define como:

ple,y) = suple(u) = y(u)l, =,y € X. (3.2)

También vamos a considerar un espacio de funciones de distribucion en
donde estara definida la métrica de Kantorovich que a continuacién se define.

Notacion 1. Sea § el conjunto de funciones de distribucion de todas las
variables aleatorias mo negativas.

Definicién 3.3 (Métrica de Kantorovich). Para cada F,F € §, la distancia
de Kantorovich K(F,F) se define como

K(F,F):= /OO )F(t) - F(t)‘ dt. (3.3)
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Esta funcién K define una métrica en el espacio de funciones de distribu-
cién con soporte en [0, co.
Para situaciones practicas, no tiene mucho sentido considerar el caso cuando
esta métrica toma valores infinitos.

Proposicién 3.4. Sean F' y F las funciones de distribucion del tamano de
las reclamaciones Y en el modelo real y 'Y en el modelo aproximado respec-
tivamente. Supongamos que EY < oo y que EY < oco. Entonces K(F, F') es
finita.

Demostracién. Segin ([3.3]) tenemos que

K@ﬁﬁ:/mw@—ﬁ@w
::Amm—fwn—u—ﬁmﬂﬁ

g/mu—ﬁwmﬁ+/mu—ﬁ@ut
= EY + EY < 0.
U

Presentamos el siguiente resultado sin demostracién (ver Rachev (1991)).

Proposicién 3.5. Sea K la métrica de Kantorovich definida en (3.3). Enton-
ces K(F, F,) — 0 si y solo si F,, = F (converge débilmente) y E|Y,| —
E|Y|, donde F,, y F son la funciones de distribucion de las variables aleato-
rias Y, y Y respectivamente.

3.2. Algunas métricas ponderadas y sus pro-
piedades

En esta seccion se introducen las métricas uniformes ponderadas que uti-

lizaremos en este trabajo para la obtencion de cotas superiores para la esta-
bilidad de la probabilidad de ruina como (L8] .

Definicién 3.6 (Métrica uniforme ponderada). Sea § > 0 un nimero dado.
La métrica pg en X es llamada la métrica uniforme ponderada y estd definida
como:

ps(z,y) == sgfo) M a(u) —y(u)|, x,y€X. (3.4)
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Proposicién 3.7. ps es métrica en X (con valores en [0, 00] ).

Demostracién. Sean z,y y z € X. De acuerdo a (3.4]) tenemos que

o pa(x,y) = sup,zo €|z (u) —y(u)| = sup,zo €|y (u) — x(u)| = ps(y, x).

e Es evidente que p > 0 y por otro lado pg(z,y) = sup,se”|z(u) —
y(u)| =0 siy solo si x = y.

e Para probar la desigualdad del triangulo tenemos que

ps(x,y) = sup |z (u) — y(u)|

= sup ™ |[x(u) — z(u)] + [2(v) — y(uw)]|

< p & () — 2(w)| + | 2(w) — y ()]
< supefa(w) — (w)] + sup™aw) - y(w)] (35

= pp(z,2) + pp(z,y).

En (1) se usa el hecho de que sup,(a, + b,) < sup,, a, + sup,, b,.
Por lo tanto pg es una métrica en X. O

También resulta de mucha utilidad considerar la métrica de Kantorovich
ponderada.

Definicién 3.8 (Métrica de Kantorovich ponderada). Sea b > 0 un nimero
dado. La métrica de Kantorovich ponderada K, (con valores en [0,00]) en el
espacio de funciones de distribucion § estd definida como

Ky(F, F) = / e

0

F(t) — F(t)‘ dt. (3.6)

Proposicién 3.9. K, es una métrica.
Demostraciéon. Sean F, F,G € §, entonces

e K, > 0 por definicién. Luego K,(F, F) = Jo7 e F(t) — F(t)|dt = 0 si
y solo si F(z) = F(x) casi seguramente, con respecto a la medida de
Lebesgue en R, .
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o Ky(FF) = [7eF(t) = F(t)]dt = [;7 e"|F(t) = F(t)]dt = K, (F, F).

e La desigualdad del triangulo se cumple, pues
Ky(F, F) = / ME(L) — G(t) + G(t) — F(b)|dt
0

< /Ooo | F(t) — G(t)|dt + /OOO |G (t) — F(t)|dt
— Ky(F,G) + K\(G, F).
Por lo tanto K, es una métrica.
O

La desigualdad (4.1) en el corolario 4.6, contiene la distacia Kj(F), F) en
su parte derecha. Para obtener en (4.7]) una cota no trivial, hay que justificar
la finitez de la distancia de Kantorovich ponderada antes mencionada. Para
este proposito sirve la siguiente proposicion.

Proposicion 3.10. Sean F,ﬁ € §. Supongamos que Ee? < oo y EetY <
oo, entonces Ky(F, F) es finita.

Demostracion.
mwﬁﬁzémwm—F@><r—<Mﬁ
< /OO (1 — F(t))dt + /OO (1 — F(t))dt. (3.7)

Para el primer sumando en la parte derecha usamos el método de inte-
gracion por partes, asi obtenemos que:

3| - PO = et - Fo)

o0

1 [e.e]
+ = / e dF(t), (3.8)
0 b 0
Ahora estudiamos el primer sumando del lado derecho de ([B.8]). Observamos
que
Ee” = B(e" Itysyy) + E(e™ Ly <yy)

Luego, por teorema de la convergencia monétona E (e I (v<y}) — EebY
cuando y — 00, ya que I{y<,, — 1 cuando y — oo.
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Por otra parte,
E( Tiysyy) = B Tiyoyy) = P E(Iyy=y) = €P(Y > y) = (1 = F(y)).
Por lo tanto tenemos que
e (1 — F(y)) — 0 cuando y — oo. (3.9)

Entonces por ([3.9) tenemos en (B8] que

/OOO (1~ F(1))dt = (/OO AP (t) — 1) Loy,

0

por hipotesis.
Anéalogamente se obtiene que

/Ooo e (1 — F())dt = % </o° MAF(t) — 1) - %(Eeb? 1)< .

0

Con estas dos ultimas desigualdades logramos finalmente mostrar que el
lado derecho de ([B.7)) es también finito, como se queria. O

A continuacién formulamos la siguiente proposicion relacionada con la
métrica de Kantorovich ponderada.

Proposiciéon 3.11. Sea K, la métrica de Kantorovich ponderada definida
en B8). Supongamos que Ee®Y < oo y que Ee’™ < oo, n =1,2,... En-
tonces Ky(F,,F) — 0 si y solo si F,, = F y BEe®™ — Ee® | donde
F, y F son las funciones de distribucion de las variables aleatorias Y, y Y
respectivamente.

Para demostrar la proposicién anterior, vamos a formular y demostrar
primero el siguiente lema.

Lema 3.12. Sea Y >0 y Fy(0) = 0. Si Ee?Y < oo, entonces

B =1+ b/ e [1 — Fy(y)]dy. (3.10)
0
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Demostracion. Primero observemos que,

b/ e [1 — Fy(y)|dy = b/ e P(Y > y)dy
0 0

= bA ebylll{y(w)>y}(w)dP(w)dy,

y por el teorema de Fubini tenemos que

00 Y (w)
= b / dP(w) / e Ity (o) dy = / dP(w) / ™ d(by)
Q 0 Q 0

= / dP(w)[e" ™) —1] = Ee™ — 1.
Q

Demostracion. (De la Proposicion 3.11.)

(i) Supongamos que Y, = Y y que Ee?¥» — EebY . Luego, para cada ¢ > 0,

Kl Y) = [ B (w) - Plo)ldy
0
< [ B) = F@)ldn+ [ 1= P+
0 c
|- Fay (3.11)
= Il,n + ]2771 + I
Ahora, sea ¢ > 0 arbitrario. Usando (BI0) elegimos ¢ tal que I < e.
Puesto que Fy, — Fy casi donde quiera (o bien, fuera de un conjunto
numerable), por el teorema de la convergencia dominada podemos elegir N

tal que [, < e paran > N.
Luego, usando el Lema anterior tenemos que,

0

o[- Erwdy - [T - Bl @)
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La parte izquierda de (B.I2)) es menor que € para n > N; > N. Entonces
para tales n tenemos que,

[ = Far— [ - Ry < 2

Finalmente, I ,,+ 15, +1 < 3¢, paran > Nj. Esta tltima desigualdad prueba
que Ky(F,, F) — 0.

(77) Ahora supongamos que Ky(F,,, F') — 0. Es evidente que K;, > K. Por el
Lema 8.4.35 (pagina 152) en Rachev y Riischendorf (1998), obtenemos que
Y, =Y (ademds, E|Y,| — E|Y).

Luego, por ([BI0) tenemos que

|[Ee™ — B | =

[1%vwmmw—éﬁwmwwmw

= / | Fy, (y) — Fy(y)|dy = Ky(F,, F) — 0,
0

lo cual prueba que Ee’¥» —s FeV . O
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Capitulo 4

Resultados obtenidos

4.1. Algunas notaciones y suposiciones

A continuacion se introducen las siguientes notaciones se usaran mas ade-
lante.

Notacion 2. Denotaremos a F' como la funcion de distribucion de cualquier
variable aleatoria Yi,Ys, ... y

F(y)=1-F(y). (4.1)
También denotaremos una variable aleatoria genérica Y1,Ys, ... por Y.
Notacion 3. _ N

F(y) =1-F(y), (4.2)

donde F denota la funcion de distribucion de las variables aleatorias Yy, Ys, . ..
para las cuales usaremos la notacion genérica Y .

En el resto del trabajo usaremos la siguiente hipotesis natural:
Hipétesis 2. F(0) =0, F(0) = 0.

La hipodtesis anterior nos dice que con probabilidad cero se reciben recla-
maciones de monto cero.
La siguiente es una condiciéon muy importante para el modelo clésico de ries-
go. Pues esta condiciona al modelo a que la entrada de primas ¢, por unidad
de tiempo sea mayor que los gastos promedio Ap por reclamaciones.
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Hipdtesis 3 (Condicion de ganancia neta). Supongamos que se cumplen las
dos condiciones siguientes:
A Al
Mg, M (4.3)
c c
Estas son llamadas la condicién de ganancia neta para el modelo real y
aproximado, respectivamente.

A
Nota 4.1. Un caso poco préctico es cuando e > 1. En este caso, para cada

c
capital inicial u > 0 se tiene que 1(u) = 1 (ver por ejemplo Asmussen y
Albrecher, (2010), Rincén (2012), Rolski, et al. (1999)).

4.2. Caso de la métrica uniforme

A continuacién presentamos la desigualdad que obtuvimos para la esta-
bilidad de la probabilidad de ruina en el caso de la métrica uniforme entre
las probabilidades de ruina en los modelos real y aproximado.

Teorema 4.2. Sean ¢,7Z € X las probabilidades de ruina en los modelos
([CI) y (@TAQ), respectivamente. Entonces, bajo las hipdtesis 1, 2 y 3 tenemos
que

p.0) € = K(FF), (4.4)

donde p es la métrica uniforme definida en B2) y K es la métrica de Kan-
torovich definida en (B.3]).

Nota 4.3. (1) Mas adelante daremos un contraejemplo del cual se sigue
que en ([@4) K no puede ser reemplazada por alguna métrica que me-
trize la convergencia débil (por ejemplo, la métrica de Levi, ver Rachev,
(1991)).

(2) La finitez de K (F, F) se sigue de la hip6tesis 1 (este hecho fue mostrado
en la Proposicion 3.4).

Nota 4.4. Es importante hacer énfasis que en la desigualdad (4]) la cons-
tante B =

(TT).

3 depende solamente de los parametros del modelo real
c— A



4.3 Caso de la métrica uniforme ponderada 21

4.3. Caso de la métrica uniforme ponderada

Para estimar la aproximacion de 1 a 1) con respecto a la distancia pon-
derada (B4 (que resulta util para distribuciones con “cola ligera”) vamos a
usar la siguiente suposicion (vea las secciones 7.2 y 7.4).

Hipétesis 4. Supongamos que existen dos nimeros reales 7*, 7 € (0, 00|
tales que

(i) Para cadar < r*, Ee™ < oo y Ee™ —s oo cuando r 1 r*.
(ii) Para cadar < 7%, Ee™ < oo y Ee™Y — oo cuando r 1 7.

La hipotesis anterior serd de especial importancia, ya que nos permi-
tird obtener las desigualdades ([CI0) y ({71) de abajo.

Presentaremos (de manera informal) cierta terminologia que, por supues-
to, se da con todo detalle en el Capitulo 7.

Se sabe que bajo la Hipétesis 4 (vea Rincon (2012), Rolski, et al. (1999)
existen numeros reales R € (0,r*) y R e (0,7*), llamados coeficientes de
ajuste (para los modelos real y aproximado respectivamente). Las definiciones
y propiedades de los coeficientes de ajuste las presentaremos en la seccion
7.2.

Sean R, := min(R, R) y 6 € (0, R,) un ntimero arbitrario pero fijo. En los
siguientes resultados (obtenidos en esta tesis) vamos a utilizar la métrica pg
con := R, — 9§ (vea la seccién 7.4) y la métrica de Kantorovich ponderada
K.

Definamos la siguiente constante:

_ A [ _

M=~ / e B =OUF(t)dt. (4.5)
¢ Jo

En la seccién 7.4 demostraremos de hecho que bajo la hipétesis 4 se tiene

que Ms < 1.

El siguiente teorema representa uno de los resultados de nuestro trabajo.
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Teorema 4.5. Supongamos que se cumplen las hipdtesis 2, 3 y 4. Entonces
para cada 6 € (0, R,) fijo

_ A

pﬁ(@bﬂ/’) < W

[supeﬁ“ / TP (@) = F(b)]dt + sup e / R — F()de| . (4.6)
u>0 u u>0 0

donde la constante Ms < 1 estd definida en (&5 y R es el coeficiente de
ajuste del modelo aprorimado (LG).

Del Teorema 4.5 se obtiene el siguiente corolario, que para fines practicos
resulta de méas utilidad.

Corolario 4.6. Supongamos que se cumplen las hipotesis 2, 3y 4. Entonces
para cada 6 € (0, R,) fijo se cumple que

2\

pﬁ(% Y) < m

K (F ﬁ) , (4.7)

donde K5 es la métrica definida en (3.6]).



Capitulo 5

Ecuacion integral para v y
operadores correspondientes

En este capitulo presentamos una ecuacién integral para la probabilidad
de ruina muy conocida en teoria del riesgo. También se introduce un operador
que posee propiedades de contraccién; dichas propiedades son fundamentales
para la obtencion de las cotas superiores para la estabilidad de la probabilidad
de ruina obtenidas en este trabajo.

5.1. Una ecuaciéon para v y un operador re-
lacionado

Ahora se presentan dos teoremas conocidos suponiendo que se cumplen
las hipdtesis 1, 2 y 3 de las secciones previas.

Notacién 4. La probabilidad de no ruina (o la probabilidad de superviven-
cia):

?(u) =1—=9¢(u), u>0, (5.1)

Y(u) :=1—19(u), u>0.

A continuacién se presenta un resultado para la probabilidad de ruina,
cuya demostracién fue tomada de Maldonado Santiago, A. D. (2011).
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Teorema 5.1. La probabilidad de no ruina v definida en (51)) es continua
en R, ; su derivada existe casi donde sea y se cumple que

7w =2 (300 - [ B nirw)). 52)

Demostracion. Procedemos condicionando el analisis sobre el monto de la
primera reclamacién Y; y el momento 77 en el que la reclamacién ocurre.
Ademas, usaremos el hecho de que T se distribuye exponencialmente (con
pardmetro \). Entonces

¥(u) = P(“No ruina en (0,00)”| X, = u)
= P(“No ruina en (0,00)”|Y; =y,T1 =t, Xy = u)dF(y)fr,(t)

P(“No ruina en (0,00)"[Y; =y, Ty = £, Xo = u)dF (y)re .
(5.3)

Cuando X; > 0, la ruina no ocurre, o bien, cuando u + ¢t > Y;. Esto
significa que para valores de y € [u + ct, 00) la probabilidad de que la ruina
no ocurra es cero. Por lo tanto

U(u) =
00 u+-ct
/ /\e_M/ P(X; >0 para todo t > Y\|Y1 =y, T1 = t, Xo = u)dF (y)dt.
0 0

Ahora usamos el hecho de que X; es un proceso estocastico que tiene
incrementos independientes y estacionarios (ver por ejemplo, Rincén (2012)).
Entonces

u-+ct
/ Ae—M/ P(X, >0, t>0|Xg=u+ct—y)dF(y)dt

/ _M/UJFCt (u+ ct —y)dF (y)dt.

Haciendo el cambio de variable 2 = u + ¢t obtenemos
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Ahora vamos a considerar la funcion
o) i= [ el [T - yaptis
u 0
= —/ e‘M/C/ U(x —y)dF (y)da.
—00 0

Notar que la integral / Pl — y)dF(y) < / dF(y) = 1. De hecho,
0 0

xT

e"\x/c/ ¥(x —y)dF(y) € £1(]0,00)). Entonces, por el Teorema de diferen-

0
ciaciéon de Lebesgue,
o) == [ G g)dF (o),
0
existe casi donde quiera (excepto quiza en los puntos donde F' no es continua).

— A
Observamos que 9 (u )— eM/eg(u). Entonces

)\u/c / (u>€)\u/c:|

m|>/ mly mly

-l
l Sufe, Au/c/¢u_ )AF(y) + P(u )}
( /wu— Al ))

Teorema 5.2. Bajo las hipdtesis 1, 2 y 3, la probabilidad de ruina satisface:

(1)

0

¥(0) = Au/c. (5.4)
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(2) Para u >0, la funcion ¥ (u) satisface la siguiente ecuacion integral:
A _
¢(u):—</ y)dy + ¢u— VE(y ) (5.5)

Nota 5.3. Bajo las hipétesis 1, 2 y 3, las mismas ecuaciones como en GA) y
(B.0) se cumplen para la probabilidad de ruina ¢(u) definida en ([L7) (cam-
biando F' por F).

Demostracién. Integrando (5.2)) sobre el intervalo (0, u] obtenemos

/Ouﬁ(l)(v)dv -2 (/Ouﬁ(v)dv - /0 /OU@(U - y)dF(y)dv)
) -50) =2 ([T [ [ G- parwar),

En la dltima igualdad, la regién de integracién de la integral doble es
{(v;9)|0 < v <wu, 0 <y < v} Estoes equivalente a integrar en la regién
{(v,y)ly < v < wu, 0 <y < u}. Porlo tanto, cambiando los limites de
integracion correspondientes tenemos que

7w =50 = 2 ([[Fwan [ [0 - parma)
_ % </Ou@(v>dv _ /0 /yua(u _ y)dvdF(y)) |

Ahora hacemos el cambio de variable w = v — y. Entonces

5 =50 =2 ([T~ [ [ Swytedrm)
=2 ([ Fwa [ [THwarman).

En la integral doble, cambiamos nuevamente el orden de integracion. La
region de integracion pasa de {(w,y)[0 < w <u—y, 0 <y <u} alaregién
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{(w, )0 <w <wu, 0< w}. Por lo tanto

- )
[ [Fwl " wwa)

D)o - / ) F (- ).

En la evaluacién de F'; usamos la hipétesis de que F'(0) = 0. Abusando de la
notacion, hacemos w = v en la ultima igualdad. Luego,

S S~ z
<
T
|

@l

U(u) — ¥ (0) =

Q> o> o> «

7~ N/ N 7

0

Por lo tanto,

Hacemos que u — oo en (.0) y entonces
_ A [ — A
=90+~ [ Fu)dv=19(0) + —p.
¢ Jo c
Esto se sigue del hecho que 1)(u) — 1 (ver la Proposicién 8.2 de Rincén,
2012) y una aplicacién del teorema de la convergencia dominada en el lado

derecho de (5.0). Por lo tanto

P(0)=1— %“,o bien, (0) = %“ (5.7)
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Ahora, sustituyendo la condicién (B.10) v (5.7) en (5.6]) se obtiene que

1—wwzﬂ—@m»+5lﬂr4au—wﬁme

C

—(u) = —éu + % /Ou F(v)dv — é u@(u —v)F(v)dv

¢ Jo

@(u)zi/ooof( )dv—ifu dv+ wu—vF(v)dv

@(u):%/u v)dv + = /wu—v )

Finalmente, sustituimos y en lugar de v en la ultima igualdad obtenida. Con
lo que obtenemos

wmz—/ Dy + 2 wu— YF(y)dy
]

A continuacién presentamos dos operadores relacionados con la ecuacion
(B3) y su andloga para 1. Por sus propiedades de contraccién (como se de-
mostrard mas adelante), este operador es muy importante para la obtenciones
de las cotas superiores como ([[.§]) comentadas en el Capitulo 1.

Definicién 5.4. Sean F' vy F las Junciones de distribucidn dadas en las no-
taciones 2 y 3. Para cada x € X definimos las funciones Tz, Tx como sigue:

Tx(u) := % </uoo F(t)dt + /Ou z(u — t)F(t)dt) ,u > 0. (5.8)
Ta(u) = % </o° F()dt + /Oux(u _ R )dt) w0, (59)

Lema 5.5. Para cada v € X, Tx,fx e X.

Demostracion. Para cada u > 0 tenemos que

Tx(u) = % (/uoof(t)dwr/oux(u—t) ()dt)
( /u OOF(t)dtjL /0 u?(t)dt)

A
C
A [ A A
:E/ F(tydt = "By =2 < 1.
0

Cc C
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La dltima desigualdad se sigue de la condicién dada en (£.3). Del mismo
modo se prueba que Tz € X. O

_Este lema significa que (5.8) y (5.9) definen los operadores T': X — X
yT:X — X.

5.2. Propiedades Nde contraccion de los ope-
radores 'y T

Sea X el conjunto de funciones definido en (B.I]). Consideraremos el espa-
cio métrico (X, p), donde p es la métrica uniforme definida en (3.2)).

Proposicién 5.6. Sea T el operador definido en (B.8). Entonces bajo la
condicion [@3), T es una contraccion en (X, p) con modulo o = A\u/e < 1,
i.e. para cada x,y € X,

p(Tz, Ty) < ap(z,y). (5.10)

Similarmente, bajo la condicién @), el operador T definido en (BJ) es
una contraccion en (X, p) con mddulo o = A\ji/c, i.e. para cada x,y € X

0 (T}cfr’y) < ap(z,y). (5.11)

Demostracién. Sean z,y € X. Por (32) y (&.8)

A
p(T'z, Ty) = — sup

/Ou r(u—t)F(t)dt — /Ou y(u — t)f(t)dt‘

< Zsup| [ Foetu—0) - ytu- t>]dt\
< gsgg / F () — 1) — ylu— t)lde

< Xoup / T (1) sup Ja(s) — y(s)|de

C u>0 s€[0,u]

< %p(x,y) Sup/ F(t)dt
0

u>0

= %p(l’,y) /OOO F(t)dt = A—fp(x,y)-
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A .,
Entonces tomamos @ = —o y por la condicién (3] obtenemos que av < 1.
c

Por lo tanto, concluimos que p (T'z, Ty) < ap(z,y). O
Nota 5.7. Del Teorema 5.2 y Definicion 5.4 se sigue que
Ty =, Ty =1. (5.12)

y de la Proposiciéon 5.6 obtenemos que ¥ y {5 son las tunicas soluciones de

G.12).

Corolario 5.8. Sean ¢ y 4 las probabilidades de ruina definidas en (C2) y
(7)) respectivamente. Entonces

~ 1 -
donde oo < 1 fue dada en la Proposicion 5.6.

Demostracion. Por la desigualdad del triangulo y la propiedad de contrac-
cion del operador tenemos que

p(i, ) = p(Th, Ta))
< p(T0, TY) + p(Tep, TY))
< ap(¥, V) + p(Th, TV).

Entonces p(¢h, ¢') < ap(ih, §) + p(Te, Tih), o bien
~ 1 ~ o~~~

y 1—a >0, yaque a <1 por la condicién ([Z3)). O



Capitulo 6

Desigualdad de la estabilidad
de la probabilidad de ruina en
términos de la métrica
uniforme

El teorema que sigue ofrece un estimacién de la estabilidad de la pro-
babilidad de ruina en el modelo clasico de riesgo, con respecto a la métrica
uniforme.

Teorema 6.1. Sean 1#,1; € X las probabilidades de ruina en los modelos
([CI) y (T4Q), respectivamente. Entonces, bajo las hipdtesis 1, 2 y 3 tenemos
que

- \ -
c— pA
donde p es la métrica uniforme definida en [B2) y K es la métrica de Kan-
torovich definida en (B.3]).

Para probar el teorema 6.1 necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 6.2. Sean T, T operadores definidos en (5.8) y B). Entonces

>

p(TY, TY) < ZK(F,F), (6.2)

C

donde p y K son métricas definidas en [B.2) y [B3]) respectivamente.
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Demostracién. Para cada xz € X, de (82), (5.8) y (£.9) tenemos que

p(Tz, Tx)
= swp % < / (F(t) —?(t))dt) +% < /0 w(u—t)(F(t) —?(t))dt)'
< sup B / CP@) - Floldt + % /0 " — O|F() — F(t)|dt]
<sw |2 71~ Folar+ [ 17 - Fola
_ % UOOO F(t) - f’(t)\dt} - %K(F, F).
0
Demostracién. (Del Teorema (G.1))
Por el Corolario (5.8) y la Proposicién (6.2) tenemos que
o0 9) <+ (70, 77)
<5 i a% K(F,F) = C_A MK(F, F), (6.3)

donde ¢ — Ay > 0 por la condicién ([.3]).
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Desigualdad de la estabilidad
de la probabilidad de ruina en
términos de la métrica
uniforme ponderada

En el resto del texto nos referiremos también a (Y, F), (?,ﬁ ),1#,1; v
como en Notaciones 2, 3, (LT) y (B.1]) respectivamente. De la misma manera

nos referiremos a X como fue definido en ([B.1]), a 7' como en (5.8) y a 7' como

en (£9).

7.1. Motivacion

En (BI) obtuvimos una cota superior para p(i, ) = sup,- [t () —1(w)|.
Sin embargo, en el caso cuando las distribuciones de Y y Y tienen “colas li-
geras” (por ejemplo cuando existe el coeficiente de ajuste, un concepto bien
conocido en teorfa del riesgo (ver Rolski et al. (1999) y més adelante) es bien
sabido que ¢y {/; decrecen exponencialmente cuando el coeficiente de Lund-
berg existe. Por lo tanto la desigualdad (6.1) es poco informativa cuando el
capital inicial u es “grande”.

De este modo, surge el problema de encontrar una cota superior (en térmi-
nos de una distancia entre las funciones de distribucién F'y F) para la dis-
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tancia uniforme ponderada pg (¢, 1)) = sup,>q e[ (u) — (u)).

7.2. Condiciones de existencia del coeficiente
de ajuste

Notacion 5. En lo que sigue usaremos la siguiente notacion:
e Para cadar >0, M(r):= Ee"Y.
e Para cadar >0, M(r) = EeY

(Son las funciones generadoras de momentos de Y y Y respectivamente).

Nota 7.1. e Es evidente que si para algin 7 > 0, M(7) < oo entonces
M(r) < oo para cada r € [0,7]. La misma situacién es cierta para
M(r).

e De acuerdo a la terminologia estandar, si existe 7 > 0 tal que M(7) <
oo, entonces decimos que la funcion de distribucién F' de Y tiene cola
ligera (ya que para cada x > 0 P(Y > z) < M(T)e™ "™, por la desigual-
dad de Markov).

Definicién 7.2. 1. Supongamos que eziste T > 0 tal que M(r) < oo para
cada v € (0,7). El nimero R € (0,7) es llamado coeficiente de ajuste
(del modelo real) si R es la solucion unica (si ésta existe) de la ecuacion

O(r) == NM(r)—1) —cr =0,

donde \ es el parametro del proceso de Poisson definido en el Capitulo
1.

2. Supongamos que existe T > 0 tal que M(r) < 00 para cada r € (0,T).
El nimero R € (0,7) es llamado coeficiente de ajuste (del modelo apro-
zimado) si R es la solucion unica (si ésta existe) de la ecuacion

O(r) == NM(r)—1) —cr =0,

donde \ es el parametro del proceso de Poisson definido en el Capitulo
1.
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A continuacién presentamos un resultado (bien conocido) sobre la exis-
tencia del coeficiente de ajuste (vea Asmussen y Albrecher, (2010), Rincén
(2012) y Rolski, et al. (1999)).

Proposicion 7.3. Bajo las hipotesis 2,3 y 4:
1. Euiste el coeficiente de ajuste R € (0,7*) para el modelo real (ILI)).

2. FEuxiste el coeficiente de ajuste R € (0,7*) para el modelo aprozimado
(LG).

Demostracién. Sea 6(r) la funcién dada en la Definicién 7.2. Mostraremos
que lim,4,« 6(r) = co. Hay dos casos. Primero sea m* < oco. Entonces por el
inciso (i) de la hipdtesis 4 tenemos que Fe™ — oo cuando r 1 r*, y cuando
A >0,
4+ O(r) = limyqp AN(M (1) — 1) — er = 0.
Ahora, sea r* = 0o en la hipétesis 4. Sea y* tal que F(y*) < 1. Entonces

*

00 Y 00
M(r) = /0 eVdF (y) = /0 edF (y) +/ e"dF (y)
"
> / e"dF(y) > eV F(y*) — o0
"

ya que F(y*) < 1.
Por lo tanto
h%m O(r) = h%m AM(r)—=1) —cr
> lim \(e™ F(y*) — 1) — cr = oo.

rToo

Finalmente, dado que la funcién M (r) esta bien definida en una vecindad
del cero, la funcién 0(r) es diferenciable, de hecho tenemos que

/

0'(r) =AM (r)—c,
0" (r) = AM"(r) = AE(Y%Y) > 0.

Por lo tanto , la funcién 6(r) es estrictamente convexa. Ademéas 0(0) = 0y
0'(0) = A — ¢ < 0 por la condicién de ganancia neta (4.3)).
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Observamos que las condiciones #'(0) < 0, 87(0) > 0 y lim,4,« 6(r) = oo
prueban el inciso 1 de la proposicion.
De la misma manera se prueba el inciso 2. O

Proposicién 7.4. Suponga que para algin 7 > 0, M(r) < oo para todo
r e (0,7).

(i) Si R € (0,T) es el coeficiente de ajuste para el modelo (1), entonces
/ " (y)dy = ¢/ ). (7.1)
0

(i1) Si para algin r € (0,7), [;°€VF(y)dy = ¢/A, entonces r = R, donde
R es el coeficiente de ajuste para el modelo (ILT]).

Las mismas afirmaciones son ciertas para el modelo (LG)).

Para probar la Proposicion 7.4 necesitaremos retomar el resultado (3.9) de
la seccién (3.1), es decir, usaremos el hecho siguiente: Si Ee? < oo, entonces

e? (1 — F(y)) — 0 cuando y — oo.

Demostracién. Supongamos que el coeficiente de ajuste R = r existe.
Segun el punto niimero uno de la definicién 7.2 esto significa que:

0=0(r) = AM(r) — 1) — cr, recordando que M(r) = Ee'” tenemos que,
=) </OOO e dF(t) — /OOO dF(t)) —cr
= )\/Ooo(e” — 1)dF(t) — cr
_ /Ooo(e” —1)d(1 = F(t)) — er
— - /0 (e = 1)dF(t) — or (7.2)
— -\ {(e’"t —DF@®)F - /0 N re”F(t)dt] —er, (7.3)

donde para obtener (.3)) integramos por partes en (.2 y usando el resultado
[B9). El primer sumando del lado derecho de (Z.3]) es cero.
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Por lo tanto 0 = X [° re" F(t)dt — cr, entonces

/OOO "E(t)dt = c/\.

Procediendo de manera inversa en las igualdades anteriores, se puede probar
el inciso (ii). O

7.3. Desigualdad de Lundberg

La llamada desigualdad de Lundberg (que a continuacién presentaremos)
es uno de los resultados mas importantes en teoria del riesgo. En particular
en nuestro trabajo, esta desigualdad juega un papel muy importante, ya que
en lo que resta del texto vamos a auxiliarnos de este resultado en repetidas
ocasiones.

Antes de presentar la desigualdad de Lundberg, introducimos el siguiente
resultado (tomado de Rincén (2012)), del cual haremos uso para demostrar
la desigualdad de Lundberg.

Proposicién 7.5. Sea {X; : t > 0} el proceso de riesgo de Cramer-Lundberg
definido en (LTl). Entonces para cada r > 0 tal que M(r) < oo, el proceso

{e7r Xm0t ¢ > 0} (7.4)

es una martingala.

—rX—0(r)t <

Demostracion. Primero mostraremos que Fe Q.

Fo-r X0t _ e—G(r)tE(e—T(u+Ct—Z§\r:t1 )
_ o Omrtel) pgr S i)

— o0t (utet) M(M()-1) _ o

Ahora mostramos la propiedad de martingala. Para 0 < s < t y por propiedad
de incrementos independientes y estacionarios del proceso de riesgo,
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E(e—rXt—Q(r)tu_—s) _ e—G(r)tE(e—rXt |]:8)
_ e—@(r’)lel(6—7“(Xt—X§)—rX5 |Fs)
_ e—@(r)t—rXsE(e—r(Xt—Xs))

— 00X () N Yi))

_ e—e(r)t—rXs—rc(t—S)E(e’“ Zjv:tfs YJ'))

_ e—G(r)t—rXs—rc(t—s) eA(t—s)(M(T’)—l)

_ e—T’XS—lg(T’)S.

O

En particular, si el coeficiente de ajuste R existe, es decir, §(R) = 0,
entonces el proceso {ef™** : ¢ > 0} es una martingala. Precisamente este
resultado nos ayudard a mostrar la desigualdad de Lundberg dada a conti-
nuacién, también tomada de Rincén (2012).

Teorema 7.6 (Desigualdad de Lundberg). Supongamos que se cumplen las
hipotesis 2, 3 y 4. Sean R y R los coeficientes de ajuste de los modelos ([L.TI)
y (L6l respectivamente. Entonces para cada capital inicial u > 0,
Y(u) < e F, (7.5)
J(u) < e~ Fu, (7.6)
Demostracién. Sea 7 el tiempo de paro correspondiente al tiempo de ruina.
Como el proceso {e Xt : ¢t > 0} es una martingala, se tiene que el proceso
detenido {e#%tAr : ¢ > 0} también es una martingala. Ambos procesos
inician en el valor e~f*. Por lo tanto,
e~Ru = ¢~RXo = p(eRXipr)
= B(e ™enr|r < t)P(
> Ble ™ ear|r < t)P(
= Ble ™ |7 <t)P(T < t).

7 <t)+ E(e™ ™ nr it > t)P(r > t)
T <t)
Haciendo que t — oo mondtonamente, el evento {7 < t} converge cre-

cientemente al evento {7 < co}. Entonces, por el teorema de la convergencia
mondtona se tiene que
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e > Be ¥ |1 < 00) P(T < 0)
> E(1|7 < 00)P(T < 00) = P(1 < 00) = ().

O

La desigualdad de Lundberg ofrece una cota superior para la probabildad
de ruina (cuando el coeficiente de ajuste existe). Esta cota nos dice que la
probabilidad de ruina decrece exponencialmente, cuando el capital inicial u
crece a infinito.

Generalmente el coeficiente de ajuste no es facil de calcular (si sabemos
que éste existe). Hay un caso particular cuando el coeficiente de ajuste se
calcula explicitamente.

Ejemplo 7.7 (Reclamaciones exponenciales). Supongamos que los montos
de las reclamaciones tienen distribucién exponencial, digamos Y ~ Ezp(k),
entonces

M(r)=kr/(k —r) para T < K.

Luego@(r)zA( i —1)—07“:)\( ! )—cr:( A —c)r.En—
K—r K—r K—c
A

toces 0(r) = 0 cuando r = 0 o bien, cuando

— ¢ = 0. Por lo tanto,
K—c
encontramos que R =k — \/c.

M4s atin, por el teorema (Z.6]) tenemos que

’QD(U) S 6—Ru _ 6—(/{—)\/c)u‘ (77)

7.4. Propiedades Nde contraccion de los ope-
radores 17" y 1’ con respecto a la métrica
ponderada pg.

En esta seccion se demostrardn las propiedades de contractividad de los
operadores Ty T
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Bajo las condiciones de la hipdtesis 4, sean R € (0,7%), R € (0,7*) los
coeficientes de ajuste (que existen segin la Proposicion 7.3 ). Sea R, :=
min{R, R}.

En lo que sigue, sea § € (0, R,) un nimero arbitrario pero fijo.

Convenio 7.8. Para  := R, — 0 vamos a considerar en X la métrica uni-
forme ponderada pg definida en (34).

Lema 7.9. Supongamos que se cumplen las condiciones (L3) y (L4) y la
hipotesis 4. Entonces

_ A [ _
My == / BN E () dt < 1. (7.8)
0

Demostracion. Primero notemos que por la hipétesis 4 y la Proposicion
7.3, M s esta bien definida y es finita.
Ahora, en el intervalo [0,r*) definimos la funcién

I(r): = A /000 e F(t)dt.

C

De acuerdo con su definicién, I(r) es estrictamente creciente.
Luego, de la ecuacién (7)) se sigue que I(R) = 1.
Por otro lado, de la condicién (£3]) obtenemos que I(0) = %“ < 1. Por lo
tanto la funcién I(r) tiene la gfafica mostrada en la Figura 7.1.

__ Finalmente obtenemos que para cada r € [0, R), I(R) < 1y por lo tanto
Mg < 1, como se queria. O

Proposicién 7.10. Sean Mj la constante definida en (L8), ps como en el
Convenio 7.8 y el operador T que fue definido en (B.8)). Entonces para cada
z,y € X tales que pg(x,y) < oo se tiene que pg(Tx, Ty) < Mspg(x,y).
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1(r)

o

}|% r*
Figura 7.1: Gréfica de I(r).

Demostracién. De (B.8) tenemos que

ps(Tx, Ty) = sup e™
u>0

< A sup /Ou Ft)|z(u —t) —y(u—t)|e’dt

C u>0

/Ou r(u—t)F(t)dt — /Ou y(u — t)F(t)dt'

N
~ Ao / F(t)|a(u — 1) — y(u — 1)]PuDebar
C u>0 .o

A v_
< —pp(,y) Sup/ F(t)edt
& u>0 .J0
A

- / e (1) dl,
¢ Jo

— M{Spﬁ(xa y)

< pp(z,y)

Por lo tanto pg(Tz, Ty) < Msps(z,vy). O

Proposicién 7.11. Supongamos que se cumplen las hipdtesis 2, 3 y 4. Sean
ps como en el convenio 7.8, ¥, ¢ como en ([ y (1) respectivamente.

Entonces pg(¢, 1) < 2.

Demostracién. Segun la definicién de la métrica uniforme ponderada dada
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en (B4) tenemos que

pa(th,§) = sup [™(u) — e (w)]

u>0
< sup e (u) 4 sup e?(u).
u>0 u>0

Aplicando las desigualdades de Lundberg dadas en (ZH) y (Z.0) para las
probabilidades de ruina 1 y 1 respectivamente, tenemos que

p5(¢7 '{Z) S sup eﬁue_Ru + sup 66ue—ﬁu

u>0 u>0
= sup e—(R—R*—l—cg)u + sup e—(R—R*—I—&)u'
u>0 u>0

Ahora usaremos el hecho de que R, < R, (similarmente para é), obtenemos
que cada sumando en la parte derecha de la tultima desigualdad es menor que
SUP,>0 e 0 = 1. 0

Usando la proposicion 7.11 y la proposicién 7.10, el siguiente lema se
demuestra similarmente a la prueba del corolario 5.8.

Lema 7.12. Bajo todas las hipdtesis anteriores,

pol,0) < 7= ps T T (7.9

~

7.5. Una cota superior para p;(, )

Teorema 7.13. Supongamos que se cumplen las hipdtesis 2, 3y 4. Entonces
para cada 6 € (0, R,) se cumple

~ A
Pﬁ(@bﬂ/’) < W
[sulilgeﬁ“ / |F(t)—f(t)|dt+i1i%e‘5“ /0 B F (1) —f(t)|dt}, (7.10)

donde la constante Ms < 1 estd definida en (T8) y R es el coeficiente de
ajuste del modelo aprorimado ([LG).
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Demostracién. Por el lema (7.12]), las definiciones 5.10 y 5.11 tenemos que

~ 1 I
ps(h, ) < 1_m”5<m”>

_ 1 pu| A [T _

_1—M5i1§0)6 C/u [F'(t) — F(t)]dt + — / (u—t)[F(t) — F(t)]dt‘

gﬁhgeﬁ"/uwm(t) ) Dldt + sup e /wu—t\F £ — (t)|dt}.

Por la desigualdad de Lundberg (Z.8) tenemos que

Y(u—t) < e Ru=t),

Entonces
A
s(1, ) TESTA
{sup e / |F(t) — F(t)|dt + sup eR*“e_‘S“e_é“/ eﬁt@(t) - ?(t)|dt :
©u>0 u u>0 0

Dado que R, < R tenemos que efte o= Ru < 1. Entonces

pg(iﬂ,lZ) < mx
[supeﬁu / OO|F(t) — F(t)|dt 4+ sup e~ / ’ R F(t) — F(t)|dt] .
u>0 u u>0 0

0

Recordamos que 9 y @Z denotan las probabilidades de ruina en los mo-
delos real y aproximado, respectivamente. También, para § € (0, min{ R, R})
convenimos tomar  := min{ R, R} — §.
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Corolario 7.14. Supongamos que se cumplen las hipotesis 2, 3y 4. Entonces
para cada § € (0, R,)

2\

m[{é(ﬂ F), (7.11)

ps(, ) <

donde la constante M; < 1 fue definida en (T8, R es el coeficiente de ajuste
para el modelo aprozimado (LE) y K5 es la métrica de Kantorovich definida

en ([B.9).

Nota 7.15. La desigualdad (1) tiene sentido pleno solo cuando Kz (F, F) <
oo, propiedad que ya probamos en la proposicion 3.10.

Demostracién. (Del corolario 7.14).
Del teorema 7.13 se cumple que

ps(th, 1) < {177,

[Sup e’ / |F(t) — F(t)|dt + sup e / B P(t) — ﬁ(t)|dt} . (7.12)
u>0 u u>0 0

Sustituyendo el valor de /3 en el lado derecho de (ZI2) tenemos que
.9) < ———x

PR E) = 1 )
[Sup el f—0)u / |F(t) — F(t)|dt + sup e~ / B P () — ﬁ(t)|dt] :
u>0 u u>0 0

De nuevo usamos el hecho de que R, = min{R, ﬁ} < R. Entonces

)\ ~
—— sup el

pﬁ(¢7w> < C(l _ M(S) >0

~5)u / TR — B+

sup e~ /0 "R () — F(t)|dd]

u>0

N [Sup ¢—u i / () — F(8)[dt + sup e / 20 —f(t)|dt]
(1 —Ms) Lu>0 u u>0 0

= ﬁ Elilo) /°° M F(t) = F(]dt + sup /Ou e F(t) — ﬁ(t)\dt} |
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Observemos ahora que en la primera integral de la dltima desigualdad, ¢ €
[u, 00) esto significa que u < ¢, més atin '™ < ef y en consecuencia tenemos
que

P, ) < —— [sup [P - Folar+ s [ pe) - Feja

c(1 — Ms) Luz0 u>0
2 < = ~ 2 =
_ 7A_/ R () — F(t)]dt = — K (F, F),
c(1—Ms) Jo c(l = Ms)
lo cual prueba el corolario. O

Nota 7.16. En la situacién cuando los valores de Ry R son desconocidas
pero se saben las siguientes cotas: 0 < h < Ry 0 < g < R < H, se
demuestran desigualdades andlogas a la desigualdad ((T.I0) y (ZIII) con 6 €
(0, min{h, ¢}) en la parte izquierda y con Ky (F, F) en la parte derecha.
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Capitulo 8

Estimacién de la estabilidad de
la probabilidad de ruina en el
modelo de riesgo a tiempo
discreto

8.1. Notaciones

Definicién 8.1 (Vea Rincén (2010)). El proceso de riesgo a tiempo discreto
{X,, : n >0} estd dado por

n 0
Xp=u+n—>Y_Y;, (ZYJ-::()), (8.1)
=1 j=1

donde u es un entero no negativo que representa el capital inicial de la com-

pania y Y1,Ys, ... es una sucecion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con valores en el conjunto {0,1,...} y tales que
= FEY; <1.

Notacion 6. Denotaremos por F' a la funcién de distribucion de cualquier
variable aleatoria Y7,Ys,... vy

F(t):=1— F(1). (8.2)

También denotaremos una variable aleatoria genérica Y7, Y5, ... por Y.
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Definicién 8.2. El modelo de riesgo aprorimado a tiempo discreto es el
proceso {X,, : n > 0} dado por

n 0
% —utn-37, <Zf/j::0>, 53)
=1 =1

donde u es como en el modelo ®I)) y Y:,Ya, ... son variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con valores en el conjunto {0,1,...}
y tales que 1 := EY; < 1.

Notacién 7. Denotaremos por F a la funcién de distribucién de cualquier
variable aleatoria Y71,Ys, ... vy

F(t):=1— F(1). (8.4)

También denotaremos una variable aleatoria genérica Y7, Y5, ... por Y.

Definicién 8.3. La probabilidad de ruina (u) para el modelo [BI]) con
horizonte infinito estd definido como sigue

Y(u) = P(1 < 00| Xo = u), (8.5)

dondez = inf{n > 0: X,, < 0}. Similarmente se define la probabilidad de
ruina (u) para el modelo aproximado [83]) como

V() = P(F < 0o Xo =u), (8.6)
donde 7 := inf{n > 0: X,, < 0}.

Del mismo modo que en el problema a tiempo continuo, establecemos
el problema de comparacion de las funciones 1 y 1 en términos de algunas
distancias entre las funciones de distribucion F'y F.

Notacién 8. La probabilidad de no ruina (o la probabilidad de superviven-
cia):

%(u) =1—1(u), (8.7)

P(u) =1 —=9(u).
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8.2. Una ecuacion para la probabilidad de rui-
na

Teorema 8.4. Para el proceso de riesgo a tiempo discreto 81), la probabi-
lidad de ruina satisface la siguiente ecuacion:

Y(u) =Y F(m)+ ij Vu—m)F(m), u©=0,1,2,... (88)

donde por convenio (Z;}:O Y(—m)F(m) :=0).

Nota 8.5. La misma ecuacién como en (B8] se cumple para la probabilidad
de ruina ¢ definida en (8.6)).

La demostracién del Teorema 8.4 puede encontrarse por ejemplo en Rincon
(2012).

Definicién 8.6. Sea Q) un conjunto de funciones definido por

Y ={y=yu) €[0,1]:u=0,1,2,...}.

Consideraremos el espacio métrico (), p) donde p es la métrica uniforme
definida andlogamente a (3.2)).

Definicién 8.7. Sean F,f las funciones de distribucion de las variables
aleatorias Y)Y correspondientes a los modelos [81)) y (B3] respectivamente.

Para cada y € Q) definimos las funciones Sy y Sy como sigue:

Sy(u) == Z F(m) + ; y(u—m)F(m), u>0. (8.9)
Sy(u) := Z F(m) + ; y(u — m)?(m), u>0 (8.10)

Lema 8.8. Para cada y € 2), Sy, §y €9.
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Demostracion. Para cada u > 1 tenemos que

m=u m=0
00 u—1
<> F(m)+ ) F(m)
m=u m=0
=Y F(m)=EY <1.
m=0
Por lo tanto Sy € 9). O

Este lema significa que las expresiones (8.9]) y (8.10]) definen los operadores

S:Y—2D vy

8.3. Propiedades contractivas del operador S
con respecto a la métrica uniforme

Proposicién 8.9. Sea p la métrica uniforme definida en [B2) y sea S el
operador definido en (RQl). Entonces S es una contraccion en (), p) con
modulo p = EY < 1, es decir, para cada x,y € ),

p(Sz, Sy) < pp(z,y). (8.11)

Similarmente, el operador S definido en ®I0) es una contraccion en (), p)
con modulo 1 = EY < 1, es decir, para cada x,y € )

p(Sz, Sy) < fip(z,y). (8.12)
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Demostracién. Sean x,y € 2) arbitrarios pero fijos. Estimamos

p(Si.5y) = sup | 3 o = m)Flan) = 3 ylu = m)F(m)
<ingZ\xu— )~ (u— m)[F(m)

<sup > sup [a(s) - y(s)|Fm)
uzl 036[0 u}

< p(x,y)EY,
tomando p = EY tenemos que p(Sx,Sy) < up(x,y), donde p < 1.

El caso para S es similar. O

Nota 8.10. Del Teorema 8.4 y las definiciones de los operadores S y S se
sigue que

St = o, (8.13)
54 = 4.

Y de la proposicién 8.9 se obtiene que las funciones ¥ (u) y J(u), u > 0 son
soluciones tnicas de la ecuacién (BI3)).

Corolario 8.11. Para las probabilidades de ruina 1) y J definidas en (8.5
y ([B6]) respectivamente, tenemos

P 3) < T=pl59,50), (5.14)

donde p < 1 fue dado en la Proposicion 8.9.

Demostracion. Por desigualdad del triangulo y la propiedad de contraccién
de S tenemos que

p(h, ) = p(St, S¥) < p(St, SP) + p(Sih, Sib)
< pp(¥, ¥) + p(St, SP).
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~ ~ - ‘ ~ 1 -
Entonces p(¢, 1) < pp(,¢) + p(S¢, S1), 0 bien p(¢h, v) < ﬁp(&/}, Sv),
con 1 — p > 0 por la condicién p < 1.

~

8.4. Una cota superior para p(¢,1) en el mo-
delo de riesgo a tiempo discreto

Teorema 8.12. Sean 2/),{5 € ) las probabilides de ruina para los modelos

®3) y B4, entonces
- 1 -

donde p es la métrica uniforme definida en ([B.2) y
d(F,F) =Y |F(m) — F(m)].
m=0

Para probar el Teorema (8I2]) necesitamos el siguiente resultado.

Proposicién 8.13. Sean S, S operadores definidos en (83) y (8I0). Enton-
ces

p(S, Sip) < d(F, F).

Demostracion.

(S, S)
=sup |37 Fm) + 3 d(u—m)F(m) = 37 Flm) = 3 olu~ m>F<m>'
< sup | S [F(m) = Fm)| + 3, 3~ m)[Flam) ~ Flom
< onp | Y7 [FOm) ~ Flm)| + Y [Fm) ~ Flm)

= > [F(m) - F(m)|

= d(F,F).
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Demostracién. (Del Teorema 8.12). Por el Corolario 8.15 y la Proposicién

~ 1 - e 1 -
8.13 tenemos que p(lp,Qﬂ) S qp(SQﬂ, Slp) S ﬁd(F, F)
~ 1 -
Por lo tanto p(v,¢) < 1—d(F, F'), como se queria. O
—

Proposicion 8.14. Sean Y, Y wariables aleatorias con valores en {1,2,...}
con funciones de distribucion F y F' respectivamente. Entonces

d(F,F) = K(F,F),
donde K es la métrica de Kantorovich definida en ([3.3)).

Demostracién. Dado que Y,Y € {0,1,2,...}, en el intervalo [k, k+ 1) sus
respectivas funciones de distribucién son constantes. Por lo tanto el maximo

de |F(t) — F(t)| se alcanza en cualquier punto del intervalo [k, k + 1), esto
conduce a

K(F,F) = /OOO |F(t) — F(t)|dt = Z/k |F(t) — F(t)|dt
=Y |F(k) = F(k)| = d(F, F).

O

Segun la ultima proposicién mostrada, podemos reescribir nuestro resul-
tado en el teorema 8.12 como:

~ 1 ~
.)€ T K(P.F),
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Capitulo 9

Ejemplos y contraejemplos

Este capitulo ofrece primero un contraejemplo que justifica el uso de la
métrica de Kantorovich en la desigualdad (L8]) presentada en el Capitulo 1;
luego damos algunos ejemplos numéricos con distribuciones particulares F'y
F' que ilustran nuestros resultados.

9.1. Un contraejemplo

La métrica p definida en ([8:2) e involucrada en la desigualdad (6.1]) es un
andlogo de la distancia uniforme (o de Kolmogorov) entre las funciones de
distribucién de variables aleatorias no negativas:

Kol(F, F) := sup |F(z) — F(z)|.

x>0

La convergencia con respecto a Kol implica la convergencia débil y para
funciones de distribucién continuas, la convergencia en métrica de Kolmogo-
rov es equivalente a convergencia débil.

Una conjetura que parece ser razonable es que en lugar de la desigualdad
(1)) es posible demostrar la siguiente desigualdad més fuerte:

p(v,9) < G[Kol(F, F)], (9.1)
donde ¢(t), t > 0 es una funcién continua tal que ¢(t) | 0 cuando t | 0.

El siguiente contraejemplo muestra que en efecto las desigualdades como
(@) no son posibles. Por eso la presencia de la métrica de Kantorovich en
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(1) es natural. Ademés, segun (5.4
- A B
[¥(0) =% (0)] = —|p — Al

con,u:EYyﬁ:E?. B
Entonces la cercania uniforme (en u > 0) de ¥ (u) y ¢ (u) requiere la cercania
de los primeros momentos de Y y Y.

Por otro lado, en el Capitulo 3 mencionamos que la convergencia con
respecto a la métrica de Kantorovich significa convergencia débil mas con-
vergencia de primeros momentos absolutos.

El contraejemplo a (9.1) al que nos referiamos anteriormente, consiste en
considerar el modelo (L)) (modelo real) con una funcién de distribucién F' del
tamaro de las reclamaciones dadas. Consideraremos también una sucesion de
modelos aproximados ((ILG)) con funciénes de distribucién F),, tales que F,, —
F' (converge débilmente), pero para las correspondientes probabilidades de
ruina ¢ y ¥, se cumple que p(1, 7:5”) —+ 0 cuando n —» oo.

Como antes, sean Y y 17” las variables aleatorias que representan los tamanos
de las reclamaciones en el modelo real (II]) y en el modelo aproximado (L)),
respectivamente.

Escogemos:
Fy =0y esdecir P(Y =1)=1yparan=1,2,...

v _ 1, con probabilidad p; =1 —1/n,
"1 m ,con probabilidad p, = 1/n.

c
e Denotamos 6 = ViR 1. En el libro Kass, et al. (2001) se encuentra el
14
siguiente resultado que presenta una formula explicita para calcular la
probabilidad de ruina en el caso cuando los tamanos de las reclama-
ciones Y son variables aleatorias discretas, con un nimero finitos de

valores.

e Si los tamanos de las reclamaciones Y pueden tener solamente un
nimero finito de valores positivos x1,xs,..., 2, con probabilidades
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D1, D2, - - -, Pm, €ntonces la probabilidad de ruina es igual a

0 o
otk 2
vl =11 Y (e [T
k j=1"7"
A )
donde z = —(u—kyx1 —- -+ — k2 ) . La suma se extiende sobre todos

c
los valores de ky,...,k, =0,1,2,... tal que z sea positivo.

En nuestro ejemplo tomamos v = 3, A = 1 y ¢ = 3. Entonces, 0 = 2.
Buscamos el valor z correspondiente al modelo real (IL1]). Tenemos que
1 1
z2==(3—k1); = -max(0,3 — k).
3 3
Los valores de k; que hacen a z positiva son k; = 0, 1,2 con lo cual tenemos
que

1 ,Sik1:0,
Z = 2/3 ,Sik’lzl,
1/3 ,Sik’1:2.

Por lo tanto

Y(3) = 1—% [(—1)%1 G)—?) + (—2/3)te?? <%) + (—1/3)%!/3 @—T)] ~ 0.0018.

Para el caso de la variable aleatoria Y,, tenemos que

1
Zn = 5(3 - ]{31 - nk2)+.
Para n > 2, z, es positiva al tomar ko = 0y k; = 0,1,2. Por lo tanto, para
cadan > 2

1 ,sik; =0,k =0,
Zn = 2/3 ,Siklzl,]{?Q:O,
1/3 ,Sik’1:2,/{52:0.
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Para la variable aleaoria Y, tenemos que § = 3/2 — 1 = 1/2. Y por lo
tanto

7 1 o0 1 ((L—1/n)° (1/n)° 140 ,2/3
3u3) =1 - 3 [(vpreer (UL o oo

(U W | (s (U U W)

1 2 1
=1-3 [el — g62/3(1 —1/n) + Eel/?’(l — 1/n)2} :

~ 1 2 1
Entonces lim,, . ¥,(3) =1 — 3 (61 — gez/?’ + 1—861/3) ~ 0.5000.

Por lo tanto tenemos que ¥, (3) - ¥(3), cuando n —» c.

Ahora, trazando las graficas de las funciones de distribucién I’y E, (ver
figura 9.1) vemos que Kol(F, F,) = 1/n — 0 cuando n — oc.

F(x)
l ————————————— S ———— e ———
72 Y S  —
| Fn :
Il |rl

Figura 9.1: Funciones de distribucion de Y y Y.

9.2. Ejemplo de aplicacion de la desigualdad
(61) cuando los montos de las reclama-
ciones tienen distribucién exponencial

Consideremos las variables aleatorias Y ~ Exp(k = 1) y Y. ~ Exp(r =

1+ ¢) con funciones de distribucién denotadas por F'y F. respectivamente.
Sabemos cémo calcular la probabilidad de ruina cuando el tamano de las
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reclamaciones tienen distribucién exponencial (ver (7).

Tomamos A = 1 y ¢ = 2. Entonces tenemos para nuestro caso que

Ylw) = S,
Ja(u) _ 2 1+ E)e—(l/Z-‘ra)u.
Con esto tenemos que
TN 1 —u/2 1 —(1/24€)u
p(h,1pe) = sup |5e ™ — 5T

1
= qup[l +¢&— e e W2
2(1 + 2) ugg[ ]

Por otro lado, la métrica de Kantorovich es:

K(F, F.) = / 1 —et—1+e Mgt
0

* 1
:/ el —edt=1—- —— = -
0 1+ 1+4¢

Hacemos uso del programa Mathematica para obtener (para ciertos valo-
res de €) estimaciones para los lados derecho e izquierdo (calculo de supremos)

de ([6.1).
€ ﬂ(%%) C_AHAK(Fv F)
0.01 0.0056 0.0099
0.1 0.0539 0.0909
0.2 0.0972 0.1667
0.49 0.1852 0.3289

Los resultados numéricos presentados en la tabla de arriba muestran que
en el caso particular considerado, la desigualdad de estabilidad (G1]) es bas-
tante precisa (la estimacion es aproximadamente el doble del valor estimado).
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9.3. Ejemplo de aplicacion de la desigualdad
(E1) cuando los montos de las reclama-
ciones tienen distribucién Gama

A continuacién presentamos otro ejemplo de aplicacion de la desigualdad
(61). A diferencia del ejemplo anterior, ahora los montos de las reclamaciones
tienen distribuciéon Gama.

Consideramos las variables aleatorias Y ~ Gama(n =2, =1) y
Y. ~ Gama(n = 2,& = 1+ ¢) con funciones de distribucién denotadas por
Fy é respectivamente.

En Yuanjiang, et al. (2003) (ver Teorema 2 de esta referencia, pag. 139)
se ofrece la siguiente férmula explicita para calcular la probabilidad de no
ruina para el modelo clésico de riesgo, en el caso particular cuando los montos
de las reclamaciones tienen una distribucién Gama con parametros n = 2y

a >0,
— vo(vy + a)?

P(u) =1+

donde \ es el pardmetro del proceso de Poisson del proceso N(t), c es la
entrada de primas por unidad de tiempo a la compania de seguros y

A —2ca+ VA% +deal

viu Vl(VQ + a)2
(v — 19)a? (vy —11)a?

vou
)

v = 9
2c

A — 2ca — /A% 4+ dea)

V9 = .
2c

Para este ejemplo tomaremos A = 1 y distintos valores para la entrada
de primas c. Las estimaciones (elaboradas en Mathematica) para las partes
derecha e izquierda de la desigualdad (6.1) aparecen en la siguiente tabla
para distintos valores de ¢.

| c=3 |
: o(0,5) O K(F,F)
0.5 0.2931 0.6667
0.2 0.1594 0.3333
0.1 0.0908 0.1818
0.01 0.0104 0.0198
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| c=4 |
e p(t, ) 25K (FF)
0.5 0.1930 0.3333
0.2 0.1003 0.1667
0.1 0.0557 0.0909
0.01 0.0062 0.0099
‘ c=10 ‘
e (), ).) 2K (P F)
0.5 0.0685 0.0833
0.2 0.0345 0.0417
0.1 0.0189 0.0227
0.01 0.0021 0.0025
‘ c =100 ‘
e (), ) 2SK(F F)
0.5 0.006672 0.006803
0.2 0.003336 0.003401
0.1 0.001820 0.001855
0.01 0.000198 0.000202

Como puede observarse en la tabla, el lado derecho de (6.1I) aproxima
bastante bien al lado izquierdo de la cota. De hecho, el caso cuando ¢ = 10
ofrece una estimacion bastante aceptable.

9.4. Ejemplo de aplicacion de la desigualdad
(.10

De nuevo consideremos las variables aleatorias Y ~ Eap(k = 1) y Y. ~

Exp(k =1+ ¢) con funciones de distribucién denotadas por F'y F. respec-
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tivamente.

También tomamos A =1y ¢ = 3.
Los coeficientes de ajuste son (ver Rincén, (2010), pag 220):

R=k—Ac=1-1/3=2/3.
R=R—MNc=14+e—-1/3=2/3+¢.

Establecemos también el parametro 3 que determina la métrica uniforme
ponderada pg. Para esto recordemos que f = R, —0, R, = min(R,R) = R =
2/3y 6 € (0, R,) puede ser escogida arbitrariamente. Entonces

f=2/3-06, 6€(0,2/3).

Las respectivas probabilidades de ruina son:

U(u) = ze 2,

3
el) = 3(1 1+ a)e_(2/3+€)u‘
Con esto tenemos que
ps(¥, 0) = sup Loome 1 epsron| @30
w0 |3 3(1+¢)
ST

Y para calcular el lado derecho de la desigualdad ([ZI0) veamos que

A {supeﬁu / |F(t) — F(t)|dt + sup e / e§t|F(t)—ﬁ(t)|dt]
(1= Ms) Lu>0 u u>0 0

1

— X
3(1— My)

{sup 6(2/3_6)“/ e (1 — e ")dt + sup 6_6“/ elT1/3 et (1 — e_‘“)dt] ,
u 0

u>0 u>0
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donde

e 1
M; == (2/3=0)te=tqt — < 1.
’ 3/0 ‘ ‘ 1+ 36

Ahora, teniendo las expresiones explicitas para los lados izquierdo y dere-
cho de la desigualdad ((ZI0), nos ayudamos del programa Mathematica para
calcular dichas expresiones (calculo de supremos). Consideramos los casos
e = 0.1,0.2,0.49. A continuacén se muestra una tabla donde se muestran
explicitamente los resultados obtenidos.

€ ) ‘ pa(¥,1.) ‘ Lado derecho de (Z.10) ‘
0.1 0.49 0.0363 0.0861
0.2 0.0598 0.2711
0.1 0.0917 0.7153
0.01 0.2707 12.9332
0.2 0.49 0.0653 0.1720
0.2 0.1000 0.6131
0.1 0.1405 1.5976
0.01 0.2751 42.6753
0.49 0.59 0.1180 0.3441
0.49 0.1242 0.4552
0.3 0.1459 1.1247
0.2 0.1680 2.9810

La tabla anterior permite evaluar la exactitud de la estimacion de la de-
sigualdad (ZI0) y da una primera idea de cudl debe ser el valor del “parame-
tro controlable”d que provee la diferencia mas pequena entre las partes de-
recha e izquierda de dicha desigualdad. Como podemos observar en la tabla,
la cota ((CI0) es “més precisa” para valores de 0 “relativamente grandes”.
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Conclusiones

En este trabajo hemos presentado resultados que permiten estudiar la
estabilidad de la probabilidad de ruina en el modelo clasico de riesgo. Para
obtener las desigualdades presentadas en el Capitulo 4, empleamos el método
de operadores contractivos en el modelo clasico de riesgo, este método es muy
simple y como mencionamos antes, hasta donde sabemos no se encuentra en
la literatura.

En el Capitulo 2 discutimos algunos resultados conocidos en este tema y
las principales ventajas que nuestros resultados tienen sobre éstos trabajos.
La ventaja més importante que ahora nos gustaria resaltar es el método (muy
sencillo) que utilizamos para obtener dichos resultados en esta tesis .

Una situacion importante que no podemos dejar de abordar, es considerar
algunas extensiones que este trabajo puede tener. A continuacién menciona-
mos algunas de ellas:

1. Obtener nuevas cotas de estabilidad para la probabilidad de ruina con
horizonte finito.

2. Considerar una aproximacion X de la intensidad desconocida A de lle-
gadas de las reclamaciones.

3. Aplicando nuestro método de operadores contractivos y métricas pro-
babilisticas, obtener nuevas cotas superiores para un modelo mas gene-
ral que el empleado en este trabajo, por ejemplo el Modelo de Sparre
Andersen.

Algunos trabajos antes mencionados (ademés de los que discutimos en
el Capitulo 2) pueden ser de mucha utilidad en una posible investigacién de
aspectos como los senalados anteriormente.
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