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Resumen

El estudio del flujo de un fluido alrededor de un medio poroso ha sido un tema de
gran interés en la comunidad cientifica, dada las numerosas aplicaciones en la indus-
tria quimica. Particularmente, ha existido un esfuerzo importante en la descripcién
adecuada del campo de velocidad del fluido sobre y a través de dicho medio poro-
so. En el contexto del método del promedio volumétrico, la alternativa de descripciéon
del transporte de momento en el sistema, via una tnica ecuacion promedio generali-
zada dependiente de coeficientes de medio efectivo (i.e., enfoque de un dominio), ha
logrado capturar eficazmente las variaciones microscépicas y macroscopicas de la ve-
locidad y presion de los sistemas tratados, ademas de que ha permitido deducir una
via para obtener las condiciones de frontera adecuadas para el enfoque de ecuaciones
de coeficientes constantes en cada regién del sistema (i.e., enfoque de dos dominios).
Desafortunadamente, existe aun incertidumbre acerca de la determinacion confiable de
las variaciones espaciales de los coeficientes de medio efectivo (i.e., fraccién volumétrica
y permeabilidad) principalmente en la frontera fluido/medio poroso dado que ocurren
rapidos cambios de la velocidad, de aqui hasta ahora solo se han impuesto tendencias
lineales. Asimismo, hasta ahora no se ha garantizado la aplicacion a situaciones reales
puesto que solo se ha tratado flujo unidirrecional de un fluido. El presente trabajo
propone atender dicho problema a partir del uso del enfoque de un dominio en un
sistema de flujo bidirrecional de un fluido a través de un medio poroso homogéneo,
en el cual las variaciones espaciales de la fracciéon volumétrica y las componentes no
nulas del tensor de permeabilidad, son obtenidas haciendo uso de la geometria del me-
dio poroso y via la definicién de un proceso de cerradura por simulacién a escala de
poro. En general, los resultados obtenidos mostraron que el ODA que toma en cuenta
la primera y segunda correccion de Brinkman puede reproducir satisfactoriamente en
cualquier zona del sistema a los perfiles bidirrecionales de velocidad y presién prome-
dio intrinseco obtenidos de promediar a los perfiles de velocidad y presion locales de
forma casi exacta, mostrandose errores porcentuales promedio menores a la unidad.
También, se evidencié que las variaciones espaciales de la fraccién volumétrica en la
inter-region pueden ser tratadas como funciones lineales, caso contrario, se encontro

que las componentes Kg,, y K, del tensor de permeabilidad no son lineales.

XI



Capitulo 1

Generalidades

1.1. Introducciéon

El flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso se encuentra presente en
numerosos procesos de la ingenieria quimica, tales como, transporte de contaminantes
en aquiferos y suelos (Pinder y Gray, 2008), procesos de secado (Carbonell y Whitaker,
1984; Whitaker, 1977; Bear y Bachmat, 1990), extraccién de petroleo en yacimientos
(Escobar-Macualo, 2012), procesos en reactores heterogéneos (Geankoplis, 2007), entre
otros. Su conocimiento es fundamental, dado que el perfil de velocidad del fluido es
necesario para determinar el transporte de masa y energia involucrado y su efecto en
el disefio, operacion, y/o optimizacién de mencionados procesos. Por esto, su anélisis a
partir de modelos matematicos que predigan de forma confiable el campo de velocidad
del fluido se ha intentado desde afios atras y aun ahora. En la literatura, se ha optado,
por la descripcion de este tipo de fendémenos a partir de ecuaciones de medio efectivo,
obtenidas por un proceso de escalamiento. En este contexto, existen dos propuestas de
modelado matemético del transporte de momento entre un fluido y un medio poroso.
El primero de ellos es el enfoque de un dominio (més conocido por sus siglas en inglés
como ODA, One Domain Approach), el cual involucra una tnica ecuaciéon promedio ge-
neralizada vélida en todo el dominio del sistema (i.e., zona de fluido libre, inter-regién
y regién de medio poroso homogéneo) dado que considera las variaciones espaciales
de los coeficientes efectivos de transporte (i.e., fraccién volumétrica y permeabilidad).

Y el segundo enfoque de dos dominios (mas conocido por sus siglas en inglés como



TDA, Two Domain Approach), el cual considera ecuaciones promedio con coeficientes
constantes para cada region del sistema y reemplaza a la inter-regién por una superfi-
cie divisoria donde toma en cuenta condiciones de salto que requieren las variaciones
espaciales de los coeficientes efectivos de transporte determinados por el ODA. Hasta
ahora, la principal dificultad del enfoque ODA y en consecuencia del TDA, ha sido
la determinacién adecuada de los coeficientes de medio efectivo y la garantia de apli-
cacion a situaciones realistas que consideren flujo en al menos mas de una direccién.
Para estudios de transporte de cantidad de movimiento, se han reportado propuestas
de tendencias lineales de la fraccion volumétrica y la permeabilidad en la inter-region;
sin embargo, dado que no hay precedente de evidencia de ello, la informacion resultante
es poco confiable. Dicho problema puede ser atendido, en el contexto del método del
promedio volumétrico, mediante el desarrollo y solucién de modelos ODA para flujo en
mas de una direccion y con la determinacion apropiada de la variacién de los coeficien-
tes de medio efectivo via un proceso de cerradura que resulta en un término de Darcy, el
cual permite determinar las componentes de interés del tensor de permeabilidad. Para
este fin, el presente trabajo se organiza de la siguiente manera. En el resto del capitulo
1, se discuten algunas propuestas de estudios de flujo alrededor de medios porosos, a
partir de modelos ODA y TDA. Esto, para dar a conocer como se han determinado
las variaciones espaciales de los coeficientes de medio efectivo del ODA, las condiciones
de salto requeridas en el TDA y las relaciones entre ambos enfoques para tales fines.
Ademas, se discute la motivacién del trabajo y la meta del mismo. En el capitulo 2, se
presenta el caso de estudio local de una cavidad de paredes impermeables y se desarro-
llan, detallan y solucionan las ecuaciones generalizadas del enfoque ODA dependientes
de un vector de resistencias y de la permeabilidad, las cuales posteriormente se sitian
al problema de flujo bidimensional para dicho caso de estudio. También, se destina
una seccién al método del promedio volumétrico, para explicar la aplicacion de sus
teoremas asi como su significado fisico. En el capitulo 3, inicialmente se discuten los
perfiles de velocidad y presion locales en la cavidad, obtenidos por una simulacion a
la escala de poro. Seguido, se muestran las variaciones espaciales de la fracciéon vo-
lumétrica obtenidas utilizando la definicion geométrica del medio poroso homogéneo.
Luego, se obtienen las componentes no nulas del vector de resistencias y del tensor de

permeabilidad las cuales son necesarias para cerrar el ODA y resultan por el uso de la



simulaciéon numérica a escala local. Después, se presentan los campos de velocidad y
presion promedio intrinseco que son resultado de los dos tipos de modelos ODA tra-
tados y su validez mediante la comparacién con el promediado de los resultados a la
escala local. Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones generales y las

perspectivas de este trabajo.

1.2. Antecedentes

El flujo de un fluido sobre y a través de un medio poroso se encuentra presente en
numerosos procesos de la ingenieria quimica, tal como se mencioné en la introduccién.
Por esto, ha existido un importante esfuerzo en la determinacién apropiada del campo
de velocidad del fluido. Dada la disparidad de longitudes caracteristicas involucradas
y las complejas geometrias de los medios porosos comunes, la descripcion de estos
fenomenos a la microescala o a ’escala de poro’, es impractico y su determinacion casi
imposible. Por tales motivos, en la literatura, se ha optado, por la descripcién de este
tipo de fenémenos a partir de ecuaciones de medio efectivo, obtenidas por un proceso de
escalamiento, siendo preferido el método del promedio volumétrico dadas su ventajas de
que la definicién de la variable dependiente y los coeficientes de transporte asociados es
clara y no esta restringido a ninguna geometria (Ochoa-Tapia, 1995). En este contexto,
existen dos propuestas de modelado matematico del transporte de momento entre un
fluido y un medio poroso. El enfoque de un dominio (més conocido por sus siglas en
inglés como ODA, One Domain Approach) y el enfoque de dos dominios (més conocido
por sus siglas en inglés como TDA, Two Domain Approach) (Goyeau et al., 2003;
Véldes-Parada et al., 2013) (Ver Figura 1.1). En el ODA, el sistema constituido de dos
regiones homogéneas y una zona de transicion, se considera como un pseudo continuo.
Esto es, se supone como un continuo, en donde la fase dentro del medio poroso que
originalmente ocupa subdominios dentro del mismo, ahora se asume ’continua’ y por
ende llena el dominio entero. Por lo anterior, en este enfoque, el transporte de momento
se describe mediante una unica ecuacién generalizada (GTE por sus siglas en inglés,
Generalized transport equation), libre de restricciones de escala y vélida en todo el
dominio del sistema (i.e., zona del fluido, zona del medio poroso y zona de transicién (i.e.

inter-regién). Para ello, en dicho enfoque los coeficientes de transporte efectivos (i.e.,



porosidad y permeabilidad) dependen de la posicién en la inter-region fluido libre-medio
poroso. Por otro lado, el TDA plantea un sistema de dos regiones homogéneas separadas
por una superficie divisoria ’virtual’. En este caso, el transporte se describe mediante
ecuaciones promedio para cada region del sistema (i.e., zona de fluido libre y zona
del medio poroso) con coeficientes efectivos constantes. Dichas ecuaciones se acoplan
mediante condiciones de frontera de salto en la superficie divisoria, las cuales contienen
parametros de salto que tienen el objetivo de incluir el efecto de la microestructura en

la inter-region en las ecuaciones gobernantes del transporte de momento.

One Domain Approach Two Domain Approach
0ODA TDA

///////////\ ///////////\

/ Y\ \

"/ Regién homogénea  \_ 7 Region homogénea N

oA /, 1omo N

/ de fluido libre AN / de fluido libre AN

/ N / N

7 N 7 N
y T_> / \:[Inter-re i6n 7 N Superficie
X 7 N £ divisoria

7/, Pared

Figura 1.1: Comparacion de modelado por enfoque de un dominio y enfoque de dos

dominios.

Cada uno de estos enfoques de modelado presenta dificultades, para la solucién
del ODA se requiere una discretizacién espacial dentro de la inter-region, y el TDA
necesita la deduccién de las condiciones de salto 'confiables’ en la superficie divisoria.
La eleccion de modelado por ODA o TDA depende del nivel de descripcion al que se
quiera modelar, ya que el ODA es el enfoque mas exacto y el que usualmente se utiliza
en aplicaciones donde conocer los perfiles de masa, momento y/o calor en cada zona
del sistema, es necesario, mientras que el TDA es mas sencillo y alcanzable por ser

solo una aproximacién del ODA y se usa a menudo para aplicaciones minimas como
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conocer las entradas y salidas de masa, momento y/o calor en el sistema (Ochoa-Tapia
y Whitaker, 1995). Por tales motivos, en dicha eleccién es importante considerar estos
factores y en consecuencia las capacidades computaciones disponibles (Aguilar-Madera
et al., 2011). Con frecuencia, en la practica, suelen preferirse ecuaciones basadas en
el TDA para sistemas fluido-medio poroso dada su simplicidad y su facil solucién. De
aqui la principal dificultad, ha sido encontrar la posicién de la superficie divisoria y las
condiciones de frontera apropiadas. En ese sentido, algunos otros trabajos basados en
el ODA han intentado resolver estos problemas mediante equivalencias entres ambos
enfoques. Para profundizar en tal situacién, a continuacién se presenta una revision de
las diferentes investigaciones de modelado en sistemas fluido-medio poroso basados en
un TDA o un ODA. Los primeros trabajos se basaron en ecuaciones fundamentadas
en el TDA, donde su principal meta a alcanzar fue la deduccién de las condiciones de
frontera de salto ’confiables’. Inicialmente, Beavers y Joseph (1967) estudiaron teérica
y experimentalmente el efecto de una interfaz permeable entre un fluido y material
permeable (i.e, medio poroso). Para ello, consideraron como caso de estudio, el flujo
unidireccional de un fluido impulsado por un gradiente de presién constante, sobre un
canal horizontal llenado parcialmente de un material poroso. El modelado matematico
del sistema se realizé considerando que el transporte de momento en la zona de fluido
homogéneo es gobernado por la ecuacién de Stokes y en la zona del material permeable
homogéneo por la ley de Darcy. Asimismo, propusieron un acoplamiento de las ecuacio-
nes de cada zona, a partir de una condicion de frontera semi-empirica de deslizamiento
de la velocidad en la interfaz. Dicha condicién incluye un parametro adimensional
empirico simbolizado como «, el cual depende de la microestructura del medio poroso
en la interfaz fluido-medio poroso. Sus resultados mostraron para diferentes materiales
permeables, que con valores de « entre el rango de 0.1 — 4 se representa adecuadamen-
te el comportamiento experimental del flujo del fluido sobre los respectivos materiales
permeables utilizados. Lo anterior evidencié la importancia del conocimiento de la mi-
croestructura del medio poroso en la inter-region en la descripcién del flujo de fluidos
en medios porosos. La investigacion de Beavers y Joseph (1967) fue el punto de partida
para el estudio del flujo de un fluido sobre y a través de medios porosos, ésta, motivé a
otros autores que pusieron su atencion en dichos fenémenos y que intentaron justificar

y delimitar los alcances de su condicién de frontera propuesta. Tal fue el caso de Taylor



(1971) y Richardson (1971). Estudiaron tedrica y experimentalmente la condicién de
frontera semiempirica de Beavers y Joseph (BJ), especificamente, cuestionaron la "ini-
ca’ dependencia del parametro empirico a con la microestructura del medio poroso.
Para esto, consideraron un sistema de un flujo que fluye debido al movimiento de una
placa horizontal y que se escurre a través de un medio poroso simplificado hecho de ra-
nuras espaciadas. Como resultados obtuvieron expresiones analiticas para el parametro
a dependientes de la altura de la zona del fluido. Con esto, los autores observaron que
« decrece hasta alcanzar un valor constante a medida que la altura de la zona del fluido
incrementa. Por lo anterior, se concluyd que a no solo depende de la microestructrura
del medio poroso en la interfaz fluido-medio poroso, si no también de la altura de la
zona de fluido libre. Mas atin, con el mismo objetivo de justificacién de la condicién
de BJ, Saffman (1971) dedujo tedricamente la misma. Para ello, Saffman consider6 un
sistema como el de BJ y establecié que el transporte de movimiento en la zona del
fluido libre se gobierna por la ecuacion de Stokes y en la zona de medio poroso por una
ley de Darcy extendida para su aplicabilidad a medios porosos no homogéneos. Esta
ultima deducida en el mismo trabajo a partir de un enfoque estadistico. Con respec-
to a la deduccion de la condicion de frontera, el autor aplicé conceptos de teoria de
capa limite en las ecuaciones del flujo antes descritas. Sus resultados mostraron que
el parametro « se ve afectado por la localizacion de la superficie divisoria, hasta ese
momento desconocida. Otros trabajos aplicaron la mencionada condicion de frontera
de BJ, mostrando asi su validez. Por ejemplo, Beavers et al., (1970) verificaron esta
condicién en un sistema experimental igual que el de BJ (1967) pero con aparatos e
instrumentos de mediciéon més sofisticados. Para ello, utilizaron como flujo de trabajo
agua desmineralizada y como medio poroso Niquel fibroso. En cuanto a los aspectos
tedricos, su trabajo muestra el mismo tratamiento matematico de BJ. Sus resultados
exhibieron una buena concordancia de la teoria con la experimentacion para un valor
empirico de o = 0.1, siendo los errores no mayores al 1.5%. Lo anterior reafirmé la
efectividad del modelo de condicién de frontera de BJ. También, Beavers et al., (1974)
evaluaron esta condicion de frontera para el caso de un flujo unidireccional de gas sobre
un medio poroso homogéneo. Esto, usando aire como fluido de trabajo y dos medios
porosos fibrosos de altas porosidades. Compararon los resultados experimentales con

los resultados tedricos de la condicién de frontera semiempirica propuesta para valores



empiricos de a = 0.27 y a = 0.19. Encontraron para los dos medios porosos estudia-
dos una buena concordancia de las predicciones tedricas de la velocidad en la interfaz
fluido-medio poroso con las predicciones experimentales, con una desviacion maxima
del 4 %. Con lo anterior se comprobd la utilidad de dicha condicién de frontera para
casos donde el fluido que fluye sobre el medio poroso es un gas. A pesar de los bue-
nos resultados obtenidos por la formulacién matematica semiempirica de BJ, esta fue
cuestionada dado que no considera los fenomenos de capa limite en el medio poroso
causados por efectos de las fuerzas viscosas y puesto que su condicion de frontera de
deslizamiento de la velocidad no provee informacion de lo que ocurre en la inter-region.
En este sentido, Neale y Nader (1974) propusieron el uso de la correccién de Brinkman
en la ley de Darcy, para describir el transporte de movimiento en la zona del medio
poroso en un sistema como el de BJ. Y ademas plantearon condiciones de frontera
fisicamente mas realistas de continuidad de la velocidad y el esfuerzo en la inter-region.
Solucionaron su sistema de ecuaciones de forma analitica, encontrando asi un perfil de
velocidad suavizado en la zona de la inter-region y concordancia de sus ecuaciones con

Belf “donde p.r¢ es una viscosidad efectiva
n o’ fr

las deducidas por BJ para cuando a =
y u la viscosidad del fluido. Con todo lo anterior, Neal y Nader concluyeron que la
condicién de BJ es una buena aproximacién, pero que solo es viable en situaciones
donde las regiones de capa limite dentro del medio poroso son despreciables, ya que en
caso contrario, la necesidad de la correccion de Brinkman a la ley de Darcy es evidente.
Otros trabajos, como el de Neale y Epstein (1973) también abordaron esta idea pero
en un caso de estudio de flujo de un fluido newtoniano en una esfera permeable. Sus
resultados reiteraron que la descripcién mas satisfactoria del transporte de movimiento
dentro del medio poroso es aquella que considera la extension de Brinkman a ley de
Darcy. Dado lo anterior, se presté especial atencién a la determinacion del parametro
s en el medio poroso. No obstante, dada la falta de datos experimentales, no se
lograron predicciones de este. Asi que, la correccién de Brinkman no fue totalmente
aceptada por ausencia de su comprobacién experimental (Niel, 1983 ;Haber y Mauri,
1983). Con lo anterior, se evidenciaron las principales limitaciones de las propuestas
antes descritas. Entonces, otros enfoques fueron propuestos. Por ejemplo, el enfoque de

derivaciéon de las condiciones de frontera de deslizamiento en la interfaz fluido-medio

poroso basado en argumentos de escalamiento, propuesto por Ross (1983). Dicha pro-



puesta se fundamentaba en la teorfa de Whitaker (1970) y suponia la existencia de
una transformacion lineal (i.e., M;;) que 'mapea’ a la velocidad promedio a partir de la
velocidad local. De aqui, seleccionando una regién de promediado, tomando en cuenta
la asuncién antes mencionada y otras de escalamiento, Ross desarrollé una condicién
de frontera valida para la velocidad promedio, la cual adicionaba un término a la co-
nocida condicion de frontera de BJ. Ademas, defini6 matematicamente al parametro
a en funcién de M;; para el caso de un medio poroso isotrépico. De este modo, Ross
concluyé que en el estudio de la frontera fluido-medio poroso es necesario adicionar un
término de derivadas de la velocidad promedio a la condicién de BJ y que a puede
ser reescrito en funcién de una transformacion lineal M;;. Desde otra perspectiva, Bec-
kermann y Viskanta (1987) estudiaron el flujo estacionario de un fluido incompresible
newtoniando y el transporte de calor en una placa plana incrustada con un medio po-
roso homogéneo isotropico. Esto a partir de modelos de enfoque ODA, en los que se
toma en cuenta la ley de Darcy y las correcciones de Forchheimer-Brinkman, ademas de
los efectos inerciales en la ecuacién de transporte de movimiento. De esto, obtuvieron
en sus resultados concordancia aceptable de los perfiles analiticos de la velocidad y la
temperatura con datos experimentales. Ademads, evidenciaron que el transporte de mo-
mento y calor en la frontera fluido-medio poroso depende de los niimeros modificados
de Reynolds y Prandt y en consecuencia de los coeficientes efectivos del sistema (i.e.,
permeabilidad efectiva y difusividad térmica efectiva). Es importante sefialar que en su
ecuacion de enfoque ODA las variaciones de la porosidad no fueron consideradas. En el
mismo ano, con la misma idea, Vafai y Thiyagaraja, estudiaron tres tipos de interfaces:
a) interface entre una regién de fluido y un medio poroso, b) interface entre dos medios
porosos y ¢) interface entre un medio impermeable y un medio poroso. Esto, a partir de
modelos de transporte de momento y calor de enfoque TDA que consideran los efectos
de cada interface y los inerciales y que fueron obtenidos haciendo uso de la teoria de
Whitaker (1970). Especificamente propusieron, en el estudio del flujo de fluidos, para
la interface a): ecuaciones dependientes de las propiedades de cada medio poroso (i.e.,
permeabilidad, porosidad y factor de friccién), para la interface b): ecuacién simplifi-
cada de Navier-Stokes en la region del fluido libre y un modelo que incluye la velocidad
de Darcy y un numero de Reynolds basado en la permeabilidad del medio poroso para

la zona del medio poroso y para la interface c) ecuaciones dependientes de la porosidad



del medio poroso. En el caso del estudio de la distribucion de calor, consideraron ecua-
ciones de calor simplificadas segtin las condiciones de temperatura establecidas. Fijando
parametros empiricamente obtuvieron soluciones analiticas de sus modelos y expresio-
nes explicitas para la temperatura y la velocidad en la interfaces a partir de éstas. Los
resultados de lo anterior fueron comparados con datos experimentales, exhibiéndose
un buen acuerdo con estos para todos los tipos de interfaces involucradas. Posterior-
mente, Sahraoui y Kaviany (1991) estudiaron las posibles dependencias del coeficiente
a de la condicién de frontera en la interface fluido-medio poroso. Esto a partir de la
solucién numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes y de continuidad cerca de esta
interface, considerando al medio poroso como un arreglo hecho de cilindros. Para flujo
paralelo y oblicuo a la interface, sus resultados mostraron que el pardmetro a no solo
depende de la estructura del medio poroso si no que también depende de la porosidad,
los efectos inerciales (i.e., numero de Reynolds), localizacién de la interface, direccién
del flujo y la estructura en el arreglo de las particulas superficiales del medio poroso.
En 1995, con la misma intencién de abordar el problema de transporte de momento
en la frontera entre un fluido y un medio poroso homogéneo, Ochoa-Tapia y Whitaker
presentaron una metodologia de derivacién de la condicién de frontera del esfuerzo en
esta zona. Para esto, inicialmente dedujeron por el método del promedio volumétrico
una GTE de momento que incluye cantidades que aparecen en el problema de cerra-
dura de la ley de Darcy y que toman en cuenta la variacion de la permeabilidad, asi
como un término nombrado como la segunda correcciéon de Brinkman que involucra las
variaciones espaciales de la porosidad en el sistema. Esta GTE se reduce a las clasicas
ecuaciones de transporte de Darcy y Stokes en las zonas de medio poroso homogéneo
y fluido libre, respectivamente, dandose asi lugar a las ecuaciones del enfoque TDA.
Entonces, sus desarrollos aplicados a un caso de estudio andlogo al experimental de
BJ, dieron lugar a una condiciéon de salto de frontera del esfuerzo que depende de un
parametro de salto ajustable $ de orden uno que puede tener valor negativo o posi-
tivo y el cual debe determinarse por ajuste de datos experimentales. También, dichos
autores extendieron su trabajo a una segunda parte donde validaron su condicién de
frontera mediante la comparacion con datos experimentales obtenidos de BJ. Encon-
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utilidad de esta condicion de frontera propuesta y que el parametro ajustable 5 podria
dar méas informacion de la naturaleza de esta frontera que otros parametros anterior-
mente propuestos de longitud de escala \/K_Bw . Los trabajos antes descritos motivaron
a algunos autores a usar la condicién de frontera de Ochoa-Tapia y Whitaker (OT-W).
Por ejemplo, Kuznetsov (1996) acoplé y resolvié esta condicién con las ecuaciones de
Stokes y de Brinkman-Forchheimer-Darcy para el estudio estacionario del flujo de un
fluido laminar en un canal lleno con medio poroso. Principalmente, analizé la influen-
cia del numero de Darcy y la viscosidad efectiva de la correccién de Brinkman en el
parametro de salto 5. Sus resultados mostraron que la viscosidad efectiva modifica los
perfiles de velocidad en la interface fluido-medio poroso. Ademas, encontré un decreci-
miento de 3 con el decrecimiento del nimero de Darcy, evidenciando asi la existencia
de una relacién de 8 con la microestructura de la interface. Sin embargo, Kuznetsov
no derivé ninguna expresion que validara dicha relacion. Por otra parte, otros autores
intentaron proveer informacion acerca del coeficiente 8. Goyeau et al., 2003, derivaron
una expresion explicita de este coeficiente ajustable. Esto a partir de la propuesta de
acoplamiento de modelos de enfoque ODA que consideran una zona de transicion entre
las dos regiones homogéneas (i.e., fluido libre y medio poroso) donde existen varia-
ciones espaciales de los coeficientes macroscépicos de transporte (i.e., permeabilidad,
porosidad y viscosidad efectiva) con modelos de enfoque TDA. Sus resultados de los
valores de 3 fueron comparados con los resultados experimentales obtenidos por BJ y
OT-W resultando un buen acuerdo entre estos, donde la dependencia de la porosidad
con la posicién se supuso lineal y la permeabilidad fue calculada por la ecuacion de
Carman-Kozeny. Con lo anterior concluyeron que para la correcta descripcion de los
fenémenos de transporte en un sistema fluido-medio poroso es necesario considerar las
variaciones de las propiedades efectivas en la zona de transiciéon y que su expresiéon
del coeficiente de salto es un paso 'importante’ para el calculo exacto del mismo. Mas
aun, evidenciaron por comparacion de resultados entre los modelos de enfoque ODA
y TDA, que estos son equivalentes para una regién interfacial homogénea (5 = 0).
También, algunos investigaciones como las de Chandesris y Jamet (2005) y Deng y
Martinez (2005) trabajaron en la definicién formal del coeficiente de salto de la con-
dicién de frontera de OT-W, sin embargo, hasta ese momento no se logré ninguna

definicion explicita de como depende  de la microestructura de la zona de transicién,
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asi que la informacién de dicho coeficiente era escasa. Valdés-Parada et al., 2007a, para
el mismo caso de estudio de BJ y considerando las GTE derivadas por OT-W desa-
rrollaron una condicién de frontera para la superficie divisoria entre el fluido-medio
poroso libre de parametros ajustables y dependiente de un tensor de esfuerzo mixto
Kg_l, que considera la contribucion de Brinkman y el esfuerzo global en la zona de
transicion. También, en un trabajo de seguimiento (2007b), derivaron problemas de
cerradura locales simplificados para la determinacion del esfuerzo global y para la con-
tribucion de Brinkman, los cuales incluyen expresiones relacionadas con variaciones de
la porosidad. Més tarde, en el 2009, Valdés-Parada et al. continuaron con el estudio
de las GTE, especificamente con la cerradura de estas. Para esto, retomaron el caso
de estudio de BJ y los desarrollos de OT-W y solucionaron problemas de cerradura
locales antes deducidos, en celdas unitarias representativas de la zona de transicién
entre el fluido y el medio poroso, calculando asf los coeficientes de transporte de medio
efectivo. Lo anterior, permitié cerrar los modelos de enfoque ODA o GTE y ademas por
combinacion con los modelos de enfoque TDA deducir una expresion semi-analitica del
parametro [ dependiente de la microestructura de la zona de transicion, de la cual se
obtuvieron resultados en buen acuerdo con los ya antes reportados por Goyeau et al.,
2003. En el mismo ano, Jiménez-Islas et al., estudiaron la convecciéon natural 2D en
una cavidad cuadrada parcialmente ocupada por un medio poroso isétropico generador
de calor constante. Esto, a partir de modelos de momento y energia ODA que incluyen
un pardmetro binario M, que adquiere valores de 0 o 1 segin la zona de la cavidad
(i.e., fluido y medio poroso) y coeficientes de transporte constantes. Los autores solu-
cionaron sus modelos mediante colocacién ortogonal y mostraron con sus resultados
que su propuesta de modelos ODA es aceptable para describir problemas de flujo 2D en
cavidades atiin cuando se tiene generacion de calor en el medio poroso y sin necesidad
de especificar condiciones de frontera interfaciales fluido-medio poroso. De este trabajo
es importante senalar que no se consideré a la inter-region. Més tarde, Lacis y Bagheri
(2017) propusieron una metodologia de derivacién de las condiciones de frontera de
salto entre un fluido y un medio poroso para el caso de flujo bidimensional en una cavi-
dad rectangular llenada con medio poroso homogéneo donde el flujo es producido por
la tapa superior de la misma. Su metodologia consiste en 1) descomponer el sistema en

dos dominios (i.e., fluido libre y medio poroso) y una interfaz entre ambos, 2) proponer
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las ecuaciones de momento gobernantes para los dominios, establecieron la ecuacién de
Stokes para la zona del fluido libre y la ley de Darcy para la parte porosa y 3) por el
método de homogenizacion derivar las condiciones para la interfaz de la velocidad y la
presién. Entonces, obtuvieron una condicion de frontera de salto tensorial que es una
generalizacién de la condicién de BJ y que considera la permeabilidad en la interface.
Sus resultados usando dicha condicién fueron comparados con la simulacién a la escala
de poro obtenidos buenos acoplamientos, mayormente en las zonas del fluido y la zona
porosa. En el caso de la zona de transicién donde ocurren los rapidos cambios de la
velocidad se mostraron algunas diferencias, ya que no se logré captar por completo las
fluctuaciones microscépicas de la velocidad cerca de la interface. Hasta ese momento y
en la actualidad, la eleccién del enfoque de modelado es 'personal’ y la mayoria de los
autores prefiere modelos basados en el TDA a pesar de los cuestionamientos hacia la
localizacion de la superficie divisoria y de su invalidez en la inter-region. Lo anterior se
debe a que sus ecuaciones diferenciales requieren coeficientes de transporte constantes,
haciendo menos costoso computacionalmente su solucién numeérica con respecto a las
soluciones del ODA. Valdés-Parada et al., 2013 dedujeron las condiciones de frontera de
salto en la inter-region considerando desviaciones macroscépicas de la velocidad en esta
zona entre los enfoques ODA y TDA, para diferentes casos de estudio. Sus resultados
mostraron que para cerrar las condiciones de salto se requiere conocer las variaciones
espaciales de los coeficientes de medio efectivo implicitas en la GTE. De lo anterior,
como se puede notar, ya sea mediante un ODA o un TDA, en ambos casos es necesario
contar con modelos ODA. En relacién a eso, algunos trabajos han mostrado que a
partir de modelos ODA se describe adecuadamente el transporte de momento de un
fluido que fluye en un medio poroso homogéneo y que la informacién brindada por este
enfoque permite deducir las condiciones de frontera en la interfaz fluido-medio poroso
del sistema (Hernandez-Rodriguez, 2017). Sin embargo, los casos de estudio se han res-
tringido a flujos unidireccionales, lo cual limita la consideracion de situaciones reales.
Recientemente, Luminari et al., (2019) propusieron el estudio de flujo en mas de una
direccion. Estudiaron flujo bidimensional fluyendo en una cavidad llena parcialmente
con un material poroso fibroso (i.e, hecho de fibras cilindricas). Para ello, supusieron
flujo incompresible, régimen laminar y efectos inerciales importantes. En su metodo-

logia, desarrollaron ecuaciones de enfoque ODA a partir de la aplicacién sistemaética
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del método del método del promedio volumétrico a las ecuaciones de Navier-Stokes y
solucionaron las mismas suponiendo a las variaciones espaciales de la fraccion vacia y
la permeabilidad como lineales. La comparacion de las componentes de la velocidad y
los gradientes de presion obtenidos de sus modelos ODA con simulaciones numéricas
directas para ntumeros de Reynolds de 100 y 1000, mostraron buenas concordancias de
los perfiles de las componentes x y y de la velocidad en las regiones: fluido libre, medio
poroso y en la interfaz fluido-medio poroso. Para el caso del gradiente de presion, se
exhibieron sobrestimaciones de éste en cualquiera de las zonas del sistema. De este
trabajo, se concluyé que el enfoque por ecuaciones de un dominio para sistemas 2D es
confiable y que captura con errores aceptables la dinamica de fluidos en medios porosos
fibrosos. Del trabajo de Luminari et al., (2019) las principales limitaciones son que la
suposicién de tendencia lineal de la permeabilidad no es confiable dado que no existe
evidencia de ello, que la existencia de una zona de transicién no es aceptada y que
existe sobrestimacion del campo de la presiéon que no se pueden ignorar. Con todo lo
anterior, se hace evidente la necesidad de estudiar por medio de ecuaciones de enfoque
ODA, flujo en mas de una direccién en sistemas fluido-medio poroso, ademas de la de-
terminacién adecuada de los coeficientes efectivos, principalmente las componentes del
tensor del tensor de permeabilidad. Esto, para garantizar un acercamiento a procesos
reales y para generalizar a partir del uso del método del promedio volumétrico una sola
descripcion del flujo en més de una direccion de un fluido sobre y través de un medio
poroso. En ese sentido, en el presente trabajo se propone estudiar flujo bidimensional
de un fluido newtoniano sobre y través de un medio poroso homogéneo por medio de
GTE. Para esto, se considera como caso de estudio una cavidad rectangular de pare-
des impermeables ocupada parcialmente por un medio poroso hecho de una fase sélida
rigida, donde el flujo es generado como consecuencia del movimiento constante de la
pared superior. Para el modelado matemaético de la cavidad se tomaron en cuenta dos
formas de la ecuacién de momento del enfoque ODA, una dependiente de un vector de
resistencias interfaciales y otra en funcién de un termino de Darcy. Los resultados de
los perfiles 2D de velocidad y presién promedio intrinseco se validan por la comparacion

con los obtenidos de promediar a los perfiles de velocidad y presién locales.
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1.3. Motivacion del trabajo

El flujo de fluidos sobre y a través de medios porosos esta presente en innumerables
procesos de interés en ingenieria quimica, tales como, dispersién de contaminantes
en suelos y acuiferos, procesos de separacion, sistemas de reacciones heterogéneas,
procesos de secado, por decir algunos. Asi, su estudio a partir de modelos matematicos
lo més exactos posibles, es fundamental. La alternativa de modelado matematico de
este fendmeno a partir de GTE (Generalized transport equations) de transferencia de
momento y masa total vdlidas en todo el sistema, ha resultado atractiva y viable. Sin
embargo, sus aplicaciones se han restringido a flujo unidireccional, lo cual limita el
analisis de procesos a estudios més alejados de la realidad. Mas atin, la determinacién
de las variaciones de los coeficientes de medio efectivo no ha sido bien establecida y la
existencia de una zona de transiciéon aun no es totalmente aceptada. En este sentido,
es necesario el desarrollo y la solucién de modelos de enfoque ODA (One Domain
Approach) que consideren flujo en més de una direccién, ademds de la determinacién
apropiada de los coeficientes asociados. Esto, con el objeto de garantizar su aplicacion
a situaciones realistas y de generalizar a partir de un analisis sistematico y racional
con el método del promedio volumétrico una sola descripcion del flujo bidimensional

de un fluido sobre y a través de un medio poroso.

1.4. Hipotesis

La velocidad promedio de fluidos con movimiento bidimensional en cavidades par-
cialmente ocupadas por medio poroso, puede ser descrita adecuadamente por ecuaciones

de medio efectivo generalizadas validas en todo el sistema.
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1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general

Estudiar por medio de modelos de medio efectivo con enfoque de un dominio, el
transporte de momento bidimensional en un cavidad parcialmente ocupada por un

medio poroso.

1.5.2. Objetivos especificos

= Desarrollar modelos matematicos de transporte de masa y momento a escala
local, para el flujo bidimensional en una cavidad rectangular ocupada por medio

poroso, considerando flujo reptante y condiciones estacionarias.

= Implementar la técnica de promedio volumétrico en los modelos a la escala local,
para obtener dos tipos de modelos de medio efectivo: a) uno dependiente del
vector de resistencias interfaciales y b) uno en funcién de un término de Darcy,

vélidos en cualquier zona de la cavidad (ODA, One Domain Approach).

= Obtener las componentes de interés del tensor de permeabilidad y la fraccién

volumétrica. En el fluido, en el medio poroso homogéneo y en la inter region.
s Resolver numéricamente los modelos a la escala local en toda la cavidad.

» Evaluar la capacidad de los modelos de enfoque de un dominio para reproducir

los perfiles de velocidad promedio resultantes del promediado de la solucién local.
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Capitulo 2

Metodologia

En este capitulo se presentan las ecuaciones generalizadas del enfoque de un dominio
(ODA) que describen el flujo bidimensional de un fluido en una cavidad rectangular
de paredes impermeables, ocupada parcialmente por un medio poroso. La metodologia
de obtencién de dichos modelos se basa en el promediado espacial de las ecuaciones
que gobiernan el transporte de momento y de masa total a la escala local, haciendo
uso del método del promedio volumétrico. Son presentados dos tipos de GTE, unas
que considera al vector fs en la ecuacién de movimiento y otras que sustituyen a
dicho vector por un término de Darcy que depende del tensor de permeabilidad inverso
Kﬁfl. Ambos modelos son solucionados via esquemas numéricos y comparados con el

promediado de los resultados a la escala local.

2.1. Problema local

Tal como lo muestra la Figura 2.1 se consideré como caso de estudio el flujo de
un fluido en una cavidad rectangular de paredes impermeables ocupada parcialmente
por un medio poroso, donde el flujo es generado por el movimiento en la direccion
horizontal de la pared superior, de tal manera, que existe recirculacion del fluido y en
consecuencia, este fluye en dos direcciones sobre y a través de dicho medio poroso. En

la cavidad se distinguen dos regiones y tres fases, tal como se describe a continuacion.

Regiones:

» Regién del fluido libre (regién—n): zona de longitud caracteristica L,,, que con-
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Figura 2.1: Sistema bidimensional fluido-medio poroso.

tiene unicamente a la fase fluida.
= Region del medio poroso (region—w): zona de longitud caracteristica L, que

contiene fase fluida y fase sélida rigida.

Fases:

» Fase fluida (fase—pf).

» Fase sélida que constituye al medio poroso (fase—o).

» Fase sélida que constituye las paredes (fase—9) .

Ademas, el sistema estudiado estd sujeto a los siguientes supuestos:
= Proceso en condiciones estacionarias.

» Flujo incompresible.

s Fluido newtoniano.
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= Régimen de Stokes.

= Medio poroso homogéneo, supuesto como un arreglo de particulas rigidas y ca-

racterizado por celdas unitarias.

De tal manera que, dadas las suposiciones antes descritas, las ecuaciones gobernantes
del transporte de masa total y de cantidad de momento a la escala del continuo estan
dadas como

V-vg=0en la fase — (2.1)
0 = —Vps + 115V*vs en la fase — 3 (2.2)

Aqui el primer término de la ecuacion refiere a las fuerzas superficiales de la presiéon
y el segundo a las fuerzas viscosas donde vg y ps son la velocidad y la presion modificada
local la cual incluye los efectos de las fuerzas de gravedad presentes, respectivamente.
Ademds, ug es la viscosidad dindmica del fluido. Las Ecs. (2.1)-(2.2) estdn sujetas a la

condicién de no deslizamiento en la interface fluido-solido (i.e, Ag,)
Vg = 0 en Agg (23)

con condicion de entradas y salidas

Vg = Vg, en Ag. (2.4)
y condiciones de frontera

Vg =upey eny = L, (2.5)

vi=0eny=—1L, (2.6)

vi=0enx=0, L, (2.7)

las cuales establecen el movimiento constante horizontal de la pared superior a
una velocidad wugy y condiciones antideslizamiento en todas las demas paredes de la
cavidad. Ahora, dado que el analisis de sistemas bidimensionales fluido-medio poroso
a la microescala suele ser dificil, por la disparidad de longitudes caracteristicas y la
complejidad de las tipicas estructuras de medios porosos, en las siguientes secciones se
derivan los modelos de medio efectivo con enfoque de un dominio y las condiciones de
frontera, con el objeto de capturar la informacién relevante de la microescala en un

modelo simple, valido en todo el dominio de la cavidad e independiente de su geometria.
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Esto, a partir del promediado espacial de las ecuaciones validas a la escala del continuo
con el método del promedio volumétrico. Dicho método es una técnica que produce
ecuaciones continuas validas en cualquier parte del sistema, obtenidas por la aplicacién
de teoremas de promediado espaciales y del uso de la definiciéon formal de cantidades
promedios en ecuaciones vélidas en una fase particular (Whitaker, 1999). Es importante
senalar que en el uso del mencionado método es fundamental el entendimiento de las
definiciones y los teoremas involucrados, asi como su aplicacion, dado que esto no es
‘asunto’ trivial. Por esta razén, antes de aplicar el método al caso de estudio abordado,
en este capitulo, se destinara una seccién a la descripcién de su uso y el significado

fisico de cada uno de sus pasos.

2.2. Método del promedio volumétrico

2.2.1. Regién de promediado

Region homogénea
n
—
Inter-region
0000 n-o
0000
0000 | » Fase—o
0006
0000 Fase—f
( ¢ o900
/ gﬁ Region homogénea

Q)

Figura 2.2: Esquema de region de promediado y longitudes caracteristicas.

Tal como lo muestra la Figura 2.2, el primer paso del método del promedio vo-

lumétrico es la designacién de una region representativa de promediado ¥ de tamano
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caracteristico rg y volumen V. La region de promediado se localiza en la zona del fluido
libre (i.e., regién-n), en la zona del medio poroso (i.e., regién-o) o en algunas de las

siguientes cinco inter-regiones mostradas y descritas a continuacion.

Inter-region
o—nNn-o

Inter-region
6

Inter-region

Inter-region n-o

[ )

Figura 2.3: Inter-regiones en la cavidad.

Inter-regiones:

Inter-regién (pared superior)-(regiéon—n) (6 — n).

Inter-regién (regién—w)-(pared inferior) (w — 0).

Inter-regién (pared lateral derecha)-(regiones—n — w) (0 — n — w).

Inter-regién (regiones—n — w)-(pared lateral izquierda) (n — w — 9).

Inter-regién (fluido)-(medio poroso) (n — w).
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De lo anterior, en general dicha region de promediado se define como
V=5 (x)+ Yo (x) + 75 (x) (2.8)

donde 73, ¥, 75 son las regiones ocupadas por las fases /3, o y inter-regiones § dentro
de la region de promediado, respectivamente. Es de relevancia senalar que se garantiza
la obtencién de cantidades promedio aceptables si la region de promediado es mucho
menor que las longitudes caracteristicas macroscopicas (i.e, L, L,) y mucho mayor que
las longitudes caracteristicas microscépicas (i.e., €3 ¢,) de las fases contenidas en la
misma y que a su vez bastard con satisfacer que el tamano caracteristico de la regién
de promediado sea igual a la longitud caracteristica de la celda unitaria. Lo anterior,
lleva a que en este método se debe prestar especial atencién a que se satisfaga la

restriccion

U5y < 19 < Ly Loy £ < 1 (2.9)

2.2.2. Operadores de promediado y teoremas del promediado

espacial

A continuacién, para la obtencién de las cantidades promedio se aplican los opera-
dores de promedio superficial a las ecuaciones validas a escala de poro. Para esto, es
necesario el conocimiento de las definiciones formales de cantidades promedio superfi-

cial e intrinseco. Estas se definen como

1
Wall =17 / V8l iy, dV (2.10)
V()
1
(s)”| = Vﬁvﬂ(/) V8lxsay, AV (2.11)

donde ¢35 = vz, pg, de aqui, para una regién de promediado donde ry es al menos cinco
veces mas grande que el didmetro de poro satisfaciendo ry < L, L,y y permitiendo
establecer a la porosidad del seno del medio poroso como constante se 'rastrea’ a cada
valor de la velocidad y presién promedio intrinseco a partir de la aplicacion de la Ec.

(2.11) a los valores locales de la misma dentro de la regién de promediado que se mueve
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en direccion tanto x como y de izquierda a derecha. En cuanto a los vectores de posicién
involucrados en las definiciones antes presentadas estos se detallan en la Figura 2.4 y
se describen a continuacion. Entonces, x es un vector de posicién el cual representa al
centroide de la regién de promediado. Por su parte, yz(rg — x) , es también un vector
de posicion el cual localiza puntos de la fase-8 dentro de la misma region y relativos a
X y a un sistema de coordenadas arbitrario.

Mencionadas definiciones se relacionan mediante

(o)l = 5 (%) (1) i} (2.12)
donde eg es la fraccién volumétrica de la fase 8 la cual se define como eg = VBT(X) y

de la cual es bien sabido que toma valores constantes en las regiones homogéneas del

sistema, tales como
1 region — n
ep(x) = (2.13)
€pw Tegion—w
donde e, es la fracciéon volumétrica de la regién-w, mejor conocida como porosidad
y definida como la relaciéon del volumen de huecos con respecto al volumen de una

muestra de material poroso.

X.-1 —o‘i'io [ )
y | L
———————— TS
, »-_-

Figura 2.4: Vectores de posicién asociados a la operacion de promediado.

También, es importante mencionar que en la aplicaciéon de los operadores de pro-
mediado, en las ecuaciones resultantes serd necesario intercambiar la integracién de
cantidades promedio por la diferenciacién espacial de las mismas. Para esto se toman

en cuenta los teoremas de promediado espacial presentados a continuacion.

1
(V)| = V(s + v / g Vgleyy,dA (2.14)
Ao(x)
1
(vl =V @t [ s sl A (215)
Aga(x)
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2.2.3. Cerradura local del problema
Descomposicion espacial

Aqui, dado que las ecuaciones promedio estan en funcién de cantidades locales atin,
es necesario eliminar dicha dependencia, esto mediante el uso de la descomposicién

espacial de cualquier cantidad puntual (Gray, 1975), asi pues

V8luty, = WB)ﬂ’xﬂ,B + U5 (2.16)

xX+ygs

donde zﬁﬂ . representa las desviaciones espaciales de 3. Seguido, las ecuaciones
generalizadas de medio efectivo estan definidas en términos de promedios y desviacio-
nes, por lo que es necesario deducir los problemas para 1;5 para cerrar los modelos,

lo anterior se logra a partir de un proceso denominado proceso de cerradura, este se

describe a continuacion.

Cerradura

En esta etapa, se desarrollan las ecuaciones que gobiernan a las desviaciones y sus
condiciones de frontera a partir de la introduccion de la definicién de las desviaciones
en los modelos a escala local y de la resta de este resultado a las ecuaciones promedio.
De lo anterior, se permite escribir soluciones al problema de las desviaciones en funcién
de las fuentes involucradas en el sistema y en términos de variables de cerradura. Final-
mente, en consecuencia los problemas de las variables de cerradura permiten predecir
los coeficientes efectivos de transporte, como lo es el tensor de permeabilidad de la ley

de Darcy Kg.

2.3. Ecuaciones de enfoque de un dominio (ODA)

2.3.1. Ecuaciones promedio con término fj

Ahora, se presentan los modelos del enfoque de un dominio o GTE para el transporte
de masa total y de cantidad de movimiento, los cuales consideran al vector fz. Estos
fueron obtenidos aplicando los operadores y teoremas de promediado espacial antes

discutidos en el problema local. Su derivacién ya ha sido abordada por varios autores
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en la literatura de medios porosos y también se describe a detalle en el apéndice B de

este trabajo. Por lo tanto, dichas ecuaciones promedio son

V- (vg)”

= —e5™' (%) Vg - (vs)?| (2.17)

X

0= =V (ps)|_+1aV2(vs)’| +e57 (00 s Vs (x) (va)?| +
g

—fy (2.18)

X

es ' usVeg (x) - V (vp)

Estas ecuaciones son conocidas como las GTE de transferencia de masa total y de
cantidad de momento, dado que describen dichos transportes en todo el sistema. Aqui
fs es un término resultante del método del promediado que incluye un vector que
fisicamente representa las resistencias interfaciales que ejerce el medio poroso al flujo
del fluido. Este puede ser calculado por simulaciones a la escala de poro (PSS por sus

siglas en inglés, Pore scale simulation) a partir de su definicién:

1 _
= [ e Iy, dd - 57 (00 V25 (0 (0a)] +
ABo(x)
Hs Nge - Vval . dA+es  usVeg (x) - V (vg)’ (2.19)
V,B Bo B x+yg CRN B A x .

Apo(x)
Las Ecs. (2.17)-(2.18) suelen ser presentadas en términos de cantidades promedio super-
ficiales, porque los términos viscosos de la ecuacién promedio superficial de cantidad de
movimiento, tiene significados fisicos justificados, entonces con la finalidad de discutir

los mismos en el presente trabajo, estas ecuaciones se reescriben como

Ve (vg)l, =0 (2.20)

0=-V <p5>6)x +est (%) s VH(ve), —

e (%) usVep (x) -V (e571 (%) (va),) — f5 (2.21)

donde el primer término viscoso representa las fuerzas normales causadas por un gra-
diente de presiéon macroscépico, por su parte, el segundo término conocido en la lite-
ratura como la correccion de Brinkman refiere a las fuerzas viscosas macroscopicas y
es frecuentemente utilizado en el andlisis de flujo en la frontera entre un fluido y un

medio poroso homogéneo. Finalmente, el peniltimo término representa a las fuerzas
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viscosas macroscopicas ocasionadas por la variacién de la fraccién volumétrica en el
sistema, este término ha sido denominado como la segunda correcciéon de Brinkman

(Ochoa-Tapia y Whitaker, 1995).

2.3.2. Ecuaciones promedio dependientes del tensor de per-

meabilidad Kj

En esta seccién, se discute una forma mas conveniente de reescribir las ecuaciones
promedio antes presentadas, esta, consiste en reescribir al vector f3 como un término
de Darcy que involucra al tensor de permeabilidad intrinseco. Lo anterior se obtiene
via un proceso de cerradura de la Ec. (2.18) (Ver Apéndice B). Entonces el vector de

resistencias fg se puede escribir como

—f5 = —psKs ' (x) - 65 (%) (vg)” (2.22)

X
En consecuencia, las GTE de transporte de masa total y cantidad de movimiento

dependientes de Kg_l se escriben como

V- (vg)’

= —es™ (%) Veg - (va)°|_ (2.23)

X

0=-V <pg>ﬁ)x +eg (%) upViH(vg), —

5 (%) upVep (x) - V (g5 (%) (va),) — msKp ™ (%) - (vi), (2.24)
donde Kg_l en las regiones homogéneas del sistema, se convierte en

0 region—
Ky (x) = slon (2.25)
Kﬁw’l region—w
donde Kjp,, es la permeabilidad en la regién-w que representa la facilidad con la que el
fluido fluye en el medio poroso. De aqui, el tensor de permeabilidad intrinseco puede

ser determinado a partir del vector f3 (i.e., por PSS) o del mismo proceso de cerradura.

El presente trabajo se limitard a su calculo por su definicién en funcién del vector f.

2.4. Caso de estudio: Flujo bidimensional

En esta seccién se presentan los modelos de enfoque ODA aplicados al caso tratado:

flujo bidimensional. Por simplicidad se adimensionalizan las GTE antes descritas. Para
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ello se introducen los parametros adimensionales:

14 dA
Ug = Z_ja Ps = Mfso > dA* = ﬁa IC,B_I = K5_1€2 (226)

donde ¢ es el ancho de una celda unitaria. Las Ecs. (2.17)-(2.18) se convierten en

0= —V(p)’|_+257 (0 V255 () (w5)° +

+V2 (us)”

X

e () Veu (%) - V()| — 8" (2.27)

donde el vector de friccién fz se escribe en su forma adimensional como:

. . 1 .
o= () a0 ()] =~ [ e Tl dA7 -
B A
. 1 .
0 ) Vea (0 ()| + s [ mane Vual,y, dar
B i,
Ve () - V)| (228)

X

Ahora, situando los modelos del enfoque ODA dependientes del vector fz al caso de
estudio abordado de flujo bidireccional en la cavidad ocupada parcialmente por un me-
dio poroso homogéneo y rigido (Figura 2.3), aplicando - ex y -e, a las Ecs. (2.17-2.18) y
Ecs. (2.23-2.24), para la obtencién de las ecuaciones de la presién y las componentes ho-
rizontal y vertical de la velocidad, respectivamente, las Ecs. (2.17)-(2.18) se simplifican

CcOo1mo

o 00 Plun Plus’ [0 (0 Dun | 925 (9 0un)]
ox 0x? 0y? ox ox dy dy pe
(2.30)

_ 0pg)” | Plugy)” | Pug)” Dep (x) Ougy)” | Dep (x) Oug,)”
0=- dy o T dy? te () Ox or dy Ay e
(2.31)
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donde

Bo(x)
B Deg (%) Mug,)” e (x) Hug,)”
1 3 3 3 3
e (%) [ ox ox + Jy dy

Bo(x)
es! () Dep (x) O{ug,)” g (%) O{ug,)”
g ox ox oy oy

donde (um)ﬁ y <u5y>ﬁ

adimensional, tal que

Componente-z

ugy =1 en y/l =L, /!l

ugy, =0 en y/l =—L,/l

ug, =0 en x/0 =0,L,/l

Componente-y

ugy =0 eny/l =L,/ l,—L,/l

ugy =0 enz/l =0,L,/!
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(2.32)

(2.33)

son las componentes x y y de la velocidad promedio intrinseco,
respectivamente. Para la solucion de estas ecuaciones de medio efectivo son necesarias
las condiciones de frontera para cada componente de la velocidad, estas son las mis-

mas establecidas en el enfoque a la microescala (Ecs. (2.5)-(2.7)) pero en su forma

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)



Se nota en las GTE bidimensionales que es necesario conocer la fracciéon volumétri-
ca bidimensional en las zonas homogéneas y en las inter-regiones de la cavidad y
que también se requieren las componentes no nulas del vector de friccion fz* (i.e.,

Vs(x)

fse ¥ fpy)- La fraccién volumétrica se determina a partir de e = 5~ y fgz ¥

fsy por PSS utilizando las Ecs. (2.32-2.33). Ahora, en el caso de los modelos en-
foque ODA dependientes de Kz™', la aplicacién de -ex y -e, en Ecs. (2.23-2.24) y
considerando que 3 (x) K[gmﬂ(uﬁxw > 53 (x) Kﬁxyfl(uﬁy)ﬁ y €5 (%) Kﬁyyﬂ(uﬁyy >

EB (X) Kﬁyz_1<u,3$>lg7 da

xT

a<u,3ar>ﬁ + a<u/3y>5 _ —85_1 (X) |:855 (X)<

925 (x)
B B B

0(ps)’  0*(up,)” +82<uﬂx>ﬁ N
ox ox? oy?

X u A X u A
6571 (X) [aeg:i )3<86;> 4 362?5 )a<a/;x> ] — &g (X) Kﬁm_l<uﬁz>6 (2.40)

0=—

(ps)” 82<U6y>5+82<ub’y>ﬁ+
dy 0x? Oy?

9 X u A 19 X u A
et (%) [E) gx( )a<aﬁ;’> + 0 gy( >@<8Zy> ] — g5 (x) Kp,, " (ug,)” (2.41)

0=—

De aqui, en la solucién de las Ecs. (2.39-2.41) se consideran las condiciones de fron-
tera de las Ecs. (2.34-2.38) y se calculan las componentes del tensor de permeabilidad
intrinseco Kg,, "y Kp,,~' por PSS, tal como

O . (2.42)

—e5 (x) (ug,)’

—1 _fﬁy
K = 2.43
T ey (%) (ugy)” (243

2.5. Esquema numeérico

En esta seccién se presenta el procedimiento numérico de solucién de los mode-
los matematicos de medio efectivo propuestos, para esto se reescribe a las variables

involucradas como:
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(uga)” = Us (ugy)’ = V; (pg)’ = Py eg(x) = ¢ (2.44)

2.5.1. Esquema numérico para ecuaciones promedio con fj

Entonces, las ecuaciones generalizadas de transporte bidimensional dependientes

del vector de resistencias fg estan dadas como

ou ov 4| Oe Oe
- 4 - -— 2.4
o + 3y € LMU—% ay\/} (2.45)
oP 90U 0°U L [0e 90U 0e OU |
T e 2.4
0 ox + ox? + Y2 te | Oz Oz * Jy 0y | Jor (2.46)
oP 0V 0*V [0 0V 0 OV
0= 4270 0 |0 O 2.4
y + 0x? + Oy? te | 0z Oz * Jy Oy | Tow (2:47)

entonces tomando en cuenta una discretizacion de la derivada espacial 2D segin
el método de diferencias finitas centradas de segundo orden y hacia atras de primer
orden (Chapra y Raymond, 2007), tal como lo muestra la Figura 2.5, las ecuaciones

(2.45-2.47) se aproximan como

Discretizacion espacial 2D

Ny
4
> (G+1, 1)
T 1~
L “
- -4
) . @j» i-1) Gri) |Gy i+1)
~ >
(-1, 1)
0 Nx

Figura 2.5: Esquema de discretizacion espacial bidimensional en la cavidad.
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Uij —Ui_1; n Vii— Vij 1 % Oe
Az Ay " 0wy

Uj+ a—y Vij (2.48)

1,J

(B — Piay) N Uit1; —2U;j + Ui . Uijr1 —2U; 5 + Ui j n

0=
Ax Ax? Ay?
0 Ui —U;_1; 0 U;; —U; ;4
i . 1_ 7".7 7 ».7 i . 1_ 7'7.] 17.7 _ i 249
“ig 0T ij Az i 8ym~ Ay Joa; ( )
0— (Pij— Pij1) n Vigr; —2Vij+ Vi n Vijgrn —=2Vij+Vija n
Ay Ax? Ay?
Oe Vij—Vioi Oe Vij —Vij-
—1 %, i—1,7 -1 7,7 4,7—1
s o) P . 2.50
“hi 0xij Az +Ei 8ym- Ay fﬁy“ ( )

donde?=2,3..Nx—1yj=1,2,3...Ny—1 representan los nodos en las direcciones

T y y, respectivamente.
Multiplicando por AzAy y Az?Ay? las Ecs. (2.48) y (2.49-2.50), respectivamente
y factorizando, se obtiene el sistema de ecuaciones:
0= OéUi’j — AyUz;l’j + ﬁ‘/i,j - Al“/i’jfl (251)

0= AyQA.Z' (Piflvj — Pijj)+O’Ui,j+’}/Ui71,j+in’j71—|—Ay2Ui+1,j+A£L‘2UZ’J+1—A:L‘QAnyﬁziyj
(2.52)

0= Az*Ay (Pyj—1— Pi,j)+0"/i,j+7‘/i71,j+w‘/i,jfl+Ay2V;+l,j+Ax2‘/i,j+1_AxQAnyByi,j

(2.53)
donde fueron definidos los pardmetros:
_,0e _,0e

o= Ay + AIAyé‘Z’J‘ la_xi’j; 6 = Az + AIAy&TZ’J‘ la—y (254)

2 2 2 _,0e 9 _,0e
o= —2Ay" —2Az" + Ay"Awe; ;7 — + Az Aye; ;i — (2.55)

a ,J 8y’b,j

_,0e _,0e

v = Ay* — Ay*Aze; 1%2‘4‘; Y = Az® — Ar*Aye, 18_Z/i,j (2.56)
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Asi mismo las condiciones de frontera adimensionales de la velocidad y la presion

modificada fueron aproximadas, tal que

Uingi1 =0, Viine1 =0, Pring = Poiinyg (2.57)
U:n,n, =1, Vienon, =0, Py,1:n, = Pn,—11:n, (2.58)
Ung =0, Vitn, =0, Py, 1= Prn, 2 (2.59)
UN,1:ny =0, Vv, 1.8y =0, PN, N, = PN, vy -1 (2.60)

De aqui las ecuaciones algebraicas dadas por Ecs. (2.51-2.53) se resuelven con las
condiciones de frontera del sistema (Ecs. (2.57-2.60)) a partir del uso del método de

Newton Raphson Multivariable.

2.5.2. Esquema numérico para ecuaciones promedio con término

de Darcy

Ahora, como se discutié en la metodologia se escriben los coeficientes fs, y f3y
como un término de Darcy con las variaciones espaciales del tensor de permeabilidad
intrinseco y se aplica la discretizacion 2D, resultando
Vij = Vij— 1| 0e Oe

Uij — Ui
) ), ) — i - U’L . _
Ax + Ay S Oxij + oy

Vi, (2.61)

i’j

(B — Piy) n Uit1; —2U;; + Ui—1 n Uij+1 —2U;; + Ui j—1 "

0=
Az Ax? Ay2
O U;; —U;_1; s U;; —U;;_
-1 i,J i—1,j -1 ,J i,j—1 -1
N -l e — ii o e —;i K, U, 2.62
E 2] 81.7/7] A.,L. + 8 5] ayz’J Ay E 3J ﬁzz 1,7 5J ( )
0— _ (Pij — Pij1) n Vier; —2Vi;+ Vi n Vijyr —2Vij+Vija n
Ay Az? Ay?
O Vi — Vi1 O Vi, —Vii_
-1 i,J i—1,j -1 i,J t,j—1 -1
€ij %”A—x + & (’3_y”A—y — EiyjKﬁyyi’j Vij  (2.63)
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Las Ecs. (2.61-2.63) se reescriben como

0= OéUiJ‘ — Ain_Lj + ﬁ‘/i,j — ACL"/;J‘_l (264)

0= AzAy* (Provj = Pig) + Ui + U1 + YU o1 + DyUiyrj + Aa®Uijp0 (2.65)

0 = AyAz? (Pijo1—Pij) + Vi +9Vic; +¥Vij + Ay2‘[i+1,j =+ AZIT?W,;‘H (2.66)

donde

0 0
f = —2Ay2 - 2AZL’2 + Ay2Ax5i,j_1a_i' . + Am2Ay6i’j_18_€ - AZL’QAy25i7jK@mc m,il
i.J Yij
(2.67)
¢ = —2Ay% — 2827 + APA A Aaye E AAe K,
= Y T+ Ay AzE; ; 7 + ArTAyE; P TTAYTE i Kp,,
i,j Yij
(2.68)

Entonces, se resuelven las ecuaciones algebraicas dadas por las Ecs. (2.64-2.66) aco-
pladas a las condiciones de frontera de la cavidad por el método de Newton Raphson
Multivariable siguiendo el diagrama de flujo mostrado en la Figura 2.6 y sustituyendo
a las componentes no nulas del vector de resistencias fz por las del tensor de permea-

bilidad inverso.
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Figura 2.6: Algoritmo para la solucién de los modelos de enfoque ODA.
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Capitulo 3

Resultados y discusion

Este capitulo presenta los resultados de la magnitud de la velocidad, los perfiles
de las componentes vertical (y) y horizontal (x) de la velocidad y el campo de la
presion en la cavidad, los cuales fueron obtenidos por la resolucién de los modelos a la
escala local y los de enfoque de un dominio dependientes de un vector de resistencias
interfaciales y de un término de Darcy, respectivamente. Para los calculos se estableci
L, = L, =100, L, = 5¢, siendo L, + L, el largo de la cavidad, lo anterior conduce
al cumplimiento de las restricciones de escala en al menos un orden de magnitud de

la escala de poros a la escala macroscopica ya que {,,{3 < L, L,. Para el proceso

de promediado, se consideré una regién de promediado de tamano 2r; = ¢ y una
-5 _ b\ _
o = Vv, = L= %(7) = 0.95.

3.1. Escala local

Aqui, se discuten los resultados de la resolucion de las ecuaciones gobernantes del
transporte de momento y masa total en la cavidad a la escala local. Inicialmente, la
Figura 3.1 exhibe la magnitud adimensional de la velocidad en el sistema, obtenida
por PSS en funcién de lineas de flujo. De aqui es importante observar que el flujo
bidimensional del fluido causado por el movimiento de la pared superior se recircula
en la cavidad ocasionando dificultades de penetracion al medio poroso y formacion de
vortices. Por su parte, la Figura 3.2 muestra la componente horizontal de la velocidad
adimensional local en la cavidad. Se nota que el perfil de velocidad distingue la mi-

croestructura del medio poroso, ademds, muestra el patron de flujo, el cual incluye la
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maxima velocidad en la pared superior causado por el movimiento constante de esta y
su decrecimiento debido al viaje del fluido de la zona del fluido libre al interior del me-
dio poroso. Se debe senalar que existen velocidades negativas, lo anterior es atribuido

a la recirculacion del flujo.

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 3.1: Lineas de corriente de ug obtenidas por PSS.

Asimismo, la Figura 3.3 presenta la componente vertical de la velocidad adimensio-
nal local. Se nota un perfil de velocidad antisimétrico debido fisicamente la recirculacién
del fluido en todas las zonas del sistema y que la velocidad en esta direccion es menor a
la que ocurre en la direccion x en 6rdenes de magnitud, pero que independientemente
de esto, su calculo es importante para la correcta descripcion del flujo del fluido en la
cavidad ya que la conservacién de masa total en el sistema debe satisfacerse, tal como

lo describe la Ec.(2.29).
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Figura 3.2: ug, adimensional de la velocidad obtenida por PSS.
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Figura 3.3: ug, obtenida por PSS.
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En la Figura 3.4 se muestran las lineas de corriente de la magnitud adimensional de
la velocidad en una regién del sistema de tamano —rg < y/l < ro; ro < x/l < L, — 19
que al ser promediada espacialmente da lugar a la denominada zona de transicién o
inter-regién (Ochoa-Tapia et al., 2017 ), que tal como se observa en la Figura 3.4 es
donde ocurren cambios rapidos de la velocidad en la region del fluido libre a la velocidad
en el medio poroso. También, se nota con detalle la formacién de vértices cerca de las
paredes laterales, ocasionados por el choque del flujo con estas y en consecuencia la
recirculacion del mismo en dicha zona. Lo anterior descrito valida que el estudio del
transporte de momento en esta zona debe incluir las correcciones de Brinkman que

consideran las variaciones de los coeficientes de transporte efectivos.
x107°

45
40
35
30
25

20

15

10

Figura 3.4: Lineas de corriente de ug en la inter-region.
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Figura 3.5: pg adimensional obtenida por PSS.

En la Figura 3.5 se muestra el campo de la presién adimensional, donde se observa
que la caida de presién en la cavidad es de tipo forzada, ya que existe solo por con-
secuencia del movimiento de la tapa superior. También, se ve que debido a lo antes
mencionado, las mayores presiones se sitian cerca de la pared superior, caso contrario
en la zona del medio poroso donde es sumamente pequena. Ademads, se notan presio-
nes negativas asociadas fisicamente a las fuerzas contrarias al movimiento de la pared

superior.
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3.2. Coeficientes de transporte efectivos y vector {3

En esta seccion, son discutidas las variaciones de la fraccién volumétrica y las
componentes no nulos del vector de resistencias y del tensor de permeabilidad, en

cada punto de la cavidad.

3.2.1. Fraccion volumétrica

105 10.5 T T T

o o

85 85

75 75r

6.5 6.5

55 551

45 451

35 35¢ N
3 25 i 25+ —33/6—0

=N s > sl —x/£:5,

05

-05

-15

-25

-35

-45

-55

"o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

s

(b) €3 en dos posiciones horizontales

Figura 3.6: (a) Variaciones de la fraccién volumétrica en la cavidad y (b) en z/¢ =0y

xz/l =5.

La fraccién volumétrica g, estd definida como el cociente del volumen de la fase
B entre el volumen total dentro de la region de promediado. Las Figuras 3.6a y 3.6b
muestran las variaciones de la fraccién volumétrica en la cavidad y los perfiles de €5 en
las posiciones x/¢ = 0 y z/¢ =5, respectivamente. Se observa en la Figura 3.6 que la
fraccién volumétrica cambia linealmente en las zonas de transicion del sistema, especifi-
camente, se nota en los dos perfiles de corte de la Figura 3.6b que existe una variacién
lineal en la inter-region fluido-medio poroso. También, se notan variaciones lineales en

cada una de las inter-regiones con las paredes, en este caso, la fraccion volumétrica
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decrece hasta valores cercanos a ceros, que es cuando en la muestra de promediado
Vi >~ 0. Ahora las Figuras 3.7a y 3.7b muestran las variaciones espaciales bidimensio-
nales de €3 en la zona de transicién y en la inter-regién medio poroso-pared inferior,
respectivamente. En la Figura 3.7a se observa una transicién entre el valor de eg,, en
y/l = —rg, x/l = rg al valor de la unidad en el fluido libre en y/¢ = r¢, x/{ = L, — ry,
dicha transiciéon representada por una tendencia lineal de colores. Por otro lado, la
Figura 3.7b exhibe los cambios espaciales en €4 en la inter-regién medio poroso-pared
inferior de tamano —L, —rg < y/l < =L, 4+ 1ro; 19 < 2/l < L, — 19, de igual forma
que en la Figura 3.7a, se notan variaciones lineales desde g, hasta valores de ceros en
la pared. Con lo anteriormente descrito, se puede concluir que los cambios espaciales
bidireccionales de la fraccion volumétrica en las inter-regiones de sistemas bidimensio-
nales fluido-medio poroso pueden ser descritos a partir de la deduccion de expresiones

algebraicas que para fines practicos pueden ser tratados como funciones lineales, tal

como se ha establecido en otras investigaciones (Luminari et al., 2018; Luminari et al.,

2019).

1 4.5

0.9
0.995 4.6

0.8
0.99 -4.7

0.7

0.985 48
106
0.98 49
N 405
0.975 T~ 5
P
0.97 -5.1 =
0.965 5.2 03
0.96 5.3 0.2
0.955 54 0.1
5 55 0
05 15 25 35 45 55 65 7.5 85 95 05 15 25 35 45 55 65 7.5 85 95
x /b x/l
(a) €3 en zona de transicién (b) €p en inter-regién w-¢

Figura 3.7: (a) Fraccién volumétrica en inter-regién fluido-medio poroso y (b) Fraccién

volumétrica en inter-regién medio poroso-pared inferior.
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3.2.2. Vector de resistencias f3

10.5 ?
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451 1
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25¢
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sl — /(=525 |

55 . . . .

(a) fsz (b) fss en dos posiciones horizontales

Figura 3.8: (a) Variaciones de fg, y (b) fgz en z/0 =2y x/l = 5.25.

Las Figuras 3.8a y 3.8b muestran las variaciones bidimensionales del vector de resis-
tencias fs, en la cavidad y dos perfiles de éste en dos cortes horizontales en la misma,
respectivamente. En la Figura 3.8a se observa como existen las mayores resistencias al
flujo entre las transiciones de la pared superior y las paredes laterales, por el movimien-
to de la pared superior. Esto se reitera con la Figura 3.8b y ademés exhibe que existen
resistencias del fluido a fluir en la inter-region debidas a la presencia del medio poroso.
De forma mas especifica, en los perfiles de corte tratados se notan las mayores resisten-
cias en las inter-regiones: pared superior-region-n y pared lateral derecha-regiones-n-w,
lo anterior fisicamente asociado a que el movimiento constante en la direccién x de la
pared superior genera recirculacion del flujo y choque de este con la pared lateral de-
recha, complicando asi su libre movimiento en esa direcciéon. También, se debe senalar

que en la regién—n, el flujo fluye libremente por lo que f3, es cero.
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Figura 3.9: (a) Variaciones de fz, en la inter-regién n—w y (b) en la inter-regiéon medio

poroso-pared inferior.

Por su parte, la Figura 3.9a muestra los cambios espaciales de f3, en la inter-regién
fluido-medio poroso, donde se observa que las resistencias se presentan por la presencia
del medio poroso y que estas aumentan a medida que crece L,. De forma especifica,
se observa que las mayores resistencias se presentan en el centro del medio poroso,
debido a que la recirculacion del flujo conduce a éste a chocar con las paredes laterales
y a dirigirse al centro de la cavidad donde intenta ’escurrirse’ a través de las primeras
particulas que conforman al medio, provocandose asi fuerzas de resistencias. Asimismo,
la Figura 3.9b muestra las variaciones de fz, en la inter-regién medio poroso-pared
inferior, donde se observa el mismo comportamiento acerca de las mayores resistencias
interfaciales en la zona centro de esta inter-regién. Cabe destacar que en este caso las

resistencias son minimas y se deben al medio poroso y a la pared inferior.
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Figura 3.10: (a) Variaciones de fg, en la cavidad y (b) en /¢ =2y z/{ = 5.25.

Por su parte, las Figuras 3.10a y 3.10b muestran al vector de resistencias fg, en
cada punto la cavidad y dos perfiles de corte en dos posiciones horizontales en la misma,
respectivamente. La Figura 3.10a muestra que caso contrario a fg,, existen resistencias
‘negativas’ en x/¢ < 0 las cuales estan asociadas a la recirculacién del fluido en direccion
contraria a donde se genera el movimiento (i.e, direccién x). Por otro lado, la Figura
3.10b exhibe para que las resistencias negativas antes descritas se deben mayormente al
choque del fluido con la pared lateral izquierda por la recirculacion y que existen otras
asociadas al ingreso del fluido al medio poroso en direccion contraria al movimiento en
la zona de transicién. En el caso de las resistencias positivas estas se presentan en la
frontera fluido-medio poroso y en la transicién medio poroso-pared inferior y se deben
fisicamente a el flujo que circula en direccion donde se genera el movimiento lejos de

la pared lateral izquierda.
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Figura 3.11: (a) fa, en inter-region n —w y (b)fs, en inter-regién w — 4.

Ahora, la Figura 3.11a muestra un comportamiento antisimétrico de fz, en la inter-
region fluido-medio poroso, atribuido a la recirculacion del flujo en la cavidad. Ademas,
se observa que en esta zona las fuerzas interfaciales se presentan cuando el flujo se
obstaculiza por la presencia de la primera fila de particulas que conforman al medio
poroso y que igualmente que en el caso de fg, aumentan a medida que crece L, dado
que en el interior del medio poroso mas cantidad de particulas retrasan el flujo del fluido.
Acerca de la Figura 3.11b, muestra que en esta inter-region las mayores resistencias en
la direccion y se presentan en la salida del medio poroso y disminuyen a medida que
la muestra de promediado se aleja de éste. También, se notan resistencias cuando la
muestra considera a la pared inferior. Es importante senalar que las resistencias por la
presencia de la pared inferior y por ende de cada pared sin movimiento, son minimas
pero importantes en las GTE para capturar lo que sucede en cada pared impermeable

de la cavidad.
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3.2.3.

Componentes no nulos del tensor de permeabilidad

En esta seccion se presentan y discuten las componentes inversas Kg,, y Kg,, del

tensor de permeabilidad intrinseco obtenidas por PSS y normalizadas con el valor de

Kpg, en el seno del medio poroso homogéneo caracterizado por una particula dentro de

una celda unitaria representativa.

» Componente Kg, /Kﬂm -1
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Figura 3.12: (a) Variaciones de Kg, /Kp,, ™' v (b) Kg,/Kp,, ' enz/l =2y x/l =5.25.

La Figura 3.12a muestra los cambios espaciales del inverso de la componente nor-

malizado del tensor de permeabilidad Kj3,, en cada punto de la cavidad, donde se ve

que Kpg, / K Bm_l decrece a medida que la region de promediado se acerca a las paredes

laterales impermeables, lo que indica que las resistencias al flujo por la presencia de las

paredes son significativas. También, se observa que existen valores negativos del inver-

so de dicha componente normalizada de la permeabilidad, lo anterior a causa de que

existen resistencias al flujo del fluido en el sistema contrarias a la direccién en la que se

genera el movimiento (i.e., —i). Por su parte, en la Figura 3.12b se presentan dos per-

files de cortes del inverso de la componente K, en dos posiciones horizontales, donde
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se ve que mencionado coeficiente de transporte para x/¢ = 2 y x/¢ = 5.25 presenta los
mayores valores en la inter-regién fluido-medio poroso entre la longitud —ry < y/¢ <1
dado que gran cantidad de flujo es impulsado hacia esa zona fluyendo con facilidad en
la direccién x y que estos decrecen a medida que el flujo ingresa al medio poroso por
la presencia de las particulas que lo conforman. También, es importante senalar que
se cumple en la zona del fluido libre que el valor de esta componente es 0 y que no
se cuenta con un valor constante de la permeabilidad del medio poroso, dado que, los

efectos de la pared en movimiento atn le afectan al flujo en el interior del mismo.
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Figura 3.13: (a) Variaciones de Kz, /Kpz,, ~" en inter-region n —w y (b) en inter-regién

w — 0.

Las Figuras 3.13a y Figura 3.13b muestran las transiciones de los valores de la
componente inversa normalizada del tensor de permeabilidad en las zonas de transicion
fluido-medio poroso y medio poroso-pared inferior. En la primera inter-region se observa
que existen cambios de valores de ésta componente de 0 en la region del fluido libre
a valores de 0.04 en y —0.04 en la inter-regién. De forma més especifica, se notan los
valores mds altos de Kz, /Kps,, ~" en el centro de la cavidad (y/¢ = 0) lejos de las

paredes y los mas pequenos por la vecindad de las paredes laterales, esto debido a que
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tal como se muestra en Figura 3.4 el flujo fluye mas facilmente a través de la zona centro
de la inter-regién y con mas dificultad cerca las paredes. Ademas, se ve que cerca del
ingreso al medio poroso en y/¢ = —rq los valores de éste componente son sumamente
pequenos porque hay dificultades del flujo a fluir por la presencia de las particulas que
conforman al medio. Es importante senalar que la Figura 3.13a da una clara idea de
que Kg, / Kg,, " no puede ser tratado como una funcién lineal en esta zona y que en
consecuencia su correcto calculo es relevante. En lo que refiere a la segunda inter-region
se observa un decrecimiento de los valores de ésta componente a medida que L, crece,
esto significa que las mayores resistencias se asocian a la presencia de la pared dado
que cuando la regién de promediado ingresa a la vecindad de ésta, la region contiene

cada vez mas pared.

= Componente Kz, /Kg,, ="

10.5 10.5 \ : : : : :
95 2 951 —x /=2
8.5 85+ 1
— 2/t =525
75 75 1
6.5 8 6.5
55 551
45 1 45¢
35 35
SN QO
~ 25 ~ 25
> 0.5 S
15 15
05 051
05 0 -0.51
15 15F
25 251
05
35 35
-45 -45f
55 -1 _55 L L L L L
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
-1
Kjg, / Kg,
(a) Kg, / Kg,, ~! en la cavidad (b) Kz, / K gyy_l en dos posiciones horizontales

Figura 3.14: (a) Variaciones de Kg, /Kp,, ' v (b) K, /Ks,, " enaz/l =2y x/l =5.25.
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Ahora, las Figuras 3.14a y 3.14b muestran el inverso de la componente normalizada
K3p,, en cada punto de la cavidad y en dos perfiles de corte en dos posiciones horizon-
tales, respectivamente. En la primera Figura se ve como los valores del inverso de ésta
componente normalizada superan a los de Kjg, / Kpg,, ' en las cercanfas de las paredes
laterales, esto debido a que en la direccién y en esa zona los efectos gravitatorios son
mas significativos permitiendo al fluido ’escurrirse’ con facilidad. Y, en la Figura 3.14b
se muestra al inverso del mismo componente normalizado en las posiciones x/¢ =2y
x/l = 5.25 (mitad de la cavidad), donde se observa con mayor detalle lo antes descrito,
los mayores valores se encuentran antes del ingreso al medio poroso por las paredes
laterales exactamente en la inter-region fluido-medio poroso y en la transicion de la
pared superior a la zona del fluido libre. Especificamente, para x/¢ = 2 se nota como
existen mayores resistencias al flujo en la zona de transicion fluido-medio poroso que
en las cercanias de la pared en movimiento mientras que para z/¢ = 5.25 las mayores
resistencias estan situadas en la pared superior de la cavidad, lo anterior debido a que
el flujo choca con las paredes laterales tendiendo a fluir en el centro de la cavidad
permitiendo fluir con facilidad a través del medio poroso que en posiciones alejadas
a este centro. Ademas, se observa para los dos perfiles de corte que el flujo fluye con
dificultad a través del medio poroso y lo hace con mayor facilidad a medida que sale
de éste en la transicion medio poroso-pared inferior. Es importante senalar aqui que
en la inter-regién K, /Kps,, ~' no se visualiza una tendencia lineal, ésto se discute en

la siguiente Figura.
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Figura 3.15: (a) Variaciones de Kz, /Kg,,~" en la transicién fluido-medio poroso y (b)

en la transicion del medio poroso a la pared inferior.

Luego, las Figuras 3.15a y 3.15b muestran al componente K, inverso normalizado
de la permeabilidad en la inter-regiones fluido-medio poroso y medio poroso-pared in-
ferior, respectivamente. En la Figura 3.15a inicialmente se observa un comportamiento
atipico a las tendencias lineales propuestas en otros trabajos (Luminari et al., 2019).
También, se ve que los valores mas altos de éste componente inverso se encuentran en
la parte central de la inter-regién y que los valores mas pequenos en la vecindad de la
zona del medio poroso. Lo anterior, debido a que el fluido fluye con mayor facilidad
por el centro dado que las paredes laterales lo impulsan por esa direccion. En cuanto
a los valores negativos, se puede decir que solo demuestran la resistencia al flujo del
fluido en la direccién contraria a donde se genera el movimiento y que coinciden con los
valores de las fuerzas de resistencias negativas anteriormente discutidas. Por su parte,
la Figura 3.15b exhibe que en la parte central de esta zona de transiciéon es donde
el flujo viaja con mayor facilidad debido a lo antes descrito y que caso contrario con
mayor dificultad a medida que la muestra de promediado incluye mas pared inferior

y que ésta llega a valores de ceros cuando la muestra esta completamente dentro de
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dicha pared.

3.3. GTE con vector {3

En esta seccion se muestran los resultados del modelado del transporte de movi-
miento y masa total a partir de modelos de enfoque de un dominio dependientes del
vector fg. Se presentan las componentes bidireccionales de la velocidad y la presién
promedio intrinseca, ademas de su comparacién con el promediado de los resultados a

la escala local.

3.3.1. Campo de velocidad bidimensional

= Componente horizontal de la velocidad
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Figura 3.16: (a) (ug,)” en la cavidad y (b) Perfiles de corte de (ug,)” en 7 =5.25.

La Figura 3.16a muestra el perfil bidimensional de <Uﬁx>5 en la cavidad, obtenido
por la resolucion de los modelos promedio bidireccionales dependientes del vector de

resistencias fz (Ecs.(2.47)-(2.53)), donde se observa que el perfil de velocidad promedio
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no distingue la microestructura del medio poroso, lo cual es una caracteristica de las
cantidades promedio. Ademas, se nota que los modelos ODA logran captar el patron
de flujo en esa direccién en la cavidad, el cual incluye la méxima velocidad en la pared
superior y su decrecimiento hacia el interior del medio poroso. Por lo que refiere a la
Figura 3.16b, ésta exhibe la comparaciéon de un perfil de corte de (um)ﬁ en 7 =5.25
(mitad de la cavidad) obtenido por la resolucién de los modelos ODA y por el promedio
espacial de los resultados de la PSS (i.e., APSS, Average pore scale simulation), que
muestra diferencias minimas despreciables en todas las zonas de la cavidad incluyendo
la zona de interés denominada inter-regién fluido-medio poroso y un E, = 5 x 1072

(Ver Apéndice C) insignificante, lo anterior y en particular el acercamiento en la zona

de la inter-regién hace notar que ésta metodologia discutida es viable.
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Figura 3.17: (uﬁx)’g en inter-region fluido-medio poroso. Derecha: Enfoque ODA. Iz-
quierda: APSS.

Ahora las Figuras 3.17 y 3.18 muestran a (uﬁx>’3 en la inter-regiéon fluido-medio
poroso de tamano —rg < y < ry ro < x < L, — 19y dentro del medio poroso de
tamano — L, + 19 < y/l < —rgy ro < x/l < L, — 19, obtenida por solucién de los
modelos ODA con fz y su comparacién con los resultados del APSS, respectivamente.
De manera general se observa buena concordancia de ambos enfoques en las zonas

mostradas en cuestion de patrones del flujo del fluido y magnitudes de la velocidad. De
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forma especifica, en la Figura 3.17 se observa que el enfoque ODA aqui tratado predice
aceptablemente las variaciones rapidas de la velocidad en esa zona y que ademaés capta
el patréon de flujo del cambio de la velocidad en la zona del fluido libre a la del medio
poroso. Asimismo, la Figura 3.18 exhibe que dicho enfoque logra describir la formacion
de vortices en el ingreso al medio poroso causados por las obstaculizaciones al flujo

dado el choque de éste con las paredes laterales y las particulas rigidas cercanas.
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Figura 3.18: (um)ﬁ dentro del medio poroso. Derecha: Enfoque ODA. Izquierda: APSS.

Por otra parte, la Figura 3.19 muestra la componente horizontal de la velocidad en la
inter-region medio poroso-pared inferior, donde similar a lo antes descrito se muestran
diferencias no significativas entre el enfoque ODA descrito y el APSS. Se nota como
estos modelos ODA describen el decrecimiento de la componente x de la velocidad en
la transicién de la region representativa de promediado ¥ de la zona final del medio

poroso a la pared inferior.
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Figura 3.19: <u3m>6 en inter-region medio poroso-pared inferior. Derecha: Enfoque ODA.

Izquierda: APSS.

= Componente vertical de la velocidad

En la Figura 3.20a se muestra la componente vertical de la velocidad adimensional
promedio intrinseco en el sistema simbolizada como (uBy)ﬁ y obtenida por el enfoque
ODA. Se observa un perfil antisimétrico en la cavidad ocasionado por la recirculacién
del fluido en la misma y velocidades diminutas en el interior del medio poroso. Por su
parte, la Figura 3.20b muestra un perfil de corte horizontal de (u5y>6 para x/¢ = 4.5
obtenido por modelos ODA y el cual corresponde a lo reportado por Luminari et al.,
(2019) en su trabajo de estudio de flujo bidireccional por modelos a escala local y
promedio. Ademds, se muestra su comparacion con aquel calculado por APSS, donde
se observa buena concordancia entre dichos perfiles, inclusive en la zona de cambios
rapidos entre las zonas homogéneas: la inter-regién fluido-medio, en este caso se tiene
un valor de Ep = 1% que reitera la viabilidad del enfoque propuesto de modelos
promedio dependientes de f5 para el flujo bidireccional de un fluido en un medio poroso

homogéneo.
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Figura 3.20: (a)(ug,)” en la cavidad y (b) Perfil de corte de (ug,)” en x/¢ = 4.5.

Ahora la Figura 3.21a muestra la comparacién de los perfiles de velocidad bidimen-
sionales en la inter-region fluido-medio poroso obtenidos mediante enfoques ODA y por
APSS. En general, se notan buenas correspondencias del enfoque ODA con la solucion
exacta del problema de la cavidad y especificamente se observa que este enfoque ODA
dependiente de fz reproduce satisfactoriamente el perfil antisimétrico de velocidad en
esta zona y que ademas representa acertadamente en cuestién de magnitudes positivas
y negativas el viaje de la velocidad de la region del fluido libre al interior del medio
poroso homogéneo. De aqui se debe senalar que no existen sobre estimaciones de las
magnitudes de la velocidad en esta zona, tal como en otras metodologias propuestas se

ha obtenido (Luminari et al., (2019)).
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Figura 3.23: (uﬁy>ﬁ en inter-region medio poroso-pared inferior. Derecha: Enfoque ODA.

[zquierda: APSS.

Adicionalmente, la Figura 3.22 muestra a (u5y>*8 dentro del medio poroso. Asimismo
que la Figura 3.21 se notan correspondientes casi exactas entre los enfoques presentados.
De aqui, se debe resaltar que el enfoque ODA que considera al vector de resistencias fj
logra representar adecuadamente el decrecimiento de la velocidad al ingresar al medio
poroso y que tal como lo muestran los mapas de contorno describe adecuadamente la
recirculacion que se da en el ingreso al mismo. En tanto a magnitudes de la componente
de la velocidad aqui descrita, éstas concuerdan para ambas metodologias presentadas.
Por su parte, la Figura 3.23 exhibe las variaciones de <u5y>ﬁ en la inter-region medio
poroso-pared inferior, donde se observa que el enfoque ODA describe sin problema el
decrecimiento de velocidades en el medio poroso a velocidades nulas en la pared inferior
de la cavidad que es cuando la region de promediado ¥ esta completamente dentro de
la pared. Ademas, como se ve en los mapas de contorno de la Figura 3.23 la distribucion

del flujo en esta zona concuerda con errores casi nulos para los dos enfoques.
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3.3.2. Campo de presion bidimensional
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Figura 3.24: (a) (p3)” en la cavidad y (b) Perfil de corte de (pg)” en z/¢ = 10.

Ahora, la Figura 3.24a muestra el campo bidimensional de la presiéon promedio
intrinseco obtenida a partir de la propuesta de estudio por las GTE (Ecs. (2.17-2.19))
del flujo en la cavidad, donde se observa que la presién es forzada por el movimiento
de la pared superior y que la propuesta de modelado capta dicho comportamiento. En
relacién con la Figura 3.24b, ésta muestra una comparacion del comportamiento de
un perfil de corte de (pﬁ>6 en z/¢ = 10 y que es capturado de forma casi exacta (i.e.,
E, ~1x 1078 ) por el enfoque propuesto en todas las zonas de la cavidad incluyendo
la zona de répidos cambios (Ver acercamiento en Figura 3.24b) y que ademds no se

sobrestima en ninguna regiéon como en otras metodologias de enfoque de ecuaciones

promedio reportadas en la literatura.
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Figura 3.25: <pﬁ>6 en inter-region. Derecha: Enfoque ODA. Izquierda: APSS.

En tanto a la Figura 3.25, muestra el comportamiento de la presién adimensional
promedio intrinseco en la inter-regién fluido medio poroso descrito por modelos ODA
que consideran a fz y por el promedio de la PSS, donde se ven presiones minimas
dado que no actia ninguna fuerza en dicha zona y donde también se notan excelentes
correspondencias entre ambos enfoques para la descripcion del evidente decrecimiento
de la presién en la regién de fluido libre a la de la inter-region, lo anterior reitera las
buenas capacidades predictivas de las GTE que toman en cuenta a fz. Finalmente, las
Figuras 3.26 y 3.27 exhiben las variaciones de (pg)ﬁ dentro del medio poroso y en la
transicion del mismo con la pared impermeable inferior de la cavidad, respectivamente.
En la Figura 3.26 se observan presiones tanto negativas como positivas dada las fuerzas
del fluido a fluir en sentido contrario a donde se genera el movimiento, también se notan
valores pequenos de la presion debido a que lejos de la pared en movimiento las fuerzas
que actian alli ya no tienen efecto. Por su parte, en la Figura 3.27 se observan las
menores presiones puesto aqui se tienen efectos casi nulos de la pared sobre el flujo del
fluido. Con referencia a los enfoques ODA y el promediado de la PSS presentados, las
figuras antes discutidas muestran muy buenos acuerdos entre éstos, reiterando que el

enfoque ODA dependiente de un vector de resistencias es confiable.
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Figura 3.26: (ug,)” dentro del medio poroso homogéneo. Derecha: Enfoque ODA. Iz-
quierda: APSS.
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Figura 3.27: (pg)ﬁ en inter-regién medio poroso-pared inferior. Derecha: Enfoque ODA.
[zquierda: APSS.
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3.4. GTE con término de Darcy

En esta seccion se presentan los resultados de los campos de velocidad y presion pro-
medio intrinseco obtenidos reescribiendo al vector de resistencias fg como un término de
Darcy dependiente de las componentes no nulas del tensor de permeabilidad intrinseco,
obtenidas por PSS. Entonces, se muestran las dos componentes promedio intrinseco de
interés de la velocidad y la presion y su comparacién con el APSS en el interior del
medio poroso, en la inter-regién fluido-medio poroso y en la transicion entre el medio

poroso y la pared inferior de la cavidad.

3.4.1. Campo de velocidad bidimensional
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Figura 3.28: (a) (ug,)” en la cavidad y (b) en un perfil de corte en z/f = 5.25.

Las Figuras 3.28a y 3.28b muestran al campo bidimensional de la componente hori-
zontal de la velocidad promedio intrinseco en la cavidad y un perfil de corte horizontal

en la mitad de la misma, obtenidos por las GTE que consideran las componentes no
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nulas del tensor Kﬁ_l, respectivamente. De forma especifica, en la Figura 3.28a se nota
un campo similar a la Figura 3.16, se reproduce la velocidad constante de la pared
superior y su decrecimiento a través de las regiones de fluido libre y medio poroso,
ademas se notan las transiciones entre las paredes laterales e inferior, ya que a medida
que se acerca la muestra de promediado a éstas, la velocidad decrece hasta valores
de cero. Por su parte, en la Figura 3.28b se observan buenas correspondencias de los
resultados de las GTE aqui discutidas con el promedio de la PSS, en cualquier punto
de la cavidad, especialmente se ve en el acercamiento de la figura un excelente acuerdo
en la zona de rapidos cambios de la velocidad delimitada entre —ry < y < ro. Para este
caso, se tiene un valor de Ep = 1.7 x 10 que es menor al de las GTE que consideran
al vector de resistencias, con lo anterior se puede concluir que las dos metodologias de

GTE presentadas son viables con errores despreciables.
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Figura 3.29: (um)ﬁ en la inter-regién. Derecha: Enfoque ODA. Izquierda: APSS.

Ahora, las Figuras 3.29 muestran a (ug,) en la inter-regién obtenida por modelos
ODA dependientes de Kﬁil y su comparativo con el APSS, donde se observa que exis-
ten similitudes entres ambos enfoques tanto en patrones de flujo como en magnitudes
de la componente de la velocidad descrita, reiterando asi la viabilidad de las ecuaciones
promedio. Ademas, como la Figura 3.17 se reproduce acertadamente con esta metodo-

logia presentada el cambio de velocidad de -0.04 a la salida de la region del fluido libre
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a -0.01 en el ingreso al medio poroso, evidenciando asi la importancia de la correcta

determinacién de las componentes no nulas de Kg_l en esta zona.
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Figura 3.30: <u5m>6 en el interior del medio poroso. Derecha: Enfoque ODA. Izquierda:
APSS.

Por su parte, la Figura 3.30 muestra las variaciones espaciales de <ugz>ﬂ dentro de la
region homogénea del medio poroso obtenidas por enfoque ODA y a partir del promedio
de PSS. Inicialmente, se observa que hay concordancia de los patrones del flujo entre
los enfoques presentados y que comparado a la Figura 3.18 se ven diferencias en la
vecindad de las paredes laterales al inicio de esta regién, ya que las GTE con el vector
de resistencias describen al flujo que recircula y no resbala por las paredes laterales,
mientras que las GTE aqui discutidas exhiben recirculacién y posterior escurrimiento
por todo el medio. Lo anterior, se atribuye al concepto de empirismo de la relacién
entre dicho vector y el tensor de permeabilidad, pero atin asi éstas diferencias no son

importantes por lo que las dos tipos de metodolégicas por GTE son atractivas y viables.
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Figura 3.31: (ugx>6 en la zona de transiciéon medio poroso-pared inferior. Derecha:

Enfoque ODA. Izquierda: APSS.

# en la transicién

En la Figura 3.31 se observan las variaciones espaciales de (ug,)
w — 0 obtenidas de GTE (Kp) y del promedio de la PSS, donde se notan concordancias
en la prediccion de los valores de la velocidad al final de la regién w y su decrecimiento
a medida que la region de promediado se mueve a lo largo de L, hasta valores nulos
de la velocidad que es cuando ¥ contiene solo ¥5. Lo anterior, reitera la capacidad

predictiva de éstas GTE en las transiciones con las paredes del sistema y la importancia

del conocimiento de las componentes Kg,, y Kpg,, en cada una de éstas transiciones.
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= Componente vertical de la velocidad
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Figura 3.32: (a) (ug,)” en la cavidad y (b) en un perfil de corte en /¢ = 4.5.

En la Figura 3.32a se muestra a la componente vertical de la velocidad en la cavidad
obtenida por resolucién de las GTE (Kj), donde se observa el perfil antisimétrico en
la regién-n predicho anteriormente por las GTE (f3) y las mismas magnitudes de la
velocidad en esta zona y en el interior del medio poroso. En tanto, la Figura 3.32b
muestra el perfil de corte de la misma variable discutida, en una posicién cercana a la
mitad de la cavidad y con un acercamiento en la zona de transicién de la cavidad para
los enfoques ODA y del promedio de la PSS, donde se observa que el enfoque ODA
tratado describe con exactitud con un valor de Ep = 9 x 10 el comportamiento del
decrecimiento de la velocidad de la zona del fluido libre al interior del medio poroso y

en especial en la inter-region fluido-medio poroso.
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Ahora, las Figuras 3.33 y 3.34 muestran la comparacion de las variaciones espaciales
de <u5y>ﬂ en la inter-regiéon 7 — w y en la regién-w obtenidas del enfoque ODA aqui
discutido, respectivamente. En la primera Figura se ve un patréon de flujo similar a la
Figura 3.32a, un perfil antisimétrico de ésta componente de la velocidad que decrece
a medida que crece L, atribuido fisicamente a las obstaculizaciones de las particulas
solidas al final de ésta transicién y que ademas tal como se ve en los mapas de contorno
coincide con el APSS de forma casi exacta. Con lo que respecta a la Figura 3.34, se
observa la misma tendencia de antisimétria que las demés zonas descritas y ademas se
nota como este tipo de perfil decrece a medida que el flujo atraviesa las particulas rigidas
que conforman al medio, dado que se ralentiza el flujo por tales motivos. También, se

debe senalar que las concordancias del enfoque propuesto y APSS es aceptable en cada

ul

punto de la zona.
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Figura 3.35: <Uﬁy>5 en inter-region w — ¢ . Derecha: Enfoque ODA. Izquierda: APSS.

Finalmente, la Figura 3.35 exhibe las variaciones bidimensionales de <u5y>6 en la
transicion de la region w a la pared inferior, donde se observan para los dos enfoques
mostrados concordancias excelentes en la prediccion de los mayores valores de la ve-
locidad al final de la regién w porque se tiene mas volumen de fluido en la region
de promediado y menores valores a medida que crece L, y se considera mas region o

ocupada en la misma.
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3.4.2. Campo de presion bidimensional
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(a) (p/g)ﬁ obtenida del enfoque ODA (b) (pg}ﬁ en una posicién horizontal

Figura 3.36: (a) (p3)” en la cavidad y (b) en un perfil de corte en z/¢ = 10.

Ahora, las Figuras 3.36a y 3.36b muestran al campo de la presién en cada punto
de la cavidad obtenido del enfoque ODA (Kjg) y el perfil de corte de éste campo en
xz/l = 10 ademds de su comparativo con el promedio de la PSS, donde se observa que
el enfoque propuesto capta las presiones causadas por las fuerzas de movimiento de
la pared superior y ademas las presiones pequenas en las demés zonas en la cavidad,
incluyendo la inter-regién. Se debe senalar que el error porcentual en este caso es 1 X
1077, asf que, tal como el caso del enfoque que considera al vector de resistencias, resulta
que la variable mejor descrita por los dos tipos de GTE es la presion, concluyendo
entonces que tanto el enfoque ODA como las condiciones de frontera establecidas de
la presion y el método de discretizacion, son viables, lo anterior es importante en el
diseno termodinamico de procesos donde el conocimiento del campo de presién es de

interés (Jiménez-Islas, 1999).
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Figura 3.37: (ps)” en interface fluido/medio poroso . Derecha: Enfoque ODA. Izquierda:
APSS.

v/t

i

y/t

Figura 3.38: (pg)ﬁ en el medio poroso homogéneo. Derecha: Enfoque ODA. Izquierda:
APSS.

La Figuras 3.37 y 3.38 muestran las presiones promedio adimensionales en la inter-

region fluido/medio poroso y en el medio poroso, obtenidas por las GTE y el promedio
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de la PSS, respectivamente. En la Figura 3.37 se observa que los dos enfoques captan
de forma semejante los valores pequenos de dicha variable en ésta zona, los cuales se
deben a la presion hidrostatica del fluido dado que no existe una fuerza impulsora alli.
La Figura 3.38 muestra que para los dos enfoques las mayores presiones se encuentran
en las vecindades de las transiciones del medio poroso con las paredes laterales y las
menores en la parte central del medio, lo anterior fisicamente asociado a que el fluido
ejerce fuerzas sobre las paredes de la cavidad incrementandose la presion. Se debe
senalar que el enfoque discutido da un excelente acuerdo con el APSS y que logra
describir las presiones promedio intrinseco negativas ocasionadas por la recirculacién

del fluido.

-4.5 0.04 -4.5 0.04

0.03
=0
~~ 5 0.02
=
0.01

Figura 3.39: (pg)ﬂ en interface medio poroso/pared inferior. Derecha: Enfoque ODA.
[zquierda: APSS.

Finalmente, la Figura 3.39 exhibe igualmente buenas correspondencias de los dos en-

foques en la descripcion del decrecimiento de la presiéon adimensional promedio intrinse-

co en la zona de transicion del medio poroso a la pared inferior.
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

Conclusiones

En el presente trabajo se estudié a partir de ecuaciones generalizadas promedio el
flujo bidimensional de un fluido newtoniano en una cavidad de paredes impermeables

ocupado por un medio poroso homogéneo, encontrandose que:

= La variacion de la fraccién volumétrica en casos de flujo bidireccional en medios

porosos puede ser tratada como una funcion lineal en la inter-regién.

= Las ecuaciones generalizadas promedio bidimensionales de cantidad de movimien-
to y masa total dependientes de un vector de resistencias pueden ser reescritas en
base a un proceso de cerradura como un término de Darcy, donde el conocimiento

de las componentes del tensor de permeabilidad K, y K,,, es suficiente.
» Las variaciones espaciales de K,, y Ky, en la inter-regién no son lineales.

= Las GTE bidireccionales en sus dos formas tratadas reproducen de forma casi
exacta los campos de velocidad y presién obtenidas del APSS en cualquier zona
de la cavidad inclusive en la zona de interés: interface fluido/medio poroso, lo que

sugiere que la primera y segunda correccién de Brinkman deben ser incluidas.

= Los menores errores porcentuales promedio en la descripcion por enfoque de GTE
se encontraron en el campo de la presion, lo anterior sugiere que las capacidades
predictivas de la propuesta superan a otras metodologias que sobrestiman dicha

variable.
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= El enfoque ODA puede describir los efectos de recirculacién en sistemas de flujo

2D en cavidades ocupadas parcialmente por un medio poroso homogéneo.

Perspectivas

Como trabajo futuro se tiene:

» Implementar y resolver las GTE dependientes de f3 y Kz en una cavidad con

efectos inerciales y comparar los resultados con el APSS.
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Apéndice A

Ecuaciones promedio que

consideran al vector fﬂ

En este apéndice se presenta el desarrollo matematico correspondiente a la deriva-
cion de las ecuaciones promedio del enfoque de un dominio. Lo anterior se realizd a
partir del método del promedio volumétrico. En este sentido, inicialmente se conside-

raron las ecuaciones gobernantes a la escala local, tal que

V -vg =0 en la fase — (A.1)
0 = —Vps + 115V*vs en la fase — 3 (A.2)
con
Vg = 0 en Algg (AS)
Yy
Vg =vg,  en Age (A.4)

A.1. Ecuacidon de continuidad

Inicialmente, prestando atencién al transporte de masa total, entonces, aplicando

el operador de promediado superficial a la Ec. A.1, se tiene

(V vl =0 (A.5)
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Ahora, haciendo uso del teorema de promediado espacial (Whitaker, 1999), asi que

1
V- vellt / N8 Vilxyy,dA =0 (A.6)

Apo ()
Aplicando la condicién de no deslizamiento (Ec. A.3) en la Ec. A.6 y considerando la
relacion de Dupuit-Forchheimer, se puede escribir la Ec. A.6 en términos de promedios

intrinsecos como

Ve (vg)’| =—e5 (%) Veg - (vg)” ) (A7)

X

A.2. Ecuacion de movimiento

Ahora bien, para la ecuacién promedio de cantidad de movimiento, tal como la
ecuaciéon de continuidad, se aplica el teorema de promediado superficial a la Ec. A.2,

esto es
0= (=Vpg)l, + (usV?vs)|, (A.8)

Considerando a la viscosidad contante dentro de la regién de promediado y usando

el teorema de promediado espacial en el término derecho de la presién, da

1
(o= Vb= [ 5o piley,d4 (A.9)

Apo ()
y con la relaciéon de Dupuit-Forchheimer en el mismo término, la Ec. A.8 se reescribe

COo1mo

1
v / 8o Dy y, AA + 15 (V?V3) |,

Ao (x)

0=—Ves (x) (ps)7| —es(x)V(ps)’

X

(A.10)
Ahora, aplicando el teorema del promediado espacial en el iltimo término de la Ec.

A.10, se obtiene

pa VOV = | Vo (Vo [ ma Vvl dd] (A

73



sustituyendo la Ec. A.11 en la Ec. A.10, se da lugar a

1
0= ~Vea () ()~ a0~ 5 [ msepaly,dd+
Apo(x)
14
sV - (Vvg)|, + VB / ooV Vleyy,dd - (A12)
ABo(x)

Intercambiando la integracién por la diferenciacion espacial en el cuarto término de

la Ec. A.12 por el teorema del promediado espacial, tal que

1
V- V(vg)” Ty / Moo - Vilysy,dA 8 = 15V -V (vg)" ) (A.13)
Apo(x)
desarrollando este mismo término, de tal forma que se llega a
1525 (%) (V)| + 113 (Ve (%) - ¥ (25 (%) (vi)l,)) -
]
B2 [ e Ve A4 02 )] 2 (0 (A14)

Apo(x)
reemplazando la Ec. A.14 en Ec. A.12

1
x V / nﬁapglx+yﬁdA+

Ago(x)

15725 (%) (va)°| + sV (v)’| 25 (%) + Ve (%) ¥ (va)° | =

X

0= ~Ves () (ps)°|_— () V(ps)°

T mse Vv

Hp
di + V / ngo - VV5|X+yﬂdA <A15)

Aga(x) Apo(x)

Dividiendo la Ec. A.15 entre €3, se puede escribir como

0=-V <pﬂ>ﬁ‘x + V> <Vﬂ>ﬁ‘x +e57 ! (x) nsVies (x) <Vﬁ>ﬂ‘x +
>ﬂ

£y (A.16)

X

es ' ppVep (x) - V(vg

donde se ha introducido un vector fs definido por Ochoa-Tapia y Whitaker (1995a)
y Valdés-Parada (2007) como

1 _
ABo(x)
Hp Nge - Vval . dA+es usVeg (x) - V (vg)’ (A.17)
VB Bo Blx+yg p HpVep A x .

que representa las resistencias interfaciales que ejerce el medio poroso al flujo del fluido.
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Apéndice B

Ecuaciones promedio que

consideran al tensor Kﬁ_l

En este apéndice se derivan, a partir de un proceso de cerradura, las ecuaciones
promedio del enfoque de un dominio, con dependencia del tensor de permeabilidad
intrinseco Kg_l en la ecuacién de movimiento. El desarrollo considera tinicamente a la
ecuacion de movimiento, dado que es donde aparece el vector fz. Entonces, inicialmente

se considera a la ecuacién promedio de movimiento en su forma

0= =V (pa)”|_+1aV2(va)’| +e57 (0 s Vs (x) (va)?| +

ep ' 1sVep (x) - V(vp)’| —fs (B.1)

X

Es posible notar por la Ec. (A.17) que el vector f3 de la Ec. (B.1) esta definido
en términos de cantidades locales y cantidades promedio intrinseco. Entonces, con el
fin de eliminar la dependencia de cantidades locales en esta ecuacion se recurre a la

descomposicién espacial de una cantidad local (Gray, 1975), tal como

Ushery, = (897 4o (B2)

Ys X+yg

Sin embargo, los promedios intrinsecos de la Ec. (B.1) y las derivadas de estos estan
evaluados en el vector de posicién x, mientras que en la definicién dada por la Ec. (B.2)
lo estdn en x + yg, por lo anterior , es necesario una aproximacién por expansiones en

series de Taylor de los valores evaluados en x + yg con su valor evaluado en x. De este

modo, da
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1
<¢'B>ﬂ‘x+y5 = <¢ﬂ>’8‘x +ys-V <¢ﬁ>ﬂ‘x + Yy VV (g)” e (B3
1
V)| = Vs | +ys-VV)| +5yaya VIV 4. (BA)
De aqui, se tienen ordenes de magnitud:
ws)’| =0 ((ws)’) (B.5)
oV wal], =0 (7)) (5.6
1 : 8 ro’ 8
SY5¥s V'V (¥5) ‘ =0 (FWW ) (B.7)
x Y
1
viu)| =0 (£ wa’) (B.5)
x Y
o T Wal], =0 ( Fatun)’) (B.9)
x Y
1 ) 8 7“02 B
3Ysys VVV (¥g) ‘x =0 (L—ngm ) (B.10)
Ahora, al usar la restriccion de escala (Valdés-Parada et al., 2007)

donde L~ es la longitud caracteristica asociada con las fases 1 y w, la descomposicion

espacial (Ec. B.2) se puede reescribir como

(1g)” ~ (1h5)° (B.12)

Xty X
Asi pues, dado que 13 = pg, v, en particular, la descomposicién espacial de la presién

local y velocidad local se pueden escribir como

p6|x+y@ = <p5>5 < + ﬁ/3|x+yﬁ (B13)
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Usando las Ecs. (B.13-B.14) en la Ec. B.1, el vector —f3 se reescribe como

1 N I -
_fﬁzvﬁ / _nﬁg.lpﬁ‘eryﬁdA_FVZ / Ilga'VVﬁ|x+yﬁdA (B.15)

Aga(x) Aga(x)

Debido a lo anterior, la ecuacién promedio de movimiento del enfoque ODA (B.1), se

convierte en

0= =V (p)’|_+ sV (va)°| +e57t () s V%5 (%) (vi)’| +

X

_ 1 .
Apo(x)
1s .
Vﬁ / Ilﬁg . V Vf8|x+y5 dA (B16)

Ao (x)

De aqui, la ecuacién promedio resultante depende de cantidades promedios y des-
viaciones. Por ende, es necesario desarrollar un problema para dichas desviaciones. Esto
se logra a partir de un proceso de cerradura. Lo anterior permitira la deduccion del
modelo del enfoque ODA en funcién del tensor de permeabilidad intrinseco. Entonces,
para este fin, es necesario introducir las definiciones Ecs. (B.13 -B.14) en la ecuacién de
movimiento a la escala local (Ec. (A.2)) y restar a ese resultado la ecuacién promedio

de momento del enfoque ODA (Ec. B.16). De esto se obtiene

0= —Vﬁg!xﬂﬁ + u5V2\75}x+yg — 57 (%) s V3ep (x) (vp)° -

1 N
ABo(x)

18 .
75 / ngs - \Y V5|x+y5 dA (Bl?)

Aa(x)

es ' psVep (x) - V(vg)’

X

Ahora, utilizando el principio de superposicion las desviaciones de la velocidad y la

presién se pueden representar como

Vs =Bs- (vg)’ +¢ (B.18)

Bs = pgbs - (V)" + ppé (B.19)
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donde Bs y bg son variables de cerradura. Considerando que ciertas restricciones de

escalas son cumplidas (Whitaker, 1985), ¢, £ ~ 0 , se tiene

Vs =By (vg)” (B.20)

By = pgbg - (vs)” (B.21)

Introduciendo las Ecs. (B.20-B.21) en la Ec. (B.16)

0= —V(ps)°| +maV2vs)’| +257" () s V25 () (v5)°| +
_ 1
€p 1,LL§VE/3 (X) : V<V5>B‘X + Ha Vﬁ / Ngs - <—Ib/j + VBB) dA 3 - <Vﬂ>'B X(B.QQ)
Ao (x)
Es importante notar de las Ecs.(B.16) y (B.22) que
1 . - 1
— / n/go. . (—Ipﬁ + /lﬁVV@) dA = — / n/go. . (—Ibg + VBg) dA
Vs Vs
Apo(x) Ao (x)
(B.23)
Més aun, tal como lo senala Whitaker (1985)
1
7 / nﬁg . (—Ibg + VBg) dA = —85K5_1 (X) <B24)
B
Apo(x)
Por consiguiente, el vector de resistencias fs puede reescribirse como
~t5 = —ngKs ™ (x) - 2 (%) (v)| (B.25)

De tal forma que la ecuaciéon de transporte de momento del enfoque ODA puede ex-

presarse como
0= =V (ps)°| +usV*(va)?| +e57 (%) usVes (x) (va)°| +
e () 19V (0 Y (vi)°| =™ () en () (va)| (B26)
la cual puede escribirse también en términos de promedios superficiales como

0=-V <p5>6’x +ep (%) ugVi{vg), —

es " (%) s Vep (%) - V (557 (%) (va),) — 1sKs " (%) - (va), (B.27)
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Apéndice C
Error porcentual promedio

En este apéndice se presenta la ecuacién para el calculo del error porcentual prome-
dio de los perfiles de corte de las componentes horizontal y vertical de la velocidad y
la presion promedio obtenidas por los modelos ODA, con respecto a los resultados del

promediado de la solucién local. El error fue calculado a partir de la siguiente ecuacion
Yarss—Yopa

> (abs v (100)
= (< #izatos ) > (©1)

donde 1 4pss es el valor exacto y Yopa el valor aproximado. Aqui, ¥ 4pss es cada
una de los valores de las componentes horizontal y vertical de la velocidad y la presién
promedio obtenido por modelos locales y 1o p4 cada valor de las mismas pero calculadas

a partir del promediado de la solucion a escala local.
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