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1.6. R-Módulos Cuasi-Inyectivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2. Inyectividad Relativa a Clases de Torsión 29
2.1. Clases de Torsión Hereditarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2. Inyectividad Relativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Introducción

El concepto de inyectividad en Teoŕıa de Módulos es sumamente importante debido
a su conexión con las propiedades de escisión y extensión y a las caracterizaciones que
se dan con respecto al anillo. Por ejemplo, los módulos inyectivos son sumandos directos
de cualquiera de sus extensiones; esto permite usarlos en diversos contextos del álgebra
homológica. Por consiguiente el estudio de los módulos inyectivos relativos es un campo
muy fértil de investigación, debido a la importancia de ciertas clases de módulos, como las
clases de Torsión Hereditaria.

En la literatura se ha generalizado el concepto de inyectividad dando lugar a distintas
nociones más o menos usadas en la teoŕıa. De igual forma, el concepto de inyectividad ha
sido relativizado con respecto a clases de módulos.

En este trabajo proporcionamos una exposición completa de la teoŕıa clásica de módu-
los inyectivos, una relativización, también ya clásica, a una Teoŕıa de Torsión Hereditaria,
aśı como una relativización novedosa a ciertas clases de módulos llamadas “Clases Aditi-
vas”.

Las Clases Aditivas fueron introducidas por Walker y Walker [Walk] en su estudio sobre
las clases de Serre y las clases de Torsión Hereditaria; sin embargo no han sido estudiadas
en la literatura, o al menos no extensamente. Las Clases Aditivas están definidas por ser
clases cerradas bajo submódulos, cocientes y sumas directas finitas.

La teoŕıa clásica de la inyectividad relativa a una clase de Torsión Hereditaria no se
reproduce en su totalidad en el caso de clases aditivas; sin embargo, muchas de las propie-
dades importantes se preservan en esta generalización.

Esta tesis está formada por tres caṕıtulos, en los cuales se presenta la teoŕıa de inyecti-
vidad clásica, la inyectividad relativa a una teoŕıa de torsión hereditaria y la inyectividad
relativa a una clase aditiva. A lo largo de este trabajo, R denotará un anillo asociativo con
unidad y R-Mod la categoŕıa de los R-módulos unitarios izquierdos.

En el primer caṕıtulo exponemos la teoŕıa clásica de inyectividad dando propiedades y
caracterizaciones, aśı como su relación con los Anillos Noetherianos.

El segundo caṕıtulo estudia la noción de inyectividad relativa a una clase de torsión
hereditaria, mostrando las propiedades que son similares a las del caso clásico, aśı como su
relación con los anillos Noetherianos respectivos a estas clases.

En el último caṕıtulo se da la definición de clase aditiva y se examinan las propiedades
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de la inyectividad relativa a una clase aditiva. En particular proporcionamos un criterio de
inyectividad relativa a clases aditivas, aśı como ciertas condiciones de cadenas ascendentes
relativas a clases aditivas.

Al final de este trabajo se presenta una breve sección de conclusión.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En esta sección damos varios conceptos básicos y presentamos la teoŕıa clásica de módu-
los inyectivos.

1.1. R-Módulos

Para fines de este trabajo, R será un anillo asociativo con unidad.

Definición 1.1.1. Un R-módulo izquierdo es un grupo abeliano aditivo M equipado con
una acción de R que lo hace un “espacio vectorial sobre R”: hay una función R×M →M ,
denotada por (r,m) 7→ rm, que satisface:

(i) r(m+m′) = rm+ rm′;

(ii) (r + r′)m = rm+ r′m;

(iii) (rr′)m = r(r′m);

(iv) 1m = m;

donde m,m′ ∈M y 1, r, r′ ∈ R.

De igual manera, un R-módulo derecho es un grupo abeliano M si hay una función
R×M →M denotada por (r,m) 7→ mr, que satisface lo axiomas (i) y (ii) de un R-módulo
izquierdo y además:

(iii’) m(rr′) = (mr)r′

(iv’) m1 = m.

1



2 1.1. R-MÓDULOS

Definición 1.1.2. Si M es un R-módulo, entonces un R-submódulo N de M es un
subgrupo que es cerrado bajo multiplicación por escalar:

Si n ∈ N entonces rn ∈ N, para toda r ∈ R.

Definición 1.1.3. Sean R y S anillos. Un grupo abeliano M es un (R-S)-bimódulo,
denotado por RMS si M es un R-módulo izquierdo y un S-módulo derecho y las dos acciones
son relacionadas por una ley asociativa: r(ms) = (rm)s para toda r ∈ R, m ∈M y s ∈ S.

Definición 1.1.4. Una función f : M → N entre R-módulos izquierdos M y N es un
R-morfismo si:

(i) f(m+m′) = f(m) + f(m′)

(ii) f(rm) = rf(m).

Diremos que f es un monomorfismo si f es inyectiva; diremos que f es un epimor-
fismo si f es suprayectiva. Más aún, f es un isomorfismo si f es inyectiva y suprayectiva.

Notación: Dados cualesquiera dos R-módulos izquierdos M y N , denotaremos por
HomR(M,N) el conjunto de todos los R-morfismos de M a N .

La siguiente proposición menciona un ejemplo de un bimódulo.

Proposición 1.1.5. Dados RAS y RB, entonces HomR(A,B) es un S-módulo izquierdo
si definimos (sf)(a) = f(as), donde s ∈ S, a ∈ A y f ∈ HomR(A,B).

Prueba. Primero observemos que HomR(A,B) es un grupo abeliano. Ahora, como A es
un bimódulo, entonces (sf)(a) = f(as) está bien definida y si tomamos r ∈ R tenemos
que:

(sf)(ra) = f((ra)s) = f(r(as)) = r(f(as)) = r(sf)(a)

y por tanto HomR(A,B) es un S-módulo izquierdo.

Definición 1.1.6. Si N es un submódulo de M , el módulo cociente M/N es el grupo
cociente M/N hecho un R-módulo por la aplicación: (r,m + N) 7→ r(m + N) = rm + N ,
la cual está bien definida pues N es un R-submódulo.

Definición 1.1.7. Sean {Mi}i∈I una familia de módulos. Entonces el producto directo,
denotado por

∏
i∈I

Mi, es el módulo cuyo conjunto subyacente es el producto cartesiano de

los Mi, es decir, el conjunto de los vectores a = (ai) donde ai ∈ Ai, y con la operación de
módulo definida por:

(ai) + (bi) = (ai + bi)

r(ai) = (rai)
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Definición 1.1.8. La suma directa, denotado por
⊕
i∈I

Mi, es el submódulo de
∏
i∈I

Mi que

consiste de todos los (ai) cuyas coordenadas “ai” son casi todas 0, es decir, todas salvo un
número finito de ai son 0.

Definición 1.1.9. Sea M =
∏
j∈J

Mj. Definimos las proyecciones pj : M → Mj y las

inclusiones ij : Mj → M por pj : (mj) 7→ mj e ij(mj) el elemento que tiene a mj en
la j-ésima coordenada y 0 en las restantes. Notemos que pj ◦ ij = 1M y pj ◦ ik = 0 si
j 6= k ∈ J .

A continuación se mencionan los tres teoremas de isomorfismo de Noether para la teoŕıa
de módulos.

Teorema 1.1.10. Sean N y M R-módulos izquierdos, entonces:

1. Si f : M → N , tenemos que la aplicación m+Kerf 7→ f(m) es un isomorfismo, es
decir, M/Kerf ≈ imf .

2. Si M1 y M2 son submódulos de M , entonces m1 + M1 ∩ M2 7→ m1 + M2 es un
isomorfismo, esto es, M1/M1 ∩M2 ≈M1 +M2/M2.

3. Si M2 ⊂M1 son submódulos de M , entonces (M/M2)/(M1/M2) ≈M/M1.

Prueba. La demostración de los tres teoremas de isomorfismo se realizan de manera similar
a la teoŕıa de grupos.

Definición 1.1.11. La sucesión de los dos morfismos M ′
f //M

g //M ′′ es exacta
en M si imf = kerg.
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Proposición 1.1.12. Sean M , N y L R-módulos izquierdos. Entonces se cumplen:

(i) 0 //M
f // N es exacta (en M) si y solo si f es monomorfismo.

(ii) M
g // N // 0 es exacta (en N) si y solo si g es epimorfismo.

(iii) 0 //M
f // N // 0 es exacta si y solo si f es isomorfismo.

(iv) 0 // L
f //M

g // N // 0 es exacta si y solo si N ≈M/L.

Prueba.

(i) Supongamos que la sucesión es exacta en M y sea h : 0 → M , entonces 0 = Imh =
Kerf , por lo tanto f es monomorfismo. Ahora supongamos que f es monomorfismo y

consideremos la sucesión 0
h //M

f // N . Por hipótesisKerf = 0, pero Imh = 0,
entonces Imh = Kerg y aśı la sucesión es exacta.

(ii) Supongamos que la sucesión M
g // N

α // 0 es exacta en N , entonces Img =
Kerα = N , por tanto g es epimorfismo. Inversamente, consideremos la sucesión

M
g // N

α // 0 ; si g es epimorfismo, se cumple que Img = N . Por otro lado
tenemos que Kerα = N , entonces por transitividad Img = Kerα y aśı la sucesión
es exacta.

(iii) Es consecuencia inmediata de (i) y (ii).

(iv) Si la sucesión 0 // L
f //M

g // N // 0 es exacta, entonces Imf = Kerg;
por otro lado por el tercer teorema de isomorfismo de Noether tenemos queM/Kerg ∼=
Img, es decir, M/Imf ∼= Img, pero como g es epimorfismo, entonces Img ∼= N y
puesto que Imf ∼= L (por ser f monomorfismo), podemos concluir que M/L ∼=
M/Imf ∼= Img ∼= N .

Consideremos ahora la sucesión 0 // L
f //M

g // N // 0 y supongamos
que N ∼= M/L. Por (i) y (ii), f es un monomorfismo y g es un epimorfismo. Sea
m ∈ Kerg ⊆M tal que g(m) = m+L, entonces 0 = g(m) = m+L, es decir, m ∈ L,
pero por ser f monomorfismo tenemos que L ∼= f(L), por lo tanto, haciendo abuso
de la notación, podemos concluir que m ∈ Imf y aśı Kerg ⊆ Imf .

Inversamente, sea m ∈ Imf ⊆ M , es decir, existe l ∈ L tal que f(l) = m, pero
g(f(l)) = f(l) + L y f(L) ∼= L, entonces f(l) ∈ L, lo que nos dice que f(l) ∈ Kerg y
por consiguiente Imf ⊆ Kerg.

Con lo anterior queda demostrada la proposición.
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Definición 1.1.13. Una Categoŕıa C consiste de una clase de objetos, obj C, conjun-
to de morfismos, HomC(A,B) (para cada par ordenado de objetos) y composiciones
HomC(A,B) ×HomC(B,C) → HomC(A,C), denotado por (f, g) 7→ g ◦ f , que satisfacen
los siguientes axiomas:

(i) Para cada objeto A, existe un morfismo identidad 1A ∈ HomC(A,A) tal que f ◦1A =
f para toda f ∈ HomC(A,B) y 1A ◦ g = g para toda g ∈ HomC(C,A);

(ii) La composición es asociativa: si f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C) y h ∈ HomC(C,D),
entonces:

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Definición 1.1.14. Sean C y D dos categorias. Un funtor (covariante) F : C → D es
una asignación que satisface:

(i) Si A ∈ obj C, entonces FA ∈ obj D;

(ii) Si A
f // B es un morfismo en C, entonces FA

Ff // FB es un morfismo en D;

(iii) Si A
f // B

g // C son morfismos en C, entonces F (g ◦ f) = Fg ◦ Ff ;

(iv) Para cada A ∈ obj C, tenemos que F (1A) = 1FA.

Definición 1.1.15. Sean C y D dos categorias. Un funtor contravariante F : C → D
es una función que satisface:

(i) Si A ∈ obj C, entonces FA ∈ obj D;

(ii) Si A
f // B es un morfismo en C, entonces FB

Ff // FA es un morfismo en D
(por tanto F invierte flechas);

(iii) Si A
f // B

g // C son morfismos en C, entonces F (g ◦ f) = Ff ◦ Fg;

(iv) Para cada A ∈ obj C, tenemos que F (1A) = 1FA.

La asignación Hom(A,− ): C → Conjuntos es un funtor que dado un objeto A de la

categoŕıa C, está definida por FC = Hom(A,C); si C
f // C ′ es un morfismo en C,

entonces definimos Hom(A,C)
Ff // Hom(A,C ′) por g 7→ f ◦ g. Denotaremos Ff por f∗.
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Definición 1.1.16. Diremos que F es un funtor (covariante) exacto izquierdo si: la
exactitud de

0 // A
f // B

g // C

implica la exactitud de

0 // FA
Ff // FB

Fg // FC

Aśı mismo, un funtor (covariante) F es exacto derecho si: la exactitud de

A
f // B

g // C // 0

implica la exactitud de

FA
Ff // FB

Fg // FC // 0 .

Similarmente, un funtor contravariante F es exacto izquierdo si: la exactitud de

A
f // B

g // C // 0

implica la exactitud de

0 // FC
Fg // FB

Ff // FA ;

un funtor contravariante F es exacto derecho si: la exactitud de

0 // A
f // B

g // C

implica la exactitud de

FC
Fg // FB

Ff // FA // 0 .

Si un funtor (contravariante) F es exacto izquierdo y exacto derecho, entonces diremos
que F es un funtor (contravariante) exacto.

La siguiente proposición da un ejemplo de un funtor exacto izquierdo y un ejemplo de
un funtor contravariante izquierdo.

Proposición 1.1.17. Para cada módulo M , F = Hom(M,− ) es un funtor exacto izquierdo
y G = Hom(−,M) es un funtor contravariante izquierdo.

Prueba. Hom(M,− ) es exacto izquierdo: Si 0 // A
f // B

g // C , entonces debe-

mos demostrar que 0 // Hom(M,A)
Ff // Hom(M,B)

Fg // Hom(M,C) también lo

es; donde (Ff)(α) = f ◦ α y (Fg)(β) = g ◦ β, con α ∈ Hom(M,A) y β ∈ Hom(M,B).
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(i) Ff es monomorfismo. Si (Ff)(α) = 0 entonces f ◦ α = 0, es decir, 0 = (f ◦ α)(a) =
f(α(a)) para toda a ∈ A. Como f es monomorfismo, esto nos dice que α(a) = 0, para
toda a ∈ A, y aśı α = 0.

(ii) Im(Ff) ⊆ Ker(Fg). Sea β ∈ Im(Ff), entonces β = f ◦α para algún α ∈ Hom(M,A).
Aśı tenemos que (Fg)(β) = g ◦β = g ◦ (f ◦α) = 0 puesto que, por hipótesis, g ◦f = 0.

(iii) Ker(Fg) ⊂ Im(Ff). Sea β ∈ Hom(M,B) tal que g ◦ β = (Fg)(β) = 0. Si m ∈ M ,
entonces (g ◦ β)(m) = 0, es decir, β(m) ∈ Kerg = Imf (por hipótesis); por tanto
existe a ∈ A tal que f(a) = β(m). Definamos α : M → A por α(m) = a donde f(a) =
β(m), el cual es único pues f es monomorfismo; entonces tenemos (f ◦α)(m) = β(m)
para toda m ∈M , de donde obtenemos (Ff)(α) = β

Procediendo de manera análoga se obtiene que Hom(−,M) es exacto izquierdo también.

Definición 1.1.18. Si A es un R-módulo derecho, B un R-módulo izquierdo, y G un
grupo abeliano aditivo, entonces una función f : A× B → G es R-biaditiva si para toda
a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, y r ∈ R se cumple lo siguiente:

(i) f(a+ a′, b) = f(a, b) + f(a′, b);

(ii) f(a, b+ b′) = f(a, b) + f(a, b′);

(iii) f(ar, b) = f(a, rb).

Definición 1.1.19. Un producto tensorial de A ∈ R-mod y B ∈ R-mod es un gru-
po abeliano A ⊗R B y una función R-biaditiva h la cual resuelve la siguiente “propiedad
universal”:

A×B h //

f ##

A⊗R B

f ′{{
G

para cada grupo abeliano G y cada función R-biaditiva f , existe un único homomorfismo
f ′ que hace que el diagrama conmute.
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Teorema 1.1.20. El producto tensorial de un R-módulo derecho A y un R-módulo iz-
quierdo B existe y es único salvo isomorfismo.

Prueba. Sea F un grupo abeliano libre con base A × B, es decir, F es un grupo de
combinaciones Z-lineales de todos los pares ordenados (a, b). Definimos S como el subgrupo
generado por todos los elementos de las siguientes tres formas:

(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b), (a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′) y (ar, b)− (a, rb)

con a, a′ ∈ A b, b′ ∈ B y r ∈ R.
Ahora definimos F/S = A⊗R B denotado por (a, b) + S = a⊗ b. Demostraremos que

la función h : A×B → A⊗R B es R-biaditiva:
Sean a, a′ ∈ A b, b′ ∈ B y r ∈ R, entonces:

(i) h(a+a′, b) = (a+a′, b)+S = (a, b)+(a′, b)+S = (a, b)+S+(a′, b)+S = h(a, b)+h(a′, b)

(ii) h(a, b+b′) = (a, b+b′)+S = (a, b)+(a, b′)+S = (a, b)+S+(a, b′)+S = h(a, b)+h(a, b′)

(iii) h(ar, b) = (ar, b) + S = (a, rb) + S = h(a, rb).

Sea G un grupo abeliano y consideremos el siguiente diagrama, en el cual f es R-biaditiva:

A×B h //

f ##

A⊗R B

f ′{{
G

Como F es libre en A × B, existe un único homomorfismo ϕ : F → G definida por
ϕ((a, b)) = f(a, b). Más aún, puesto que f : A × B → G es R-biaditiva, tenemos que S ⊆
Kerϕ; de aqúı podemos inducir un homomorfismo f ′ : F/S → G definido por f ′((a, b) +
S) = ϕ(a, b). Esto nos dice que f ′(a⊗ b) = f(a, b) y aśı f ′ ◦ h = f .

Ahora supongamos que A′ ⊗R B′ es otro producto tensorial, entonces tenemos los si-
guientes diagramas:

A×B h //

f &&

A⊗R B

f ′xx
A′ ⊗R B′

y

A×B f //

h %%

A′ ⊗R B′

h′xx
A⊗R B
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Como cada diagrama conmuta tenemos que f ′ ◦ h′ = idA′⊗RB′ y h′ ◦ f ′ = idA⊗RB y
aśı podemos concluir que f ′ es un isomorfismo.

Proposición 1.1.21. Si A es un (S−R)-bimódulo y B es un R-módulo izquierdo, entonces
A
⊗

RB es un S-módulo izquierdo, donde s(a
⊗
b) = (sa)

⊗
b.

Prueba. Consideremos las funciones h : S × (A × B) → S × (A ⊗R B) definida por
(s, (a, b)) 7→ (s, a ⊗ b) y f : S × (A × B) → A ⊗R B dada por (s, (a, b)) 7→ sa ⊗ b. Ahora
debemos mostrar que h y f son R-biaditivas; nos enfocaremos en mostrar que f lo es puesto
que la demostración de que h es R-biaditiva se realiza de manera similar.

Sean s ∈ S, r ∈ R, a1, a2 ∈ A y b1, b2 ∈ B, entonces:

1. f(s, (a1 +a2, b)) = s(a1 +a2)⊗ b = (sa1 +sa2)⊗ b = sa1⊗ b+sa2⊗ b = f(s, (a1, b))+
f(s, (a2, b)).

2. f(s, (a, b1 + b2)) = sa⊗ (b1 + b2) = sa⊗ b1 + sa⊗ b2 = f(s, (a, b1)) + f(s, (a, b2)).

3. f(s, (ar, b)) = sar ⊗ b = sa⊗ rb = f(s, (a, rb))

De esta manera hemos mostrado que f es una función R-biaditiva; entonces por la pro-
piedad universal del producto tensorial tenemos que existe un único homomorfismo f ′ :
S × (A⊗R B)→ A⊗B definida de la manera que se menciona en la proposición.

Hecho lo anterior verificaremos que se cumplen las condiciones para que A⊗RB sea un
S-módulo izquierdo; sean s1, s2 ∈ S, a1, a2 ∈ A y b1, b2 ∈ B, entonces:

(i) (s1+s2)(a⊗b) = (s1+s2)a⊗b = (s1a+s2a)⊗b = s1a⊗b+s2a⊗b = s1(a⊗b)+s2(a⊗b).

(ii) s(a1 ⊗ b1 + a2 ⊗ b2) = s((a1 + a2)⊗ (b1 + b2)) = s(a1 + a2)⊗ (b1 + b2) = (sa1 + sa2)⊗
(b1 + b2) = sa1 ⊗ b1 + sa2 ⊗ b2 = s(a1 ⊗ b1) + s(a2 ⊗ b2).

(iii) s1(s2(a⊗ b)) = s1(s2a⊗ b) = s1s2a⊗ b = s1s2(a⊗ b).

(iv) 1(a⊗ b) = 1a⊗ b = a⊗ b.

Por lo tanto A⊗R B es un S-módulo izquierdo.

Sean RM la categoŕıa de R-módulos izquierdos y MR la categoŕıa de R-módulos dere-
chos, entonces:
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Corolario 1.1.22. Dados AR y RBS, el funtor −⊗RB toma valores en RM; similarmente,
dados SAR y RB, el funtor A⊗R − toma valores en MR.

Prueba. Para −⊗RB solo basta demostrar que si f : A→ A′ es un R-morfismo, entonces
f ⊗ 1B es un S-morfismo, pero esto se obtiene aplicando los cálculos del teorema anterior
sobre cualquier generador a⊗ b. Análogamente para A⊗R −.

Teorema 1.1.23. Los funtores M ⊗R − y − ⊗R N son funtores exactos derechos.

Prueba. M⊗R− es exacto derecho: Debemos demostrar que si A
f // B

g // C // 0 ,

entonces M ⊗R A
1⊗f //M ⊗R B

1⊗g //M ⊗R C // 0 .

(i) Im(1⊗ f) ⊂ Ker(1⊗ g): Basta probar que (1⊗ g)(1⊗ f) = 0, pero (1⊗ g)(1⊗ f) =
1⊗ gf = 1⊗ 0 = 0. Por lo tanto Im1⊗ f ⊂ Ker1⊗ g

(ii) Ker(1⊗ g) ⊂ Im(1⊗ f): Sea E = Im(1⊗ f), entonces 1⊗ g induce un homomorfismo
β : (M ⊗B)→M ⊗ C, dado por β(m⊗ b+ E) = m⊗ g(b).

Notemos que 1⊗ g = β ◦π, donde π : M ⊗B → (M ⊗B)/E es la proyección natural.
Afirmamos que β es un isomorfismo. En efecto, consideremos la función biaditiva
h : M × C → (M ⊗B)/E, dada por f(m.c) = m⊗ b+ E, donde g(b) = c (pues g es
epimorfismo).

Es claro que f esta bien definida pues si g(b) = c = g(b′), entonces g(b − b′) = 0,
es decir, b − b′ ∈ Kerg = Imf , por lo tanto existe a ∈ A tal que f(a) = b − b′ y
aśı tenemos:

(m⊗ b)− (m⊗ b′) = m⊗ (b− b′) = (1⊗ f)(m⊗ a) ∈ Im(1⊗ a).

Como f es biaditiva, la propiedad universal del producto tensorial induce un homo-
morfismo h : M ⊗ C → (M ⊗B)/E, dada por h(m⊗ c) = m⊗ b+ E. Claramente h
y β son inversas, por lo tanto β es un isomorfismo y tenemos que:

Ker(1⊗ g) = Ker(β ◦ π) = Kerπ = E = Im(1⊗ f).

(iii) 1 ⊗ g es epimorfismo: Sea
∑
i∈I

(mi ⊗ ci) ∈ M ⊗ C. Como g es epimorfismo, entonces

existen bi ∈ B tal que g(bi) = ci, para toda i ∈ I. Por lo tanto:

(1⊗ g)(
∑
i∈I

(mi ⊗ bi)) = mi ⊗ g(bi) = mi ⊗ ci,

es decir, 1⊗ g es epimorfismo.

Por lo anterior, podemos concluir que M ⊗R − es exacto derecho. De manera similar se
prueba que − ⊗R N también lo es.
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1.2. R-Módulos Inyectivos

Después de haber establecido algunos de los conceptos necesarios para el desarrollo
de este trabajo, pasaremos a estudiar las propiedades mas importantes de los módulos
inyectivos.

Definición 1.2.1. Diremos que un R-módulo izquierdo E es inyectivo si cada diagrama
de R-módulos izquierdos

E

0 // A
i
//

f

OO

B

puede ser completado a un diagrama

E

0 // A
i
//

f

OO

B

h

``

el cual conmuta, es decir, h ◦ i = f .

Teorema 1.2.2. Un módulo E es inyectivo si y sólo si el funtor Hom(−, E) es exacto.

Prueba. Supongamos que E es inyectivo. Como Hom(−, E) es un funtor contravariante
exacto izquierdo, basta con probar que convierte monomorfismos en epimorfismos, es decir,
si j : A→ B es monomorfismo, entonces j∗ : Hom(B,E)→ Hom(A,E) es un epimorfismo.
Sea f ∈ Hom(A,E). Como E es inyectivo, existe g ∈ Hom(B,E) tal que f = g ◦ j, pero
j∗(g) = g ◦ j, entonces j∗(g) = f , por tanto j∗ es epimorfismo.

Ahora supongamos que Hom(−, E) es exacto, entonces tenemos la siguiente sucesión
exacta:

0 // Hom(C,E) // Hom(B,E)
j∗ // Hom(A,E) // 0 ,

donde C ∼= B/A. Como j∗ es epimorfismo, para cada f ∈ Hom(A,E) existe g ∈ Hom(B,E)
tal que f = j∗(g), pero j∗(g) = g ◦ j, por consiguiente tenemos que f = g ◦ j, la cual es la
definición de que E sea inyectivo.

Teorema 1.2.3. Sean {Ei}i∈I una familia de módulos inyectivos, entonces
∏
i∈I

Ei es in-

yectivo.
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Prueba. Consideremos el siguiente diagrama:

∏
Ei

πi //
Eiλioo

0 // A
i
//

f

OO

B

gi

OO

h

bb

donde λi son las inclusiones y πi las proyecciones de
∏
i∈I

Ei.

Como para cada i ∈ I Ei es inyectivo, entonces existe gi : B → Ei tal que gi ◦ i = πi ◦ f
para cada i ∈ I. Ahora definamos h : B →

∏
Ei dado por h(b) = (λ(gi(b))); aśı tenemos

que (h ◦ i)(a) = ((gi ◦ i)(a)) = ((πi ◦ f))(a) = f(a) para toda a ∈ A, es decir, h ◦ i = f y
por lo tanto

∏
i∈I

Ei es inyectivo.

Es interesante mencionar que la suma directa finita de R-módulos inyectivos, al ser
un caso particular del producto directo, es inyectiva, pero la suma directa arbitraria de
R-módulos no necesariamente lo es, pues para que lo sea hace falta pedirle al anillo R que
sea Noetheriano.

Teorema 1.2.4. Cada sumando directo D de un módulo inyectivo E es inyectivo.

Prueba. De forma similar a la demostración del teorema anterior, consideremos el siguiente
diagrama:

D
λ //

E
π
oo

0 // A
i
//

f

OO

B

g

OO

donde λ y π son la inclusión y la proyección respectivamente.
Puesto que E es inyectivo existe un morfismo g : B → E tal que (g ◦ i)(a) = (λ ◦ f)(a)

para toda a ∈ A. Si definimos h : B → D por h(b) = (π ◦ g)(b), b ∈ B, tenemos que
(h ◦ i)(a) = (π ◦ g ◦ i)(a) = (π ◦λ ◦ f)(a) = f(a) para toda a ∈ A, por tanto D es inyectivo.
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Proposición 1.2.5. Dado el siguiente diagrama:

C
g′ // D

0 // A g
//

f

OO

B

f ′

OO

donde D = (C⊕B)/W es la suma fibrada, W = {(f(a),−g(a)) : a ∈ A}, f ′(b) = (0, b)+W
y g′(c) = (c, 0) +W . Si g : A→ B es monomorfismo, entonces g′ : C → D también lo es.

Prueba. Sea c ∈ Kerg′, entonces 0 = g′(c) = (c, 0) + W , es decir, (c, 0) ∈ W , por lo
tanto (f(a),−g(a)) = (c, 0), con a ∈ A, esto es, f(a) = c y −g(a) = 0, lo que nos dice que
a ∈ Kerg, pero g es monomorfismo, entonces a = 0; aśı f(0) = f(a) = c, lo que implica
que c = 0 y por lo tanto g′ es monomorfismo también.

Teorema 1.2.6. Un módulo E es inyectivo si y solo si cada sucesión exacta corta

0 // E
i // B // C // 0 se escinde. En particular, E es un sumando directo de

B.

Prueba. Supongamos que E es inyectivo, entonces tenemos el siguiente diagrama:

E

0 // E
i
//

1E

OO

B

g
``

// C // 0

donde C ∼= B/E.
Por ser E inyectivo existe g : B → E tal que g ◦ i = 1E , lo cual nos dice que la sucesión

se escinde.

Supongamos ahora que cada sucesión exacta corta 0 // E
i // B // C // 0

se escinde, entonces consideremos el siguiente diagrama:

E
i′ //

P
j

oo

0 // N
i //

f

OO

M

f ′

OO

donde P es la suma fibrada.
Como i es monomorfismo, entonces i′ también lo es y aśı obtenemos la sucesión exacta

corta 0 // E
i′ // P // P/E // 0 , la cual al aplicarle la hipótesis nos dice que

existe j : P → E tal que j ◦ i′ = 1E . Si definimos g : M → E por g = j ◦ f ′ tenemos que
g ◦ i = j ◦ f ′ ◦ i = j ◦ i′ ◦ f = f lo cual nos dice que E es inyectivo.
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1.3. Criterio de Baer

Un criterio muy usado para determinar la inyectividad de un R-módulo M es mediante
su comportamiento con respecto al siguiente diagrama:

M

0 // I
i //

OO

R

donde I es un ideal izquierdo de R e i : I → R es la inclusión.

A esta caracterización de inyectividad se le conoce como el Lema de Baer, y va a ser
de suma importancia en el desarrollo de los caṕıtulos posteriores.

Teorema 1.3.1. (Lema de Baer) Un R-módulo E es inyectivo si y sólo si cada morfismo
f : I → E, donde I es un ideal izquierdo de R, puede ser extendido a R.

Prueba. Supongamos que E es inyectivo. Como un ideal izquierdo es un submódulo de R,
la hipótesis arroja el morfismo pedido.

Para el rećıproco, consideremos el siguiente diagrama:

E

0 // A

f

OO

i
// B

donde i es la inclusión de A en B.

Sea C el conjunto de todos los pares (A′, g′) donde A ⊆ A′ ⊆ B y g′ : A′ → E
extiende a f . Notemos primero que C 6= φ ya que (A, f) ∈ C. Damos un orden parcial a
C por la siguiente relación: (A′, g′) ≤ (A′′, g′′) si A′ ⊆ A′′ y g′′ extiende a g′. Ahora, sea
(A1, g1) ≤ (A2, g2) ≤ ... una cadena en C. Afirmamos que existe un cota superior para esta
cadena en C.

Denotemos
⋃
i∈N

Ai = Ā y g : Ā → E definida por g(a) = gi(a), si a ∈ Ai y se puede

ver que esta definición no depende de la i. Es claro que (Ā, g) ∈ C pues A ⊆ Ā ⊆ B y g
extiende a f . Nótese que(Ā, g) es una cota superior C. Por lo tanto, aplicando el lema de
Zorn, existe un máximo, digamos (A0, g0), en C.

Si A0 = B, entonces hemos acabado. Si no, entonces A0 6= B y por lo tanto existe
x ∈ B − A0. Sea I = {r ∈ R : rx ∈ A0} = (A0 : x); afirmamos que I es un ideal izquierdo
de R, pues si r ∈ I y r′ ∈ R, entonces si rx ∈ A0 se sigue que r′rx ∈ A0, por tanto r′r ∈ I.

Ahora definamos h : I → E por h(r) = g0(rx). Por hipótesis existe un h′ : R→ E que
extiende a h, aśı que sea A1 = A0+Rx y g1 : A1 → E dado por g1(ao+rx) = go(a0)+rh′(1)
donde r ∈ R.
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Veamos que g1 está bien definida: si a0+rx = a′o+r′x, entonces (r−r′)x = a′0−a0 ∈ A0,
con r − r′ ∈ I, por lo tanto g0((r − r′)x) y h(r − r′) están definidos y tenemos que:
g0(a

′
0−a0) = g0((r−r′)x) = h(r−r′) = h′(r−r′) = (r−r′)h′(1) y por tanto g0(a

′
0)−g0(a0) =

rh′(1)−r′h′(1), es decir, g0(a
′
0)+r′h′(1) = g0(a0)+rh′(1). Además tenemos que g1 extiende

a g0, pues g1(a0) = g0(a0) para toda a0 ∈ A0.

Por lo tanto hemos obtenido que el par (A1, g1) ∈ C y que es mayor que (A0, g0), lo
cual no puede ser posible ya que (A0, g0) es máximo, aśı que A0 = B y por consiguiente E
es inyectivo.

Lema 1.3.2. El diagrama con sucesión exacta:

E

0 // A
α //

γ

OO

B
β // C // 0

puede ser completado a un diagrama conmutativo con renglones exactos

0 // A
α //

γ

��

B
β //

γ′

��

C //

1C
��

0

0 // E
α′ // P

β′ // C // 0

en donde P es la suma fibrada.

Prueba. Al formar la suma fibrada en el diagrama, tenemos que α′ : E → P es monomor-
fismo, pues α lo es. Podemos suponer que P = (E

⊕
B)/W , donde W = {(γ(a),−α(a)) :

a ∈ A}, γ′ : B → P está dada por γ′(b) = (0, b) + W y α′ : E → P está dada por
α′(e) = (e, 0) +W .

Definimos a β′ : P → C por β′((e, b) + W ) = β(b), la cual está bien definida, puesto
que si (e, b) + W = (e1, b1) + W , entonces (e − e1, b − b1) ∈ W , pero b − b1 = −α(a)
para algún a ∈ A (por definición de W ), es decir, B 3 b1 − b = α(a), por lo tanto
b1 − b ∈ Imα = Kerβ, aśı β(b1 − b) = 0 y por ende β(b1) = β(b). Más aún, sea c ∈ C,
como β es epimorfismo, entonces existe b ∈ B tal que β(b) = c, pero γ′(b) = (0, b) + W y
β′(γ′(b)) = β(b) = c, por lo tanto β′ es epimorfismo también. Ahora, si b ∈ B, entonces
(β′ ◦ γ′)(b) = β′((0, b) +W ) = β(b) y aśı tenemos que el diagrama conmuta.

Por último, sea (e, b) + W ∈ Kerβ′, entonces β′((e, b) + W ) = 0, es decir, β(b) = 0,
lo cual nos dice que b ∈ Kerβ = Imα por lo tanto existe a ∈ A tal que α(a) = b, pero
(α′ ◦ γ)(a) = (γ′ ◦ α)(a) = γ′(b) = (e, b) + W , por ende Kerβ′ ⊆ Imα′; por otro lado, sea
(e, b) +W ∈ α′, entonces β′((e, 0) +W ) = β(0) = 0, aśı Imα′ ⊆ Kerβ′ y por consiguiente
la sucesión es exacta.
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1.4. La Cápsula Inyectiva

Hasta este punto hemos dado algunas propiedades básicas de los módulos inyectivos;
ahora nos enfocaremos a ver que todo R-módulo M puede ser sumergido en un módulo
inyectivo, pero para ellos necesitaremos algunos resultados.

Definición 1.4.1. Sea M un R-módulo, m ∈ M y r ∈ R. Diremos que m es divisible
por r si rm′ = m para algún m′ ∈M ; además, si cada m ∈M es divisible por algún r ∈ R
y r no divisor de cero, entonces M es divisible.

Ejemplo 1.4.2. El grupo aditivo de los número racionales es un grupo abeliano divisible.

En efecto, para todo a
b ∈ Q y r ∈ Z, r 6= 0, escribimos a

b = r arb , y obtenemos que Q es
divisible.

Más aún, sean (a1b1 ,
a2
b2
, . . .) ∈

⊕
Q y 0 6= r ∈ Z entonces:

(
a1
b1
,
a2
b2
, . . .) = (r

a1
rb1

, r
a2
rb2

, . . .) = r(
a1
rb1

,
a2
rb2

, . . .)

y por lo tanto
⊕
Q es divisible. Aśı mismo, sean S un submódulo de Q, a

b + S ∈ Q/S y
0 6= r ∈ Z, podemos escribir:

a

b
+ S = r

a

rb
+
r

r
S = r(

a

rb
+

1

r
S) = r(

a

rb
+ S)

esto nos dice que Q/S es divisible. Observemos que como Q es divisible, entonces Q/S
también lo es; por lo tanto, puesto que

⊕
Q es divisible,

⊕
Q/S también es divisible.
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Teorema 1.4.3. Todo módulo inyectivo es divisible.

Prueba. Sea E un módulo inyectivo, m ∈ E y r0 ∈ R un no divisor de cero. Definimos
f : Rr0 → E dado por f(rro) = rm; f está bien definida pues r es un no divisor de
cero. Como E es inyectivo, existe un morfismo g : R → E que extiende a f , en particular
tenemos que: m = f(r0) = g(r0) = r0g(1), por tanto m es divisible por r0.

Teorema 1.4.4. Si R es un dominio de ideales principales (DIP), entonces un R-módulo
D es divisible si y solo si es inyectivo.

Prueba. Supongamos que D es divisible. Por el criterio de Baer, es suficiente extender
cada morfismo f : I → D a R, donde I es un ideal de R. Como R es un DIP tenemos que
I = Rr0, con r0 ∈ R, donde podemos asumir que r0 6= 0 y aśı r0 no es un divisor de cero.

Puesto que D es divisible, existe d ∈ D tal que f(r0) = r0d. Definimos g : R → D
por g(1) = d, vemos que f(rr0) = rf(r0) = rf(r0 · 1) = rg(r0 · 1) = rr0g(1) = rr0d y por
lo tanto g extiende a f , es decir, E es inyectivo. El regreso es consecuencia del teorema
anterior.

Teorema 1.4.5. Todo grupo abeliano puede ser sumergido en un grupo abeliano inyectivo.

Prueba. Sea G un grupo abeliano. Como cada módulo es cociente de un módulo libre
[Rot], tenemos que G ∼= F/S, donde F = Z(X) (por definición de grupo libre). A cada
copia de Z la sumergimos en una copia de Q y aśı tenemos: G ∼= F/S =

⊕
Z/S ⊂

⊕
Q/S.

Puesto que Q es divisible, también lo son
⊕
Q y

⊕
Q/S [Rot] y por el teorema anterior⊕

Q/S es un inyectivo visto como Z-módulo.

Definición 1.4.6. Sea F : U→ C y G : C→ U funtores. El par ordenado (F,G) es un par
adjunto si, para cada A ∈ obj U y C ∈ obj C hay una biyección

τ = τA,C : HomC(FA,C)→ HomU(A,GC)

el cual es “natural” en cada variable, es decir, los siguientes diagramas conmutan:

HomC(FA,C)
(Ff)∗ //

τ

��

HomC(FA′, C)

τ

��
HomU(A,GC)

f∗
// HomU(A′, GC)

para toda f : A′ → A en U y

HomC(FA,C)
g∗ //

τ

��

HomC(FA,C ′)

τ

��
HomU(A,GC)

(Gg)∗
// HomU(A,GC ′)
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para toda g : C → C ′ en C.

Teorema 1.4.7. Dados los módulos (RA,S BR,S C), donde R y S son anillos, hay un
isomorfismo:

τ : HomS(B ⊗R A,C)→ HomR(A,HomS(B,C))

es decir,para f : B
⊗

RA→ C, a ∈ A y b ∈ B:

τ : f 7→ τ(f) donde τ(f)a : b 7→ f(b
⊗

a).

Prueba. Como B es bimódulo, por 1.1.21 tenemos que B
⊗

RA es un S-módulo izquierdo
y por 1.1.5 HomS(B,C) es un R-módulo izquierdo; aśı ambos lados tienen sentido.

Sean f , g : B ⊗R A→ C, la definición de f + g nos da, para toda a ∈ A, que:

τ(f + g)a : b 7→ (f + g)(b⊗ a) = f(b⊗ a) + g(b⊗ a) = τ(f)a(b) + τ(g)a(b),

por lo tanto τ(f + g) = τ(f) + τ(g) y por ende τ es un homomorfismo.
Si τ(f)a = 0, para toda a ∈ A, entonces 0 = τ(f)a(b) = f(b ⊗ a), para toda a ∈ A

y b ∈ B. Por lo tanto, f = 0 porque se anula en cada generador de B ⊗R A y aśı τ es
inyectivo.

Si F : A → HomS(B,C) es un R-morfismo, definimos ϕ : B × A → C por ϕ(b, a) =
Fa(b), con Fa : b 7→ F (b)(a), entonces ϕ es R-biaditiva pues:

ϕ(b, a+a′) = Fa+a′(b) = F (b)(a+a′) = F (b)(a)+F (b)(a′) = Fa(b)+Fa′(b) = ϕ(b, a)+ϕ(b, a′)

ϕ(b+b′, a) = Fa(b+b
′) = F (b+b′)(a) = F (b)(a)+F (b′)(a) = Fa(b)+Fa(b

′) = ϕ(b, a)+ϕ(b′, a)

ϕ(br, a) = Fa(br) = F (br)(a) = F (b)(ra) = Fra(b) = ϕ(b, ra).

Ahora consideramos el diagrama siguiente:

A×B h //

ϕ
""

A
⊗

RB

ϕ̃
{{

C

como ϕ es R-biaditiva, existe un homomorfismo ϕ̃ : B ⊗R A→ C con ϕ̃(b⊗ a) = ϕ(b, a) =
Fa(b), para toda a ∈ A y b ∈ B, por tanto F = τ(ϕ̃) y aśı τ es suprayectiva.

Corolario 1.4.8. Si B = SBR es un bimódulo, entonces (B⊗R −, HomS(B,− )) es un par
adjunto:
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Prueba. Para cada A y C, hemos construido el isomorfismo τ en el teorema anterior,
solo resta la naturalidad, y aqúı es inmediata porque hay una fórmula expĺıcita para cada
morfismo.

Teorema 1.4.9. Sea R un anillo y B un R-módulo izquierdo. Entonces, existe un isomor-
fismo f : R⊗R B → B dado por f(r ⊗ b) = rb.

Prueba. Primero notemos que R ⊗R B es un R-módulo izquierdo ya que R es un R-
bimódulo. La definición de R-módulo izquierdo nos dice que la función g : R × B → B
dada por g((r, b)) = rb es R-biaditiva; por otro lado la definición de producto tensorial nos
da un homomorfismo ϕ : R⊗RB → B definido por ϕ(r⊗ b) = rb, el cual es un isomorfismo
pues:

(i) Si r ⊗ b ∈ kerϕ, con 0 6= r ∈ R, entonces ϕ : (r ⊗ b) = 0, es decir, rb = 0; como r 6= 0,
entonces b = 0, esto es, r ⊗ b = r ⊗ 0 = 1 ⊗ r0 = 1 ⊗ 0, lo que nos dice que ϕ es
inyectiva.

(ii) S b ∈ B, entonces existe 1⊗ b ∈ R⊗R B tal que ϕ(1⊗ b) = b y por consiguiente ϕ es
suprayectiva.

Lo anterior nos da el isomorfismo deseado.

De forma similar podemos decir que existe un isomorfismo, A ⊗R R ∼= A, donde A es
un R-módulo derecho.

Teorema 1.4.10. Si D es un grupo abeliano divisible, entonces HomZ(R,D) es un R-
módulo inyectivo izquierdo.

Prueba. Primero que todo, R es un bimódulo: R = ZRR; por 1.1.5, HomZ(R,D) es un
R-módulo izquierdo via rf : r′ 7→ f(r′r). Demostraremos que el funtor contravariante
HomR(−, HomZ(R,D)) es exacto; para esto solo es necesario ver que convierte monomor-
fismos en epimorfismos.

El isomorfismo adjunto obtenido de aplicar 1.4.7 y 1.4.8 nos da un diagrama conmuta-
tivo cuando 0→ A→ B es un monomorfismo e identificando R⊗RB con B y R⊗RA con
A:

HomR(B,HomZ(R,D)) // HomR(A,HomZ(R,D))

HomZ(B,D)

OO

// HomZ(A,D)

OO

Como D es divisible, entonces, por 1.4.4, también es Z-inyectivo y aśı la flecha de
abajo es un epimorfismo, por 1.2.2, de aqúı se sigue que la flecha de arriba también
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lo es, pues las flechas verticales son isomorfismos y el diagrama conmuta. Por lo tanto
HomR(−, HomZ(R,D)) es exacto, es decir, HomZ(R,D) es un R-módulo inyectivo iz-
quierdo.

Teorema 1.4.11. Cada R-módulo M puede ser sumergido en un módulo inyectivo.

Prueba. Si consideramos a M solo como un grupo abeliano, hay un Z-monomorfismo
i : M → D para algún grupo divisible D, por 1.4.5.

Si m ∈ M , definimos fm : R → M por r 7→ rm, entonces ϕ : M → HomZ(R,D) dado
por m 7→ i ◦ fm es un monomorfismo, pues si ϕ(m1) = ϕ(m2) implica que i(fm1(r)) =
i(fm2(r)), para toda r ∈ R, pero i es monomorfismo, entonces fm1(r) = fm2(r), para toda
r ∈ R, esto es, rm1 = rm2, es decir, r(m1−m2) = 0, para toda r ∈ R, por tanto m1 = m2

y aśı M ↪→ HomZ(R,D).

Definición 1.4.12. Una resolución inyectiva de un módulo M es una sucesión exacta:

0→M → E0 → E1 → · · · → En → En+1 → · · ·

en la cual cada En es inyectivo.

Teorema 1.4.13. Cada módulo M tiene una resolución inyectiva.

Prueba. Por el teorema anterior, todo módulo puede ser sumergido en un módulo inyectivo.
Aśı, existe un módulo inyectivo E0, una inyección j0 : M → E0 y una sucesión exacta corta:

0 //M
j0 // E0

p // V0 // 0

donde V0 = coker(j0) = E0/im(j0) y p es la proyección natural.

Una vez más, por 1.4.11, existe un inyectivo E1 y un monomorfismo j1 : V0 → E1 que
nos da la siguiente sucesión exacta:

0 //M
j0 // E0

p   

d0 // E1

  
V0

j1

>>

  

V1 // 0

0

donde d0 = j1 ◦ p y V1 = cokerj1. Iterando esta construcción obtenemos la resolución
inyectiva.
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Definición 1.4.14. Una extensión esencial de un módulo M es un módulo E que
contiene a M tal que cada submódulo no cero de E intersecta, no trivialmente, a M ; si
además M ( E, decimos que E es un extensión esencial propia de M .

Denotaremos por M � E si M es un submódulo esencial del módulo E.

Lema 1.4.15. Un submódulo N de M es esencial en M si y sólo si para cada 0 6= m ∈M
existe un r ∈ R tal que 0 6= rm ∈ N .

Prueba. Supongamos que N �M y 0 6= m ∈M , entonces Rm∩N 6= 0, por lo tanto existe
0 6= r ∈ R tal que 0 6= rm ∈ N .

Inversamente, si 0 6= m ∈ L ≤ M tal que 0 6= rm ∈ N , con 0 6= r ∈ R, entonces
0 6= rm ∈ L ∩N , pues L es submódulo de M y por lo tanto N �M .

Ejemplo 1.4.16. Q es una extensión esencial de Z; de hecho cada submódulo intermedio
G con Z ⊂ G ⊆ Q es una extensión esencial de Z.

Prueba. Supongamos G 6= 0 un submódulo de Q tal que G no es extención esencial de Z,
entonces G ∩ Z = 0. Sea g ∈ G, pero g = a

b ∈ Q, con a, b ∈ Z, entonces bg ∈ G, pues G es
submódulo de Q, es decir, bgb ∈ G, por lo tanto, a ∈ G, por consiguiente G ∩ Z 6= 0, lo que
contradice la hipótesis, por lo tanto Q es extensión esencial de Z.

Procediendo de manera similar obtenemos que cada submódulo G de Q, que contiene
a Z, es extensión esencial de Z.



22 1.4. LA CÁPSULA INYECTIVA

Teorema 1.4.17. Un módulo M es inyectivo si y sólo si M no tiene extensiones esenciales
propias.

Prueba. Supongamos que M es inyectivo y M ( E, donde E es un extensión propia de
M . Por 1.2.6 podemos asumir que M es un sumando de E y es distinto de E. Entonces
hay un submódulo no cero N de E tal que E = M ⊕ N . Como N ∩M = 0, pues M es
sumando, tenemos que E no es extensión esencial de M .

Supongamos ahora que M no tiene extensiones esenciales propias y sea E un inyectivo
que contiene a M .

Consideremos Ω = {N : N ≤ E y N ∩M = 0}; como E ∈ Ω, tenemos que Ω 6= φ.
Sea N1 ≤ N2 ≤ · · · una cadena de submódulo de E tales que Ni ∩M = 0, para toda
i = 1, 2, . . ., entonces afirmamos que N ∩M = 0, donde N =

⋃
i∈N

Ni.

Supongamos lo contrario, por tanto existe x ∈ N ∩M , es decir, x ∈ N , esto es, x ∈ Ni,
para algún i = 1, 2, . . ., lo que implica que Ni ∩M 6= 0, lo cual es una contradicción, por
lo tanto N ∩M = 0 y aśı N es cota superior en Ω. Por el Lema de Zorn, tenemos que hay
un submódulo N̂ de E máximo con la propiedad de que N̂ ∩M = 0.

Ahora observemos que la sucesión M ↪→ E → E/N̂ es un monomorfismo puesto que
M ∩ N̂ = 0; de hecho E/N̂ es esencial sobre M , pues si S/N̂ es un submódulo no cero
de E/N̂ , entonces N̂ ( S, y la maximalidad de N̂ nos dice que S ∩M 6= 0 y por tanto
(S/N̂) ∩M 6= 0.

Como M no tiene extensiones esenciales propias, entonces M → E → E/N̂ es un
isomorfismo, por lo cual tenemos que E = M + N̂ , y puesto que M ∩ N̂ = 0, se cumple
que M es un sumando de un inyectivo y por tanto M también lo es.

Teorema 1.4.18. Las siguientes condiciones para un módulo E que contiene a un módulo
M son equivalente:

(i) E es una extensión esencial máxima de M .

(ii) E es una extensión esencial de M y E es inyectivo.

(iii) E es inyectivo y no hay inyectivo E′ con M ⊂ E′ ( E.

Más aún, tal módulo E existe.

Prueba. Supongamos (i). Como “una extensión esencial de” es una relación transitiva, la
hipótesis de que E no tiene extensiones esenciales propias, y por el teorema anterior, nos
permite concluir que E es inyectivo y aśı (ii) se cumple.

Ahora supongamos (ii), es decir, existe E inyectivo tal que M ⊂ E′ ( E, entonces E′

seŕıa un sumando de E, digamos E = E′ ⊕E′′. Como m ∈ E′ tendŕıamos que E′ ∩E′′ = 0
nos implica que M ∩ E′′ = 0, lo cual es una contradicción, pues E′′ ⊆ E y E es extensión
esencial de M , y por consiguiente cumple (iii).
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Por ultimo, supongamos (iii). Sea E es un módulo inyectivo que contiene a M y consi-
deremos la siguiente familia: Ω = {K : M �K ≤ E}. Como M �M , entonces Ω 6= φ. Sea
K1 ≤ K2 ≤ · · · una cadena en Ω y K =

⋃
i∈N

Ki, afirmamos que K ∈ Ω es una cota superior.

Tenemos inmediatamente que M ≤ K ≤ E, aśı que solo hace falta ver que M � K. Sea
k ∈ K, con k 6= 0, entonces k ∈ Ki para algún i ∈ N, como Ki es extensión esencial de
M , existe r ∈ R, con r 6= 0, tal que rk ∈ M , por tanto M �K y aśı K es cota superior.
Aplicando el Lema de Zorn, existe un máximo, digamos E′. Afirmamos que E′ es una
extensión esencial máxima de M .

Supongamos que N es una extensión esencial de M tal que contiene a E′, entonces hay
un diagrama:

E

0 // E′
j
//

i

OO

N

ϕ
``

donde i es la inclusión.
Como E es inyectivo, entonces hay un morfismo ϕ : N → E tal que ϕ ◦ j = i; aśı ϕ

fija a E′ y por tanto a M . Como E′ es esencial en N , existe x ∈ kerϕ ∩ E′, pero 0 =
kerj = kerϕ ∩ E′, entonces x = 0 y por lo tanto ϕ es monomorfismo, pues N debe de ser
extensión esencial de E′; por otra parte, puesto que no hay M ⊂ E ⊆ E′, tenemos que ϕ
es epimorfismo también, es decir, N ∼= ϕ(N) y por lo tanto es una extensión esencial de M
contenida en E.

La maximalidad de E′ fuerza a que ϕ(N) = E′, por tanto N ∼= E′ y aśı E′ es máximo
y no tiene extensiones esenciales propias. Aplicando el teorema anterior, obtenemos que E′

es inyectivo y usando las hipótesis que proporciona (iii) podemos concluir que E = E′, lo
que nos lleva a concluir (i).

Para la existencia, solo basta con sumergir a M en un módulo inyectivo y tomar el
submódulo E′ como lo construimos arriba.

Definición 1.4.19. Un módulo E que satisface cualquiera de las condiciones del teorema
anterior es llamado una cápsula inyectiva de M .



24 1.5. ANILLOS Y MÓDULOS NOETHERIANOS

Teorema 1.4.20. Sea E una cápsula inyectiva de un módulo M :

(i) Si D es un inyectivo que contiene a M , entonces hay un monomorfismo ϕ : E → D
que fija a M punto a punto.

(ii) Cualesquiera dos cápsulas inyectivas de M son isomorfas.

Prueba. Para (i), la inyectividad de D nos permite completar el siguiente diagrama:

D

0 //M //

i

OO

E

ϕ
``

donde i es la inclusión. Por un razonamiento similar al realizado en el teorema anterior,
tenemos que ϕ es monomorfismo, pues E es una extensión esencial de M .

En el caso (ii), supongamos que D es una cápsula inyectiva de M . Usando la notación de
(i), afirmamos que ϕ es epimorfismo, pues si no fuera aśı, entonces ϕ(E) seŕıa un sumando
directo de D que contiene a M y esto contradiŕıa que D sea una extensión esencial de M ;
por lo tanto ϕ es epimorfismo y, por ende, ϕ es isomorfismo, es decir, D = E.

Ahora ya podemos hablar de “la cápsula inyectiva”, la cual denotaremos por E(M).

1.5. Anillos y Módulos Noetherianos

Hasta este momento hemos visto que el producto de módulos inyectivos es inyectivo y
que por consiguiente, la suma finita de módulos inyectivos también lo es, pero podemos
dar condiciones para que se cumpla que la suma arbitraria de módulos inyectivos también
lo sea; a continuación veremos que dicha condición involucra a los anillos noetherianos.

Definición 1.5.1. Un anillo R es llamado Noetheriano izquierdo si cada ideal izquier-
do es finitamente generado (f.g.).

Teorema 1.5.2. Un anillo R es Noetheriano si y sólo si cada submódulo de un R-módulo
izquierdo M f.g. es f.g también.

Prueba. Supongamos que R es Noetheriano. Sean M = 〈x1, . . . , xn〉 y N un submódulo
de M . Procederemos por inducción sobre n para ver que N es f.g.:

Si n = 1, entonces M es ćıclico, esto es, M ∼= R/I, para algún ideal I de R. Por lo tanto
N ∼= J/I, donde J es un ideal izquierdo de R que contiene a I. Como R es Noetheriano,
entonces N ∼= J/I es f.g..

Sea n > 1 y M ′ = Rxn, entonces existe una sucesión exacta corta:
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0 //M ′ //M //M/M ′ // 0

donde M/M ′ es generado por n− 1 elementos. Por lo anterior, existe otra sucesión exacta
corta:

0 // L ∩M ′ // L // L/L ∩M ′ // 0

donde L ∩M ′ es f.g., puesto que M ′ es ćıclico. Por otro lado, por inducción, L/L ∩M ′ ∼=
L+M ′/M ′ ≤M/M ′ es f.g., por lo tanto L es f.g..

Rećıprocamente, como los submódulos de R, vistos como R-módulo, son sus ideales
izquierdos, entonces R cumple la definición de Noetheriano.

Definición 1.5.3. Un R-módulo M cumple la condición de cadena ascendente (CCA),
si cada cadena ascendente de submódulos M1 ≤M2 ≤M3 ≤ · · · se detiene, es decir, existe
un entero n tal que Mn = Mn+1 = Mn+2 = · · · .

Teorema 1.5.4. Un R-módulo M cumple CCA si y sólo si cada submódulo de M es f.g..

Prueba. Supongamos, primero, que cada submódulo es f.g. y consideremos M1 ≤ M2 ≤
M3 ≤ · · · una cadena ascendente de submódulos de M tal que M =

⋃
i∈N

Mi, entonces, por

hipótesis, M = 〈x1, . . . , xn〉, donde cada xj ∈Mij .

Sea n = máx ij , entonces M ≤Mn ≤M y por consiguiente, la cadena se detiene.
Ahora supongamos que L es un submódulo de M que no es f.g. y tomemos l1 ∈ L.

Definimos M1 = Rl1; supongamos, por inducción, que tenemos l1, l2, . . . , ln ∈ L. Entonces
si M1〈l1, . . . , li〉, tenemos que M1 �M2 � · · · �Mn.

Como L no es f.g., Mn es un submódulo propio de L; aśı que podemos elegir ln+1 ∈ L
tal que ln+1 /∈Mn. Definimos Mn+1 = Mn +Rln+1, entonces Mn (Mn+1.

Por el axioma de elección, existe una cadena estrictamente ascendente de submódulos
de M , M1 < M2 < M3 < · · · , que no se detiene y por lo tanto M no cumple CCA.
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Corolario 1.5.5. Un anillo R es Noetheriano izquierdo si y sólo si R cumple CCA sobre
ideales izquierdos.

Prueba. Si consideramos a R como un R-módulo, entonces sus ideales izquierdos son sus
submódulos.

Teorema 1.5.6. R es un anillo noetheriano izquierdo si y sólo si cada suma directa de
R-módulos izquierdos inyectivos es inyectiva.

Prueba. Supongamos que R es noetheriano y consideremos el siguiente diagrama:⊕
j∈J

Ej

0 // I α
//

f
OO

R

donde I es un ideal izquierdo de R.
Como R es noetheriano, entonces I = 〈x1, . . . , xn〉. Sea ji tal que f(xi) ∈ Eji , entonces

Imf ⊂
n⊕
i=1

Eji . Puesto que cada Eji es inyectivo, entonces
n⊕
i=1

Eji es inyectivo, por lo tanto

existe g : R →
n⊕
i=1

Eji que extiende a f ; haciendo la composición de g con la inclusión

n⊕
i=1

Eji ↪→
⊕
j∈J

Ej completamos el diagrama dado y aśı podemos concluir que
⊕
j∈J

Ej es

inyectivo.
Para la segunda parte vamos a mostrar que si R no es noetheriano, entonces existe

un ideal izquierdo I de R y un morfismo de I a la suma de inyectivos que no puede ser
extendido a R.

Si R no es noetheriano, existe una cadena estrictamente ascendente de ideales izquierdos
I1 � I2 � I3 � · · · . Sea I =

⋃
n∈N

In; podemos notar que I/In 6= 0, para toda n ∈ N. Por

otro lado, por 1.4.11 podemos sumergir a I/In en un R-módulo inyectivo En. Afirmamos
que

⊕
n∈N

= E no es inyectivo.

Sea πn : I → I/In la proyección natural. Para cada a ∈ I, πn(a) = 0 para algún n
suficientemente grande (pues a ∈ In para algún n), aśı que el morfismo f : I → πn(I/In),
definido por f(a) = (πn(a)), tiene su imagen en

⊕
n∈N

I/In, pues para cada a ∈ I casi todas

sus coordenadas de f(a) son cero.
Haciendo la composición de f con la inclusión

⊕
n∈N

I/In ↪→ E, podemos considerar

f : I → E como un morfismo.
Supongamos que existe g : R→ E que extiende a f . Definimos g(1) = (xn) y tomamos

m ∈ N y a′ ∈ I tal que a /∈ Im. Como a /∈ Im, tenemos que πm(a) 6= 0 y aśı g(a) = f(a)
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tiene coordenada m-ésima no cero πm(a), pero g(a) = ag(1) = a(xn) = (axn), aśı que
πm(a) = axm, por lo tanto xm 6= 0, para toda m, es decir, hemos contradecido el hecho de
que casi todas las coordenadas de un elemento en una suma son cero, por consiguiente g
no existe y por ende E no es inyectivo.

1.6. R-Módulos Cuasi-Inyectivos

Hemos estudiado a los módulos inyectivos, sus caracterizaciones y propiedades; ahora
vamos a “debilitar” un poco el concepto de inyectividad para dar apertura a los módulos
auto-inyectivos.

Definición 1.6.1. Diremos que un R-módulo U es M-inyectivo si cada diagrama con
renglón exacto

U

0 // A
i
//

g

OO

M

puede ser extendido conmutativamente por un morfismo f : M → U tal que g = f ◦ i.

Teorema 1.6.2. Un R-módulo U es M -inyectivo si y solo si f(M) ⊂ U para todo morfismo
f : E(M)→ E(U).

Prueba. Supongamos, primero, que U es M -inyectivo. Sea f ∈ Hom(E(M), E(U)) y
A = {m ∈ M : f(m) ∈ U}. Entonces f |A: A → U . Como U es M -inyectivo tenemos que
existe g : M →M tal que g |A= f |A.

Afirmamos que U ∩ (g − f)(M) = 0. Sea u ∈ U y m ∈ M tal que u = (g − f)(m) =
g(m) − f(m), pero f(m) = g(m) − u ∈ U , por lo tanto m ∈ A. Puesto que f(m) = g(m)
para toda m ∈ A tenemos que u = g(m)−f(m) = 0, lo que nos dice que U∩(g−f)(M) = 0.

Por otro lado, sabemos que U � E(U), esto nos implica que (g − f)(M) = 0, es decir,
f(M) = g(M) ⊂ U .

Ahora supongamos que f(M) ⊂ U para todo morfismo f : E(M)→ E(U) y considere-
mos el siguiente diagrama:

U �
� // E(U)

0 // A

h

OO

i
//M �
� // E(M)

g
dd

Por ser E(U) inyectivo, existe g : E(M)→ E(U) tal que h = g ◦ i. Más aún, g(M) ⊂ U ,
por hipótesis, por lo tanto la restricción g |M : M → U es un morfismo tal que g |M ◦i = h
y aśı U es M -inyectivo.
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Definición 1.6.3. Un módulo U es llamado auto-inyectivo si es U -inyectivo.

Corolario 1.6.4. Un módulo U es auto-inyectivo si y solo si f(U) ⊂ U para todo endo-
morfismo f de E(U).

Prueba. Sea U = M , por el teorema anterior, el corolario queda demostrado.



Caṕıtulo 2

Inyectividad Relativa a Clases de
Torsión

En este caṕıtulo estudiamos la inyectividad relativa a una clase de torsión hereditaria
τ . Proporcionamos la definición de inyectividad relativa, algunas caracterizaciones de ella,
aśı como la forma de construir la cápsula τ -inyectiva. Para ello necesitamos exponer los
conceptos básicos de las Teoŕıas de Torsión Hereditarias.

2.1. Clases de Torsión Hereditarias

Definición 2.1.1. Una clase Tτ de R-módulos izquierdos es llamada una clase de torsión
hereditaria si y sólo si satisface las siguientes propiedades:

(1) 0 ∈ Tτ (para asegurar que τ 6= φ).

(2) Tτ es cerrado bajo cocientes.

(3) Tτ es cerrado bajo submódulos.

(4) Tτ es cerrado bajo extensiones exactas.

(5) Tτ es cerrado bajo sumas directas.

De las propiedades (2) y (5), se sigue que, para cualquier R-módulo izquierdo M , el
conjunto tτ (M) =

∑
{N : N ≤ M,N ∈ Tτ} es el submódulo mas grande de M en Tτ .

Además, por la propiedad (4), tenemos que tτ (M/tτ (M)) = 0

29
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Definición 2.1.2. Dada una clase de torsión hereditaria Tτ , definimos la clase libre de
torsión hereditaria de R-módulos izquierdos como:

Fτ = {M : HomR(T,M) = 0, ∀ T ∈ Tτ}.

Proposición 2.1.3. La clase libre de torsión hereditaria Fτ correspondiente a la clase de
torsión hereditaria Tτ tiene las siguientes propiedades:

(1) Fτ es cerrada bajo submódulos.

(2) Fτ es cerrada bajo extensiones exactas.

(3) Fτ es cerrada bajo productos directos.

Prueba. Sea N un submódulo de M tal que M ∈ Fτ , entonces HomR(T,M) = 0 para
toda T ∈ Tτ , por tanto, puesto que HomR(T,− ) es exacto izquierdo, tenemos la sucesión
exacta:

0→ HomR(T,N)→ HomR(T,M) = 0

es decir, HomR(T,N) = 0 para toda T ∈ Tτ , esto nos dice que N ∈ Fτ y por consiguiente
se cumple (1).

Tomemos ahora M1,M2 ∈ Fτ y M un módulo tal que 0 → M1 → M → M2 → 0 es
exacta, entonces HomR(T,M1) = 0 = HomR(T,M2) para toda T ∈ Tτ , y por lo tanto:

0 = HomR(T,M1)→ HomR(T,M)→ HomR(T,M2) = 0

lo que nos dice que HomR(T,M) = 0 para toda T ∈ Tτ , por consiguiente M ∈ Fτ y
aśı tenemos que se cumple (2).

Por último, sean {Mi}i∈I una familia de módulos en Fτ , entonces para cada T ∈ Tτ e
i ∈ I tenemos que HomR(T,Mi) = 0, por lo tanto, por propiedades de HomR(T,− ), vemos
que:

HomR(T,
∏
i∈I

Mi) ∼=
∏
i∈I

HomR(T,Mi) =
∏
i∈I

0 = 0

para toda T ∈ Tτ , es decir,
∏
i∈I

Mi ∈ Fτ , por lo cual (3) se satisface.

Ejemplo 2.1.4. Sea

T0 = {G grupo abeliano : ∀g ∈ G, g es de orden finito},

entonces T0 es una clase de torsión hereditaria, con

F0 = {G grupo abeliano : ∀g ∈ G, g no es de orden finito}

como su clase libre de torsión hereditaria correspondiente.
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Ejemplo 2.1.5. Sea I un ideal de R tal que I2 = I. Entonces:

Tτ = {M : IM = 0}

es una clase de torsión hereditaria, con su correspondiente clase libre de torsión hereditaria:

Fτ = {M : para m ∈M, Im = 0⇒ m = 0}

Definición 2.1.6. Cualquier par de clases (Tτ ,Fτ ), donde Tτ es una clase de torsión
hereditaria y Fτ es la clase libre de torsión hereditaria correspondiente a Tτ , es llamada
una teoŕıa de torsión.

Definición 2.1.7. Un conjunto L de ideales izquierdos de R es llamado un filtro lineal
si L satisface las siguientes propiedades:

(1) L es cerrado bajo super ideales.

(2) L es cerrado bajo trasladados, es decir,si I ∈ L y r ∈ R, entonces (I : r) ∈ L.

(3) L es cerrado bajo intersecciones finitas.

L es llamado de Gabriel si además cumple:

(4) Si I es un ideal izquierdo de R y si K ∈ L tal que (I : k) ∈ L, para cada k ∈ K,
entonces I ∈ L.

Proposición 2.1.8. Sea Tτ una clase de torsión hereditaria y consideremos el conjunto
Lτ = {I : R/I ∈ Tτ} de ideales izquierdos, entonces Lτ es un filtro lineal idempotente.
Más aún, si L es cualquier filtro lineal idempotente de ideales izquierdos, definimos:

TL = {M : (0 : m) ∈ Lτ , ∀m ∈M} y FL = {M : HomR(R/I,M) = 0,∀I ∈ Lτ},

entonces τL = (TL,FL) es su teoŕıa de torsión hereditaria. Además Tτ = TLτ y L = LτL.

Prueba. Para la primera parte, demostraremos que Lτ = {I : R/I ∈ Tτ} es un filtro
lineal:

Sean I ∈ Lτ y K un ideal izquierdo de R que contiene a I, entonces existe un epimor-
fismo p : R/I → R/K, pero Tτ es cerrado bajo cocientes y R/I ∈ Tτ , por tanto R/K ∈ Tτ ,
es decir, K ∈ Lτ .

Tomemos I ∈ Lτ y r ∈ R, entonces R/(I : r) = R/(0 : r + I) ∼= Rr + I/I ⊂ R/I ∈ Tτ .
Como Tτ es cerrado bajo submódulos, tenemos que R/(I : r) ∈ Tτ , esto es, (I : r) ∈ Lτ .
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Si I,K ∈ Lτ , entonces R/I,R/K ∈ Tτ , pero R/(I ∩ k) ⊂ R/I ⊕ R/K; puesto que Tτ
es cerrado bajo sumas directas y submódulos, tenemos que R/(I ∩K) ∈ Tτ .

Ahora consideremos I un ideal de R y K ∈ Lτ tal que (I : k) ∈ Lτ para toda k ∈ K.
Tenemos que ((I ∩K) : k) = (I : k) ∈ Lτ , entonces

Rk + (I ∩K)/(I ∩K) ∼= R/((I ∩K) : k) = R/(I : k) ∈ Tτ

pero Rk + (I ∩K)/(I ∩K) = Rk/Rk ∩ (I ∩K), por lo tanto el epimorfismo π : Rk/Rk ∩
(I ∩K)→ Rk/(I ∩K) nos dice que Rk/(I ∩K) ∈ Tτ , pues Tτ es cerrada bajo cocientes.
Más aún, K/(I∩K) =

∑
k∈K

Rk/(I∩K) ∈ Tτ puesto que Tτ es cerrada bajo sumas directas,

por lo tanto, usando la sucesión exacta corta:

0 // K/(I ∩K) ∼= (K + I)/I // R/I // R/(I +K)

nos dice que R/I ∈ Tτ ya que K ∈ Lτ , entonces I + K ∈ Lτ , es decir R/(I + K) ∈ Tτ y
Tτ es cerrada bajo sucesiones exactas.

Para la segunda parte, mostraremos que TL es una clase de torsión hereditaria.

Primero notemos que 0 ∈ TL. Sean M ∈ TL y f : M → N un epimorfismo, entonces
para todo m ∈ M tenemos que (0 : m) ∈ L. Si tomamos r ∈ (0 : m), tenemos que
0 = f(0) = f(rm) = rf(m), por lo tanto r ∈ (0 : f(m)), es decir, (0 : f(m)) ∈ L, para
toda f(m) ∈ N , lo que nos dice que N ∈ Tτ y aśı Tτ es cerrado bajo cocientes.

Para ver que TL es cerrado bajo submódulos, tomemos M ∈ Tτ , N ≤ M y n ∈ N
arbitrario, entonces tenemos que n ∈ M , por lo tanto (0 : n) ∈ L, para toda n ∈ N , por
consiguiente N ∈ Tτ y aśı cumplimos lo requerido.

Ahora sean M1,M2 ∈ Tτ tal que la sucesión 0 //M1
f //M

g //M2
// 0 es

exacta.

Como M1,M2 ∈ Tτ , entonces (0 : m1), (0 : m2) ∈ L para todo m1 ∈ M1 y m2 ∈ M2.
Sean r1 ∈ (0 : m1) y r2 ∈ (0 : m2). Puesto que la sucesión es exacta, existe m ∈M tal que
g(m) = m2, entonces tenemos 0 = r2m2 = r2g(m) = g(r2m), es decir, r2m ∈ Kerg = Imf ,
por tanto existe m1 ∈ M1 tal que f(m1) = r2m, por tanto 0 = f(0) = f(r1m1) =
r1f(m1) = r1r2m, lo que nos dice que r1r2 ∈ (0 : m), por lo tanto M ∈ L y aśı TL es
cerrado bajo sucesiones exactas.

Consideremos la familia {Mi}i∈I tales que Mi ∈ TL, es decir, (0 : mi) ∈ L para todo
i ∈ I. Sea (mi) ∈

⊕
i∈I

Mi, entonces
⋂

(0 : mi) ⊆ (0 : (mi)), pero (mi) tiene un cantidad

finita de coordenadas no cero, por lo tanto
⋂

(0 : mi) es finito, aśı
⋂

(0 : mi) ∈ L, pues L es
cerrada bajo intersecciones finitas y además (0 : (mi)) ∈ L ya que L es cerrada bajo super
conjuntos, por lo tanto

⊕
i∈I

Mi ∈ Tτ .

Con lo anterior hemos demostrado que TL es una clase de torsión hereditaria, ahora
demostraremos que Tτ = TLτ :
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Sea M ∈ Tτ , entonces Rm ∈ Tτ , para toda m ∈M (pues Tτ es cerrada bajo submódu-
los), por lo tanto (0 : m) ∈ Lτ , para toda m ∈M y aśı M ∈ TLτ .

Sea M ∈ TLτ , entonces, para toda m ∈M , (0 : m) ∈ Lτ , es decir, R/(0 : m) ∈ Tτ , por
lo tanto Rm ∈ Tτ , para toda m ∈M y aśı M ∈ Tτ .

Por último veamos que L = LτL :
Sean I ∈ L y r + I ∈ R/I, entonces (0 : r + I) = (I : r) ∈ L, para toda r + I ∈ R/I,

por lo tanto I ∈ LτL .
Sean I ∈ LτL , r + I ∈ R/I y (0 : r + I) ∈ L, entonces (0 : r + I) = (I : r) ∈ L, para

toda r ∈ R, por lo tanto I ∈ L (por la condición de gabriel).
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2.2. Inyectividad Relativa

Definición 2.2.1. Sea (Tτ ,Fτ ) una teoŕıa de torsión hereditaria y Lτ su filtro asocia-
do. Diremos que un R-módulo izquierdo E es τ -inyectivo si cada diagrama de R-módulos
izquierdos

E

0 // A
i
//

f

OO

B

tal que B/A ∈ Tτ , puede ser completado a un diagrama

E

0 // A
i
//

f

OO

B

h

``

el cual conmuta, es decir, h ◦ i = f .

A continuación mostramos una propiedad de los módulos τ -inyectivos:

Teorema 2.2.2. Para cada sucesión exacta corta 0 // A // B // B/A // 0 , tal

que B/A ∈ Tτ , si E es un módulo τ -inyectivo, entonces el funtor HomR(−, E) es exacto.

Prueba. Supongamos que E es τ -inyectivo. Basta con probar que HomR(−, E) convierte
monomorfismos en epimorfismos puesto que es un funtor contravariante izquierdo. Sean
i : A → B un monomorfismo tal que B/A ∈ Tτ y f ∈ HomR(A,E), entonces para
i∗ : HomR(B,E)→ HomR(A,E) y g ∈ HomR(B,E) tenemos que i∗(g) = g ◦ i = f , pues
f es τ -inyectivo, por tanto i∗ es epimorfismo.

Como en el caso de inyectividad, podemos probar τ -inyectividad mediante el uso de
ideales izquierdos, es decir, podemos dar un criterio de Baer relativo a los módulos τ -
inyectivos.
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Lema 2.2.3. (Lema de Baer relativo a clases de torsión hereditarias) Un R-
módulo izquierdo E es τ -inyectivo si y sólo si para cada diagrama

E

0 // I
i
//

f

OO

R

con I ∈ Lτ , existe un homomorfismo g que hace que el siguiente diagrama:

E

0 // I
i
//

f

OO

R

g
__

conmute.

Prueba. Supongamos que tenemos el siguiente diagrama:

E

0 // A //

OO

B

tal que B/A ∈ Tτ . Sea C la familia de todos los pares (A′, g′), donde A ⊆ A′ ⊆ B,
g′ : A′ → B tal que g′ extiende a f y B/A′ ∈ Tτ . Podemos notar que C 6= 0 pues
(A, g) ∈ Tτ .

Ahora ordenemos parcialmente por la siguiente relación: (A′, g′) ≤ (A′′, g′′), si A′ ⊆ A′′
y g′′ extiende a g′. Afirmamos que existe un máximo en C. Sean (A1, g1) ≤ (A2, g2) ≤ · · ·
una cadena ascendente en C, A =

⋃
i∈NAi y g : A → E, dada por g(ai) = gi(ai) (la cual

está bien definida por la condición de compatibilidad de las gi’s), para toda ai ∈ Ai. Como
Ai ↪→ A, entonces existe un epimorfismo p : B/Ai → B/A (el cual está bien definida por la
inmersión de cada Ai en A); puesto que B/Ai ∈ Tτ y Tτ es cerrado bajo cocientes tenemos
que B/A ∈ Tτ .

Es inmediato notar que Ai ⊂ A y que además g extiende g′ (por la definición de g),
para toda i ∈ N, por lo tanto (A, g) es cota superior en C. Por el lema de Zorn, existe un
máximo en C. Sea A0, g0) ese máximo; si A0 = B, entonces hemos terminado.

Supongamos que A0 6= B, entonces sea x ∈ B/A0 e I = {r ∈ R : rx ∈ A0} = (A0 : x).
Sabemos que (A0 : x) es un ideal de A0, aśı que definimos h : I → E por h(r) = g0(rx). Por
otro lado tenemos que R/I = R/(A0 : x) = R/(0 : x+ A0) = R(x+ A0) = Rx+ A0/A0 ≤
B/A0 ∈ Tτ , esto nos dice que R/I ∈ Tτ ya que Tτ es cerrado bajo submódulos.

Aśı, por hipótesis, hay un morfismo h : R → E que extiende a f . Entonces definimos
A1 = A0 + Rx y g1 : A1 → E dada por a0 + rx 7→ g0(a0) + rh(1), con r ∈ R (la cual esta
bien definida, véase 1.3.1).
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Lo anterior nos dice que (A1, g1) ∈ C, con A0 < A1, lo cual contradice que A0 es
máximo, por lo tanto A0 = B y E es τ -inyectivo.

Supongamos ahora que E es τ -inyectivo. Como un ideal izquierdo de R es un submódulo
del mismo, entonces tenemos un caso particular de la definición de τ -inyectividad.

En termino homológicos, podemos dar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.4. Un R-módulo E es τ -inyectivo si y solo si ExtR(R/I,E) = 0, para cada
I ∈ Lτ .

Prueba. Consideremos el siguiente diagrama:

E

0 // I
i //

OO

R
g // R/I // 0

donde I ∈ Lτ = {I : R/I ∈ Tτ}. Aplicando el funtor Ext(−, E) a la sucesión tenemos:

0 // HomR(R/I,E) // HomR(R,E)
i∗ // HomR(I, E) // ExtR(R/I,E) = 0

lo que nos dice que i∗ es un epimorfismo, esto es, si f ∈ HomR(I, E), entonces existe
g ∈ HomR(R,E), tal que f = i∗(g) = g ◦ i, por lo tanto E es τ -inyectivo.

Inversamente, sea la sucesión exacta corta 0 → I → R → R/I → 0 con I ∈ L.
Aplicando el funtor ExtR(−, E) a la sucesión anterior tenemos:

0 // HomR(R/I,E) // HomR(R,E) // HomR(I, E) // ExtR(R/I,E) // · · · ,

pero por hipótesis i∗ es un epimorfismo, entonces ExtR(R/I,E) = 0.

De igual manera que en la inyectividad tradicional, se cumple la siguiente proposición:

Proposición 2.2.5. Si {Ej}j∈J es una familia de módulos τ -inyectivos, entonces
∏
j∈J

Ej

es τ -inyectivo.

Prueba. Sean λj y πj las inclusiones y proyecciones, respectivamente, de el producto∏
j∈J

Ej . Consideremos el siguiente diagrama tal que B/A ∈ Tτ para cada Ej :

∏
Ej

πj //
Ej

λj
oo

0 // A
i
//

f

OO

B

gj

OO
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Como cada Ej es τ -inyectivo, con j ∈ J , entonces existe gj : B → Ej , tal que gj ◦ i = πj ◦f .
Definamos h : B →

∏
Ej por b 7→ (gj(b)). Entonces h ◦ i(a) = ((gj ◦ i)(a)) = ((π ◦ f)(a)) =

f(a) y como B/A ∈ Tτ para cada Ej , entonces
∏
j∈J

Ej es τ -inyectivo.

Corolario 2.2.6. Cualquier suma directa finita de módulos τ -inyectivos es τ -inyectivo.

Prueba. Es un caso particular de la proposición anterior.

Proposición 2.2.7. Todo sumando directo de un módulo τ -inyectivo es τ -inyectivo.

Prueba. Sea M un módulo τ -inyectivo, D un sumando directo de M y el siguiente dia-
grama:

D
j //

M
p

oo

0 // A
i
//

f

OO

B

h

OO

// B/A // 0

donde B/A ∈ Tτ , j es la inclusión y p es la proyección natural. Como M es τ -inyectivo,
existe h : B →M tal que (h ◦ i)(a) = (j ◦ f)(a), para toda a ∈ A.

Definimos g : B → D por g(b) = (p ◦ h)(b), entonces (g ◦ i)(a) = (p ◦ h ◦ i)(a) =
(p ◦ j ◦ f)(a) = f(a), para toda a ∈ A, lo que nos dice que D es τ -inyectivo.



38 2.3. LA CÁPSULA INYECTIVA RELATIVA

2.3. La Cápsula Inyectiva Relativa

Nuestra siguiente meta es definir el módulo τ -inyectivo mas pequeño que contenga a
un módulo M , es decir la cápsula inyectiva relativa a la clase de torsión Tτ . Pero para
ello necesitaremos la siguiente proposición, la cual es una caracterización para los módulo
τ -inyectivos:

Proposición 2.3.1. Un módulo M es τ -inyectivo si y sólo si E(M)/M ∈ Fτ .

Prueba. Supongamos que M es τ -inyectivo. Consideremos la sucesión:

0 //M
i // N // N/M // 0

tal que N/M = tτ (E(M)/M) (la parte de torsión de E(M)/M). Como M es τ -inyectivo,
entonces existe g : N → M tal que g ◦ i = idM . Supongamos que kerg 6= 0, entonces
kerg ∩ M 6= 0 (por esencialidad de M). Sea x ∈ kerg ∩ M , puesto que kerg ∩ M =
ker(id) = 0, nos lleva a concluir que x = 0 y por lo tanto g es monomorfismo; además,
puesto que M ≤ N , g es también epimorfismo y por consiguiente g es isomorfismo, esto es,
N ∼= M y aśı 0 = N/M = tτ (E(M)/M), lo que nos indica que E(M)/M ∈ Fτ .

Supongamos ahora que E(M)/M ∈ Fτ . Tomemos el siguiente diagrama tal que R/I ∈
Tτ :

M �
� // E(M)

0 // I
i
//

f

OO

R

g

OO

// R/I // 0

Sea x = g(1) ∈ E(M), entonces x+M ∈ E(M)/M . Consideremos el ćıclico R(x+M),
del cual sabemos que R(x+M) ∼= R/(0 : x+M) = R/(M : x). Por otro lado I ≤ (M : x)
pues si r ∈ I, entonces rx = rg(1) = g(r) = f(r) ∈M (por inyectividad de E(M)). Por lo
tanto R/I → R/(M : x) es un epimorfismo; como R/I ∈ Tτ entonces R/(M : x) ∈ Tτ (Tτ
es cerrado bajo cocientes), es decir R(x+M) ∈ Tτ .

Pero R(x+M) ≤ E(M)/M ∈ Fτ , esto implica que R(x+M) ∈ Fτ (Tτ es cerrado bajo
submódulos), por lo tanto R(x+M) = 0, esto es, g(1) = x ∈M , lo que nos dice finalmente
que g : R→M y aśı M es τ -inyectivo.
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Definamos Eτ (M) = {x ∈ E(M) : (M : x) ∈ Lτ}. Observemos que si x1, x2 ∈ Eτ (M),
entonces (M : xi) ∈ Lτ , con i = 1, 2, por lo tanto (M : x1) ∩ (M : x2) ∈ Lτ , pero
(M : x1) ∩ (M : x2) ≤ (M : x1 + x2), entonces (M : x1 + x2) ∈ Lτ y por tanto x1 + x2 ∈
Eτ (M); además, si x ∈ Eτ (M) y r ∈ R tal que rx ∈ M , implica que −rx ∈ M y
aśı (M : −x) = (M : x) ∈ Lτ , lo que nos dice que −x ∈ Eτ (M).

Lo anterior nos permite decir que 0 ∈ Eτ (M) y puesto que (M : x1+x2) = (M : x2+x1),
podemos concluir que Eτ (M) es un grupo abeliano. Más aún, sean s ∈ R y x ∈ Eτ (M),
entonces (M : sx) = {r ∈ R : r(sx) ∈M} ≥ ((M : sx) : s) ∈ Lτ , por lo tanto (M : sx) ∈ Lτ
pues Lτ es cerrado bajo superideales. Por lo tanto hemos mostrado que Eτ (M) ≤ E(M).

Afirmamos también que M ≤ Eτ (M) pues para toda r ∈ R y x ∈ M , tenemos que
rx ∈ M , es decir, (M : x) = R, pero R/R = 0 ∈ Tτ , entonces R ∈ Lτ y aśı, x ∈ Eτ (M).
Además, para toda x ∈ Eτ (M) y 0 6= r ∈ (M : x) tenemos que 0 6= rx ∈ M , por lo tanto
M � Eτ (M).

Ahora observemos que si x + M ∈ tτ (E(M)/M), entonces R(x + M) ∈ Tτ , es decir,
R/(M : x) = R/(0 : x+M) ∈ Tτ , esto es, (M : x) ∈ Lτ , por lo tanto x+M ∈ Eτ (M)/M ;
inversamente si x + M ∈ Eτ (M)/M , entonces (M : x) ∈ Lτ , lo que implica que R/(M :
x) ∈ Tτ , es decir, R(x : M) ∈ Tτ y por lo tanto x+M ∈ tτ (E(M)/M). Aśı hemos probado
que Eτ (M)/M = tτ (E(M)/M).

De lo anterior se sigue que si Eτ (M)/M ∈ Tτ , entonces (E(M)/M)/(Eτ (M)/M) ∼=
E(M)/Eτ (M) ∈ Fτ , es decir, E(Eτ (M))/Eτ (M) ∈ Fτ (pues E(Eτ (M)) = E(M)) y por la
proposición anterior, Eτ (M) es τ -inyectivo.

Por último, supongamos que existe un módulo E τ -inyectivo, tal que M ≤ E ≤ Eτ (M)
y consideremos el siguiente diagrama:

E

0 //M
i //

j

OO

Eτ (M) // Eτ (M)/M // 0

Como Eτ (M)/M ∈ Tτ (pues Eτ (M)/M = tτ (E(M)/M)), entonces por ser E τ -
inyectivo tenemos que existe g : Eτ (M) → E tal que g ◦ i = j, donde j es la inclusión
de M en E. Ahora supongamos que Kerg 6= 0, entonces por esencialidad tenemos que
Kerg ∩M 6= 0, es decir, existe x ∈ Kerg ∩M = Kerj = 0,(ya que j es inclusión), en-
tonces x = 0 y aśı hemos demostrado que g es monomorfismo. Más aún, g es también un
epimorfismo pues E ≤ Eτ (M), por lo tanto g es un isomorfismo y aśı E = Eτ (M).

Finalmente, supongamos que existe otro módulo E τ -inyectivo que cumple las mismas
condiciones que Eτ (M), entonces aplicando un procedimiento similar al anterior tendŕıamos
que E = Eτ (M).
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Con lo anterior hemos demostrado que Eτ (M) es el único módulo τ -inyectivo más
pequeño que contiene a M , aśı que podemos definir a Eτ (M) como la cápsula τ -inyectiva.

Proposición 2.3.2. La clase libre de torsión hereditaria Fτ es cerrada bajo cápsulas in-
yectivas.

Prueba. Supongamos que M ∈ Fτ pero E(M) 6∈ Fτ , entonces HomR(T,E(M)) 6= 0, para
algún T ∈ Tτ , aśı que podemos encontrar un homomorfismo f tal que f(T ) ⊆ E(M). Como
M es esencial en E(M), entonces f(T )∩M 6= 0. Sea T ′ = f−1(f(T )∩M) ⊆ T . Puesto que
Tτ es cerrado bajo submódulos, tenemos que T ′ ∈ Tτ , pero la restricción de f a T ′ es un
elemento no cero de HomR(T ′,M), esto nos dice que M 6∈ Fτ , lo cual es una contradicción
pues Fτ = {M : HomR(T,M) = 0, ∀T ∈ Tτ}, por lo tanto HomR(T,E(M)) = 0 y
aśı E(M) ∈ Fτ .

Corolario 2.3.3. Si M ∈ Fτ , entonces Eτ (M) ∈ Fτ .

Prueba. Si M ∈ Fτ , tenemos por la proposición anterior que E(M) ∈ Fτ y como Eτ (M) ≤
E(M), entonces Eτ (M) ∈ Fτ , pues Fτ es cerrado bajo submódulos.

2.4. Módulos τ-Noetherianos

Hemos visto hasta el momento que el producto de módulos τ -inyectivos es un módulo τ -
inyectivo, pero nuestro nuevo interés es ver cuando o bajo que condiciones, la suma directa
arbitraria de módulos τ -inyectivos es un módulo τ -inyectivo y para ello revisaremos los
siguientes conceptos.

Definición 2.4.1. Sea (Tτ ,Fτ ) una teoŕıa de torsión hereditaria con filtro lineal idempo-
tente Lτ de ideales izquierdos de R, entonces:

(a) R satisface la condición de cadena ascendente sobre ideales izquierdos en Lτ
(CCA) si para cada cadena ascendente de ideales izquierdos en Lτ , I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤
· · · , se tiene que In = In+1 = In+2 = · · · para algún n ∈ N.

(b) R es τ-Noetheriano si para cada cadena ascendente infinita numerable de ideales

izquierdos de R, I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ · · · , tal que
∞⋃
k=1

Ik ∈ Lτ , se cumple que In ∈ Lτ , para

algún n ∈ N.
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Teorema 2.4.2. Sea (Tτ ,Fτ ) es una teoŕıa de torsión hereditaria con filtro lineal idem-
potente Lτ . Entonces cualquier suma directa de módulos izquierdos τ -inyectivos en Tτ es
τ -inyectivo si y sólo si R cumple CCA sobre ideales izquierdos en Lτ .

Prueba. Supongamos primero que R cumple CCA sobre ideales izquierdos en Lτ . Sean
I ∈ Lτ , {Mα}α∈A una familia de módulos τ -inyectivos y f : I →

⊕
α∈A

Mα. Consideremos la

proyección canónica πβ :
⊕
α∈A

Mα →Mβ y el conjunto B = {α ∈ A : (πβ ◦ f)(I) 6= 0}.

Supongamos que B es infinito, entonces sean x1 ∈ I − Kerf y A1 = {α ∈ A : (πβ ◦
f)(x1) 6= 0}. Como B es infinito, existe x2 ∈ I tal que A2 = {α ∈ A : (πβ ◦ f)(x2) 6= 0}
no esta contenido en A1. Procediendo de manera similar, podemos tomar xn ∈ I y An =

{α ∈ A : (πβ ◦ f)(xn) 6= 0} tal que An no está contenido en
n−1⋃
i=1

Ai, para cada n ∈ N (la

existencia está garantizada por la cardinalidad infinita de B).

Sea pk :
⊕
α∈A

Mα →
⊕
{Mα : α ∈ A−

k⋃
n=1

An} la proyección canónica para cada k ∈ N.

Por construcción de los conjuntos An, obtenemos una cadena estrictamente ascendente:

Ker(p1 ◦ f) < Ker(p2 ◦ f) < Ker(p3 ◦ f) < · · ·

de ideales de R, los cuales están contenidos en I. Para cada n ∈ N, I/Ker(pk ◦ f) ∼=
(pk ◦ f)(I) ∈ Tτ (pues Tτ es cerrada bajo sumas directas y bajo submódulos).

Como I ∈ Lτ y Tτ es cerrada bajo extensiones exactas se sigue que de la siguiente
sucesión exacta:

0→ I/Ker(pk ◦ f)→ R/Ker(pk ◦ f)→ R/I → 0

cada pk ◦f ∈ Lτ ; esto contradice la condición de cadena ascendente sobre ideales izquierdos
en Lτ . Por lo tanto B es finito y aśı

⊕
α∈B

Mα es τ -inyectivo, por consiguiente, usando la

inclusión
⊕
α∈B

Mα ↪→
⊕
α∈A

Mα tenemos que
⊕
α∈A

Mα es τ -inyectivo.

Ahora supongamos que cualquier suma directa de módulos τ -inyectivos es τ -inyectivo.
Como R/I ∈ Tτ y tτ (E(R/I)/R/I) = Eτ (R/I)/R/I ∈ Tτ , entonces Eτ (R/I) ∈ Tτ (pues
Tτ es cerrada bajo sucesiones exactas).

Sean I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ · · · una cadena ascendente de ideales izquierdos de L e I =
∞⋃
k=1

Ik.

Por hipótesis E =
∞⊕
k=1

Eτ (R/Ik) es τ -inyectivo, aśı que f : I → E dada por f(x) = x+ Ik

extiende al morfismo g : R → E. Puesto que g(1) tiene un número finito de coordenadas
no cero, entonces I = In para algún n ∈ N.
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Teorema 2.4.3. Sea (Tτ ,Fτ ) es una teoŕıa de torsión hereditaria con filtro lineal idem-
potente Lτ . Entonces cualquier suma directa de módulos izquierdos τ -inyectivos en Fτ es
τ -inyectivo si y solo si R es τ -noetheriano.

Prueba. Primero supongamos que cualquier suma directa de módulos izquierdos τ -inyectivos
en Fτ es τ -inyectivo. Sean I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ · · · una cadena ascendente de ideales izquierdos

tal que I =
∞⋃
k=1

Ik ∈ L y el homomorfismo f : I →
∞⊕
k=1

(R/Ik) dado por f(x) = (x + Ik).

Como I ∈ L, entonces existe un homomorfismo g : R → Qτ (
∞⊕
k=1

(R/Ik)) que hace que el

siguiente diagrama conmute:

I
f //� _

i

��

∞⊕
k=1

(R/Ik)
� _

η

��

R
g // Qτ (

∞⊕
k=1

(R/Ik))

Por otro lado tenemos, por hipótesis, que:

Qτ (

∞⊕
k=1

(R/Ik)) = Eτ (

∞⊕
k=1

((R/Ik)/tτ (R/Ik))) ∼=
∞⊕
k=1

Eτ ((R/Ik)/tτ (R/Ik)) =

∞⊕
k=1

Qτ (R/Ik)

De este modo podemos identificar a g(1) con algún (xk) ∈
∞⊕
k=1

Qτ (R/Ik), además existe

n ∈ N tal que xk = 0, para todo k > n.

Sea π :
∞⊕
k=1

Qτ (R/Ik)→ Qτ (R/In) la proyección natural. Para x ∈ I tenemos que:

(π ◦ η ◦ f)(x) = (π ◦ g)(x) = π(g(x)) = π(xg(1)) = xxk = 0

Aśı I/In ≤ Ker(R/In → Qτ (R/Ik)) y por lo tanto I/In ∈ Tτ . (PORQUE?).
Considerando la sucesión exacta corta:

0 // I/In // R/In // R/I // 0

obtenemos que R/In ∈ Tτ , pues R/I ∈ Tτ y por lo tanto In ∈ Lτ , es decir R es noetheriano.
Por último supongamos que R es noetheriano y sea {Eα}α∈A una familia de módulos

τ -inyectivos libres de torsión. Mostraremos que E =
⊕
α∈A

Eα es τ -inyectivo.

Sean I ∈ Lτ , f : I → E un morfismo y πβ : E → Eβ la proyección natural. Como cada
Eα es τ -inyectivo, el πα ◦ f puede ser extendido a R, por lo tanto f tiene una extensión
g : R→

∏
α∈A

Eα.
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Sea g(1) = (xn) ∈
∏
α∈A

Eα. Para x ∈ I, tenemos (xxα) = xg(1) = g(x) = f(x) ∈ E.

Consideremos B = {α ∈ A : xα 6= 0}. Mostraremos que B es finito, de modo que g : R→ E.
Supongamos que B es infinito, entonces sea C = {α1, α2, · · · } un subconjunto infinito

numerable de B. Definimos Ik = {x ∈ I : xxαi = 0,∀i > k}. Claramente, I1 ≤ I2 ≤ · · ·

es una cadena ascendente infinita de ideales izquierdos y
∞⋃
k=1

Ik = I ∈ Lτ . Por hipótesis,

para algún n ∈ N, In ∈ Lτ , entonces Inxαi = 0, para toda i > n (por la definición de Ik).
Puesto que Eαi ∈ Fτ para toda i, tenemos que xαi = 0 para toda i > n, lo cual contradice
la elección de αi ∈ B, por lo tanto B es finito y aśı E es τ -inyectivo.

Lema 2.4.4. Supongamos que R es τ -noetheriano y que satisface CCA sobre ideales iz-
quierdos en Lτ . Si I ∈ Lτ y f ∈ HomR(I,

⊕
α∈A

Mα), entonces existe un subconjunto finito

B de A tal que f(I) ⊆
⊕
α∈B

Mα.

Prueba. Denotemos a πβ como la proyección natural de
⊕
α∈A

Mα en Mβ. Si el conjunto

B = {α ∈ A : (πα ◦ f)(I) 6= 0} fuera infinito, entonces podŕıamos escoger un subconjunto
infinito numerable C = {α1, α2, · · · } de B.

La unión de la cadena estrictamente ascendente de ideales izquierdos:

Ik = f−1(
⊕

α∈((A−C)∪{α1,α2,...,αk})

Mα)

es I ∈ Lτ . Como R es τ -noetheriano, entonces In ∈ Lτ para algún n ∈ N. Por lo tanto,
por CCA sobre Lτ , tenemos que Im = Im+1 para algún m > n, lo cual contradice que la
cadena de ideales izquierdos es estrictamente ascendente, y por consiguiente B es finito.
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Teorema 2.4.5. Cualquier suma directa de módulos τ -inyectivos es inyectiva si y solo si
R es τ -noetheriano y satisface CCA sobre ideales izquierdos en Lτ .

Prueba. Supongamos que R es τ -noetheriano y que cumple CCA en Lτ . Sean I ∈ Lτ ,
{Mα}α∈A τ -inyectivos, para cada α ∈ A y f : I →

⊕
α∈A

Mα. Entonces, por el 2.4.4, existe un

subconjunto finito B de A tal que f(I) ≤
⊕
α∈B

Mα. Como la suma directa finita de módulos

τ -inyectivos es τ -inyectiva, entonces podemos obtener la extensión g : R →
⊕
α∈B

Mα de f ;

por la inclusión
⊕
α∈B

Mα ↪→
⊕
α∈A

Mα podemos concluir que
⊕
α∈A

Mα es τ -inyectiva.

Rećıprocamente, supongamos que la suma de módulos τ -inyectivos es τ -inyectiva, en-
tonces por 2.4.2 y 2.4.3 tenemos que R es τ -noetheriano y que cumple CCA en Lτ .



Caṕıtulo 3

Inyectividad Relativa a Clases
Aditivas

3.1. Clases aditivas

En [Walk], C. Walker y E. Walker introdujeron el concepto de una clase aditiva para
estudiar la relación entre ciertas clases de Serre y algunos conjuntos de ideales del ani-
llo. De esta manera, los autores utilizaron las clases aditivas como una herramienta para
describir las clases de torsión hereditaria, sin estudiar la clase de todas las clases aditivas
a fondo. En este caṕıtulo generalizamos el concepto de inyectividad relativa a una clase
aditiva. En particular vemos que se cumple el lema de Baer y proporcionamos un criterio
de inyectividad, aśı como su relación con los Anillos σ-Noetherianos.

Definición 3.1.1. Se dice que una clase de R-módulos izquierdos σ es aditiva si:

(i) Es cerrada bajo submódulos.

(ii) Es cerrada bajo cocientes.

(iii) Es cerrada bajo sumas directas finitas.

Observación 3.1.2. Una clase de pretorsión hereditaria es una clase de módulos que
es cerrada bajo submódulos, cocientes y sumas directas arbitrarias. Una clase de Serre es
una clase de módulos que es cerrada bajo submódulos, cocientes y sucesiones exactas. Toda
clase de Serre y toda clase de pretorsión hereditaria es una clase aditiva.

45
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Ejemplo 3.1.3. La clase R−SSfg de todos los módulos semisimples finitamente generados
es una clase aditiva. Es inmediato ver que esta clase es cerrada bajo submódulos y cocientes;
dado que los módulos en R− SSfg son sumas finitas de módulos simples, se tiene que es
cerrada bajo sumas directas finitas.

Notemos que R − SSfg no es cerrada bajo sumas directas arbitrarias, pues tomando
un módulo simple S, S(N) no es finitamente generado, y lo que nos dice que R−SSfg no
puede ser una clase de pretorsión hereditaria.

Ahora consideramos la sucesión exacta corta:

0 // Z2
// Z4

// Z2
// 0

Podemos ver que Z2 ∈ R − SSfg, pero Z4 /∈ R − SSfg, por lo tanto R − SSfg no es
cerrada bajo extensiones exactas, por consiguiente no es una clase de Serre.

Recordemos que un módulo es superfluo cuando es superfluo en algún módulo que lo
contenga, en particular hacemos mención del siguiente lema:

Lema 3.1.4. Un módulo es superfluo si y sólo si es superfluo en su cápsula inyectiva.

Ejemplo 3.1.5. La clase de todos los R-módulos superfluos, denotada por S�, es una
clase aditiva.

Sean M ∈ S�, N ≤M y L ≤ E(M) tales que N + L = E(M), entonces tenemos que:

E(M) = N + L ⊆M + L ⊆ E(M),

es decir, E(M) = M+L; como M � E(M), entonces L = E(M), por lo tanto N � E(M)
y aśı S� es cerrada bajo submódulos.

Sean M ∈ S� N ≤M y L/N ≤ E(M)/N tales que M/N +L/N = E(M)/N , entonces
tenemos que:

E(M)/N = M/N + L/N ⊆ (M + L)/N ⊆ E(M)/N,

por lo tanto E(M)/N = (M + L)/N , lo que implica que:

E(M) = M + L.

Como M � E(M), entonces L = E(M), es decir, L/N = E(M)/N , por lo tanto vemos
que M/N � E(M)/N y aśı S� es cerrada bajo cocientes.

Sean M1,M2 ∈ S�, entonces M1 � E(M1) y M2 � E(M2), lo que implica que (M1 ⊕
M2)� (E(M1)⊕ E(M2)), por lo tanto S� es cerrada bajo sumas directas finitas.
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Teorema 3.1.6. Sea σ una clase aditiva. Consideremos el conjunto:

Lσ = {I ≤ R : R/I ∈ σ},

entonces Lσ es un filtro lineal, el filtro lineal asociado a la clase σ.

Prueba. Sean I ∈ Lσ y K un ideal izquierdo de R que contiene a I, entonces existe un
epimorfismo π : R/I → R/K; como σ es cerrada bajo cocientes y R/I ∈ σ, tenemos que
R/K ∈ σ y aśı K ∈ Lσ.

Consideremos ahora I ∈ Lσ y r ∈ R, entonces:

R/(I : r) ∼= R/(0 : r + I) ∼= R(r + I)/I ≤ R/I ∈ σ;

como σ es cerrada bajo submódulos, tenemos que R/(I : r) ∈ σ, es decir, (I : r) ∈ Lσ.
Por último, sean I,K ∈ Lσ, entonces R/I,R/K ∈ σ; por otro lado tenemos que R/(I ∩

K) se sumerge en R/I ⊕ R/K, por lo tanto R/(I ∩ K) ∈ σ, ya que σ es cerrada bajo
submódulos y sumas directas finitas.

Teorema 3.1.7. Dado M ∈ R−Mod, sea el conjunto:

tσ(M) = {m ∈M : (0 : m) ∈ Lσ} = {m ∈M : Rm ∈ σ},

entonces tσ(M) es submódulo de M ; además la asignación tσ : R−Mod→ R−Mod dada
por M 7→ tσ(M) es un prerradical.

Prueba. Primero vamos a ver que tσ(M) es submódulo de M .
Sean m,m′ ∈ tσ(M), entonces Rm,Rm′ ∈ σ, pero R(m + m′) ≤ Rm + Rm′ ∈ σ,

pues σ es cerrada bajo cocientes y sumas directas finitas; como también es cerrada bajo
submódulos, entonces R(m+m′) ∈ σ y aśı m+m′ ∈ tσ(M).

Si m ∈ tσ(M), entonces Rm ∈ σ, pero R(−m) = Rm, por lo tanto R(−m) ∈ σ.
Sean m ∈ tσ(M) y r ∈ R, entonces Rm ∈ σ, pero Rrm ≤ Rm, por lo tanto Rrm ∈ σ,

pues σ es cerrada bajo submódulos.
Hemos demostrado que tσ(M) es submódulo de M , ahora nos enfocaremos en probar

que tσ es un preradical; para esto, solo nos falta ver que si f : M → N es un morfismo,
entonces tσ(f) = f |tσ(M) y f |tσ(M): tσ(M)→ tσ(N).

Sea m ∈ tσ(M), entonces, por definición de tσ(M), tenemos que m ∈M y (0 : m) ∈ Lσ.
Dado que (0 : m) ≤ (0 : f(m)) y Lσ es cerrado bajo super ideales, entonces (0 : f(m)) ∈ Lσ,
es decir, f(m) ∈ tσ(N).

Nótese que en general tσ(M) /∈ σ pues σ no es cerrada bajo sumas arbitrarias. Además,
para clases más generales tσ(M) no es necesariamente un submódulo de M .

Proposición 3.1.8. La asignación tσ tiene las siguientes propiedades:
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1. tσ(M) =
∑
{Rm : Rm ∈ σ}.

2. tσ(M) =
∑
{N : N ≤M y N ∈ σ}.

3. tσ(tσ(M)) = tσ(M).

4. Si N ≤M y tσ(M/N) = 0, entonces tσ(M) ≤ N .

5. tσ(M) = trσ(M), donde trσ(M) =
∑
{f(K) : K ∈ σ y f : K →M}.

6. tσ(M) + tσ(N) ⊆ tσ(M +N).

7. Sea {Mi}i∈I una familia de módulos, entonces tσ(
⊕
i∈I

Mi) =
⊕
i∈I

tσ(Mi).

Prueba.

1. Sea x ∈ tσ(M), entonces Rx ∈ σ, por consiguiente x ∈ Rx ≤
∑
{Rm : Rm ∈ σ}, es

decir, tσ(M) ⊆
∑
{Rm : Rm ∈ σ}.

Sea x ∈
∑
{Rm : Rm ∈ σ}, entonces x = r1m1 + r2m2 + · · · + rsms, con ri ∈ R y

mi ∈ Mi para toda i, por lo tanto Rx = R(r1m1 + r2m2 + · · · + rsms) ⊆ Rm1 +
Rm2 + · · ·Rms ∈ σ, es decir, x ∈ tσ(M) y aśı

∑
{Rm : Rm ∈ σ} ⊆ tσ(M).

2. Sea x ∈ tσ(M), entonces Rx ∈ σ, por lo tanto x ∈ Rx ≤
∑
{N : N ≤ M y N ∈ σ},

es decir, tσ(M) ⊆
∑
{N : N ≤M y N ∈ σ}.

Sea x ∈
∑
{N : N ≤ M y N ∈ σ}, entonces x = n1 + n2 + · · · + nr, con ni ∈ Ni

para toda i, por lo tanto Rx = R(n1 + n2 + · · ·+ nr) ≤ Rn1 + Rn2 + · · ·Rnr ∈ σ y
aśı x ∈ tσ(M) y por consiguiente

∑
{N : N ≤M y N ∈ σ} ⊆ tσ(M).

3. Sea x ∈ tσ(tσ(M)), entonces x ∈ tσ(M) y Rx ∈ σ, es decir, x ∈ M y Rx ∈ σ, por lo
tanto x ∈ tσ(M), aśı tσ(tσ(M)) ⊆ tσ(M).

Sea x ∈ tσ(M), entonces x ∈ M y Rx ∈ σ, es decir, x ∈ tσ(M) y Rx ∈ σ, por lo
tanto x ∈ tσ(tσ(M)) y aśı tσ(M) ⊆ tσ(tσ(M)).

4. Sea x ∈ tσ(M), entonces Rx ∈ σ, como σ es cerrada bajo cocientes tenemos que
Rx/Rx∩N ∈ σ, pero Rx/Rx∩N ∼= Rx+N/N ∼= R(x+N), por lo tanto R(x+N) ∈
σ, es decir, x + N ∈ tσ(M/N); por hipótesis tσ(M/N) = 0, entonces x ∈ N y
aśı tσ(M) ≤ N .

5. Claramente trσ(M) ⊆ tσ(M) =
∑
{N : N ≤M y N ∈ σ}.

Sea N ∈ tσ(M), entonces N ≤ M y N ∈ σ. Consideremos f : N → M la inclusión
de N en M , entonces f(N) = N ∈ σ, por lo tanto tσ(M) ⊆ trσ(M).
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6. Sea x ∈ tσ(M) y y ∈ tσ(N), entonces Rx,Ry ∈ σ. Como σ es cerrada bajo sumas
finitas, entonces Rx+Ry ∈ σ, pero R(x+ y) ≤ Rx+Ry, por lo tanto R(x+ y) ∈ σ,
pues σ es cerrada bajo submódulos, es decir, x+y ∈ tσ(M+N) y aśı tσ(M)+tσ(M) ⊆
tσ(M +N).

7. La igualdad se obtiene por ser tσ un prerradical.

3.2. Inyectividad Relativa a Clases Aditivas

Como en el caṕıtulo anterior, vamos a definir la inyectividad relativa pero ahora con
respecto a una clase aditiva de R-módulos izquierdos σ.

Definición 3.2.1. Sea σ una clase aditiva y Lσ su filtro lineal asociado. Diremos que un
R-módulo izquierdo E es σ-inyectivo si cada diagrama de R-módulos izquierdos

E

0 // A
i
//

f

OO

B

tal que B/A ∈ σ, puede ser completado a un diagrama

E

0 // A
i
//

f

OO

B

h

``

el cual conmuta, es decir, h ◦ i = f .
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Teorema 3.2.2. (Lema de Baer relativo a clases aditivas) Sea σ una clase aditiva.
Un R-módulo izquierdo E es σ-inyectivo si y solo si para cada diagrama

E

0 // I
i
//

f

OO

R

con I ∈ Lσ, existe un homomorfismo g que hace que el siguiente diagrama conmute:

E

0 // I
i
//

f

OO

R

g
__

Prueba. Para la necesidad, basta observar que es un caso particular de la definición de
σ-inyectividad.

Para la suficiencia, supongamos que tenemos el diagrama:

E

0 // A
i
//

f

OO

B

tal que B/A ∈ σ.

Sea C la familia de pares (A′, g′) tales que A ≤ A′ ≤ B, g′ : A′ → E extiende a f y
B/A′ ∈ σ. Esta familia es no vaćıa pues (A, f) ∈ C. Ahora damos un orden parcial a C
definido por: (A′, g′) ≤ (A′′, g′′) si A′ ≤ A′′ y g′′ extiende a g′.

Sean (A1, g1) ≤ (A2, g2) ≤ · · · una cadena en C, A =
⋃
i∈NAi y g : A → E, defini-

da por g(a) = gi(ai), si ai ∈ Ai. Notemos que g está bien definida por la condición de
compatibilidad de las g′is

El par (A, g) ∈ C pues A ≤ A ≤ B; además g extiende a f . Como Ai ↪→ A, entonces
existe un epimorfismo p : B/Ai → B/A; por hipótesis, B/Ai ∈ σ para toda i ∈ N, entonces
B/A ∈ σ ya que σ es cerrada bajo cocientes. Como (Ai, gi) ≤ (A, g) para toda i ∈ N,
entonces (A, g) es una cota superior de la cadena en C.

Por el lema de Zorn, existen máximos en C; tomemos uno de ellos, digamos (A0, g0) ∈ C.
Si A0 = B, hemos acabado. Si no, entonces sea x ∈ B − A0 e I = {r ∈ R : rx ∈
A0} = (A0 : x), el cual sabemos que es un ideal izquierdo de R; por lo tanto tenemos
R/I = R/(A0 : x) = R/(0 : x + A0) ∼= R(x + A0) ∼= Rx + A0/A0 ≤ B/A0 ∈ σ; como σ es
cerrada bajo submódulos, podemos concluir que R/I ∈ σ.

Definimos ahora h : I → E por h(r) = g0(rx); por hipótesis existe h′ : R → E que
extiende a h. Sea A1 = A0 + rx y g1 : A1 → E dada por g1(a0 + rx) = go(a0) + rh′(1), con
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r ∈ R, la cual está bien definida y extiende a g0. Entonces (A1, g1) ∈ C y (A0, g0) ≤ (A1, g1),
lo que es una contradicción pues (A0, g0) es máximo en C, por lo tanto A0 = B y aśı E es
σ-inyectivo.

Es interesante mencionar que la demostración del lema de Baer relativo a clases aditivas
es una adaptación de la prueba clásica y solo requirió que la clase fuese cerrada bajo
submódulos y bajo cocientes.

Al igual que en el caso de clases de torsión hereditaria, la siguiente proposición da un
criterio de σ-inyectividad para un R-módulo izquierdo M .

Teorema 3.2.3. Sea σ una clase aditiva. Un R-módulo izquierdo M es σ-inyectivo si y
solo si tσ(E(M)/M) = 0.

Prueba. Supongamos que M es σ-inyectivo y sea x+M ∈ tσ(E(M)/M), es decir, x+M ∈
E(M)/M es tal que R(x+M) ∈ σ. Basta probar que x ∈M .

Definimos f : (M : x)→M por f(r) = rx y consideramos el siguiente diagrama:

M

0 // (M : x)
i

//

f

OO

R // R/(M : x) // 0

Nótese que R/(M : x) ∼= R/(0 : x+M) ∼= R(x+M) ∈ σ.
Como M es σ-inyectivo, existe g : R → M tal que g ◦ i = f . Sea g(1) = z ∈ M ;

afirmamos que (M : x)(x − z) = 0 puesto que (M : x)(x) = f((M : x)) = g((M : x)) =
g((M : x) · 1) = (M : x)g(1) = (M : x)(z).

Más aún R(x − z) ∩M = (M : x)(x − z), ya que si r ∈ R, r(x − z) ∈ M , entonces
rx − rz ∈ M , pero rz ∈ M , lo que implica que rx ∈ M , por lo tanto r ∈ (M : x) y
aśı R(x − z) ∩M = (M : x)(x − z) = 0; por lo tanto R(x − z) ∩M ⊆ (M : x)(x − z). La
otra contención es clara.

Puesto que M es esencial en E(M), tenemos que R(x−z) = 0, en particular 1(x−z) = 0,
es decir, x = z ∈M .

Rećıprocamente, supongamos que tσ(E(M)/M) = 0 y consideremos el siguiente dia-
grama:

M �
� // E(M)

0 // I
i
//

f

OO

R //

g

OO

R/I // 0

donde R/I ∈ σ.
Entonces existe g : R → E(M) por ser E(M) inyectivo. Sea g(1) = x ∈ E(M). Basta

demostrar que R/(M : x) ∼= R(x+M) ∈ σ, pues de ser aśı x+M ∈ tσ(E(M)/M) y como
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tσ(E(M)/M) = 0 entonces g(1) = x ∈ M , lo que nos dice que g : R → M y por lo tanto
M es σ-inyectivo.

Tomemos r ∈ I, entonces rx = rg(1) = g(r) = f(r) ∈ M , por lo tanto I ≤ (M : x),
lo que implica que existe un epimorfismo p : R/I → R/(M : x); como σ es cerrada bajo
cocientes, tenemos que R/(M : x) ∈ σ.

A continuación mostramos un ejemplo de un R-módulo que es σ-inyectivo pero no es
inyectivo.

Ejemplo 3.2.4. Sean R = Z y σ la clase aditiva de todos los submódulos isomorfos a una
suma finita de copias de Zp, donde p es un primo.

Sabemos que Zp no es inyectivo pues E(Zp) = Zp∞, entonces si tomamos el cociente
Zp∞/Zp tenemos que tσ(Z∞p /Zp) = 0, ya que los ćıclicos Z∞p /Zp que están en σ son sumas
directas finitas isomorfas a Zp, lo cual es cero pues se los quitamos en el cociente y por el
teorema anterior tenemos que Zp es σ-inyectivo y no inyectivo.

Las siguientes propiedades de módulos σ-inyectivos son similares a las correspondientes
del caso estándar vistos en el primer caṕıtulo.

Proposición 3.2.5. Sean {Mj}j∈J una familia de módulos σ-inyectivos, entonces
∏
j∈J

Mj

es σ-inyectivo.

Prueba. Consideremos el siguiente diagrama donde B/A ∈ σ, para cada Mj :

∏
Mj

πj //
Mj

λj
oo

0 // A
i
//

f

OO

B

gj

OO

Sean λj las inclusiones y πj las proyecciones de
∏
j∈J

Mj , con j ∈ J . Puesto que cada Mj es

σ-inyectivo, existe gj : B →Mj tal que gj ◦ i = πj ◦f . Ahora definimos h : B →
∏
Mj dada

por h(b) = (gj(b)), con j ∈ J , y aśı tenemos que (h ◦ i)(a) = ((gj ◦ i)(a)) = ((πj ◦ f)(a)) =
f(a), entonces

∏
j∈J

Mj es σ-inyectivo.

Corolario 3.2.6. La suma directa finita de módulos σ-inyectivos es σ-inyectiva.

Prueba. Es un caso particular de la proposición anterior.

Proposición 3.2.7. Todo sumando directo de un módulo σ-inyectivo es σ-inyectivo.
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Prueba. Sea M un módulo σ-inyectivo y D un sumando directo de M , entonces podemos
construir el siguiente diagrama:

D
λ //

M
π

oo

0 // A
i
//

f

OO

B

g

OO

// B/A // 0

donde B/A ∈ σ, λ es la inclusión y π es la proyección natural.

Como M es σ-inyectivo, existe g : B → M tal que (g ◦ i)(a) = (λ ◦ f)(a), para toda
a ∈ A. Definimos h : B → D por h(b) = (π ◦ g)(b), entonces tenemos que (h ◦ i)(a) =
(π ◦ g ◦ i)(a) = (π ◦ λ ◦ f)(a) = f(a), para toda a ∈ A, por lo tanto D es σ-inyectivo.

Es importante mencionar que en las clases aditivas no tenemos cápsula σ-inyectiva,
debido a que se necesita que la clase sea cerrada bajo sumas directas arbitrarias; en el caso
de las clase aditivas, solo se cumple que la clase es cerrada bajo sumas directas finitas.

3.3. Módulos σ-Noetherianos

Hasta este punto hemos demostrado que el producto de módulos σ-inyectivos es σ-
inyectivo, pero ahora nos interesa saber bajo qué condiciones la suma directa de módulos
σ-inyectivos es σ-inyectivo; para ello, primero daremos unas definiciones que nos van a
servir para poder dar dichas condiciones.

Definición 3.3.1. Diremos que un anillo R cumple la condición de cadena ascenden-
te en ideales izquierdos σ-densos ( CCA) si para cada cadena ascendente de ideales
izquierdos de R, I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ · · · , tal que Ij ∈ Lσ, para toda j ∈ N, existe k ∈ N tal que
Ik = Ik+1 = Ik+2 = · · · .

Definición 3.3.2. Diremos que Un anillo R es σ-Noetheriano si para cada cadena as-
cendente de ideales izquierdos de R, I1 ≤ I2 ≤ I3 ≤ · · · , tales que

⋃
j∈N

Ij ∈ Lσ, entonces

In ∈ Lσ, para algún n ∈ N.

Proposición 3.3.3. Sean {Eα}α∈A una familia numerable de módulos σ-inyectivos y
E =

⊕
α∈A

Eα; si R es σ-Noetheriano y cumple CCA en σ-densos, entonces E es σ-inyectivo.
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Prueba. Consideremos el diagrama tal que R/I ∈ σ:

E

0 // I
i
//

f

OO

R // R/I // 0

Denotemos por πα la proyección de E en Eα, y sea B = {α ∈ A : (πα ◦ f)(I) 6= 0} ⊆ A.
Veamos que B es finito. Supongamos lo contrario, es decir, B es infinito, entonces podemos
escoger un subconjunto infinito C = {α1, α2, α3, . . .} de B.

Consideremos Ik = f−1(
⊕

α∈(A−C)∪{α1,α2,...,αk}
Eα) ideales izquierdos de R, para toda k,

entonces la cadena estrictamente ascendente de ideales izquierdos:

I1 = f−1(
⊕

α∈(A−C)∪{α1}

Eα) < I2 = f−1(
⊕

α∈(A−C)∪{α1,α2}

Eα) < · · ·

· · · < Ik = f−1(
⊕

α∈(A−C)∪{α1,α2,...,αk}

Eα) < · · · ,

es tal que
⋃
Ik = I; pero R/I ∈ σ y R es σ-Noetheriano, esto es, existe k0 ∈ N tal

que R/Ik0 ∈ σ, lo que da una cadena ascendente de ideales Ik0 ≤ Ik0+1 ≤ Ik0+2 ≤ · · · ;
tomando el epimorfismo R/Ik0 → R/Ik0+1 vemos que R/Ik0+1 ∈ σ, pues σ es cerrada bajo
cocientes, por lo tanto, procediendo de manera similar, concluimos que los ideales de la
cadena ascendente son σ-densos.

Como σ cumple CCA en σ densos, entonces existe r ∈ N tal que Ir = Ir+1 = Ir+2 = · · · ,
lo que contradice la cadena estrictamente de ideales izquierdos, por lo tanto B es finito y
consecuentemente, por 3.2.6,

⊕
α∈B

Eα es σ-inyectivo. Por lo tanto existe g : R→
⊕
α∈B

Eα ≤ E

que extiende a f , con R/I ∈ σ, lo que nos permite concluir que E es σ-inyectivo.
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Proposición 3.3.4. Sea R tal que la suma directa numerable de módulos σ-inyectivos es
σ-inyectiva. Entonces R es σ-Noetheriano y satisface CCA en σ-densos.

Prueba. Sean I1 ≤ I2 ≤ · · · una cadena ascendente numerable de ideales izquierdos tales
que R/I ∈ σ, donde I =

⋃
k∈N

Ik y Ek σ-inyectivo tal que R/Ik ≤ Ek (podemos tomar la

cápsula inyectiva de R/Ik, la cual es un módulo σ-inyectivo). Consideremos E =
⊕
k∈N

Ek

y f : I → E dada por f(x) = (x + Ik)
∞
k=1; f esta bien definida pues si x ∈ I, entonces

x ∈ Ik0 , para algún k0, por lo tanto x+ Ik = 0 para toda k > k0.
Por hipótesis, E es σ-inyectivo y por lo tanto existe g : R → E tal que g|I = f ; sea

g(1) ∈ E y k1 el mayor ı́ndice tal que πk1(g(1)) 6= 0.
Afirmamos que I = Ik1 . Supongamos que no; entonces existe 0 6= y ∈ I − Ik1 ; como

y /∈ Ik1 , existe k1 ≤ k2 tal que πk2(f(y)) 6= 0, por ende tenemos que:

0 6= πk2(f(y)) = πk2(g(y)) = πk2(yg(1)) = y(πk2(g(1))),

es decir, πk2(g(1)) 6= 0, lo que contradice que k1 es máximo, por lo tanto I = Ik1 y
R/Ik1 = R/I ∈ σ, en consecuencia R es σ-Noetheriano.

Ahora sean Ji ≤ J2 ≤ J3 ≤ · · · una cadena de ideales izquierdos σ-densos y J =
∞⋃
i=1

Ji;

como existe un epimorfismo p : R/Ji → R/J y σ es cerrada bajo cocientes, entonces
R/J ∈ σ. Procediendo análogamente a lo anterior, existe Jk1 = J , por lo tanto Jk1 =
Jk1+1 = Jk1+2 = · · · y aśı la cadena se estaciona.





Conclusiones

El objetivo de este trabajo consistió en dar algunas relativizaciones del concepto de
inyectividad relativa a clases de módulos. Vimos que se sigue cumpliendo el lema de Baer
cuando la clase es una clase de pretorsión hereditaria ó una clase aditiva σ; también se
cumplen las propiedades tales como que producto directo de módulos σ-inyectivos es un
módulo σ-inyectivo, todo sumando directo de un módulo σ-inyectivo es σ-inyectivo y que
bajo ciertas condiciones del anillo se tiene que la suma directa arbitraria de módulos σ-
inyectivos es σ-inyectiva. Además, con respecto a una clase aditiva, se logró dar un criterio
de σ-inyectividad utilizando el prerradical tσ.

Cabe aqúı puntualizar que no se pudo relativizar el concepto de cápsula inyectiva
relativa a clases aditivas. No obstante queda la pregunta sobre cuales son las condiciones
mı́nimas necesarias para recuperar este concepto. De igual forma nos podemos preguntar
qué condiciones son necesarias para asegurar que todo módulo es σ-inyectivo, como en el
caso de la teoŕıa clásica, donde todo módulo es inyectivo si el anillo es semisimple.
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