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Resumen

En la actualidad existe un gran interés por la investigacion sobre los métodos no destruc-
tivos para la deteccion de fuentes de actividad bioeléctrica en el cerebro.

La electroencefalografia es una de las técnicas més conocidas de investigacion no inva-
siva del cerebro. Por medio de ella se registran los potenciales en un electroencefalograma
(EEG); estos potenciales provienen de la actividad eléctrica de los tejidos excitables, y se
captan midiendo la diferencia de potencial existente entre un electrodo extrapolador y otro
de referencia. Entre las ventajas de la técnica del EEG se encuentra que la informacién que
proporciona se captura en tiempo real, de manera simple, es no invasiva ademas de economi-
ca. Por medio de esta técnica se han detectado posibles anomalias en el cerebro (dafios, mal
funcionamiento, etc.) y una de sus principales aplicaciones se encuentra en el diagndstico y
deteccién de focos epilépticos.

En el presente trabajo se estudia un problema que se obtiene a través de una simplificacién
del llamado problema inverso electroencefalografico, el cual consiste en determinar fuentes
bioeléctricas en el cerebro a partir del electroencefalograma sobre el cuero cabelludo.

En este problema, que se denomina problema de deteccién de fuentes volumétricas (PDFV)
se pretende recuperar una fuente bioeléctrica en el cerebro en un medio homogéneo a partir
de una medicién ficticia que se obtiene del electroencefalograma sobre el cuero cabelludo. El
PDFV es mal planteado debido a que esta sobredeterminado y que es sensible a errores. Para
tratar la inestabilidad numérica del problema se propone replantearlo como un problema de
control distribuido donde se propone un funcional a minimizar. Para minimizar este funcio-

nal se implementa el método de gradiente conjugado (MGC) en un programa realizado en
MATLAB.

Para estudiar la convergencia y estabilidad del método, se propone el ejemplo de una
fuente donde se conoce la solucion exacta al problema, en una regién circular. Ademas, para
validar el método se examina otra fuente en distintas regiones: un circulo, una elipse y una
regién irregular.
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Introduccion

El problema inverso electroencefalografico (PIE) considera la cabeza divida en dos capas o
regiones: una es la correspondiente al cerebro y la otra la forman las demés capas de la cabeza,
y consiste en que dado el potencial generado por un electroencefalograma (EEG) en el cuero
cabelludo se desea hallar la fuente volumétrica en el cerebro que lo genera. De la reduccion del
PIE a una sola regién se derivan el problema de deteccion de la fuente el cual es mal planteado
debido a que esta sobredeterminado y a la inestabilidad numérica ante errores en los datos
de entrada. Ha sido demostrado que a partir del EEG puede determinarse la componente
armoénica de la fuente bioeléctrica y en este trabajo se replantea el problema de deteccion de
fuentes armoénicas como un problema de control distribuido que se resuelve implementando
el método de gradiente conjugado (MGC), a su vez en éste método es necesario resolver
algunos problemas de contorno en cada iteraciéon y para ello se usa el método de elementos
finitos puesto que es uno de los métodos mas robustos para aproximar soluciones en regiones
complejas.

A continuacién se describen los puntos principales que se abordaran en cada capitulo de
este trabajo:

En el capitulo 1 se detallan las bases biofisicas del electroencefalograma que permiten
obtener el modelo del problema de contorno electroencefalogréafico (PCE) y agregando los
datos del electroencefalograma surge el PIE. Se estudia la existencia y unicidad de la solucién
débil del PCE, asi mismo se simplifica el PIE a una region que permitira su estudio tedrico
y numeérico.

En el capitulo 2 se describe el algoritmo del MGC para resolver el problema de deteccién
de la fuente y se proponen otras formas de resolver el problema. También se describe el
algoritmo para la solucién del problema de Cauchy en una regién anular.

En el capitulo 3 se calcula la solucién analitica del problema para validar los resultados
numéricos de la implementacién del MGC con fuentes concretas que se presentaran en el
proximo capitulo.

El capitulo 4 contiene los resultados numéricos de aplicar el MGC en una regién circular
y otra eliptica, asi como para una regién irregular. También se analizan los resultados de
aplicar perturbacién a los datos.

Finalmente se presenta un anexo del método de elemento finito que se usa para resolver
los problemas de contorno en el MGC.



Capitulo 1

Preliminares

En diversos campos de la investigacion, se presentan situaciones en las cuales es necesario
conocer las causas que producen ciertos fenomenos a través de la informacion parcial que
se obtiene del mismo. En este trabajo se abordara el estudio numérico del subproblema
de deteccion de fuentes volumétricas derivado del problema inverso electroencefalografico.
Dicho problema consiste en hallar conglomerados de neuronas en el cerebro dados los datos
proporcionados por el electroencefalograma, que mide potenciales derivados de la actividad
eléctrica del cerebro. A continuacién se detallan algunos antecedentes para plantear el modelo
del problema inverso electroencefalografico.

1.1. El electroencefalograma

El electroencefalograma registra los potenciales que provienen de la actividad eléctrica
de los tejidos excitables, y se captan midiendo la diferencia de potencial entre un electrodo
extrapolador y otro de referencia.

La mayor ventaja del EEG es que mide los potenciales de manera no invasiva y con una
resoluciéon de milisegundos (en tiempo real). Aunque su inconveniente es que por su caracter
macroscépico y diversidad de configuraciones de fuentes posibles, a priori es imposible la
determinacion univoca de los generadores del EEG.

Bases biofisicas

En esta seccién se exponen las bases biofisicas que describen la generacion de campos
electromagnéticos medidos por el EEG.
En la actividad electromagnética cerebral se distinguen dos niveles:

Nivel microscépico: Se refiere a la actividad de las neuronas y su base electrofisiolégica
estd en las corrientes que circulan a través de los canales idénicos de membranas. Parte de
esta actividad no es visible en el registro a distancia del EEG, debido a las cancelaciones
de corrientes ionicas extracelulares producida por geometrias dendriticas en campo
cerrado, segiin Loret de N6 [5]. En cambio, las geometrias en campo abierto si permiten
el registro en el EEG.
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Nivel macroscépico: Es la actividad de grandes conglomerados (en nimero y distribucién
espacial) de neuronas que se pueden registrar con electrodos en el cuero cabelludo a
través del EEG o con electrodos intracraneales colocados en una regién del cerebro
(potenciales locales).

Las mediciones asociadas a ambos niveles resultan de una misma y tnica actividad: el
flujo de iones positivos y negativos a través de la membrana celular y el espacio intercelular.
Se distinguen dos tipos de corriente:

Corriente primaria o activa: Es el flujo de iones que corresponde a la corriente microscopi-
ca.

Corriente secundaria o pasiva: Son las corrientes inducidas en el espacio intercelular
(respuesta eléctrica del medio conductor).

Las corrientes secundarias microscopicas inducen gradientes de potencial proporcionales
a las magnitud de la corriente local y la conductividad, por esto, se dice que son corrientes
6hmicas o que cumplen la Ley de Ohm.

Estudios comparativos con tejido cerebral y cardiaco [9] muestran que las mediciones
realizadas macroscépicamente (como el EEG) se producen esencialmente por las corrientes
secundarias o pasivas microscépicas. De modo que, es razonable modelar la corriente primaria
macroscdpica como una corriente 6hmica. A este tipo de corriente se le denomina corriente
irrotacional.

Asi, el EEG mide diferentes aspectos de las corriente primaria irrotacional.

En la modelacién, se representa la corriente total como la suma de dos componentes: la
corriente primaria asociada a los generadores neuronales y la corriente secundaria (pasiva).

La relacién entre los campos electromagnéticos y las corrientes intracerebrales pueden
describirse por las ecuaciones de Maxwell. Estudios realizados en medios conductores vivos
muestran que, para frecuencias menores de 1.00 Hz, la interdependencia descrita por las
ecuaciones de Maxwell entre ambos campos puede despreciarse y asi resulta la llamada apro-
ximacién casi estatica. Este desacoplamiento entre los campos eléctricos y magnéticos dan
lugar a un fenémeno sin memoria.

De la aproximacién casi estatica de las ecuaciones de Maxwell resulta que las mediciones
del EEG y las corrientes se relacionan de forma lineal. De aqui surgen dos problemas:

» Problema directo electroencefalografico (PDE): Conocidas las caracteristicas del
medio y las corrientes, determinar el EEG.

» Problema inverso electroencefalografico (PIE): Conocidas las caracteristicas del
medio y las mediciones del EEG, determinar las corrientes que produjeron dichas medi-
ciones. La dificultad en este problema esta en la falta de unicidad de la soluciéon debido
a que existen corrientes que no producen mediciones, llamadas corrientes silentes.
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1.2. Planteamiento del problema

Una fuente bioeléctrica cerebral se compone de conglomerados de neuronas que actian
simultaneamente y son generadas por la actividad electroquimica de éstas. Las fuentes pue-
den ubicarse dentro del volumen ocupado por el cerebro o en la corteza cerebral, y tienen
diferentes representaciones matematicas, dependiendo de su naturaleza. Por ejemplo, cuando
la fuente estd asociada a un foco epiléptico se representa por medio de distribuciones (funcio-
nes generalizadas) y si estdn concentradas en una regién del cerebro, se pueden representar
por funciones cuadrado integrables.

En diversos campos de investigacion, entre ellos la medicina, existe un gran interés en
el problema de identificacién de fuentes bioeléctricas cerebrales, a partir de datos obtenidos
por el EEG, ya que permite detectar posibles anomalias (danos, mal funcionamiento, etc.)
sin intervencion quirurgica.

En este trabajo sélo se consideran las fuentes ubicadas en el cerebro y que se representan
por funciones cuadrado integrables.

Para estudiar el problema de identificacion se usa el modelo del medio conductor, que
utiliza la aproximacién casi estatica de las ecuaciones de Maxwell, el cual considera a la
cabeza dividida en capas conductoras correspondientes a diferentes regiones de la cabeza como
musculos cerebrales, cerebro, liquido intracraneal, craneo y cuero cabelludo. Por simplicidad
se consideran dos capas de la cabeza disjuntas.

Sean €2y la capa correspondiente al cerebro, (), las capas restantes de la cabeza, S; la
corteza cerebral y Sy el cuero cabelludo como se muestra en la Figura (1.1).

Figura 1.1: Representacién de la cabeza como dos medios conductores homégeneos acoplados.

Supéngase que Q = Q; U Qy donde €, representa la cerradura de ; y que cada regién
1, Qs tiene conductividad constante positiva o; y 0, respectivamente, con oy # o5. Ademas
se supone que las corrientes que pueden producirse en €2 se deben tnicamente a la actividad
eléctrica del cerebro, y éstas pueden ser de dos tipos ([8]):

= Ohmicas: se deben al movimiento de cargas ionicas a través del fluido extracelular en
el cerebro,
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= impresas: se deben a las corrientes de difusion a través de las membranas neuronales.

La densidad volumétrica de las corrientes impresas, o corrientes primarias, en )y se de-
notan por J y son las de interés en el problema de identificacién, ya que el soporte de estas
puede proporcionar informacion acerca de las ubicacion espacial de la zona afectada.

Sea J% la densidad volumétrica total en €, y E; el campo eléctrico generado por la
actividad bioeléctrica en (2;, para ¢ = 1,2. Se sabe que estas densidades se pueden expresar
como la suma de las corrientes primarias (impresas) y secundarias (6hmicas), de modo que

en
J%:J—i‘UlEl, (11)

y como en ), no hay fuentes de actividad bioeléctrica, sélo se consideran las corrientes
secundarias,

J3 = oyE,. (1.2)
Por la ley de conservacién de la carga (ecuacién de continuidad) se sabe que
V-J;+a’;:0, i=1,2, (1.3)

donde p; representa la densidad de carga eléctrica en cada regién €2; y dado que

dp;  0; o;t
ot = apo exp(—g)
donde
o 1
6 200
Yy

€ =18x10""

. o Di
sobre el craneo y en otras capas de la cabeza es mucho menor, el término —— se puede

ot
despreciar [4] en la ecuacion (1.3),
V-J,=0, i=12. (1.4)
Sustituyendo (1.1) y (1.2) en (1.4) para cada i, se obtiene
V . (J + O'lEl) - 0, (S20 Ql, (]_5)
V'(O'QE2> = 07 en QQ.
Por otro lado, de la Ley de Faraday se sabe que
0B
VXE+—=0
B =Y
donde B representa el campo magnético generado por la actividad eléctrica del cerebro;

. . 0B . .
ademas por resultados experimentales se conoce que rrie 0 y considerando que la corriente

en el medio conductor es continua se concluye que el campo eléctrico es irrotacional [10],

VxE=0
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y por lo tanto, existe un potencial eléctrico u tal que

Sustituyendo (1.7) con i =1 en (1.5),

V- (J+oE) V- (J+0o1(=Vuw))
= V-J-V-(0:Vu)
0,
asi
=V - (1Vuy) = f, en €y, (1.8)

donde f = -V - J.
Ahora, sustituyendo (1.7) con i = 2 en (1.2), se obtiene

-V (O'QVUQ) = 07 en QQ. (19)

Las condiciones de continuidad para el potencial eléctrico y flujos de corriente en cada
superficie S; con 7 = 1,2 son

U1 = up, sobre Sy, (1.10)
ou ou
Ula—ﬁi = O'Qa—ﬁj, sobre Sl, (111)

y se denominan condiciones de transmision, las cuales corresponden al acoplamiento de dos
medios conductores con diferente conductividad. Considerando que la conductividad de Q¢
(conductividad del aire) es cero, se obtiene la siguiente condicién de frontera

8u2
——= =0, sobre 9, 1.12
ang 2 ( )
donde & denota la derivada normal de u; en S; respecto al vector normal unitario 7;
nj
exterior a S}, 4,7 = 1, 2.
Al problema eliptico con valores en la frontera (ecuacién de Poisson con condiciones de
frontera) (1.8)-(1.12) se le llama problema de contorno electroencefalogrifico (PCE).
Agregando la medicion dada por el EEG denotada por V/,

us =V, sobre S, (1.13)

se plantean los siguientes problemas.
Problema directo: Dado f € Ly(€;) y u que satisface el PCE, hallar

u|52:V.

Problema inverso electroencefalografico: Dado V' en S5, hallar la fuente f € Ly(£24)
tal que la solucién u del PCE satisfaga

ulg, = V.

Una de la dificultades de este problema es que f no es continua respecto a V', es decir, si
se varia un poco V no necesariamente f variard un poco.
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1.2.1. Existencia y unicidad de la solucion débil del PCE

A continuacion se analiza la existencia y unicidad del PCE, para ello se introducen con-
ceptos sobre los espacios de Sobolev.

Definicion 1. Un espacio de Sobolev de orden k sobre 2 C R", HY(Q), con k € N es el
completamiento del espacio C*(Q), bajo la norma

ok = /ZD% ,

“ |al<k
donde o = (ay, s, ..., an) yla| =31 a;.
Definicion 2. Se dice que una funcion w € Ly(Q2) es la derivada de orden o de u,
D% = w,

St

[ u@)Do(a)dn = (-1 [ wizo(orts, Vo e CF@)
Q

Q
donde
() = {6 € C%(9) s sup((x) € O}
! olal ()
o B “u(z
Dfule) = 5 rmgem . ogar
con x = (T1,%2, ..., Tn).

Definicion 3. Dada f € Ly(Q), una funcidn v € H'(Q) es solucién débil del PCE si se
cumple que

fordr = / o1Vu; - Vuidr + / 0o Vus - Vuadx (1.14)
Ql Ql QZ

para todo v € HY(Y), donde Q = Q; UQy yv; = v|g, coni=1,2.
TEOREMA 1. La solucién débil u € H*(Q2) del PCE existe si f € Lo(Qy) cumple que

fdx = 0. (1.15)

Q1

/ud:czO
Q

lullzr@) < Cllf Lo,

Ademas, si

entonces la solucion es unica vy

donde la constante C no depende de f.
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Demostracién . Considérese el siguiente producto interno en Ly(€2) dado por

(w,v)oz/ﬂfvdx.

Asi,
<w,v>0:/ alwvldx—i-/ oowvadx
Q1 Qo

y dado que no se consideran fuentes sobre s, tomando w = 0 en Qy y w = f en Q el
segundo término del lado derecho de la igualdad se anula,

<faU>0=/Q oy forde. (1.16)

Por otro lado, un producto interno en H'(2) estd dado por
(u,v) = / o(u-v+ Vu-Vou)dz.
Q

Notése que los productos internos (-, -)o y (-, -)1 son equivalentes al producto interno de Ly(€2)
y H'(Q), respectivamente. Asi,

(u,v) = / o1 (uy - v1 + Vuy - Vo) de +/ o9 (U - V9 + Vuy - V) dz. (1.17)
Ql Q2

De las definiciones de producto interno en Lo(Q) y en H(€2) , la definicién de solucién
débil (1.14) se puede escribir como

(f,v)o = —(u,v)o + (u,v);, Vv H(Q). (1.18)

Se puede demostrar usando el teorema de representacion de Riesz y la continuidad del
producto escalar, que existen operadores lineales y continuos F, A : H(2) — H'() tales
que (f,v)o = (F(f),v)1 y (u,v)g = (A(u),v);. Asi, por este teorema la ecuacién (1.18) se
puede escribir como

<F(f),1)>1 = _<A(u)>v>1 + <u,v>1,

o bien,

F(f)=—A(u) + u.

Denotando Fy = —F(f), la ecuacién anterior se puede reescribir como
(I —A)(u) = F. (1.19)
Por el teorema de alternativa de Fredholm, la ecuacién (1.19) tiene solucién si
(Fo,7)1 = 0. (1.20)
para toda 7 solucién de la ecuacién operacional

(I =A%)y =0,
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es decir, (1.19) tiene solucién si Fy es ortogonal a las soluciones de la ecuacién homogénea
adjunta.
El operador A es autoadjunto. En efecto, de la definicién de A se tiene que

(u,v)y = (A(u),v),
y
(v,u>0 = <A(U)7U>1‘

Por las propiedades de los funcionales lineales,

(Av),u)y = (u, Av)), -

Igualando las dos ecuaciones anteriores,

<A(u)7 U)l = <A(U)v u>1 = <u7 A(“))l :
Asi,
(A(u),v); = (u, A(v)), -
Y dado que u y v son arbitrarios, se concluye que el operador A es autoadjunto.
De modo que, como A* = A,
(I —A)y=0. (1.21)
Los valores propios de A son los valores A que satisfacen
Au = \u,
reformulando lo anterior
(Au,v); = (Au,v),
y tomando A = 1, se tiene
(Au,v)1 = (u,v),
y como (Au,v); = (u,v)p, se concluye que A = 1 es valor propio de A.
Puesto que A tiene valor propio A = 1 y funcién propia 1, las soluciones de la ecuacion
homogénea adjunta (1.21) son las funciones constantes. Entonces de (1.20) se tiene:

(Fo, 11 = (f, 1)g = /Q S — (1.22)

de modo que se satisface (1.15).
Por otro lado, sea

Q) = {uc H'(Q) : / udz = 0}
Q
con producto interior

(u,v)3 = Vu, - Vuidr + Vuy - Vuadz.
Ql Q2

Por equivalencia de normas y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz:
[l 7, ) < Crlu,u)s < Colu,uyy < CoCs(f, u)py) < Cllull Loy 1 f o) < Cllullm @)l f 1l Lo,
donde C,Cy, Cy y C5 son constantes positivas que no dependen de f y u. Por lo tanto

lull @) < Ol fllLa-

De aqui que la solucion sea tinica. [ ]
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1.2.2. Solucion Clasica del PCE

Se dice que u es solucién clésica del PCE si u € C%(2) N C1() y satisface el PCE en
forma usual. Ahora, las condiciones para que la soluciéon débil u del PCE sea una solucién
cldsica del PCE es que 992 € C® y que f € H*(Q)) (ver teorema 5, pdgina 248 de [6]). Por
otra parte, para que V € Ly(Ss) sea traza de una funcién v € H(2) se debe satisfacer que
00 =5, Cly Ve ClS,) (ver teorema 2, pagina 146 de [6]).

1.2.3. Reduccion del PIE

A continuacién se presenta la reduccion del PIE a una sola regién, que puede ser consul-
tado en [7], lo cual permite simplificar el estudio tedrico y numérico del PIE.

Para simplificar el PIE primero se desacopla el problema (1.8)-(1.13), considerando que
f € Ly(), V € La(£22) v que las soluciones de los problemas son en sentido débil, en los
siguientes dos problemas.

Problema de Cauchy. Dado V en S; hallar la solucién uy del problema de Cauchy en
la region anular €2,

=V - (02Vuy) = 0, en o, (1.23)
us = V, sobre Sy, (1.24)
Q2 sobre S (1.25)

g9 —— = s sopre . .

297, 2
Ouy .
Problema desacoplado del PIE. Dados ¢ = usls, y ¥ = 0287 , obtenidos una vez
T S,
resuelto el problema anterior, el PIE se reduce a hallar f tal que
-V - (01Vu1) = f, en Qh (126)
u; = ¢, sobre Sy, (1.27)
0

018_;;1 = 1, sobre 5. (1.28)

Notése que este segundo problema es sobredeterminado pues tiene dos condiciones de
frontera sobre S, de modo que constituye un problema mal planteado. Adémas, existe mas
de una funcién f que satisface el problema ya que

f = farm + f0>

donde f,.., es una fuente armoénica y f; es la fuente no arménica.
Para reducir el PIE a una regién, el segundo problema se divide en los siguientes proble-
mas:

-V - (:Vw) = 0, en Yy, (1.29)
018710 = 1, sobre 5. (1.30)
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y
—V .- (nVuy) = f, en Q, (1.31)
o
018_;;1 = 0, sobre S;. (1.32)

Obsérvese que u; = w + Uy si se elige a f en (1.31) con el dato adicional
ui]s, = @ = —wls,. (1.33)

La solucién al problema (1.29)-(1.30) se toma ortogonal a las constantes, de modo que es
unica. Y como v se puede conocer a partir de los datos de Cauchy, este problema puede
considerarse independiente y sélo considerarse para el estudio del problema de identificacion
el problema (1.31)-(1.33) que corresponde al PIE para una sola regiéon con una condicién
de Neumann nula y que se denominara problema inverso electroencefalografico simplificado

(PIES).



Capitulo 2

Formulacién de los problemas como
problemas de control.

En este capitulo se reformula el problema inverso electroencefalografico simplificado como
un problema de control distribuido donde se buscara minimizar el funcional asociado por
el método de gradiente conjugado (MGC). Para implementar este método serd necesario
calcular la derivada del funcional y el tamano de paso para el descenso. Como en el algoritmo
de MGC se deben resolver ciertos problemas de contorno con condiciones de Neumann en
cada iteracién surge la motivacién de proponer una reformulacién que no requiera de este
tipo de condiciones. También se describe el método de solucion del problema de Cauchy y
del problema inverso sin la necesidad de simplificarlo.

2.1. Método de solucién para el problema de Cauchy

En esta seccién se plantea un problema auxiliar para resolver el primer problema (1.23)-
(1.25), mediante el MGC. Para ello se propone un funcional y se calcula su derivada con la

finalidad de aplicar el MGC.

2.1.1. Reformulacién del problema de Cauchy.

Para el andlisis del problema (1.23)-(1.25) se utiliza el siguiente problema directo asociado
al problema de Cauchy,

-V - (02Vu) = 0, en Qy,
u = ¢, sobre Sy,
ou

7%

= 0, sobre S,. (2.3)

el cual es bien planteado [1] y consiste en determinar u si conocemos ¢ en 5.
Asi, el problema inverso que se plantea ahora es: recuperar el potencial u = ¢ sobre S; a
partir del conocimiento de u =V en Sy, donde u es la solucién del problema (2.1)-(2.3).

14



CAPITULO 2 15

Figura 2.1: Representacion geométrica de la regién para el problema de Cauchy.

Sea A : Hz(Sy) — Lo(Ss), donde Hz(S)) es el espacio de funciones de Ly(S;) que son
traza de alguna funcién de H(£), tal que a cada ¢ en Hz(S;) le asocia la traza sobre Sy de
la solucién débil de (2.1)-(2.3) el operador lineal, inyectivo y compacto.

La relacién entre los problemas (1.23)-(1.25) y (2.1)-(2.3) puede describirse a través del
operador A como sigue:

La solucion del problema (2.1)-(2.3) es también solucién del problema (1.23)-(1.25) si se
elige la condiciéon de contorno ¢ de manera que

A(p) = uls, =V, (2.4)

donde u es la solucién del problema (2.1)-(2.3) y V' es conocida del problema (1.23)-(1.25),
es decir, si elegimos p = A71(V).
El problema directo asociado a la ecuacion (2.4) consiste en encontrar V' en S, cuando se
conoce ¢ en S, mientras que el problema inverso consiste en hallar ¢ cuando se conoce V.
Para hallar la solucién ¢ € Ly(S7) de la ecuacién operacional (2.4) se propone minimizar
el siguiente funcional respecto a ¢ € Ly(57)

1 k
T(#) =3 hﬁ®+§ lu(p) — V[*ds (2.5)
Sl SQ

donde k es el parametro de penalizacion e indica el nivel de precision con que se cumple la
igualdad. La integral en el segundo sumando de la igualdad anterior se agrega ya que sin este
término en el funcional es posible que no exista solucion; ademas la propiedad de densidad
permite agregarlo pues si ¢ se mueve sobre todo Ly(S1) entonces {u(yp)|g, : ¢ € La(S1)} es
denso en Ly(S2) [3].

2.1.2. El método de gradiente conjugado.

Para hallar el minimo del funcional J(¢) en (2.5) aplicando el MGC se requiere conocer
la derivada del funcional, DJ(¢p), la cual se calcula como sigue.
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Calculo de DJ(p).
Aplicando una perturbacién dp a ¢, se tiene
k
J(p+6p) == [ |o+dplPds+ = [ |u(p+dp)—V|ds. (2.6)
2 Js, 2 /s,

Como
u(p + 0p) = u(p) + du (2.7)

en donde u resuelve el problema (2.1)-(2.3) y du resuelve el problema perturbado,

—V - (02Vou) = 0, enQy, (2.8)
dou = dp, sobre S,
odu
02 = 0, sobre Ss. (2.10)

Entonces, sustituyendo (2.7) en (2.6), reagrupando y realizando operaciones, se tiene

1

J(p+dp) = 5 . |90+590|2ds—|— |( () + du) — V|ds
1

= 3 ) |90+590|2d5+ |( () — V) + dulds

1 1
= 5 l|*ds —|—/ ©wdpds + 3 |60|?ds
S S

+ |( () — )|2ds+l€/( ((p)—V)(SUds—l—g |6u|?ds

Sa
- [ olis+ 5 [ 1(ute) - VP
S1

+!A¢ww+k/0Mﬂ—WM$+OWWW)

Sa

Por definicién del funcional J, el sumando entre corchetes de la ecuacion anterior es J(y),

J(p+dp) = J(p) +/S popds + k:/s (u(p) — V)duds + O(||6o|?). (2.11)

Para calcular la derivada del funcional de una manera practica es necesario hallar el
problema adjunto. Para ello, nétese que el operador £L = —V - (62V) es un operador auto-
adjunto y determinando las condiciones de frontera que permiten expresar la integral sobre
Sy en (2.11) como una integral de ¢ y dp sobre S; es que se propone el siguiente problema
adjunto.

—V - (02Vw) = 0, en Qy, (2.12)
w = 0, sobre S, (2.13)

ow
oa— = k(u(p)—V), sobre S,. (2.14)
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Para hallar la formulacion variacional de este problema adjunto, se multiplica en ambos
miembros de la ecuacién (2.12) por la funcién de prueba du € H*(€)s) y se integra sobre €2,

=V - (0aVw)oudz = 0. (2.15)
Qo

Por la identidad vectorial V - (0oVwou) = V - (62Vw)du + 0oVw - Viu, el integrando en
(2.15) se puede escribir como

=V - (0aVw)du = 0oVw - Véu — V - (0aVwiu).
Asi,
/ [0aVw - Vou — V - (0o Vwdu)|de = 0,
Qo

o bien,

/ ooVw - Vudr = | V- (0aVwéu)dz. (2.16)
QQ Q2

Por el teorema de Green o teorema de la divergencia de Gauss, si F es un campo vectorial
continuo en €2,
/V-Fdx:/ F-ndl
Q o9
donde I' = 09).

Aplicando el teorema de Green en el lado derecho de (2.16) con F = goVwdu se obtiene
/ ooVw - Voudr = / oo Vwou - nds
QQ BQZ

= / oo(Vw - n)duds
I
ow
= 0o—0uds.
\/8\92 2 8n

Como 0f2 = S; U Sy y considerando la orientacién del vector normal,
/ ooVw - Voudr = —/ aga—li}(Mds—l—/ aga—g}&ﬁds. (2.17)
Qs S1 871 S an

Sustituyendo las condiciones de frontera (2.9) y (2.14) en el primer y segundo sumando de
(2.17) respectivamente, se obtiene

/ ooVw - Viudr = —/ Uga—lf\]&pds +/ k(u(p) — V)ouds. (2.18)
Q2 s o S5

Andlogamente, se calcula la formulacién variacional del problema perturbado (2.8)-(2.10)
tomando como funcién de prueba w € H'(Qy). Asf,

/ ooVou - Vwdx = —/ agﬂwds%—/ aga;iuwds.
Qs S1 (971 Sa 877/
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Dado que la funcién de prueba w se anula en la frontera de Dirichlet, Si, el primer sumando
del lado derecho de la ecuacién anterior se anula y por la condicién de frontera (2.10) también
se anula el segundo sumando. De modo que,

/ 09Vou - Vwdz = 0. (2.19)
Qo
Por lo tanto, sustituyendo (2.19) en (2.18) se concluye que

0= —/ Jga—lfégodsﬁL/ kE(u(yp) — V)ouds,
s, on Sa

esto es,
ow
k/ (u(p) — V)ouds :/ go——0pds. (2.20)
Ss S 3n
Sustituyendo (2.20) en (2.11),
ow 9
Jp+0p) = Jlp)+ | @opds+ [ oagz=dpds + O(|ld0])
51 Sl n
ow 9
= J)+ | (p+oag=)dpds + O([lo¢])
S1 n

ow

_ J<¢>+<¢+a2 aA,5¢> L O(5e]?)
n L(S1)

Por lo tanto, la derivada del funcional es

ow

= (2.21)

DJ(QO)IQO‘F op)

St

donde w se calcula en dos pasos:

1) se calcula u resolviendo el problema (2.1)-(2.3),

2) se calcula w resolviendo el problema adjunto (2.12)-(2.14).

Calculo de «,,.

Para saber que tanto descender en el MGC es necesario calcular el tamano de paso «, lo
cual se calcula a continuacion.
Sea
o(a) = J(¢" +ad")

donde ¢™ y d™ son conocidos, se desea resolver el problema: encontrar « tal que la derivada
de ¢ respecto de « satisfaga lo siguiente

¢'(a) = (DJ(¢" + ad"),d") s,y = 0. (2.22)
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Tomando ¢ = @™ + ad™ en (2.21), se tiene que
DJ(¢" +ad") = (" +ad") + og—| , (2.23)
on g,
donde w se calcula en dos pasos:
1) se calcula u = u; 4+ aug, donde u; resuelve el problema

-V (@Vul) = O, en QQ,

up = ", sobre Sy,
0
oglj = 0, sobre S5,
on
y uy resuelve el problema
-V - (UQVUQ) = O, en QQ, (224)
up = d", sobre S, (2.25)
0
02% — 0, sobre S,. (2.26)

2) se calcula w = w; + aws, donde w; resuelve

-V - (Ungl) = O, (S20 QQ,

w; = 0, sobre Sy,
0
02% = k(up —V), sobre Ss,
y wy resuelve
—V - (0oVwy) = 0, en Qy, (2.27)
we = 0, sobre Sy, (2.28)
0
02% = kuo, sobre S,. (2.29)
Asi, sustituyendo w = w; + aws en (2.23) y desarrollando se llega a que
DJ(¢" + ad™) = g" + ag", (2.30)
donde
9" =DJ(g"),
y -
wn
= L 2.31
g + 02 o | (2.31)
con w" obtenido de resolver los problemas (2.24)-(2.26) y (2.27)-(2.29).
Sustituyendo (2.30) en (2.22) y desarrollando, se concluye que
g",d
a, = _d N (2.32)

(@ d") 1,51y

Con el objetivo de minimizar el funcional (2.5) se aplica el MGC como se indica a conti-
nuacion.
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Algoritmo del método de gradiente conjugado.

Paso 1. Inicializacién. Dado ¢°, resolver los siguientes problemas:

—V - (0,Vu’) = 0, enQy,

u’ = ¢’ sobre Sy,
o
aQiA = 0, sobre 9,
on
Yy
—V - (02Vu®) = 0, en Qy,
w’ = 0, sobre S,
ow®
— = k@' -=V), bre Ss.
025 (u ),  sobre Sy
Una vez obtenida w?, evaluar
ow’
9" = ¢+ oo
T 1 La(51)
y hacer
d’ =g

Paso 2. Descenso. Para n > 0, dados ¢", g", d", calcular "™t g+l gntt

solver los problemas

como sigue: re-

—V - (02VT") = 0, en €y,

u" = d", sobre Sy,
09 0uA = 0, sobre.S,.
on
y
=V (0oVw") = 0, en €y,
w" = 0, sobre Sy,
a—n
09 ui = ku", sobre S,.
on

Calcular (2.31), (2.32),
P = 9"+ apd,

gn+1 — gn 4 Oégn.

Si (g™t g™t < e (g™, g") parar y tomar ¢ = "1, Por lo tanto, una solucién estable
del problema de Cauchy (1.23)-(1.25) estd dada por la correspondiente solucién u™
del problema directo (2.1)-(2.3) para ¢ = ¢"™! sobre S;. En caso contrario hacer el
siguiente paso.
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Paso 3. Convergencia. Calcular

n+1 n+1>

(9" g Lo(S1)

(9™, 9™) Lo(sn)

B = )
dn—l—l — _gn+1 + ,Bndn,

hacer n =n + 1 e ir al Paso 2.

2.2. Método de solucién del problema de deteccion de
la fuente volumétrica.

En esta seccion se reformula el problema de deteccién de la fuente como un problema de
control y analogamente a la metodologia del problema de Cauchy se propone un funcional a
minimizar. Recuérdese que el problema original es como se plantea a continuacion.

Encontrar f € Ly(€) tal que la solucién de

V- (cVu) = f, en Q, (2.33)
O'g—;:l\ = 0, sobre S, (2.34)

sea tal que
u={@, sobre S, (2.35)

donde ¢ se define como es (1.33).
Dado que éste es un problema sobredeterminado se reformula como un problema de control
distribuido.

S

Figura 2.2: Representacion geométrica de la regién del problema de detecciéon de la fuente.
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2.2.1. Reformulacion del problema de detecciéon de la fuente.

La formulacién del problema (2.33)-(2.35) como un problema de control es la siguiente:
Hallar el minimo del funcional,

1) = [ UrPde+ 5 [ Jutr) = apas (2.36)

/udx:O
Q

es la solucién de (2.33)-(2.34), en el espacio de controles

donde u(f) tal que

U= {f € Ly(Q): / fdxr = O}. (2.37)
Q
Es decir, el problema es encontrar f* € U tal que
J(f) < J(f), Vfelu.

El pardametro de penalizacién k proporcionara el nivel de exactitud con que se satisface
la condicién (2.35). La propiedad de densidad garantiza que el problema de deteccién de la
fuente tiene solucién aproximada, y como el funcional es convexo, esta solucién es unica.
Esta aproximacién variacional permite obtener soluciones en forma estable del problema
(2.33)-(2.35).

Asi, la soluciéon de norma minima del problema de la fuente se obtiene minimizando el
funcional en (2.36), como el funcional es cuadratico y convexo se puede usar un método
iterativo de gradiente conjugado. Y para aplicar el método sera necesario calcular la primera
variacién del funcional DJ(f), asi como el tamano de descenso a,.

A continuacién se calcula DJ(f) y a,.

2.2.2. El método de gradiente conjugado

Para aplicar el MGC se realiza el calculo de DJ(f) y «, como se muestra a continuacién.

Calculo de DJ(f).

Perturbando el argumento del funcional con ¢ f se tiene

1 k .
I +60) =5 [[15+0sPar+5 [ fuls+67) - o (2.38)
Como
u(f+46f) =u(f)+ ou, (2.39)
donde u resuelve (2.33)-(2.34) y du resuelve el problema perturbado
—V - (oVéu) = 0f, en (2.40)
ddu

= 0, sobre S. (2.41)

0—=<
on
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Sustituyendo (2.39) en (2.38) y realizando operaciones se obtiene

J(f+5f) = 1/|f|2dx+/f5fdx+%/|6f|2d:z:

+ /| 2ds+l€/( (f)—@)éuds+§[q|5u|2d8
:[/|f|d17+ /y |d4

i / f8fdz +k / (u(f) = @)ouds + O(|3f %),

donde el simbolo O(||d f||?) se refiere a los términos de orden alto de §f. Asi, por definicién
de funcional, la ecuacion anterior se puede escribir como

I+ 6) = J(f) + / f3fda+ k / (u(f) - P)duds + O(5f|?).  (2.42)

Anélogamente al problema de Cauchy, para calcular la derivada del funcional de forma practi-
ca es necesario hallar el problema adjunto. Se observa que el operador £ = —V - (¢V) es un
operador auto-adjunto y determinando las condiciones de frontera que permiten expresar la
integral sobre S en (2.42) como una integral de f y 0 f sobre € es que se propone el siguiente
problema adjunto.

—V-(oVw) = 0, en (2.43)
JZ—%\) = k(u—), sobre S. (2.44)

Su formulacion variacional estd dada por

/O'vw Vzdx—/a—zds
Q

para todo z € H'(Q), y sustituyendo (2.44) en el lado derecho de la igualdad anterior se
obtiene

/ oVuw - Vzdr = / k(u— @)zds.
Q S

En particular, para z = du en la ecuaciéon anterior, se tiene

/ oVuw - Voudr = / k(u—V)duds. (2.45)
Q s

Por otro lado, la formulacién variacional del problema perturbado (2.40)-(2.41) es

/0V5u~deq;:/(5f)wdx+/aa;;}wds
Q Q s on
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y considerando la condicién (2.41) se llega a

/ oViu - Vwdr = / 0 fwdzx. (2.46)
Q Q

Asi, de (2.45) y (2.46) se concluye que

/Sk:(u — 3)duds = /Qéfwdx.

Sustituyendo la ecuacién anterior en (2.42)

J(F+8f) = J()+ /Q F(6f)d + /Q (6fywds + O(5f|)

= I+ [ (F+wifds+ OB
= J(f)+{f +w,0f) 1, +OUSfI).
Por lo tanto, la derivada del funcional (2.36) es
DIJ(f)=f+w, (2.47)
donde w se calcula en dos pasos:
1) dado f se calcula u resolviendo el problema (2.33)-(2.34),
2) posteriormente, se calcula w resolviendo el problema adjunto (2.43)-(2.44).

Asi, el 6ptimo f* se satisface en DJ(f*) = f* + w*.

Calculo de «,.

Para aplicar el MGC es necesario determinar «,,, mediante la solucién del siguiente pro-
blema.
Suponiendo conocidos f" y d" se desea minimizar

¢(a) = J(f" + ad")
respecto de a. Es decir, se busca « tal que
¢'(a) = (DJ(f" + ad"),d"),, = 0. (2.48)
Con f = f" + ad" en (2.47),
DJ(f"+ad")=(f"+ad")+w (2.49)

donde w se obtiene en dos pasos:
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1) se calcula v = uy + g, donde u; resuelve el problema
—V - (oVuy) = f", en (2.50)
0% = 0, sobre S, (2.51)
y uy resuelve
-V - (oVuy) = d", en (2.52)
U% = 0, sobre S, (2.53)
2) se calcula w = w™ + aw", donde w,, resuelve el problema
—V:(oVuw") = 0, en Q, (2.54)
U@wj k(u; — @), sobre S, (2.55)
on
y w" resuelve
V.- (oVuw") = 0, en Q, (2.56)
0%‘% = kuy, sobre S. (2.57)
Por lo tanto, sustituyendo w = w} 4+ w} en (2.49) se obtiene
DJ(f"+ad") = g¢"+ag",
con ¢g" = DJ(f") y g" = d" +w", donde wW" se obtiene en dos pasos:
1)
—V.-(oVu) = d", en Q, (2.58)
ag—; = 0, sobre S, (2.59)
2)
—V-(cVw) = 0, en €, (2.60)
ag—%} = ku, sobre S. (2.61)
Sustituyendo lo anterior en (2.48) y despejando se tiene que
oy = Ny (2.62)

(g", dm)y
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Algoritmo del MGC.

Paso 1: Inicializacién. Dado f° € U, resolver

~V-(oVu®) = f° en Q,

0
O'ai,\ = 0, sobre S,
on
y
~V-(eVu®) = 0, en Q,
Ua—wo = k(up— @), sobre S
8;7,\ - 0 90’ .

Evaluar ¢° = f° +w® y hacer d° = —¢°.

Paso 2: Descenso. Para n > 0, suponiendo conocidos [, g® y d"* encontrar 7+, g¢nt!

d"**! realizando lo siguiente: resolver

y

V.- (oVu") = d", en Q,

aauA = 0, sobre S,
on
y
V.- (oVuw") = 0, en Q,
aaiA = ku", sobre S.
on

Calcular g" = d" + w", (2.62),

fn+1 = fn+andn7

gt =g" + ang".

Paso 3: Convergencia. Si (¢"™', ¢"™), < £(¢°,¢"),, parar y tomar f* = f"*'. Por lo
tanto, una solucién estable del problema (2.33)-(2.35) estd dado por la correspondiente
solucién u™ del problema (2.33)-(2.34) para f = f™1. En caso contrario, realizar lo

siguiente:

Calcular o
(9™ 9™y

y

dn+1 — _gnJrl 4 Bndna

hacer n =n 4+ 1 e ir al paso 2.
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Notese que en este algoritmo, las funciones f", u”, w™, ¢" y d" deben cumplir la propiedad
de que su integral sea cero (ortogonal a las Constantes) Para comprobar que se cumpla dicha
propiedad por cada iteracion: se toma v — ¢, donde

- / ud,
(u—¢)dx = | udx —{|Q| = 0.
Q Q

En el estudio del problema de deteccién de la fuente (2.33)-(2.35) se observé que hay
otra alternativa para resolver éste como un problema con condiciones de Dirichlet, como
se muestra a continuaciéon. Cabe mencionar que esta propuesta no se implementara en este
trabajo.

y se verifica que

2.3. Otra formulacién del problema de identificacién de
la fuente.

Para obtener una nueva formulacion del problema de identificacion de la fuente con con-
dicién de Dirichlet en la frontera de €2, se desacopla el PIE (1.8)-(1.12) con el dato adicional
(1.13) de la siguiente forma.

Problema 1: Dado V' y g 2 = 0 sobre Ss, hallar uy tal que resuelva el problema de
Ny
Cauchy:
—09V - (Vuy) = 0, en €, (2.63)
us = V, sobre Sy, (2.64)
0
028—;\2 = 0, sobre 5. (2.65)

Problema 2: Hallar f a través del problema de contorno

—01V . (Vul) = f, €n Ql, (266)
uy = ¢, sobre Si, (2.67)
con el dato adicional
01% = 1), sobre S, (2.68)
ou
donde ¢ = ua|g y ¥ = 028_?22 )

Para el estudio del problema 2 se consideran los siguientes dos problemas de contorno,
Problema 2a:

—o1V - (Vw) =0, en €, (2.69)
wy =, sobre Sj. (2.70)
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Problema 2b:

-1V - (Vwy) = f, en (2.71)
wy =0, sobre Sj. (2.72)
Ademas si wy cumple
018—7{2 = @Z sobre S,
0n2

donde 7;5 = — ala—@il
0n1

, entonces la suma de w; y wsy es solucion del problema 2, esto es,
S1

U = Wi + Wo.
La condicion de compatibilidad para existencia y unicidad de la solucién del problema 2b
es:
Yds =0, (2.73)
S1
que se deduce considerando el problema 2b y la condicién de compatibilidad de la fuente del
problema general, esto es:

5’w2

0= fdx = —/ o1 Awsdr = / o1——ds = {bvds,
o S

Q1 1 on S1

/wds:/ ala—lilds.
S S an

Considerando el problema 2a, la condicién de compatibilidad para la derivada normal de w;

sobre S es:
01/ 8—uilds = —01/ Awdr = 0,
s, on o

Wds = / ala—lf\lds =0.
S S 671

Esto muestra la condicién de compatibilidad (2.73).
Asi, la nueva formulacién del problema de la fuente se plantea como sigue.

de aqui que

entonces

Nuevo problema de la fuente: Dada ¢ € Ly(Sy) encontrar f € Ly () tal que la
solucién del problema de contorno

—o1V - (Vwy) = f, en O, (2.74)
wy = 0, sobre Sy, (2.75)
sea tal que
(911)2

O1—(— — ZD, sobre Sl.

on
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Para hallar una soluciéon aproximada f € U a este nuevo problema se propone minimizar
el siguiente funcional

1 ) 2
1= [ WPde+ [ o

donde k es el pardmetro de penalizacién, con respecto a f € Ly (€;) por medio de un método
iterativo como el MGC. Para esto es necesario calcular la derivada de J, como se muestra a
continuacion.

wy(f)

5, —w (2.76)

Calculo de DJ(f).
Sustituyendo f por f 4 df en (2.76) y realizando operaciones se obtiene

1 1 k 5,
J(f+6f) = = \f]2dx+/ (f)(5f)dz + = |c5f\2dx+—/ al—wz —w' ds
2 (91 (951 2 (951 2 S1
owy, ~\ 96w k 05w, |?
+k/81 (Ula_ﬁ —w> Ula—ﬁds + 5/51 01% ds

Ow, %/?) 2 ey 018 512), (2.77)

= J(f) +/Ql(f)(5f)d$+’f/sl ("1% B on

donde O(||6f||*) se refiere a los términos de orden alto de §f y dwy resuelve el problema
perturbado

—01V - (Vows) = d§f, en (2.78)
dwy = 0, sobre Sy, (2.79)

y cuya formulacién variacional es

0 fvdr — / 01 Vow, - Vodx = —/ o1 a&f%ds, (2.80)
o Q S1 on

para toda v € H' () tal que v|g = 0.

Nuevamente, se plantea el siguiente problema adjunto que permite calcular la derivada
del funcional de manera préctica, es decir, expresando la integral sobre S; en (2.77) como
una integral sobre €2;.

—o1V-(Vw) = 0, en €, (2.81)
w = k(al%—@) sobre S, (2.82)

cuya formulacién variacional es

/ o1Vw - Vzdx :/ 018_1/1\)2(157
0 S1 an
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para todo z € H'(Q;) tal que z|g = 0. En particular, tomando z = dw, en la ecuacién
anterior y considerando la condicién (2.79) se llega a que

/ o Vw - Vowsdxr = / ala—éwgds =0. (2.83)
ol an

Por otro lado, tomando v = w en (2.80) y usando la condicién de frontera (2.82) se obtiene

que
/ o1 Vws - Vwde = / 5 fwdz + / oy 2002 {k( s {Eﬂ (2.84)
Q o S on

donde wlg, =k (01 Oun {Sl - 7;5) Asi, sustituyendo (2.83) en (2.84) se concluye que

/ o1 dows {k ( 811)2 @Z)] ds = — 0 fwdzx.
51 on o

Asi que, sustituyendo la ecuacién anterior en (2.77),

JF+6f) = JU)+ / ())(3f)de — / (6 wdz + O(|5f]) (2.85)
— I+ / (f — w)sfdz + O3 f]?) (2.86)
= T A — w6 s + OUR) (2.87)

Por lo tanto
DJ(f)=[- (2.88)
donde w resuelve el problema adjunto (2.81)-(2. 82)

2.3.1. El método de gradiente conjugado
Para calcular el minimo f* del funcional .J se utiliza el MGC:
U= P ad,

donde d" es la direccién conjugada y «,, el tamano de paso.

Céalculo de «,,.
Suponiendo conocidos f" y d" se desea minimizar

o(a) = J(f" 4+ ad).

Es decir, hallar « tal que satisfaga
&(a) = (DJ(f" + ad"), d). (2.89)

Como
DJ(f" + apd") = f" + a,d" —w", (2.90)

en donde w" se obtiene en dos pasos:
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1) calcular v"™ = v} + awl, donde v} resuelve
-0V - (Vop) = ", en (2.91)
vy = 0, sobre S, (2.92)
y vy resuelve
—o V- (Vuy) = d*, en €, (2.93)
vy = 0, sobre Sy, (2.94)
2) calcular w" = W} + awy, donde WY resuelve
-0V - (Vw}!) = 0, en (2.95)
oy ~
wy = k (Ula_ﬁl - ) , sobre Sy, (2.96)
y wj resuelve
—o V- (Vwy) = 0, en £, (2.97)
oy~
wy = k (018_7; — w) , sobre Si. (2.98)
Entonces sustituyendo w} + awy en (2.90) se tiene que
DJ(f"+ ad") = g" + ag" (2.99)
donde
g" = DJ(f™) (2.100)
y
g = d" + 7w (2.101)
Sustituyendo (2.99) en (2.89) y despejando a, se concluye que
_ g (2.102)

oy = = N
<g 7d >M

donde g" = d" + w}.

Algoritmo del método del gradiente conjugado

El algoritmo del Método del Gradiente Conjugado esta dado por lo siguientes pasos:

Paso 1: Inicializacién. Dada una funcién inicial f°, resolver

— A’ = Y en

w = 0, sobre S,
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—Aw® = 0, en O,
o’ ~

w = k(al—A—z/J), sobre St
on

donde ¢ = — 01%‘&.

Evaluar ¢° = f° +w y hacer d° = —¢°.

Paso 2: Descenso. Para n > 0, dados f", g" y d" calcular f**!, ¢"*! y d"*! resolviendo
los problemas

—oAu" = d", en (),

u" = 0, sobre Si,
y
—oAw" = 0, en £,
8 n
w" = ko “ , sobre S,
on
Evaluar g" = d" + w".
Calcular
_ <9nadn>u
Ay, “=n n )
<g >d >Z/{
= P and”,
Y 1
g =g+ g
Si +1  n+l
(g R ) <.
(9% 9%)u
parar y tomar f* = f7+i,
En caso contrario ir al paso 3.
Paso 3: Convergencia. Calcular
(6" 0" ) Lo

ﬁn ==
(9™, 9™ Lt (o)

y dnJrl — _gnJrl + ﬁndn

Hacer n =n + 1 e ir al paso 2.
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2.4. Meétodo de solucién para el problema desacoplado
del PIE

En esta seccion se reformula el problema de la fuente, del problema desacoplado del
PIE, como un problema de control y analogamente a la metodologia usada, se plantea la
minimizaciéon de un funcional por medio del algoritmo de gradiente conjugado. Recuérdese
que el problema es como sigue.

Encontrar f € Ly(2) tal que la solucién de

—V - (nVu) = f, en Q, (2.103)
01% = 1, sobre S, (2.104)

sea tal que
u =, sobre 5. (2.105)

2.4.1. Reformulacién del problema desacoplado del PIE
La formulacién del problema (2.103)-(2.105) como un problema de control es la siguiente:

Hallar el minimo del funcional,

) =5 [ Pdr+ 5 [ ) - oPas (2.100)

/ udzr =0
Q1

es la solucién de (2.103)-(2.104), en el espacio de controles

donde u(f) tal que

U= {fELQ(Ql): fdxz()}. (2.107)

971
Es decir, el problema es encontrar f* € U tal que
J(f) < J(f), Vel

A continuacién se verd como aplicar el MGC para minimizar el funcional (2.106).

2.4.2. El método de gradiente conjugado

Para aplicar el MGC se calcula la derivada del funcional DJ(f) y el tamano de paso o™
para el descenso.
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Calculo de DJ(f).

Perturbando el argumento del funcional con ¢ f se tiene

J(f+46f) = /]f+(5f]2dx+ /\u f+6f) — o|*dx. (2.108)
Como
u(f+46f) =u(f)+ ou, (2.109)
donde u resuelve (2.103)-(2.104) y du resuelve el problema perturbado
-V - (01Vou) = 6f, en €y, (2.110)
dou
01% = (Sw, sobre Sl. (2111)

Sustituyendo (2.109) en (2.108) y realizando operaciones se obtiene

J(f+0f) = % |f|2dx+/Q f5fdx+% g |6 f|2dx

+ |( (f)— o)l ds+k/( (f)— gp)éud5+§ |6ul?ds

S1
= { Ql|f\d:c—|— /| dm}

v [ gspde vk / (ul(f) — @)buds + O(|5]1%).

(951 S1

donde O(||6f||?) indica los términos de orden alto de & f.
Asi, por definicién de funcional, la ecuacion anterior se puede escribir como

J(f+6f)=J(f)+ o fofdx + k/Sl(u(f) — )duds + O(||5f]1?). (2.112)

Sea el problema adjunto
~V - (:Vw) = 0, en (2.113)
01?)_%] = k(u—¢), sobre Sj. (2.114)

Su formulacién variacional esta dada por

/ o1Vw - Vzdx :/ 018_1/1\)2(15,
ol S an

para todo z € H(£2;), y sustituyendo (2.114) en el lado derecho de la igualdad anterior se

obtiene
/ o1Vw - Vzdr = / k(u — ¢)zds.
o s
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En particular, para z = du en la ecuaciéon anterior, se tiene

/ o1Vw - Viudr = / k(u — @)ouds. (2.115)
951

S1

Por otro lado, la formulacién variacional del problema perturbado (2.110)-(2.111) es

o0du

/01V5U-de$:/ 5fwd:v+/ o1 —wds
o o Sy on

y considerando la condicién (2.111) se llega a

/ 01V(5u-de:E:/ 5fwdx+/ owds. (2.116)
Q1 Ql

St

Asi, de (2.115) y (2.116) se concluye que

/ k(u—gp)duds:/ (5fwdrzc+/ dpwds.
S1 o S1

Sustituyendo la ecuacién anterior en (2.112)

J(f+3f) = J(f) + féfda:+/ﬂ 5fwda:+/ sywds + O(||5£]12) (2.117)

Q4 S1

La tercera integral del lado derecho es un término de orden alto de modo que

J4e) = J+ [ forde+ /Q 5 fwdz + O(|5f |12, 5v)

1

= I+ [ (F+wisde + 08|60

= J(f)+{f +w,0f) 1, + O(IfI, 00).
Por lo tanto, la derivada del funcional (2.106) es

DJ(f) = f+w, (2.118)
donde w se calcula en dos pasos:

1) dado f se calcula u resolviendo el problema (2.103)-(2.104),
2) posteriormente, se calcula w resolviendo el problema adjunto (2.113)-(2.114).

Asi, el 6ptimo f* se satisface en DJ(f*) = f* + w*.
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Calculo de «,.

Para aplicar el MGC es necesario determinar «,,, mediante la solucién del siguiente pro-

blema.
Suponiendo conocidos f" y d" se desea minimizar

¢(a) = J(f" + ad")
respecto de «. Es decir, se busca « tal que
¢'(a) = (DJ(f" +ad"),d"), = 0.
Con f = f*+ ad" en (2.118),
DJ(f"+ad") = (f"+ad") + w,
donde w se obtiene en dos pasos:

1) se calcula v = u; + cug donde ug resuelve el problema

—V~(01Vu1) = fn, en Ql,
(9u1

0—=<
on

= 1, sobre Sy,

y ug resuelve

—V’(O'1VU2) = dn7 en Ql,
o, 202
L on

= 0, sobre S,

2) se calcula w = w™ + aw" donde w" resuelve el problema

V- (1Vw") = 0, en
ow™
on

= k(u; — ), sobre

y w" resuelve

—V.-(oVw") = 0, en ,
ow™

0c—— = kuy, sobre S5j.
on

Por lo tanto, sustituyendo w = w™ + aw™ en (2.120) se obtiene

DJ(f*+ad") = g¢"+ag",

Slv

con g" = f"+w" yg" =d" +w", donde w" se obtiene en dos pasos:

(2.119)

(2.120)

(2.121)
(2.122)

(2.123)
(2.124)

(2.125)
(2.126)

(2.127)
(2.128)



CAPITULO 2 37
1)
V- (01Vu) = d", en €, (2.129)
0
0'18—;; = 0, sobre S, (2.130)
2)
V.- (nVw) = 0, en (2.131)
w bre S (2.132)
01— = ku, sobre . .
1 aﬁ ) 1
Sustituyendo lo anterior en (2.119) y despejando se tiene que
n dn
= —<€n’—>“. (2.133)
(@, d")y,
Algoritmo del MGC.
Paso 1: Inicializacién. Dado f° € U, resolver
~V-(Vu) = f° en
O 0
UllA = 1), sobre Sj,
on
y
~V-(nVu®) = 0, en
Ou’ ko ), sobre S
o1— = k(ug— sobre :
T 0— %) 1
Evaluar ¢° = f° 4+ w° y hacer d° = —¢°.
Paso 2: Descenso. Para n > 0, suponiendo conocidos 7, g" y d"* encontrar f**1, ¢"*ly

d"** realizando lo siguiente: resolver

-V (1Vu") = d", en (4,
01% = 0, sobre S5y,
y
=V - (o1Vw") = 0, en €,
o1 881%" = ku", sobre 5.
Calcular g" = d"™ + w", (2.133),
[T = "+ ad”,
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gt =g" + ang".

Si (¢"*tt, g"th), > e (¢°, ¢"), parar y tomar f* = f™*'. En caso contrario, realizar el
siguiente paso.

Paso 3: Convergencia. Calcular

<gn—§—17 gn—l—l)u

Pn = (9", 9"

dn+1 — _gn+1 4 6ndn7

hacer n =n 4+ 1 e ir al paso 2.
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Solucién analitica del problema de la
fuente para dos circulos concéntricos.

En este capitulo se encuentra la solucién analitica del problema de deteccion de la fuente
volumétrica para el caso de dos circulos concéntricos con el fin de validar resultados numéricos
de la implementacién del algoritmo propuesto, con ejemplos concretos que se veran en el
proximo capitulo. Para hallar tal solucién sera necesario calcular la solucion del problema de
Cauchy y del problema directo electroencefalografico.

3.1. Solucién analitica del problema de Cauchy para la
ecuacion de Laplace en una regién anular circular.

Considérese el problema de Cauchy

—0oV - (Vu) = 0, en o, :
u =V, sobre Sy, (3.2)

Ju
Orgs = 0, sobre Sj, (3.3)

para una funcién dada V' € Ly(S3) y donde
S1=A(zy): |(z,9)| = &1}

Sy = {(C(],y) : |(l’,y)| = RQ}
Se considera el problema auxiliar al problema de Cauchy (3.1)-(3.3) de la siguiente manera:

—0oV - (Vo) = 0, en Qy, (3.4)
v = ¢, sobre S, (3.5)
ov
Orom = 0, sobre 5. (3.6)
Sea .
0(0) = Z (¢p coskb + pj senkf) ,  sobre Si.
k=1

39
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La solucién del problema (3.4)-(3.6) se busca en la forma:

o0

v(r,0) = Z (7% (ax cos kO + by sen k) + r~*(cy, cos kO + dj, sen k0)] .

k=0

Calculando la derivada normal de v y multiplicando por oy, se tiene

ov(r, 8)
on

02

=Y 0y [(akRS™" — ckkRy* ") cos kO + (bpk Ry — djkRy" ) sen kb
Sz k=0

y por la condicién (3.6), se debe cumplir que

ark RS — ek RyM =0, (3.7)
y
bk RE™ — dpk Ry = 0. (3.8)
Por otro lado, como
v(r,0) = Z [(axr™) + cir™") cos kO + (byr® + djr ™) sen k6] (3.9)
k=0
de la condicién (3.5) se obtiene
ap R + ey R7* = o} (3.10)
y
bRy + diR7* = 3. (3.11)

Resolviendo las ecuaciones (3.7) y (3.10) se obtiene que

0y — ol
RER;Y + Ry" RS
Y 1 pk
e = P Fs '
RYR;* + Ry" RS
Analogamente se resuelven las ecuaciones (3.8) y (3.11), de donde
b — Pl
RERy" + Ry*RS
Y 2 pk
dk kaRz

 RER;* 4+ R7RE
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Sustituyendo los coeficientes obtenidos ay, bg, ¢ v di en (3.9) y realizando operaciones se
obtiene

N Ry" o1t
0) = + ko
o(r.6) 2% [(RkRQ R R’“R;kJrRl"“R’;) o

O Ry 2 Rk
+ - _k e PP — sen k6
RIR;" + R{"Rs RYR;" + R{"Rs
(%) + (=)
R k R k
(7)) + ()

;

(¢p cos kb + o, sen ko)

[
NE

il
o

1

& () () (%)

( <%>2k R LR
1— (¢r cos kb + o, sen ko) (Rl) (R ) + <_1> (3.12)
2 2

[
NE

(¢p cos kb + o sen k)

>
Il
<)

[
WE

Eo
i
o
/N
:o|go
_l’_
—_

r

de modo que

| (i)
v(r,0)],_p, = Z —— " (1 cos kb + 7 sen ko)

k=0 |1+ <%
y como
U(T, 0)|7‘:R2 = V<9)7
donde .
V(#) =Vo+ Z (V) coskl + Vi? sen k),
k=1
se tiene que
v [1 ; (@)ﬂ
k Ry
901{: - %
9 R—)
1
y
V2 [1 n (&)ﬂ
2 i fu
Pr = A\
2 (&)
Sustituyendo los coeficientes @i y ¢? en (3.12) se obtiene la solucién del problema (3.1)-
(3.3),

(V) cos kb + V? sen ko) } .

() + ()

u(r,@)—%Z{

k=1
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3.2. Solucién analitica del problema directo electroen-
cefalografico

Considérese el problema de contorno electroencefalogréfico (1.8)-(1.12), el cual se desaco-

pla en los siguientes tres problemas.
PROBLEMA I:

-V (1Vuy) = f, en (3.13)
U = 0, en Sl. (314)
PROBLEMA 1I:
-V - (o1Vu) = 0, en (3.15)
ou ou ou
Ulc‘)_ﬁl Ula_ﬁl = 028—7;, en S (3.16)
U, = us, sobre Si. (3.17)

La solucién de (1.8),(1.10),(1.11) serd uy = uy + uy.
PROBLEMA I1I:

—V(02Vug) = 0, en (3.18)
ou
09 87; = 0, €1 SQ (319)

Solucién del problema I

Suponiendo que f es armonica, se propone la fuente como

f(r,0) = Z [fir® coskf + fir* sen k6], (3.20)
k=1

[e.9]

donde f} y f2 son constantes conocidas. También se propone como solucién del Problema I

a
0o

uy(r,0) = Z [akrk cos kO + bpr* sen k0 + ¢, 2 cos kO + djrF% sen k6] (3.21)
k=1
con ag, by, ¢, vy di constantes desconocidas.

Aplicando el Laplaciano en coordenadas polares a la ecuacién (3.21) y multiplicando por
—o07 se obtiene

—o1Auy = Z —oy [4(k + D)epr® cos kO + 4(k + 1)d,r” sen ko) . (3.22)

k=1
Por (3.13), se igualan las ecuaciones (3.20) y (3.22) y se obtiene que

fe

*T okt 1)
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Y 2
wo B
4(71(k + 1) .
Por la condicién de contorno (3.14) se encuentra que
fe B
= _c R2=_Jk7"11
G = TR T s (k1)
Y fQRQ
by = —dpR} = — 21—
g T 4oy (k + 1)

Solucién de los problemas IT y III

Por otro lado, se propone como solucién del Problema 11
uq(r,0) = Z [Zikrk cos kO + gkrk sen k@] ,
k=1
y como solucién del Problema III a

oo

ug(r,0) = Z [ayr” cos kO + byr” sen k0 + cjr " cos k6 + dyr ™" sen k6] . (3.23)
k=1

Por la condicién de contorno (3.17) se encuentra que

ay = aj, + e Ry (3.24)
Y ~
b = by + dy Ry (3.25)
De la condicién de frontera (3.16) se obtienen las siguientes ecuaciones
~ 7 pk—1 17 pk—1 1 p | SR
O'l(lkk?Rl_ = O'Qakk’Rl_ — O'QCkk?Rl_ T+ m, (326)
7 k—1 17, pk—1 11 p—k—1 f}gleH
O'lbkle = UZbkle - Ugdkle + m (327)
Ahora, multiplicando (3.24) y (3.25) por o1kR¥"!,
oragkRYY = oapkRYT + oycfk R (3.28)
o1bk R = oblkRY 4 oydlk Ry (3.29)
Sustituyendo (3.28) en (3.26) y (3.29) en (3.27) se llega a
1 pk—1 1p—k-1 fiRt
(0'1 - O'Q)ale_ + (0'1 + O'Q)Cle_ B m, (330)
fQRk—H
(o1 — o9)bp Ry + (04 + 02)dj Ry k1 (3.31)

2k(k+1)
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Por otro lado, considerando la condicién de frontera (3.19) se obtienen las ecuaciones

a kRETY — kR = 0, (3.32)
kRS — d kR = 0. (3.33)

Asi, resolviendo el sistema de ecuaciones (3.30)-(3.33) se encuentran los coeficientes

al = - - (3.34)
2hk(k + 1) {(01 — ) () + (o1 + 02) () ]
k
2p2 ( Ry
Bl fkR1<R2> 3.35
k k k1 ( . )
2k(k + 1) [(al — ) () + (o1 + 02) () ]
'R} (R Ry)"
b = apR% = Sl 1k2) —, (3.36)
2k(k + 1) [(m ~02) () + (o1 + ) () 1
2R2 (R, R,)"
dl = bR — Sl (Fufty) - (3.37)
2k(k + 1) [@1 —o) (2)" + o+ o) (&) }
Con estos coeficientes se encuentra la solucién del Problema ITI.
Ahora, sustituyendo (3.34) y (3.36) en (3.24),
k k
i e (R) -+ (%)’
ap = - - (3.38)
2k(l€ -+ 1) |:(01 — 0'2) <%> + (01 + 0'2) (%) :|
Y sustituyendo (3.35) y (3.37) en (3.25),
k k
i [ () + (i)
by, = - - (3.39)
2%k +1) {(01 — ) (%) + (01 4 09) (g—) ]
Asi, con estos coeficientes se tiene la solucién al Problema II.
Lo que sigue es hallar
us|g, = V(0), (3.40)

donde
V(o) = Z [V, cos kO + V2 sen k)]

k=1

o
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es el potencial sobre Sy generado por la fuente f(r, ) en €. Por (3.40) se tiene que

1 P2 pk
Vi = SLel (3.41)

k(k+1) {(al — 03) (%)k + (01 +02) (R_)k}

2 P2 pk
V7Z= Jilti Ty : (3.42)

k(k+1) | (01 — 02) (g—)k + (01 + 02) (g—)k}

3.2.1. Solucién del problema inverso electroencefalografico

Despejando fly fZ de (3.41) y (3.42), respectivamente, se obtiene

k(k+1) Ri\* Ry\*
fi = TR (o1 — 02) (E) + (01 +02) (R_l) Ve
Y k k
k(k+1) Ry Ry
f’? = leJrQ (0’1 - 02) (E) + (01 + 0'2) (E) Vk?'

Por lo tanto, dada V' (€) sobre S, la unica fuente arménica f en € que reproduce V/
sobre Sy es:

Ri\" Ry \"
(o1 — 02) <R—:) + (01 + 09) (é) (V)} cos kb + V;? sen kb)) .

3.3. Solucién del problema de la fuente del PIES

f(r,0) :ik(k}%- 1) (R%)k

Considérese el problema de la fuente

—alA@ = f, en Ql (343)
u
Ula_ﬁ = O, e1 Sl, (344)
con el dato adicional
ﬂ:@:go—v|sl, (3.45)
donde ¢ = uy|g y v es solucién del problema
—01Av = 0, en €, (3.46)
v
Ulaﬁ = ¢, en Sl, (347)
con ¢ = 02% S0 donde usy es solucién al problema de Cauchy y que estd dada por (3.23)

con los coeficientes ( 3.34), (3.35), (3.36) y (3.37). De manera que
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= uglg, = Z [ap Ry cos kO + by R} sen k) + ¢, Ry * cos k6 + dj Ry " sen k6] . (3.48)
k=1

Para resolver el problema (3.46)-(3.47), se propone como solucién

v(r,0) = Z [axr” cos kO + byr” sen ko] (3.49)
k=1
y oo
U(r,0) = Z W}}; cos k@ + 17 sen kG] )

k=1

Como .
01% = Z [Uldkk:le_l cos kb + o1bpk R¥ ! sen k0]

(L -

y por la condicién (3.47) se obtiene que

o
o kRE

Y 2
b= — "k
o kRE

Por lo tanto, con estos coeficientes @y, y by, se obtiene la solucién al problema (3.46)-(3.47).
Asi, sustituyendo (3.48) y (3.49) restringido a S; en (3.45), se obtiene el dato adicional

u(r,0) =

— /U‘S1

Il
— 6 )
NE

=
Il

[a,lﬁR]f cos kO + by RY sen k6 + c;. Ry " cos kO + dj, R " sen k6] }

1

_ Z [ax Ry cos k6 + by Ry sen k0| }
k=1

[(apRY + Ry * — @y RY) cos k6 + (b, RY + dj.Ry" — b RY) sen kf)] .

NE

i

0

Por otro lado, para resolver el problema (3.43)-(3.44) se propone como solucién

W

u(r,0) = [ﬁkrk cos k6 + by,r* sen k6 + "2 cos kO + djr* 2 sen kﬁ} (3.50)

i
I
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y como fuente
o0

f(r,0) = Z [fir® coskf + fir* senkd] . (3.51)

k=1

Calculando el Laplaciano de (3.50) y multiplicando por —o; se obtiene

—oiAi =Y oy [4(k +1)3r" cos kO + 4(k + 1)dyr” sen k;e} . (3.52)
k=1

Igualando las ecuaciones (3.52) y (3.51), segin la condicién (3.43), se obtiene que

. fi

cp=————

4<k—|— 1)0'1
Y 2
g Ji

P Ak + Doy
Ahora, puesto que

du

== {01 [k R + Gk + 2) REFY] cos kil + oy |k RE + di(k + 2)R’f+1} sen k@}

k=1

y por la condicion (3.44), se igualan los coeficientes a cero y, se obtiene que

@k + 2R

= KR
y A~
~ di(k + 2) RV
by = — o
kR:

Por lo tanto, con estos coeficientes se tiene la solucién al problema (3.43)-(3.44).



Capitulo 4

Soluciéon numeérica del problema de
deteccion de fuentes volumétricas.

En este capitulo se presentan los resultados numéricos de la implementacion del algoritmo
del MGC para la solucién del problema de deteccion de la fuente, para esto se consideran dos
fuentes distintas, una sobre una region circular y la otra para diferentes regiones: circular,
eliptica e irregular. También se analizan los resultados al agregar ruido a los datos para
analizar la estabilidad del método.

4.1. Ejemplo 1: Problema de deteccién de la fuente
f(x,y) = 2° — * en una regién circular.

Considérese en el problema (3.43)-(3.44) la fuente f(x,y) = 2% —v?, o bien en coordenadas
polares
f(r,0) =r*cos26.

Es decir, se consideran k=2, fl =1y f? =0 en (3.51). Ademés, supongamos que Q; y €y
son dos circulos concéntricos de radios Ry = 1y Ry = 1.2, respectivamente. Los valores de
la conductividades estan dadas por 01 =3y 09 = 1.

Por lo tanto, con estos pardmetros en (3.50) se obtiene la solucién

U(r,0) = (ar® + r*) cos 26

donde N
—~ 462R:13
Ay = ————
2 2R,
y fl
~ 2
2T 190,

En coordenadas cartesianas

U(r,y) = Ga(2® — y?) + Cao(2® + y°) (2° — 7).

48
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De modo que

Plx,y) = Uz, y)ls, = [@2 + LRY) (2" — ). (4.1)

Para implementar el algoritmo del MGC descrito en la Secciéon 2.2.2 en la solucion del
problema de deteccién de la fuente volumétrica, se usan tres mallas triangulares diferentes
de una regién circular de radio 1, las cuales se generan con la toolbox pdetool de MATLAB:
malla inicial MI con 146 nodos y 258 elementos como se muestra en la figura 4.1; malla R1
la cual es un refinamiento regular de la malla inicial MI con 549 nodos y 1032 elementos;
malla R2 correspondiente a un segundo refinamiento con 2129 nodos y 4128 elementos. En
la figura 4.1 se muestra la malla MI.

1

08

0.6

04

0.2

0

0.2

04

0.6

0.8

-1

Figura 4.1: Malla inicial MI con 146 nodos y 258 elementos.

En la Tabla 4.1 se muestran los resultados numéricos, utilizando las mallas descritas
anteriormente y el dato @ en 4.1. Para obtener estos resultados, se considera una tolerancia
de e = 7x107° para parar el MGC con un parametro de penalizacién k = 10%. Los resultados
Ha}? - aHL2(91)

que se muestran en la tabla son los siguientes errores relativos: ER(u},u) = 7
U Lo (1)
o~ B = @llys - ~ n 2= fllzacs
ER(B(f1), ) = h) 2% donde B(f) = lg, = ¢y ER(f, f) = =2 2(51)
1Pl Lo (s1) £l za(s1)
Malla MI | Malla R1 | Malla R2
n 3 3 2
ER(mh, ﬁ) 5.2121e-3 | 3.9419¢-3 | 2.3317e-3
ER(B(fI),?) | 4.9905¢-3 | 4.3192¢-3 | 4.2209¢-3
ER(f,?, f) 9.8883e-3 | 6.3465e-3 | 2.7197e-3

Tabla 4.1: Errores relativos para distintos refinamiento de la malla MI, con n el nimero de

iteraciones, k = 102 y ¢ = 7 x 107°.
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La figura 4.2 ilustra la grafica del potencial exacto sobre S} y de sus aproximaciones u}
para diferentes mallas donde n es el nimero de iteraciones. No se observa diferencia signifi-
cativa entre la aproximacion obtenida con la malla MI y el resto con respecto al potencial
exacto debido a que el mayor error relativo, cuando se usa la malla inicial MI, es s6lo 0.52 %
aproximadamente.

Figura 4.2: Gréaficas de la solucién exacta u(f)(—) sobre S; y de sus aproximaciones en las
distintas mallas MI((CO—), R1(x—) y R2(o—).

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestran los resultados gréaficos del potencial exacto u y
aproximado u} sobre ; en la malla R2, asi como la fuente exacta f y la aproximada f},
respectivamente.
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Figura 4.3: Gréfica del potencial exacto (lado izquierdo) y aproximado (lado derecho) sobre
1, en la malla R2 con k=10 y e =7 x 107¢

Figura 4.4: Gréfica de la fuente exacta (lado izquierdo) y la aproximada (lado derecho) sobre
1, en la malla R2 con k = 10 y e =7 x 1075,

Debido a que los errores relativos obtenidos con las dos ltimas mallas son muy cercanos,
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serd suficiente usar la malla R2 para hacer experimentos numéricos con diferentes datos
perturbados. Para agregar el ruido, se generan valores aleatorios de una distribucion normal
N(p,0) usando la funcién random de MATLAB la cual tiene media p = 0 y desviacion
estandar

o =dméx|Q|,

donde 9§ es el error en la medicién. Una vez generados estos valores aleatorios, se suman a la
funcién @ para obtener los datos con ruido,

Ps = o+ Error, (4.2)

donde
Error = random('Normal', u, o, 1, m)

es un vector de nimeros aleatorios de tamafio m (nimero de nodos sobre ;) con una distri-
buciéon normal.

Cabe mencionar que se usard interpolacién de los datos con ruido @5 de la malla inicial
MI al segundo refinamiento R2 con la finalidad de determinar el ruido en los puntos que
estan sobre S del segundo refinamiento de la malla inicial, esto debido a que el problema
es mal planteado y para que exista solucion se debe cumplir la condicién de suavidad en los
datos de entrada. Para interpolar los datos se usa la funcién interpl de MATLAB la cual,
en este caso, usa el algoritmo de interpolacién por splines cibicos. Los diferentes datos @
se calculan con 6 = 0.01,0.08,0.1 y 0.16 en (4.2), cuyos valores dan origen a las desviaciones
relativas ER(ps, p) = 12 _,\(’DJHLQ(SI)

18]l 2 (s1)
observa que conforme el 'ruido’ ¢ disminuye, la solucién numérica converge a la solucién sin
ruido. Se puede observar también que los efectos de las perturbaciones en el potencial ﬂZ"s
son menores que las desviaciones relativas ER(ps, p) producidas por el ruido, es decir, al
agregar ruido en los datos no se amplifican los errores en la solucion.

, como se muestra en la tabla 4.2. En dicha tabla se

o 0 0.01 0.08 0.1 0.16
ER(ps,9) 0 1.0262e-2 | 1.0677e-1 | 1.5177e-1 | 2.5465¢-1
n 1 2 3 2 2

ER@?,4) | 2.3126e-3 | 4.1289¢-3 | 2.6265¢-2 | 3.7220e-2 | 6.8302¢-2
ER(B(fI°), %) | 3.6185¢-3 | 5.2268¢-3 | 2.3830e-2 | 3.7939¢-2 | 6.6385¢-2
ER(f°,f) | 2.5735e-3 | 4.9788¢-3 | 2.7180e-2 | 4.9081e-2 | 6.4984¢-2

Tabla 4.2: Errores relativos para diferentes datos perturbados @5 en la malla R2 de la regién
circular de radio uno, n representa el nimero de iteraciones, k = 103 y ¢ = 7 x 107

Para ilustrar mejor el comportamiento de las soluciones bajo perturbaciones, en la figura
4.5 se muestra el potencial exacto u sobre S; junto con los potenciales recuperados con ruido
/\n75 . .

u,,” para los distintos valores de 9.
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Figura 4.5: Gréfica de la solucién exacta @(A)(—) y de las soluciones aproximadas u)"’(6)
sobre S} para 6 = 0(x—), § = 0.01(0o—), d = 0.08(+—), § = 0.1(x—), 6 = 0.16(.—), utilizando

la malla R2 de la regién circular.

En particular, en la figura 4.6 se muestran las graficas de ¢ y @Z’(s sobre S, con § = 0.16
(la mayor perturbacién en los datos) y en la figura 4.7 se muestra la solucién que se recupera
con el método sobre Sj.

004 T T T T

003

ooz

0.0

0m

003

o0 i i | i | |
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Figura 4.6: Graficas de la medicién exacta @(0) (—) y con error @s(6) (.—) para 6 = 0.16.
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0.03

0.01

0m

-0.02

00 i \ i \ i \
o 1 2 3 4 1 B 7

Figura 4.7: Gréfica de la solucién exacta @(A)(—) y de la solucién aproximada @ (6)(.—)

sobre S para § = 0.16.

Las figuras 4.8 y 4.9 muestran los potenciales y fuentes exactas y recuperadas sobre el
circulo €21 para el caso en que 0 = 0.16 en la malla R2.

Figura 4.8: Gréfica del potencial exacto (lado izquierdo) y aproximado (lado derecho) sobre
1, en la malla R2 con k =10, e =7 x 107* y 6 = 0.16.
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Figura 4.9: Gréfica de la fuente exacta (lado izquierdo) y la aproximada (lado derecho) sobre
1, en la malla R2 con k =10, e =7 x 107* y 6 = 0.16.

El comportamiento de las soluciones en este ejemplo muestra que el método produce
soluciones convergentes que son estables respecto a las perturbaciones en los datos. Ademas
la propagacién del error en las soluciones son de un orden menor que los errores en las
mediciones.

4.2. Ejemplo 2: Problema de detecciéon de la fuente
f(z,y) = exp(z) sen(y).

A continuacion se muestran los resultados de aplicar la metologia del problema anterior
considerando como fuente a f(x,y) = exp(x)sen(y) con (x,y) € Q; y se puede expresar en
coordenadas polares como f(r,0) = exp(rcosf)sen(rsenf) con 0 < r < R; 0 <60 < 2, pero
a diferencia del problema anterior, se mostraran los resultados numéricos de convergencia y
estabilidad para tres regiones distintas de €2;: una region circular, una eliptica y una irregular
(poligonal), esto se hard con la finalidad de validar el método. Otra diferencia es que ahora
se considerard como solucién ’exacta’ u a la soluciéon numérica en la regién eliptica y en la
irregular.

4.2.1. Region circular.

En esta subseccién se considera una region circular 2; de radio 1 como en el ejemplo
anterior. La fuente en la frontera se define por f(z,y) = exp(z)sen(y) con (z,y) € Q. En
este caso para hallar la solucién ’exacta’ del problema de deteccién de la fuente u y los 'datos
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exactos’ @ = g, se obtiene considerando 9 términos de la serie de Fourier, debido a que en
este caso el error de aproximacién entre f y su serie truncada es 1.2693 x 102 en la norma
Ly(€2). Los coeficientes de Fourier de f se calculan numéricamente usando la funcién quad!
de MATLAB. Se consideran las tres mallas del ejemplo anterior para analizar la convergencia
del método y los resultados que se obtienen, con una tolerancia de ¢ = 5x 10~* y penalizacién
de k = 10%, son los que se muestran en la tabla 4.3. Los resultados muestran que u}' y f7
convergen a las soluciones exactas conforme se refina la malla.

Malla MI | Malla R1 | Malla R2
n 4 3 3
ER(u},u) 5.2407e-2 | 1.7821e-2 | 1.4136e-2
ER(B(f"),®) | 5.6859¢-2 | 2.1308¢-2 | 2.0835¢-2
ER(f, f) 1.8451e-1 | 1.1838e-1 | 1.0306e-1

Tabla 4.3: Errores relativos para distintas mallas en una regién circular para la fuente
f(x,y) = exp(x) sen(y) donde n representa el nimero de iteraciones, k = 102, ¢ = 5 x 1074

En la figura (4.10) se muestra la grafica de la solucién aproximada con las tres mallas
sobre la frontera S; junto con la solucién ’exacta’ u. La diferencia entre las mallas R1 y R2
es indistinguible debido a que sus diferencias relativas son de aproximadamente 1 %.

0.1

0.08
0.08
0.04 -

oo 4

Figura 4.10: Grafica de la ’solucién exacta’ u(0)(—) y de las soluciones aproximadas para las
mallas MI (x-), R1 (*-), R2 (o-), sobre S, de la regién circular con f(z,y) = exp(z)sen(y).

Analogamente que en el ejemplo anterior, se elige la malla R2 para realizar experimentos
con perturbaciones g5 en los datos de entrada. La tabla 4.4 muestra los resultados numéricos
obtenidos. Nuevamente, los errores relativos de la soluciéon son menores o igual que el orden
de la perturbacion en los datos. Conforme disminuye la perturbacién 9§, la solucién numérica
converge a la solucién numérica sin perturbacién. Por lo tanto, en este caso también se
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ha obtenido convergencia de las soluciones respecto a la discretizacién y estabilidad en los
resultados numeéricos respecto de las perturbaciones en los datos.

5 0 0.01 0.08 0.16
ER(%5,2) 0 1.1666e-2 | 1.0082¢-1 | 2.1578e-1
n 3 2 3 3
ER@@?,4) | 1.4136e-2 | 1.9544e-2 | 2.2369¢-2 | 8.2446¢-2
ER(B(f1°),2) | 2.0835¢-2 | 2.3093¢-2 | 2.7575¢-2 | 8.8190e-2
ER(f f) | 1.0306e-1 | 1.0951e-1 | 1.2682¢-1 | 1.5635¢-2

Tabla 4.4: Errores relativos para distintos datos perturbados en una regién circular para la
fuente f(x,y) = exp(x)sen(y) con diferentes datos perturbados @s. Malla R2 para la regién
circular de radio uno, n representa el nimero de iteraciones, k = 102 y ¢ = 4 x 10~%.

En la figura 4.11 se muestra el potencial ’exacto’ u sobre S; junto con el recuperado ﬂZ’(S

cuando los datos tiene ruido.
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Figura 4.11: Gréfica de la ’solucién exacta’ u(6)(—)
para 0 = 0(x—), § = 0.01(0o—), d = 0.08(.—), d = 0.
);

R2 en la regién circular con f(x,y) = exp(z)sen(y

y de las soluciones aproximadas ;" (6)
1(x—), 0 = 0.16(.—), utilizando la malla
E=10"ye=4x10""

En particular, en la figura 4.12 se muestra la grafica de u y s sobre Sy, cuando 6 = 0.16
y en la figura 4.13 se muestra la solucion exacta y la que se recupera con el método sobre Sj.
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Figura 4.12: Graficas de la medicién exacta @(#) (—) y con error gs(6) (.—), 6 = 0.16 para
la fuente f(xz,y) = exp(z)sen(y) sobre el circulo, k = 102 y ¢ =4 x 1074

Figura 4.13: Gréfica de la solucién ’exacta’ 4(#)(—) y de la solucién aproximada u™%(6)(.—)
para § = 0.16 con la fuente f(z,y) = exp(x)sen(y) sobre el circulo, k = 102 y e = 4 x 1074

Finalmente, las figuras 4.14 y 4.15 muestran graficas de la solucién exacta u y de la
solucion numérica cuando d = 0.16, asi como la fuente exacta f y la que se encuentra con el
método f}', respectivamente.
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Figura 4.14: Gréfica del potencial exacto (lado izquierdo) y aproximado (lado derecho), en
la malla R2 con k = 10%, e =4 x 10~* y § = 0.16.

05

Figura 4.15: Grafica de la fuente exacta (lado izquierdo) y la aproximada (lado derecho), en
la malla R2 con k = 10%, e =4 x 10~* y § = 0.16.
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4.2.2. Region eliptica.

En este ejemplo, se considera una regién eliptica {2, con semieje mayor a de magnitud 1.3
y semieje menor b de medida 1. La fuente en la frontera se define por f(z,y) = exp(x) sen(y)
con (x,y) € Si. En este caso para hallar la solucién del problema de la fuente, la elipse Q; se
transforma en un circulo centrado en el origen, usando coordenadas elipticas: x = ar cos(6),
y = brsen(f), con 0 < r < 1y 0 < 60 < 27. Se toma como solucién ’exacta’ u a la
soluciéon numérica del problema. Se consideran tres mallas de la region eliptica €2;: malla
inicial eliptica MEI con 117 nodos y 200 elementos, la segunda malla se obtiene del primer
refinamiento regular RE1 de la MEI con 433 nodos y 800 nodos y un segundo refinamiento
RE2 con 1665 nodos y 3200 elementos. En la figura 4.16 se muestra la malla inicial de la
elipse.

Figura 4.16: Malla inicial MEI con 117 nodos y 200 elementos.

En la tabla 4.5 se muestran los resultados numéricos de los errores relativos de la soluciéon
para las mallas mencionadas anteriormente. En la tabla se puede observar que conforme se
refina la malla el método converge a la solucién.

Malla EI | Malla RE1 | Malla RE2
n 4 2 2
ER(uy,u) 1.0023e-1 | 4.7467e-2 3.1514e-2
ER(B(f"),%) | 9.6900e-2 | 5.3665¢e-2 3.7652e-2
ER(f, f) 1.3388e-1 | 1.2796e-1 1.2078e-1

Tabla 4.5: Errores relativos para distintas mallas en una regién eliptica para la fuente
f(x,y) = exp(x) sen(y) donde n representa el nimero de iteraciones, k = 102, ¢ = 8 x 1073.

En la figura 4.17 se pueden ver las graficas de la solucién ’exacta’ v y las aproximadas ujy
para las diferentes mallas sobre S}
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Figura 4.17: Graficas de la solucién excata y de las soluciones aproximadas sobre S para las
mallas EI (x-), RE1 (*-), RE2 (o0-), sobre Sy, de la region eliptica con f(z,y) = exp(z) sen(y).

Ahora, para observar la estabilidad del método se perturban los datos obteniendo los
resultados numéricos en la tabla 4.6 con los pardmetros k = 10%° y ¢ = 8 x 107*. Se puede
observar en dicha tabla que los errores relativos de la soluciéon ’exacta’ u y la aproximada
u;f’& son un orden menor o igual que el error que se agrega. De modo que el método también
es estable respecto a las perturbaciones en la regiéon eliptica.

4] 0 0.01 0.08 0.16
ER(ps,?) 0 1.4238e-2 | 8.6170e-2 | 2.0972e-1
n 2 2 3 3
ER(uZ’(S, u) 3.1514e-2 | 3.2436e-2 | 3.3398e-2 | 4.7592¢-2
ER(B( ,?’5),@ 3.7652e-2 | 3.8734e-2 | 4.0380e-2 | 4.9887¢-2
ER( ;;{f) 1.2078e-1 | 1.2619e-1 | 1.2798e-1 | 1.3566e-1
Tabla 4.6: Errores relativos en una regién eliptica RE2 para la fuente f(x,y) = exp(z) sen(y)
con diferentes datos perturbados @s, n representa el ntimero de iteraciones, & = 10% y
e=8x10""

En la figura 4.18 se puede observar el potencial ’exacto’ y los recuperados cuando los
datos tiene ruido sobre Sj.
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Figura 4.18: Grafica de la ’solucién exacta’ u(6)(—) y de las soluciones aproximadas ]’ (6)
sobre S para 6 = 0(x—), d = 0.01(0o—), § = 0.08(.—), 6 = 0.1(x—), § = 0.16(.—), utilizando
la malla R2 en la regién eliptica con f(z,y) = exp(z)sen(y), k = 10*° y e = 8 x 107

En la figura 4.19 se muestra la grafica de @ y @5 cuando § = 0.16 y en la figura 4.20 se
muestra la solucién ’exacta’ y la que se recupera con el método sobre Sy de la regién eliptica.

Figura 4.19: Gréficas de la medicién exacta u(6) (—) y con error u}’(d) (.—), § = 0.16, sobre
S1, para la fuente f(x,y) = exp(z)sen(y) sobre el circulo.
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Figura 4.20: Gréfica de la solucién ’exacta’ u(6)(—) y de la solucién aproximada u"*(8)(.—)
para § = 0.16 con la fuente f(z,y) = exp(x)sen(y) sobre la elipse.

Finalmente, las figuras 4.21 y 4.22 muestran graficas de la solucién ’exacta’ u y de la
solucién aproximada cuando § = 0.16, asi como la fuente exacta f y la que se encuentra con
el método, respectivamente.
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Figura 4.21: Grafica del potencial exacto (lado izquierdo) y aproximado (lado derecho), en
la malla RE2 con k = 10%°, e =4 x 10~* y 6 = 0.16.
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Figura 4.22: Grafica de la fuente exacta (lado izquierdo) y la aproximada (lado derecho), en
la malla RE2 con k = 10%°, e =4 x 10~* y 6 = 0.16.

Como se pudo observar, en esta region eliptica 2; el método también produce soluciones
convergentes que son estables respecto de las perturbaciones en los datos. Ademas, se pudo
notar que la propagacion del error en las soluciones es menor o del mismo orden que los
errores de las mediciones.

4.2.3. Region irregular.

A continuacién se muestran los resultados del ejemplo que se ha venido estudiando pero
ahora en una regién 2; irregular (poligonal), se consideran tres mallas: una malla inicial MII
que consta de 172 nodos y 290 elementos (ver figura 4.23), un primer refinamiento regular
RI1 de ésta con 633 nodos y 1160 elementos, y un segundo refinamiento R12 que contiene
2425 nodos y 4640 elementos.
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Figura 4.23: Malla inicial irregular MII con 117 nodos y 200 elementos.

La tabla 4.7 muestra los resultados numéricos de convergencia, utilizando las tres mallas
que se mencionaron de la region irregular. Para realizar estos calculos se utilizé una tolerancia
e de 4x 1072 y un valor de penalizacién es k = 10'7. Se puede observar que los errores relativos
disminuyen conforme se refina la malla, lo cual nos indica la convergencia del método.

Malla MII | Malla RI1 | Malla RI2

n 1 1 2
ER(u},u) 2.6315e-1 | 2.5931e-1 | 1.1795¢-1
ER(B(f'),) | 2.7408e-1 | 2.7152e-1 | 1.3038e-1
ER(f, f) 4.7945e-1 | 4.6344e-1 | 3.1672e-1

Tabla 4.7: Errores relativos para distintas mallas en una regién irregular para la fuente
f(z,y) = exp(x) sen(y) donde n representa el nimero de iteraciones, k = 1017, e =4 x 1072

La figura 4.24 muestra las graficas de la solucién ’exacta’ u y las soluciones aproximadas
uy en las distintas mallas.
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Figura 4.24: Gréficas de la solucién exacta(-) y de las soluciones aproximadas para las mallas
MII (O -), RI1 (*-) y RI2 (0-) sobre S; de la region irregular con f(z,y) = exp(x) sen(y).

Para ver la estabilidad del método se usa la malla RI2 pues es el error relativo de la
solucién ’exacta’ y la aproximada es el menor. Andlogamente a la metodologia que se ha
seguido, se toman diferentes datos perturbados de @5 con 6 = 0.01,0.08 y 0.16 cuyos valores
originan la desviaciones relativas en la tabla 4.8. Se puede observar que el mayor error relativo
en la solucién respecto a la pertubacion, se presenta para el valor de = 0.01 aunque sigue
siendo proporcional a la perturbacién.

) 0 0.01 0.08 0.16
ER(s,p) 0 3.8140e-2 | 1.2383e-1 | 2.0111e-1
n d 2 2 2

ERu?,4) | 1.1919e-1 | 1.2228e-1 | 1.4005¢-1 | 1.5314e-1
ER(B(f""),¢) | 1.3194¢-1 | 1.3351e-1 | 1.4972¢-1 | 1.6484c-1
ER(f f) | 3.1949%-1 | 3.2008¢-1 | 3.2999¢-1 | 3.3632e-1

Tabla 4.8: Errores relativos en una regién irregular RI2 para la fuente f(x,y) = exp(z) sen(y)
con diferentes datos perturbados s, m representa el ntimero de iteraciones, & = 107 y
e=06x1073.

En la figura 4.25 se muestran las gréaficas del potencial ’exacto’ u sobre S; junto con el
recuperado uZ"S cuando los datos tiene ruido.
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Figura 4.25: Gréfica de la ’solucién exacta’ (A)(—) y de las soluciones aproximadas a;"’(6)
sobre Sy para § = 0(x—), 6 = 0.01(0o—), 6 = 0.08(.—), 6 = 0.16(1—), utilizando la malla RI2
en la regién irregular con f(x,y) = exp(x)sen(y), con k = 10'" y e = 6 x 1073,

De manera particular, en las figuras 4.26 y 4.27 se muestran los datos perturbados y los
que se recuperan con el método, respectivamente.

02 | | | i | |
0

Figura 4.26: Graficas de la medicién exacta @(f) (—) y con error ps(#) (.—) con § = 0.16,
para la fuente f(z,y) = exp(x)sen(y) sobre la regién irregular con la malla RI2, k = 10'7 y
e=6x1073
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Figura 4.27: Gréfica de la ’solucién exacta’ u(6)(—) y de la solucién aproximada u"*(6)(.—)
sobre Sy para ¢ = 0.16 con la fuente f(x,y) = exp(x)sen(y) sobre la regién irregular con la
malla RI2, con k = 10" y ¢ = 6 x 1073,

Finalmente, las figuras 4.28 y 4.29 muestran graficas de la soluciéon ’'exacta’ u y de la
aproximada numéricamente cuando 6 = 0.16, asi como la fuente exacta f y la que se recupera
con el método, respectivamente.

Figura 4.28: Gréfica del potencial exacto (lado izquierdo) y aproximado (lado derecho), en
la malla RI2 con k = 10", e =6 x 1073 y § = 0.16.
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Figura 4.29: Grafica de la fuente exacta (lado izquierdo) y la aproximada (lado derecho), en
la malla RI2 con k = 10", e =6 x 1072 y § = 0.16.

De este modo, se puede concluir que para la regién irregular el método también pro-
porciona soluciones convergentes y estables respecto a la perturbacion en los datos. Por lo
tanto, ha quedado validado el método de solucién para el problema de deteccion de la fuente
volumétrica que ha sido propuesto en este trabajo.



Conclusiones

Al estudiar el problema de deteccién de fuentes volumétricas (PDFV) como un problema
de control distribuido se lograron obtener soluciones en forma estable para tres regiones
diferentes. Se empleo un método iterativo de gradiente conjugado para minimizar el funcional
propuesto y el método de elementos finitos para resolver numéricamente los subproblemas de
contorno en cada iteracion. La eficiencia del método propuesto se muestra con su aplicacion
a dos problemas con dos fuentes: una para una regién circular y la otra en tres regiones
distinta: circular, eliptica e irregular. Los resultados numéricos que se obtienen indican que
el método es convergente y estable. Ademéds cuando se agrega ruido a los datos @ sobre la
frontera, las soluciones numéricas que se obtienen difieren de la ’exacta’ por una magnitud
proporcional a dichas perturbaciones.

Otra contribucién fue el estudio del algoritmo de solucién para el problema de Cauchy.
Ademas se propuso otra alternativa de solucién para el problema de deteccién de la fuente
como un problema con condiciones Dirichlet.

La metodologia usada para resolver el PDFV es un método novedoso y una extension del
estudio realizado en [2]. Asimismo es posible acoplar el PDFV con el problema de Cauchy y
asi resolver numéricamente el problema inverso electroencefalografico para fuentes volumétri-
cas.

La forma en que se resolvié este problema tiene la ventaja de poder estudiarlo en regiones
tridimensionales usando la metodologia que se propone en este trabajo.
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Apéndice A. El Método de Elemento
Finito (MEF)

Considérese el siguiente problema

au—~yAu = f, en Q (3)
u = ¢go, sobre I, (4)

ou
7% = ¢, sobre I}, (5)

donde 000 =T = FO @) Fl.

La formulacién variacional asociada a este problema es: encontrar u € V; tal que

/aude+/7Vu-Vde:/fde+/ grvdl, (6)
Q Q Q r

para todo v € Vj y donde

Vo={ve H'(Q):v=0 sobre Iy} (7)
el espacio de funciones de prueba y

V,={ve H'(Q):v=ygy sobre Tg} (8)

el espacio afin.

A continuacion, se discretiza el dominio 2 por medio de elementos con el objetivo de
aproximar el espacio de funciones de prueba V y el espacio afin V,; por medio de espacios
de funciones de dimensién finita y asi poder encontrar soluciones aproximadas de tipo Ga-
lerkin. Las funciones base asociadas consistiran de funciones polinomiales por tramos sobre
subregiones de {2 llamadas elementos finitos.

Discretizacion del dominio

Dado el dominio €2, hay varias formas de subdividirlo en elementos. Para simplicar el
estudio se supone que 2 es poligonal y se escogen tridngulos como elementos de discretizacion.
Asi, se define

T, := conjunto de tridngulos 7" en la triangulacién de €2,
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donde h es el didametro maximo de los elementos de la malla.
La triangulacién debe satisfacer las propiedades que se describen a continuacién para
asegurar una aproximacién correcta de las funciones en Vj y V.

» El conjunto de todos los tridngulos forma el dominio y sus fronteras, esto es, Upe,, T' =
Q.

» Dos tridngulos Ty T” en 7, satisfacen sélo una de las siguientes propiedades:

e No se intersectan, TNT' = &

e Si se intersectan, lo hacen en un vértice comiin 6 en una arista comun.

= En la interface entre la frontera de Dirichlet 'y y la frontera de Neumann I'; debe
encontrase un vértice de la triangulacion.

Con esta triangulacién se construye la aproximacién al espacio H'({) que consiste de
funciones continuas que son lineales sobre cada triangulo,

Vi, = {’Uh € C(Q) : Uh‘T € Pl,VT € Th},

donde el pardmetro de discretizacién h se refiere al didmetro maximo de los tridngulos, C(€2)
indica el conjunto de funciones continuas en 2 y P; denota el conjunto de polinomios de
primer grado en R2.

Se denotara por ¥, al conjunto de vértices de la triangulacién. Es decir, P = (z1,x2)
estd en 1), si P es vértice de algun triangulo 7" de 75,. Asi, el conjunto de vértices de la
triangulaciéon mas el conjunto de tridngulos constituyen la malla triangular del elemento
finito: ¥, + 7.

Dado un vértice P € 9}, se define la funcion piramidal como aquella funcion pp € V}, tal
que

P =0pQ,

y su soporte es el conjunto de triangulos que tienen a P como vértice. Estas funciones forman
una base del espacio de funciones V}, que aproxima H'(§) y que se denotara por

Bh:{(PP:PEﬁh}-

Por lo tanto, V} es un espacio de funciones de dimension finita y su dimensién, dim Vj, es la
cardinalidad de 1, que consiste del niimero de vértices de la triangulacion.
De esta manera, dada cualquier u;, € V},, ésta se puede escribir en forma tinica como

un(r) = ) un(P)pp(z). (9)

Peyy,
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Aproximacién de la formulacién variacional

Para encontrar una solucién aproximada del problema variacional (6), se busca una apro-
ximacion del espacio de funciones de prueba (7). Para esto se introduce la siguiente notacién

N = numero de vértices de la triangulacion.

N; = numero de vértices interiores, son los vértices que no se encuentran en la frontera de
Dirichlet.

¥;, = conjunto de vértices de la triangulacién, {P;}Y,.
¥; = conjunto de vértices interiores, {P;} N
I = J ) ifi=1-
N

Up = conjunto de vértices en la frontera de Dirichlet I'y, {F;};Ly, .-

El conjunto de funciones en V}, que aproxima el espacio Vj en (7) se define como
Vo = gen{pp : P € I;}.

Con estos fundamentos se puede formular el problema variacional discreto asociado al
problema variacional (6):
Encontrar uy, € Vj, con u,(P) = go(P) para todo P € 9p tal que

/auhvth+/7Vuh-Vvth:/fvth—l—/ glvhdf, (10)
Q Q Q I

para todo v, € V. En términos de las funciones base, se tiene

/ aupppdd + / YVuy, - VppdS) = / fopdQ +/ Grppdl’,
Q Q Q r
para todo P € ¥;. Como uy € V), se puede escribir

up(z) = Zuh(P)SOP(x) = Z up(P)ep(z) + Z un(P)ep(r)

Ped Pev; Pedp

y considerando que uy,(P) = go(P) para todo P € Up,

up(z) = Y un(P)ep(z) + Y go(P)er(x). (11)

PE’[9[ PE’(9D

De este modo, sustituyendo (11) y v, = ¢q para cada @) € UJ; en el problema variacional
discreto (10), éste se puede replantear como:
Encontrar los valores u; = u,(P;), j = 1,... Ny, tales que

Ny

Zaijuj =fi, 1<i< N, (12)

J=1
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donde
a;; = oz/ wip;dr + 'y/ Ve, - Vy,dz, (13)
Q Q

fi= / feidx +/ grpidl’ — 04/ gopidr — ’Y/ Vgo - Vyidz. (14)
Q r Q Q

Noétese que la relacion (12) constituye un sistema de N; ecuaciones con N; incdgnitas,
que en forma matricial se puede expresar como:

ApUp = f, (15)

donde
Ap = {aih<ij<ng, Un = {un(Pj) hr<j<n; fo = {fithici<n;-

A la matriz Aj, se le llama matriz de rigidez y a fj se le conoce como vector de carga.
La matriz Ay, tiene ciertas propiedades que se enuncian a continuacion.

Propiedades de la matriz de rigidez

Desde el punto de vista tedrico, las propiedades més importantes de la matriz de rigidez
Ap son que es simétrica y definida positiva. Estas propiedades implican que el sistema de
ecuaciones (15) tiene solucién tnica. De modo que la solucién del sistema (15) tiene solucién
unica U, y por lo tanto el problema discreto (10) que aproxima el problema variacional (6)
tiene solucion tnica

un(2) =Y wi(P)pi(@) + Y go(Py)ip;(x).
Jj=1 Jj=Ni+1

Simetria. Es obvio que la matriz A, es simétrica, pues

a;j = a/ pip;dr + fy/ Vo, - Vodr = a/ pipidr + 'y/ Vo, - Vodr = aj;
Q Q Q Q

Positividad. Para demostrar que A, es definida positiva, se denotara a la i-ésima compo-
nenete de AU}, por

Ny
(AhUh)i = Z QiUj,
j=1

y supéngase que o > ag > 0y v > v > 0.
Entonces
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Ny

Ur AUy = ) ui(AU));
i=1
N] NI

= E E aijuiuj

i=1 j=1
N; N;

= > ) (a/ soi%derv/ Vi - Vs@ﬂ%) i
Q Q

i=1 j=1
Ny Ny

N[ NI
= ZUZ Z (Of/ %%‘dx) uj + Zuz Z (7/ Ve - V@jdiﬂ) Uj
i=1  j=1 Q i=1  j=1 Q
Ny Ny Ny Ny
= Zuia/ ©i (Z ujgoj> dzr + Zuﬂ/ V-V (Z uj%) dz
i=1 Q =1 i=1 Q j=1
NI N[ NI
= Zuia/ ity (z)dr + Zuw/ V; - Vuy(x)dx, con ap(x)= Zujgoj
i=1 Q i=1 L j=1
Nj Ny Ny
= a/ (Z uigol) ﬂh(a:')d:c—l—’y/ \Y (Z uigol-) -Vup(z)dx, con up(x)= Zujgoj
@ \i=1 @ i=1 j=1
Ny
= a/ Uy (z)up (z)dr + 'y/ Vay(x) - Vuy(z)de, con uy(z) = Zujgoj
Q Q j=1
Ny
= a/ |Eh(x)|2d:p—|—7/ |V, (z)||2dz, con y(x) = Zujcpj
Q Q j=1

Ny
> a0/|ﬂh(x)|2dx—|—’yo/HVEh(x)||2dx, con ﬂh(x):Zujcpj
Q Q j=1
> 0.

Por lo tanto, A;, es semidefinida positiva.
Para completar la prueba se debe verificar que

/Q |y, (z)]2dr = 0 (16)

/Q |V, (z)|*dx =0 (17)

implica que wp(x) = 0.
Supdngase que se cumplen (16) y (17) entonces se sigue que uy, es constante en {2 casi en
todas partes. Pero dado que @, (P;) = 0 para P; € I'y se concluye que u;, = 0.
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Sumabilidad. La matriz de rigidez, posee la propiedad de sumabilidad:
Q Q

= Z (04/ @i@jdx""Y/ V%"V%’dl’)
T T

TeTy
_ T
= g a’ij ,
TET)

donde
a;fg. = a/ pipidx + 7/ Vi - Vpjdz.
T T

Esta propiedad es muy importante en el método de elemento finito, pues se usa para ensam-
blar la matriz de rigidez de manera eficiente, desde el punto de vista computacional, asi como
para simplificar calculos.

Escasez de coeficientes distintos de cero. La matriz de rigidez es una matriz rala y
los coeficientes distintos de cero dependeran de la triangulacion y de como se enumeren los

nodos en la malla, puesto que si a;; # 0 sélo si P; y P; son vértices adyacentes en la malla
triangular.

Calculo de los coeficientes a;; y f;

Para hallar los coeficientes a;; se deben calcular los dos términos integrales en (13) como
se vera a continuacién. Antes, se introduce la siguiente notacién:

ne : nimero de elementos (triangulos) en 7,

T, : elemento e-ésimo con e = 1,2, ...ne.

Ciélculo de [,v(2)Vy; - Vy,dx
Por la propiedad de sumabilidad,

[ 1@ Vesin =3 [ 2@V T (18)
e=1 e

De modo que todo se reduce al calculo de las integrales por elemento.
Si y(z) es constante, y como ¢; restringida a cada triangulo T, es un polinomio de primer
grado se tiene que Vy; es una funciéon vectorial constante sobre cada triangulo T,, entonces

/ Y(x)Vi - Vojdr = V; - V%‘ITE/ v(x) dx = y(z) Vi - Vil |Tel,

e e

donde |T¢| representa el drea del elemento e y Vi; - Vi;|,. denota el valor del Vi, - Vi,
sobre cada triangulo T, el cual es constante. Por lo tanto, en este caso,
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/Q V(#)Vi - Vs = A() Vigi - Vipjly. | To]

Siy(z) no es constante entonces la integral [, () dz no se puede calcular analiticamente
€
y se debe recurrir a la integracién numérica. En este caso, se usa la regla de Simpson ya que
es exacta dado que las funciones base son lineales, de modo que

3
| 7]

[ a@de =Y 0m.) + 00,

k=1

donde My, es el punto medio de las aristas del elemento e.

Ciélculo de [, ¢;p;dx
Por la propiedad de sumabilidad

// SOiSOjdl" = Z%‘%’d?@-
Q e=1

Sea 1 = g(e, \) e i = g(e, i) la numeracién global de los nodos donde e es el elemento y A, p
son el nimero de nodo local. Entonces

// saisojdw=// Plpndr,
Te Te

donde ¢f y ¢, son las funciones base del elemento e con nodos locales A y p. Como puede
notarse, esta ultima integral puede calcularse directamente en los elementos T'e utilizando
las coordenadas de sus vértices.

Ciélculo de [, Vg - Vy;dz

El célculo de esta integral es andloga al célculo de la integral en (18) excepto que en este
caso la funcién gy se extiende a la frontera.

Calculo de [, fy;dx

Usando la regla de Simpson se puede aproximar la integral de la siguiente forma

T 3
[ fodr = EAS sanp0n)

k=1

Anélogamente a esta integral se cdlcula fQ Jopidx.
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