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. Parte 1

Introduccion



La Quimica Cuéntica es la disciplina que proporciona el marco tedrico Y concep-
tual que permite elucidar e interpretar la mayoria de los fenémenos de interés quimico.
A pesar de que los fundamentos basicos de esta disciplina cientifica fueron completa-
mente desarrollados desde los inicios de la Mecanica Cuantica en la primera mitad del
siglo XX, su aplicacién practica ha dependido casi completamente del desarrollo tec-
noldgico de las computadoras de alta velocidad y gran capacidad de almacenamiento
de informacion. De esta forma, no ha sido sino hasta la ultima decada en que las su-
percomputadoras y estaciones de trabajo de alto rendimiento, son mas accesibles a los
investigadores, io cual ha permitido un desarrollo sorprendentemente acelerado de la
Quimica Cudntica. La validez de sus postulados ha sido probada exitosamente en una
variedad de sistzmas atémicos y moleculares determinando con gran precisién muchas
de sus propiedades y en coincidencia con los datos experimentales. Sus métodos de
calculo estan siendo aplicados a sistemas electrénicos cada vez mavores, de interés
bioldgico y tecnoldgico. Es asi que actualmente existe un gran interés de esta cien-
cia en el disefio de firmacos y en el desarrollo de nuevos materiales. Estas y otras
aplicaciones de la Quimica Cudntica han motivado a los no especialistas a utilizar
cada vez con mayor frecuencia técnicas tedricas de analisis en su trabajo de investi-
gacion, en la mayoria de los casos, adquiriendo paquetes computacionales de quimica
tedrica que los especialistas en el campo desarrollan y venden a empresas creadas para
comercializar este tipo de programas para usuarios finales en universidades, centros
de investigacién e industrias. El riesgo que esto conlleva es evidente: muchas de las
técnicas y métodos comunmente utilizados en estos programas de calculo tienen limi-
taciones que dificilmente serian tomadas en cuenta por investigadores sin preparacién
en el campo. Asi, el boom de los métodos de la quimica cuantica entre los no especia-
listas podria provocar una rapida propagacién de errores en el calculo de observables
y falsas interpretaciones de ciertos fenémenos quimicos. Para ilustrar lo anterior dis-
cutimos en lo siguiente un problema fundamental al que se enfrentan las técnicas de

analisis y los métodos predictivos de la Quimica Cuantica, problema que dicho sea



de paso, no es reconocido como tal por la mayoria de los quimicos tedricos ¥y que ha

motivado la investigacién que se reporta en esta tesis.

Los célculos de la Quimica Cuantica se basan en la determinacién de la funcién de
onda definida por la ecuacién de Schrédinger. Para resolver esta ecuacién se han desar-
rollado muy diversos métodos que, en lo general, pueden clasificarse de acuerdo a dos
tipos: las que incorporan el principio variacional en el formalismo y las que se guian
de acuerdo a la teoria de perturbaciones. En el primer caso, se utiliza un criterio de
minima energia para obtener la funcién de onda, en el segundo, se modela el Hamilto-
niano y se determinan propiedades a diferentes ordenes de la perturbacién. La mayoria
de los calculos cuanticos que son ampliamente utilizados para determinar v analizar
estructuras electrénicas hacen uso del método variacional por dos razones basicas:
por ser la energia total el observable fisico de mayor interés y porque el método es
de facil aplicacidon. A pesar de que proporciona resultados muy confiables, el método
tiene una fuerte limitacién. De acuerdo a los fundamentos del principio variacional,
el obtener una buena energia no necesariamente implica obtener urma buena funcidn
de onda [76]. Esto es, en este método, las propiedades no necesariamente se obtienen
con la misma precisién que para la energia. Un ejemplo muy claro de esta limitacidn
se observa en e! calculo del término de contacto de Fermi (TCF) para el atomo de
litio, propiedad extremadamente sensible a la buena representacién de la densidad
electrénica en el nicleo. Esquivel et. al. [21] obtuvieron un valor tedrico en exce-
lente concordancia con el valor experimental usando una funcién de onda que contiene
el 99.1% de la energia de correlacién (EC), especialmente construida para represen-
.tar adecuadamente la densidad electrdnica, restringiendo el método variacional a la
convergencia de la densidad en lugar de la energfa. En contraste, King (53] con una
funcién de onda que incluye mas del 99.9% de la EC, obtiene practicamente la energia
exacta empleando hasta el limite el método variacional, sin embargo. no consigue un
valor para el término de contacto de Fermi acorde con el experimental. Por lo tanto,

es claro que existe una fuerte limitacién en el método variacional para determinar
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con precision y confiabilidad la funcién de onda, la densidad electrénica, y por ende,
muchas otras propiedades fisicas. El problema puede entenderse por el caracter no
local que el criterio energético proporciona; propiedades tales como el citado TCF
son de caracter local, lo que dificulta su determinacién. Las regiones muy cercanas
al nicleo y muy alejadas de éste, estdn en general, pobremente caracterizadas en el
método variacional. La energia es un criterio global que promedia los errores de la
funcién de onda lo cual permite obtener una excelente energia sin la necesidad de que
todo el espacio configuracional esté adecuadamente descrito. De particular interés por
su relevancia fisica es, sin embargo, que las propiedades derivadas de la distribucién

electrénica estén adecuadamente representadas.

Por lo anteriormente expuesto, resulta de la mayor importancia en Quimica Cuan-
tica el encontrar criterios mas sensibles que la energia para obtener funciones de
onda precisas, cue describan adecuadamente el sistema y que permitan determinar la

calidad de la funcion de onda en cualquier etapa del calculo.

En anos recientes. ha surgido un gran interés por incorporar algunos criterios
fisicos o matematicos de prueba para la calidad de la funcién de onda. Kari etf.al.
[57], por ejemplo, proponen que la longitud del vector gradiente de la energia respecto
a los exponentes orbitales es el mejor criterio de calidad. La incorporacién del com-
portamiento local de la funcién de onda para refinar el método variacional ha sido
explorado por King ¢t.al. [54]. Poirier et.al. [75] realizan un estudio sistematico con
cuarenta bases diferentes y calculan energias y geometrias del H.S, con el objeto de
reflejar la influencia de la base en estas propiedades. En un estudio posterior ex-
.tienden esta comparacidn a algunas propiedades monoelectrénicas y sugleren que las
energias y las geometrias de las moléculas no deben ser los tinicos criterios para selec-
cionar bases. Thakkar et.al. [81] calculan valores medios en espacio de momentos v de
posicién analizando con ello la calidad de diferentes bases. También encuentran que
el mejorar el coeficiente del virial no necesariamente conduce a una funcién de onda

mejor respecto a las propiedades dependientes del espacio de posiciones y momentos.
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Finalmente, Cederbaum y Meyer [11] han desarrollado un método para construir or-
bitales naturales dedicados especificamente al calculo de valores esperados diferentes

a la energia.

Algunos de los mas recientes intentos por abordar el problema variacional se basan
en la utilizacién de ciertas teorias matematicas que. por su generalidad, permiten
obtener criterios adecuados para el analisis de funciones de onda. La teoria de la
informacién y el analisis funcional son dos ejemplos de estas teorias que encuentran
aplicacién en muy diversas ramas de la ciencia y tecnologia pero que, sin embargo,
no habian sido empleadas en la Quimica Cuantica.

La teoria de la informacién es una disciplina probabilistica que establece concep-
tos importantes para el analisis de funciones de distribucién. Dentro de esta teoria
se introduce la llamada entropia informacional. la cual representa una medida de
la informacién contenida en un sistema. Asimismo. se postula el principio de en-
tropia mdrima que establece que si existe mds de una distribucién de probabilidad
que describa un sistema, la distribucién correcta es la que maximiza a la entropia
informacional. Dicha teoria desarrollada originalmente por Shannon [84] nace como
una teoria especial de comunicaciones para el andlisis de redes de comunicacién. Sin
embargo, encuentra aplicacion inmediata en el analisis de poblaciones, aumento de
imagenes y reconstruccion, analisis de probabilidades para un amplio rango de pro-

blemas practiccs, y mas recientemente, en diversas ramas cientificas y tecnolédgicas.

La estructura de esta disciplina proporciona formas directamente adaptables a
diversos problemas quimicos y fisicos. Ejemplo de ésto es el uso de la metodologia
.para la elucidacidn de estructuras cristalinas dentro de la cristalografia de rayos X
(39, 91, 13]. Dentro de las aplicaciones especificas de la teoria de la informacidn en la
Quimica Cudntica, por citar sélo algunas, se encuentra el trabajo de Maroullis et. al.
[68] quienes investigaron el uso de la teoria de la informacion en el analisis de la calidad
de propiedades moleculares y conjuntos de base, formulando un procedimiento para

mejorar la calidad de una funcién de onda. Gadre v Sears [31] emplearon exitosamente
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el principio de entropia maxima para analizar datos de perfiles de Compton. Ademas,
Gadre et.al. [34] han realizado una variedad muy amplia de estudios con itomos a
nivel Hartree-Fock por medio de la suma de las entropias informacionales de posicion
y de momento como criterio de estabilidad propuesta por Bialynicki-Birula et. al.
(8]. Estos autores concluyen con sus trabajos que esta cantidad crece al aumentar
la calidad de la funcién de onda, ademds de que en el estado basal muestra su valor
minimo. Asimismo afirman que la suma de entropias representa una medida mas
adecuada de la cantidad de informacién contenida en la densidad. Ho et. al. (46,
47] realizaron un estudio similar pero con funciones de onda correlacionadas vy con
funciones de base gaussianas llegando a conclusiones semejantes. No obstante la
creciente aplicacién de estos conceptos, el significado fisico de la entropia de sistemas
electrénicos es aln incierto, en este sentido, recientemente Collins [12] ha establecido
una relacion entre la entropia definida por Jaynes v la energia de correlacién, dando

un significado fisico a la entropia de la teoria de la informacién.

Otro de los criterios matematicos mas novedosos dentro de la Quimica Cudantica
es el proporcionado por el analisis funcional referido al concepto de la métrica de
funciones. Por medio de los fundamentos de esta teoria, es posible establecer el con-
cepto de distancia entre dos funciones, que establece la idea de la cercania o lejania
entre dos funciones cualesquiera como entre puntos en el espacio euclideano. Este
criterio sin embargo. ha sido menos aplicado que el de la entropia informacional.
Dentro de los pocos trabajos publicados se encuentran los siguientes: Garcia de la
Vega et. al. [35] utilizaron criterios del analisis funcional para analizar la calidad de
[funciones de onda atémicas. Ciowlowski [14] utilizé este criterio en moléculas para
obtener geometrias moleculares dptimas y para analizar trayectorias de reaccién. Fi-
nalmente, Esquivel ef. al. [21, 22], analizan el proceso de convergencia en densidades
atomicas de varias secuencias de distinta calidad por medio de secuencias de Cauchy

para obtener funciones dptimas para propiedades distintas de la energia.

No obstante estos alentadores avances, los estudios con este tipo de metodologias
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son relativamente escasos a pesar de su evidente potencialidad. La motivacién de este
trabajo surge de la necesidad evidente que existe dentro de la Quimica Cuantica de
proponer criterios y metodologias no energéticas que permitan tratar este problema en
forma general. A través de esta investigacion tratamos de encontrar criterios globales
que puedan ser utilizados para estimar la calidad de una funcién de onda, mediante
criterios matematicos del andlisis funcional y de la teoria de la informacién. En este
estudio hemos explorado técnicas del andlisis funcional utilizando la métrica de los
espacios normados L¥ y de la teoria de la informacion a través de las definiciones de
entropia informacional dadas por Shannon como criterios para determinar la calidad
de una funcidn de onda, por medio de densidades electrénicas en atomos. Adicional a
esto, hemos encontrado interesante estudiar la llamada conjetura de Collins [12], con
el fin de proporcionar un significado fisico para la entropia informacional en sistemas
electrénicos.

El objetivo fundamental de este trabajo consiste en estudiar el efecto del proceso
variacional en las densidades elecirdnicas y de diversas propiedades wonoelectronicas
a través de criterios matemdticos generales.

Asi, a través de esta investigacion tratamos de contestar cuestiones tales como:
(1) isigue la densidad una trayectoria definida en el proceso variacional?, (11) ;es
ésta diferente a la que conduce a la minima energia? , (iii) ,estan relacionadas las
trayectorias de la entropia y de la distancia?, (iv) ;tienen sentido fisico los extremos
de estas trayectorias?.

Esta tesis se encuentra dividida en tres partes, en la primera se presenta la in-
.troduccion, en la segunda (Capitulos 1 al 4), se describen los fundamentos teéricos
necesarios para este estudio y se revisan los resultados de otros autores. En la tercera
parte se presentan los resultados y su discusién y las conclusiones de este trabajo
(Capitulos 5, 6 y 7).

En el Capitulo 1 se plantea el problema fundamental que aborda este trabajo. En

€l se presentan basicamente las limitaciones del principio variacional. Para ello pre-
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sentamos las dos metodologias mas generales utilizadas en Quimica Cuantica, la teoria
de perturbaciones y el método variacional. Exponemos las ventajas y limitaciones de
los métodos perturbacionales y del método variacional. Esta tesis se basa fundamen-
talmente en el analisis de las densidades electrénicas y sus propiedades, es por ello
que en el Capitulo 2 se trata el formalismo para el calculo de la densidad electrénica
y varias de sus propiedades. Con el propésito de analizar el cambio que sufre la den-
sidad en el proceso variacional usaremos criterios de la teoria de la informacion v del
analisis funcional, los fundamentos y aplicaciones a problemas quimico-cuanticos se
describen en los Capitulos 3 y 4, respectivamente. A lo largo de esta investigacién
empleamos diversos modelos de construccién de densidades electrénicas para stomos
bielectronicos y trielectrénicos: tres modelos de particulas independientes y el método
de interaccién de configuraciones, lo cual se presenta en el Capitulo 5 de la tercera
parte. El Capitulo 6 estd constituido por el anélsis v discusién de los resultados
obtenidos. En el Capitulo 7 se presentan las conclusiones de la tesis. Finalmente, en
los Apéndices se encuentra el desarrollo de las ecuaciones del métodp de Dalgarno y

su aplicacién en la construccién de densidades de helio y litio.
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.Parte 11

Antecedentes
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CAPITULO 1

Métodos Aproximados en

Quimica Cudntica

Dentro del formalismo de la Mecanica Cudntica existen muy pocos ]-)roblemas fisicos
para los cuales podemos encontrar soluciones a la ecuacién de Schrédinger en forma
de funciones analiticas simples. Sin embargo, existe una amplia variedad de métodos
aproximados cdn aplicaciones practicas. Estos pueden clasificarse en dos grandes
tipos: los que incorporan el principio variacional en el formalismo ¥ los que se guian
de acuerdo a la teoria de perturbaciones.

En la teoria de perturbaciones se propone un Hamiltoniano de orden cero Yy un
operador perturbacional, en base a los cuales es posible plantear ecuaciones, funciones
“de onda y energias de diferentes ordenes de precisién. Las aplicaciones de la teoria
de perturbaciones pueden ser enfocadas principalmente de dos formas. La primera
se centra en el calculo de niveles de energia y la segunda en el cilculo de valores
esperados y otras propiedades de itomos y moléculas. Esta iltima, que es la que
mas nos interesa, comenzd con el trabajo de Sternheimer [82] y fue desarrollado por

Dalgarno y Schwartz [18].
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Existen dos ventajas fundamentales de esta teoria, la primera de ellas es que gen-
eralmente se puede obtener suficiente precision con el solo conocimiento de la funcién
de onda perturbada a primer orden. De tal funcién, la energia puede ser obtenida con
una precision a tercer orden y, a través de la teoria de doble perturbacidn, se pueden
calcular valores esperados de otras propiedades diferentes a la energia precisos a se-
gundo orden. Esto dltimo permite tener tanto propiedades como energias, del mismo
orden de precisién con sélo utilizar funciones de onda a diferentes ordenes de pertur-
bacién. La segunda ventaja de la teoria es que la forma funcional de la funcién de
onda perturbada se establece por el Hamiltoniano mismo, en contraste con los métodos
variacionales donde la funcién de onda de prueba es arbitraria. Sin embargo, a pesar
de estas ventajas evidentes existe un inconveniente que ha limitado mucho el uso de
esta teoria, especialmente para aplicaciones que dependen de la funcién de onda. Esta
desventaja consiste en que la mayoria de los desarrollos realizados a la fecha son tan
complicados que su aplicacién a sistemas multielectrénicos se reduce considerable-
mente, siendo estos litiles sélo para sistemas atémicos con muy pocos electrones. Asi,
la utilizacién de esta teoria en sistemas polielectrénicos y moleculares ha sido muy

poco explorada.

En los métodos variacionales, que han sido los mas ampliamente utilizados, se
parte de la existencia de una cota inferior para la energia y de acuerdo a este prin-
cipio de minima energia es que se determina la funcién de onda del sistema. Sin
embargo, existe una desventaja evidente en este tipo de métodos: en el proceso de
construccin de la funcin de onda, el obtener la energia minima no necesariamente
.implica obtener una buena descripcién del sistema [76]. Esto se debe fundamental-
mente a que no existe un principio variacional equivalente para determinar la mejor
funcién de onda en términos de otras propiedades, en particular, de la distribucidén
electrénica, proniedad que representa la variable basica de teorias contemporaneas de
la materia (70] y que ademas proporciona suficiente informacién en la interpretacion

de multiples fenémenos de interés quimico. En términos de la teoria de perturbaciones
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este problema puede interpretarse de la siguiente forma: mientras que la energia total
calculada por medio de la funcién de orden cero es exacta hasta segundo orden, la
mayoria de las propiedades fisicas calculadas con tales funciones son precisas sola-
mente a primer orden. El método variacional resulta asi insatisfactorio como solucién
general para el cdlculo de propiedades diferentes a la energia.

El objetivo de este capitulo consiste en exponer estas dos teorias generales de
forma breve, plinteando sus limitaciones y que a la fecha no ha sido posible resolver
satisfactoriameute. Esto nos lleva al problema fundamental que este trabajo intenta
abordar: encon:rar criterios que, aplicados a los miétodos variacionales (o bien, a los

perturbacionales), sirvan para la obtencién de funciones de onda globales precisas.

1.1 La Teoria de Perturbaciones

La teoria de perturbaciones estd disefiada para tratar sistematicamente con los efectos
de alguna perturbacion (pequeiia o grande) sobre un sisteina fisico cunndo el efecto de
esta es matematicamente demasiado dificil de calcular exactamente v las propiedades
del sistema sin perturbar son conocidas. En esta seccidn vamos a enfocar la teoia de
perturbaciones al calculo de propiedades.

Uno de los *>oremas mas importantes de la teoria de pertrubaciones es aquel que
establece que el conocimiento de la funcién de onda de n-ésimo orden es suficinte para
deteminar la erergia a un orden (2n + 1). Asi, la energia total calculada por medio
de alguna funcién de onda perturbacional, siempre serd mas precisa que el resto de
Jas propiedades fisicas calculadas con tal funcién.

En esta seccidn vamos a discutir la teoria de perturbaciones de valores espe-
rados de operadores diferentes a la energia. Las propiedades mas importantes de
estados particulares de un sistema son de dos tipos, ambas asociadas al operador
perturbacional. Las propiedades de primer orden tales como dipolos permanentes

y momentos cuadrupolares, susceptibilidades diamagnéticas v densidad de carga en
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el nicleo, son los valores esperados directos del operador W (ver seccién 1.1.2), el
cual es generalmente la suma de operadores monoelectrénicos. La propiedades de se-
gundo orden incluyen polarizabilidades eléctricas, susceptibilidades paramagneéticas,
constantes rotacionales pticas, constantes de acoplamiento espin-espin, constantes
de apantallamiento nuclear, y constantes de interaccién de largo alcance de Van der
Waals. El cédlculo de las propiedades, tanto de primer orden. como de segundo or-
den, comienza en general, con una funcién de onda aproximada que es la funcién de
onda exacta de algiin dtomo o molécula. El objetivo de esta seccién es mostrar cémo a
través de la teoria de perturbaciones es posible calcular propiedades precisas al mismo
orden que la energia. Para ello, primero presentamos la teoria de perturbaciones de
Rayleigh-Schrodinger para estados no degenerados, y enseguida establecemos los fun-
damentos de la llamada teoria de doble perturbacién, desarrollada por Hirschfelder

et. al [43].

1.1.1 Teoria de Perturbaciones de Rayleigh-Schrgdinger para

Estados no Degenerados

En la teoria de perturbaciones el Hamiltoniano H se expresa como la suma de un
Hamiltoniano H'9), cuyas funciones propias son conocidas, y otro, V1. De forma que

tenemos un Hamiltoniano H que es ligeramente diferente de otro H(9) cuva ecuacidn
HOpl0) = pLo);(0 (1.1)

se puede resolver exactamente. Llamaremos al sistema con Hamiltoniano H(9) el sis-
‘tema no perturbado vy al sistema con Hamiltomniano H el sistema perturbado y la
diferencia entre ambos, la perturbacién V. Nuestro objetivo es hallar valores propios
y funciones propias de los sistemas perturbados conociendo los de los sistemas no

perturbados. Para ello suponemos que la perturbacién se aplica en pequenas eta-

1En este capitulo vamos a utilizar la notacién de Hirschfelder por conveniencia. En capitulos

posteriores llamarszmos a V', H(1),
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pas dando un cambio continuo desde el sistema no perturbado hasta el perturbado.
Matematicamente esto corresponde a introducir un parametro A en el Hamiltoniano,
de manera que

H=HO 4V (1.2)

donde H(® es el Hamiltoniano de orden cero, V es la perturbacién al Hamiltoniano
¥ A tiene valores entre 0 y 1. Podemos observar de esta ecuacién que cuando A = 0
tenemos el sistema no perturbado y que a mayores valores de A, la perturbacién va
aumentando; finalmente vamos a imponer A = 1, pero se introduce por conveniencia.

La ecuacion de Scrhoedinger en este caso es:
(HIO) AV, = E, 0, (1.3)

si desarrollamos la energia y la funcién de onda en series, en términos del parametro

A, podemos obtener para el n-ésimo estado del sistema perturbado, las sigulentes

expresiones
Wn = i + AP+ AT 4 . (1.4)
En=EQ $ AED £ N2 ED 4 (1.5)
(k kot k a* g™ :
donde wﬁ, ) = %98—’::——],&0 y B = ﬁTfi’—h:o representan las correcciones de -
ésimo orden a la funcién de onda y a la energia respectivamente, del n-ésimo estado.

Utilizando las Ec. (1.4) y (1.5) en la Ec. (1.3) y agrupando en potencias de A
obtenemos las ecuaciones de orden cero, primer orden, segundo orden, etc.. de acuerdo

a la potencia de A:

Hfo)u’vﬁ,‘” + A (V,ﬁ&o) + Hio),wi;l)) + A2 (H?O)d)f,g) + V%l)) +
= B0 + A (B0 + EPwY) 4
A? (Eff’ws,o’ + ENulD + Ei,“r'wﬁ,"”) + o (16)

Suponiendo convergencia para A, los coeficientes de cada potencia de A en ambos lados

de la igualdad deben ser iguales, con ello obtenemos una ecuacién para cada potencia,
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por ejemplo, para los coeficientes de A% obtenemos la ecuacién de Schréedinger del
sistema no perturbado, la cual no nos proporciona informacién adicional. La ecuacion

de los coeficientes de A! es:
(HO = Byl = (B - V)l (1.7)

.. ) . .. 1 -, ..
Esta ecuacién contiene la funcién ¥ ), que es la correccion a la funcién de onda de

primer orden. Resolviendo esta ecuacidn obtenemos

E = ) (1.8)
ES) < (0))
. n 0
un! = > = ©0) _ o) i (1.9)
JEn &n T &

De esta manera. la funcién de onda perturbada a primer orden queda expresada

por medio de la siguiente relacién:

20 (0)”] 0)>
0
¥, = vl +Z e v (1.10)
j#n n - -

1.1.2 Teoria de Doble Perturbacién

Para la determinacién de las propiedades por medio de la teoria de perturbaciones
es necesario conocer al menos la funcion de onda de primer orden. La ecuacién (1.9)
no puede conocerse en forma cerrada debido a la suma infinita de estados, es por
ello que Dalgarno, Lewis y Stewart [18, 19] proponen un método alternativo que
permite calcular valores esperados de operadores a través de ecuaciones mas simples
(ver Apéndice A).

Los valores esperados pueden aproximarse como energias perturbacionales asocia-
das con un operador W por lo que la herramienta apropiada para calcular las correc-
clones de una manera sistematica es una teoria de doble perturbacién propuesta por

Hirschfelder et. al. [43] la cual se basa en el Hamiltoniano
H=HO 4 \V 4 4V, (1.11)
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La resolucion de la ecuacién 1.11 es aparentemente muy complicada debido a que
la obtencién de soluciones explicitas para el caso en que se tenga repulsién inter-
electrénica, requeriria el conocimiento de la funcién ¥{!). Sin embargo. utilizando las
ecuaciones desarrolladas por Dalgarno y sus colaboradores {18, 19] no es necesario
encontrar tales funciones para evaluar las correcciones de primer orden de los valo-
res esperados, de forma que estos se pueden expresar en términos de integrales que
involucran soluciones de las ecuaciones perturbacionales monoelectrénicas de primer
orden. Esta alternativa ha sido planteada y explotada por Dalgarno ef. al. a través
de la integrabilidad de las ecuaciones de primer orden monoelectrénicas pudiéndose
evaluar las correcciones de valores esperados para una variedad de operadores.

Las ecuaciones perturbacionales de Rayleigh-Schrédinger de la subseccién 1.1.1
son facilmente generalizadas para el problema de doble perturbacién donde el Hamil-
toniano esta dado por la Ec. (1.11). La ecuacién de valores propios en este caso
es

(HO 4 AV 4 uIV)¥ = EV. . (1.12)

La suposicién basica para su resolucién es que la funcién de onda ¥ y la energia E

pueden desarrollarse en series de potencias dobles en \ y 4,

i‘ m} (1.13)

uMB

At (1.14)

Las ecuaciones de diferentes ordenes se pueden deducir a partir de las Ec. (1.12),

uMB

'(1.13) y (1.14) y tienen la forma general
H©Ogp(rm) L yfn=tm) 4 i(nm=1) _ Zzs‘f k) pln=im=k) (1.15)
j=0k=0

donde se ha impuesto el valor de uno para A y #. Una expresidn general para los

términos mezclados de la energia, ™™ puede obtenerse multiplicando la ecuacién
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(1.15) por ¥ e integrando sobre todo el espacio,

€rm = @Y™ + (] D)
— DD UL = §i08k0 — Sjnbrm](wlp IR (1.16)
J=0k=0

Valores Esperados

Las propiedades de primer y segundo orden (IV) v (Q) asociadas con el operador
W pueden ser expandidas en potencias de los parametros perturbacionales A y los
coeficientes expresados en términos de las energias perturbacionales ("™

La expresion para calcular las propiedades de primer orden es

o0
(W) = Z/\"s‘"'l) (1.17)
=0
y para las propiedades de segundo orden,
0
Q) = Z Anz(n) . (1.18)
n=0

La forma mas conveniente de expresar las energias perturbacionales dobles es la
desarrollada a través del teorema de intercambio de Dalgarno es cual esencialmente
dice que es posible expresar esta energia en términos de las funciones [W-perturbadas,
(%™ s decir, podemos intercambiar las expresiones que involucran a W y(lm) por
otras con Vy(0m+1)

De esta forma, las expresiones para los valores esperados son
(W) = (0l[W+ F(H - (H))+ (H — (H))F]|v) + O(A*) (1.19)

(Q) = (WIW'F +G(H - (H)) + (H - (H))G] + |[FI*(H — (H))]|¢) + O()\?) (1.20)

donde W' = W — ¢(0.1) y F y G son operadores que utiliza Dalgarno para calcular
la funcién de onda perturbada a primer y segundo orden, respectivamente: y(0!) =

Fl00) y 4(0.2) = Gy(0.0) ¥y que pueden calcularse analiticamente a través de un
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conmutador como se indica posteriormente en el Capitulo 5 y en el Apéndice A. Por
medio del método para hallar F y G podriamos calcular estas funciones de forma
explicita® y las integrales de las Ec. (1.19) vy (1.20) pueden resolverse directamente,
por lo tanto, (W) se puede calcular ezactamente al mismo orden de precision que la
energia (es decir, a un orden de \?).

Para resolver la Ec. (1.15) es necesario recurrir al método desarrollado por Dal-
garno, Lewis y Stewart [18] cuyos fundamentos se presentan el Apéndice A Y que se

pueden generalizar directamente para el caso de la teoria de perturbaciones doble.

1.2 El Método Variacional

El método variacional funciona basicamente de la siguiente forma: supongamos que
queremos encontrar las funciones y valores propios de algiin Hamiltoniano. El valor
esperado de este Hamiltoniano es calculado por medio de una funcidn de prueba la
cual es una aproximacidn a la funcién de onda exacta y que se supone l‘)ien comportada
y razonable para el problema bajo consideracién. La funcién de prueba es entonces
variada y para cada nueva funcién se evalia el valor esperado del Hamiltoniano. De
acuerdo con el principio variacional, cada uno de estos valores esperados son siempre
mas grandes que el valor esperado exacto del Hamiltoniano. Por lo tanto, se trata
de cambiar la funcién de onda para hacer que éste sea lo mas pequeno posible. Es
importante senalar que en este método aparece de manera natural un parametro para
evaluar la precisién de diferentes soluciones aproximadas.

Consideremos la ecuacion de Schroedinger independiente del tiempo,
HY = EV, (1.21)

donde ¥ y E son la funcién y energia exacta del Hamiltoniano H. respectivamente.

En general, la forma matematica del Hamiltoniano es tal que esta ecuacidén no es

2Solamente para el caso en el que la perturbacién dependa de una sola variable, como se vera mas

adelante.
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separable en ningin sistema de coordenadas conocido, de manera que no podemos
hallar la forma analitica de la funcién ¥. Consideremos ahora una funcién arbitraria
& sujeta a la tnica restriccién de que es normalizable sobre el espacio configuracional
del sistema cuya funcién de onda es . Supongamos que esta funcién ¢ es una
aproximacidn a la funcién de onda ¥ y que difiere de ella por no mas que una variacion

de primer orden,

=V + 46V (1.22)
en base a esta funcién, consideremos el siguiente funcional

e (EHIE) .
fel = T (1.23)

Se puede demostrar que este funcional es una aproximacién a la energia exacta E y
difiere de ésta por sélo un término de segundo orden (=)

(cU|H ~ E|=W)

{€l)

el = £ + (1.24)

»

podemos apreciar que aunque la funcién de prueba ¢ tiene un error a primer orden,
para la energia total es sélo a segundo orden.

Existe ademas un principio importantisimo para el método variacional: el principio
variactonal, el cual establece que

s> E, (1.25)

es decir, cualquier funcién de prueba £ conduce a un valor de energia que nunca es
menor que la energia del estado basal del sistema E,.

. Este resultado permite escoger la mejor funcién de onda de entre varias alternati-
vas sobre la base del criterio de minima energia. lo cual constituye el mayor acierto de
esta teoria. Sin embargo, existe una fuerte limitacién en este principio, ya que la en-
ergia se convierte en un criterio insensible con respecto a la mejor funcidn para otras
propiedades fisicas [76]. Desgraciadamente, la Ec. (1.24) que garantiza que el error a

primer orden en la funcién de onda de prueba conduce a un error de segundo orden
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en el valor esperado del Hamiltoniano, no garantiza que para los valores esperados de
otros operadores ocurra lo mismo. De forma que, aun obteniéndose una energia muy
buena, los valores esperados de otros operadores pueden ser excesivamente pobres.
Esto puede pasar, por ejemplo, si un operador particular depende explicitamente de
ciertos valores de las coordenadas donde el error es grande. Fendmeno que se pre-
senta por ejemplo, en una propiedad particularmente dificil de determinar: el término
de contacto de Fermi. el cual depende de un operador sensible a las propiedades de
distribucién electrénica cerca del nicleo donde la funcién de onda debe estar bien
descrita para obtener valores precisos.

Uno de los mayores problemas de la Mecdnica Cuéntica es por lo tanto.
encontrar criterios mds sensibles que la energia para describir la funcién
de onda [76].

Lo anterior constituye uno de los mayores retos dentro de la teoria cuantica mo-
derna.

Podemos resumir finalmente, en base a la teoria que se presenta ®n este capitulo,
lo siguiente. Dentro del calculo de propiedades, la metodologia que ha tenido mejores
resultados ha sido la teoria de perturbaciones. Ello se debe fundamentalmente a
que el calculo de las funciones de onda, en este método, no dependen directamente
del valor de la energia, que, como se ha visto, es un criterio limitado. permitiendo
construir funciones de onda especificas que describan bien alguna propiedad del sis-
tema, ya sea a través de la teoria de perturbaciones o de perturbaciones doble. No
obstante la conveniencia de las técnicas perturbacionales, su aplicacién a problemas
reales es muy limitada por la complejidad que conllevan las ecuaciones de sistemas
multielectrénicos. Respecto al método variacional, utilizado ampliamente en quimica
cuantica, es evidente que existe una limitacién basica. Es por ello que es necesario
encontrar otras metodologias o criterios que permitan determinar confiablemente la
precision de una funcién de onda y de sus propiedades. Esto con el fin de comparar

funciones, en su proceso de construccién y decidir cudl de ellas es la que globalmente
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describe mejor al sistema. El gran reto que en esta investigacidn tratamos de abordar
es precisamente explorar este tipo de criterios que, por su generalidad, puedan ser
aplicados a cualquier metodologia, empirica, semiempirica, ab tnitio, correlacionada,
etc. y, de esta forma, establecer un proceso general de construccién de funciones de

onda a traves del analisis de sus densidades electrénicas.
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CAPITULO 2

Densidad Electrénica

La densidad electrénica ha sido uno de los conceptos mecano-cuanticos mas ttiles en
los dltimos tiempos, no solamente por su significado fisico (definida como la probabili-
dad de encontrar un nimero de electrones dado por unidad de volinden), sino porque
permite una interpretacién mds conveniente v transparente de los fenémenos fisicos
¥ quimicos, ademas de ser la variable bdsica de muchas teorias contemporaneas de
la estructura elactrénica de la materia. La conveniencia de trabajar con densidades
electronicas es evidente: la funcién de onda multielectrénica para un dtomo o molécula
con N electrones, cuando .V es grande, es practicamente inmanejable; por el contrario,
la densidad electrénica tiene la ventaja de reducir el problema de 3NV 0 4N variables
al de 3 6 4 variables (dependiendo si se incluye o no el espin). Por otra parte, la
.mayoria de las propiedades de interés son facilmente expresables en términos de las
densidades electrénicas. Por supuesto, que la funcién de onda V. tiene la ventaja
evidente de que satisface la ecuacién de Schroedinger, lo cual no se cumple para la
densidad electrdnica. ya que una vez integrada la informacién contenida en la funcién
de onda, no podemos hacer uso de tal ecuacién. Sin embargo, en las tltimas décadas

se han desarrollado teorias de la densidad electrénica que ofrecen otras alternativas.
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Actualmente existe un gran reto dentro del campo de la teoria de la densidad
electrénica por medio de dos proposiciones: el Principio de Mdrima Entropia de
Jaynes (PMEJ) [51] y el Teorema de Hohenberg-Kohn (THK) [44]. Dentro de la
teoria de funcionales de la densidad [74], a través del THK, se establece que el
conocimiento de la densidad electronica es suficiente para determinar completamente
el estado basal de un sistema no degenerado. Sin embargo, la determinacién de la
densidad electronica a primeros principios ha sido una de las limitaciones mas im-
portantes de esta teoria. El PMEJ propone que una distribucién electrénica con la
mdzrima entropia {Smaz)' es la que mas adecuadamente describe al sistema. sobre el
resto de las distribuciones que sz.a.bisfacen las restricciones impuestas. De esta manera,
seria posible establecer una solucién alternativa al problema de la teoria de funcionales
de la densidad: la maximizacién de la entropia de una densidad deberia ser suficiente
para determinar la densidad electrdnica sin tener que recurrir al principio variacional.

En este capitulo, por medio de los conceptos arriba referidos, tratamos de estable-
cer la relevancia que el concepto de densidad electrénica tiene, espgcialmente en el
ambito de la quimica cudntica y del cilculo de estructuras moleculares. Con todo
ello, se justifica plenamente que la mejor forma de abordar el problema que en esta

tesis se plantea, es por medio del analisis de densidades electrénicas.

2.1 Definicién y Propiedades

2.1.1 Teoria de la Matriz Densidad

"El estado mecano-cuantico de un sistema independiente del tiempo de NV particulas

estd representado por una funcién de onda que podemos expresar como

V=V¥(r,m,...,7v),

1E] concepto de entropia se define en el Capitulo 3. Podemos decir solamente que para distribu-

ciones electrénicas tiene la forma S = — fp(r)ln p(r)dr.
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donde cada ‘punto’ r; representa las coordenadas de espacio y de espin (z;, i, =, 0y)
de la i-ésima particula. Esta funcién de onda es entonces una funcién de 3N varia-
bles espaciales y V variables de espin. Para simplificar su anélisis, es conveniente
introducir una construccién matematica llamada matriz densidad que describe todas
las partes del espacio. Su introduccién se justifica por la conveniencia de reducir
el problema de 4N variables al de 4p variables (para p = 1,2,...). Mis aun, la
mayoria de las propiedades fisicas de sistemas electrénicos solo dependen de una o

dos variables, de manera que, en general, p no es mayor a dos.

Comenzamos con el formalismo definiendo la matriz densidad reducida de orden

p, DO o, TIT, T2y ), para un sistema de V particulas idénticas carac-
terizadas por medio del estado puro ¥(r, 7, ..., Ty ) como
( N ’ /
e = /\Il (7, T Ty -, TN (T ST el TN ATy L dTy,
p
(2.1)

donde hemos simplificado T?) = TP (7 1o, ..., T T ). T

La cantidad T'P) (7, 72,..., 7pl1y. 72, . .., Tp)dTid7s .. .d7, representa la probabili-

dad de que p particulas se encuentren en el elemento de volimen indicado cuando las
restantes NV — p particulas tienen una posicién y espin arbitrarios.
La definicion de matriz densidad de orden p resulta util para expresar en términos

de ésta, el valor esperado de un operador G que depende de p particulas,
(G) = /G(l, 2., p)0Pry 1, 71, T2y, Tp)dridTy L dT. (2.2)
De la Ec. (2.1) se puede definir la matriz densidad reducida de primer orden como
“r |7y =. /\II‘(Tl, To, o TN)W(T], e, T AT L dTy, (2.3)

donde la integracidn se hace sobre las NV — 1 particulas restantes. La forma diagonal

de esta matriz es entonces y(r) = +(r|T).
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La correspondiente matriz reducida libre de espin estd dada por
7(rir') = /7(T!r’)do (2.4)

v la representacion diagonal de esta matriz v(r) = v(r|r) es la densidad de carga total
del sistema, p(r).
Existe una relacién entre la matriz densidad v(7|r’) y su contraparte ¥(rir'). Si
O es una suma de operadores hermitianos monoelectrénicos O;, tal que O¥ = \¥,
es facil mostrar que [0y, (7, 7/)] = 0. De aqui se sigue que ~ es diagonalizable en
bloques en cualquier conjunto de funciones de base que consista de funciones propias
de O;. Existen varios operadores interesantes de este tipo, por ejemplo los operadores
de momento angular orbital y d.e espin, L. y 5. v el operador paridad P. En el caso
de espin tenemos
S:¥ =AMV, (2.5)
donde S, = 5" 5, (7).
En consecueucia, la dependencia de espin en v(r. ') debe ser diagonal en bloques

ay 3, esto es
T ™) = valr, " a(a)a(a) + 7300 1) 3(0)3(0"), (2.6)
donde utilizamos
7 ) = ar17) + 3, 7). (1)
En el caso de sus representaciones diagonales tenemos
7(7) = Ya(r)a®(0) + 75(r)#* (), (2.8)
.que hemos obtenido utilizado la relacidn
7(r) = p(r) = pa(r) + pa(r). (2.9)
La integracién éspacia,l en (2.8) produce

/7(T)dr = Naa’(o) + N3 3%(o), (2.10)
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donde
Ny = /7a(r)dr, (2.11)
Ny = /7,3(7')(1r. (2-12)
Integrando sobre espin obtenemos la normalizacién
/7(r)dr = /p(r)dr =Ny + Ng = V. (2.13)

Otra matriz interesante se puede obtener al analizar el valor esperado de S, en

términos de la matriz densidad. De las ecuaciones (2.2) y (2.5) se obtiene

{S:)

/ S.v(r, drd+

/S;“/(r)dr =M

(fvcr - N3) '

> (2.14)

Esta relacion y las propiedades de las matrices definidas en las ecuaciones (2.11) v

(2.12) sugieren la existencia de otra funcién

/‘;’U(T)d:'

en general, vy (7, 7’') es la matriz densidad neta de espin. funcién que se define entonces

/pU(r)dr =2\
(No — N3): (2.15)

como
PU = pa = p3. (2.16)

En términos de esta propiedad se introduce la llamada densidad de espin [67]:

_ (pa — p3) 5 1=
Ps = —Va_-'—\’?‘ (2.17)

tal que cumple la relacién
/p,(r)dr = 1. (2.18)
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2.1.2 Propiedades Estructurales

La densidad electrénica, por su caracter funcional, presenta ciertas propiedades inhe-
rentes a sus caracteristicas matematicas, llamadas propiedades estructurales. A pesar
de que la densidad electrénica ha sido uno de los conceptos mas ttiles en quimica y
fisica, la demostracidn rigurosa de sus propiedades estructurales, ha sido dificil, excep-
to para su comportamiento en el origen y a grandes distancias, aun para sistemas
tan simples como los atémicos. Algunas de las principales propiedades estructurales
que se han estudiado son las siguientes: (i) La condicién de cusp que describe el
comportamiento de la densidad cerca del nucleo, (ii) el comportamiento de p(r) a
grandes distancias y (ii7) su décaimiento monotdnico v curvatura. En esta seccién

presentamos un breve resumen de todas ellas.

Comportamiento de la Densidad Cerca del Niicleo

La ecuacién de Schrédinger de sistemas atémicos presenta una singularida.d en el ori-
gen debida al pctencial coulémbico. Las singularidades coulémbicas fueron estudiadas
por.Kato [63] quien introdujo la llamada condicién de cusp. Steiner [87] extendi6 esta
condicion para ¢l caso de la densidad de carga

dp(r) .
( - >r=0——ZZp(0). (2.19)

Comportamiento Asintético

El comportamiento de la funcién de onda a grandes distancias del nicleo ha sido
‘extensamente estudiado (2, 71, 45, 58, 83, 3] y se han deducido varias cotas superiores
para describir este tipo de comportamiento. En particular, Hoffmann-Ostenhoff et.al
[45] dedujeron una expresidn para la cota superior de la densidad de carga. la cual a

grandes distancias debe satisfacer la relacién

[p(m)}? < krY=Yexp(—V2er), (2.20)
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para r > ro. En esta expresion, ¢ es el primer potencial de ionizacién y
v = (2.21)

ro 2

(2.22)

Ademas, en este trabajo [45] se concluy6 que Z debia ser realmente una carga nuclear
efectiva Z* = Z—n+1, (donde n es el nimero de electrones). Esto fue posteriormente
confirmado por Davidson [58] y luego por Almbladh y Von Barth [3] quienes llegaron

a deducir la forma correcta del factor preexponencial.

Monotonicidad y Curvatura

La informacion acerca de las primeras y segundas derivadas de p(7) estda menos estu-
diada que la condicién de cusp y el comportamiento asintético v se basa generalmente
en estudios numéricos. Se sabe. por definicién. que la densidad p(r) es positiva en
todo el espacio pero solamente numeéricamente conocemos que la densidad de carga
esféricamente promediada para estados basales es monotdnicamente decreciente [79].

March [69] ha establecido una generalizacién del teorema de Kato (Ec. (2.19)) para
un numero arbitrario de capas cerradas atémicas para electrones no interactuantes en
un potencial coulémbico. La densidad de la n—ésima capa cerrada relacionada a un

estado s es
dpn(r)
dr

= =2Zp,(0). (2.23)
La Ec. (2.23) puede ser sumada sobre un niimero arbitrario de capas cerradas para dar
-la densidad total p(r). Mas ain, como p(r) > 0, entonces. dp(r)/dr < 0, mostrando
que la densidad electrénica total para este modelo decrece monoténicamente desde
el origen. A la fecha, ninguna otra propiedad estructural de p(r) ha sido obtenida
rigurosamente.

Por otro lado. es sabido que dentro del esquema de la aproximacién de masa

nuclear finita la densidad es una funcién convexa monoténicamente decreciente (42].
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En un sentido geométrico, la propiedad de convexidad indica que ninguna parte del
arco de la funcién p(r) se encuentra arriba de la cuerda que une a los punto iniciales
y finales del arco. Si la segunda derivada p”(r) existe en cada punto del intervalo
[0, 00), entonces una condicién necesaria y suficiente para que p(r) sea convexa es que
tengamos

p'(r)>0 para 0<r< . (2.24)

Angulo et. al. [1] han estudiado la convexidad de p(r) usando funciones de onda
Hartree-Fock. Ellos encuentran que p(r) es convexa para Z=1,2,7-15 v 33-44, mientras
que para el resto de los dtomos que fueron estudiados se encontré una region pequefia
no convexa. .

Mas recientemente, Esquivel et. al. [23] han demostrado formalmente para todos
los dtomos de la tabla periddica que la propiedad estructural general que incorpora
todas las caracteristicas estructurales empiricas atribuidas a p(r) es la pseudoconvexi-
dad. La pseudoconvexidad de una funcion es un tipo de convexidad que se determina
por medio de la desigualdad de Jensen. Estos autores demuestran formalmente que

la densidad electrénica obedece esta desigualdad,
(r1 = r2)p/(r2) > 0. (2.25)

Esta relacién implica que p(r1) > p(rs). La afirmacién de que la densidad es pseu-
doconvexa es la afirmacidn mas fuerte que puede hacerse acerca de las propiedades

estructurales de la densidad atémica.

2.1.3 Propiedades Fisicas

En esta seccidn incluimos algunas de las propiedades calculadas a partir de la densidad
electrénica, relacionadas directa o indirectamente a algin observable. Nos centramos
principalmente en los momentos de la densidad. los cuales nos proporcionan infor-
macion respecto de regiones especificas de la distribucién electrénica ademas de que

algunos de ellos se relacionan con propiedades fisicas medibles experimentalmente.
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El Término de Contacto de Fermi es otra propiedad que es de especial interés por la

dependencia que guarda con la densidad de espin.

Momentos de la Densidad

La informacién acerca de la densidad electrénica en alguna region especifica de un
dtomo se obtiene facilmente de sus valores esperados o momentos de la densidad

proporcionados por la siguiente relacién

(r™ :/r'"p(7')1'2dr. (2.26)

En este estudio calculamos momentos de la densidad con n = —2 a n = 4. Varias
propiedades atémicas estan directamente relacionadas a la Ec. (2.26). A continuacidn
presentamos un breve resumen de algunas de estas propiedades con el fin de mostrar

su dependencia con la densidad [30].

Momentos Dipolar. Cuadrupolar y Octupolar Estas propiedades se refieren
a la distribucion de la carga en una molécula v estan definidos en términos de los
momentos de la densidad. Experimentalmente, pueden ser determinados a partir del
efecto Stark o a partir de estudios de polarizacion eléctrica. Tedricamente, en estas
propiedades hay fuerte dependencia del conjunto de funciones de base seleccionado.
Asimismo, estas propiedades son sensibles a la correlacion electrénica la cual es esen-

cial para obtener concordancia con el experimento.

.Susceptiblidad Magnética (x) El concepto de susceptibilidad magnética esta
asociado con la interaccidon entre un sistema v un campo magnético externo ho-
mogéneo, el cual induce un momento magnético en el sistema. Si el sistema no tiene
un momento magnético permanente se trata de un sistema diamagnético; en caso con-
trario, este es paramagnético. La susceptibilidad diamagnética resulta de particular

interés, ya que la mayvoria de los atomos son diamagnetos. En el marco tedrico de la
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Mecanica Cuantica, se puede demostrar que Y esta dada por:

(r?, (2.27)

Bmc?

donde N, es el nimero de Avogadro, ¢ la carga del electrén, m su masa y c la velocidad

de la luz.

Polarizabilidad eléctrica La polarizabilidad dipolo eléctrico de un atomo o mo-
lécula describe la respuesta de la nube electrénica a un campo eléctrico externo. Esta
respuesta se manifiesta en términos de momentos inducidos. los cuales se expresan en
términos del potencial externo aplicado. Usando la aproximacién de Hasse-Kirkwood-
Vinti [50] para la polarizabilidad estatica, las polarizabilidades se pueden expresar en
términos de la susceptibilidad diamagnética v, de acuerdo a la siguiente relacién

5 2.,
o= 10 (’"“ ‘) , (2.28)

ap \ NVge?

donde ag es el radio de Bohr. O bien. en términos de momentos de ta densidad

4,

a = E(r ). (2.29)
Apantallamiento nuclear magnético Experimentalmente se ha encontrado que
cuando un atomo se coloca en un campo magnético homogéneo, el campo 1nterno
causado por el movimiento de los electrones se orienta en direccién opuesta al campo
externo By y produce un campo apantallante en el niicleo que es proporcional a éste.
El campo apantallante es pequefio en comparacién con el campo externo pero es
.importante en la medida de momentos magnéticos nucleares. El campo magnético

efectivo sobre el nicleo es:

H = Ho(l - o), (2.30)

donde & es el tensor del apantallamiento nuclear magnético. el cual es caracteristico

para cada dtomo. En mecdnica cudntica ¢ puede calcularse en términos del valor
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esperado de r~1

o= "—giwl), (2.31)

donde a,; es la constante de estructura fina.

Término de Contacto de Fermi Esta propiedad representa la interaccién entre
el momento magnético de espin de un electrén . y el momento magnético de espin de
un nucleo ur. Esta interaccidn es efectiva a distancias muy cortas y sélo contribuyen
los orbitales que son diferentes de cero en el micleo: en dtomos, este término surge de
orbitales s.

El Término de Contacto de Fermi se mide experimentalmente a través de la cons-

tante de estructura hiperfina 4

(0 .
Avyo = (167/3)peprpnpp (p 5 )> , (2.32)

donde p,(0) es la densidad de espin en el nicleo, up es el magnetén de Bohr, UN €S

el magneton nuclear e [ es el espin nuclear.

2.2 Teorema de Hohenberg-Kohn

Una teoria completa de densidad electronica de estados basales de atomos y moléculas,
si bien es posible en principio, necesitaria soluciones precisas del problema multi-
electronico. Podemos evitar este problema a través del Principio de Correspondencia
de Bohr el cual establece que las predicciones de la mecanica cuantica se aproximan
-a aquellas de la mecdnica clasica en el limite de nimeros cuanticos grandes. Tal
limite es posible alcanzarlo cuando el nimero de electrones V del sistema es suficien-
temente grande. En este caso la teoria de densidades electrénicas puede ser deducida
y aplicada de forma practica.

Esta teoria fue establecida por Thomas [88] y Fermi [29], independientemente. y

aplicada en atomos. Un trabajo posterior importante es el de Dirac [16] quien mostré
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c6mo el intercambio electrénico puede ser incorporado al funcional universal. Gombas
[38] y otros autores establecieron la forma de incluir la correlacién electronica. Sin
embargo, no fué sino hasta después de mds de cuarenta aiios que esta teoria fue
completada por Hohenberg y Kohn [44]. Ellos establecieron un teorema que afirma
que para un estado no degenerado, la energia es una funcién que sélo depende de la
densidad electrénica. No obstante que este teorema concluye formalmente la teoria,
el problema central de la forma del funcional permanece abierto. El gran aclerto de
la teoria de Thomas-Fermi es que permite obtener expresiones funcionales explicitas
adecuadas, las cuales se hacen cada vez mas precisa a medida se va acercando al
Principio de Correspondencia de Bohr.

La teoria de Thomas-Fermi parte de la suposicién que en un atomo o molécula
se puede definir una energia potencial V(r), que es posible calcular autoconsisten-
temente y que puede aplicarse a cada uno de los V electrones independientemente.
De esta forma, la ecuacién de Schroedinger multielectrénica se reduce a una ecuacién
monoelectrénica para el estado mas bajo ocupado de acuerdo con el Principio de Ex-
clusién de Pauli. La densidad electrénica del estado basal p(r}, en esta aproximacion,
se obtiene simplemente sumando las raices de las funciones de onda normalizadas de
estos N estados mas bajos.

Ellogro de esta teoria es haber demostrado que en el limite, cuando .V es realmente
grande, la densidad electrénica del estado basal puede ser calculada directamente del

potencial V(r) en la ecuacion de Schrdedinger

2m

9, i

V=ui(r) + T(ei - V{r)(r) =0, (2.33)
2

evitando el calculo de la funcién de prueba v;(r). Considerando que ha sido necesario

resolver la ecuacion de Schroedinger mediante métodos numeéricos para las funciones

de onda ¥;, aun en atomos, la simplificacién que proporciona la relacién directa entre

p(r) y V(r) permite numerosas aplicaciones de esta teoria especialmente para los

meétodos analiticos.
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En 1964 Hohenberg y Kohn [44] establecen dos teoremas fundamentales mostrando
que para estados basales el modelo Thomas-Fermi puede ser considerado como una
aproximacion a una teoria exacta. la teoria de funcionales de la densidad: existe un
funcional exacto para la energia, E[p] y existe también un principio variacional para
éste.

El primer teorema de Hohenberg-Kohn establece el uso de la densidad electrénica
p(r) como una variable basica y se enuncia como: El potencial externo V(v) se de-
termina completamente, excepto por una constante, mediante la densidad electrénica
p(r). De esta forma. p(r) determina el estado basal de la funcién de onda y todas
las demas propiedades del sistema. Por ejemplo. la energia cinética. potencial v total

pueden ser determinadas a través de su dependencia con la densidad:
Ev [p] = T[p} + Vne[/’] + Vee[p]a (2.34)

donde se usa la notacién Ey para indicar la dependencia explicita de £ con el po-
tencial; Vo [p] ¥ V2.[p] son las energias micleo-electrén y de repulsion interelectrénica
respectivamente.
El segundo teorema de Hohenberg-Kohn proporciona un principio variacional para
la energia. Este se lee como: Para una densidad de prueba j(r), tal que j(r) > 0 y
[ p(r)dr = N,
Eo < Evig], (2.35)

donde Ev[p] es el funcional de la energia de (2.3{). Este teorema es analogo al

principio variacional para funciones de onda.

2.3 Principio de Jaynes

El principio de Mdzima Entropia de Jaynes [51} (MEP) puede expresarse de la sigu-

iente forma:
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Dado un conjunto de datos, D = (d;,d>, .. .) para un cierto experimento, la dis-
tribucién de probabilidad p = (p;, p, .. .) que describe D debe maximizar la expresion

de la entropia’
S=-) pnp,

con respecto a toda p que satisface D. Si existe mds de una distribucién de probabi-
lidad que satisfaga las restricciones impuestas por los datos, entonces la distribucidn
de probabilidad con el mayor valor de S serd la seleccion mds apropiada.

Jaynes ha utilizado este principio en miiltiples casos, tanto termodinamicos como
mecanico-cudnticos: al formalismo de la matriz densidad, el cual hace posible el
tratamiento del fendmeno dependiente del tiempo: a la relacién de pérdida de infor-
macion e irreversibilidad; al tratamiento de procesos de relajacidn aplicados a procesos
radiativos v a la electrodindmica cuantica.

Asi, esta teoria general, es posible utilizarla en el caso que nos concierne: las
distribuciones electrdnicas, con lo cual es posible. al menos en principio, determinar

las densidades electrénicas sin otro criterio que el de la entropia.

2El analisis detallado de estos conceptos se presenta en el Capitulo 3.
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CAPITULO 3

Teoria de la Informacién

El concepto de informacidn como una cantidad relacionada a la entropia aparecid
inicialmente en 1894 con Boltzmann [6], quien establece que cada pieza de informacion
obtenida de un sistema fisico esta relacionado a un nimero decreciente de sus posibles
estados; por lo tanto. el incremento en la entropia significa pérdida de informacidén.
En 1929 Szillard [?]szi desarrollé esta idea para el caso general de informacién en
fisica. En 1932 'von Neumann (73] hizo uso del concepto de informacién en mecanica
cuantica y fisica atémica. Y en 1948 Shannon (84] publicd su trabajo fundamental
sobre teoria de la informacién. Surgiendo originalmente como una teoria especial
de comunicaciones, muy pronto excedid sus limites iniciales ¥ encontré una ampiia

variedad de aplicaciones en areas cientificas y técnicas.

A traveés del trabajo de Wiener [89] se ha encontrado aplicacién para la teoria de la
informacidn en biologia y psicologia. Algunos problemas importantes de conservacion,
procesamiento y transmision de informacién en seres vivos fueron resueltos. tales
como la decodificacién de la informacién genética. estimacion de la posibilidad de
generacién espontanea de vida en la tierra; formulacién de las teves fundamentales de

la termodindmica bioldgica: analisis de bioenergética, etc. Aunque la aplicacidn de
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la teoria de la informacion es atn limitada en quimica v fisica, se ha presenciado un
creciente interés en los dltimos afos por esta teoria dentro de estas disciplinas.

En anos recientes el incremento en el uso de las matrices densidad y la teoria de
funcionales de la densidad de estructuras electrénicas ha centrado su atencién en la
funcién densidad electrdnica y en la matriz densidad de primer orden. La teoria de la
informacién proporciona herramientas particularmente \tiles para el analisis de estas
funciones a través de la entropia informacional. Aunado a ello, existe actualmente un

“interés particular en relacionar este concepto con cantidades fisicas. Este concepto,
contrariamente a la mayoria de las cantidades definidas en espacio de posiciones o
momentos, no es un valor esperado de ningtin operador del espacio de Hilbert. Es
por ello que la elucidacién de los conceptos informacidn tedrica, es de gran relevancia
dentro del quehacer cientifico para entender su significado fisico en la caracterizacion
de sistemas electronicos.

En este capitulo presentamos los fundamentos v definiciones basicas de esta teoria,
asi como sus aplicaciones dentro del campo de la quimica. tanto experimental como
tedrica. Centramos nuestra atencion especialmente en los avances que se han realizado
en la aplicacion de la teoria de la informacidn en distribuciones electrénicas de dtomos

v moléculas.

3.1 Conceptos Basicos en la Teoria de la Infor-
macion

La teoria de la informacién (TI) surge como una necesidad dentro de la mecanica
estadistica debido a que en esta ciencia, la asignacion de probabilidades para los
diferentes eventos es fundamental; la teoria de la informacidn proporciona herra-
mientas basicas para este propdsito. El objetivo principal de esta disciplina consiste

en el desarrollo y aplicacién de procedimientos sistematicos que permitan estimar
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las propiedades y comportamiento de un sistema fisico del que sélo se tiene mfor-
macion limitada. Por ejemplo, dentro del contexto de la mecanica cudntica, esta
informacién limitada, significa informacién insuficiente para determinar un estado
mecano-cuantico unico para el sistema.

En la asignacién de probabilidades surge un concepto nuevo: la informacion fal-
tante (IF), que se entiende como la informacién requerida para determinar la inferencia
correcta. Esta informacidn faltanie, de acuerdo al formalismo de la teoria de la infor-
macién, se puede establecer cuantitativamente a través de una funcién que depende de
la distribucién de probabilidades. Si consideramos una distribucién probabilistica dis-
creta con probabilidades para cada inferencia Py, Pa,.... P,, la informacién faltante
definida como [F(Py, P, ..., P,), representa una medida numérica de la cantidad de
informacidn adicional necesaria para reducir la distribucién de probabilidades dada,
hasta una iltima distribucién en la cual algunas inferencias tienen una probabilidad

de uno y otras de cero.

3.1.1 Informacidén Faltante

Uno de los objetivos principales de la teoria de la informacion es encontrar expre-
siones matemadticas que describan adecuadamente la funcién Informacion Faltante,
IF. Con este fin se ha desarrollado gran parte de la teoria que en esta seccion presen-
tamos. Obtendremos la expresion mas general para esta funcién. que posteriormente
se aplicara a sistemas electrénicos.

Consideremos una distribucién de probabilidades discreta con probabilidades para
‘cada evento Py, Ps, . ... P, la funcién IF(Py, Ps.. ... P,) debe satisfacer tres condi-

ciones, a saber:

Condicion [
La funcién [F(Py, Pa,.... P,) debe ser una funcién continua de las probabilidades

P,Ps,... P,
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Condicion I
Si todas las probabilidades son iguales, es decir, P; = 1/n para toda j, entonces

IF(1/n,1/n,...,1/n) deberd ser una funcién monoténicamente creciente del entero

positivo n.

Condicion [I]

Esta iltima condicion es una relacién de consistencia para todas las posibles
agrupaciones de las inferencias dada una hipétesis. Consideremos n inferencias Ayq,-
A2,...,4n, cada una de las cuales con una probabilidad inicial PPy .. Py, v
arregladas en n’ grupos mutuamente excluyentes. Las primeras k inferencias estan
agrupadas en una sola inferencia (A1 V 42,0V dyi) con probabilidad P! igual a
(Py + Py + ...+ P.) vy asi suscesivamente hasta el grupo n’. La probabilidad de
que A, sea la inferencia correcta dada la hipétesis original y la aseveracidn de que el
grupo 1 es el correcto es P;/P{ y similarmente para el resto de las inferencias. De

esta manera, la funcion [F debera satisfacer la siguiente relacién de consistencia.

IF(P\.Py,....Py) = IF(P/.P;....P.)
+ PUF(PP,.. .. PP +.. +
+ PLIF(....Py/P..), (3.1)

donde IF(P{, P;,..., P,,) es la informacién faltante para cada grupo y P{ es la pro-
babilidad pesada del grupo 1, Pj del grupo 2 v asi suscesivamente para todos los n’
grupos.

- Esta relacién establece que la informacién faltante total es la suma de la infor-
macion necesaria para determinar el grupo correcto mas la suma de las probabilidades
pesadas de la informacion necesaria para determinar la inferencia final de ese grupo.
Es decir, primero necesitamos informacién para determinar en qué grupo se encuentra
la inferencia correcta y una vez determinado éste, necesitamos mas informacién para

determinar cudl de las inferencias de ese grupo es la correcta.
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La Condicidn I nos permite trabajar con probabilidades que sean exclusivamente
numeros racionales. Por lo tanto, nuestro problema ahora es determinar la forma
de IF(Py, Ps,....P,) cuando las probabilidades estin restringidas a ser nimeros
racionales. Vamos a considerar el caso especial en que todas las inferencias son igual-
mente probables, con probabilidad 1/V, donde N es el nimero de inferencias. Si
ademas agrupamos las inferencias en n grupos con una probabilidad de P, = ~V/m;

cada grupo. la Condicidn II] establece que [F se puede expresar como

IF(1/N....)1/N) = IF(Py, ..., Pa)+ PLIF(1/my,....1/my) + ...
+ PulF(1/mn, ... 1/my). (3.2)

Para simplificar las ecuaciones vamos a introducir una abreviacidn. si tenemos n
inferencias igualmente probables, es decir, cada inferencia con una probabilidad de

1/n. definimos una funcién F(n),

Fny=IF(1/n....,1/n). (3.3)

F(N)=IF(Pi,....P.)+ Y P;F(m;j). (3.4)

Necesitamos ahora determinar la forma de la funcién F(n). Para ello consideremos
un caso especial, supongamos que cada uno de los grupos tienen un mismo nuimero

de elementos m. es decir, m; = m, tenemos entonces

n n n
> PiF(my) :ZPjF(zn.)zF(rn)ZPj = F(m). (3.5)

i=1 j=1 i=1

En este caso, la ecuacién (3.4) es

F(nm) = F(n) + F(m). (3.6)
La funcién que inmediatamente se sabe cumple esta condicién es la funcién logaritmo:
F(n) = KIn(n). (3.7)

43



Ya que [F debe ser una funcién monoténicamente creciente del entero positivo n, de

acuerdo a la Condicidn I, K debe ser escogida positiva.

Regresando al caso general, de la ec. (3.4), podemos resolver para [F

F(N)=>_ PiF(m;)

=1

= Y P[F(m;) - F(N)]
Jj=1

IF(Py,..., Ps)

= — Z Pi[KNInm; - K In V]

j=1

) n -
= =K Zle ln(Tf)
J:

= -K) PP (3.8)
j=1

-

Finalmente hemos llegado a que la cantidad de informacién faltante
de una distribucién de probabilidad con probabilidades iguales P; dadas
ciertas inferencias exhaustivas y mutuamente exclusivas sobre la hipdtesis,

se expresa de la siguiente manera:

IF(Pi,....P) ==K > P/lnPj. (3.9)
j=1

Para puntualizar este desarrollo. es importante seiialar que se puede demostrar
formalmente que esta forma matematica de IF es la Unica que cumple las condiciones

impuestas [10].
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Figura 3.1: Comportamiento de la funcién 2; In P,
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Algunas Propiedades de la Funcion [F

Consideremos la funcién —P; In Pj en el rango 0 < P; < 1, sujeta a la condicidn de

normalizacion
n

Y P=1 (3.10)

i=1

Si graficamos esta funcidn en términos de P;, es posible observar el comportamiento
indicado en la Figura 3.1. Se aprecia que la funcién nunca es negativa v es cero en
Jos puntos inicial y final.

Una consecuencia de las propiedades de la funcién —P; In P; es que ningtin término
de la funcién IF es negativo. Cualquier inferencia con probabilidad diferente de cero o
uno, produce una contribucion positiva a IF y conduce a la necesidad de informacion
adicional. Si una inferencia es imposible para la hipétesis {P; = 0), entonces esta

no contribuye al valor de la funcién IF, por lo que no necesitamos mas informacion
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para excluirla. Si una inferencia es cierta para la hipétesis (P; = 1), entonces esta
no contribuye a la funcién IF. En este tltimo caso, la condicién de normalizacion
obliga a que el resto de las probabilidades sean cero por lo que el valor de I'F es cero,
lo cual concuerda con que no necesitamos informacién adicional para determinar la
inferencia correcta. Cero es el valor numérico minimo de IF y ocurre solo cuando
tenemos la certeza de cudl inferencia es la correcta.

El valor extremo de la funcién IF ocurre (y se puede demostrar) cuando P; = 1/n
para toda j y es un méximo como se puede apreciar en la figura. En este caso, IF

toma la forma

(I F)Ymar = +K Inn: (3.11)

es decir, para un nimero n fijo de inferencias, la cantidad de informacién faltante de la
distribucién de probabilidades alcanza su valor maximo cuando todas las inferencias
son igualmente probables, que es cuando tenemos menos informacién.

Como concliusién de este desarrollo podemos decir lo siguiente: la funcién IF es
la medida de la informacion faltante de una distribucién de probabilidad dada en el
sentido de que expresa cuantitativamente la cantidad de informacion que debe ser
dada para determinar la inferencia correcta. Esta funcidn depende solamente de la
distribucién de probabilidad inicial. La funcién IF mide la cantidad de informacidn

faltante, sin embargo. no dice nada acerca del tipo de informacién faltante.

Criterios de asignacién de probabilidades

-Existen dos criterios que nos permiten, dada una hipétesis y un conjunto de inferen-

cias, decidir la distribucién de probabilidades mas apropiada.

Criterio [
La asignacion de probabilidades debe reflejar y reproducir la informacidn que se

tiene o explicitcmente se asume.
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Este criterio se implementa transcribiendo nuestra informacién dada en la hipé-
tesis, en forma matemadtica como restriccién a una distribucién de probabilidades
aceptable.

Criterio II

De entre todas las distribuciones de probabilidad que satisfacen el Criterio I, es-
cogemos como la mejor aquella que tiene el valor mayor de Informacién Faltante.

Aunque este principio puede parecer débil. en realidad el esquema general, in-
cluyendo este criterio, es suficiente para tener una teoria exitosa dentro de la mecanica

estadistica.

3.1.2 Diferentes Definiciones de Entropias Informacionales

Analizando la ecuacién (3.9) se puede observar una gran similitud matematica de
la funcién IF con la funcién termodindmica de entropia. Esto ha dado lugar a que
a la Informacién Faltante se le llame en forma genérica entropia mformacional. La
expresion para la /F' dada por la Ec. (3.9) representa la forma funcional de la infor-
macion faltante y puede ser aplicada a cualquier distribucién de probabilidad.

Existe una gran variedad de distribuciones probabilisticas susceptibles de ser ana-
lizadas por medio de la teoria de la informacion, ello permite el desarrollo de diversas
expresiones que cumplen con los axiomas impuestos por la teoria. En esta seccion
presentamos algunas de las expresiones mas sobresalientes para la entropia que pueden
aplicarse a sistemas electrénicos. Las definiciones de entropia que revisaremos son las
que desarrollaron Shannon [84], Jaynes [51] v Kullback [59).

Entropia de Shannon

Los conceptos discutidos en la Seccién 3.1.1 fueron introducidos originalmente por
Shannon [84], quien propone que debido a la similitud de la ecuacién (3.9) con el

concepto de entropia en termodinamica estadistica, es posible hacer una analogia
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directa entre estas dos expresiones. De esta manera, asigna el valor de la constante
de Boltzman, k, a la constante K de la ecuacién (3.9) (ello es posibe debido a la
generalidad de la ecuacién). En tal caso, la informacién faltante es la llamada entropia

de Shannon y se representa por S:

n
S=S(Py,...,Pa)=-kY_ PilnP; (3.12)

=1
esta expresion es aplicable a cualquier distribucion de probalidad, es decir, es univer-
sal.

Es importante sefialar que este resultado puede ser relacionado directamente con
algunas cantidades termodinimicas reemplazando la entropia informacional por su
equivalente Si..m,, evaluada de la distribucién canénica, de hecho, esta es la razén
de utilizar notacién similar, sin embargo, no todos los resultados de la teoria de la
informacién pueden ser transcritos. Las dos cantidades, S ¥ Siermo tienen mucho en
comun pero no son iguales, la funcién S es la mas general ya que ademds es aplicable
a sistemas fuera del equilibrio, para los cuales Stermo ni siquiera estd definida.

La generalizacién de este concepto para el caso de distribuciones de probabili-
dad continuas es inmediata. Cuando la distribucién de probabilidad es la densidad

electronica p(r), la entropia de Shannon puede expresarse como:

= / p(r) In p(r)dr. (3.13)

La interpretacién de los conceptos arriba referidos es util: la entropia informacional
es la medida general de la informacidn faltante, en el sentido de informacién adi-
-cional necesaria para lograr el Sptimo estado de conocimiento acerca del sistema. En
mecdnica cudntica, este estado Sptimo esta limitado por los principios de la teoria y
puede interpretarse en su lugar como el estado mecano-cuantico correcto para descrbir
al sistema.

El Criterio II de asignacién de probalidades puede enunciarse en el caso de las

entropias de Shannon de la siguiente manera: Si existe mas de una distribucién de
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probabilidad que satisfaga las restricciones impuestas por la teoria, la distribucién
correcta es la que maximiza a S. Este criterio se le conoce como Principio de entropia

mdzima y fue establecido por Jaynes et.al. [51]

Entropia de Jaynes y Conjetura de Collins

Dentro del contexto de la quimica cuantica, las distribuciones de probabilidad de
los electrones de un sistema estdn dadas a través de la densidad electrénica. Esto
permite que los conceptos de la teoria de la informacién sean directamente aplicables
a sistemas quimicos. Una de las aportaciones importantes en este campo ha sido la
de Jaynes [51] quien deduce una expresion para S donde utiliza el formalismo de la
matriz densidad de primer orden para obtener la densidad electrénica. Este desarrollo
lo presentamos a continuacidn.

La matriz densidad de primer orden (1, 1’), puede ser definida como

[w)

YL, 1) =Y nye(1)y; (1), (3.14)

j=1
donde los valores propios n; son los nimeros de ocupacion de los espin orbitales
naturales ;.
La correspondiente matriz libre de espin es p(r,r’) v la llamada forma diagonal de

ésta, p(r), es la densidad de carga ordinaria, la cual, de acuerdo a la ecuacion (3.14)

puede ser escrita como

p(r) = Z Inxi (7)1, (3.15)

donde n;, son los nimeros de ocupacién de los orbitales naturales Xi-

De acuerdo a Jaynes, la entropia informacional puede ser calculada a través de la

densidad electrénica como

S = =Trlp(r.r")Inp(r, ")), (3.16)
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la cual puede expresarse como
oo
S:——an Inn;j. (3.17)
=1

Esta expresidn para la S es conocida como entropia de Jaynes y se designa con Sj.
Recientemente, Collins ({12]) ha sugerido una interpretacién fisica de la entropia
informacional en conexién con las ecuaciones (3.16) y (3.17), proponiendo que S es
proporcional al negativo de la energia de correlacién.
La correlacién electrénica esta funcionalmente relacionada a los valores propios o
numeros de ocupacién n;. Si la energia de correlacién estd definida como

E.=Ey— Eyr <0, (3.18)
donde Ej es el valor exacto de la energiaen el estado basaly Egp esla energia Hartree-
Fock, su mdximo es cero y corresponde a un estado de particulas independientes. Tal
estado esta igualmente caracterizado por un valor de entropia de cero para la matriz
densidad. .

Collins propone una relacién que involucra los valores propios de la energia y la
entropia y conjetura que las propiedades de la entropia informacional Ss son ademas

propiedades de la energia de correlacién electrénica, de forma que establece que
E.=kY njlnn; = kS, (3.19)

donde k es una constante positiva a determinar que tiene unidades de energia.

La ecuacidn (3.19) establece la unién deseable entre E. y S; y da una inter-

.pretacidn fisica de la entropia de una matriz densidad.

Uno de los objetivos del trabajo de esta tesis es probar por medio de evidencia
numeérica, la conjetura de Collins, lo cual hacemos calculando entropias informa-
cionales de Jaynes para densidades altamente correlacionadas del tipo de interaccién

de configuraciones para los miembros de la serie isoelectronica de litio calculados por

Esquivel et. al. [22].
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Entropia de Kullback-Liebler

Se puede demostrar que la forma de la entropia de Shannon no es invariante ante
transformaciones de coordenadas, es decir, el valor numérico de la entropia depende
del sistema de coordenadas utilizado. Este problema de invarianza fue primeramente

solucionado por Jaynes [52] quien introduce una funcién de peso m(z) tal que

Slp(2)] = - / p(2) Inp(z)/m(z))dz, (3.20)

de forma que, al tranformar esta funcidn, es posible establecer la invarianza.

En base a estos conceptos Kullback et. al. establecen una generalizacién de la
entropia de Shannon, la cual enel caso continuo, es invariante ante transformaciones
de coordenadas. Este tipo de entropia es conocida como entropia discriminativa o

entropia de Kullback-Liebler y esta definida por:
Slp1/po] = ‘ZPH Inp1i/po (3.21)
i
y en el caso cortinuo como

Slp1/po] = — / p1(2) Infpy(z)/poldz, (3.22)

donde p;(z) y po(z) son funciones de densidad de probabilidad normalizadas.
Kullback ha descrito a S[p; /po] como la informacién promedio y es conocida como

eniropia cruzada.

3.2 Aplicaciones de la Teoria de la Informacién en
Quimica

En los iiltimos afios se han realizado importantes progresos dentro de las aplicaciones
que la teoria de la informacién puede encontrar en las disciplinas quimicas. El pro-

blema de la posible existencia de un balance de informacién en reacciones quimicas
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ha sido explorado por medio de esta técnica [60]. En quimica analitica la teoria de la
informacidn se ha aplicado para minimizar errores y tiempos analiticos, para lograr
mayor selectividad, para estimar la eficiencia de métodos analiticos, etc. [26]. La
formacién y crecimiento de cristales fue considerada como un proceso de informacién
por Petrov et. al [77]. Se han encontrado también condiciones Sptima de informacién
para la caracterizacidn y prediccién de propiedades cataliticas [56].

Levine y Bernstein [65] desarrollaron una aproximacién tedrica informacional para
la dindmica molecular, la cual describe el comportamiento de sistemas fuera del equi-
librio. Esta aproximacién encuentra otras aplicaciones aparte de las propuestas por
los autores, por ejemplo, en la determinacidn de trayectorias de reaccidn, el estudio
de caracteristicas operacionales de laseres, etc.

Un concepto interesante que surge de los conceptos de la teoria de la informacién
en mecanica cuantica es el loge, concepto que introduce Daudel et.al. [17]. Un loge
es una regién del espacio en un sistema atémico o molecular en el cual existe una
alta probabilidad de encontra;' un nimero dado de electrones. La mipnimizacién de la
funcién de informacién fue utilizada para encontrar los mas adecuados loges en este
caso.

Los conceptos arriba referidos representan una base suficiente para aplicar la teoria
informacional a moléculas y dtomos. En este caso se puede hablar de informacion es-
tructural o contenido de informacidn, o mas precisamente, entropia de la distribucion
de probabilidad de los electrones en itomos o moléculas. Esta cualidad es capaz de
caracterizar todos los detalles en una estructura dada asi como de correlacionarla con
las propiedades atémicas y moleculares basicas. Podriamos hablar entonces, de un

lenguaje universal para describir sistemas.

3.2.1 Aplicacién en Densidades electrénicas

Recientemente ha habido un creciente interés por determinar el contenido de infor-

macién de distribuciones electrénicas en atomos y moléculas. Las aplicaciones de la
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teoria de la informacién en densidades electrénicas han sido diversas. Se ha abordado
el problema desde muy diversos angulos que han demostrado la validez de este criterio

dentro de ambito de la quimica cuantica.

Debido a la naturaleza probabilistica de la Teoria de la Informacidn, resulta una
extension légica en el estudio de las distribuciones de probabilidad electrdnicas (o
densidades electrdnicas), la utilizacién de los elementos de esta teoria. La caracteri-
zacion de densidades electrénicas es extremadamente importante dentro de la Quimica
Cudntica debido a que este concepto permite interpretar una gran cantidad de proble-

mas quimicos especialmente en el analisis de estructura v reactividad de moléculas.

La entropia informacional, como hemos mencionado, es una medida de la infor-
macion faltante para describir correctamente un sistema, o desde otro punto de vista,
una medida de la informacidn contenida en un sistema. Si analizamos con detalle estos
conceptos podemos ver que puede ser un parametro importante dentro del analisis de
densidades electrénicas. Consideremos por ejemplo, que conocemos cierta densidad
electronica para un sistema dado de la cual ignoramos qué tan precisamente describe
al sisterna, es decir, qué tan alejada esta de la distribucidn ezacta. Consideremos que
tenemos otras densidades que caracterizan al mismo sistema, diferentes a la primera.
Comparando sus entropias podremos afirmar cual de todas ellas estara mas cercana
a la exacta, es decir, la que tenga el valor absoluto de entropia mayor de todas ellas,
de acuerdo al principio de entropia maxima. Otra utilidad de este concepto se da
cuando conocemos alguna densidad que sabemos que es precisa y calculamos su en-
tropia. Podemos averiguar la precisién de otras densidades a través de la comparacion
.de los valores de estas entropias. Entonces, la mejor de estas densidades de prueba
sera aquella cuyo valor se asemeje mas al valor de la referencia. Puede asimismo.
explorarse la periodicidad de la entropia, su comportamiento en el proceso de opti-
mizacion de pardmetros, como son geometrias. distancias de enlace, etc. con el fin de

establecer patrones de comportamiento de esta propiedad especial.

Es claro entonces, que la entropia informacional puede ser un criterio muy im-
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portante dentro de la quimica tedrica que como puede suponerse, tiene un potencial
enorme. Hemos mencionado ya que existen diversos trabajos donde se han utilizado
estos conceptos aplicados a problemas cuanticos. A continuacién presentamos un

breve resumen de las investigaciones mas relevantes en el campo.

Trabajos Recientes Involucrando Densidades Electrénicas

Uno de los primeros trabajos en este campo fue el de Bonchev et.al. (7] quien realiza
un estudio muy amplio de la periodicidad de la entropia. Demuestra que la entropia
claramente refleja la estructura horizontal y vertical de la tabla peridédica v las princi-
pales caracteristicas de la estructura electrénica, como son la estructura de capa llena
y semillena de ios orbitales d y f.

Una de las zplicaciones mds importantes dentro del analisis de densidades electré-
nicas se encuentra dentro del campo de la difraccién de rayos X. El uso predominante
de la entropia informacional en cristalografia consiste en la extraccién de funciones
de densidad electrénica dptimas de los datos de difraccién. Los fundamentos de esta
técnica fueron establecidos por Gull y Daniell [39] en base al criterio de maxima
entropia para manejar el problema de fase de la difraccién de rayos X. Por otra parte,
trabajos posteriores han corroborado esta teoria [91].

Wang y Parr [90] llevaron a cabo un estudio con densidades electrénicas Hartree-

Fock donde grafican el argumento de la entropia:

Ip/l]=—1np {3.23)

.contra r en las regiones del core y valencia. A través de este estudio sugleren un
modelo de doble exponencial para la segunda fila de atomos y también revelan las
restricciones nezesarias para la construccion de densidades a través del argumento de
la entropia. Finalmente revelan que una gran cantidad de la informacién electrénica
esta contenida en el primer momento de la distribucién.

Gadre et. al. [31] emplearon el principio de entropia maxima a datos de perfiles de
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Compton empleando distribuciones de momento simples y dobles como restricciones.
Los perfiles de Compton reconstruidos de esta forma concuerdan razonablemente bien
con sus contrapartes tedricas o experimentales. Koga [61] extendi este analisis al caso
del hidrégeno molecular a varias distancias internucleares. Sears et. al. [86] exami-
naron la conexién entre el funcional de la energia cinética y las entropias de Shannon,
Fischer y Kullback-Leibler dentro del formalismo de la teoria de los funcionales de la

densidad.

Maroullis et. al. [68] investigaron el uso de la teoria de la informacion en el analisis
de conjuntos de base y propiedades moleculares. Formularon un procedimiento para
mejorar la calidad de una funcién de onda en términos de varios valores espera-
dos. Este procedimiento, sin embargo, requiere los valores esperados exactos para
el analisis, los cuales no son facilmente obtenidos para dtomos o moléculas grandes.
Simas et. al. [81] probé la calidad de varios conjuntos de base orbitales para el caso

especifico de helio empleando el procedimiento de Maroullis.

Algunos trabajos recientes se han basado en el trabajo de Bialynicki-Birula y My-
cielski [8] quienes presentan nuevas relaciones de incertidumbre en mecanica cuantica.

Ellos derivan rigurosamente la siguiente desigualdad:
Sp+S,23N(1+1In7)-2NIn N, (3.24)

donde S, = — [p(r)lnp(r)dry S, = — [7(p)In ¥(p)dp son las entropias informa-

cionales de Shannon en espacio coordenadas y de momentos, respectivamente. Gadre

.et. al. [32] demuestran que esta desigualdad es invariante ante transformaciones

de coordenadas. También derivan un procedimiento que establece que la cantidad
a maximizarse en el principio de entropia maxima aplicado a sistemas fisicos es la

informacidn neta contenida en S, + Sy y no sélo en S,.

Gadre {33] ha probado la relacién de Bialynicki-Birula y Mycielski dentro del

formalismo de Thomas-Fermi, quien concluyé que para dtomos en sus estados basales,
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las entropias pueden ser representadas por
S=aN+bNInN, (3.25)

donde a y b son mds o menos constantes universales. En otros trabajos del mismo au-
tor y colaboradores [34] utiliza la suma de las entropias de coordenadas y de momentos
como una medida de la calidad de la funcién de onda. En estos trabajos construyen
funciones de onda Hartree-Fock single-zeta y double-zeta para dtomos neutros en es-
tados basales y excitados. De estos resultados concluye que existe ciertas tendencias
de S, + Sy. Esta cantidad aumenta al aumentar la calidad de la funcién de onda,
ademads de que en el estado basal muestra su valor minimo. Asimismo, afirma que
la suma de entropias (y no las entropias individuales) representan una medida mas
adecuada de la cantidad de informacién contenida en la densidad.

Por su parte, Ho et. al. [46] han explorado estos conceptos utilizando funciones
de onda correlacionadas para la serie isoelectrénica de litio. Las observaciones que
obtienen concuerdan con aquellas obtenidas con funciones de onda HF, corroborando
asi las conclusiones de Gadre. Sugieren ademids que la dependencia de la entropia
respecto a la energia es compleja, por lo que las relaciones no son obvias. Estos
mismos autores realizan un estudio de entropias moleculares con funciones de base
gaussianas [47]. Utilizan diferentes calidades de funciones de base para las moléculas
de HCI, CS, CCl con lo que afirman que la suma de entropias es una buena medida
de la calidad del conjunto de base.

Finalmente, En la dltima parte de este trabajo (sometido para publicacién [24]),
.mostramos numéricamente la validez de la conjetura de Collins [12], dando una inter-
pretacién fisica de la entropia a través de la energia de correlacién.

En la Tabla 3.1 se presenta un resumen de los avances mds importantes que, en
la teoria de la informacién aplicada a sistemas quimico-cuanticos, se han dado en los
ultimos afios.

Los ejemplos exitosos de las aplicaciones de la teoria de la informacién en quimica
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Autor

Contribucion

Bonchev [7]

Collins

Gull y Daniell

Wang y Parr
Gadre [31] ¥
Koga [61]
Sears [86]

Maroullis [68]
y Simas [81]
Bialynicki-Birula y

Mycielki (8]
Gadre [32]

Ho et.al.[46]
Ho et.al.[47]

Esquivel[24]

Estudia el comportamiento periédico de S y explica el
comportanmiento de capas de los orbitales d y f.

Establece que S es proporcional a la energia de correlacién.
Utilizan el criterio de maxima entropia para el analisis de
densidades electrénicas en difraccién de rayos X.

Construyen densidades a través del argumento de S.

Utilizan el principio de entropia maxima para construir perfiles
de Compton.

Analiza la conexidn entre el funcional de la energia cinética y

S dentro del marco de la teoria de funcionales de la densidad.
Investiga el uso de la teoria de la informacién en el analisis

de funciones de base y propiedades moleculares.

Derivan la desigualdad: S, +S, > 3N(1+In7) -2V 1n V.
Demuestran que la desigualdad de Bialynicki-Birula es invariante
ante transformaciones de coordenadas. Proponen que la cantidad
Sp + Sy es una medida mds adecuada de la informacién
contenida en la densidad.

Corrobora conclusiones de Gadre con funciones correlacionadas.
Establecen que la relacién entre E y S no es directa.

Estudian sistemas moleculares, mostrando que S, + S, es

una buena medida de la calidad del conjunto de base.

Estudian el significado fisico de la entropia a través de la

conjetura de Collins [12]

Tabla 3.1: Aportaciones mas importantes de la Teoria de la Informacién

en Quimica Cuintica.




CAPITULO 4
Andlisis Funcional

Las herramientas del analsis funcional pueden ser aplicadas en el analisis sistematico
de densidades electrénicas a través de la teoria presentada en este Capitulo. Cuando
utilizamos métodos aproximados en Mecanica Cuéntica obtenemos una funcién f que
es una solucién aproximada de una ecuacién la cual. de alguna manera. es cercana
a una solucién exacta F. De esta manera podemos considerar la distancia entre las
funciones f y F' y en particular la cuestién de cuando esa distancia es pequefia, como
st fueran puntos en el espacio euclideano. Esta analogia entre funciones y puntos en
el espacio es uno de los principales objetivos de estudio del analsis funcional.

El andlisis funcional es una rama abstracta de las matematicas que se origina
del anilisis clasico. Su desarrollo comenzé hace aproximadamente ochenta afios y
.actualmente los métodos del analisis funcional son importantes en varios campos de
las matematicas y sus aplicaciones, como son la Fisica y la Quimica. En el anilisis
funcional se describe el comportamiento de las funciones como una relacién de corres-
pondencia entre pares de objetos o entidades abstractas.

Dentro de este formalismo es necesario introducir al menos algunas de las propie-

dades del analisis clasico como son la topologia (geometria) vy la estructura (algebra).
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Respecto al algebra, el andlisis funcional toma su estructura del algebra vectorial
ordinaria, considerando operaciones tales como la suma de vectores, multiplicacién
de vectores por un nimero, el producto escalar, etc. Convencionalmente cuando im-
ponemos esta estructura en algun conjunto de objetos, llamamos a éstos espacios.
La topologia estd considerada dentro del analisis funcional cuando se introduce el
concepto de distancia entre objetos, el cual es una analogia con el concepto de dis-
tancias en espacios euclideanos ordinarios. Es entonces el analisis funcional e} marco
conceptual mas adecuado para el analisis de funciones en espacios vectoriales.

En esta seccién vamos a introducir el concepto de distancia y con ello una medida
de la cercania o lejania dentro de la estructura matematica, asi como la utilidad que
ésta tiene en el analisis de las densidades. Definimos para ello, dentro de un conjunto
de elementos, una métrica, funcidn establecida sobre pares de elementos del conjunto,
cuyo valor es un nimero real positivo y que satisface un conjunto de axiomas que
provienen de una generalizacién de las propiedades de las distancias entre puntos
en un espacio tridimensional ordinario. A este tipo de espacios se des conoce como
espacios mélricos. Si ademds nuestro espacio es un espacio vectorial e introducimos
una meétrica adecuada dentro de éste, obtenemos lo que se conoce como espacios

vectoriales normados.

4.1 Espacios Vectoriales

La analogia entre conjuntos de funciones y puntos en el espacio estd basada en la
-siguiente definicién: un espacio vectorial real es un conjunto de objetos los cuales
pueden ser sumados entre ellos y multiplicados por un nimero real ! dando en cada
caso otro miembro del conjunto. Un espacio vectorial V cumple entonces los siguientes

axiomas:

! Esta definicién puede ampliarse para funciones complejas, en tal caso el conjunto se llama espacio

vectorial complejo.
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1. Dadas cualesquier z,y € V, existe un elemento de V llamado = + y que satisface

() z+y=y+z paratodo z,y € V;

(1) z+ (y+:)=(z+y) +:paratodo z.y,z € V;

(#27) existe un elemento de V llamado 0, tal que 0+ z = = para todo z € V;
(iv) dado cualquier z € V existe un elemento de V llamado —z tal que = +

(=z)=0;

2. Para cualquier z € V' y cualquier nimero real (o complejo) &, existe un elemento

de V' llamado kz que satisface

(v) k(mzx) = (km)z para cualesquiera nimeros k. m v cualquier £ € V;
(vi) lz =z para cualquier z € V;
(vit) (k+ m)z = kz + maz para cualesquiera z € V y niumeros k, m:

(viid) k(z +y) = kz + ky para cualesquiera z,y € V y cualquler nimero k.

4.2 Espacios Métricos

En el calculo matematico estudiamos funciones definidas en, por ejemplo. una linea
real R donde podemos asociar una funcién distancia con cada par de puntos z,y € R:
d(z,y) =| z — y |. Dentro del analisis funcional estudiaremos espactos mas generales
y funciones definidas en ellos reemplazando el conjunto de nimeros reales de R por
-un conjunto abstracto V e introduciendo en él una funcion distancia, la cual tiene
algunas de las propiedades mas fundamentales de la funcién distancia en ®. La
definicién formal de una espacio métrico se presenta a continuacion.

Un espacio métrico es un conjunto con una métrica dentro de él. La métrica se
define para cada par de elementos, los cuales tienen asociada una distancia que cumple

con un conjunto de axiomas como se indica a continuacién.
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Una métrica (o funcién distancia) de un conjunto V es una funcién real d(z,y),
definida por todos los pares de elementos z, y en V que satisfacen los siguientes

axiomas:
(i) d(z,y) > 0; d(z,y) = 0siysolosiz=y;
| (i) d(z,y) = d(y, z) para todo z,y € V;
(iii) d(z,z) < dlz,y)+d(y,z) paratodo z,y,z € S

El axioma (7) es natural y razonable para cualquier medida de distancia. El
axioma (ii) es una condicién de simetria que establece que la distancia de ¢ a Y es
la misma que de y a z. El axioma (iii) es llamado la desigualdad del tridngulo y no
es un requerimiento obvio, sin embargo resulta fundamental para demostrar que una
secuencia convergente tiene un solo limite.

Un ejemplo importante de un espacio métrico es el espacio LP (con p > 1). Por
definicién, cada elemento de este tipo de espaclo es una secuencia ge nimeros r =
(&) = (&1,62,.. ) tal que (| £, |P + | & [P +...) converge. La distancia en este caso

esta definida por:
1/p

dz.p)= S 16 -n] (4.1)
y=1

donde y = (7;) es otro punto del mismo espacio.

Un ejemplo importante por su aplicacién en densidades electrénicas, se presenta
cuando las funciones del espacio son continuas. En tal caso. la distancia entre dos
’funciones que dependen de una sola variable ¢, r(t) y y(t) esta definida por la siguiente

relacion:
d(x,y):/].r(t)—y(t) | dt (4.2)

Existen ademads de los considerados aqui, un nimero importante de conceptos
auxiliares dentro de la teoria de los espacios métricos, como son la idea de los espacios

abiertos y cerrados, los vecinos, convergencia y secuencias de Cauchy, limites, etc.
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Aunque importantes todos estos conceptos, consideramos que su inclusién en esta

tesis no es relevante.

4.3 Espacios Vectoriales Normados

Los espacios métricos son particularmente iitiles para nuestros propositos si conside-
ramos un espacio vectorial y definimos en €l una métrica por medio de una norma.
En tal caso el espacio es llamado espacio normado.

Cuando usamos métodos aproximados para resolver ecuaciones, en los cuales la
solucién es miembro de un espacio vectorial nos gustaria decir que cuando la aproxi-
macidn es cercana a la solucién exacta, la diferencia entre las soluciones aproximadas
y la exacta es pequefia. Para hablar de diferencias (o distancias) entre funciones
es necesario buscar primero medidas adecuadas para el tamafio de un elemento del
espacio.

Con el fin de calcular distancias en espacios vectoriales. vamos a adoptar los con-
ceptos de mdédulo para un nimero real o complejo y la magnitud de un vector en el
espacio tridimensional R3. La idea esencial que existe detras de las longitudes es que
para cada vector diferente de cero existe un nimero positivo el cual mide su tamaio,
esto quiere decir que si un vector es el doble de otro, entonces su longitud es dos
veces la del otro. Otra propiedad fundamental que se tiene que manejar dentro de
las longitudes es la idea de que 'la distancia mas corta entre dos puntos es una linea
recta’. Expresando estas ideas de forma abstracta. tenemos la siguiente definicién, en
‘ella la palabra ‘norma’ es usada como la idea abstracta de longitud.

Un espacio normado es un espacio vectorial V' con una norma dada. Una norma
en un espacio vectorial V' es una regla, la cual, dada cualquier ¢ € V, especifica un

numero real [[z] (lease como ‘norma de z'), tal que

(7)) llz{l > 0siz # 0y ||0ff = 0;




(#%) llaz|| =| a | -||z|| para cualquier z € V y cualquier escalar a;
(#11) [lz + yll < |lzll + |y}l para cualquier z,y € V (la desigualdad del triangulo)

Un espacio normado es llamado real o complejo dependiendo si el espacio V es
real o complejo.

Una norma sobre V define una métrica d sobre V, la cual esta dada por:
d(z.y) = ||z -yl (4.3)

y es llamada métrica inducida por la norma.

4.4 Aplicacién en Densidades Electrénicas

Esta herramienta matematica han sido escasamente utilizada dentro de la Quimica
Tedrica. Algunos de los pocos trabajos reportados son los de Garcia de la Vega et.
al. [35] quienes utilizan, en dtomos, las distancias para caracterizar bases conocidas,
asi como para obtener nuevas bases minimizando las distancias respecto a la base
de referencia. En moléculas, Ciowlowski [14] propone el criterio de la distancia para
optimizar geometrias. Uno de los trabajos mas importantes que utilizan criterios del
analisis funcional es el de Esquivel et. al [21, 80], quienes utilizan el criterio de
las distancias para determinar densidades estables. Por medio del método que estos
autores proponen es posible obtener secuencias de Cauchy, es decir, secuencias que
convergen monotonicamente a un valor final, tanto para las densidades de carga, de
-espin y sus derivadas, como para las propiedades monoelectrénicas que se derivan de
ellas. Las densidades y propiedades calculadas de esta forma resultan de excelente
calidad, ya que las densidades finales obedecen perfectamente las condiciones de cusp
y de comportamiento asintético y algunas propiedades tan dificiles de calcular, como
es el término de contacto de Fermi, han sido obtenidas con un alto grado de precisién

a través de este tipo de secuencias.
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Para la aplicacién del concepto de distancia en densidades electrénicas partimos
del hecho de que las densidades y sus derivadas pertenecen a espacios vectoriales
normados con una norma [|p||, definida en este espacio. Podemos entonces definir

distancias inducidas por la norma de acuerdo a la Ec. (4.3) de la siguiente forma

d(Pm»pn) = |lpm — onll, (4-4)

que cumple las axiomas (i)-(i#7) de la seccidn 4.2.
En este estudio hemos empleado la norma de los espacios vectoriales normados LP

con p =1 en el intervalo [0, o0]. En este caso la norma puede ser caracterizada por

) b 1/p
loll = ( / Ip(r)l”dr> . (4.5)

De esta forma, la métrica o distancia es inducida por la norma de (p) y esta dada por

1om = pull = /0 () = pu(r)dr. (4.6)

Las densidades p, y pn se calculan por medio de los diferentes modelos que se
describen en el Capitulo 5 de esta tesis. Se considera una densidad como referencia,
por ejemplo, la de mejor energia en cada modelo. y la otra variara respecto a al algtin
parametro variacional de los que aparecen en la expresién matematica de la densidad.
El calculo de las distancias por medio de la Ec. (4.6) se realiza numéricamente uti-
lizando el programa desarrollado por Esquivel [27] que proporciona distancias entre

las densidades, sus primeras y sus segundas derivadas.
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Parte 111

Aplicacic')n_ de la Teoria de la
Informacion y del Anadlisis
Funcional en la
Determinacién de
Densidades Electrdnicas y

Propiedades Atémicas
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En los capitulos anteriores hemos revisado los fundamentos tedricos requeridos
en esta investigacién, asi como los trabajos mas importantes publicados a la fecha
dentro del campo. Esta tercera parte consiste esencialmente en la presentacion de las

aportaciones de. esta tesis a través del andlsis de los resultados obtenidos.

Con base en los objetivos que perseguimos en esta investigacién, proponemos
una metodologia que consiste en analizar las trayectorias que siguen las densidades
electrénicas en el proceso variacional, con el fin de establecer aquella que conduzca a
la mejor representacion de nuestros sistemas. Para abordar este problema estudiamos
dos sistemas sencillos de dos y tres electrones. Para cada uno de ellos, se construyen
densidades de diferentes calidades por medio de cuatro modelos: tres de particulas
independientes y uno correlacionado. El primer modelo de particulas independiente
es el modelo de potencial puramente coulémbico, donde sélo incluimos la interaccion
ntcleo-electrdn. Para analizar el efecto de la repulsién interelectrénica utilizamos
un modelo de potencial efectivo, donde el potencial se genera por la repulsién inter-
electrénica. Los modelos coulémbico y de potencial efectivo, resuettos en el marco
de la teoria de perturbaciones, son de particular interés va que en este método es
posible obtener propiedades y energias del mismo orden de precisién, como se indicé
en el Capitulo 1. Con el fin de describir a los sistemas a través de un modelo mas
real, hemos utilizado el método de campo autoconsistente de Hartree-Fock (HF). Fi-
nalmente, encontramos interesante estudiar un modelo donde se incluye la energia
de correlacidn: el método de Interaccidn de Configuraciones, con el fin de estudiar
el efecto que tiene ésta al ser incluida en las densidades atémicas cuando se sigue la

trayectoria de minima energia.

Con la metodologia propuesta tratamos de relacionar la travectoria que conduce
a la minima energia en los sistemas estudiados con las trayectorias de las diferentes
propiedades del sistema. Propiedades tales como entropias informacionales, distan-
cias entre densidades electrénicas {respecto a un punto de referencia preestablecido),

algunos momentos de la densidad, cusp vy, para el caso de litio, el término de contacto
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de Fermi.

Debido a la generalidad de las herramientas del analisis funcional y de la teoria
de la informacidn, los criterios aportados por éstas (distancias y entropias informa-
cionales) constituyen una parte fundamental en nuestro analisis. En este trabajo,
tratamos de establecer la factibilidad de este tipo de criterios como parametros en la
determinacién de la calidad de funciones de onda. El enfoque dado a los conceptos
de distancia y de entropia informacional es muy novedoso v constituye la principal
aportacién de este trabajo, ya que, a pesar de que se habian aplicado a problemas
quimico-cudnticos, la utilizacién de éstos para analiazar el proceso variacional y de-
terminar propiedades, no habia._ sido explorado anteriormente. En esta investigacion
analizamos el comportamiento variacional de estas propiedades en el proceso de con-
struccion de la densidad electrénica. Esto permite estudiar con detalle cémo cambian
las propiedades al variar el parametro variacional que se esta optimizando. Explo-
ramos si estos criterios podrian utilizarse, de forma analoga a la energia como indi-
cador de la precisién de la densidad u otras propiedades. Lo importante de este tipo
de criterios es que, al ser funcién de la densidad electrénica, dependen de foda la dis-
tribucion de los electrones. por lo que podriamos hablar de un criterio de construccion

global para densidades electrénicas.
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CAPITULO 5

Construccidén de las

Densidades Electrdnicas

El Hamiltoniano independiente del tiempo para un sistema atémico*de n particulas,

en términos de un parametro variacional ¢, estd dado por

H:[-— ;v?—ezcgi‘}‘*‘[ez(C‘Z)Z%]-f-Z; (51)

”
h-
2m i=1 i>; Y

Para resolver la ecuacién de Schrédinger (1.21) con este Hamiltoniano, hemos
utilizado diferentes modelos que nos permiten construir densidades a diferentes niveles
de precisién.

En el primer modelo incluimos solamente la interaccién coulombica en el Hamilto-

-niano (5.1), por lo que los electrones se mueven en un potencial puramente coulémbico.
A esta aproximacién le llamaremos modelo de potencial coulémbico. En el siguiente
modelo consideramos la repulsién interelectrénica a través de un potencial donde cada
electrén se mueve y que es producido por el resto de los electrones. Tal modelo es el
que llamamos modelo de potencial efectivo. En ambas aproximaciones se introducen

parametros variacionales y se desarrollan las ecuaciones en el marco de la teoria de
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perturbaciones. La densidad se obtiene de las ecuaciones perturbacionales a través
del método de Dalgarno, Lewis y Stewart (18]. Desarrollamos expresiones para las
densidades de itomos modelo de dos y tres electrones, lo cual constituye parte de
la originalidad del trabajo desarrollado en esta tesis siendo que las densidades cal-
culadas por esta metodologia no se encuentran reportadas en la literatura. En cada
caso se implementaron programas que realizan el cilculo automaticamente, tanto de

la densidad como de las propiedades derivadas de ella.

Se han utilizado ademds en la construccidn de las densidades, el método autocon-
sistente de Hartree-Fock y el método de interaccién de configuraciones. En ambos
modelos las funciones variacionales Incorporan un parametro variacional en las ecua-
ciones, sin embargo, es importante resaltar que fueron necesarias algunas modifica-
ciones a los programas disponibles ya que para cada valor del pardmetro variacional,

¢, es necesario realizar el cilculo de la densidad electrénica.

-

5.1 Resolucién de las Ecuaciones Perturbacionales

En esta seccién presentamos el procedimiento de construccién de las densidades
electronicas para los modelos de potencial coulémbico y potencial efectivo. Estos
modelos, como ya se ha ipdicado, se resuelven de manera natural a través de la teoria
de perturbaciones, cuyos fundamentos hemos presentado en el Capitulo 1. En dicho
capitulo se muestran las ecuaciones fundamentales para hallar las funciones de onda
-y energias perturbacionales y las expresiones de la energia y funcién de onda pertur-
badas a primer orden. En ese desarrollo, sin embargo, la expresién para hallar \Ilg.l)
(Ec. (5.3)) resulta poco préctica, debido a la suma infinita de estados que presenta
tal ecuacién. Existe un tratamiento alternativo para resolver ecuaciones diferenciales
de este tipo, el cual ha sido utilizado exitosamente por Dalgarno et. al. [18], cuyos

fundamentos presentamos en el Apéndice A y que a continuacién resumimos.
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Siguiendo a Dalgarno, definimos una funcién escalar F, tal que cumple
[F, H¥)) = (HO - EQ) e, ' (5.2)

de forma que al resolver esta ecuacidn, la correccién a primer orden de la funcién de

onda es

o0 = FluD) — (9O | F o) D), (5:3)

expresién que no involucra sumas infinitas de estados. El problema central de esta
expresion es entonces, la determinacién de F. Para ello, desarrollamos el conmutador
de la Ec. (5.2) que quedara expresada en forma de ecuacién diferencial (ver Apéndice

A) como

> VIF+ w—?g)—ZVF~V¢f,O)+ ¢—2~ (E(l) - Hil)) v =o0. (54)

(0)
n

Sin embargo, en esta ecuacidn, la funcién F depende de N variables, lo cual la hace
inmanejable. Young et. al. [92], proponen una metodologia, de acutirdo a la cual, es
posible reducir el problema N-dimensional a N problemas unidimensionales a través
de un operador (ver Apéndice B). En tal caso es posible resolver la ecuacién anterior

para cada particula,

2 2
VIF + S VE - e + 7 (BD - H') 9 =0 (5.5)

El procedimiento para resolver esta ecuacién se encuentra en el Apéndice A, donde

se obtiene la siguiente expresién para determinar F':
2 7 0 (@ - 2 40
- eerr—————— —_ " "
p(z)_/o w(o)(z/)lgdz/o Oz )(H E )¢ (z")dz". (5.6)

En esta relacién, H(1) es un Hamiltoniano que depende sélo de una variable y (%)
es una funcién de onda monoelectrénica. Dentro de este modelo es importante, por
lo tanto, encontrar una expresion para la correccién al Hamiltoniano que dependa

de una sola variable. En los casos que vamos a tratar, la perturbacién involucra la
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energias de orbitales hidrogenoides. En ambos casos es necesario considerar que Z se

sustituye por ¢. La expresidn de la parte radial para cada orbital hidrogenoide es

Roi(r, ) = Nuip' L2 (p) exp (—p/2), (5.12)

. ., hed . . .
donde N, es una constante de normalizacidn, L;’Ill son los polinomios asociados de

Laguerre y p es un cambio de variable para r, p = (2¢r)/n. Debido a que los dtomos

que se incluyen en este trabajo tienen simetria esférica, no incluimos la parte angular.

Atomo bielectrdnico

Consideremos el caso de un sistema bielectrénico. Calculamos la energia total como
la suma de la energia de orden cero mads la de primer orden dada por la Ec. (1.8). En

tal caso, obtenemos

E=(*-2€2) u.a. (5.13)

v la funcién de onda de orden cero es

2

Ca/-
1/

PO = exp [—((ry + )] u.a. (5.14)

[+

S

Para calcular la correccién a la matriz densidad de primer orden, de acuerdo a la
ecuacion (5.3), es necesario encontrar F. Para ello consideremos que el potencial
efectivo utilizado en la Ec. (5.7) corresponde a H) (Ec. (5.11)) considerando sélo

un electrén. La expresién para F(r) es entonces
F(ry=(¢-2)r. (5.13)

A partir de esta ecuacién podemos calcular la densidad electrénica utilizando la ex-
presion dada en el Apéndice B (Ec. (2.10)),

93

ZLQ exp (—2(¢r) [1 + ? ((—2ar,) + ga)] . (5.16)

plr) =
T
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5.1.2 Modelo de potencial efectivo
Atomo bielectrénico

En el siguiente tratamiento vamos a eliminar una restriccién y consideraremos que
en el sistema existe repulsion interelectronica, la cual incluimos por medio de un
potencial efectivo.

Para un sistema bielectrdonico, el Hamiltoniano perturbado es

HO) 4 D
N & U
g vh-ce (2]

1 ra

o, . 1 1 2
+ {e‘(g—-Z) <—+—>+ c ]
1 ra ria

la solucidn a la ecuacién de orden cero se obtiene por medio del modelo hidrogenoide.

H

(5.17)

La funcién de onda de orden cero. en unidades atdmicas, es entonces

-3
0 G . - -
W) = = exp [~¢(ry + r2)l; (5.18)
la energia de orden cero es E(® = —¢2. La correccién a la energia de primer orden se

puede obtener ficilmente a partir de la Ec. (1.8), de forma que la energia total es
E=[C"+((5/8-22)). (5.19)

Para hallar la correccién de primer orden a la funcién de onda necesitamos que HWY
dependa solamente de una variable. Para ello se puede sustituir este Hamiltoniano
*por un potencial que incluya el efecto promedio de todos los electrones en el campo
de cada uno de ellos. En el caso de dos electrones, esto se puede lograr calculando
el potencial que un electrén produce en el campo del otro integrando respecto a una

particula en la expresion del valor esperado de (1/r2):
, . 1
Vs = [ 001,201, 2 (5.20)
12
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realizando las operaciones necesarias obtenemos la siguiente expresién

Vegs = € [é —exp (—2¢r)(¢ + %)] + (C : Z) e’ (5.21)
Podemos ahora calcular F(r) utilizando la relacién (5.7)
F(r) = 1/8[-8(Z—¢)+5](r—1/8—=1/4exp(~2r)
3(exp (=2¢r) — 1)
[ ] +3/8[E(~2Cr) = In (2¢7) — 7]

16¢r
[—24(Z-—C)+65 11 3ln‘2]

- —_— 5.22
16¢ 32¢ 8¢ ( )
donde 7 es la constante de Euler (y = 0.5772156649...) y Ei(z) = fi i’Q-:;'!dt es
la funcién integral exponencial.- Por medio de F(r) podemos encontrar la funcién de

onda de primer orden. La expresion para la densidad electrénica se encuentra en el

apéndice B (Ec.(2.17)).

5.2 Método Autoconsistente de Hartree-Fock

En este modelo [76] cada electrén del sistema se mueve en un campo de potencial
promedio inducido por el resto de los electrones. Este método incluye espin e inter-
cambio, por lo que ha sido ampliampliamente utilizado, ademas de ser la referencia
para definir la energia de correlacién. Este modelo, ademds de ser relativamente
sencillo, resulta ser un paso intermedio entre modelos sencillos y modelos mas compli-
cados, no sélo para calcular funciones de onda en atomos, sino en moléculas también.

Dentro del esquema Hartree-Fock-Roothaan se tiene que resolver la siguiente
.ecuacion matricial:

F¢ = —g), (5.23)
donde A es una matriz de multiplicadores de Lagrange y F la matriz de operadores
Hartree-Fock definidos por:

F=h,+Y (2 - K;); , (5.24)
J
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h, es la parte monoelectronica del operador Hamiltoniano y

Tiw) = ($:) = lei(w), (5.25)

il 1 O
Ki(p) = <¢i(")|;—|¢j(’/))~ (5.26)
py

Los orbitales HF estan definidos como

Pitm = Ru(r)Yim(0,0)é(o), (5.27)
donde los orbitales radiales: R;(r) = Zj Sij(r)cij se calculan a través de orbitales
tipo Slater (STQ’s):

Sij = Njr™i~lexp (=¢ir). (5.28)
Los parametros no lineales (; se varian en este trabajo para estudiar el compor-

tamiento de las propiedades en trayectorias variacionales para los atomos de helio y

litio.

5.3 Meétodo de Interacciéon de configuraciones

En el método de interaccién de configuraciones (IC) la funcién de onda no relativista

se define como:

¥ =3 o ax,, (5.29)
K.p

donde las funciones @Xf) son combinaciones lineales de determinantes de Slater, D,
ng
(r) (
o =" Draclf). (5.30)
=p

Los determinantes de Slater se construyen a partir de espin orbitales ortonormales
Yitmym,, los cuales a su vez se expresan por medio de combinaciones lineales de or-

bitales de tipo Slater normalizados, multiplicados por un arménico esférico v por una
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funcién de espin:

d’ilm;m, = Ril(r)Ylm|(¢vo)€m.(as)x (5'31)

Ru(r) = Y Sij(r)aiju, (5.32)
J

Sij(r) = 1J~1r"1"'1exp[—-c_,~lr]. (5.33)

Los pardmetros no lineales (j; {exponentes orbitales) se determinan, de manera tradi-
cional, minimizando la energia en el proceso variacional.

La matriz densidad monoelectronica se calcula de acuerdo a la ecuacidn (3.14) y la
densidad de carga puede ser obtenida diagonalizando (1, 1’) y asi, puede ser escrita
en términos de la expansién natural como

p(r) = Z na | xa |, (5.34)
il
donde
Yi(r) = ZS,-I(")Cji, (5.35)
J

son los orbitales naturales radiales y n;; los mimeros de ocupacion de v(1, 1').

Este método sera utilizado en esta tesis con dos fines, el primero, para analizar el
proceso variacional en la constuccién de la densidad electrénica a través del parametro
variacional (j; (Seccién 6.2.4) y el segundo para mostrar numéricamente la validez de
la conjetura de Collins a fin de proporcionar evidencia del significado fisico de la
entropia (Seccidén 6.3).

La primera aplicacién implica construir densidades electrénicas para una misma

.base, con diferentes valores del parametro variacional en cada una de ellas. Debido a
que es necesaria una cantidad considerable de puntos de estos cdlculos, esta es quiza
una de las tareas que consumen mas tiempo real.

Por otra parte, las densidades que se utilizan para llevar a cabo nuestro segundo
objetivo son densidades altamente correlacionadas utilizando bases grandes. Para la

construccién de estas densidades y de acuerdo con el método utilizado [4], se parte de
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los orbitales de Campo Autoconsistente de Clementi y Roetti [15] complementando
con orbitales obtenidos por ortogonalizaciones suscesivas de la funcién en la base
SCF. Se utiliza un criterio energético para optimizar los STO’s adicionales que seran
incluidos en el conjunto de base final a través de criterios de convergencia para la
densidad de carga. En todos estos cdlculos utilizamos la serie de programas ATMOL
y WONPSE [9].

Para los miembros de la serie isoelectrénica de litio estudiados aqui, hemos em-
pleado las densidades calculadas por Esquivel et. al. [22, 80], las cuales fueron
obtenidas de funciones de onda IC construidas por medio de secuencias de densi-
dades sucesivamente mejoradas, que convergen hacia densidades completamente esta-

bilizadas.

Para el dtomo de litio, la expansién IC de la funcién de onda contiene 1760 términos
en un conjunto de base STO (8s.6p,6d, 4f,4g, 2k, 27] distribuido entre las regiones de
capa K e intercapa, que incluye el 99.18% de la energia de correlacién (EC). Para el
resto de los iones, de Beta Ne**t | las funciones IC fueron construidas en conjuntos
de base similares al del litio, obteniéndose mas del 98% de la energia de correlacion,
excepto para Ne*t y O%*, cuyas densidades se construyeron en un conjunto de base
STO [8s,6p,6d,2f,2g, 1A, 1i], cuya expansién IC final contiene 1240 términos que

representan mas del 97% de la EC.

Hemos generado ademds, para este trabajo nuevas densidades correspondientes a
las funciones de onda IC de las secuencias convergentes para cada ién. Para Li, se
obtuvieron veintisiete densidades, correspondientes a funciones de onda IC construidas

-en conjuntos de base sucesivamente mejorados, comenzando desde la expansién IC
obtenida usando la base Hartree-Fock de Clementi y Roetti (15}, [HF — SCF)c:
y después anadiendo nuevos orbitales para cada simetria I: [HF + s1]...[HF +
s1...5n], [ns+p1]. . [ns+pr...pm], s, mp, .. J, etc. hasta que se obtenga la funcién

de onda final. Para el resto de los iones se utiliza un esquema similar para construir

secuencias mas compactas de solo siete miembros, cada uno correspondiente a la
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densidad convergida dentro de cada simetria: [ns], [ns, mp], etc.
Por tltimo, hemos construido funciones de onda IC conteniendo una cantidad
especifica de energia de correlacién (Ec. (3.18)), de acuerdo a

(Ecr — Enr)

%EC = Eo

(5.36)

donde Ecg es el valor propio correspondiente a la funcién IC. Para E¢, utilizamos
las estimaciones de las energias de correlacién de nicleos estacionarios no relativistas
calculadas por Davidson et. al. [20], de forma que las densidades para todos los iones

B

fueron restringidas para contener aproximadamente 70%, 90% y 95% de la energia
de correlacién. Esto se logré, truncando las expansiones IC que contenian el 95% de
la EC para todos los miembros de la serie isoelectrénica de litio. Debido a que no
se cuenta con un algoritmo para producir las expansiones IC requeridas, éste fue un

trabajo que consumié un tiempo considerable.



CAPITULO 6

Analisis y Discusion de

Resultados

6.1 Introduccion

Uno de los objetivos principales de esta tesis es estudiar la estructura de las densidades
electrénicas y sus propiedades durante el proceso variacional a través de propiedades
tanto locales como no locales, con el fin de proponer criterios diferentes a la energia
que puedan ser utilizados en la construccién de funciones de onda.

Como ya se ha mencionado, hemos estudiado sistemas de dos y tres electrones uti-
lizando diferentes modelos para la construccién de sus densidades. En este Capitulo
.presentamos los resultados v la discusion de los diferentes modelos utilizados: (7) po-
tencial puramente coulémbico (atomo modelo de helio); (i) potencial efectivo (dtomo
modelo de helio); (iii) método autoconsistente de Hartree-Fock (dtomos de helio v
litio}; y (iv) método de interaccidn de configuraciones (IC) (atomos de helio y litio).

El andlisis de estos modelos nos permitird observar tendencias generales; rela-

cionando la trayectoria que conduce a la minima energia con las trayectorias de la
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entropia, la distancia y las propiedades en los sistemas estudiados, asi como de al-
gunas propiedades, sera posible establecer la existencia de trayeclorias variacionales
(seccion 6.2) para otras propiedades diferentes a la energia. Hay que resaltar que, no
obstante las diferencias fundamentales entre cada modelo estudiado, en todos ellos se
observaran estas trayectorias, de forma que para cada propiedad existe una estructura
determinada similar a la del resto de las propiedades, que ademas es semejante a la
de la energia.

Como se ha discutido en el Capitulo 3, no obstante el papel tan importante que la
entropia informacional estd teniendo como una medida de desorden, informacién fal-
tante o incertidumbre, ademas de que el principio de entropia maxima representa, de
hecho, una restriccién adicional para propdsitos practicos, el significado fisico de estos
conceptos es ain incierto. Relacionado a esto, hemos encontrado interesante estudiar
una interpretacién fisica de la entropia a través del comportamiento variacional de
ésta en los diferentes modelos (seccion 6.2) y de la entropia de Jaynes (seccion 6.3).
Para modelos correlacionados se encontrara una relacidn directa a través de la conje-
tura de Collins [12], apoyando la hipdtesis, referida a la posibilidad de caracterizar a

un sistema a través de su entropia.

6.2 Trayectorias Variacionales

Con el fin de estudiar la estructura variacional de las propiedades que dependen de la
densidad, nos referimos en esta discusién a la trayectoria variacional de la propiedad X,
.que podemos definir como la estructura caracteristica que muestra cierta propiedad
durante el proceso variacional. A manera de ejemplo, el analisis de la trayectoria
variacional en el caso de la energia, conduce a la minima energia. Estudiaremos las
trayectorias variacionales para la energia, la entropia de Shannon, la métrica de los
espacios normados L', definida como la distancia entre la densidad de prueba y una

densidad de referencia; y algunos valores esperados de »" utilizando los sistemas y
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modelos antes mencionados.

En las secciones 6.2.1 y 6.2.2 se presenta el analisis de los resultados para el atomo
modelo de helic, obtenido mediante el formalismo desarrollado en la seccién 5.1 para
los potenciales coulémbico y efectivo (en el Apéndice C, se presenta el desarrollo de
las ecuaciones obtenidas para sistemas modelo de tres electrones). Los dtomos de
helio y litio se estudiaron ademas a nivel del método Hartree-Fock y del método de
interaccién de configuraciones, resultados que presentamos en las secciones 6.2.3 y

6.2.4.

6.2.1 Modelo de Potepcial Coulémbico

El desarrollo de la expresién para la densidad en términos del parametro variacional
¢ para este modelo se presenta en la seccién 5.1.1. Los calculos para la obtencién de
las densidades fueron realizados utilizando un programa desarrollado en esta tesis.
P

Debido a que este modelo es un modelo fisico, las variaciones del pardmetro varia-
cional no pueden ser arbitrarias, por lo que es importante establecer el rango de ¢
donde la densidad tiene validez fisica. Existen dos tipos de restricciones a este re-
specto; la primera surge directamete de la imposibilidad fisica de tener valores fuera
del rango 1 < ¢ < 2. debido que ¢ representa la carga nuclear efectiva. La segunda re-
striccion es la impuesta por la teoria de perturbaciones, que establece que el parametro
perturbacional, A = 1/( debe ser pequeno. La utilizacion de valores arbitrarios de ¢
se ve reflejada en la aparicién de densidades con zonas negativas del espacio. Podemos
encontrar el rango adecuado de ¢ determinando la regidn donde la densidad se hace

.negativa igualando a cero la ecuacidn 5.16,

6 ¢
P m 6.1
€ ((-2)4 (6D
para valores mayores al valor de esta r, la densidad es negativa. La Figura 6.1 muestra
las zonas negativas de la densidad en funcién de ¢: podemos apreciar que para valores

cercanos a 2, la densidad siempre es positiva. En la Figura 6.2 graficamos la funcién
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Figura 6.1: Helio, modelo potencial coulémbico. Zonas de densidades negativas. En

los valores de r superiores a la funcién graficada, la densidad es negativa.
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Figura 6.2: Helio, modelo potencial coulémbico. Funcién de distribucidn radial para

diferentes valores de (.



de distribucion radial para algunos valores de (; se muestra claramente las zonas
negativas de la funcidn para valores de inferiores a 1.9. Hemos corroborado que cada
densidad normaliza a 2, sin embargo, esto mismo provoca el comportamiento mostrado
en la figura, donde se aprecia que a medida que aumentan la zonas negativas, la parte

positiva necesariamente aumenta, debido a que la integral total debe ser +2.

De esta forma es posible establecer el rango mas adecuado de ¢ donde la densidad
tenga significado fisico, 1.9 < ¢ < 2.0. EI corto rango de ¢ no es sin embargo,
una restriccidon ya que es posible obsevar trayectorias variacionales para todas las
propiedades como se puede apreciar en las graficas 6.4 a 6.8.

En las Figuras 6.3 a 6.8 se psesentan la trayectorias variacionales (en funcidn de ¢)
de la energia, la entropia, y () con n entre ~2 v 2 utilizando el modelo de potencial
puramente coulémbico. Ademds hemos graficado en la Figura 6.9 la distancia entre
la densidad de cada punto respecto a una densidad de referencia; se han eligido dos
referencias con fines comparativos, una con { = 2.0 (Figura 6.9) v la otra con { = 1.0
(Figura 6.10) de forma que una de ellas se encuentra dentro del rango de analisis y
la otra no. En el primer caso se tiene un minimo y en el segundo un maximo, sin

embargo, ambos puntos extremos coinciden exactamente en el valor de ¢ = 2.0.

El principio variacional, establece la existencia de un minimo para la energia, lo
cual se observa claramente en la Figura 6.3; sin embargo, mas interesante alin es notar
el comportamiento que exhiben las demas propiedades, presentando una estructura
muy similar a la de la energia, con puntos maximos o minimos (puntos extremos)
dependiendo de la propiedad. Se puede apreciar ademds que, al igual que la energia,
.solo se observa un punto extremo. A este respecto podemos observar que mientras
la energia presenta un minimo, la entropia un maximo, de igual forma, los valores
esperados de r con n’s negativas son minimos en sus puntos extremos y con n’s
positivas, maximos. Por medio de estos resultados es como podemos establecer la
existencia de las trayectorias variacionales para todas las propiedades estudiadas, las

cuales describen la estructura de puntos extremos antes mencionada. En este modelo.
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Figura 6.3: Helio, modelo potencial coulémbico. Optimizacion de la energia.
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Figura 6.9: Helio, modelo potencial couldmbico. Trayectoria de la distancia utilizando

como referencia la densidad con ¢ = 2.0
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Figura 6.10: Helio, modelo potencial coulémbico. Trayectoria de la distancia uti-
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las trayectorias variacionales de todas las propiedades muestran puntos extremos que
coinciden exactamente con el minimo de la energia en { = 2.0 u.a.

Estos resultados nos permiten concluir que en el caso de 4tomos modelo constru-
idos por medio de un potencial puramente coulémbico, existe una estructura varia-
cional perfectamente definida para todas las propiedades estudiadas y cuyos puntos

extremos coinciden exactamente con el minimo de la energia.

6.2.2 Modélo de Potencial Efectivo

El programa que se utilizé en el calculo de las densidades y sus propiedades en este
modelo lo hemos desarrollado especificamente para este trabajo utilizando la expresion
para la densidad desarrollada en la seccién 5.1.2. Para este modelo, como en el
caso del modelo de potencial puramente couldmbico. es necesario determinar el rango
de validez fisica de (. En este caso hemos modelado la interaccién interelectrénica
a través de un potencial efectivo Este potencial describe el apantallamiento de un
electrdn con respecto al otro, asi, el parametro variacional es direcfamente la carga
nuclear efectiva que interacciona con cada electrén. Debido a lo anterior, el valor de
¢ tendra un limite determinado por un apantallamiento maximo. La complejidad de
la expresién de la densidad de este modelo (Seccién 5.1.2) complica la determinacién
precisa de los valores de r donde la densidad sea negativa. Si graficamos la funcién
de distribucién radial para diferentes valores de { como se muestra en la Figura 6.11,
podemos observar que para valores de ( < 1.4 existen zonas donde la densidad es
negativa; numéricamente se puede comprobar que en { = 1.4 la densidad es positiva
.hasta aproximadamente » = 6.0, donde comienza a ser negativa, sin embargo, los
valores de la densidad para r’s mayores son despreciables. El analisis anterior nos
permite determinar el rango optimo de variacién de (: entre 1.4 y 2.0.

Utilizando la expresién de la densidad desarrollada en la seccién 5.1.2 para un
atomo modelo de dos electrones, obtenemos los siguientes resultados. Al variar (,

podemos observar que existen, al igual que en el potencial couldmbico, trayectorias
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Referencia  (maz

0.1 1.73
1.0 1.71
2.0 1.72
5.0 1.80

Tabla 6.1: Helio potencial efectivo. Valores de (’s maximos de las trayectorias de

distancias utilizando diferentes referencias

variacionales, excepto para (r~1), donde se obtiene un valor constante para cualquier
¢. En las Figuras 6.12, a 6.17 se presentan las trayectorias variacionales para la
energia, la entropia y los valores esperados de 7 con n = —2,1,2,3. Las gréficas de
las distancias las presentamos utilizando diversos puntos de referencia: con ¢ = 0.1
(Fig. 6.18),¢ = 1.0 (Fig. 6.19), ¢ = 2.0 (Fig. 6.20) y por tltimo con { = 5.0 (Fig. 6.21),
podemos observar que todas estas trayectorias presentan un maximo, sin embargo, no
todos estos coinciden como ocurrid en el caso del potencial coulémbico. En la Tabla 6.1
se presentan los valores de (mazimo €n cada caso; de ello podemos concluir que el valor
extremo de la trayectoria de la distancia depende de la referencia. Utilizamos para
fines comparativos con el resto de las propiedades, la trayectoria con la referencia
¢ = 2.0 porque en ese punto la perturbacién se hace cero.

Podemos observar que todas las propiedades presentan una estructura variacional
.similar entre si, cada trayectoria tiene un punto extremo al igual que en el caso de
la energia, sin embargo, estos puntos ezxtremos no coinciden con el valor del mintmo
de la energia, en contraste con lo que se observa en el potencial coulémbico, donde
es posible caracterizar al sistema con cualquier propiedad. Podemos preguntarnos
ahora ?’ qué propiedad caracteriza mejor al sistema?. Analicemos los valores en los

puntos extremos. A pesar de la naturaleza no local de la entropia y de la energia, sus
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puntos extremos estan desplazados uno respecto al otro, para la entropia en ¢ = 1.63
mientras que para la energia ¢ = 1.69. El valor del extremo de la distancia se desplaza
hacia la derecha respecto a la energia y se presenta en ¢ = 1.72. En este modelo
podemos apreciar que todas las trayectorias de las propiedades presentan un méaximo,
tanto la entropia, la distancia, como los valores esperados de r*. Podemos entonces
preguntarnos st tienen algun significado estos puntos extremos de forma que sean
utiles para caracterizar al sistema. El hecho de que estas propiedades presenten el
mismo comportamiento variacional que la energia (a pesar de que cuantitativamente
no coinciden) nos hace pensar que estos puedan tener algun significado importante;
esta hipétesis de hecho surge como un conocimiento empirico de trabajos anteriores
(21, 4, 80], donde se utilizé la distancia maxima como criterio de construccidén de
densidades aplicado al método de interaccién de configuraciones, densidades con las
que se pudieron calcular propiedades muy precisas [21], a pesar de que la energia de
correlacion no era tan alta comparada con otros métodos [53]. Estos antecedentes nos
hicieron enfocarnos especialmente en el analisis de los puntos extregios tanto de las

la entropia y la distancia, como de los valores esperados de r".

En la Tabla 6.2 se presentan los valores para todas las propiedades en los pun-
tos extremos de la energia. la entropia, la distancia y en el propio extremo de cada
propiedad. Para analizar estas cantidades comparamos en la Tabla 6.3 nuestros val-
ores con los valores tedricos precisos calculados por medio del método Hylleraas Ov
del método de interaccién de configuraciones [28]. Podemos apreciar que, en general,
los valores en Ceziremo de la entropia son mejores comparados con los valores de la
.Tabla 6.3 que los que se tienen para los extremos tanto de la energia como de la
distancia, excepto para (r~?), donde el valor mas preciso se tiene con el maximo de la
distancia. Por otro lado, los valores en los extremos de cada propiedad son mejores aun
respecto a los otros. Lo anterior sugiere la existencia de principios variacionales para
cada propiedad. Una observacién similar hizo Hall en 1964 {49] quien a través de sus

trabajos en teoria de perturbaciones concluyé que se encuentran mejores resultados si
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Ce (1.69) (s (1.63) (p (1.72) Cprop

E -2.8476  -2.8443  -2.8466  -2.8476 (1.69)
S -1.0851  -1.0770  -1.0940  -1.077 (1.63)
r=2  11.9474  11.9144  11.9530  11.953 (1.73)
r~l 33750  3.3750  3.3750 3.3750

r 1.8434  1.8461  1.8405  1.846 (1.63)

r2 2.3206 23371 23074 2.3392 (1.60)
r3 3.7033  3.7694  3.6572  3.7883 (1.58)
ri 7.1405  7.3818  6.9875  7.4891 (1.57)

Tabla 6.2: Helio. potencial efectivo. Valores de las propiedades en los puntos extremos
de la energia, la entropia, la distancia y en el extremo de cada propiedad {se indica

entre paréntesis el valor de ().

¢ se elige de forma que estabilice la funcion de onda bajo una perturbacion particular
(espectfica para cada propiedad). Cederbaum ef.al. [11] propuso. similarmente, desar-
rollar orbitales naturales para cada propiedad ademads de los conocidos para la energia.
La inconveniencia de trabajar con diferentes parametros variacionales es evidente, por
lo que es mds interesante buscar criterios generales que permitan representar mejor al
sistema, tales como la entropia y las distancias. En el caso, del modelo de potencial
efectivo es la entropia el criterio que mejor describe las propiedades del sistema. Otra
_observacién importante que podemos hacer con respecto a los puntos extremos de
cada propiedad. es que los valores de Z..tremo disminuyen para los {(r"} conforme n

aumenta y el valor de (oz¢remo que tiene la entropia es un promedio de estos. lo cual

refleja su naturaleza no local.

De las observaciones anteriores podemos concluir que, al incluir la repulsién in-

terlectronica, todas las propiedades presentan una desviacidn respecto al principio
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IC [28] Hylleraas Pekeris [78]
r~2 12,0311  12.03 -

r~! 3.37628 3.38 3.377
r 1.85900 1.858 1.859
r2 2.38610 2.39 2.387
r3  3.92912 - -
ri 7.90844 - -
rd 18.8043 - -

Tabla 6.3: Valores precisos para las propiedades de helio.

variacional. Podemos agregar ademas que estos resultados sugieren la existencia de
principios variacionales para otras propiedades. Finalmente, en este caso, podemos
concluir que el criterio que mejor representa al sistema. cuando comparamos con

valores precisos de las propiedades, es la entropia.

6.2.3 Modelo de Campo Autoconsistente de Hartree-Fock

La importancia de utilizar este modelo es evidente, al incluir la repulsién inter-
electrénica a través de un campo autoconsistente, el modelo representa adecuada-
mente sistemas multielectrénicos. Hemos utilizado para este calculo el programa
-ATOMSCF de Clementi [15] modificado para automatizar el cambio de los paramentros
variacionales. Como ya se ha mencionado, por medio de este método analizamos
dos sistemas: atomo de helio y atomo de litio, utilizando diferentes conjuntos de
base. Esto nos permite estudiar el comportamiento de las propiedades al aumentar el
tamano de la base. En el caso del helio, tenemos resultados con 2, 3, 4 v 5 orbitales

de base de tipo s cuando se optimiza el segundo orbital (manteniendo los demas fijos)
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ademads, para una base de 3 orbitales analizamos la variacién del tercer orbital y para
una base de 5, la optimizacién del quinto. En el caso de litio, las bases fueron de 3 y
6 orbitales.

En cada caso se encontraron trayectorias variacionales para todas las propiedades,
estudiadas de forma similar a los dos modelos anteriores. En comparacion con el
modelo de potencial efectivo observamos para todas las trayectorias variacionales que
los puntos extremos no coinciden con los minimos de la energia (como ocurria con
el modelo de potencial coulémbico) y que se desvian de ésta conforme n aumenta.
Esto nos permite reforzar el argumento de que la desviacién observada para todas
las propiedades con respecto a_la energia, es debida principalmente a la repulsion
interelectrénica. Es importante mencionar, por otro lado, el consumo tan importante
de tiempo de maquina de estos calculos, debido a que cada uno de los conjuntos de

graficas presentadas, implica no menos de 400 cédlculos Hartree-Fock.

Atomo de Helio -

Base de 2 orbitales Cuando analizamos el caso de 2 orbitales de base, pode-
mos observar que la trayectoria de la entropia es muy diferente a la de la energia
(Figura 6.23 y 6.22), sin que presente ningin punto extremo. En base a la experiencia
de los modelo anteriores, esta observacidon puede parecer extrana, ya que esperabamos
que la trayectoria de la entropia tuviera algun extremo, sin embargo, es necesario
analizar las trayectorias de las demads propiedades para explicar su comportamiento.
-A pesar de que las trayectorias de los valores esperados de (r~2) (Figura 6.25) y de
(r~!)} (no mostrada) presentan un minimo, las de (r*) con n’s positivos tienen el
mismo tipo de estructura que la entropia (Figuras 6.26 y 6.27), es decir, sin pun-
tos extremos. Esto nos indica que la entropia refleja mejor el comportamiento de
propiedades que describen regiones alejadas al niicleo. Este comportamiento obser-

vado para la entropia y valores esperados con n > 1 se observa solamente cuando la
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Figura 6.22: Helio, Hartree-Fock: base 2 orbitales. Optimizacion de la energia para

el 20. orbital
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Figura 6.23: Helio, Hartree-Fock: base 2 orbitales. Trayectoria de la entropia cuando

se optimiza el segundo orbital
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Figura 6.24: Helio, Hartree-Fock: base 2 orbitales. Trayectoria de la distancia cuando

se optimiza el segundo orbital. Referencia: ¢ = 0.01.
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Figura 6.25: Helio, Hartree-Fock: base 2 orbitales. Trayectoria de (r=?) cuando se

optimiza el segundo orbital
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Figura 6.27: Helio, Hartree-Fock: base 2 orbitales. Trayectoria de (r?) cuando se

optimiza el segundo orbital



base es muy pequena, para bases mayores, se observan extremos en todas las trayec-
torias variacionales. La trayectoria de la distancia (Figura 6.24) se obtuvo por medio
de la Ec. (4.6) donde pmm y pn son las densidades de referencia y de prueba respec-
tivamente, ambas con dos orbitales de base, la primera con un valor de ¢ = 0.01 y
la segunda varia de acuerdo al pardmetro variacional (. En la Figura 6.24 se puede
observar un minimo en ¢ = 1.4 muy cercano al de la energia (¢ = 1.5), esto muestra
que la distancia, en este caso, representa bien el comportamiento variacional de las
zonas cercanas al nicleo y mal las zonas lejos del éste, de la misma forma que lo hace
la energia.

En resumen, para una base pequeiia de dos orbitales. se puede observar que el
comportamiento variacional de las propiedades que representan regiones lejanas al
ntcleo, se parece al de la entropia y que el de la energia o la distancia, representan

mejor la regidn cercana al nicleo.

Base de 3 orbitales Cuando se optimiza el segundo orbital feniendo un con-
Junto de base de 3 orbitales tipo s, se puede resaltar basicamente lo siguiente: primera-
mente se observan trayectorias variacionales bien definidas para todas las propiedades
como se puede apreciar en las Figuras 6.28 a 6.35. Cabe mencionar que la trayectoria
de la distancia se obtuvo utilizando como referencia una densidad construida a partir
de una funcién de onda con 3 orbitales de base donde el segundo tiene un valor de
¢ = 0.01. Por otro lado, en todos los casos, los puntos extremos no coinciden entre
si, como ocurre en el modelo de potencial efectivo. El minimo de la energia esta
.en ¢ = 2.88, mientras que el minimo de la entropia en ¢ = 1.65 y el maximo de la
distancia { = 5.2. este ultimo difiere considerablemente del de la energia, por lo que
es importante un analisis cuantitativo de los valores de la propiedades. Primeramente
analizamos los valores de C.ziremo de la entropia y los valores esperado de . De la
Tabla 6.4, observamos que, de igual forma que para el potencial efectivo, el valor del

punto extremo de la entropia es un promedio de los extremos de los valores esperados
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Figura 6.28: Helio, Hartree-Fock: base 3 orbitales. Optimizacién de la energia para

el segundo orbital
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Figura 6.30: Helio, Hartree-Fock: base 3 orbitales. Trayectoria de la distancia cuando

la referencia es un HF de 3 orbitales de base con ¢ =0.01.
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Ce'(1.5) ¢k (288) (5 (165) Cp (5.2) Corop
E -2.8612 -2.8617  -2.861458 -2.861434 -
S 0.3130 0.3189 0.3175 0.3219 -
r=°  11.9981 11.9928 12.0357 11.9302 12.0422 (1.21)
rot 3.3915 3.3751 3.3767 3.3652 3.3772 (1.98)
r 1.8300 1.8533 1.8477 1.8656 1.8477 (1.63)
re 2.2911 2.3636 2.3379 2.4016 2.3359 (1.38)
r3 3.6540 3.8559 3.7646 3.9579 3.7432 (1.17)
ri 7.0890 T.6725 7.3611 7.9502 7.2251 (1.02)

Tabla 6.4: Helio, Hartree-Fock Valores de las propiedades en los puntos extremos
de la energia con las bases de dos (%) v tres orbitales (*). En los de la entropia, la
distancia y en el extremo de cada propiedad para la base de tres orbitales al optimizar

el segundo orbital (se indica entre paréntesis el valor de Corireme)

de r*. En esa misma Tabla, con fines comparativos, presentamos los valores de las
propiedades en el minimo de la energia, para la funcién con dos y tres orbitales de
base; ademds en el minimo de la entropia y en el maximo de la distancia, asi como
en los puntos extremos de cada propiedad en particular. Comparando las Tabla 6.3,
observamos que las tendencias son muy claras en cuanto a qué criterio describe mejor
a la propiedad, ya que para valores grandes de n (2, 3 v 4), la distancia describe muy
_bien al sistema y para valores negativos, lo hace la entropia. aunque en el caso de (r),

el valor del minimo de la energia describe mejor esta propiedad.

A través de este analisis podemos concluir que (7) para helio dentro de la aproxi-
macion de Hartree-Fock con una base de 3 orbitales. existen trayectorias variacionales
para todas las propiedades, contrario a lo que ocurria con la base de 2 orbitales vy,

(i1) cuantitativamente se concluye que los valores extremos de la entropia y de la
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distancia, representan mucho mejor a las propiedades que el minimo de la energia.

La entropia, para valores negativos de (r") y la distancia para positivos.

Base de 4 orbitales Las trayectorias variacionales cuando usamos una base de
4 orbitales se presentan en las Figuras 6.36 a 6.42. Podemos observar que en todos
los casos se tiene un punto extremo, minimo para la energia, la entropia y para los
valores esperados de r™ con n negativa y maximo en la distancia (cuya trayectoria
se ha obtenido utilizando como referencia una funcién de onda con un valor para el
segundo orbital de { = 0.01) y los valores esperados con n’s positivas. En este caso
particular, los puntos extremos de la energia y la distancia, coinciden exactamente en
¢ = 2.48. En la Tabla 6.5 se presentan los valores de las propiedades en los puntos
extremos de la energia, la entropia, la distancia (que este caso coinciden con los de
la energia), y en los extremos de cada propiedad. De la Tabla 6.5, vemos que los
valores de las propiedades en el punto extremo de la energia, concuerdan mas los
de la base de 3 que los de la base de 2 orbitales. Esto nos hace pensar que la base
minima requerida para describir bien las propiedades, es la de 3 orbitales. va que al
aumentar un orbital mas, los valores de las propiedades cambian poco. En cuanto a
la comparacion con valores precisos podemos ver que las propiedades calculadas con
el extremo de la energia y la distancia (( = 2.48) son las mejores respecto a las de la
entropia y del mismo extremo de cada propiedad.

De esta forma, podemos concluir que existen algunos casos en los que el extremo de
la energia coincide con el de la distancia y que en tal caso, la energia representa mejor
.al sistema. Por medio de esta base también ha sido posible conjeturar la existencia de

una base minima para describir aceptablemente el conjunto de propiedades estudiadas.

Base de 5 orbitales En cuanto a la base de 5 orbitales tenemos observaciones
similares a las anteriores. En principio, se presentan trayectorias variacionales para

todas las propiedades como se puede apreciar en las Figuras 6.43, a 6.49. En la
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Figura 6.36: Helio, Hartree-Fock: base 4 orbitales. Optimizacion de la energia para

el segundo orbital
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Figura 6.38: Ielio, Hartree-Fock: base 4 orbitales. Trayectorias de las distancia de la

distancia cuando se optimiza el segundo orbital. Referencia: ¢ = 0.001.
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Ce (248) (s (1.53) ¢p (2.48) Cprop

E -2.8617  -2.8613  -2.8617 -
0.3191 _ 0.3175 0.3191 -

rT? 119912 119682 11.9912  11.9912 (2.44)

rol 3.3746 3.3751 3.3746 3.3763 (1.90)
r 1.8544 1.3477 1.8544 1.8477 (1.52)
r? 2.3688 2.3348 2.3688 2.3323 (1.31)
r3 3.8771 3.7450 3.877 3.7162 (1.15)
r 7.7565 7.2713 7.7565 888 (1.04)

Tabla 6.5: Helio, Hartree-Fock base de 4 orbitales cuando se optimiza el segundo
orbital. Valores de las propiedades en los puntos extremos de la energia. la entropia,
la distancia y en el extremo de cada propiedad (se indica entre paréntesis el valor de

Cex!remo)-
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Figura 6.45: Helio, Hartree-Fock: base 5 orbitales. Trayecoria de la distancia cuando

se optimiza el segundo orbital. Referencia: ¢ = 0.01.
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Figura 6.47: Helio, Hartree-Fock: base 5 orbitales. Variacién de (r=1) cuando se

optimiza el segundo orbital
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Figura 6.48: Helio, Hartree-Fock: base 5 orbitales. Variacion de (r) cuando se opti-

miza el segundo orbital
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Ce (2.38) (s (1.53) (p (2.8) Corop
E -2.8617 -2.8615  -2.8617 -
S 0.3192 0.3183 0.3198 -
r~?  11.9912 11.9996  11.9830 11.9998 (1.63)
r1 3.3746 3.3749 3.3732 3.3754 (1.85)
r 1.8545 1.8508 1.8572 1.8508 (1.52)
re 2.3694 2.3494 2.3804 2.3478 (1.32)
r3 3.8799 3.7965 3.9175 3.7771 (0.90)
rt T.7687 7.4440 7.8946 7.3098 (0.80)

Tabla 6.6: Helio, Hartree-Fock base de 5 orbitales cuando se optimiza el segundo
orbital. Valores de las propiedades en los puntos extremos de la energia, la entropia,
la distancia y en el extremo de cada propiedad (se indica entre paréntesis el valor de

-
Qertremo)-

Tabla 6.6 presentamos ademas los puntos extremos de cada propiedad comparados
con los que se tienen para el minimo de la energia (¢ = 2.38), de la entropia (¢ = 1.33)
y maximo de la distancia (¢ = 2.8). Se puede apreciar que, los valores en el maximo
de la distancia (en la referencia, en este caso, se utilizé una base de 5 orbitales con
¢ = 0.01 para el segundo) son los que mejor concuerdan con los valores precisos de
la Tabla 6.3, ademads tambien se observa que los valores en el minimo de la energia
correlacionan mejor de lo que lo hacen los valores en el minimo de la entropia. No
obstante esto iltimo, es importante sefalar que los puntos extremos de todas las
propiedades, estan mas cercanos al minimo de la entropia (¢ = 1.53) y de hecho, éste

es aproximadamente un promedio de los extremos del resto de las propiedades.

Como conclusién se puede decir que, utilizando una base de 5 orbitales, la propiedad
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que describe mejor al sistema es la distancia y respecto a la entropia se observa que re-
fleja un comportamiento promedio de los valores esperados. Ambos criterios describen

mejor a las propiedades que la energia.

Bases de 3 y 5 orbitales cuando se optimiza el tercer y quinto orbital.
Hemos realizado también calculos para helio utlizando un conjunto de base de 3 y >
orbitales 1s, que difieren de los anteriores en que se ha variado el parametro variacional
del tercer y quinto orbital respectivamente. En estos dos casos puede destacarse
esencialmente lo siguiente: en el caso en que se tiene una base de 3 orbitales, el
comportamiento general es basicamente similar al caso en que se varia el 20.. con la
unica diferencia que la trayectoria de la entropia presenta un maximo (Figura 6.50), en
contraste con lo que ocurria en el otro caso donde teniamos un minimo (Figura 6.29).
En este sentido, no ha sido nuestro propésito realizar un estudio mas profundo que nos
proporcionen mas evidencias acerca de las diferencias entre un maximo Yy un minimo
de las trayectorias variacionales de la entropia en sistemas electrénicos. sin embargo,
seria interesante realizar un estudio con relacién al principio de maxima entropia de
Jaynes [51].

En el caso de la base de 5 orbitales se pudo observar que la contribucién a la
energia del quinto orbital es practicamente despreciable (107° hartrees), sin embargo,
para el resto de las propiedades si tienen estructura variacional con puntos extremos,
tanto los valores esperados de r® (como ejemplo se presenta el valor esperado de
r, Figura 6.32), como la entropia (Figura 6.51). Con esto podemos concluir que,
.mientras que la energia es insensible a incluir un quinto orbital en la base, la entropia
tiene una estructura muy bien definida que concuerda con el comportamiento de las

demds propiedades.

Atomo de Litio Con una base de 6 orbitales las trayectorias variacionales pre-

sentan una estructura bien definida de puntos extremos (Figuras 6.53, a 6.59). La
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Figura 6.51: Helio, Hartree-Fock: base 5 orbitales. Variacion de la entropia cuando

se optimiza el quinto orbital
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Figura 6.53: Litio, Hartree-Fock: base 6 orbitales. Optimizacién de la energia para
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Figura 6.54: Litio, Hartree-Fock: base 6 orbitales. Variacién de la entropia cuando
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Figura 6.55: Litio, Hartree-Fock: base 6 orbitales. Tryactoria de la distancia cuando

se optimiza el sexto orbital. Referencia: ¢ = 0.01.
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Figura 6.56: Litio, Hariree-Fock: base 6 orbitales. Variacion de (r~2) cuando se

optimiza el sexto orbital
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Figura 6.57: Litio, Hartree-Fock: base 6 orbitales. Variacién de (r~!) cuando se

optimiza el sexto orbital
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Figura 6.58: Litio, Hartree-Fock: base 6 orbitales. Variacién de (r) cuando se optimiza

el sexto orbital
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Figura 6.59: Litio, Hartree-Fock: base 6 orbitales. Variacién de (r?) cuando se opti-
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trayectoria variacional de la distancia se obtuvo utilizando como densidad de refer-
encia una con 6 orbitales de base, donde el sexto tiene un valor 0.01. Para el 4tomo
de litio, en contraste al helio, se presenta una estructura variacional mas complicada,
cuyo comportamiento es de mas de un punto extremo; esto nos permite afirmar que,
al aumentar el mimero de electrones, las trayectorias varia'cionales se hacen mas com-
plejas, apareciendo varios puntos extremos. El minimo absoluto de la energia como
se puede apreciar en la Tabla 6.8 estd en ¢ = 1.7, mientras que el minimo abso-
luto de la entropia en ¢ = 0.9. La trayectoria de la distancia (Figura 6.55) presenta
una estructura un poco mas complicada donde, a pesar de que se puede identificar
un maximo, aparece una discontinuidad cerca de él ({ = 3.3) probablemente debida
a alguna dependencia lineal de los orbitales; esto impide la localizacion exacta del
maximo, por lo que, en este caso, no hemos considerado el maximo de la distancia
para obtener valores de las propiedades. Los valores en los minimos de la energia y la
entropia, asi como en los extremos de cada propiedad se encuentran reportados en la
Tabla 6.8. La comparacién de éstos valores y los de la Tabla 6.7 nos permite aseverar
que los valores mas precisos se presentan en los puntos extremos de cada propiedad.
Este fenémeno es muy interesante de acuerdo a lo que Hall [49] propuso diciendo que
cada propiedad se estabiliza en un valor diferente al resto de las propiedades. Las
observaciones hechas en este caso, parecen corroborar que es posible determinar la
estabilidad de una funcién cuando utilizamos como criterio alguna propiedad global.
Por otra parte, los puntos extremos de los valores esperados de r® paran = —1,1,2
se encuentran muy cercanos al minimo de la entropia, sin embargo, las trayectorias
para n = —2, 3.4 tienen puntos extremos alejados de éste (en 3.1 ¥ 3.3) como se puede

apreciar en la Tabla 6.8.

Para concluir podemos decir que la compleja estructura de la trayectoria de la
distancia impide localizar un punto extremo bien definido. Por otro lado, la entropia,
a pesar de que en este caso, no es la propiedad que mejor representa el comportamiento

de las propiedades, la energia presenta el mismo problema, representando bien sélo
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IC® Hylleraas®
r=?  30.2424 30.2407
r~l 571791 5.7181
r 4.99019 4.9898
r2 18.3599 18.3571
r3 92.6291 92.6279
r 550.040 550.416
3 3695.85 3706.02

Tabla 6.7: Valores precisos de (r™) para litio.

cuando se utilizan uno u otro criterio es similar. Finalmente, en este caso se observa

que el extremo de cada propiedad reporta los mejores valores para cada una de ellas.
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CE (17) (s (09) Q.prop
E -7.432725  -7.432670 -
0.62138 0.62111 -

P2 302169 30.2143  30.2226 (3.1)
r=l 571542 5.71566  5.71566 (0.9)
r 5.01987  5.01826  5.01773 (1.1)
r? 18.6319  18.6214  18.6197 (1.1)
P 047581 94.9571  94.5833 (3.1)

ri 567.0119  573.8791  554.5496 (3.3)

Tabla 6.8: Litio, Hartree-Fock base de 6 orbitales cuando se optimiza el sexto orbital.
Valores de las propiedades en los puntos extremos de la energia. la entropia y el

extremo de cada propiedad {se indica en el paréntesis el valor de Cortremo).
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6.2.4 Método de Interaccién de Configuraciones

Incluir un modelo correlacionado dentro de nuestro estudio ha sido muy relevante
porque nos ha permitido extender nuestras observaciones a un método de la impor-
tancia que representa el método de interaccién de configuraciones dentro del calculo de
densidades correlacionadas. En este modelo hemos realizado calculos para los dtomos
de helio y litio, utilizando conjuntos de base de tres y seis orbitales respectivamente.
Hemos comparados estos resultados con los modelos anteriores, especialmente el he-
lio, con los que obtenemos conclusiones interesantes. Por otro lado, hay que resaltar
que para obtener estos resultados fue necesaria una gran cantidad de calculos, ya que

para cada grafica presentada se*requieren entre 100 y 200 calculos IC.

Atomo de Helio En las densidades electrénicas del helio con una base de 3 or-
bitales tipo s, se ha analizado el proceso de optimizacidn del tercer orbital. Es muy
interesante observar que, a pesar de la diferencia entre este modelo y los anteri-
ores (potencial efectivo, y Hartree-Fock), todas las propiedades presefitan trayectorias
variacionales notoriamente simialares a éstas, donde se aprecia un solo valor extremo
en cada trayectoria (ver Figuras 6.60 a 6.66). Es importante senialar, no obstante,
que las trayectorias para los valores esperados de r? y r® no tienen la estructura
caracteristica de puntos extremos; sin embargo, en base en la experiencia anterior
(seccién 6.2.3), podemos suponer que esto probablemente sea debido a que la base es
muy pequefia para representar adecuadamente todas las regiones del espacio. Para
este modelo, los puntos extremos de la energia (( = 3.2), la entropia (¢ =16)y
Ja distancia ({ = 4.5), cuya trayectoria se obtuvo utilizando una referencia de una
funcién de onda con 2 orbitales de base. no coinciden ¥ se encuentran relativamente
alejados uno del otro. En la Tabla 6.9 comparamos los valores de las propledades
(valores esperados de (r")) con los valores precisos a fin de establecer qué parametro
es mas indicado para representar al sistema. Lo mas importante a destacar de la

Tabla 6.9 es que a pesar de que el punto extremo de la entropia estd mucho mads
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Figura 6.60: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Optimizacién de

la energia para el tercer orbital.
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Figura 6.61: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Variacic;n de la

entropia cuando se optimiza el tercer orbital.
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Figura 6.62: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Trayectoria de

la distancia cuando se optimiza el tercer orbital. Referencia: [HF};¢ con 5 orbitales

de base.
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Figura 6.63: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Variacién de

(r=2) cuando se optimiza el tercer orbital.
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Figura 6.64: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Variacién de

{(r~!) cuando se optimiza el tercer orbital.
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Figura 6.65: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Variacion de (r)

cuando se optimiza el tercer orbital.
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Figura 6.66: Helio, Interaccién de Configuraciones, base 3 orbitales. Variacién de (r?)

cuando se optimiza el tercer orbital.




(e (32) (s (16) (o (45)  Cprop
E  -2.8785 -2.8778 -2.8783 -

S 4.0513  4.078  4.0257 -
r=2 120590 11.9779 12.0862 12.0925 (5.8)
r=l 3.3722  3.3676  3.3764  3.3676 (1.6)
r 1.8678  1.8771  1.8594  1.8771(1.5)
r? 24144 24591 23849  2.4625 (1.3)
r3 4.0096  4.1793  3.9220  4.2229 (1.0)
rt 81456  8.7665  7.8835 -

rS  19.5630 21.8866 18.7512 -

Tabla 6.9: Helio, Interaccién de configuraciones base: 3 orbitales tipo s (HF). Valores
de las propiedades en los puntos extremos de la energia, la entropia, la distancia y en

el extremo de cada propiedad (se indica entre paréntesis el valor de Ceztremo)-

cercano a los extremos de las propiedades, los valores esperados no son muy buenos
al compararlos con los valores precisos. En contraste, los valores respecto al maximo
de la distancia son excelentes, no obstante el tamaiio de la base, aun para los valores
de r* y r5, cuyas travectorias variacionales no presentan la misma estructura que
el resto de las propiedades. En base a la experiencia del potencial efectivo, donde
pudimos observar la gran dependencia de la referencia en el calculo de las distancias,
sugerimos que este fenémeno probablemente se deba a que la referencia utilizada en
este modelo es linealmente independiente de las densidades con las que estamos com-
parando, de 3 orbitales de base. Esto propicia que la trayectoria de la distancia refleje

exclusivamente el comportamiento de las denisdades de interés.

Como conclusién al respecto podemos decir, que en el caso de método de inter-

accién de configuraciones, el punto extremo de la trayectoria de la distancia es el que
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produce de forma clara, los mejores valores de las propiedades.

Litio Aligual que en el modelo Hartree-Fock, las trayectorias variacionales para este
atomo, son mas complicadas que las de helio, debido tanto al nimero de electrones,
como a los orbitales involucrados en cada configuracidn, lo cual se refleja en una

estructura mas compleja.

Hemos utilizado un conjunto de base de 7 orbitales tipo s (6 provenientes direc-
tamente del HF y un orbital virtual (ver seccién 5.3)) y analizado el proceso de opti-
mizacién del séptimo orbital s. Las trayectorias variacionales obtenidas se presentan
en las Figuras 6.67 a 6.75. Para este caso particular hemos incluido las trayectorias
del cusp y del término de contacto de Fermi, esta dltima propiedad resulta de gran
interés por su dificultad en ser determinada. Es interesante hacer notar que estas dos

propiedades son locales y presentan una estructura variacional muy similar a la del

resto de las propiedades.

Analizando las trayectorias variacionales se hace evidente que la complejidad de las
estructuras dificulta su andlisis. Por ejemplo, en el caso de la entropia (Figura 6.68),
es mas dificil decidir qué punto extremo considerar por la complejidad de su estructura
variacional. Existe una coincidencia particular en este caso en las trayectorias de la
entropia (Figura 6.68) y de la distancia (Figura 6.69), las que presentan dos puntos
extremos que coinciden exactamente, un minimo en ( = 4.5 y un maximo en { = 5.9,
de estos, el punto extremo que consideramos es ¢ = 4.5. En la Tabla 6.10 presentamos
los valores de las propiedades en el minimo de la energia v en { = 4.5. Podemos

-

observar que los valores en ambos puntos son muy similares entre si.

Podemos concluir entonces, que en el caso de una funcién de onda construida
por medio del método de IC para litio, los criterios de entropia y distancia producen
propiedades de la misma calidad a las que se tienen cuando se utiliza el criterio de

minima energia.
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Figura 6.67: Litio, Interaccidén de Configuraciones, base de 7 orbitales. Optimizacién

de la energia para el séptimo orbital.
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Figura 6.68: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Variacin de

la entropia cuando se optimiza el séptimo orbital.
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Figura 6.69: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Trayectoria de
la distancia de la densidad de carga cuando se optimniza el séptimo orbital. Referencia:

HF con 6 orbitales de base.
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Figura 6.70: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Variacién del

cusp cuando se optimiza el séptimo orbital.
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Figura 6.71: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Variacidn del

término de contacto de Fermi cuando se optimiza el séptimo orbital.
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Figura 6.72: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de T orbitales. Variacién de

(r~2) cuando se optimiza el séptimo orbital.
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Figura 6.73: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Variacién de
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Figura 6.74: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Variacién de

5.0258
5.0257
5.0256
5.0255
5.0254
5.0253
5.0252
5.0251

5.025
5.0249
5.0248
5.0247

20

10 15
¢ (u.a)

(r) cuando se optimiza el séptimo orbital.

20



18.665
18.664
18.663
18.662
18.661

18.66
18.659

18.658 : ' .
0 5 10 15 20
¢ (u.a.)

Figura 6.75: Litio, Interaccién de Configuraciones, base de 7 orbitales. Variacién de

(r?) cuando se optimiza el séptimo orbital.




(e (40) (=45 (=59
E  -7.44840 -7.44826 -7.44724
S 78220  T7.8218  T7.8237
r=?  30.2698  30.2685  30.2848
r~l 57145 57149  5.7142
r 5.0249  5.0248  5.0254
r? 18.6594  18.6590  18.6623
r3  94.9479  94.9504  94.9625
rt  568.534  568.653  368.390
r® 385425 3856.17 3853.74

Tabla 6.10: Litio, Interaccién de conFiguraciones base: 7 orbitales tipo s. Valores de
las propiedades en el minimo de la energia y en el minimo (4.3) y mdximo (5.9) de la

entropia y la distancia.
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6.3 Significado Fisico de la Entropia

En un estudio .anterior (80], hemos determinado densidades totalmente convergidas
para la serie isoelectrénica de litio que producen propiedades muy precisas, dichas
densidades serdn iitiles en esta parte de la investigacién.

Nuestro propdsito fundamental en esta Seccién es el estudio de la conjetura de
Collins en algunos los miembros de la serie isoelectrénica de litio para mostrar cémo
la entropia informacional definida por la ecuacién ( 3.17), est4 relacionada a la energia

de correlacidn, en este caso definida como
.Ecorr = ECI - EHF- (62)

En la Figura 6.76 ilustramos el comportamiento de la energia de correlacién £,,,, con-
forme la densidad es mejorada (o el conjunto de base incrementado) para el atomo
de litio. El eje de las abscisas, denotando el tamafio de la base, corresponde a difer-
entes miembros de su secuencia convergente hacia el conjunto de base final, asi que
el primer elemento del conjunto de base es [HF|c; (ver seccidn 5.3) y el miembro
27avo. corresponde al conjunto de base final, es decir, (8s,6p.6d,4f, 49, 2h, 2i]. En la
Figura 6.77, mcstramos el comportamiento de la entropia de Jaynes como una funcién
del conjunto de base para el dtomo de litio.

La Figura 6.76 muestra, como ya se ha mencionado en la seccién 5.3, que para una
simetria orbital dada, los STO suscesivamente optimizados, participan con contribu-
ciones de energia decrecientes, siguiendo un patrén definido. Este comportamiento
decreciente es observado entre las simetrias diferentes tal que la energia parece ser
-una funcién monoténicamente decreciente del conjunto de base. Sorprendentemente,
la entropia de Jaynes muestra un patrén similar al de la E.orr, aunque en direccidn
opuesta, la cual muestra claramente que S; tiende al maximo mientras que la en-
ergia tiende al minimo conforme el conjunto de base se incrementa, de forma que la
entropia de Jaynes es una funcién monotdnica creciente del conjunto de base. Este

mismo comportamiento fue observado a través de todos los miembros de las series.

103




-0.01
-0.015
-0.02

Energia -0.025

de
Correlacién -0.03
-0.035
-0.04

-0.045

Figura 6.76: Energia de correlacién contra conjunto de base para la secuencia con-

vergente del dtomo de litio.
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Atomo No. términos %EC —(Eo - Egr) E

corr

Li 42 95.1 0.04313 0.04533
Be™* 60 95.1 0.04506 0.04737
B2+ 33 95.0 0.04622 0.04863
c3+ 56 94.9 0.04692 0.04943
N+ 65 95.0 0.04750 0.05002
O3+ 39 95.1 0.04799 0.05046
Fo+ 60 95.0 0.04828 0.05081
Ne'+ 58 95.1 0.04859 0.05108

Tabla 6.11: Energias de correlacidn vy expansiones IC para las funciones de onda que

incluyen el 95% de la EC de la serie isoelectrénica de litio.

En contraste, se ha observado que el comportamiento de la suma de las entropias
de Shannon (Ec. (3.12)), como funcién del conjunto de base, es ligeramente mas

compleja [46].

En seguida, nos gustaria analizar la dependencia de la entropia de Jaynes respecto
a la energia de correlacién. En la Figura 6.78 graficamos las secuencias convergentes
de las densidades de todos los miembros de la serie isoelectronica de litio al ir de una
simetria a otra, es decir, en una secuencia dada graficamos los valores de S; v E.,.,
correspondientes a las densidades construidas en los subsiguientes conjuntos de base:

_[ns], [ns,mp], etc...

A fin de probar numéricamente la conjetura propuesta por Collins (Seccién 3.1.2)
que establece que E.,.. es proporcional a 57, es que hemos graficado estos valores
en la Figura 6.78. También hemos obtenido ajustes por minimos cuadrados que
presentamos en la Tabla 6.12. Lo importante a resaltar de esta Tabla es que la relacidn

entre Sy y E..rr es cercana a la linearidad con coeficientes de correlacién r mayores
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Atomo a b r

Li -1.15012  -0.82569 -0.99629
Be* -1.86631 -1.34182 -0.99659
B+ -2.77115  -1.99431 -0.99670
Cc3+ -3.84508 -2.76887 -0.99681
N+ -5.40070  -3.89128 -0.99691

0%+ -6.41966 -4.62586 -0.99740
Fo+ -7.97528 -5.74798 -0.99713
Ne'* -9.65589 -6.96024 -0.99721

Tabla 6.12: Energias de correlacién y expansiones IC para la0s funciones de onda que

incluyen el 95% de la EC de la serie isoelectrénica de litio.

a 0.99. También es interesante observar de la Figura 6.78 que para ¢ada dtomo de la
serie isoselectrénica del litio, el comportamiento de S; es monoténicamente creciente
y tiende a un maximo para cada secuencia atémica. Conforme la carga nuclear se
incrementa, la pendiente de las rectas (Tabla 6.12) se incrementa negativamente, por
lo tanto observamos valores mds grandes de Sy conforme Z decrece. Este hecho es
fisicamente relevante ya que uno espera que 5; sea una medida de la dispersién de las
distribuciones electrénicas, de forma que la tendencia seria incrementar su valor para
atomos con nucleos ligeros y decrecer en dtomos pesados con densidades compactas.
Esto ademas del comportamiento de S; observado en la Figura 6.78. Se puede también
notar de esta figura que, conforme Z se incrementa., Sy converge mas rapido que la

E.orr a un valor definido.

Podemos ver la misma informacion desde otro punto de vista si graficamos las
energias de correlacién y las entropias para todos los 4tomos en diferentes etapas de

las secuencias convergentes, S5y, representando todos los atomos con la misma simetria
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en la misma linea, es decir, S; = [ns], S¢ = [ns,mp], ..., S, = [ns, mp, . kh,l7]. Los
valores obtenidos del cilculo directo de Ecorr y Sy son graficados en la Figura 6.79
mientras que los ajustes por minimos cuadrados se presentan en la Tabla 6.13. Como
se discutid previamente, en este caso, también se observd que todos los ajustes son muy
cercanos a la linearidad con r > 0.98. Debe mencionarse que la secuencia S7 = [ns]
no fue incluida en la Figura 6.79 a fin de examinar el resto de las graficas con mas
detalle; sin embargo, es importante resaltar de la Tabla 6.13, que la pendiente de $-
(orbitales s) es negativa, en contraste con el comportamiento de las secuencias ) a
Se. La caracteristica mas relevante que se observa de la Figura 6.79 es que ambas
propiedades aumentan (en sentido positivo) conforme la carga nuclear disminuye, y
viceversa, excepto para la secuencia S, donde la energia de correlacién llega a ser mas
negativa, conforme como la entropia se incrementa con la carga nuclear. A primera
vista, esta caracteristica parece estar presente unicamente en orbitales de tipo s. sin
embargo, se requieren estudios similares en otros sistemas para verificar este hecho.
También el cambio en las pendientes al ir de los orbitales tipo s a p merecen un estudio

posterior.

El andlisis de la Tabla 6.13 muestra un valor casi constante para el valor de la
pendiente de las secuencias Sy a Ss. los cuales pueden ser observados directamente
de la Figura 6.79. De estas figuras es claro que es posible la existencia de un patron
de convergencia. Estas observaciones conducen a la credibilidad de la conjetura de
Collins que sugiere que, asociado a un patrén de convergencia para la energia, existe

un patrén de convergencia para la entropia de Jaynes.

Es necesario decir de la Figura 6.79 que N** parece ser una caso especial que no
se ajusta a lineas rectas para ninguna de las secuencias. Al principio se pensé se que
esto era producido por un conjunto de base desbalanceado, sin embargo. es probable
que se deba a un efecto de la base (HF-SCF] usada para construir la funcion CI, mas
que a los nuevos orbitales afadidos al conjunto de base inicial o a la expansién CI.

De hecho, este comportamiento $e observé desde las primeras etapas de los calculos
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Secuencia a b r

Sy 0.12747  0.12862  0.98680
Sa 0.12754  0.12865 0.98644
S3 0.12727  0.12839  0.98588
Sa 0.12608 0.12731  0.98605
Ss 0.12018 0.12236  0.98793
Se 0.09062  0.09804  0.98550
S7 -0.01704  -0.11242  -0.99442

Tabla 6.13: Pardmetros v coeficientes de correlacién de la ecuacién lineal a + bz,
relacionando la entropia de Jaynes v la energia de correlacién para las secuencias

atomicas con la misma simetria.

en secuencias Ss ¥y aun en S7.

Hemos encontrado interesante analizar el comportamiento de S; como funcidén
de la E., ., en secuencias especificamente construidas para contener una cantidad
predefinida de energia de correlacién. Esto es ilustrado en la Figura 6.80 donde
hemos graficado los valores calculados de Sy en los puntos fijados de E.,... Los datos
relevantes del ajuste por minimos cuadrados se reportan en la Tabla 6.14. Como en
las secuencias previamente analizadas. se ve evidente que existe una relacién linear
entre las propiedades E,,.r y S; para todas las secuencias representadas (S;=[70%
EC], [90% EC], [95% EC], [EC completa]). Mas aun, los coeficientes de correlacion
-SON mMuy cercanos entre si.

Tal vez la evidencia mds relevante apoyando la conjetura de Collins pueda ser vista
en la Figura 6.80 donde se observa claramente el comportamiento linear entre den-
sidades atomicas respecto a una determinada cantidad de energia de correlacién. Es
también interesante mencionar que para secuencias que contienen 90% de la energia

de correlacién (o mds), las pendientes son muy similares. Respecto al comportamiento
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_0055 1 | i I J t |
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Entropia de Jaynes

Figura 6.80: Valores de E.,,, calculados, contra S; para la secuencia atéomica con

cantidades definidas de EC.




Secuencia a b r

70% EC  0.07314 0.07851 0.9699
90% EC  0.12818 0.12602 0.9932
95% EC  0.13804 0.13499 0.9930
Completo  0.12755 0.12868 0.9868

Tabla 6.14: Parametros y coeficientes de correlacién de la ecuacién lineal a + bz,
relacionando la entropia de Jaynes v la energia de correlacién para las secuencias

v

donde EC se incrementa sucesivamente.

anémalo observado para densidades que solamente tienen orbitales tipo s, seria in-
teresante estudiar el comportamiento de secuencias con una energia de correlacidn
dada para encontrar si la anormalidad antes mencionada es debida a los orbitales s o
a un bajo contenido de energia de correlacién en las funciones de onda.

Finalmente, en la Tabla 6.15, reporﬁamos los resultados de S; ¥y E..rr para las
densidades convergentes. Estos resultados pueden ser considerados como cdlculos

benchmark de la entropia de Jaynes para la serie de litio.
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Atomo -5y ~(Ere — Egr) SEC

Li 1.339272 0.04496 99.18
Bet  1.356478 0.04686 98.92
B>+  1.365763 0.04812 98.95
C3*  1.371288 0.04888 98.39
Nt 1375507 0.04889 97.74
0%+ 1.377104 0.04959 9807
FS*  1.378880 0.05018 98.76
Ne™  1.380142 0.05043 08.73

Tabla 6.15: Valores de la entropia de Jaynes y la energia de correlacidn para los

miembros de la serie isolectrénica de litio.
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Al incluir la repulsion interelectrénica, todas las propiedades presentan una
desviacion respecto al principio variacional, manifestado en el desplazamiento
que los puntos extremos de las propiedades presentan respecto al minimo de la

energia.

En el caso del modelo de potencial efectivo, se observé que el criterio que mejor
representa al sistema es la entropia, con la que se obtienen los valores mas

precisos para las propiedades.

Cuando utilizamos el método Hartree-Fock para el calculo de las densidades
de helio en una base de dos orbitales, podemos afirmar que el comportamiento
variacional de las propiedades que representan regiones lejanas al nicleo, estan

bien representadas por la entropia, lo que no ocurre con la energia o la distancia.

Para heiio, dentro de la aproximacién Hartree-Fock con una base de 3 orbitales,
se observan trayectorias variacionales para todas las propiedades, contrario a lo

»

que ocurre con una base de 2 orbitales.

Para la densidad de helio construida en una base HF de 3 orbitales. se obtienen
mejores valores para las propiedades cuando se usan los criterios de entropia o

de distancia, en contraste con la energia.

Utilizando el modelo HF con una base de 5 orbitales para helio, la propiedad

que describe mejor al sistema es la distancia.

En la mayoria de los casos, se observa que la entropia refleja un comportamiento
promedio de los valores esperados, en el sentido de que el el punto extremo
de ésta, se encuentra aproximadamente en un valor promedio de los puntos

extremos de los valores esperados.

En las bases estudiadas donde se analiza el comportamiento variacional del

segundo orbital en el modelo Hartree-Fock de helio, Ia trayectoria de la entropia
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CAPITULO 7

Conclusiones

7.1 Trayectorias Variacionales

A continuacién presentamos las observaciones y conclusiones mas relavantes obtenidas
a lo largo de la investigacién realizada en esta tesis con respecto a las trayectorias

variacionales:

7.1.1 Observaciones Generales

e A través del analisis del comportamiento variacional de las propiedades: ener-
gia, entropia, distancias y valores esperados de r” en densidades de diferentes
calidades, es posible definir una trayectoria vartacional, que esencialmente es la

estructura que estas propiedades presentan durante el proceso variacional.

¢ En el caso de atomos modelo construidos por medio de un potencial puramente
couldémbico, existe una estructura variacional perfectamente definida para todas
las propiedades estudiadas, cuyos puntos extremos coinciden exactamente con

el minimo de la energia.
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presenta un minimo, mientras que cuando analizamos el comportamiento del
tercer orbital (para una base de 3 orbitales), es un maximo. Esta diferencia
de comportamiento no se ha estudiado a fondo en esta tesis, sin embargo, seria
deseable realizar un estudio posterior al respecto con relacién al principio de

maxima entropia.

Con el andlisis de la variacién del quinto orbital HF de helio en una base de 5
orbitales, podemos concluir que mientras que la energia es insensible a incluir
un quinto orbital en la base, la entropia tiene una estructura bien definida que

concuerda con el comportamiento de las demas propiedades.

El aumento del nimero de electrones en el 4tomo de litio se refleja en las trayec-

torias variacionales, las cuales presentan una estructura variacional mas coms-

pleja.

Cuando tenemos mds electrones y orbitales involucrados es mas probable que
-

exista alguna dependencia lineal para ciertos valores de ¢, fenémeno que se ve

reflejado especialmente en la trayectoria de la distancia, que presenta algunas

discontinuidades.

Para el litio, en el modelo HF con una base de 6 orbitales, se observa que los
valores mas precisos de {r"), se presentan en los extremos de cada valor esperado

y no en los extremos de la energia, la entropia o la distancia.

En el método de interaccién de configuraciones para helio con una base de 3
orbitales tipo s, el punto extremo de la trayectoria de la distancia es el que

produce de forma muy clara los mejores valores de las propiedades.

Cuando estudiamos el comportamiento del séptimo orbital en una base de IC
para litio concluimos que los criterios de entropia y distancia producen valores

de la misma calidad que la energia.
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¢ Una observacién interesante se desprende del analisis de los puntos extremos
de los (r") para n’s positivas. En todos los casos, se observa que el valor de

{ertremo disminuyve conforme n aumenta.

7.1.2 Conclusiones

e Se reporta por primera vez la existencia de frayectorias variacionales para
propiedades diferentes a la energia. Lo anterior sugiere la existencia de princi-
pios variacionales para cada propiedad, lo cual apoya en principio la teoria de

doble perturbacidn.

e Podemos afirmar que la desviacion respecto al principio variacional observada

para todas las propiedades es debida basicamente a la repulsién interelectrénica.

¢ El comportamiento variacional de la entropia es aproximadamente un promedio

de las travectorias de (r").

-

* A medida que el nimero de electrones aumenta, las trayectorias variacionales

muestran una estructura mas compleja.

* Se observé que los criterios de distancia o de entropia producen, en general,
valores mds precisos o al menos de igual calidad, que los obtenidos con el minimo

de la energia.

* Una de las aportaciones mas importantes de este trabajo es sin duda la evidencia
obtenida para mostrar la validez del principio de maxima entropia de Jaynes
(Seccidn 2.3) en sistemas electrénicos cuando se mejora la calidad del modelo o
de la base. De los resultados ohtenidos, se observa que el valor de la entropia
se incrementa conforme se mejora la calidad de la funcién de onda, ya sea por
medio de un aumento en el nimero de orbitales del conjunto de base para un

mismo método. o bien cuando se mejora la calidad de éste.
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La aportacién mas importante de esta investigacion reside en la aplicacién de nove-
dosos criterios de la Teoria de la Informacidn y del Andlisis Funcional para construir
densidades electrénicas y analizar la calidad de las propiedades atémicas. Las limita-
ciones del método variacional se han hecho evidentes a través del estudio cuando se
emplea ala energfa como unico criterio para representar funciones de onda, densidades
electrénicas y la determinacién de propiedades confiables. El desarrollo de las ecua-
ciones para obtener densidades exactas en atomos modelo con potencial puramente
coulombico y con un potencial efectivo de interaccion interelectronica, nos ha permi-
tido analizar a primeros principios y con gran detalle las trayectorias variacionales de
la energia, la entropia de Sham)on, la distancia entre densidades y de diversos mo-
mentos de la densidad que representan la carga del sistema en las diferentes regiones
del dtomo. Estas trayectorias nos permitieron observar que existe una desviacién
muy apreciable entre el comportamiento de la energia v las demds propiedades. Iden-
tificamos la causa de esta desviacién con el término de repulsién interelectrénica.
Verificamos numéricamente que esta desviacion también se presenta,al utilizar tanto
el método de campo autoconsistente de tipo Hartree-Fock como un método altamente
correlacionado (IC). Mediante un estudio numérico que intenta relacionar las trayec-
torias variacionales de diversas propiedades con la calidad de las mismas se proponen
nuevos criterios de construccién de funciones de onda basados en la entropia informa-
cional y en la distancia entre densidades. Se observa que en los sistemnas estudiados,
€stos nuevos criterios producen propiedades de mejor o igual calidad que las obtenidas
con el criterio energético. Los resultados del estudio v la generalidad de los métodos
utilizados sugieren que éstos podrian emplearse directamente en la construccién de

.

funciénes de onda para todo tipo de sistemas, ya sean atomos o moléculas.

Por 1ltimo, considero importante mencionar que los resultados obtenidos para los
modelos de particulas independientes en sistemas bielectrénicos y el estudio numeérico

de los métodos HF e IC para el dtomo de helio seran sometidos para su publicacién
[25].
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7.2 Significado Fisico de la Entropia

Hemos estudiado la relacién entre la entropia informacional definida por Jaynes [51]
y la energia de correlacién en el contexto de la conjetura de Collins [12] calculando
entropias informacionales atémicas y energias de funciones de onda altamente cor-
relacionadas de tipo interaccion de configuraciones para la serie isolectrénica de litio.

Se destacan principalmente los siguiente resultados:

e Para una simetria orbital dada, los orbitales STO suscesivamente optimizados,
participan con un incremento en la entropia informacional, contribuciones que
siguen un comportamient.o definido. La entropia de Jyanes tiende a ser un
méximo dentro de una secuencia particular de una simetria orbital dada y entre
diferentes simetrias orbitales. Por lo tanto, S; es una funcién monoténicamente

creciente respecto al conjunto de base.

¢ Para todas las secuencias estudiadas. para atomos o por simetrias, o bien, para
. . .. . .

aquellas que consideran la energia de correlacién, hemos llegado a la misma

conclusidén: se observé una relacién lineal entre S; y E..rr utilizando ajustes

por minimos cuadrados con coeficientes de correlacién en el rango de 0.98 a 0.99

¢ Conforme la carga nuclear se incrementa, la entropia informacional disminuye
(negativamente), lo que nos da una medida directa de la dispersién de las dis-
tribuciones electrénicas. Mas aun, conforme Z se incrementa. se observa que Sy

converge mas rapido que E¢ a un valor definido.

¢ La pendiente de todas las secuencias analizadas por simetria. muestra que tanto
Eorr como S decrecen con la carga nuclear. excepto para la secuencia repre-

sentada por la simetria s, donde S se incrementa con la carga nuclear.

Los resultados que aporta este estudio nos permiten concluir que en el caso atémico

existe suficiente evidencia para apoyar la conjetura de Collins. Ademas. podemos

115




mencionar varias caracteristicas de la entropia informacional de Jaynes que se de-
sprenden del estudio: a) S; muestra una patrén de convergencia muy bien definido
con repecto al conjunto de base, b) tiende a un maximo cuando el conjunto de base
se incrementa y c¢) S; se incrementa conforme las distribucién electrénica esta mas
dispersa.

De las observaciones anteriores surgen aplicaciones de gran interés praactico: La
entropia de Jaynes puede usarse para medir la calidad de los conjunto de base y,
fundamentalmente, para caracterizar de forma inica a todos los sistemas. de la misma
forma que se usa la energia

Finalmente, considero Importante mencionar que los resultados del estudio numeérico
para corroborar la conjetura de Collins ya han sido sometidos para su publicacidn en

The Physical Review A [24].
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APENDICE A

Método de Dalgarno

En este apéndice desarrollamos las expresiones de Dalgarno et.al. [18, 19] para la
funcién de onda a primer orden que evitan la suma infinita de estados que aparece en
la Ec. (1.9).

Para ello. definimos una funcién escalar F, tal que cumple
[P HO i) = (H! ~ E(D)[ul?), (A1)
de donde obtenemos
H?) = FHOR) = HOF|() + B0, (A.2)

Sustituyendo esta relacién en la Ec. (1.9) para todos los valores j # n sellegaala

siguiente expresién

= (" |FHO ~ HOF 4+ E))ul?) (o)
Wy

A1) _
n - Z E(o) - E(O)
J#En n J

) (A.3)

donde hemos hecho la identificacién V = H, Usando la ecuacién (1.1) y la ortogo-

nalidad de sus autofunciones, obtenemos

20

l"/"f:l) - Z(U)J(O)IF’L&O))U’;O) (A4)
J#En
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Podemos ahora incluir el término j = n, con lo que tenemos

U = D WO F IO ~ (0Pl @), (A.5)
J

En la ecuacién A3, es claro que se cancelan todos los términos, excepto cuando Jj=n,
por lo que finalmente, obtenemos una expresion donde no aparece la suma infinita de
estados:

W = FIAY) = 0PI o). (A.6)

El problema principal de este método consiste, entonces en encontrar una expresién
para F' que cumpla con la relacién (A.1). Este es un problema que ha sido abordado
por varios autores [18. 19, 92, 70, 69, 49, 48], quienes proponen diversas metodologias.
En este apéndice seguimos a Dalgarno et. al. (18], Young y March [92, 69] v Hall et.
al. [48].

Partamos de la expresion

(F,HOJl® = (HY — EL)pl®), . (A7)
donde
H® = V4T
= V4 (—%Zv)
= V—%ZV? u.a (A.8)

(en lo suscesivo, utilizaremos unidades atémicas). Desarrollando el conmutador de la
‘Ec. (A.7), tenemos

[F.H) = [F.(T+V)] = [F.T) (A.9)

sl suponemos que F es un operador multiplicativo, por lo que [F.V] = 0. El lado

izquierdo de la relacién (A.7) se puede expresar entonces como
[FH = [FTI® = FTyO _ TRy
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- A(zrpa)
= _% (Z FViylo - Zv?wff”) . (A.10)

Para desarrollar el dltimo término de esta expresion, utilizamos la siguiente relacién

derivada de las propiedades del laplaciano

Vifg =gV f +2V. fVg + fV2 (A.11)
con lo que obtenemos,
FH® = -1 AV YIOITIF 4 2VF - vyl 4 FY2y0
n 2 1 n n 1 n 3 n
= % Zwi,‘)’VEF-r-'ZZVF.vng’) . (A.12)

Sustituyendo la Ec. (A.12) en la Ec. (A.T) y reacomodando, podemos deducir

%Zd)ﬁ,‘”VfF%—ZVF'Vw;O) = <H(“—E‘”>wf,°’
2 2 W0 2 (i) 0
D VIF+ =S VF. T +W(E ~Hm)w,, = 0 (A.13)
i n i 20

La expresidn anterior es un conjunto de ecuaciones diferenciales a partir del cual
es posible determinar F, funcién que dependera de N variables. Para stmplificar
este problema, Young et. al. [92] suponen que es posible reducir el problema V-
dimensional a V problemas unidimensionales a través de un operador (ver Apéndice
B); en tal caso, es posible resolver separadamente la ecuacién (A.13) para cada

particula, de forma que tendremos .V ecuaciones del tipo

2 » 2
2 —CF. vy 2 (p(1y _ gt (0 _
VI + —UF Tl 4 7 (E,, H ) w(® =, (A.14)

donde ahora F depende sélo de una variable v %9 es una funcién de onda unidi-

mensional. En tal caso. los operadores V y V? son respectivamente, V = d/dz y
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V2% =d/dz®. De forma, que la Ec. (A.14), se puede expresar como

EF 2 dFd® 2 o 1
—_— =y - H(0) — ;
=Tt T g ae o (B - & ) @ =, (A.15)

o bien,
u/)(O)FII + QFIw(O)/ 2 (E(l) _ H(l)) w(()) - 0,

' d \
1.4(0) 1 1(0) (W _ g o _
F'y +d£(Fu )+2<E H )w 0. (A.16)

Si multiplicamos la ecuacién (A.16) por w0 ¢ integramos, obtenemos

/w“’)i (Fe®) dz + /F'w'(‘”w(‘“dz = —2/ WO (B~ g 0y,
dr | ’
: (A.17)
Integrando el primer término del lado izquierdo de esta ecuacién por partes se puede

demostrar que!,

. 2 = ,
F= m/ W) (HD = EO) w05 d (A.18)
! 0

-

finalmente, par: tener una expresion de F(x), Integramos nuevamente,

I

Fla) = /‘:c 2 dr’/z W12 <H‘” _ E‘“) PO (2", (A.19)
o [¥t0(z)]2 0

En la metodologia propuesta por Young et. al.. sin embargo, la reduccién a prob-
lemas monoelectrénicos a través de operadores, se complica mucho para sistemas de
mas de dos electrones. Hall [49, 48] propone un método alternativo, que pérmite la
aplicacion del método de Dalgarno a sistemas multielectrénicos de forma directa (ver
Apéndice C), que presentamos a continuacién.
+ El Hamiltoniano, H, que determina el comportamiento de una atomo o molécula,

dentro de la teoria de perturbaciones, se divide en dos partes

H=HD® 4 g (A.20)

1Esta
expresion es vilida cuando se cumplen las siguientes condiciones: (i) F'(r')d'(o)(r')w(o)(x') #0

(1) F’(o)w(O)(O)wa)(O) =0 (1i{) F'(z'} es un operador multiplicativo.
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donde H(® es la suma de operadores monoelectrénicos y H(1) puede ser escrito como

la suma de dos términos bielectrdnicos:

N N
H= Zfi + Zgij; (A.21)
i=1 1<j

asi, para un atomo con carga nuclear 7,

1y ¢ o
fi=-3Vi- (A.22)
1 « a )

Tz (.‘V - 1)7‘,; (1\" -~ 1))‘_]' ’
donde ¢ es la carga nuclear efectiva y « = Z — ( es una constante de apantallamiento.
Debido a que H'®) es una suraa de operadores monoelectrénicos. la ecuacién de val-
ores propios de orden cero, se puede separar en ecuaciones espin orbitales y la funcién

de onda de orden cero no degenerada es un determinante de esos espin orbitales,
WO = (VT2 ety (1), ¥a(2), ..., e (V) (A.24)

donde los espin orbitales satisfacen

fivw(d) = Epen(i) {A.25)
Yy
N
E® = Z Ep. (A.26)
k=1

Para encontrar las funciones de onda de primer orden, Hall [48], introduce un conjunto

de N funciones F, como soluciones de la ecuacién
(fFs —F,f)d’,(l)E{f,F,]U‘;(l); (A27)

‘a través del cual es posible determinar la densidad electrénica. Hall demuestra que

la relacién (A.27) es igual a

UF = EDe) = S ud)) [ i = Lujudr
t&s

- W [ e Laowds (A.28)

t¥s
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donde
Loy = Ly = / B2 (107 (2)g12 (95 (1)0e(2) = e(1)hs(2)) dryo. (A.29)

A través de estas relaciones, es posible deducir una expresién para la matriz densidad
de primer orden en términos de las F’s, cuya expresion final es

N
(1) = YR - af, + A1) = ag ul (L (1), (4.30)

s=1
donde
Qs = /w:stsdT- (A.}l)
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APENDICE B

Aplicacion del Método de
Dalgarno en Atomos

Bielectrdnicos

El estado basal de la serie isoelectrénica de helio es la aplicaciéon mas simple del
método de Dalgarno (Apéndice A). En este apéndice presentamos dos casos donde
utilizamos este método aplicado al 4&tomo modelo de dos electrones. El primero cuando
en el Hamiltoniano sélo se incluye la interaccién electrén-nicleo: potencial puramente
coulémbico. En el segundo la repulsién electrén-electrén es considerada a através de

un potencial efectivo.

B.1 Potencial Coulémbico

Cuando se considera un potencial puramente couldmbico, es decir, sin incluir la in-

teraccion electron-electrén, para este sistema, el operador f de la ecuacién (A.21)
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e€s

= 1o ¢
f=-5v7-2, (2.1)

el cual es el Hamiltoniano para un 4tomo hidrogenoide, con carga ¢, de manera que
sus funciones y valores propios son bien conocidos. En particular, la funcién de onda

de orden cero, cuando integramos sobre espin, es

-3
PO = Q—e.’L‘p—C(rl + ra). (2.2)
T
La perturbacién surge al incluir el parametro variacional y estd dada por la ecuacion
(A.23),
a «

N2 =—— — —, (2.3)
r r2

Aunque en este atomo hay dos orbitales, la factorizacidn de espin permite que
las ecuaciones para las funciones F, sean idénticas, de manera que las F, resultan
ser iguales. Debido a que la perturbacién depende de una sola particula v a que los

orbitales tienen simetria esférica, es posible reducir la ecuacién para [ a una ecuacion

v =y (1) y EN = Ey, = —¢a:

de una sola variable v aplicar directamente la ecuacidn (A.19), con H1) = —%,

‘

r 2 r .
) — J o Y2 (1) _ SIND ¢
F(’)—/O Iw“(ﬂ)lg(r,)gdf /0 [vrs (PP (H Er)(r) dr”, (2.4)

o bien. explicitamente,

" 2

F(r) = - 5 dr'
(;ﬁ%el‘p(—cr’)) 2
r’ -3 2
X /o (;1/3 exp(—(r”)) (—% + Ca) r2dr (2.3)
resolviendo, obtenemos
F(r)= =2ar. (2.6)

De esta forma podemos calcular ahora el valor esperado de F(r),




La expresion de la densidad de primer orden, de acuerdo a la Ec. (A.30) es
p1(r) = po(r)[F(r1) + F(ra) — 2(F)]; (2.8)

donde po(r) es la densidad electrénica calculada a partir de la funcién de onda de
orden cero, (9. Finalmete, la densidad total, considerando que A = 1/¢, se calcula

por medio de

pr) = polr) [l+§(F(r)—(F>)J (2.9)
S SUN RE DO |
= = exp(—ZCr)[l-}—E(( 2ar)+ca)}. (2.10)

2.2 Potencial Efectivo

Consideremos ahora la interaccidn electron-electrén en el Hamiltoniano (A.20). En

tal caso, el operador f es idéntico a la ecuacién (2.1), sin embargo, la perturbacién es

-

ga= % _ o (2.11)

Similarmente que cuando se incluye sélo el potencial coulémbico, las ecuaciones para
las funciones F, son 1dénticas, de manera que las F son iguales. Debido a la simetria
esférica de los orbitales, la ecuacién para Fy, puede asimismo ser reducida a una
ecuacién de una sola variable [92]. Para ello, en la ecuacién (A.19), se puede sustituir
la perturbacién, A, por un operador que incluya el efecto del otro electrén vy que
llamaremos Vers, el cual se calcula a partir de la integracién sobre una particula de

la parte bielecrénica de la ecuacién (2.11):

dry. (2.12)

oo , 1
Ve,{f(rl)=/ [T O (e, 7))
0

T12
Utilizando una expansién de Newmann es posible resolver esta integral [64],

Vepg = [% —exp (=2(r) (C+ %)J o2 (2.13)
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De esta forma podemos reducir el problema de dos variables a uno de sélo una de
manera que es posible aplicar la Ec. (A.19) sustituyendo el valor de H(1) por este

potencial efectivo Veyy v Ey por (Vugy),

Flr)= /lt/m(r' e / 1 (F) P (Vegs = (Ve D) 2dr”, (2.14)

resolviendo, obetenemos

F(r) = 1/8[-8(Z =) +5)gr—1/8 = 1/dexp(—2Cr)
_ 3(eXP (—2}7') - 1) + 3/8 [E,(_ZC,.) —_ ln (QCI') —_ “//] (215)
16¢r
donde 7 es la constante de Euler (v = 0.5772156649...) y Ei(z) = i mdt es la

funcion integral exponencial. El valor esperado de F(r) es
(F)= ——— - — - Z In2. (2.16)

Utilizando la ecuacidn (2.9) es posible calcular la densidad,

N/ S 2 oo b 1 a3
) = TFe [1+c[§[‘°"+°k"‘§‘zf T
3 —2da + 15 11 3In2
— i(— _l y L Q] Y ——— . .
+ B[E( 20r) — In(2¢r) - 7] ( T6C Tac 8()

(2.18)
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APENDICE C

Aplicacion del Método de
Dalgarno en Atomos

Trielectrdnicos

El calculo de la densidad perturbada a primer orden del estado basal de la serie iso-
electrénica de litio, es posible realizarlo aplicando la metodologia propuesta por Hall
(ver Apéndice A). En este apéndice presentamos los avances del desarrollo de la ecua-
clones cuando sélo consideramos la interaccién electrén-nticleo (potencial puramente
coulémbico) para este dtomo.

La expresion para el Hamiltoniano de un sistema trielectrénico, esta dado por la

‘ecuacién (A.21) donde

ol € |
f=fi=fa= 2V - (C.1)
1, g
fi=fi= §VI -2 (C.2)
ry
o 64
Ji2 = ~5 o (C.3)




De acuerdo a Hall, la densidad se puede expresar a través de la ecuacidn (A.30),

como

> 2
p(f‘) = Z W'alg [1 + Z(Fs - ass)]
s=1

donde las F se calculan a partir de los conmutadores (A.27).

v las a,, con la Ec. (A.31),

Estos conmutadores se resuelven

[f, Fi]un,
[fv F:’] l,i’ls
[f. F5]un,

donde

i

o e e S S —

[fv Fl]‘/)ls

[f‘ F'.’]u/'ls

[f1, F3]a,

Ass = (Fs)

utilizando la ecuacidn A.28, de forma que,

= ["4"2344 - U’“B - wlsc]v -
= [~¢1,B - v, (],
= [_w'.’.‘D + lj’lsE - ’.~~'.’sG]x

Yas(g12 — Lia)ug,dr
Uos(g12 ~ Ly3)wa,dr
¥is(g12 = Lia)wg,dr
1s(g12 — L13)wrsdr
U15(g12 = Lig)a,dr
U1s(g12 — Laz)¥1,dr
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(C.4)

(C.9)
(C.10)
(C.11)

(C.12)
(C.13)
(C.14)
(C.15)
(C.16)

(C.17)



<

Lyo = Ly = / betegraths edr — / be egrav s dr. (C.18)

Cada uno de los conmutadores (3.5), (3.6) y (3.7) involucran ecuaciones unidimension-
ales por lo que es valido aplicar la ecuacién (A.19) para encontrar las expresiones de
F. Para ello. utilizamos las ecuaciones (A.1) y (A.27) y sustituimos (H(}) ~ EM) por

los valores respectivos de las ecuaciones 3.10, 3.11 y 3.11, de manera que obtenemos

F o= 24 ,—“(—f%dr’—z(BJrC)/ M) e (cu)
o l¥isf*(r)? o lwisf?(r)?
r b o
F o= —2(B+C)/ M) g (C.20)
o lyisP0r)? ‘
r N r V]
F3 = ZE/ —%(17/—2(D+G)/ —,i.',)—,,dr', (CZI)
o was?(r)? o [¥as|?(r)?
donde
a(') = / Urs e, (7)) dr” (C.22)
0
) = [ ey : (C.23)
0
e(r') = / a2 (Y2 dr"” (C.24)
0

Calculamos entonces todas las integrales involucradas en las ecuaciones (3.19),

(3.20) ¥ (3.21). Las expresiones para L,; son

Lis = Ly= 27, (C.25)
Lia = —a(; (C.26)
las expresiones para A. B. C. D. E. F. G son
1=E= S q¢ (C.27)
S = = m—(, N
7R :
3
C =0, (C.29)




D=G= 2. (C.30)

Las integrales a(r"), 6(r') vy ¢(»") se calculan directamente,

a(r’) = 6:_\'/5(#)3 exp (=3¢r'/2), (C.31)

"no__ _C4 a0 =22 - 1 ! C.32
b(r)_—Q-T—r—{exp(—zgr)Gr +gr+§>—§ , (C.32)
(') = ;—Tl lexp (—Cr") (¢ +4¢7r? +8¢r +8) ~ 8] (C.33)

Finalmete, calculamos Fy, Fa y F3 sustituyendo las expresiones anteriores en las

ecuaciones 3.19, 3.20 v 3.21, de*forma que

4o [ 4 r i
T = — —exp(¢r/2{=-1
& 31 L’? =p(er/ (2 )]0

K1e /r 1 ( PO 1 e.\'p(?Cr)> ,
+ o 4+ =4+ 2 T T (II',
o E T Tt e T e

dar [ 4 r 4 Ja
= —_——— I —eX ! —_—— ey —1I . I
31 L.g exp (¢ /2<,2 1) + C'—’J + 5 Al (C.34)

Ii(r), (C.35)

81 (2-¢r)*
24a / CHr) + 4¢3 (r") + 8¢r + 8 — Bexp((r)
¢ Jo (r')3(2 = ¢r')?

- 24
_ e 2@_—2013(7'). (C.36)

F = —lQSa/r 7"exp(—Cr’/'2)dr,
0

dr’

31

La integral I2(r) se calcula directamente v resulta

2 . 1 -
I(r) = me-‘\p(—zé"‘/m—zg- (C.37)

Las integrales I)(r) e I3(r) implican un proceso mas complicado. A continuacién

presentamos el desarrollo para obtener I,(r).
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La integral que necesitamos calcular para obtener las funciones F; y F5 del atomo

de Litio es

r r- + + — _ e2cr
Li(r) = / r?_f' 22 dr, (C.38)
0

Esta integral se puede descomponer en cuatro términos,

5

r | r 1 roe2r
IL(r) = dr+/ .—dr+/ —o_')dr_/ 5z dr C.39
1( ) /) o Cr o QC_r- o 2022 ( )

tres de los cuales son immediatos,

1. 1 1 _(r
T >g-,_‘%r ZQ/ dr.  (C.40)

Los dos limites de esta expresion dan lugar a infinitos que se cancelaran mas adelante.

1
Lry=r+=
() :

La cuarta integral se puede simplificar integrando por partes,

r 2r 2r _gr -U’
/ L dr=-% +lim +2</ < (C.41)
0 r- r
Aplicando ahora el cambio de variable t = 2¢r obtenemos
r L2r Z(r ..gr
/ L dr=-E lim 74/ dt, . (C.42)
0 T r r—-O r
0. lo que es lo mismo.
r E'_’(r e:’(r _gr 0 (:'t
/ —dr = — + lim — + ZC/ —dt ~2¢ / — dt, (C.43)
o TI* r r—ad r o b
La funcién E;(z) se puede definir como
P el
Ei(z) :/ —t-dt , >0, (C.44)
-0
por lo que obtenemos
r B'U- e_(r . e-gr
/ = dr = — " + lm(l) +2CE:(2¢r) - 2¢ hm Eidr). (C.45)
] r—

Reemplazando esta iiltima integral en la expresion para [;(r) obtenemos

1
— i =
¢ r—o 2('21'+QC2 Ll g
1 eQCr 1 . eZ(r 1

1
Y — =E;(2Cr) + = lim Ei(r /
toE T T him = CEl(~€”)+<}1gE.(r), (C.46)

1
]1(7‘) = r+4+ -
¢
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y reagrupando los limites,

1 1 1 e¥r 1
= - —— _— — - iy 2 >
Ii(r) r+Clnr 2C3r+‘2g"-' CE( (r)
1 — 2r 1 .
+§-:— lim [——ri—] + 2 lim (£ = 7], (C.47)
El primer limite se evalia aplicando la regla de I’Hopital,
_ pXr -2 2r
lim [1—6] = lim [C—e] = -2 (C.48)
r—0 r r—0 1

Para evaluar el segundo limite, recordemos que para valores pequenos de &, E;(x)

puede expandirse como

E;(x)_:7+lnx+x+%+-~, (C.49)

donde v es la constante de Euler. El segundo limite se resuelve facilmente sustituyendo

esta expansién para E;(z),

lin& [Eqr)y=Inr] = !in}) {7 +Inr+r+ % +---—=1In r]
ST O =y (C.30
= fmlrere g =y 30
Sustituimos los dos limites en la expresién de I, lo que finalmente da
1 1 eXr—-1 1 v =1
L) =r+2Inr+ —e " CE(2(r)+ L (C.51)
¢ 2¢2 r G §

Mediante un proceso similar es posible determinar I3(r),

—2560e~¢"/? 128a 336 24a(2 - Cr)

F. = -
= SEEom T T :
9a 48« 96alnr  48axet” 48cv -
- e —— o+ ———¢f
¢ ¢cr g ¢ir ¢(gr=2)
96 96¢
- :_GE,'(CI')-f--%(“/—Hn(). (C.52)

Para obtener la expresion para la densidad es necesario calcular los valores esper-
ados ay; = (F1), aa2 = {F2) v azz = {F3), sin embargo, no se han podido encontrar
estas expresiones debido a que son condicionalmente convergentes. Es tema de un

estudio posterior por lo tanto, el calculo de esta expresiones.
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