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RESUMEN

Dada la importancia del estudio de la dindamica de las burbujas debido a su aplicacion en diversos
equipos usados en la industria quimica, cn el presente trabajo se realiza un andlisis {corico-
experimental para una burbuja individual, ya que un analisis completamente teérico cs virtualmente
imposible, debido a la compleja naturaleza del fendmeno de la burbuja acoplado con ¢l gran ntimero
de variables que influyen. Por otro lado, ¢l estudio del comportamicento de burbujas individuales
puede proporcionar idcas Gtiles en sistemas mas complejos que involucran maltiples burbujas.

El desarrollo tedrico comprende ¢l plantcamiento de un modelo tedrico para una burbuja
esférica que describc un movimicnto helicoidal. Lste modelo sc construyd a partir de la
superposicion de un flujo circular uniforme generado por ¢l movimicnto circular de o esfera y un
flujo uniforme axial. EI movimiento circular de la esfera se generd a partir de la superposicion de
dos movimicntos armonicos simples desfasados 907, A partirv de [a solucion analitica del modelo se
determinaron el campo de la velocidad del fluido, ¢l campo de presiones y las fuerzas que
interactuan en el movimiento de la burbuja.

El desarrollo experimental comprende por una parte la medicion de la velocidad de las
burbujas y por cl otro la reconstruccion en dos y tres dimensiones de Ia trayectoria de una burbuja
de didmetro cquivalente dado. Para la medicion de las velocidades se disefid un sistema
optoelectrénico el cual consiste en un osciloscopio donde se registran las caidas de voltaje cuando
la burbuja atravicsa dos rayos de tuz generados por un apuntador laser.

A fin de determinar ¢l tamafio de burbuja requerido para llevar a cabo la reconstruccion de
su trayectoria cn dos y tres dimensiones, sc midicron los didmetros y velocidades de burbuja para
calcular el nimero de Reynolds (Re,) que permitiera identificar las caracteristicas de forma y
movimiento para cada uno de los tamafios gencrados, con base en la tabla presentada por Tindt
(1970). Una vez identificado el tamafio de burbuja requerido se determiné la amplitud y la

frecuencia de la oscilacion de la burbuja mediante fos datos obtenidos de la reconstruccion de su



movimiento en dos dimensiones. Al respecto cabe mencionar que la reconstruccion del movimiento
de la burbuja se realizo a partir de Ja delerminacidn de su centro de masa.

La reconstruccion en tres dimensiones se realizd a partir de la fimacion de su movimiento
en dos planos ortogonales utilizando dos videocamaras concectadas a una tarjeta de adquisicion de
imagencs, siendo la captura de cuadros en forma alternada.

I.os resultados obtenidos han permitido identificar algunas de las fuerzas asociadas con el
movimicnto helicoidal de las burbujas y ¢l establecimiento cuantitativo de algunos de los

parametros relacionados con su movimicento tales como la amplitud y la frecuencia de 1a oscilacion.



CAPITULO 1

INTRODUCCION

El movimiento de burbujas de gas en lquidos es un problema que ha Hamado la atencién
de numerosos investigadores, principalmente por dos razones. En primer lugar, el estudio del
moviniiento de estas burbujas puede proporcionar informacién valiosa acerca de las propicdades
de la interfase mas simple: la interfase gas-liquido. En segundo lugar, los fendémenos de for-
macion y movimiento de burbujas en liquidos es de considerable importancia en nn amplio
campo de industrias quimicas y de procesamiento. Uno de los equipos cominmente empleados
son las columnas de burbujeo, en donde se observan las interacciones entre la fase dispersa.
(las burbujas) y la fase continua (el medio lguido). El tamaifio, la velocidad de ascenso y la
distribucién del tamaiio de las burbujas, asf como los perfiles de velocidad del liquido y de las
burbujas son parametros importantes en el disefio de las columnas de burbujeo.

Las burbujas que ascienden en un liquido arrastran una determinada masa de Hquido. Si
se cumple la ley de conservacion de la masa para el flujo incompresible, una cantidad igual de
liquido, por lo tanto, debe fluir hacia abajo. De esta manera, en una columna de burbujeo se
desarrolla una determinada circulacién, en donde el liquido asciende en las porciones centrales,
como resultado de las hurbujas, mientras que en la vecindad de la pared fluye hacia abajo.
Depeundiendo de Ia tasa de flujo de gas, en las (:;)11,11'1]11(15 de burbujeo se desarrollan diferentes
regimenes o patrones de flujo cuya clasificacién es de cardcter subjetivo. La figura 1.1 mucstra
los cuatro regimenes o patrones de fujo que se presentan comiinmente en las columnas de
burbujeo en funcién de la tasa de gas. Sila tasa de flijo de gas es baja y lo es también la

viscosidad media del lfquido, hay una distribucion de burbujas de tamafio aproximadamente



ignal con una velocidad de asconso nniforme, la cual es Hamnda el régimen de flujo homogéneo
o [lujo burbija homogéneo.

Fou el fligjo tapdn, un incremaento adicional de la velocidad del gas ocasiona que Ins burbujas
coalescan y una poreion del gasto de pas es transportada a través de la colummna en forma de
burbujas largas ~llamadas burbujas de Taylor- que ascienden rdapidamente. Estas burbujas
ocupan la mayor parte de la seccidn Lransversal del tubo y son de longitud variable; desde uno
a clentos de didmetros del tubo. FButre las hurbujas de Taylor v la pared de la columna {luye
una delgada pelicula del Hquido. Las sucesivas hurbujas de Taylor soun separadas en la dircecion

axial por paquetes de ganido que Hevan pegiiefias hurbujas de gas.
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Fignra L.1: Palrones de fhijo en colummnas de buitbujeo.

Il flujo revielto es un palrén mucho més cadtico y desordenado que el flujo tapon. Eu él, las
grandes burbujas adquicren forinas distorsionadas. La continuidad en los paquetes de lquido

entre sucesivas burbujas de Taylor s destruye coutinnamente por una alta concentracion del

6



gas en los paquetes de liquido. Mientras esto sucede y los paquetes de liguido caen, este liguido
se acumula, forma un “puente” entre las grandes burbujas y es de nuevo destruido por el gas.

El flujo anular se caracteriza por la continuidad en la direccion axial de la [ase gas en cl
nicleo. El liquido fluye hacia arriba en una delgada pelicula y como gotas dispersas en cl gas.
A excepcién de las tasas de flujo altas, el liquido también Auye en formma de ondas sobre la
pelicula adyacente al tubo.

E]l modelamiento de estos sistemas se determina a partir de las ccuaciones que gobiernan un
proceso real, las cuales deben ser cerradas, es decir, el nimero de incognitas debe coincidir con
el nimero de ecuaciones. A partir del andlisis de procesos individuales se pueden obtener los
mecanismos basicos que gobiernan el movimiento de ascenso de las burbujas en una columua de
burbujeo de manera simplificada, es decir, despreciando algunos electos que pueden ser claves
o muy importantes, como las interacciones entre las burbujas. Esto permite obtener ecuaciones
independientes que permitan resolver el sistema de ecuaciones generales, y esta os la pieza clave
en la investigacion que se desarrolla en el presente trabajo, ya que el estudio de una burbuja
aislada permitira, en iltima iustancia, obtener dichas ecuaciones independientes.

Debido al movimiento desordenado que se presenta en las columnas de burbujeo cuando las
tasas de flujo son altas, la aplicacion del estudio de la dindmica de una burbuja individual es
més apropiado al patrén de flujo burbuja. En este régimen de flujo puede suponerse que las
fuerzas de interaccion entre las burbujas son despreciables, es decir, se puede suponer que la
perturbacién del flujo de liquido debido a una burbuja no afecta a las otras y la perturbacion
debida a las otras no afecta a la burbuja individual. Las {uerzas de interaccion son debidas a la
perturbacién en el campo de flujo generada por el movimiento de la burbuja. Euntonces, para

un flujo burbuja, pueden hacerse tres suposiciones:

1. Las burbujas son de tamaiio aproximadamente constante, es decir, que una forma dada

de burbuja se mantiene en todo el proceso.
2. Las Merzas de internccidn entre las hurbujas son despreciablos.
3. Bl patron o régimen de flujo burbuja es constanto.

El Himite de aplicabilidad del estudio de una burbuja aislada es funcion de la fraccion de

vacios; el flujo burbuja existe para fraccion de vacio inferior a 0.3, Mas alld de este orden, so
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manifiestan otros procesos en los cuales ya no pueden considerarse las suposiciones anteriores,
pero el rango de aplicabilidad del presente estudio incluye sitnaciones de inlerés industrinl, ya
que michos reactores quimicos y bioldgicos operan en esta rango de fraceion de vacio.

Debido a Ia importancia de aplicacidén de este tipo de sistemas, es necesario desarrollar
modelos fundamentales para entender el comportamiento de fas hurbujas en diversos regfmencs
de flujo ast como determinar fas Merzas que originan movimicntos complejos conto ol lielicoidal,
Las fuerzas que generan estos movimientos helicoidales no se han estudiado anplinmente. Sin
embargo, su conocimiento puede dar las bases para describir posterioriente tos movimientos del
gas en las colummnas de burbujeo, mejorando el modelamiento y por fo tanto, los procedimicntos
de disefio. Por estos motivos, y dada la escasa literatura para explicar el movimiento de estas
burbujas (Sparenberg, 1984; ibid, 1989), cs importante proponer ef estudio de la cinemitica y la
dindmica de burbujas grandes, ascendicndo con trayectorias helicoidales. Bl resultado desecado
de este estudio es adquiriv informacion sobre las fuerzas y los mecanismos que gobiernan ¢l

ascenso de estas hurbujas.

1.1 OBJETIVOS

Una ver gque se ha definido la importancia del estudio de B dindmica de wna huebuja individual,

es posible citar ol objetivo general de la investigacion gue se vaa Hevar aocabo:

e Reconstruir la trayectoria tridimensional del centro de masa de una
burbuja de aire en un medio acnoso y plantear un modelo tedrico el

movimicnto helicoidal de una burbuja supuesta esfériea,
Del objetivo general se dedprenden los objetivos particulares los cuales se clasifican en:
1.1.1 EXPERIMENTALES
De acuerdo con las observaciones que se lleven a cabo se esperas

I. Describir la {rayectoria ascendente de una burbuja de aire en agua.

I1. Reportar este movimiento en coordenadas cartesianas.



En la parte correspondiente a la cinemética. se espera describir:

1. Tamafio y forma de las burbujas.

B

. Las caracteristicas de las burbujas que presentan el movimiento helicoidal.

3. La amplitud y la frecuencia del ciclo helicoidal.

1.1.2 TEORICOS

Los objetivos tedricos se pueden establecer siguiendo el orden consecutivo de su realizacién:

1. Elaborar un modelo cinemdtico tedrico para el movimiento helicoidal de una burbuja

esférica.
II. Resolver analiticamente el modelo propuesto.
III. Determinar el campo de flujo alrededor de la burbuja.

IV. Establecer las fuerzas que gobiernan el movimiento helicoidal de una burbuja supuesta

esférica.

1.2 ORGANIZACION DEL TRABAJO

Una vez establecidos los objetivos de la investigacién y antes de entrar de lleno al desarrollo
experimental v tedrico. es conveniente adelantar un bosquejo del contenido de este trabajo. El
capitulo dos describe las caracteristicas de forma, velocidad y movimiento de las burbujas de
aire que ascienden a través de un medio liquido. Las fuerzas que intervienen para que éstas
se deformen y asciendan describiendo diferentes travectorias en funcién de su tamano v de las
propiedades del liquido.

En el capitulo tres se describe el sistema experimental asi como los implementos que lo
constituyen. Previo a ésto, se da una introduccién sobre las diferentes fuerzas que interactian
en el proceso de formacién de la burbuja, las cuales se clasifican en superficiales v volumétricas.
A1n después de que la burbuja se ha soltado del inyector, algunas fuerzas siguen ejerciendo su

influencia, tal como la fuerza de flotacién y la fuerza de arrastre.



En este capitulo también se describe el proceso de digitalizar y procesar cada una de las
imdgenes obtenidas por medio de dos cdmaras de video y la metodologia desarrollada para
determinar el centro de masa del objeto de interés en una imagen bidimensional, en nuestro
caso. el centro de masa de la burbuja. Ademds, se describe la forma de reconstruir la trayectoria
que sigue la burbuja de un didmetro equivalente dado durante su ascenso en la pecera a través
de agua.

En el capitulo cuatro se plantea un modelo tedrico para una burbuja esférica que describe
una trayectoria helicoidal. a partir de la superposicién de dos fujos. El primero considera el
movimiento rotatorio de la burbuja en un plano, a través de un liquido estdtico a fin de poder
describir el campe de flujo del fluido ¥ posteriormente para simular el movimiento helicoidal
de ia burbuja. se le superpone un flujo uniforme axial. Las ecuaciones desarrolladas para el
primer caso se resuelven analiticamente y se encuentra la fuerza de arrastre considerando flujo
reprante. Se concluye con la dererminacion de las fuerzas que caracterizan este régimen de flujo
alredecor de un objeto esférico.

A partir de las ecuaciones hidrodinamicas que gobiernan el movimiento de los fluidos. se
puede plantear un modelo vara describir el movimienta del fluido generado por el paso de
la esfera cuvo centro de masa describe una travectoria helicoidal. Por eso. en el capitulo
cinco s desarrollan la scuacidn de continuidad v la ecuacidn de Navier-Stokes en coodenadas
helicoicales. acorde con la z=ometria generada por el movimiento de la esfera. La solucidn de
dichas =cuaciones aplicadas al problema particular requiere el empleo de métodos numéricos, lo
cual irmplica el ocultamiento de informacién elemental gue contribuxe al entendimiento fisico.
Por eso. es importante resalrar 1o indispensable de comprender el problema en cuestién sentando
las bas=s que permitan su comprension desce sus inicios.

Fl =nalisis de resultados v izs conclusiones se describen en los cacitulos seis v siere respec-
tivamente. Cabe mencionar que no se pretende validar el modelo zeérico con los resultados
experimentales. tal como ocurre en gran medida de los estudios llevados a cabo por muchos
investigadores. En el modelo tedrico se supone que la burbuja es esférica, siendo su didmetro
menor de 0.02 cm v su superfcie rigida. Las burbujas de aire generadas en la parte experi-

menta.. se deforman durante su ascenso, adquiriendo formas oblato—esferoidales. El nimero
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de Reynolds de la burbuja (Re,)' oscila entre 1000 y 1200, lo cual es contrario al caso de la
burbuja esférica que se mueve a nimeros de Reynolds menores que uno (fRep < 0.1).

Sin cmbargo, como ya se menciond anteriormente, no se ha estudiado ampliamente a la
burbuja que describe una trayectoria helicoidal durante su ascenso, y es por ello que antes de
iniciar un andlisis complejo de su movimiento, es conveniente hacer un andlisis relativamente

sencillo que permita comprender con mayor facilidad el fendmeno de ascenso de estas burbujas.

'El nimero de Reynolds de la burbuja estd definido por

Rey = pedeUco efectos inerciales

e = Tefectos viscosos (1.1)
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CAPITULQO 2

CARACTERISTICAS DE
ASCENSO DE UNA BURBUJA
INDIVIDUAL

La formacién y el movimiento de burbujas en liguidos es de considerable importancia industrial
para un amplio rango de industrias quimicas v de procesamiento. Las columnas de burbujeo son
ejemplos tipicos en donde se observan las interacciones entre las burbujas v una fase liquida. con
mecanismos complejos que requieren la definicién de conceptos muy especificos. tales como la
retencién de gas y el retromezclado. Los tanques egitados utilizados para llevar a cabo reacciones
gas-liquido, el tratamiento de aguas residuales. la produccién de espuma. el comportamiento
de burbujas de gas en la sangre. etc.. también son ejemplos tipicos. Ademas. la transferencia
de measa en la interfase entre una burbuja de gas y una fase continua desempefia un papel
central en la determinacién del funcionamiento de los reactores quimicos. La coalescencia y
la ruptura de burbujas es un fendmeno asociado encontrado inevitablemente en sistemas que
operan con burbujas multiples. La coalescencia en biorreactores con aspersores de aire es
de interés particular. Dependiendo de la aplicacién contemplada, la coalescencia puede ser
deseable (e.g. en fomentar la separacién) o perjudicial para un proceso (e.g. reacciones gas—
liquido donde se requiere un drea interfacial grande). Uno esperaria intuitivamente que el

proceso de coalescencia sea influenciado por un nimero grande de variables fisicas v de proceso

12



incluyendo formas y famaiio de Tas hurbujas, propiedades fisicas de Tas dos Tases (densidad,
viscosidad, tension snperficial, ete.), Ia presencia de agentes tensoactivos y los modelos de flujo
predominantes, ez campos de flujo uniforme, cortante o elongacional, ete. Ademids, enjambroes
de burbujas de gas son enconfradas con frecuencia en aplicaciones en Ia vida real, Un andlisis
completamente tedrico es virtualmente imposible; debido ata compleja naturaleza del fendmeno
de la burbuja acoplado con el gran mimero de variables que influyen. Por otro Iado, el estudio
del comport:uniento de hurbnjas individunles poede proporcionar idens ttiles enesistormmg s

comiplejos que involuceran burbujas miltiples.

2.1 FORMAS DE LAS BURBUJAS

La interaccion entre una hurhuja de gas ascendente y el Hauido circundante determina In forma,
de la burbuja v la extensian de la perturbacidn en ol campo de flujo cirenndante. Tas deforma-
ciones que sufre una burbuja cuando asciende en un Hguido, son producidas por Tas Mierzas del
lHcuido alrededor de ellay por Ta presion hidrostatica debida o Ta gravedad.

De acuierdo con la forma gque adoptan durante su ascenso, las hurbujas pequeiing en mo-
vintiento son generalmente clasilicadas como esféricas, oblato elipsoidal y casiquete esférico; 1n
forma real depende de Ly magnitod relativa de cadiuna de Tas Tuerzas relevantes gque actian
sobre Ta hurbuja tal como Ta tension superficial y las Tuerzas inerciales. Lo forma elipsoidal;) o
mas generalmente; forna esferoidal con ai eje de sinelrfa vertical, representa gendricnniente
todas las formas que adopta la hurbuja o partiv de Ia forma eslérica, incluidas en ol rango de
tamado intermedio. Oblato se reliere ada forma verticalmente aplanada (o con el ¢je menor en o
direccion del flujo), mientras que profato se refiere ala forma verticalmente extendida. La forma
de casguete esférico corresponde alas hurbujas cuya superficie superior es semicesférica, siendo
si base plana. Tn general, en Hguidos newtonianos de extension infinita no se han observado
las hurbujas de forma prolato esfaroidales; excepto salo en algunos momentos durante ciertos
tipos de oscilacion de forma (Fan v Tsuchiva, 1990).

La figura 2.1 vepresenta alpunas de Tas diversas formas gne pueden adoptar Tas hinhijos
dependiendo de su tamafio, donde se observan Ias diferentes cateporias para cada répimen de

forma.



O £ N

s: esférica

-

oe: oblato elipsoidal @

S

oed: oblato elipsoidal (forma de disco)

sco: casquete esférico con estela
abierta y no estacionaria

sks: casquete esférico con pelicula
lisa y estacionaria

oec: casquete oblato elipsoidal

N

scc: casquete esférico con estela skw: casquete esférico con pelicula
cerrada v estacionaria ondulante y no estacionaria

Figura 2.1: Diversas formas que adoptan las burbujas en funcién de su tamano.

Para ser mas especificos, en liquidos de baja viscosidad como el agua. la forma de las burbu-
jas de tamafo intermedio es muy irregular y oscila inestablemente en una regién de transicién
entre la forma elipsoidal y la forma de casqguete esférico. Se ha observado experimentalemente
(Bhaga y Weber, 1981) en algunos liquidos muy viscosos bajo condiciones estdticas, la for-
macién de peliculas (skirts) alrededor de la burbuja, cuyo espesor es alrededor de 100 um. Esta

pelicula de gas es anular y delgada v se forma detréds del borde de burbujas grandes de casquete

esférico (ver figura 2.1).
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B general Ia Torma de la hurbuja no pucde prodecivse por completo amienos que se tomen en
cuienta todas las variables fisicas involneradas en ol fendmeno de ascenso de I misima. Haberman
y Morton (1953) sugiricron wun andlisis dimensional hasado en ocho variables: la aceleracion
debida a la gravedad (g), Ia velocidad terminal de ascenso de ta nnbnja (17,0, ol didmetro
equivalente de o hurbuja (d0) definido como el didmetro que tendefa T bhurhaja si fuern esférica,
la densidad (pe) y viscosidad (i) del medio circundante, Iatension interfacial (a), y la densidad
{(py) y viscosidad (pr,) del gas en el intertor de fa hurbujas A protie de estas vaaiables se pueden
obtener cinco grapos adimensionales independientes. SiTas dos Gltimas variables, p, y 1,
se consideran despreciables comparadas con pe y gie, respectivainente, pueden elinminarse dos
grupos. Bajo circunstancias especiales, puede ser posible otra simplificacidon. Por ¢jemplo, para
liquidos muy viscosos o altos nimeros de Morton (Afo)') Ta forma de Ia birhuja es funcion
tinicamente del mimero de Revuolds de Ta burbuja (Reg, coo 1), al igual qoe para Higuidos o
bajos muneros de Morton en los que predominan los cfectos de Ja tension superficial (Bhaga
y Weber, 1981). T3 Mortou (A70) es un miimero adiinensional que depende fnicamente de las
propiedades fisicas del fliido, sin importar el taunaiio o fa velocidad de Ta hurbuja.

Cuando ol tamaino de I burbuja es peqieno (por ejemplo, d. < 0.01 emen agnal), predo-
minan las fuerzas de tension superficial v la forma de [ birbuja es aproximadanente eslérica.
Debido a que el movimiento de esta clase de burbujas corresponde a bajos mimeros de Reynolds,
ol flujo alrededor de su superlicie es controlado por fuerzas viscosas.  Tisto significa que el
movimiento del Hguido es viscoso en Ia superficie de la hurbuga, siempre y cuando o e, < 0.1
a fin de poder describir el fhujo por L aproximacion de flujo veptante. Por lo tanto, pavacburbujas
esléricas pequelias a iy hajos mimeros de Reynolds, el Hujo no se separa de s superhicie y no
existe Ta formacidn de luestelas 19n ta figira 2.2 <o mnestrac bacideadizneidn de este Gipo de fhiggo.

Las caracterfsticas de la forma y el movimicnto de Tns burbujas de tamano intermedio son
ny complejas debido o log efectos de T tension superficial y T inercia del medio que [laye
alrededor de éstas. Ademais, en Ia dindmica de la burbuja indluyen en gran medida la viscosidad

"El mimero de Morton estd definido por

gre electos viscosos
Mo = =% =

pro® efectos de tensidn superficial

(2 1)



del liquido y la presencia de contaminantes tensoactivos. Por ejemplo, las burbujas elipsoidales
presentan caracteristicas de movimiento secundario conforme ascienden. tal como travectorias

en zig-zag o en espiral y dilataciones de forma y oscilaciones.

+ 4 ¥ 1L v ¥ v+ ¢ ¢
v 1% k4 1L' v w ¥ T -L

Figura 2.2: A ndmeros de Revnolds bajos (Rep < (0.1), el fluido repra en la superficie de la burbuja. de tal

forma que el flujo se denomina reptante y se caracteriza por la ausencia de vértices aguas abajo d= la burbuja.

En general, para burbujas grandes cuyvo didmetro equivalente sea mayvor de 1.3 cm, pre-
dominan los efectos inerciales del flujo alrededor de éstas v los efectos de la tension superficial.
la viscosidad y la pureza del medio liquido son despreciables. Las burbujas grandes tienen
aproximadamente una forma de casquete esférico — con la condicidén de que ¢ < 50 mPa.s -
v una base relativamente plana o algunas veces dentada. Las burbujas de este tipo describen
una trayectoria rectilinea presentando balanceo y/o oscilaciones de la base.

La diferencia que existe en el movimiento de cada tipo de burbuja depende inherentemente
de las diferencias en los campos de flujo inmediatamente detrds de la burbuja. o de su estela.
Para burbujas pequeias, el fiujo a su alrededor puede ser descrito por la aproximacién de fiujo

reptante o ley de Stokes, expresada por:

1 gped;
Uy = — 252¢ :
T8 (

o
1)
~—

siendo el tamano de la estela despreciable en este régimen.

Si la circulacién interna es importante, como en los liquidos puros, la teoria de Hadamard-
Rybczynsky proporciona una mejor prediccién (Landau y Lifshitz, 1979). La férmula de
Hadamard-Rybczynsky, que predice la velocidad de caida de una gota por accion de la gravedad

en un liquido inmiscible, estd expresada por:
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Ueo = o
* 3ite 2ytp -+ 3yl (2.3)

donde jip y pe son la viscosidad y densidad del medio ligquido y ¢y p' son Ia viscosidad y
densidad de la gota, respectivamente; g os la fuerza debida o la aceleracion de Ia gravedad y a
es ol radio de Ta gota.

51 movimicnto seenndario asociado con tas bionrbujas de Govano internmedio probablemente
resulta de la acumulacion periddica de vortices en la estela de la huebuja, La hurbuja comicenza
a oscilar debido a la presencia de los vortices en la estela (dge y Grant, 1971). La figura 2.3
miuestra la presencia de vortices aguas abajo de la butbuja, ocasionando que el movimicnto de

¢sba ya no sea rectilineo.
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Figura 2.3: La formacion de vértices ocasiona ol zigzoaguen de la bhurbuja conocido como movimiento secundario.

2.2 TFACTORES DINAMICOS DEL FLUIDO QUE CONTRO-
LAN LA FORMA DE LA BURBUJA

Aparte de las propicdades fisicns del medio circnndante y las propiedades de Tainterfase gas

liquido, ta forma de la hurbuja es controlada por las fuerzas en s interfase. Bl nthero de
Reynolds (Rey, cc. 1.1) es el pardmetro mas adecnado para caracterizar la int.ensidad del flujo.
Alpgunos de los factores dindmicos del flnido que controlan o al menos influyen-en la forma de

las hurbujas en iovimiento se disciten con relerencia aesle nanmero.



PRESIONES DE FLUJO INDUCIDO

Una burbuja en movimiento estéd sujeta no solamente a la presidon ambiente hidrostética, sino
también a la presién dindmica que actiia sobre su superficie determinada por el campo de flujo
particular a su alrededor. El flujo local es detenido en el punto de estancamiento delantero ¥
asi, en base al principio de Bernoulli, ia presién dindmica integra del fiujo aparece como un
empuje hacia adentro contra la superficie de la burbuja. A los lados. la presencia de la burbuja
reduce el espacio disponible para el movimiento de liquide. y éste. debido a su naturaleza
incompresible, debe acelerarse para mantener el flujo: por lo tanto, la presién del flujo decrece
a lo largo de la superficie de la burbuja desde la parte frontal hacia sus extremos. Ya que la
presién en el interior de la burbuja se mantiene uniforme debido a que la densidad v viscosidad
del gas son despreciables, en ambos extremos de la burbuja la superficie debe moverse hacia
afuera e incrementar la curvatura local. Aguas abajo de le burbuja. la presién del fiujo no sera
restablecida al valor ambiente debido a la presencia de la estela.

En resumen. una burbuja moviéndose a través de un liquido experimenta una fuerza de
compresién en la parte frontal y una fuerza dilatante lateralmente. La extension de la diferencia
de presidn se incrementa conforme la velocidad relativa entre la burbuja v el liquido circundante
o el nimero de Reynolds (Rep) se incrementan. Esta presién o el efecto de la fuerza explica
que la burbuja se aplana en la direccién de su movimiento vy su tamafio se incrementa. El
incremento en el tamano de la burbuja produce un incremento general en la velocidad libre de

ascenso de la burbuja.

2.3 EFECTO DE LAS PROPIEDADES FISICAS DE LA FASE
CONTINUA EN LA FORMA DE LA BURBUJA

Aunque es posible dar una explicacién cualitativa acerca del aplastamiento que sufre la bur-
buja al incrementarse su tamafo, es muyv dificil dar predicciones cuantitativas acerca de este
fenémeno, y més ain cuando estan involucradas las propiedades fisicas del medio circundante.
Por lo que el conocimiento del estado del arte acerca de las diversas formas que adoptan las bur-
bujas al ascender en diversos liquidos es estrictamente establecido a partir de las observaciones

experimentales.
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Bhaga y Weber (1981) presentaron win diagrama, mostrado en la figura 2.4, el cual muestra
prificamente las diversas formas que pueden adoptar fas irbujas en funcion de tres nimeros

adimensionales: el niimero de Reynolds (fey, oc. 1.1), el niimero de Botvos (I?())2 v el mimero

de Morton (Mo, cc. 2.1).

105 1 T T
N\ . Significado de cada una de las siglas.
S . . .
¢ F K A9 (por su enunciado en inglés)
W o L
3 - s: esfCrica
hiut) . .
103 / » oe: oblato clipsoidal
P * ocd: oblato clipsoidal (forma de disco y
10° zigzagueanle)
) o
) * occ: casquele oblato clipsoidal
S 10" * sce: casquele eslérico con estela cerrada vy
estacionaria
* sco: casquele eslérico con estela abicrta y
10° no estacionaria
e » sks: con pelicula fisa y estacionaria
10! 8 N / * skw: con pelicula ondulante y no
~N & © SR PRon
S ¢cstacionaria
N N §
102 : :

107 10° g 102 10}
Fo

Figura 2.4: Mapa végimen: forma para burbujas individoales que ascienden en hquidos newtonianos infinitos

{(Tabla tomada de Bhaga y Weber 1081},

Conociendo ol tamaiio de Ta burbujo y las propiedades [fsicas de Tac fase continma, es posible
dar una prediccion de la forma que adoptaria la burbuja al ascender en un Hquido newtoniano
de extension infinita, Ademas, la fignra 2.4 puede usarse para estimar velocidades terminales
de ascenso de las burbujas, ya que el mimero de Reynolds (/¢ey,) es el finico grupo adimensional

que contiene el (érmino pava b velocidad.

2Bl ntumero de Eibvis estid delinido por:

2 - N . .
qpeds efectos gravitacionales ,
Joo = YPe o TIECNOS Bl (2.4)

o rlectos de tension superlicial
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2.3.1 TRANSICION EN LA FORMA DE LA BURBUJA

La dgura 2.4 muestra los limites entre los tres regimenes de forma principales descritos en la
seccién 2.1, viz.. régimen esférico, elipsoidal v casquete esférico. Aunque estos limites son un
tanto arbitrarios, existe una tendencia sisteradtica: las burbujas son esféricas va sea a bajos
nirercs de Revnolds o bajos numeros de EoOtvos; son elipsoidales a numeros de Revnolas
relativamente altos v numeros de Eotvos intermedios: v casquete esférico 2lipsoidal & altos
numeros de Revnolds y Eotvos.

El primer régimen de forma, el esférico, ocurre:

.o s . ’ . 0 . . .,
1. Cuando la presién dindmica (~ p,gL’;o) es mucho menor cue la presién debida a la tensién

superficial (~ o/d.) en liquidos a bajos nimeros de Morion. o

2. Cuando las fuerzas inerciales (~ p;U2.dZ) en la vecindad de la burbuja son mucho menores

que las fuerzas viscosas (~ ppde.Us) para liquidos a ntumeros de Morton mayores.

La razén de las presiones en el primer caso es el nimero de Weber (117¢)3. mientras que en
el segundo caso la razén de las fuerzas es el niumero de Reynolds (Key), tal v como esta definido
en la ecuacién 1.1. El nimero de Weber estd relacionado con los otros nimeros adimensionales

mencionados por la siguiente expresién:

We = Re? (Mo/Eo)"? (2.6)

En el régimen elipsoidal, las burbujas que ascienden en liquidos a bajos numeros de Aorton
(]\[o <1x 10‘8) empiezan a ser inestables conforme se incrementa el nimero de Weber, es
decir, al incrementarse los efectos inerciales. La forma de la burbuja deja de ser axisimétrica
debido a que las trayvectorias ya no son rectilineas v estén asociadas intrinsecamente con estelas
no estacionarias. Este tipo de inestabilidad ocurre ain cuando la distorsién de la burbuja sea
pequenia. Las observaciones experimentales han determinado que el comienzo de esta inesta-

bilidad depende de la pureza del sistema. Para liquidos puros, relativamente no viscosos, la

3El ntimero de Weber est4 definido como

We = peU2 de _ efectos inerciales (2.5)
o efectos de tensién superficial -
20



‘

inestabilidad marginal ocnrre para We a2 3 v IRey, > 200; para liquidos impuros, algo mis
viscosos, la inestabilidad ocurre para Rey = 200 y We < 3.

La transicion del régimen elipsoidal o casquete esférico comiinmente se leva a cabo para
We = 20 o para Ko == 40, Iiste fondmeno de transicidon ha sido ampliamente observado v
en base a los experimentos realizados por Davies y Taylor (1950), ha sido aceptado como nn
verdadero modo de transicion. Sin cinbargo, el porgné y como tiene Tugar la transicion no
se ha entendido por completo, especialmente para hurbujas que ascienden en enidos de bajn
viscosidad.

Para liquidos a bajos mimeros de Morton, o aplastamicnto o achatamiento de la huarbuja es
més pronunciado conforme se incrementa ¢l We por arriba de 3, y sn forma promedio [luctia
irregulariente adguiriendo T apariencia de un “disco™ (ver figura 2.1). Aungne no se conoce
con certeza o] porgaé de b inestabilidad, Ryskin y Leal (1981) especulivon que v ineremento
adicional en ol We puede aleanzar un punto Hmite en el cual “las fuerzas dindmicas, debidas
al incremento en la curvatura de la burbuja, ammentan mas raptdamente que las hierzas de la
tension superficial, al menos focalmente, de manera gne no es posible wna formaenequilibrio
el comienzo de la inestabilidad de la forma”. Eoxiste evideucia experimental de gue en iguidos
a intermedios nimeros de Morton (l x 1% < Mo < 1 x 10 2), lag burhijas adoptan Ia forma
de discos, tal y como observaron Bhaga y Weber (1981) en i ligquido donde Mo = 820 % 10 *
y 40 < Rey - 700 Observinon que esta clase de hinbujas ascienden zigzagneando, mienlras
que burbujas mas pequenas (de forma clipsoidal pero nienos achatada) y mas grandes (forma
de casquele esférico) ascendian en ol mismo Hquido deseribiendo Crayectoring rectilineas. 1sto
implica que las burbujas de forma de disco son menos estables que enalguier otra burbuja de
forma diferente. Por o tanto, mas alli de un cierto We eritico, las formas mny aplanadas o de
disco pueden no existir; en vez de esto, Ia burbuja puede adguirir la forma de casquete esférico
como consecnencia de Ta separacion del Hujo.

En el régimen de casquete esférico; Ta forma global de Ta burbnja es independiente del We.
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2.3.2 EFECTO DE LOS AGENTES TENSOACTIVOS EN LA DINAMICA
DE LAS BURBUJAS

En general, para un tamaifio de burbuja dado. el aplastamiento que sufre la burbuja es menor
cuando el =fecto de la tensién superficial es mavor (menor We o Eo) v la viscosidad de. liquido s

mavor (menor Rep). Sk, embargo, cuando en e. sistema estdn presentes sustancias temsoactivas.

]

la forma de la burbuja ya no depende tinicamente de las propiedades del liguido, y= que se ve
afectada por las condiciones existentes en ia interfase gas-liquido, especialmente para burbujas
pequerias. Parece ser que las moléculas tensoactivas se acumulan en la interfase. incrementando
el arrastre viscoso, i.e.. la solucién tensoactiva se comporta como un liquido més viscoso. Este
incremento en el arrastre viscoso debido a la presencia de agentes tensoactivos. disminuve la
velocidad de ascensc de la burbuja v. por ende, las fuerzas inerciales. Por lo tanto. para un
tamafo de burbuja dado. su forma es menos achateda en licuidos contaminados que en liquidos

puros.

2.4 VELOCIDAD TERMINAL DE ASCENSO DE UNA BUR-
BUJA INDIVIDUAL

En un fluido estacionario de extensién infinita, un cuerpo que se mueve libremente bajo la
influencia de la gravedad desarrolla una velocidad especifica de ascenso 6 descenso cuando
se alcanza la condicidén terminal. Bajo esta condicién. todas las fuerzas que actian sobre el
cuerpo, viz., la fuerza de arrastre, la fuerza gravitacional v la fuerza de flotacién, se encuentran
en equilibrio.

En los trabajos experimentales, es comun expresar la fuerza de arrastre en funcién del

coeficiente de arrastre Cp, definida por

1
by = iﬂzUchDS (2.7)

donde S es el drea proyectada del cuerpo perpendicular a la corriente del fluido.
Cuando el cuerpo es una burbuja de gas de densidad despreciable, Cp se obtiene a partir

del balance entre la fuerza de flotacién y la fuerza de arrastre:



o L . no.
Cllgpe = pel 2 Cpy o d? (2.8)
G 2 4

donde wd?/4 s el drea cquivalente proyectada. La ecuacion anterior se reduee o

Cpy = (2.0)

donde el cocliciente de arrastre es inversianente proporcional ala segimda potencia de T veloci-
dael terminal de Ta burbuja. o vista de estacdefinicion, el comportaunicnto del ascenso terminal

de a hurbuja se describe conninmente en términos de (7).

2.4.1 BEFECTO DE LA ESTELA EN LA VELOCIDAD DIE ASCENSO DE
LA BURBUIJA

A excepeion del fhgo a hajos ndimeros de Reynolds, Ty fierza de arrastre gne se cjerce sobre la
superficie de las burhujas es causada principalimente por la diferencia de presiones que existe
entre la suporficie frontal vl soperlicie posterior de éstag (resistencia de forma). Iin taley
casos, la velocidad terminal de Tas burbujas se ve influenciada directamente por la aparicion de
una estela. Lo figora 2.0 mucstra ta velocidad terminal de burbojas de aive en agua. Se observa,
aue la velocidad teriinal, U, empieza o disioinnir cnando el tamadio de Ia burbuja excede nu
cierto valor, e.g., d. == 0.13 e para agua destilada.

El niimero de Reynolds correspondiente (IReg,) s alrededor de 450, el eual estd comprendido
en ol ranpgo on el que se observa el movimiento oscilatorio en b brayectoria de ascenso de la
burbuja. Ts decir, ol cocliciente de arrastre se inerementa una vez gque Ta hurbuja cmpieza a
oscilar.

il cambio en ol movimiento de la burbnja puede estar asocindo con el cambio en la estructura
de la estela; Ta oscilacion de By burbujac refleja by presencia de vortices detrds de dstas Debido
al movimiento oscilatorio de 1a hurbuja, v pérdida de momentany del Tiquido alrededaor de Ta
burbija cs apreciable y Ta presion en T parte posterior de ¢staes menor gue en b parcte frontal.
Asi, In formacion y acumulacion de vortices en b estelacocagiona que Tnovesistencia de forma sea
grande debido a que Ta diferencia de presiones entre Ta parte frontal y posterior de la burbunja

es prande.
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Figura 2.5: Velocidad terminal de burbujas de aire que ascienden en agua {tomada de Fan y Tsuchiya, 1990).

Sin embargo, a pesar de que se tiene un conocimiento razonable del efecto de la estela en
el comportamiento de la velocidad de ascenso de la burbuja. no se ha desarrollado expresién
alguna que prediga la velocidad terminal de ésta tomando en cuenta en forma directa el efecto

de la estela.

2.4.2 CORRELACIONES GENERALES PARA LA VELOCIDAD TERMI-
NAL DE ASCENSO DE LAS BURBUJAS

La velocidad de ascenso de una burbuja de gas depende inherentemente de su tamano: para
burbujas pequenas, la velocidad de ascenso depende en gran medida de las propiedades del
liquido tales como la tensién superficial y la viscosidad; cuando las burbujas son grandes, los
efectos de la tension superficial y la viscosidad son despreciables v la velocidad de ascenso va no
depende de las propiedades del liquido tal como predice la relacién que Davies y Taylor (1950)
desarrollaron a partir de observaciones experimentales para burbujas de casquete esférico que

ascienden en liquidos no viscosos:
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donde R, cs el radio de curvatora del casguete de Ta burbuaia.
La ecuacion 2.10 se puede expresar en Lérminos del volimen de gas de la hurbwja, V.

Fontonces,

U, = 0,792 %,V,,‘ * (2.11)

Definiendo un radio cquiivadente r. ol volumen de gas de dacburbuja estaria dado por

Vi o (2.

t
| 499
—

,

Finalmente, la expresian empirica que permite ealeular fa velocidad de ascenso de Ta burbuja

esta dada por

Un = 1003 /g7 (2.13)

Haberman y Morton (1953) y Tadaki y Macda (1961) encontraron experimentalimente que
para. burbujas con difmnetros equivalentes mayores de 1.8 ey no ocurria una diferencia apre-
ciable en la velocidad de ascenso de Gstas on varios Hguidos. Sin embargo, para hurbnjas con
didmetros equivalentes menores de 1.0 e en lguidos puros, Ja velocidad de ascenso es mayor,
en general, o liguidos con mayor tensidn superlicial o menor viscosidad para un tamano de
burbuja dado.

12l planteamicnto convencional para desarrollar v ecuacion predictiva consiste en dividir
todo el rango de tamafios de burbujas eu diversos regimenes (Levich, 1962; Wallis, 1969):
por ejemplo, fa correlacion desarrollada por Stokes (cc. 2.2) se aplica parac hurbujas esléricas
suficienternente pequeiias (e, < 0.1, y In cenacion de Davies “Taylor (ec. 2.13) para burbujas
prandes de easquete esférico (We > 20 o 2o > AN). La capacidad predictiva de estas ccuaciones
ha sido satisfactoria para burhujas que ascienden en diferentes liquidos siempre y cuando se

seleccione o répimen apropiadeo,
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CORRELACIONES DESARROLLADAS POR PEEBLES Y GARBER (1953)

Las correlaciones desarrolladas por Peebles v Garber (1953) estdn dadas en la Tabla 2.1. El
célculo de la velocidad terminal de las burbujas esta dividida en cuatro regiones, cuva determi-

nacién esta principalmente en funcién del niumero de Reynolds de ia burbuja (Rey) -

i REGION | VELOCIDAD TERMINAL || RANGO DE APLICABILIDAD |

t 1 ;1 U = Q*E/{Df"ﬁg}? { Rep < 2 g
# | = e ' ;
| ' i i
I T = 03307 (2) O s | 2 < Rey < 4.02Mo™0214

H B .;
{i o5 | 102) 07021 < Rey < 3100002 |
i s Use = 1.35 (r:ﬁ£> ; 0

L g 16.32M %1% <« G < 5.75

l 0.25 | \ 7 —0.25 l
1 4 : U =118 (gg> | 3.10‘\-[0— < Rey ;
J ! pt i 5.75 < G |

Tabla 2.1: Velocidad terminal de purbujas de gas individuales que ascienden en liquidos (Tabla
tomada de Wallis. 1969)

El rango de aplicabilidad de cada ecuacidn estd en funcién de los pardmetros adimensionales
Rey, v Mo, definidos en las ecuaciones 1.1 v 2.1, respectivamente, v de un tercer pardmetro, G,

definido por:

grils i

- (2.14)

1
G = ERe‘gMo =

En la region 4. la velocidad de ascenso de la burbuja es independiente del tamanio de ésta,
va que la ecuacién no incluye el radio equivalente de la burbuja a diferencia de las tres regiones
anteriores, aungue se incluye en el rango de aplicabilidad a través de Rey y G. Harmathy (1960)
ha sugerido el valor de 1.53 en lugar de la constante 1.18 en la regién 4. El limite superior de la
region 4 se obtiene cuando la velocidad de ascenso en esta regién es comparable con el valor dado

por la ecuacién 2.13 para la velocidad terminal de burbujas de casquete esférico. Resolviendo,

re>2, ) — (2.15)
gpe
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b cual define nna repion adicional (b) donde B cenncion 213 e valida,

CORRELACION DESARROLLADA POR MENDELSON (1967)

Mendelson (1967) fie el primero en reconocer que existe una analogfa divecta entre Ja velocidad
de propagacion de ondas superficiales sobre un liruido profundo y la velocidad terminal de
hurbujas que ascienden en an medio infinito. Considerd el ascenso de una burbuja de gas como
simplemente perturbaciones interfaciales cuya dindmica es parecida a la propagacion de una
onda en T superficie de un ligaido ideal. Basindose en estasnposicion, sustituyd Ta Jongitad
de onda en la ecuacién de la velocidad de la onda (Lamb, 1945) por el perimetro equivalente
de la hurbuja.

La ecuacion para la velocidad de la onda ¢ presentada por Mendelson es e realidad un
caso especial de laexpresion general para la velocidad de fvonda que se desplaza en lajuterfase

entre dos Auidos de densidades diferentes py y pg v diferentes profundidades /iy y hy:

A Al
2Ap +Fo
O = 9220 T3 (2.16)

Dfre
‘ot 230 1. e BB
prcoth 58 fy coth by

donde A es la fongitud de onda y o es la tension interlacial o superficial,

dara el caso doude la profundidad de ambos [uidos es prande relativa aJa longitud de onda
(/X y ho/A > 1) y el fluido més ligero os aite (py = p, < p2 = pe), la ccuacion 2.16 se reduce
a
gA  Zwo

(/‘ - /YO(\ == -

— ' 2.47
27 Ape (2.17)

Mendelson convirtio T relacion dada por dcctincion 2,47 en fa velocidad terminal para
burbinjas qne ascienden en un medio infinito veeniplazando T longitud de onda por ¢l perfinetro
p de T seecion transversal neixima de una esfeca equivalente cuyo volimen V,oes ipual ol de la

burbuja; entonces

’,\ = 2) = ]]'(If, (2 ]H)

donde
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dezf } (2.19)

Por lo tanto. la velocidad terminal esté dada por

(2.20)

! depé
Aplicanao la correlacidn anterior al sistema agua-aire, se obtiene la curva que se mnuestra en
la ficura 2.6 donde, contraric a la correlacién desarrollada por Clift et al. (1978). ésta predice
velocidades terminales razonablemente aceptables para didmetros de burbuja mayvores de C.1

CIIl.

120 | ‘ — Mendelson (1967) I

100 -

80 -

Velocidad terminal de la burbuja (cm/seg)

Diametro equivalente de la burbuja (cm)

Figura 2.6: Gréfica de la correlacién desarrollada por Mendelson, para el sistema agua—aire.

Por otro lado, si no es posible despreciar ninguna de las dos densidades de los fluidos. aunque

todavia se cumple la condicién de que /A v ho/A > 1, la ecuacién 2.16 se reduce a
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gAAp 2ro

(o =/ : I s 2.21
b 2 (pe+py)  Mpe +py) (221)
La velocidad terminal correspondiente de la hurbuja seria
g Ap 2a
Uno = Coormmd,) = ' - 2.22
~x ool A=nd,) x 92 (/pf 1 /{,,) d,. (/)f - /’;/) ( )
donde Ap es la difcerencia de densidades.
Reordenando la ccnacion 2.22 se oblicne
, gd.Ap 2o
(pe + py) U2, = L§~l« - (2.23)
..

lacual representa un halance entre Ia fuerza inercial, T fuerza de o gravedad y lac fnerza de Ta
tension superficial. Marrueel of al. (1970) aplicavon la analogia de fa onda con el movimiento de
gotas Hquidas cn sistemas no newtonianos, y observaron que la fase dispersa (burbujas o gotas)
deben cousiderarse en movimicnto estacionario; en conscenencing en conbraste con el problema
clisico original de Tvonda, Tuinercia no contribuye, Por lo tantog Tn densidad de Ta fase dispersa

en ol término inercial debe eliminarse, Jde tal forma que In ccuacion 2.22 se convierte en

20 qgd.Ap

U
’ ey 2pe

(2.24)

Cuando p, < pp lacenacion 2.24 se reduce ala cenacion de Mendelson dada por la ccuacion
2.20.

Aunque Ia ceuacion 2.24 se ajusta razonablemente bicn con Ias velocidades terminales medi-
das en liquidos monocomponentes puros, tiende a vadores bajos para las velocidades terminales
medidas en sistemas multicomponcentes en el régimen de B burbuoja distorsionada donde pre-
dominan los efectos de b tension superficial (Mendelson 1967).

Los resultados de Mendelson Hevaron a Fan y Tsuchiya (1990) a generalizar fa cenacidn 2.24
reemplazando o por co donde e es i constante gque varfa de FO w20 dependiendo del fAnido.

De esta forma, la cenacion 2,24 se convierle en
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/ 27 _ gdelp (2.25)

ldepe  2pe

T

Con esta generalizacion, la analogia de la onda no sélo se ajusta bien con las velocidades
terminales de las burbujas en fluidos multicomponentes (Fan v Tsuchiva, 1990), sino también
con las velocidades terminales de gotas en fluidos cuando p; y p. son reemplazadas por las

densidades de la fase continua y la fase dispersa, respectivamente.

CORRELACION GENERALIZADA DESARROLLADA POR GRACE. WAIREGI
Y NGUYEN (1976)

Inicialmente, Grace et al. (1976) desarrollaron una expresién analitica. la cual cubre un amplio
rango de datos experimentales. Dicha correlacidén ha sido capaz de predecir la velocidad terminal
de burbujas y gotas de forma elipsoidal que ascienden/descienden, segin sea el caso. en liquidos
de bajos a intermedios nimeros de Morton (Mo < 1073, Eo < 40. Rey > 0.1, sin efectos de
pared). La correlacién es aplicable bajo estas condiciones y. en particular, es util para sistemas
que contengan agentes tensoactivos contaminantes en pequefia proporcién. Sin embargo, para
cubrir un rango mas amplio de datos experimentales. es necesario el desarrollo de una correlacién
alternativa que incluva a las burbujas de forma de casquete esférico (Eo > 40) que ascienden
en liquidos a altos nimeros de Morton (Ao > 1 x 10%). El planteamiento para esta correlacién
es derivar una ecuacién para cada régimen que tome en cuenta la fuerza o fuerzas dominantes
que actian sobre la burbuja. y combinar estas ecuaciones en una correlacién general que sea
vélida para todos los tamanos de burbujas. Tal planteamiento se describe a continuacion v se
demuestra que la correlacién general obtenida no solamente refleja la fuerza dominante en el
régimen correspondiente, sino también que es vélida su aplicacién en los regimenes de transicién.

Cuando el tamano de la burbuja es pequeno y la forma es esférica, dominan las fuerzas
viscosas asi como las fuerzas de tension superficial. A nimeros de Revnolds extremadamente
bajos (Rep < 0.1), la teoria de Hadamard-Rybezynski v la teorfa de Stokes se aplican a burbujas
esféricas cuya superficie sea mévil e inmévil (rigida?), respectivamente. En la practica, especial-

mente para burbujas en liquidos de baja viscosidad, el nimero de Reynolds facilmente excede la

4 . P . - . e . P .
Comunmente, la rigidez es atribuida a la contaminacién de la interfase gas—liquido por agentes tensoactivos.
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unidad y el término inercial ya no es despreciable, Levich {1962) obluvo una eccuacion asando
la teorin de capa limite siendo aplicable para burbajas esféricas o altos niameros de Reynolds
28

(por ejemplo, para burbujas de aire en aguas 50 < f{ey, < 500) . Todas estas teorfas resultan en

una expresion analitica para la velocidad terminad dada por

Uy = % (2.26)

donde la constante Iy o5 12, 18y 36 para las teoring de Hadamard Rybezynski, Stokes y Levich,
respectivamente.

Para burbujas de tanmaiio intermedio apgrande) T ecuncion desarrollada por Mendelson
{ce. 2.20) ha proporcionado fas mejores predicciones parns burbojos que ascienden en Hoguidos
monocomponentes puros (Clt ef al, 1978). Dicha cenacion ticne dos términos que compiten,

la tensidn superficial y [a ierza gravitacional, tal y como estid dado por

2a gd,.
UooQ = et o :'T‘“
/’f({e 2

(2.27)
deflinida en la ecuacion 2.20).

Aunque lTa analogia entre el ascenso de nna burbuja y el desplazamiento de nna onda su-
perficial desarrollada por Mendelson ha permitido obtener resuliados nceptables, no se liacdado
una explicacion tazonable que justifique s derivacion. Sin cmbargo, es interesante notar que
Lehrer (1976) derivd una ceuacion casi idéntica con la inica diferencia de que en ol primer
término de la cenacion 2.27 ol coeliciente es 3 en ver de 20 T derivacion de Lehrer estia basada
en el incremento de la energia potencial del medio delante de fa burbuja que resulta cnando
dsta se genera en uin medio continno,

Considerando una burbuja gue permances eslérica a o Targo de todo s aseenso, Lehoer
postuld que esta energla potencial es convertida aenergin cinética conforme la fase continna
que ha sido desplazada (luye alvededor de Lo burbuja a través de mna distancia vertical dg con
una rapidez nela Us,. Silas teorfas de Mendelson y Lehirer son aceptadas, es Lenbador usar
un valor entre 2 y 3 para el cocficiente en el término de Ta tension superlicial de la ccnacion
2.27. Una veutaja de este iecho ocnrre en Ins observaciones experimentales; en donde es posible

seleceionar por priucba y crror el valor del coeficiente, comprendido en el rango mencionado,

31



que mejor ajuste la correlacion con los datos experimentales existentes.
La ecuacién de Mendelson puede ser expresada en forma maés general. reemplazando ¢ por
co en la ecuacidén 2.27. donde ¢ es el factor de correccién definido anteriormente e introducido

por Fan y Tsuchiva (1990). De esta forma se obtiene

. [ 2¢o gd.
Lx? - \/ ,‘Qfde B 2

la cual se conoce como la ecuacién de Mendelson modificada.

/—\
1o
)

o

La condicion que se requiere ae que U1 domina cuando el tamano de la burbuja es pequernc.
mientras que el segundo término en U,» domina cuando el tamafio de la burbuja es grande
puede satisfacerse combinando las ecuaciones 2.26 v 2.27 en la siguiente forma

U= [UZ2 028 7YT (:

1 202

&)
b
©

o en forma adimensional,

Mo™V4 - 2 d /2 T
’ o C
o (Mo D) (L ] 2.30°

donde n es un pardmetro empirico positivo introducido para considerar sistemas puros y con-

taminados.

o

Coppus v Rieterna (1980) sugirieron la velocidad adimensional (L‘oc> v el didmetro de

burbuja adimensional (d;) definidos como

/ o\ V4
Ul = Ux <—‘) (2.31)
og
Yy
d=d /@:v}% (2.32)
e e\ pu LOZ

A partir de la ecuacién 2.30 se deduce que para valores pequenos del didmetro equivalente, la
velocidad terminal es determinada principalmente por el término viscoso y en menor proporcién

por el término de la tension superficial. Confome el valor de d. se incrementa, la velocidad
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terminal Uy, es gobernada por el término inercial, el enal es independiente de las propiedades

fisicas del lquido.
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Figura 2.7: Curva tedrica obtenida a partiv de las correlaciones desarrolladas por Grace et al. (ec. 2.29), para

ol gistema aguacaire.

La ccuacion 2.30 tiene tres paramelros, IV, ¢y ooy log cuales se determinaron o partiv del
mcjor ajuste de los resultados analiticos con los datos experimentales. De estos pariinelros) Iy,
y ¢ fucron evaluados independientemente del rango de tamaiio de burbuja.

Cuando Grace el al. (1976) estaban comprobando In aplicabilidad de la cenacion 2.30 para
diferentes Hauidos, observaron que los vadores de ey e pueden considerarse constantes para
liguidos especificos a un nivel dado de contaminacion. Recomiendan el uso de ¢ = 1.2y ¢ = 1.4
para Hquidos monocomponentes y mualticomponentes, respectivianente. Lo diferencia en Tos
valores de ¢ para los dos Lipos de liquidos es debido aparentemente a la tension superlicial
efectiva entre ambos. Los vadores recomendados para e varfam entre 0.8 v 1.6 dependiendo de

la pureza del Heonido,



Por otro lado, encontraron que el valor de F; varia de un liquido & otro. oscilanco entre 12

y 40. El comportamiento de K} estd correlaciczado por la siguiente expresion:

3)

L

Ky = KyMo™03 (K; > 12) (2.

donde Kpn = 14.7 v 10.2 para soluciones acussas (o agua' v mezcles o solventes organicos.
respectivamente. Si el valor calculado de K. a partir de la ecuacica 2.33 es mznor de 1Z.

entonces el valor para K es reemplazado por 2.

CORRELACIONES DESARROLLADAS POR CLIFT,. GRACE Y WEBER (1978)

Clift et al. (1978) desarrollaron las siguientes correlaciones para determinar la vzlocidad de

ascenso de las burbujas, las cuales son valicas sara el rango Mo < 1072, Eo < 40 =~ Re, > (0.1,

Use = 521072149 (7 — 0.357) (2.34)

donde el parémetro J se determina a partir de las siguientes relaciones:

J = 0.94H%T para 2 < H < 59.3 (2.35)

J = 3.42H%44 para H > 59.3 (2.36)

El pardmetro H se calcula a partir de la sizuiente correlacion

4
H = —FEolMo %14 <—‘L> (2.37)
3 HH0

La figura 2.8 muestra la curva tedrica para el sistema agua-aire obtenida a partir de la
ecuacién 2.34. Se observa que aproximadamerte a partir del didmetro de burbuja igual a 0.1
cm, la correlacién de Clift predice una reduccién gradual de la velocidad terminal de ascenso

conforme se incrementa el diametro de la burbuja.
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Figura 2.8: Curva tedrica obtenida a partiv de la ecuacion 2.34 para el sistema agua- -aire.

Esto contradice Ins observaciones experimentales y ol rango de valides de Ta correlacion es

ity limitado. Sin embargo, para burbujas cuyo didimetro es menor de 0.3 em, Ta correlacion

resulta ser mmy eficaz cuando se comparan los resultados experimentales y los vadores obtenidos

a travds de dicha correlacion (Jamialahmadi ef ol., 1994).

CORRELACION GENERALIZADA DESARROLLADA POR JAMIALAHMADI,

BRANCH Y MULLER STEINHACGEN (1994)

Jamialahmadi ef al. (1994) clasifican Ias expresiones desarrolladas para calealar velocidades ter-

minales de actuerdo con ol tamadio de Ins bhurbigas. Posteriormente combinan estas expresiones

a in de obtener una correlacion general Tacual validan con dalos experimentates oblenidos por

(ll versos aulores.

i 1851, Stokes desarrolld nna expresion analitica para calentar Ia fuerza de arrastre gue

actita sobre una esfera solida que signe una trayectoria rectilinen con movimicento uniforme.



Esta expresién estd dada por

Fd = 67«‘/1[U§f7‘b (238)

&

en donde Fy es la fuerza de arrastre y U la velocidad terminal de la esfera. Supéngase que
la esfera esté descendiendo en un liquido de viscosidad v densidad us v p;, respectivamente,
hasta que alcanza el estado terminal. en donde la suma de todas las fuerzas que actian sobre

la esfera es cero (ver figura 2.9).

Fd
Z —
A Fb
‘ ﬂb
- gravedad
Fg

Figura 2.9: Fuerzas que actian sobre una esfera cayendo en un fluido viscoso.

La fuerza de gravedad actia sobre la esfera en la direcciér. de la caida. v la fuerza de
flotacién y la fuerza de arrastre debido al movimiento actdan en sentido contrario. Por lo

tanto, igualando estas fuerzas

4 4 .
—gwrg’pSpg = gﬂrgpgg + 6mpUEry (2.39)
se obtiene la expresién analitica para calcular la velocidad terminal de la esfera dada por
. 1 pe—pg o
UP=——"—"2gd 2.
Sin embargo, la ecuacién 2.40 es valida sélo si se cumple la condicién de no deslizamiento

en la superficie de la esfera y Re, < 0.1. Hadamard-Rybczynski (1911) demostraron que esta
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ceuacion requicre ser modilicacda si faburbuja consideradn esférica estia sujela oo una circulacion

interna. La expresion desarrollada por Hadimard Rybezynski esta dada por

o 2000 )0,
e Spie 21t 4 31,

(2.41)

de tal forma gue si se considera despreciable la densidad del gas comparada con la densidad del
liquido y haciendo dy, = d,. en las ecunciones 2.40 y 2,41, se obtienen las mistmas expresiones
deseritas en las cenactones 2.2 y 2.3 para ambas teorfag, respectivamente.

La aplicabilidad de Tag conaciones 240 y 2001 esta limitada paea harbujas cayo didmetro
sca menor de 0.2 cn. Ya gque Tas burbujas con mayor didmetro tienden o oscilar, el movimiento
ascendente de una burbuja grande pucde ser considerado andlogo al movimiento de nuna onda

vinjando en oun laido ideal (Bamb, 1945}

gA

EAY Flia
oo prs

(2.42)

donde X es la longitud de la onda.
Para burbujas moderadamente grandes, la influencia de la Lension superlicial en la forma
de la burbuja es grande y por lo tanto no puede despreciarse. Fintonces, la velocidad terminal

de ascenso de acuerdo con Lamb (1945) es:

‘2 o
Up =+ VU 2.43
° Alpe+ py) (2.43)

Las eciaciones 2.42 y 243 deseriben L velocidad de nna ondacdonde L pravedad y T Lenslon
superficial son dominantes; respectivannente. Ambas ccunciones se superponen afin de obtener

Ia velocidad de asconso constderando qunbos mecanismos:

— --,“zwj_.ﬂ_,_ﬂ, . X
'77l7r7 B (], (2»,1,1)
A (/11‘ | /)!/) I

A
7" =
Para cvaliar I ccuacion 244 se requiere la longitud de onda. Retomando T anadogin de
Mendelson de que la longitud de onda para burbujas con velocidades terminales no incliuidas

en el régimen de Stokes, es ignal o la civeunforencia ecuatorial de laesfera equivadente, wd,, y

sustituyendo este valor en Ia cenncion 2.44 se obtiene:



[ -
io gd,

Y
- \ dg(ﬂ£+pg) 2

Despreciando la densidad de la fase gas. la ecuacién 2.45 se reduce a la analogia de la onda
desarrollada por Mendelson (1967). Les ecuaciones 2.40 0 2.41 v 2.45 se combinan para obtener
una ecuacién individual que cubre todo el rango de los tamafos de burbuja.

UErY
Use = — atihlie. (2.
P rr-son2 T )2
V(CE) — (%)

tha

6)

Esta correlacién enalitica generalizada para la prediccidn de velocidades terminales de as-
censo de burbujas he sido desarrollada cubriendo un amplio rango de propiedades fisicas cel

liquido:

720 Kg'm® < p; < 1040 Kg ‘m?

0.000233 Kg/mseg < us < 0.059 Kg/mseg

0.0725 N/m <o <0.022 N/m

Aplicando la correlacién al sistema agua—aire se obtiene la curva tedrica de la figura 2.10.

la cual predice la velocidad terminal de la burbuja en funcién de su didmetro equivalente.
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Figura 2.10: Velocidad terminal de la hurbuja en funeion de su didimelro equividente pora el sistemin npgun nire,

a partiv de la ecuacion 2,46

Los efectos de las propicdades fisicas del gas en la velocidad de ascenso de fa burbuja pueden

ser despreciados, sicmpre y cuando se cumpla que pe 2> pg vy jie > .

2.5 EL MOVIMIENTO DE UNA BURBUJA

Como ya se mienciond al inicio de este capitulo, existe nna gran variedad de equipos y procesos
utilizados en un amplio campo de industrias, tales como las dedicadas a la claboracion de
productos quiniicos hisicos y alimentos y las dedicadasg o la concentracion de minerales, en los
cuales las operaciones estan directamente relacionadas con las leyes que gobiernan el moviniento
def gas en formia de burbujas (Levieh, 1162).

También se debe tomar en enenta el burbujeo de gases a través de liguidos, un proceso usado
en muchns ramas delas industriag quimicas y de alimentos y en el proceso de Hotacian paen n

concentracion de minerales. Asf, por ejemplo, muchos procesos quimicos de produccidn Hevan



a cabo la absorcién de una gran variedad de sustancias gaseosas por varios reactivos liquidos
en absorbedores construidos especialmente para ello. E! burbujeo de bidxido de carbono en
hervidores de saturacidn, es uno de los procesos bésicos en la industria del azicar para la
obtencién de este producto a partir de la remolacha. Por estas razones. se han llevado 2 cabo
numerosos estudios. tanto experimentales cormo tedricos. con el objetivo de describir cada una
de las caracteristicas del movimjento de las burbujas abarcando diferentes aspectos.

Cuando una burbuja asciende a través de un medio continuo, realiza trabajo sobre el medio
a una tasa igual a la \’elocidéd de ascenso de la burbuja por la fuerza neta de flotacién que
actia sobre elle. En un medio muy viscoso, la energia que se genera por medio de este trabajo
puede disiparse por completo en el medio debido a la viscosidad (disipacién viscosa laminar),
dando como resultado que el movimiento de la burbuja sea puramente rectilineo. Sin embargo,
cuando una burbuja asciende en un medio poco viscoso. la energia que se genera debido a su
ascenso puede no ser consumida Unicamente por la disipacién viscosa: algo de energia se libera
debido a la dispersién de la esteia (disipacién turbulenta] lo cual ocasiona que el movimiento de
la burbuja va no sea rectilineo, sino oscilatorio. Este tipo de movimiento es llamado secundario
v estd intimamente relacionado con la presencia de vdrtices en la estela de la burbuja.

El movimiento secundario de la burbuja es muy complejo. A fin de poder dar una mejor
explicacién del fenémeno, se han realizado observaciones experimentales cubriendo un amplio
rango de numeros de Reynolds. Este tipo de movimiento puede ser cualquier grado de super-

posicién de dos tipos de movimiento:

1. Un tipo de vibracién de “cuerpo rigido” caracterizado por travectorias en zig—zag o en

espiral y/o balanceo y

o

Una deformacién de “cuerpo no rigido™ caracterizado por dilataciones de forma u oscila-

ciones de la base (Bhaga y Weber, 1981).

2.5.1 TIPOS DE MOVIMIENTOS DE LAS BURBUJAS

La trayectoria de ascenso (definida como la trayectoria del centro de masa de la burbuja) v el
cambio en la orientacién (definido como el dngulo entre el eje mayor de la burbuja v el eje vertical

del sistema) de la burbuja, estan fuertemente relacionados con su forma (Fan y Tsuchiyva, 1990).
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Normalmente, el movimicento de las burbujas esféricas es rectilineo. La inestabilidad se presenta
citando la burbuja empicza acdeflormarse y adopta la forma de un esferoide oblato, dando como
resultado wna trayectoria e espiral o en zig zag: al misimo tempo b orientacion de Ta hurbija
canthin de tal forma que su cje mayor Hende aser perpendicular ol direceion del movimiento
instantanco, aunque se observa, para algunos tamafios de burbuja, algin desfase en ol dngulo
de orientacion de a burbuja. Conforme fa burbuja cambin su forma de elipsoide o easquete
esférico, ol radio de Tacespival o Ta amplitnd del zig zag decrece gradnalmente y of movimicnto
se vuelve rectilineo, pero con balanceo, L burbuja de casquele esférico, conforme su tamaiio
se increnienta, ascicude eventualmente en forma rectilinea.

Generalmente, In descripeion anterior es vilida en sistemas a bajos ndieros de Morton,
mientras «que en sisternns a altos mimeros de Morton - donde predominan los efectos viscosos
del fluido , el movimicento de la hurbuja es sicmpre rectilineo sin importar su forma. Bl iimero
de Reynolds correspondiente (L2ey) debe ser o suficientemente grande para que la burbuja
oscile. Sin embargo, en sistemas a altos nimeros de Morton, Ia burbuja cambia su forma de
esférica a casquete esférico, antes de que el valor del ey sea de 100 (Bhaga y Weber, 1981).

Los fluidos prros de baja viscosidadd poscen valores muay bajos de Morton (Mo ~ 1% J()"‘”)
y es para cstos fluidos que se observan navimientos en espiral. 1 nimero de Reynolds tipico

para ¢l fendmeno estd comprendido en el intervado de 200 < ey, < 1000,

MOVIMIENTO EN ESPIRAL O EN Z1G-ZAG

El movimicnto en espiral de Ias burbujas puede sepuir nna direccion en ol sentido de Ias ma-
necillag del reloj o en sentido contravio, dependiendo de las condiciones de generacion.  La
trayectoria en zig-zag resulta del movimiento en un plano vertical de nn lado a otro, donde se
ha observado que Tacorientacion de dsta perinancee constante y que cambin al azar conforme In
burbuja asciende (Ian y Tsuchiya, 1990),

Iixisten diversas opiniones sobre las condiciones que influyen en fa bhurbuja o que ésta des-
criba una trayecloria e espival o en zip vag. Sin cmbarpo, se ha aceplado que el modo de

oscilacion es controlado principalinente por dos [actores:

1. Las propiedades fisicos deb medio actravds del coal ascicnde T hoachaja, copecindimente on

yesencia o ausenein de apentes Lensonctivos, y
b 1.
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2. La forma en que la burbuja es generada en el medio v, por lo tanto, su movimiento inicial.

Con respecto al primer factor, aunque exdsten discrepancias entre los resultados obrenidos
por diversos autores con respecto a las caracteristicas generales de las burbujas, si coinciden,
en particular. en la dependencia del modo de eascenso de la burbuja sobre las propiedades
fisicas del medio circundante tal y como se describe a continuacién. Cuando una burbuja
asciende a través de un liquido con impurezes. su centro de masa describe una trayectoria en
zig—zag. Por ctro lado, cuando la burbuja es generada en un sistema libre de contaminantes,
es decir, un sisterna puro, su centro de masa describe una travectoria en espiral cuando su
tamarfio es pecuenio (0.15 < d. < 0.3 — 0.5 cm2 en agua destilada o una travectoria en zig-zag
cuando su tamafio es grande (0.3 — 0.5 < d. < 1.0 — 1.5 cm er agua destilada.. El efecto de las
impurezas. las cuales actian principalmente como agentes tensoactivos. es importante aun a
muy bajas concentraciones. Porlo tanto, la mayoria de los resultados experimentales que existen
reportados en la literatura, han sido considerados como obtenidos a través de un sistema impuro,
a menos que se hayvan tomado las debidas precauciones a fin de eliminar los contaminantes en
el sistema.

La contribucién del segundo facter no ha sido estudiada tan intensamente como el primero.
Saffman (1956, sin embargo, ha proporcionado algunas observaciones utiles para burbujas de
aire que ascienden a través de agua filtrada, en el rango de tamanos 1.0 < d, < 4.6 mm. a fin de
despejar algunas dudas sobre el efecto de las perturbaciones introducidas durante la inveccién

de la burbuja e inducidas por un flujo externc. A continuacién. se presentan sus observaciones:

1. Para d. < 1.4 mm, la burbuja ascendié describiendo una travectoria rectilinea sin oscila-

ciones.
2. Para 1.4 < d, < 2.0 mm, la burbuja siempre zigzagued.

3. Para d. > 2.0 mm, la burbuja zigzagueé si la inveccién se llevé a cabo con un minimo de
perturbaciones. Sin embargo, la burbuja cambid su travectoria a una en espiral, una vez
que fue golpeada por un obstéculo colocado arriba del invector o en la travectoria de la

burbuja.
4. Si una segunda burbuja con d. > 2.0 mm fue invectada inmediatamente después de la
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primera, ésta tiende asegniv o mismo movindento gue e anterior. Sin embargo, nna
burbuja de d, = 2.0 i siempre zipzagued, ain siesta fue iberadaen Tacestela de una

burbuja que describe nna trayectoria en espiral.

\ . . . { . . {
5. B movimicnto en zig zag podiia cambiar a uno en espiral, pero nunea podria sneeder Jo

contrario.

En resunien, se ha observado que fa bhurbuja oscila deseribiendo i trayectoria en zig zng

cuando:
1. la interfase gas Hquido es “rigida” bajo la presenciade contaminantes de superficie o,
2. cuando la burbuja se genera con un minimo de perturbaciones.
La trayectoria en espiral, por otro lado, puede prevalecer para:
1. burbnjas de tamadio pequeio y snperficie “limpia” o,

9. en presencia de perturbaciones externas (un obstaculo localizado sobre el inyector o en

trayectoria de la hurbuja).
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CAPITULO 3

MOVIMIENTO DE UNA
BURBUJA ESFERICA EN UNA
TRAYECTORIA HELICOIDAL

En el capitulo 2 se discutieron los diferentes tipos de movimiento que presentan las burbujas
cuando ascienden en ue medio contino en funcion de s didmetro equivalente. Para nna cierta
clase de estas burbujas, la trayectoria que describe su centro de masn es helicoidal) siendo ésta
la que representa mayor importancia en el presente trabajo.

En este capitulo se plantea un modelo tedrico a Hn‘de poder describir el movimiento ideali-
zado que presentan esta clase de burbujas a partir de lasuperposicion de dos flnjos. Bl primero
representa el movimiento del fluido generado por el movimiento cireular uniforme de una esfera
rigida. Ll segundo es un flujo uniforme que asciende en la direccion axial.

Es importante mencionar que dicho modelo representa el movimicnto idealizado para esta
clase de burbujas ya que al suponerse esféricas, no se han considerado las deformaciones que
presentan durante su ascenso debido a las fuerzas ejercidas sobre su superficie. Sin embargo, ya
que las fuerzas que intervienen en el movimiento helicoidal no se han estudiado ampliamente y
que existe poca informacion al respecto, este modelo proporciona una primera aproximacion a
la interpretacion fisica del movimiento de estas burbujas, o fin de contribuir en ol desaurollo de

modelos mas complejos.
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3.1 LINEAS DE CORRIENTE DE UN FLUIDO IDEAL EN
" MOVIMIENTO HELICOIDAL

Ei esta seccidn se desarrollan ag ccuaciones paramdétricas gue describen las lineas de corviente
para un fluido ideal en movimiento helicoidal, donde la esfera no estd incluida en ¢l campo de
fAujo. Posteriormente, ol cilelo de la cnrvatura y torsion de Ia hiélice - dos de log pardametros
mids importantes de toda curva permite establecer las enraclorfitions ots importantes de s
comportamiento.

Fl desarrollo de los temas auteriores perwite cstablecer ea forma previa algnunas de las
caracteristicas mis importantes del movimieuto helicoidal de wn fluido, gre permitivan el andlisis

y comprension de temas posteriores relacionados con este tipo de movimicnto.

3.1.1 CAMPO VECTORIJAL DE LA VELOCIDAD

El movimiento de un {luido puede idealizarse imaginando cada particula de ¢l como nn punto,
en el cual esté aplicado un vector W, que representa en magnitud y direccion la velocidad
instantanea de la particnla correspondiente. Bl conjunto de estos veclores T constituye el
campo vectorial de las velocidades. Por lo tanto, si se trabaja bajo el punto de vista local,
se puede representar el movimicnto del flnido asociando al espacio ¢l campo vectorial de las
velocidades, que puede variar de un instante a otro en ol caso de fendmenos transitorios.

Se llama linea de corriente a toda linea trazada idealmente cn el interior de un campo de
flujo, de manera que la tangente en cada uno de sus puntos indigue la direccion del vector
velocidad correspondiente al punto mismo. La fignura 3.1 representa un conjunto de lneas de
corriente, donde se observa que el vector de la velocidad para cada particula de {luido es tangente
a la curva en cada punto localizado sobre ella.

Con excepeion de puntos singulares eventuales, por cada punto tiene que pasar una y solo
una linea de corriente, va que si Ins lineas de corriente se cruzaran, en los puntos de inter-
seccién se tendrian dos o mis velocidades distintas al mismo tiempo. Toda superficie cubierta

completamente por lineas de corriente es una superficie de flujo.
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Figura 3.1: El campo de flujo representado por lineas de cortiente donde el vector de la velocidad para cada

particula de fluido es tangente a la curva.
Las ecuaciones paramétricas que describen las lineas de corriente se obticnen al resolver las

tres ecuaciones simultdncas representadas en forma vectorial por

dT .

ds

0, en notacién por indices:

parnd = 1,2,3 (3.2)

donde s es un parametro medido a lo largo de la linea de corriente. Fste pardametro no debe
confundirse con ¢l ticmpo, yo que en las ecuaciones 3.1y 3.2) ¢l Licmpo permaneee constante.
Si estas eenaciones se integraran, las expresiones resultantes representan las lineas de corriente
para un ticmpo fijo. La ligura 3.2 representa la interpretacion geomdtrica de b cenacion 3.1,

donde el vector de posicion varfa en funcion del parfonetro s y el tempo permanece constantao,
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. ooz R . . .
Figura 3.2: Variacién del vector de posicidn I con vespeeto a la Jongitud de arco s para un tiempo ¢ fijo.

Puesto que una particnla de fluido se mueve en la direccion de la linca de corriente en
cnalquier instante, st desplazamiento A7, de componentes da, dy y dz, Uene Ia misma di-
receion del vector velocidad W, cuyas componentes en las divecciones @, ¥, z 80U Uy, Uy, Uz,
respectivamente. Por lo tauto, a partiv de la ecnacion 3.2 se obticnen Lag relaciones que permiten

definir las lineas de corriente:

dedy dz

4 (3.3)

[ T
lag cuales establecen «que Ins componentes correspotdientes son proporcionales y, por ende, quie
—) b . . ‘. . Vo ey .

ATy T tienen la nisma direccion, tal como se muestra e g fipuras 3.3 y 3.4, respeclivamente,
Este sistema estd formado por dos ccuaciones difetenciales independientes y cualquicr lfnea
continua que lo satisfaga constituye ima lfnea de corriente.

Si las componentes ., 1y ¥ u, de la velocidad son funciones conocidas de la posicion y del
tiempo, las ccnaciones 3.3 pueden tntegrarse obtenidudose asi la linea de corriente que en un

cierto instante £, pasa por el punto (o, Yo, 20) -
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u

dr u,

- /Ix
= u

\j

. . — = . ;
Figura 3.3: Los componentes de los vectoves d 17y W, son proporcionales entre si.

A pesar de que no se requiere la utilizacién de lineas de trayectoria para nuestros propdsitos,
es conveniente dar su definicidn y la relacion que existe con las lineas de corriente. A diferencia
de una linca de corriente, la linca de trayectoria es la curva marcada por el recorrido de una
determinada particula de fluido a medida que se mueve a través del campo de flnjo a diferentes

intervalos de tiempo. Cada particula de fluido viaja a lo largo de su propia trayectoria.

u
dr —

-~

r-+dr

Figura 3.4: Los vectores d 17y 10 se desplazan sobre Ta misma linea imaginaria tangente a la curva,
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Las ccuaciones paraméiricas que deseriben n trayectoria de una particula de flidido en un
campo de flujo se obtienen al resolver las tres cenaciones simultdncas representadas en forma
vectorial por

—
dT R

_(i[_ = 1] (3_4)

0, en notacién por indices:

o

priE para i = 1,23 (3.5)

donde el vector de la velocidad es funcion de la posicidn y del tiempo.

u
7 ! .
A/ <
- P u
I L T 3
! 3
>y

Figura 3.5: Una particula de fluido describe una finea de trayectoria al seguir su posicién en funcion del tiempo.

Las ecnaciones de o dindmica de los Huidos se simplifican en el easo de fhujo estacionario,

Por flujo estacionario entendemos aguel uido en el cnal la velocidad es constante en el tiempo

coordenadas, de tal forma que

Ty g
= 0 (3.6)
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Cuando el flujo es estacionario las lneas de corricnte no varfan con el ticmpo, y coinciden con
las trayectorias de las particulas del fluido. Dicho de otra manera, si fa velocidad no es funcidon
del tiempo, cualquicr particula de fluido sicmpre viaja a lo largo de una linea de corriente tnica,
Sin embargo, cuando el flujo es no estacionario esto no ocurre debido aoque Ing tanpgentes o las
lineas de corricute proporcionan las direcciones de las velocidades de Tas particulas del fluido en

arios puntos en el espacio en un instante dado, mientras que las tangentes a las trayectorias

proporcionan las dirccciones de las velocidades de las particulas del fluido a varios ticmpos.

3.1.2 ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA CURVA HELICOIDAL

Considérese un fhiido ideal en estado estacionario cuya ccuacion vectorial de la velocidad esta

representada por

W = —ayi + axj + frk (3.7)

donde o y / son constantes positivas y 7 es la distancia radial al eje z (Morse y Teshibach, 1953).

_.} .
Ya que W = (1, ty, 1), Jas componentes de la velocidad son

Uy = — vy, Uy = v, Uy = [Ir (3.8)
Las lineas de corriente que deseriben el campo de flujo para este fluido, se ealeulan a partir
de la ccuacion 3.3, Tomando

dr dy

= (3.9)

Uy Uy

y sustituyendo los valores correspondientes para Ias componentes de la velocidad w, y 1, se

obticne

dx dy

= (3.10)
-y o
que al integrar se obticne la ccuacion de un circulo de radio constante
2 2 .
x4y = (3.11)



Por lo tanto, las eccnaciones paramdéiricas para las coordenadas o y 7 son

2= eos () y = rsenl) (3.12)

donde se cumple que

22 oyt = ? (3.13)

y restringen el punto (x, y, z) al ciliudro circular de radio + enyo cje de simetria es of cje 2, de
manera que si ahora se especifica la coordenada 2z en términos de 4 el punto (a, ¥y, z) serd ol
trazo de una curva cn la superficie del cilindro.

Tara calcular la coordenada z en funcion de 0, de la ccuacion 3.3 se towma

dir dz
—:;; — I (3.14)

donde el diferencial de Ia ecnacidn paramdétrica para la coordenada x os

i = —-rsenld (3.15)

Sustituyendo en la ccuacion 3.14 la cenacion 310 y los valores correspondientes para i, y

Uy, 5¢ obtiene

—rsenfdld dz
S i (3.16)
— vy [

¢ integrando se obticne

z = —rf (3.17)

la cual reprosenta la tercern ccuacion paramdétrica que junto con las ccuaciones para las coor-
denadas 20y y desceriben Tas Hneas de corviente parael fnjo de un flaido ideal,
o] caso donde z se incrementa a una tasa constante proporcional o @) penera la erva Haanadn

hélice, cuyas ccuaciones paramétricas soiw



x=1rcosl, 1y = rsend), z = =1l (3.18)

El vector de posicion que deseribe T trayectoria de ana particula de (luido con respecto a
un sistema de referencia culeriano, es decir, con respecto aun sistema de referencia fijo en ol
espacio y la particula de fluido moviéndose con respecto a ¢l estid representado por
-y

) .4 -
T = reosOi +orsend - '/“’I'()k (3.19)
x

donde, al variar el angulo # en un intervalo determinado, el vector de posicion describe la curva

helicoidal tal como se muestra en la figura 3.6.

Figura 3.6: El vector de posicion 1 describe la curva helicoidal o hélice que asciende sobre la superficie del

cilindro circular de radio 7 en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

3.1.3 CURVATURA Y TORSION DE LA CURVA HELICOIDAL

El célculo de la curvatura y torsién de la curva hielicoidal se determina mediante las formulas

de Irenet Serrel, las cuales involueran vua Lrinda de vectores itarios ortogonales T N
: met Serrely las ¢ ' Ta a Lrinda de vectores unitarios ortogonales ‘1" Ny
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B (figura 3.7), que se mneven sobre s curva (Young, 1978).

Tl vector nnitario tangente a/fa hélice en cualguicr punto estd definido por
T T o
)= =" (3.20)

donde
J.? (()) _ (I T) A | o b _li\ 3.21
1 = (*1,(7 =rray)rZK ( )

}7 (())l =N @) () (3.22)

I S
Pigura 3.7: La trinda de veetores unitarios ') Ny B3 se desplaza sobre la curva helicoidal cambiando

continamente de diveccion o lo Jargo de ésta,



Iivaluando 3.21 y 3.22 se obticne

T ~ - -
7 (0) = % = —rsenli -+ rcos 0j + gv'k (3.23)
)7
— TR ———
vV (0)] = = 4 3 (3.24)
o

Sustituyendo 3.23 y 3.24 en 3.20, se obtiene ¢l vector unitario tangente a la hélice en cada

punto, en funcion del dngulo 0 :

7 0) = —(yscn()TJi:"v_(i,i()j + pk (3.25)

Si se sustituye el pardmetro @ por una longitud de arco s que mida la distancia a lo largo
de la hélice desde algiin punto f{ijo de ella, se obtiene el vector de posicion expresado en funcion

del parametro s representado por

=3 0 v T . .

sy =a(s)i-by(s)j+ 2(s)k (3.26)
y el vector unitario tangente a la curva, en funcion de fa longitud de arco en la diveceion ereciente
de s, estd dado por

7

(s) = (3.27)

Denotando s como la tongitud de arco de la curva desde el punto correspondiente o 6 -~ a
hasta un punto correspondicnte aun valor arbitrario de ¢ se puede expresar s por medio de la
integral

—3
dv

()
s(0) = /

ISvaluando s () para el vector de posicidn de i hélice desde ¢ 0

, se obliene

$(0) = L';() N (4.20)
(a4

(&2
[e91



Resolviendo para 0

[ — (:3.30)
v'\/(\‘
y suslituyendo en la ccnacion 3.19 se obtiene el veclor de posicion
N o8 ~ s - 8 -
T (s) = rcos R R e T el L e £ 1 (3.31)
r \/nr~’ Sk VAL NSRS
que al derivarse eu [uncion de s, se oblicne ef vector tangente nnitario
— o vs - 0 oS - I -~
T (5) = — —p=m=m=ssen. e T e R R B TR I B R
NEEE ry/at 4 32 NATEE ryo? 4 g3 Va? + 3
(3.32)
expresados ambos en funcién de la longitud de arco s.
T . . .
Si T (8) es el veelor nuitario tangente ala enrvaen coalguier punto, entonces
P (s
= d'l (s)
ry - 1y ey
1" (s8) = ——" (3.33)
s

’ . S, . . . . >
es normal a s{ misime. Entonces, ol vector unitario normal principal, N se puede expresar

COITO

o »
ds (3.:44)

donde k es un eseala - positivo v representa la curvatura de la hélice en el punto correspondicnte

al parametro s y ostd dada por

0
s

Para calcular s crrvatura de la hélice, de la eccuncidn 3.32 se obticoe

Gt ) Y
d'l o vy - (e v - (3.36)
e €08 e | _ STsen, — 3.30
ds r (% -4 5?) ol 4 3 7 (v o 32) NN !

|
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cuyo madulo es

=T 2
'l v (3.37)
| T TS T o -t
ds (2 + [32)
cl cual representa la curvabura & delinida por la ecuacion 3.35, es decir
2
v
L (3.38)
r (o + (32)
donde se observa que la curvatura de la hélice en cualguier punto es coustante.
El vector unitario binormal a la curva en cualquier punto esté definido por
= Y
B=TxN (3.39)
y
m
) =}
—— = —7 N (3.40)
ds

donde el escalar 7 ¢s Ia torsion de la curva en el punto correspondiente al pardmetro s.

A partir de las ecuaciones 3.34 y 3.35, el vector unitario normal puede ser expresado por

- LI (3.41)
d'l [ds
donde
N = —cos | — i— sen 4 i (3.12)

NN i)

——y -
Una vez que se han calendado las expresiones para Ty N | se encuentra la expresion para

—
B a partir de 3.39, siendo

} ~ - ~
B / en. b i~ _m/i,_, 08 | —mmr )i =K (3.43)

Vo2 —I-/fzﬁ IRVALER L NAEEE A/t /3* ! \/ﬂim

cuya derivada con respecto ala longitud de arco s es




os

Nz

—
dB3 o3 as ~
= cos | ——=s i

ds — r(a 4%\ e /0?52 ] (341)

Entonces, In torsion de o hélice se puede obtencr de la cenacion 340, dando como resultado
la siguiente expresion:
(1’,‘(

e (3.45)

donde se obscrva que la torsion es constante en cualguier punto.
A partiy de las expresiones obtenidas para la cnrvatura y Ia torsion, se ohtiene la relacion

(que existe entre ambos pardmetros

T = K (3.46)

siendo Ia torsién proporcional a la curvatira.

3.2 ECUACION DE CONTINUIDAD Y LECUACIONES DI
NAVIER-STOKES EN COORDENADAS CARTESIANAS

La ecuacidn de continuidad o ccuacion de conservacion de la masa para un ftuido en régimen
£

transitorio y cun tres dimensiones estid dada por

LAv o (pYy=0 (3.47)

donde el vector de la velocidad (V1) y T densidad (p) sou funciones de la posicion en el espacio

y el tiempo. Tsta cenacidn, ademis de expresar el echo de gne T masa se conserva, expresa
otra propiedad importante del hiido: implica que la velocidad local ¥ del flnido v T densidad
varfan en fornm continua, Tisto es, el Hujo paede ser estacionarin o trangilorio, viscono o gin
friccion, compresible o incompresible.

Las ccuaciones de movimiento para un [luido real se pueden desarrollar considerando las

fnerzas que actiian sobre un pequeito clemento del fluido, incluyendo fos esfuerzos cortantes



generados por el movimiento del fluido y la viscosidad. Dicho desarrollo derivaen las ccuaciones
de Navier-Stokes, llamadas asi en honor de C. L. M. 1L Navier (1785 1836) vy Sir George G.
Stokes (1819-1903) por haber sido los primeros en deducirlas. Son ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales de segundo orden y no lineales, que representan tres ccuaciones escalares que
corresponden a los tres posibles valores que puede towmar el subindice libre j, es decir, las tres
direcciones de movinmiento con respecto a un sistema de coordenadas. Kxpresando la couacion

general en notacion por indices:

ov; ov; op Jd Ov;  Ov; 2 S U
- R, — A e ] e —L ) — — —_ S’ 3/‘8
P\ ot + Ox; ox; gt Jx; ff O * ox; F 3! oxy i ( )

donde g representa el coeliciente de T viscosidad dindmica y 3¢ vepresenta ol coeficiente de ln
viscosidad de bulto.

IEn la ecuacion 3.48, se observa gne Ia viscosidad g se considera dependiente de las coorde-
nadas espaciales. Tisto se hace porque en un {liyjo compresible, los cambios de fa velocidad y
presion, junto con el calor debido a L friccion, dan Ingar a considerables variaciones de tempe-
ratura, las cuales pueden tomarse en cuenta en la cenacion de la energia (no incluida aqui). Sin
embargo, como se estd considerando nn sistema isolérmico, no se toma en cuenta la cenacion
de la cnergia. [En el caso general, la dependencia de la viscosidad respecto a la temperatura
deberd incorporarse en las ccnaciones que L rigen.

En aplicaciones generales, los pardmetros desconocidos que aparecen en lag ecuaciones de
Navier-Stokes son las tres componentes de la velocidad (v, v, v3), la presion (p), la densidad
(p) v la viscosidad (s¢). Para un fluido en equilibrio de composicion conocida, la densidad y
la viscosidad son [uncion de la presion y de la temperatura. Por lo tanto, hay cinco variables
primarias para el caso de un problema de flujo general: las tres componentes de la velocidad,
la presion y la temperatura.

No obstante, en ¢l caso de muchos flujos las variaciones de temperatura son tan pequenas
que puede suponerse ue la densidad y Ia viscosidad son constantes en todo ol eampo de {lujo.
En estos casos s6lo hay cuatro variables: las tres componentes de Ta velocidad (i, vy, vy) v 1o

presion (p) . Por eso se tiene, junto con la ccuacion de continuidad, un sistema cerrado de cuatro



ccuaciones independicntes gque se pueden resolver para las cuatro variables.

Para muchos Hujos - de liguidos principalmente se puede suponer que no varfe la densidad.
A este tipo de fluidos se les define como incompresibles, os decie, aguel flaido que al segaivlo
durante su movimiento, no gdlo permancee constante su masa gino también su volumen. Lin
condicion de continuidad para un fluido incompresible (p = constante) estd dada a partir de la

ocuacion 3.47 como:

V-3 =0 (3.49)
o expresada en nolacion por indices
(I)'Hj
2l =) (3.50)
o,

La ecuacion 3.49 o 3.50 es Ja forma conun de Ty ccuncion de continuidad para flujos per-
manentes y no permanentes o transitorios de flnidos incompresibles; ya que T variacion con
el tiecmpo no aparece en forma explicita ain cuando el Hujo no sea estacionario. Los tnicos
parametros desconocidos en esta cenacion esealar son las tres componentes de la velocidid
(v1,v2,v3).

Restringiendo el anilisis al caso de nu flujo con densidad y viscosidad constantes; Ta ecuacion

3.48 se reduce al caso particular de un flnido newtoniano ¢ incompresible:

« . IR ¢ ‘2
Ju; v, dp du;
. ; .
pl——+vj—— | = —7— 4 pyi + poy 3.51)
Jt J O da; ' ();rf (
Desarrollando Ia ccuacidon 3.01 en sus tres direcciones:
componente 'y,
N ‘ . . ‘ oy YA PRy
o duy duy Ju, ap Dy Dy PPy -
Pl tvig—tuv—duoyr— ) = e pg by b ey (3.52)
ot oy g iy iy dxy dag oas

componenle @y,
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Ovy vy Oy Juy ap vy Doy Dy

[ G2 vl a F v g | = e gy b | b e o 3.53
P\ ot l()afl 2().’1;2 ’():1:3 iy rlz T 18 i [3%: g (3.53)
componente T3,
O Oy Juy dus op Dy Oy D%y
— v vt vy— | = —— +pg3 + 1t | |- —; 3.54
P ot ld:r;l 20:7:2 ;():1:3 0y Pgs d;r:f ():z:.j ():17:2; ( )

o expresada en notacion de Gibbs,

75 B d
p ()(T\I/ + VUV | ==Vp+pg +pVivy (3.55)
donde ¢l primero y segundo términos del lado izguierdo de la ccuacion 3.55 representan la
accleracion temporal local (o término de acumulacion) y Ia aceleracion convectiva del fluido (o
simplemente efectos convectivos), respectivamente. El primer término del lado derecho repre-
senta la fuerza de presion por unidad de volumen, ol segundo la fuerza gravitacional por unidad
de volumen y ¢l tercero la fucrza viscosa por unidad de volimen. 15s decir, los tres términos
del lado derecho de la ccuacion representan la siuna de las fuerzas que actitan (por unidad de
volumen) sobre una particula de fluido.

Bl mictnbro izquicrdo de la ccuacion 3.55 representa la aceleracion total del elemento de
fluido. En forma individual, el primer término representa el hecho de gque para cualquicr punto
fijo del espacio, la velocidad del [luido varia con el tiempo. A este (érmino también se e llama
rapidez temporal de cambio local. El segundo término representa el cambio en la velocidad
cuando ¢l tiempo estd fijo y cambian las coordenadas sspaciales. 19s decir, indica que en un
flujo independiente del tiempo (estacionario) hay nn cambio en Ta velocidad debido a que al
fluir ol sistema, el elemento de fluido que estamos considerando, cambia su posicion y por lo
tanto induce un cambio en I velocidad, s decir, representa el cambio en o velocidad debido a
(e ol clemento de fhiido fie transportado aonna nueva posicion. Daesto goe ol eambio se deho
a que ol elemento se “nmeve” (pues hay un flujo), a este término se le ama rapidez de cambio

conveclivo.
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La no lincalidad de Jaconacion de Navier Stokes, representadia por ol término de aceleracién
convectiva, surge del doble papel que desciipena Ja velocidad en determinar Ia aceleracion de
una particuta de {Inido. Esta no linealidad es respounsable de la dificultad malemdatica que se
presenta al tratar de deseribir kv dinamica de Tos fluddos en movinsiento. IS por esto, que gran
parte de la informacidn que se ticne del comportamiento dindinico de éstos, se debe o las observa-
cloues realizadas en experimentos de Inboratorio v de la observacion de los fendmenos naturales.
Sin embargo, se han resucllo numdéricamente nna gran variedad de problemas viscosos de in-
terds, v para ciertos casos, se ha despreciado el término no lineal al considerar hajos niimeros
de Reynolds, lo cual ha permitido ol desarrotlo de importantes expresiones matematicas. Una
de ellas es Ia formula de Stokes (Stokes, 1851), que describe ta fucrza de arrastre gque ejeree ol
(Intdo sobre la superficie de una esfera en wmovimiento reclilines wilovime,

La fuerza total gue ejerce Ja presion por unidad de volnmen, representa Ta variacion de ia
presion en las tres direcciones en un campo de flujo general. Por cjemplo, la fuerza neta por
unidad de volumen que actia en ladireecion o como resultado de s canbio de presion en Lad
direccion estd representada en la ecuacion 3.52 por ol término —(—;);1’7 Bl gradiente de presiones
sicmpre aparcce en toda ecuacion dindmica; cuando un fuido s puesto en movimiento, ol
campo de presion es diferente con respecto al e existe cnando el fluido estd en reposo y actia
dnicamente la presion hidrostatica (pg ).

La contribucidn de la fuerza de la gravedad se considera incluida en la ccuacion, ya que en
Ia.gran mayoria de los casos el iovimiento de un flnido ocmrre en un campo gravitacional. Iste
término cs comiinmente conocido como fterza volinnéirica, porque actia sobre el vohunen de
una particula de fuido, no sobre su superficie tal como actitan los esluerzos entre las particudas
de fluido.

Los componentes de Ia gravedad expresados en notacton por mdices (Denn, 1980) estén
dacos por

ah

PR (13.56)

(‘).I',,'
donde ¢l signo negativo se debe a que la altura se mide hacia arribay la fuerza gravitacional
en senbido contbrario.

Sustituyendo Ia expresion anterior en Ia cctiacion 3.51 se reduce a
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AL D gty 4 0
dui o ouN 0
P\ ot T o, G (P p9h) + 155

haciendo

I’ = p- pgh (3.58)

donde el escalar I es llamado la presion equivalente, [a cecuacion 3.55 puede expresarse en foria

mas compacta por

oV . |
S+ 7 VT ) = P R (3.59)
(GA8

La ccuacion de continnidad y la ccuacion de Navier Stokes expresadas en forma vectorial,
constituyen un par de cenaciones diferenciales parciales simultancas. Ambas representan leyes
fisicas (conservacion de masa y conservacion de momentunm) las cnales siempre se aplicardn a
cada particula de {fluido. Juntas proporcionan una ceuacion cscalar y una ccuacion vectorial
para una variable esealar (Ia presion) y wia variable vectorial (In velocidad) | es decir, se tiene
un sistema cerrado en donde el ntimero de incdgnitas coincide correctamente con ol niimero de

ecuacionces.

3.3 GENERALIZACION DEL MOVIMIENTO HELICOIDAL
COMO SUPERPOSICION DIE DOS FLUJOS

La superposicién de dos o mds flujos permite obtener campos de flujo mas practicos y/o mis
complejos. Il movimiento helicoidal de un fluido puede obtenerse a pactir de la superposicion
de dos flujos. In el primer campo de flujo desarrvollado se considera la superposicion de nn
flujo de Hagen Poiscuille y un fhijo torsional, ambos flujos unidircccionales, sin considerar a la
esfera.

En el segundo campo de flujo sf se considera a la esfera y se deseribe of movimiento del
fluido a partir de la superposicion del flujo generado por el movimiento circudar de I esfera y

un flujo uniforme en la direccion axial. Bste es el modelo propuesto en el presente trabajo.
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3.3.1 SUPERPOSICION DE UN FLUJO DE HAGEN-POISEUILLE Y UN
FLUJO TORSIONAL

Mediante la snperposicion de flujos unidireccionales; es posible obtener diversos tipos de flujo
mas complejos conocidos conto multidireccionales. Cada uno de los perfiles de velocidad de los
flujos unidireccionales es la solucion de la ecuacion de movimiento referida al sistema de coorde-
nadas acorde con la geometria del problema, y que es lincal con respecto al inico componente de
la velocidad. Esta condicion se satisface para diversos flnjos unidireccionales tales comeo fhujos
radiales, rectilineos, torsionales, cte., en donde la omision del término no lineal (convectivo)
siempre 1esulta en una ccuacion diferencial lineal. De esta forma, todas las categorfas de flujos
unidireccionales que cinnplen con estas carnclerfsticas pueden superponerse parapenerar flnjos
en dos vy tres direcciones. B veetor de T veloctdad de tales fnjos onthbidiveccionnles eastat dado

por

-} ~ o~ - . »
== ey ey - ugey ('5'()[))

el cual estd formado por los componentes de Ta velocidad wy, wy y wy delos flujos unidiveccionales

superpuestos.

FLUJO DE HAGEN- POISEUILLE

Il flujo de Hagen -Poisenille, nonbrado ast a partiv de los experimentos vealizados por Go Hagen
y J. L. Doiscuille en tubos capilares en 1939, se presenta en tubos o cuando el liquido es forzado
a fluir bajo presion. Bl lnjo es generado ya sea en forma mecanica mediante of nso de una
bomba, lo cual crea un gradiente de presion constante Ap/AL, o por accion de Lo gravedad,
g, cuando la posicion del tnbo no es horizontal. La figura 3.8 presenta la geometrfa de este

tipo de flujo.
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Figura 3.8: Fluio axisiméirico de Hagen-Poiseuille

Suponiendo que todas las Hneas de flnjo son paralelas a la pared del cilindro, el componente

de la velocidad del fluido en la direccidn radial es cero, es decir

Uy =2 () (3.61)

St el flujo estd completamente desarrollado; entouces el perfil de velocidad no varfa a lo
largo del cje de ujo 1, # 1, (2) y la velocidad del fluido en la direccién angular es cero g = 0.
A partir de Ias ecuaciones de movimiento en coordenadas cilindricas (apéndice A), se ob-
ticne la ecuacién diferencial para el flujo en estado estacionario de un fluido newtoniano e

incompresible a través del cilindro de la figura 3.8. La ecuacion resultante estd dada por
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dp 1d i,
il el K SRR (3.62)

dz vy

fa cual se resuelve con las condiciones a la frontera:

0 (]'U’Z 0 ',; (\lg)
en o= | 3.6,
’ dr (
}‘7
en o= U, == ) (3.64)
Haciendo g, = —g para un tubo vertical e integrando la ecuacion 3.62, resulta
L/ Dp
A 2 ~ =~ 7 A
Uy == - —= pg |t - Cynge 4 Cy (3.65
'/1/1 .’i\]} ) )
La constante de integracion €] e ignal a cero por dos razones. La primera se observa on
tacenacion donde para un valor de v = 0, el logaritmo tiende a infinito. Por Io tanto, para

evitar este punto singular, el valor de esta constante debe ser cero. La segunda razén surge
de la primera condicion a la frontera, la cusl significa pie la derivada de la velocidad debe
permanceer finita en el centro del cilindro.

La constante de integracion Cy se evaliia de la condicidu de no deslizamiento en la superficie
interna del cilindro. Dor lo tanto, Ia expresion para la velocidad del fluidn estd dada por

L/ Ap 2 2 ,

la cnal representa un perfil de vejocidad parabalico.

FLUJO TORSIONAL

Los flujos torsionales son generados por la rotacion de fronteras sélidas en contacto con Hquidos.
121 Hquido, debido a ta condicidn a la frontera de no deslizamiento, tiene gue seguir el mnovimiento
de la frontera sélida, siendo generado de esta forma un flujo torsional.

Supongamos que un fluido de densidad y viscosidad constantes estd contenido en un reci-

piente cilindrico de radio 7, tal como se muestra en la figura 3.9, Bl cilindro rota alrededor de
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su eje con una velocidad angular 2. Il eje del cilindro es horizontal, de forma que gy = g, = 0

v gr = —¢g. Cuando se alcanza el estado estacionatio y el flujo cstd completamente desarrollado,

se pucde suponer que ef flujo es axisimétrico con respecto al sistema de coordenadas cilindricas.

[

1

‘)Q

pared b 4 !

solida

N superficie libre
del liquido

cilindro

! rolatorio

Ficurn 3.9: Superficie libre de un liquido que gira, cuya forma es la de un paraboloide de revolucién.
£ 1 l gura, cw

En el estado estacionario w, = 1, = 0y 1y # 0, lo cual significa que el {lujo es unidireccional,

donde el tinico componente de la velocidad, g, es funcién tinicamente del radio, es decir

ug = ug () (3.67)

La ecuacién de movimiento en coordenadas cilindricas (apéndice A) en la direccion 0 se

recuce a

d
/lvrif/'

7 dr
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In cual puede inteprarse de forma inmediata para obtencr

Ch

!
Uy = 5(,717' + (3.69)

’
en la que Cf y Cy son consbantes de integracion, Como wg no puede ser infiuito para » = 0, la

comstante Cy ha de ser cero. Se sabe ademas que parar = I 1a velocidad ug es R§2. De acuerdo

con esto puede evaluarse € v Hegar o

g = S (3.70)

lo que establece que cada elemento del Hiuido que gira se mueve de igial forma que los elementos

de un cnerpo rigido.

SUPERIOSICION DEL FLUJO DE HAGEN-POISEUILLE Y EL FLUJO TOR-
SIONAL

La superposicion del flujo de Hagen Poisenitle cuyo componente de velocidad esta dado por la

coertacion 3.60,

L Ap , . (
Vo o e [_) .2 [‘17])
A0 AT
y un hjo torsional de velocidad
g = S

referida on la ecuacidn 3.70, resulta en un fujo helicoidad cuyo vector de la velocidad estd dado

por

, N R 1A 9 oy | -~
0= 1,0, b gty = | 2r (7"‘ - /{”) e, + [ e (3.71)

tal como se muestra en In fipura 3,10, donde se observa que el [hijo asciende en sentido contrario
a las manccillas de un reloj debido a que la rotacidn del cilindro en el {lnjo torsional cs en ese

mismo sentido.
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Figura 3.10: La superposicidn de un flujo de Hagen -Poiseqille y un flujo torsional resulta en un fliujo helicoidal.

3.4 MODELO DEL MOVIMIENTO HELICOIDATL DIE UNA
ESFERA SOLIDA

Como ya sc dijo anteriormente, el movimiento helicoidal para una esfora solida se obtiene o
partir de la superposicion de dos flujos: el generado por el movimiento cireulir de la esfera y
un fhigo uniforme en la direccion axial.

Ll movimicnto circular de Fvesferase obtiene o partiv de lasuperposicion de dos movimientos
armoénicos simples desfasados 4. A este respecto, os conveniente hacer una hreve introduceion

2
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de las caracteristicas del movimiento armdnico simple (MAS) v su relacion con el movimiento

circular mniforme, tal v como se describe a contimincion.

3.41 MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

EI desplazamiento de v paaticnlic o nne movimiento periadico se puede oxprosar sicmpre
mediante senos y cosenos. Como el término armadnico se aplica a expresiones que eonticnen esas
funciones, e} movimiento periodico se Hama a menudo movimiento armaonico.

Siuna particula que tiene movimiento periddico se mueve alternativamente en un sentido y
en otro siguiendo Ja misma trayectoria, a su movimiento se le denomina oscilatorio o vihratorio.
La relacion que existe entre el movimiento armonico simple y la curva senoidal se ilustra en la
figura 3.11. Un plumdn snjeto a una esfera que oscila en forma vertical traza nna onda sobre
un rollo de papel que se mueve horizontalmente con velocidad constante. Fl desplazamiento
vertical de la esfera desde In posicion de equilibrio se realiza a lo largo de 1a coordenada 2. Las

unidades de tiempo estin represeniadas en la coordenada .

o, e ——
— >
P

Figura 3.11: Bl resorte oscilante ilustrac fa naburadeza sinusoidal del MAS en funcidn del tiempo.

Se dice que una particula gque se mueve oo largo del eje o presenta un movimiento armaénico

simple cuando sitdesplazamiento 2, desde la posicion de equilibrio, varfa en el ticmpo de acnerdo
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con la relacion

x = Acos(wt -+ ) (3.72)

donde A,w y ¢ son constantes del movimiento. Para dar un significado fisico aestas constantes,
cs conveniente graficar @ como funcion del tiempo £, representado en Ta fipura 3.12. Se puede
observar que A, lamada la amplitud del movimiento, es simplemente el midximo desplazamiento
de la particula ya sea en la direccion positiva o negativa de 2. La constante w es la frecuencia

angular del movimiento y estd definida por

W= f = 2t (3.73)

donde f es la frecuencia del movimiento y representa el niimero de oscilaciones que la particula
realiza en la unidad de tiempo (ciclos/seg o hertz). El periodo T es el tiempo que le lleva a
la particula completar un ciclo de su movimiento (seq/ciclo), es decir, el tiempo transcurrido
entre dos maximos sucesivos. Las unidades de Ta frecuencin angular son rad/seq.

El dngulo constante ¢ se Hama constante de fase o dngulo de fase inicial del movimiento y
junto con la amplitud quedan determinados unfvocamente por ol desplazamiento y 1a velocidad
inicial de la particula. Las constantes ¢y A nos dicen cudl era el desplazamiento en £ = 0.
La cantidad (wt + ¢) se Hama la fase del movimiento y es de utilidad en Ia comparacion del
movimiento de los sistemas de particulas. Se observa en la figura 3.12 que la funcién x es
periodica y se repite cuando wi se inerementa en 2 radianes.

La velocidad de nna particnla que signe un movimiento armonico simple se obtiene derivando

respecto del tiempo la ecnacion 3.72:
0= = ~wAsen (wl - ) (3.741)
La aceleracion de la particula esta dada por

I ;
= (IE = —w? Acos (Wt - P) (3.75)

ol
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Figura 3.12: Movimienio armdnica simple de periodo 1"y amplitud A.

Dado que @ = Acos(w! -1 ), Tn cenacidn 3.75 se prede expresar en L siguiente forma

(] =z ——{u‘z,’],’ (37(‘))

De la ccnacidn 3.74, tomando en enenta que los valores de Ia funcion seno o coseno oscilan
entre 31, los valores extrentos de o son ignal a bwA. I Lo ecuacion 3.75 se puede ver que los
valores extremos de la aceleracidn sou +w?A. Por lo tanto, los mdximos valores de Ia veloeidad

y In aceleracion son

Uax = wA (377)

B

Mipax = @ A (.;78)

La figura 3.13 representa el desplazamicnto coutra ol tiempo para un valor arbitrario de la

constante de fase. La proyeccion de un punto movicndose con i movimiento cirenfar uniforne



en un circulo de referencia de radio A también se mueve en forma senoidal.
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Figura 3.13: Representacion grafica del desplnzamicento, velocidad y nceelerneion de tn poarticulc en ol MAS, en

fimceidn del tiempo.

Las curvas de velocidad y aceleracion contra el tiempo se muestran en las figuras 3.13 b y
3.13-¢, respectivamente. Iin estas curvas se observi cdmo la fase de b velocidad dificve en 3§
rad, o 90°, con la fase del desplazamiento. Fsto es, cuando a2 es un maximo o un minimo, la
velocidad os cero. Deignal forma, cuando @ es coro, I rapidez es unmaximo. Se pucde observar

también que la fase de la accleracion difiere en 7 orad; o 1807 de la fase del desplazamiento.
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Tsto es, enando 2 es un maximo, a es un maximo en b direecidn opuesta,

3.4.2 RELACION ENTRE EL MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE Y
EL MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME

Uno de los procedimicntos mas itiles para describir el movimiento armonico simple se obtiene
considerdndolo como Ta proyeceidn de nn movimiento cireutar uniforme. Iste hecho es muy
siniple y se ilustra en forma grifica en fa ligura 3. 00 Considérese nna particala I qoe e mueve
con velocidad lincal uniforme v, y velocidad angular uniforme w, alrededor de nne efrendo de

radio r con centro en 0.

M y

rayos de luz paralelos

A=t y=y.cos ¢ Xop <

i ‘Q’ ey,

-

N v’

Figea 3,040 B sombric de una partienla Q deseribe nn movimiento armonico simple; mientras ésta deseribe

una trayectoria circular con movimiento uniforme.

Lo particnla estd en movimiento circular uniforme. Tmaginemos rayos de bz paralelos al
eje x produciendo la sombra del punte I gue se mueve sobre la linea AN paralela al eje y
y perpendicnlar al cje @ en el puuto J5. Sea @ dasombra del punto 7 sobre Ta linea MN.

Conforme se mmeve 12 enmaovimiento civendar uniforme, of punto (F oscila en un sentido y otro
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a lo largo de la linea MV con movimiento armadnico simple.

Por otro lado, supdngase que una eslera rigida, considerada hipotéticamente como un enerpo
puntual, describe una trayectoria civcular. L4l sistema de referencia esta localizado en el centro
de Ta cirennferencia, es decir, esta fijo en el espacio y lapartfeuli se mneve angularmente con
radio constante con respecto a él, de modo que la posicién de ésta cambia con respecto al
tiempo. La figura 3,15 mnestra o esta partfenla; a lu gue Hamamos P2 en o movimiento cirenlar

uniforme; su velocidad angular ¢s w y el radio del circulo que deseribe es I

y y
P
/’ N P - Q [IRN
// Q ; : \
! I ! Tl \
: ¢ —} X j \>‘ “ X
' 0 P ] o P
(a) (b)
y
P
/ an .
// , @t —1 : \\
f X l - X
. | Ofa @ P K
(©) ()

IPigura 3.015: Relacidn del movimiento arménico simple con ol movimiento civenlar uniforne.

Fncel tiempo £ 0 (fipea 305 0) el radio OF forma un dngolo o con ol cje e Bnoun



tictupo £ mas tarde (fignra 3.15 b) ol radio OF forma wn dogulo wl - ¢ con ol cje a, y la
proyeceion de O alo largo del ¢je @ (o, o que es equivalente, fa componente x del radiovector

que corresponde a OF7) es

(1) = Reos(wt + ¢) (3.79)

Esta expresion es; por supuesto, idéutica o la cenacton 372 para el desplavamiconto del
oscilador armonico simple, correspondiendo Ta amplitud A de In onda con ol radio 12 del efreulo.
Si ahora I representa la proyeccion de fa particnla 27 sobre el cje ) entonees 17 cjecuta un
movimiento armonico simple a lo largo del cje a.

Invirtieudo el argumento anterior; se puede establecer que Ta ccnacion 3.79 para el desplaza-
miento de i oscilador armonico simple es suficiente para deseribiv o la componente @ de un
veclor cuya punta trace nna trayectoria cirenlar con velocidad constante, Para Lener una des-
cripeidon completa del vector; es conveniente deseribiv o lacomponente iy, Las liguras 30105 a0y
3.15 b nuestran a la proyeccion y OQ) en los tiempos 0y . La componente ¢ prede expresarse

l)()]'

ylt) = senfwl + @) (13.80)

Il vector de posicion de Ja particula en el plano o -4, en el tiempo £, esta expresado por
T (/)T Iy (/)? = Rcos (wl | M Rsen(wl 1 ¢)j (3.81)

Notese que la proyeceidn del movimiento ciccular uniforme a lo largo de Ia diveccion y
representa también el movimiento armanico simple; como lo hiarin la proyeccion a o largo de

cualquier direceidon. Notese también que, en todo tiempo 7,

T [ (3.82)

como sc espera para ol movimiento cirenlar,
En ol movimiento civeular nuniforme, la magnitud de Ia velocidad tangencial constante es

o) < . . . —3
wR. La ligura 3.15-¢ muestra al vector que representa o la velocidad instantinea v oen ol
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tiempo f. La componente x de v, la cual da fa velocidad de 17 alo largo de Ta diveccion a, es

1, (t) = —wRsen (wt + ¢) (3.83)

la componente y de ¥, Ia cual da la velocidad de 7 alo largo de la direccion v, es
y I 1 ) g Y,

o, (1) - wlteos(wl 1 o) (3.81)

entonces, el vector que expresa la velocidad de la particula al moverse en el plano @ — 4, esta

expresado por

o~ -

T = v ()i vy ()] = —wRsen (Wi +¢)i+wR cos(wt + P)j (3.85)

En el movimicnto circular, la aceleracion centripeta es w?R, y como s muestra en la figura

3.15-d, la componente & de la accleracion de I es

ap(l) = —w R cos (wl | }) (3.86)

y la componente y de la aceleracion es

a,(t) = —w?Rsen (wt + ) (3.87)

entonces, el vector que expresa la aceleracion de la particida al moverse en el plano @ — 1y, estd

expresado por

= a, ()i + (J,y(lzﬁ = ~w?Rcos (wt + ¢) P w? Rsen(wt + (/))] (3.88)

Las ecnaciones 3.83 y 3.86 son idénticas o las connciones 3.7y 375 para ol movimiento
armouico simple, donde nua vez nids A os reemplazado por 120 Por o tanto, se conchiye que ol
desplazamicnto, Ja velocidad y Ta aceleracion son idénticos en el movimiento armadnico simple y
en la proyeccion del movimiento circular.

Al usar T identidad trigonomaétrica send = cos (0 = &) se prede reeseribiv T ecnncion 3.80
como:
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y(t) = Reos(wt + ¢ - g) (3.89)

de tal forma que la cenacion 3.81 puede ser expresada como

T o= (/)/1\7L Yy (I)T = Rcos (wl + (,*))Tl bl cos(wt + ¢ — % ); (3.90)

siendo ol vector de posicidan expresado en funcion de dos movimientos armdnicos simples des-
fasados /2. Entonces el movimiento circular puede considerarse como Ia combinacion de dos
movimicntos armonicos simples en dngido recto, con amplitudes y frecnenciag idénticas pero

difiriendo en fase en 007,

3.4.3 MOVIMIENTO CIRCULAR DE UNA ESFERA SOLIDA

La relacion que existe entre el movimiento cireular uniforme y el movimiento armonico simple,
tal y como se analizo en Ly seccidn anterior, serd de atilidad para poder deseribic el movimiento
circular de una esfera solida a partiv de Ta superposicion de dos movimientos armonicos simples
desfasados 90V, Tista esfora se encuentra inmersa en un uido newtoniano estitico y al estar en
movimiento provoca gne el uido se mueva al paso de ésta. Por lo tanto, se pucede describir el
moviticnto del fluido niediante lag cenaciones hidrodindmicas quue lo gobiernan, para determivar
el campo de la velocidad del fluido en la vecindad de L esfera, el campo de Ja presion y la
fuerza de arrastre que el fliido cjerce sobre su snperlicie, utilizando as condiciones ada fronlera
apropiacdas.

Bl planteamicnto de este modelo tedrico requicre de wuna serie de suposiciones que permitan

la simplilicacion del modelo:

1. El radio del cirenlo sobre el enual se mmeve Ia eslera es mny grande comparado con el radio

de dsta:

R R (3.91)

donde R es ol radio del eirenlo v I8 es ol radio de daesfern, tal conto se observa en fa figura

S3.16.
9. FI movimiento es uniforme, es decir, T magnitud del veetor de la velocidad de faesfera
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es constante.

3. Bl didimetro y la velocidad de la esfera son muy pequenios, lo cual nos permite suponer

flujo reptante con mimeros de Reynolds mucho menores que uno (Rey, < 0.1).

4. Las propicdades del {luido son constantes, es decir, propiedades tales como T densidad,

viscosidad y temperatura del liquido se manticnen constantes.
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Figura 3.16: La eslera de radio I? describe una (rayectoria cireular con movimiento uniforme despluzdandose on

ol plano @ — y.

Estas suposiciones permiten que se pueda analizar el campo de {flujo alrededor de la esfora

on una trayectoria muy grande en un intervalo de tiempo considerable.

CAMPO DE LA VELOCIDAD DEL FLUIDO

Las cenaciones hidrodindmicas que deseriben el comportamiento de un Mido newtoniano o

incompresible fueron analizadas en la scecion 3.2 y son la ccuacion de continnidadd:

(3.92)
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y la ccuacion de movimiento:

donde

s 1
Y/ A S AvA
P

representa la viscosidad cinematica del Huido.

Las condiciones de frontera para este problema son:

El andalisis de orden de magnitud de 1o

no lineal para niuneros de Reynolds ny

redice a una conacion hneal:

oV’
ot

En particular, en este problema no se

v o= ( Cn T 00

<=3

—)
v o= cnor o= ]{

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

ccuacion 3.93 permite despreciar el término inercial

bhajos {({tep < 0.1)) v Lo cenacidn

]
P

\VA R AVAIETS

de movimiento se

(3.97)

prede considerar que el fendmeno ocirra en estado

cstacionario, ya que la dependencia con el tiempo esta ligada con el movimiento armdnico.

Por 1o tanto, el fendmeno ocurre en estado transitorio y en L ccitacion de movimiento se debe

considerar 1o accleracion local del uido.

La solucion analitica de In ccuacidn 3.97 se obticne a partiv de L metodologia desarrollada

por Landaity Lifshitz (1979), tos cuales obtuvieron el campo de b velocidad del Huido para nna

esfera que realiza una oscilacion (raslacional. T nuestro casop T metodolopfasse aplien a una

esfera que describe una trayectoria ciraidar, Ta cual puede representarse como la superposicion

de dos movimientos traslactonales,

Tomando el rotacional de Ia couancton 3.97 se obliene
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IV X V) w27 x ) (3.08)

Jl

El vector v, que representa la velocidad del fluido, se puede expresar como el rotacional

de un vector, es decir

Y =VxD (3.99)

la cual satisface la ccuacidon de continmuidad

vazv(vXﬁ):o (3.100)

— .

donde B es un vector cualqiera.

El rotacional de un vector polar es un vector axial y viceversa, ¢l rotacional de un vector

. . . . =4

axial s un vector polar. Ya que la velocidad es un vector polar ordinario, el vector B debe ser
un vector axial.

A partiv de la geometria fisica del problema en cuestion, es posible construiv una expresion

-2 I -~
para el vector B Ya que este vector depende solamente del vector de posicion 7 (Lomaando
. . . . » . . .
el origen en el centro de T esfera) y de o velocidad de b esforas ') el inico veetor axinl gue
puede construirse para un cuerpo simdétrico como la esfera, a partiv de dos vectores polares, es
. —} -} A% . . .

ol producto vectorial 77 x 1. Tomando el vector de la velocidad de T esfera paralelo al ¢je
axial, tal como se describe en la figura 4.17; ¢l producto vectorial de ambos vectores polares

—)
proporciona ¢l vector 13,

B =7 xu (3.101)
el cual es tangente a la superficie de Ta esfera.
- Lo
Entonces, el vector axial 3 queda expresado como
Y -t - = b .
B =/f()nxu (3.102)

y . Dy -
donde f7(r) es una funcion esealin del vector de posicidn 7y 1 es an vector anitario on Ia

. .y -—
direccion de 17, Ya que
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)=V (3.103)
—
ol veetor B3 quedarinc expresado por

3

B o= ()ix i =V[xi (3.104)

-y
y sustituyendo la expresion obtenida para el vector 3 en Ia cenacion de la velocidad del luido

(cc. 3.99), se obticne

&1

V=V (Vf % ) = Ve (Vo [T7) (3.105)

i

}/
oy
Figura 3.17: Bl vector 3 tangente ala superficie de In esfera se construye apartiv de su vector de posicion y a

velocidad de n eslera,

Se ha wencionado que of vector o representa la velocidad de la eslera, mas sin embargo no
se hia desarrollado expresion algona que b represente. Laovelocidad de b esfera gue deseribe nna
trayectoria circular se obticne al superponer la velocidad de oscilacion horizontal y Ta velocidad

de oscilacion vertical, os decir
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Wi it (3.106)

representa la velocidad de la esfera al oscilar con movimiento arménico simple en una traycctoria

horizontal (Davis, 1988; Landau y Lifshitz, 1979) vy,

W= e i@t tE) (3.107)

representa la velocidad de T esfera que oscila con movimiento armonico simple, pero ahora en
una trayccloria vertical. La superposicion de ambas velocidades permite obtener la expresion

para la velocidad de la esfera que deseribe una trayectoria circular:

Wi e i(wi 1 7) (3.108)

la cual se reduce a

T = (1= ) e (3.109)

h > i R .
donde U es un vector constante cuya magnitud estd dada por

U, = |iig] = Ae™ ™ (3.110)

siendo A la amplitud de la oscilacion y ¢ la constante de fase.

“wh proporciona a la velocidad de L esfern la naturaleza sinusoidal

El exponencial complejo e
de su movimiento en funcién del tiempo.  Lu base a la identidad de Euler, ol exponencial
complejo puede ser expresado como

e dwl,

¢ = coswl — 1semwl (3.111)

Debido a que Ta parte real de una solucion conmplejaes T dnica que tiene sentido fisico, este
factor asegura la dependencia del movimiento osciladorio en funcion del tienipo.
Sustituyendo Fa velocidad de T esferaen movimiento cirewlar (ec. 3.109) en la cenacion

3.105, la velocidad del fluido estd dada entonces por



Vo= VAV g (=) e ™ = (1= ) eI X[V x ()] (3.112)

Tomando ¢l rotacional de la cenacion anterior,

Vo V=1 =i)e Vx|V x(Vxfi) (3.113)

y usando la identidad vectorial

Vx (Vx )=V (v F) - v F (3.114)

. R .
donde F =V x fu,, sc oblicne

V x [V x (Vx fig)] = ~V*(V x [1i) (3.115)

(ue al sustituir en la ecuacion 3.113, se obtiene

Vx Vo= (=) e ™5V x fu,) (3.116)

Sustituyendo la ecuacion 3,016 en la ecuacion 3.98, s¢ obtiene

%\72 (V]) + A? (V) x =0 (3.117)

donde A% = V? (Vz) . Ya que el vector vy es constante y diferente de cero, Ta inica posibilidad

de que se satisfaga Lo ccnacion es que el término entre corcheles seaigual oo cero, es decir

"IELTV'“’(W) AR (3.118)
Como V2 y V connuttan

“'f‘ 72 TIAYTY S

SV v(AT) 0 (3.119)

Debido a que f es funcidn inicamente de 7 el gradiente del aplaciano también es funcién

de r dnicamoente. Entonces, In conncidn anterior se puede expresar como
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wd g % (A2f) =0 (3.120)

v odr

e integrando con respecto a r, se obticne

7—:3?72_[ + A = cte. (3.121)

Bajo el supuesto de que la esfera estd inmersa en un Huido de extension infinita, la ccuacion
3.121 debe satisfacer la primera condicién a la frontera: V' |= 0. En otras palabras, la
velocidad del fluido evaluada en el infinito es cero debido a que la presencia de la eslera no
lo afecta. Por lo tanto, en base a estas suposiciones y examinando la ccuacion 3.112 donde se
observa que la velocidad del fluido esta determinada por las segundas derivadas de la funcion
f, ésta debe hacerse cero en el infinito. Asi, las cuartas derivadas deben también desaparecer

y la constante de integracion en la ecuacion 3.121 es cero. Por lo tanto:

W - .
2 .
—Vif+A%f=0 (3.122)
1/
La ccuacion 3.122 expresada en coordenadas esféricas resulia

(’2 2 p 2
SRS (V)

dr? dr

W oo )
S VA 1 (3.123)
v
la cual es la ecuacion diferencial transformada de Bessel cuya solucion cs

(,1‘1\‘1'

Vif=a

(3.124)

A partir de la solucion de la ecuacion 3.123 se obticnen las expresiones para [ (r)y ' (),

siendo

fO)=—=—-+c¢ (3.125)

, 1 [actr 1 . .
[0 = -z [ o (7 — 1_1‘_> -+ b] (3.126)



donde b y ¢ son constantes de integracion y A os el nidmero de onda y estd delinido por

o -
W . 2% o4 ey
k= \/*,*7 = (T + !) \/5"1/ ((312()

De la ccuacion para la velocidad del fiido, ecuacion 3.TE2, se obticne

Vo= (L i) e TN x [ () T g (3.128)

donde se ha tomado

(3.129)

ya que [ es funcidn dnicaimente de 7.
Sustituyendo la ecnacion 3.126 en la ccuacion 3.128, Ia velocidad del fluido se expresa como:

. ’ 1 ' til.tr i J R R
Vr(pwwaVX{(EF% <er>+%>nxml (3.130)

1

La expresion anterior se puede expander usando fa sigticnte identidad vectorial (s, 1987):

Vx(?xf0f3ﬁ<V a>wE%V<F>r((

donde

F‘TWOJW“{:QTTZTC'VJ>lji}ﬁ (3.132)

= (3.133)

Entonces, la ccuacion 3.130 ueda expresada de lasiguionte forma
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— it aeikr (leikr b acikr R
v o= (1—i)e S — 5 o3 — U,
ikr (ik)er3 r

aeikr 3aeikr 3(1,(’,1",“‘ 30 I
v ik? + (1',[.-')2,,.3 i (11, - 1) 0 (3.134)

(1 d)e ™t

Para evaluar las constantes a y 0, se utiliza la segunda condicion impuesta en la superficie

de la esfera, siendo

V=T enr =R (3.135)

es decir, en la superficie de Ta esfera Ta velocidad del flnido es igual o la velocidad de laesfera,
la cual implicitamente se sabe que es cero) ya que su superficie no se estd moviendo,

Si el sistema de coordenadas esta localizado en el centro geométrico de la esfera; tal como se
obscrva en la figura 3.18, un observador montado en la esfera no siente el movimiento de ésta,

pero si observa como el flunido se va acereando hacia él.

\ 4
«

X

Figura 3.18:

Si el radio de la circunferencia que describe la esfera es muy grande comparado con ¢l radio

de la esfera (R > R), entonces
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R-R=NR (3.136)

por lo tanto; si ol sistema de coordenadas estd localizado en ol centro de T cireunferencia fa
condicion a la frontera estd siendo evaluada en el centro de masa de la esfera.

De acuerdo con la condicion en la superficie de la esfera, Ia velocidad del fluido expresada por
la ecuacion 3.134 es igual o la velocidad de la esfera (e 3.109). Comparando ambas ecunciones

sc deducen las sigiicntes expresiones:

acthr aeth ’ h ae'® | (L137)
iher? (“‘_);! ! yt . R
Yy
acttt o 3aethr | Baethr 30 0 (3.139)
Py j/..,.Z (,,',1‘:)27,1’» 7.3 - Hale
Resolviendo el sistema de ceunciones se obtienen las expresiones para lag constantes:
| !
3 )
A e TR (3.139)
\(7
1 . 3 3
b= o[- 3.140)
) T FA N P (

Sustituyendo lag ccuaciones 3,139 y 3140 en fa cenacion 3,834, se obticne la ceuacion que

representa el caanpo de Ta velocidad del laido alrededor de Taesfera,

Vo= (=)o

3R
e

30 3 3N s
L (I A i 3141
T (J ik /.-,'zh"2>i("” ”)”} ey

Si so define
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3 .
M=o (L 1 N IR 3 3
27'2 'Lk‘ (1k)2 7 2 7"; ’I]\I? ]‘72]{2
y
3R o 3. 3 3R 3 3
Nz SBweon (3 - P A
22 Tty ) T i T e

entonces, la ecuacion 3.141 queda expresada por

—
U,

o~

Vo= (1-d)e ™M + (1 i) e ™N (T, -0)D

(3.112)
(3.143)

)

(3.144)

Los componentes de la velocidad del fluido en coordenadas esféricas en las tres direcciones

(r,0,¢) se obtienen efectuando cl producto punto del vector de la velocidad y los vectores

. . —3 . .
unitarios. Tomando el vector u, paralelo al eje axial, tal como se muestra en

resolviendo en las tres direcciones se obtiene:

v =V = u,c080 (1 = 1) e 7 (M + N)

donde los puntos de estancamiento estdn localizados en 6 = 7 /2 y 6 = 37 /2.

)

y

Figarn 3.19:
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la figura 3.19, y

3.145)
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vp = ¥ 0 = —ugsen) (1 —i)e ™ a1 (3.146)

donde los puntos de estancamiento estdan localizados en 6 = 0y en @ = 27,

—y e P
Uy = v o= () (3.147)
— . S
donde se observa que el vector g es perpendicular al vector unitario m; por lo que el componente
de 1a velocidad del Nuido en esacdireceidn es coro.
CAMPO DE PRESIONES

Para calcular el campo de presiones alrededor de la superficie de la eslera, partimos de Ia

cctacion de movimiento (ec. 3.97), expresando ol gradiente de presiones conin

Thu - |
Vi U vty (3.118)
N

Para evaluar el primer término del lado derecho de Ia ccnacion anterior, se aplica la ecuacion

3. 1441 obtenidndose fa expresion:

‘)—7} v X ‘ B o
= | e MR (1 ie NG ] (3.149)
M
Ia cual se reduce o
OV
T v (3.150)

Para la cvaluacion del segundo tdrmino se aplica la ccuacion 31120 Bntonees, ol Taplacinno de

I velocidad gueda expresado por

VA = (L= iy "IVPV < (V % fug)] (3.151)

Aplicando ta siguiente identidad vectorial

T x (v x Tf") -V (v- 17’) VAT (3.152)



donde

T —
T = fii (3.153)
la ecuacidn se reduce a
VAV = (1= i) e ™2V (V- fiig) — 1, V2] (3.154)

Sustituyendo en la ecuacién 3.148 las ecuaciones 3.150 y 3.154, se obtiene

VP =iwpV + pn(1—i) e ™V [V (V- fiiy) — Ty V2] (3.155)

Desarrollando el laplaciano del segundo término del lado derecho, la ecuacion anterior se

reduce a

VP =iwpV + (L —i) e ™'V [y - V(VEN)] = (1 =) e ™) A2f (3.156)

A fin de simplicar la ccuacion 3.156, se evalta ol laplaciano del laplaciano de Ia funcion [

[V2 (sz) = Azfj y retomando la ecuacidn 3.124 se obtiene:

) (il 2 ikr
A’f = ”('% (3.157)

=)
~—

rl:: Vi (v'Z/) . (”'ikr <1_’l“' - -71~Q> (ﬁ:: - (:1158)

7

Sustituyendo las ccnaciones 30057 y 3158 en fa ecuacidn 3,156 se obticne

. N s ik 1 . =R
VP = iwp¥V +ap(l —i)e ™'V [e’k’ <]»,~ - ]—2> (i1, - 11)1

fwl 1(_’/")2 ('M.T <oy

—n(l—i)e e (3.159)

El gradiente del segundo término de la ecnacion 3.159 se desarrolla a fin de simplificar ain
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mas la ccnacion para poder resolverla, obleniéndose

SaN2 ke 1. ik otk
R ) . (1/}\) (." 2/-}m’ 2(? ey , .
ek (S ) W = [ s e S (D) (3.160)

Sustituyendo esta expresion en lu ceuacion 30009, se oblicne la expresion general para el

gradiente de presiones en ta vecindad de la esfera:

N2 ke oo ike o ike
R o k) e 2ike™m 2™
P = dwp Vo () — ) prowt (—)’f—~ — ‘I]:—~ + i’;f (ﬁ—: -MN
, . -
. 2 akr
N @A) e
—p (L —d)e “'—L’Z_—AMH,,’ (3.161)

Ya que la presion es unn fuerza cjercida en Ia diveccion normal en lasuperficie de T esfera,
ésta es luncidn solo del radio v, por lo tanto, el gradiente de presiones se reduce a

i P )
VI = — (3.162)

= e )
dr
doude
dP

1 = dwp vV A an(l =) e
= / el —14)

1wl

al(i

(1 =)ot (3.163)

Efectuando el producto punto del vector unitario normal it en ambos lados de Ta cenacion

anterior, se obliene la signicnte expresion

dr_ o baRE e ket et
=11 ! e = (i, -njn-n
dy v 1 =

(13.164)

la cual, después de simplificarla, se reduce a
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d . okt Gketkr

— 7 - N . ,vvﬂ,d[. o — —~ . K
e iwp v -4 200 (1 — 1) e 5 > (1 - 1) (3.165)

donde
V=, (3.166)

definida en la ecuacién 3.145.
Integrando la ccuacion y evaluando el campo de presion en la superlicie de la eslora, os decir,

en r = I? se obtiene

) ‘ 3 . ik 1 .
P =P, +iwplt (1 —1) ", cos ) — ;Z-/I.R(l — i) e M, cosl) zﬁ v 1 k2 (3.167)

FUERZA DE ARRASTRE

—
Para calcular la fuerza F cjercida sobre la esfera por ol fluido que se mueve (o lo que es lo
mismo, el arrastre sobre la csfera al moverse a través del fluido), se hace uso de las coordenadas
s . — . , . ) ..
esféricas con el eje polar paralelo a u,; por simetria todas las cantidades son funcién solamente
‘ = . —
de r y del angulo polar 0. La [ucrza T es paralela a la velocidad u,.

La fuerza que actiia sobre un area superficial unitaria es

Ji = —oigny, (3.168)

donde oy, es el tensor de esluerzos y 1 es un vector nnitario normal a la superficie de Ly esfera y
dirigido hacia el fluido. La figura 3.20 muestra al vector unitario actuando sobre un diferencial
de superficie d§.

Entonces, la [uerza total que actia sobre toda la superficie de la esfera estd representada

en forma integral por

F= (/(Tiwlde (3.169)
J A

Suponiendo que el fluido es incompresible ¢ isotropico, el tensor de esfuerzos esta dado por
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dv; Oy _ )
Tik = =phig -+t <— + ~L> = =phig b oy, (3.170)

I .
donde o, es cl tensor de esfuerzos viscosos.

\J
~

Iigura 3.20:

Los componentes oy tienen el siguiente significado: ol primero define Ta superficie (i.e., la
direccion de la norn al a ln superficie bajo consideracion); el segundo define T direccion sobre
la cual actiia el esfusrzo. Por lo tanto, los tinicos eslucrzos que actitan sobre la superficie de la
esfera son ¢l esfuer; o normal o, y el esfierzo tangencial 0,9, Botonces, Taccnacion 3.169 se

reduce o

i % (n,.,‘ﬁ 4 n,,‘,)("j dS (3.171)
J 8

. . o . oy -— . .
donde, debido a e la ferza achia en la misma direecion de T, su magnitud se obtiene al

g e —
efectuar el produc.o punto de la cenacion 3171 por el vector constante uy,

=T -1, = /) ((rr,.ﬂ SETREE (Y,-()?]\- ‘H?,) dS = % (7 cos O — agsend) dS {3.172)
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Evaluando los componentes o, y 0,9 del tensor de esfuerzos o tensor de presiones se obtiene

Opp = =p 0, (3.173)

!

R (3.174)

donde los componentes del tensor de esfuerzos viscosos, expresados en coordenadas cesféricas,

estan dados por

' on,. .
T = =D+ 2p Or (3.175)
y
/ 10v, OJvg vy ,
o=1{= - 3.17
7o =/ <7‘ 00 o T (3.176)
Utilizando las ccuaciones 3.145 y 3.146, se evaltian los componentes obleniéndose
Opr = —p+ 2404 1, cosfe ™" 3R 1) ~l~ — ————3, 3 (3.177)
2 ke R
+31?,-" 3 3 )
b \ikR  kZR?
Yy
1 —iwh
Trp = Jle§ — [_“'n'q(j”()(' ) (/‘ -1 rj’)] (3178)
,
o 3 g (kR 20tk ke ke
—ugsenfe W | Z Rem ik - - i
[2 7 A e R S
4 i’i‘ | - 3 3 ' tpsend Ae it
2r4 kIl k212 r
que al ser evaluados en r = I es decir, en ba superficie de 1a esfora se obtiene



Opo e 477 P

}7

00 fr—n= prugsend (1 - i) e ( S C)

Sustituyendo las ccuaciones 3.179 y 3.180 en la ccuacion 3.172, se obtiene

. ' i 3 ik
"= /) [-])('ns 0 — prsend (1 — i) ¢t (—)ﬁ - %-) S('n()J dS

Sustituyendo el campo de presion evaluando en Ia superficie de T esfera (e,

integrando entre los limites para 0 y ¢

27 & .
o= / / {1 po Fiwpe R(L— ) e ™, cos 0
SO JQ

3 , s I .
~~2~/l,,71f,(,1 —i)e "y cos ) (I[—? ~ + /cz>} cos

a0 ; 3 3ik .,
/’rff/,,.%'vuz()(l iye " (21‘ : ’; )} R=senOdOdi
t

(3.179)

(3.180)

(3.181)

3167 o

Evaluando las integrales se obliene la merza de arrastre que el fluido ejerce sobre I esfora

dada por

o= G R =) e 7Ny b Gmidepe REQ) ) 07y,
A . . oo
3 wpen (L e "y 1 Qa1 (0 e ",

(3.183)

y ya que o velocidad de By esfera esta definida por In ccuncion 30109, Ta eonacidn anterior so

reduce a

I G R - Greibhepre R0~ :‘;l(i’/)/"/f/l’,.‘ 20 [

Reordenando términosg:
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R . 1 /1 lt
= 6mpeltu — 6V 2mpeR | = ) e T hu — —n 12 =P o
1 2 dt

¢ [
3 (3.185)

donde

2w

W

§ = (3.186)

representa la profundidad de penctracion de la onda, la cual disminuye cuando se incrementa

la frecuencia, pero aumenta con la viscosidad cinematica del fluido, y el término:

dun
dt

= —iwu = —iwi, (1 — i) e ™! (3.187)
representa la aceleracion de la esfera. Este término estd formado por la superposicion de las
dos velocidades de la esfera desfasadas 90° (ec. 3.109).

El primer término de la cenacion 30185 representa la resistencia que ofrece el flnido estdtico
de viscosidad o a la esfera en movimiento con velocidad T, Fste término taanhidn es conocido
como el arrastre viscoso de Stokes pseudocstacionario,

El segundo término representa la disipacion viscosa y estd en funcion de la penetracion de
la, onda en el fluido donde el pardmetro adimensional R/§ es critico en la determinacion de la
extension de las perturbaciones y la forma en que son amortiguadas en el interior del fluido.

Debido a que Tas pertubaciones del fliido son generadas por el movimiento oscilatorio doe
la esfera, necesariaumncute la extension de éstas estd ligada con la frecuencia de T oscilacion. A
bajas frecuencias,

I

— <& | 3.188
5 < (3.188)

la longitud de penetracion de la onda es nmy grande debido a que las pertnrhaciones no son
amortignadas en gran medida por el fluido viscoso, lo cnal incrementa ol proceso de difusion.
A altas [recuencias,

> (3.189)

la longitud de penetracién de la onda disminuye debido a que las vibraciones son amortiguadas

principalmente por la viscosidad del fluido, lo cual incrementa la magnitud de la pérdida de
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energia por disipacidn viscosa.  Asi, las ondas pueden ocurriv en un fluido viscoso, pero son
rapidamente amortignadas conlorme se alejan de o superficie de Taeslfera cuyo movimiento
genera las ondas.

El tercer término representa la fuerza inercial cjercida por el movimiento del Houido alvede-
dor de la superlicie de la esfera. Retomando la ecuacion 5.24,

I = (/)S,,\"’g,, + peVe) @

donde ¢l término cutre paréntesis represenba loomasa virtual, Tacnal es o sume de o masn real
de la esfera y la masa agregada, siendo esta qltima en este caso la mitad de Tamasa del flaido
desplazado por la esfera. En particular, en este problema se ha despreciado fa densidad de Ta

esfera comparada con Ta densidad del fluido y Ta ecuacion anterior se reduce a

) ) ] 4 /1 du
[5G = (/’N’r) a =V, EW a = QTTR'K :j/’f, i (3-19())

siondo esta cenactd sy In Muerza inercial y que congtituye el tercer término.,

3.4.4 SUPERPOSICION DE UN FLUJO CIRCULAR UNIFORME Y UN
FLUJO UNIFORME AXIAL

En este capitulo s : desarrolld el campo de la velocidad del flnido para nna esfera que se encuentra
inmersa en un fluido newtoniano ¢ incompresible, la cual desceribe nna trayectoria cireular con
movintento unife rme. La expresion gne describe este tipo de hijo esta definida por Ta cctineion

3.144:
Vo= (L —d)e ™ Mgt (i) "IN (ug - n) i

I'n forma hibotética, se puede representar ol movimictbo de circulos de Huido coloeados

paralelamente o lo largo de un cilindro, tal como se muestracen T figura 3,21
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Figura 3.21: En forma ideal, se considera el movimiento de circulos de fluido a {o largo de un cilindro vertical.

La esfera se encuentra en el plano & — Yy con movimiento uniforme.

Ahora, st a este [lijo circudar se superpone nn fhijo uniforme en I direccion axinl, en-
tendiéndose por flnjo uniforime dquel enya velocidiud es constante, entonces se puede sinntdar el

movimiento helicoidal del fluido a lo Targo del supuesto cilindro. 1on forma grafica ésto puede

ser representado por

N

X

. « g . . . N ’
Figura 3.22: La superposicién de un flujo circular uniforme y un flujo uniforme axial con velocidad U resulta

en un flujo helicoidal.
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Tista conceptualizacion fisica os valida siempre y enando la distancia entre cada eirceulo
de flnido sea muy pequena, es decir, desde el punto de vista del movimiento helicoidal esto
corresponderia a que el paso de la hétice fucra mny pequeiio y Ia crrvalura pequena, v lo que
sc espera es ol movimiento de fa esfera en forma helicoidal pero en forma de peguenos saltos
entre cada circulo de fluido. Bl objetivo de superponer ol Tujo uniforme axial es procisamente
para darle el movimiento al fluido en Ta direccion axinl) pero ya que Ta esfera se estd moviendo
en forma circular mny lentamente, ol movimiento de ambos no es en forma rectilinea, lo que
sucederia si fuera ol caso de nna csfera en reposo.

Por lo tanto, la expresion matamddica gue resulta de Ta superposicion de ambos flujos y
que describe ¢l campo de la velocidad del flnido con movimicento helicoidal esta dada en forma
vectorial por

S——

Vo= iye MM, (L= i)e MIN (g )ik U (3.191)
-2 . . .
donde U es la velocidad del flujo nuilorme dada por

U = (0,0,0) (3.192)

La expresidn para la fuerza de arrastre sobye b esfera en movimiento helicoidal esta dada

por

R y . 2 2N du A \
o =GB {110 ) (1= i)e g i e (I ! %') '(/',’ G e (3093)

W/

donde el altimo iérmino representa la fuerza de flotacion.
Tedricamente, las fuerzas gque interactiian sobre fa esfera durante su ascenso a bravés del

fluido somn:
[. L Muerza de arvastre cjercida por ol movimiento del huido en facsiperticie de faeslera,
2. Una fuerza inercial cjercida por el movimicnto del finido alrededor de L eslera.

3. Una fuerza disipativa debido o que parte del trabajo realizado por el movimicnto de la

esforn se consnme por digipacion viscosi,
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4. La fuerza de flotacion que origina el ascenso de la eslera.
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CAPITULO 4

ECUACIONES DE
NAVIER-STOKES EN
COORDENADAS HELICODALES

En particular, en algunos problemas es convenicnte usar la ccuacion de continuidad y las ecua-
ciones de movimicnto referidas a un sistewa coordenado en vez de la forma vectorial. Il sistenia
coordenado comtmmente cimpleado es el cartesiano, pero algunas veces; debido o la geometria
del problema en cuestion, es convenicnte wn sistenia curvilineo para su mejor descripeion. 15}
problema en cuestion que se aborda en el presente trabajo, es deseribir el caunpo de flujo alrede-
dor de una esfera cuyo centro de masa describe aproximadamente una trayectoria helicoidal al
ascender en un medio acuoso.

Entonces, el campo de {flujo puede ser descrito a partir de las ecuaciones gobernantes ex-
presadas en coordenadas helicoidales, acordes con la geometria fisica del problema, y con las
condiciones iniciales y a la frontera apropiadas. Tisto permite desarrollar nn modelo tedrico

cuya solucién numdérica haga posible Ia validacidn de los datos experimentales.
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4.1 DESCRIPCION DEL SISTEMA COORDENADO HIELI-
COIDAL

Autes de dar tnicio a la descripeion del sistema de coordenadas helicoidales, es conveniente
retomar la curva tridimensional Lamada hélice y mencionar algunas caracteristicas adicionales
que permitirdn ampliar su descripeidn. Las ecuaciones parmmdtricas que o deseriben estan

representadas por

x = 1cosf, y = rsend, z = af) (4.1)

donde o representa el radio del cilindro sobre el cual crece T enrvachelicoidad, 0 el desplazamiento

angular y a es uua constante positiva en funcidn del paso de Ta hiélice y esta definida como:

(1.2)

Comparando Ias ccuaciones 3.18 con las ecnaciones 4.1 la diferencia entre ambas se observa
ent laexpresion desarrollada para I coordenada 20 Sin embargo, fa constante posiliva a es

equivalente al coeliciente de 0 en 318, es decir,

4 Y3 a (1.3)
(A%

Al graficar se obtiencn curvas semejautes, sin embargo, la constante positiva a es el (érmino

(que fisicamente es mis claro de visnalizar debido a su funcionalidad con of paso de la hélice
(ce. 4.2), a diferencia de las constantes oy /3.

Elevando al cundrado Tns ecuaciones paramétricas para las coordenadas a0 ¢ 1 se obtiene Ia

expresion

72 yz =72 (14.1)

la cual representa la ceuncion de nn efrealo de radio o Bntonces, se dediee que Ta curva
Lielicoidal esta ubicada sobre la superficie Iateral de un cilindro civewar de radio o cuyo cje

axial es ol cje de coordenadas z. Ademas, al incrementarse el valor de @ se incrementa la



coordenada 2z ya que la constante a siciupre es mayor que cero. Por lo tanto, como 0 incrementa
su valor la curva asciende en forma de espiral alrededor del cilindro, en sentido contrario al de
las manecillas del reloj.

La figura 4.1 representa a una curva helicoidal que asciende en sentido contrario al de las
manecillas de un reloj sobre el cje axial. El ingulo ¢ se ha elegido en el intervalo 0 < § < 87,
donde se observa que para 0 = 0°, los valores de las coordenadas = e y son 7 y 0, respectivamente,
por lo que la hélice empieza a ascender a partir del punto (r,0) ubicado sobre el eje de las

abscisas.

Figura 4.1: La curva helicoidal crece en sentido contrario al de las manecillas del reloj conforme asciende en las

paredes de un cilindro circular de radio 7.

La hdlice de la figura A1 es una curva cuya cirvalirn y torsion son constantes y estin

CX[)I'()S‘(L([%IS por:

T a

K= —F—%
7,2 + (712

72 + a2
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A partir de la ecuncion 4.2 se obticne la relacion que permite determinar el paso de Ia hélice
en funcion de fa constante a, es decir
paso = 2na (1.5)

BEn la figura 4.2 se observa ln forma en ¢ne asciende la eurva hielicoidal sobre las paredes del
cilindro desde el punto de partida, conforme se incrementa ol dugolo. Cuando Hega o un punto
paralelo al de partida, € = 2, el valor correspondiente en dicho punto es 2ra. A partir de este

prnto, la curva se sigiie incrementando a un paso constante igual a 2ma.

BN
-

AN

paso de
26 hélice

A
l
!
2mal 1 ; na/2
/ /:’— : a0
| AT >y

. e . . o ¢
Figura 120 Bl paso de la hélice estd definido por 2ma.

En la figura 4.3 se mmestra como varta la extension de Ta hélice para tres valores diferenfes
de 1o constante a. Ion Jos tres casos, ol valor del radio es el mismo y el Angulo se ha clegido en
ol intervalo 0 < 0 < 87, Se observa que al amentar o valor de T constante a, ol paso de la

hélice es mds pronnuciado.
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:

; :
g
(a) (b) (c)
Figura 4.3: Tres formas diferentes de la hélice para tres valoves de la constante a: (a) a = 1 /2, ha= 1 y
(c)a =12

La descripcion anterior serd de mucha utilidad para comprender con mayor facilidad ol
sistema coordenado helicoidal.

Expresando el sistema de coordenadas eartesianas en la forma

2= (:17' a2, .1:3) (4.6)

y las coordenadas helicoidales como

y' = (p,0,() (4.7)

entonees, las coordenadas hiclicoidales estian relacionadas con Tag coordenadas cartesinnas de la

siguiente forma:

x! = pceoso, a? = p seno, 2 = 4 ao (1.8)

donde a es la constante positiva deflinida anteriormente.

Si se comparan las ecuaciones 4.8 con las ecuaciones 4.1, se observa (que existe ipualdad para

las expresiones de 'y 22 Poro parn 27 se suma la coordenada ¢ To eual permite deseribir In

superficie de la hélice.
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La figura 4.4 muestra la superficie generada al mantener constante la coordenada p y variar
7y ¢. Se observa que la superficie parcciera ser nua cinta enrolldndose sobre la superficie de un

cilindro en sentido contrario al de las manccillas del reloj.

Figura 4.4: La superficie crece en sentido contrario al de las manecillas de un reloj sobre el eje axial.

La figura 4.5 muestra la superficie generada al mantener la coordenada ¢ constante, y variar

las coordenadas py o, Iista es Ja superficie que representa mayor interdés en el andlisis posterior.

Figura 4.5 Manteniendo constante la coordenada ¢ y variando p y & en un intervalo dado, se obliene la

superficie helicoidal que asciende a 1o fargo del eje 2 en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

La superficie generada al manicener la coordenada o constante wariando py ¢ se observaen

Ja figura 4.6, la cual representa nu plano con un dongulo de inclinacion correspondiente al valor
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constante de o.

/

ra

777 7 7

[~/ 7 7 7

Figura 4.6: La superficie generada cuando se mantiene constante la coordenada @ forma un plano que se

desplaza alrededor del cilindro imaginario en sentido contrario al de las manecillas del veloj.

4.1.1 DEMOSTRACION DE LA NO ORTOGONALIDAD DEL SISTEMA
COORDENADO HELICOIDAL

El vector de posicién en coordenadas cartesianas esta dado por

-} -

P o= a'i 4 2% a2tk (1.9)

Conociendo la relacién que existe entre ol sistema cartesiano v el liclicoidal, el vector de

posicion queda expresado en funcion del sistema de coordenadas helicoidales como

N 0 o =

I = peosai+ psenaj+ ((+ar)k (1.10)
. . —

Las derivadas parciales de 77 con respecto a p, ¢ o son:

o - -
. s al | seno 1.
()/) COns ¢ [ RER (|ll)



ye—
Jr -

ol psenai 4 peosajl ak (1.12)
e

a1 -

e Tk (4.13)

¢

por lo tanto, los factores de escala son:

7% : 2|2
h, = i.—'l—’ = [((‘,()s a)” + (-*‘("Im)“J = (1.14)
| Ip '
I i)j_ = ‘(- )9("110)2 + (peos o) ot u“gl : = ( ) - r12) : (1.15)
T e | T T Pt T | -
LOr
e = | -] = | 4.16
<=lac o
y los vectores base unilarios son:
- 1 o7 - -
Cp = v(ﬁ;- = Cos i - senej (1.17)
/7
] :)“’T‘) ] - -~ —~
6, = - ..(‘ ! — . . (r*/)h‘("ll()i +opeosaj u,k) ("1.!3)
leg Oer (p? 4 a?)? g
. LoT -~
6= & 4.19
CToheo¢ (4.19)

Efectnando el producto escalar entre los veelores base nnitarios se obticne

¢,y =0 (1.20)
Co0¢ o a (1.21)
G0, 0 (1.22)
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En base a los resultados anteriores se puede decir en forma previa que el sistema de coor-
denadas helicoidales no es ortogonal. Dara que un sistema coordenado sea considerado como
ortogonal, se debe cumplir que el producto puuto cutre los tres vectores base unitarios sea cero,
para las tres combinaciones.

Las expresiones dadas por Tas cenaciones 411 402 y 413 representan los veclores hase g,

donde

ot n n ‘
g = ;J)A = COS 1 + Senaj (4-23)
l
(’)T’ N " T ¢
gy = . = —psendi 4 peosaj + ak (4.24)
ar -
L, (1.25)

¢
Los vectores reciprocos g’ estdn expresados en funcion de los vectores base g, de la signiente
forma:
| g2 X 13

pl = 52763 4.26
g1 - (g2 < g1) (4.26)

2 g3 X 2t
pto  B1YE 4.27
g1 (g2 X g) (4:27)

. r| X
B (129

g1 (g2 X )

Realizando las operaciones indicadas para los vectores base g;, los vectores reciprocos son:

g' = cosai + .s‘mm_? (4.29)
2 I ~ -
g = ——senoi - — cos g (1.30)
r r
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3 __ ¢ - o
£ = senai - - cosoj ol k

, , (1.31)

Una vez que se tienen los vectores de la bhase reciproca, se caleulan los componentes del

tensor métrico gi; y gV para el sistema coordenado helicoidal

Gii g gy gl egtg) (4.32)
donde
L B2 Bgn 1 0 0
Gijp T e pory o gwpn | L O p? ) a? g {1.33)
B381 B3B2 838y 0 it 1
y
ghat gle? gyt Lo 0
A O N A e U R (4.34)
phpt et 0 -5

Ya que los elementos que no pertenecen o la dingonal en gij y g son diferentes de cero y
sabicido que el producto punto de los veclores base unitarios no cumple con T condicion do
ortogonalidad, «e puede alirmar, sin Ingae o dudas, que ol sistema coordenado helicoidal no s

ortogonal.

4.2 ECUACION DE CONTINUIDAD Y ECUACION DE MO-
VIMIENTO EN COORDENADAS INELICOIDALES

La primera persona que sugirid el sistema de coordenadas helicoidales fue J. W, Nicholson en
1910 (Wang, 1981), quicn errdneamente penséd que el sisteina ora ortogonal. Para un sistema de
coordenadas ortogonales, v ccuacion de continuidad v las ccnnciones de Navier Stokes pricden
derivarse facibnente, usando simplemente los factores de escala. Dero, para un sistema no

ortoponal, os nocosario hacer uso del andlisis Consorial para derivie dichas cenncioneos,
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La ecuacidn de continuidad y la ecuacion de movimiento expresadas en forma tensorial estan

daclas por:

o' 7
—— =0 4.35
ov Kk if" (1.35)
ovt Ov ? q” or
il J kY _
o +v ((9:17j + {l; j}’u ) P + fH gt (4.36)

donde la derivada covariante en la ecuacion 4.36 es

02,0 Sy , i
; d*u i) O i) o [ ) dv ,
Ve = — - S .
ik Ol Jak Iy dak + k| i g k| ot (4.37)
| J i [ i .
- ———— IY
dxk L Jok)m

y los indices encerrados entre llaves representan el simbolo de Christollel de Ta segunda clase el

cual estd dado por:

{7’ ik} =gl k1 (4.38)

De acuerdo al sistema coordenado utilizado, pueden calcularse los simbolos de Christollel
para cada uno de cllos. Mds adelante se expresan estos simbolos para el sistema coordenado
helicoidal.

En la aplicacion de las ecuaciones en forma tensorial a problemas especificos, los compo-

0

nentes del vector v* son reemplazados por los componentes fisicos v del vector . Eringen

(1967) definié los componentes fisicos ) en relacion con los componentes del vector vt como

o =o'\ f, = (1.39)

donde

Vi = | (1.40)

Sustituyendo los componentes fisicos v} por los componentes del vector v, Ta conacion de
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continmtidad y la cenacion de movimiento quedan expresadas como

% '11(") { 7 } 7»’(k)
Ry (R R PR ey Ry A4l
O \/(/,-,’» ko \/_(71.‘/.: ( )

(7 ) ) (@) ; ¥R 7Ol
o l — b /i . S v = | -+ ] . ’i’:—_: = - *\[{}“‘— o *(2{— (4.12)
ot VUji dar \ S kg N 1 Ol

NN 1 e

donde la derivada covariante es

() R () ! 1 g ol ! it ol
(2 L AR | /= -} CCaTE Ri— 4 il Sl (41,3)
drrdxt \ Jagn L J O v an Ioky oxr \ o
I ) 0 p() { 0 1 + i [
7 k) oet \ g Ak Y i Sk L i
I i l,(m,) 1
Uk {'” ’}> . J
Il siimbolo de Christoflel de la primera clase es:
, U/ dgy Qg Oy
ki) = o 4.44
b il 2 <Ur1:k t O Jua’ (1.44)
Para el sistema coordenado helicoidal se obticne cada componente [ ki) desarrollando
la ecuacion 4.44 para las combinaciones de i, 45 = 1,2,3 y tlomando cn cuenta los valores

obtenidos para los componentes covariauntes (g;;) del tensor métrico, los stinbolos de Christoflel

de Ia primera clase que son diferentes de cero para dicho sistenia son:

(2 2,1 r (1.45)
2,2 = » (4.46)
o2 = (4.47)
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Los sfinbolos de Christoflel de la segunda clase para el sistema coordenado helicoidal se
obticnen de forma similar que los sfmbolos de Christotlel de Ta primera clase, con excepeion de
que se toman en cuenta los valores de los componentes contravariantes (g’-”)(l(‘,l tensor métrico,

siendo diferentes de cero:

= - (1.48)

2 2 1
poeend Pe— (
{1 2} {2 1} ! (1.49)
Desarrollando la ccuacion de continuidad:

I o (o o [ v® 1 pth) | r
oo\ o > " 0x? (f) t o (T/ﬁ) + {] ]} <\/(1|_1> (4.51)
1)(2 ,U(.'i) 9 H(D ) 1 ,U(z)
’ VA ERYFCANERYEL
J 2} < ) ’ (\/1/II> + {Z li} (%:) -4 {3 3J (:/T,:)

donde

g =1, g2 =17 +a?, g3z = 1 (4.52)

y sustituyendo los valores calculados para los simbolos de Christoflel de la segunda clase, Ta

ecuacion se reduce a

a (o 0 p(2) a [ o® I D
ol vl B Bl By B {) (1.h3)
0% il or Vil a2 dat f VI

Haciendo @' = p, a2 = o, 2t = ¢; ol oy

o2 4
oy U )=y, 0tV Vg
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Por 1o tanto, la cenacion de continnidad expresada en coordenadas helicoidales es:

1 d{po 3] U (g
—“(L'*) ‘l e ¥7—77‘“’j I —-— I () (455)
P dp do \/,,2 4 a2 O

Por simplicidad, para desarrollar T eenacion de movimiento primero se expresa el lapla-
ciano en su forma desarrollada y posteriormente se sustitnyen los valores de Tos componentes
covariantes y contravariantes del tensor métrico, obleniéndose:

parai =1, j, k= 1,2,3

] J, o) a 12 4+ a?
i) = [ - a4 () RS e

‘

para i =2, j k=123

(2 | a ¢ 7 a
/gmg ) = /it b [,,‘ + ;)—_.«277‘(2.3 - ;)-5( Y z)) %77-2_” (nf{} (4.57)

parni =3, j,k=1,2,3

g | a P2 et
1/1/!]3:3!1k‘711§(j{£ = [1'( - -3 (.;2) 3 (l (;g -+ ?(:D + '——;, o (:"5)J (4.58)

Desarrollando cada componente 'u(’),,-;c y tomando en cnenta los valores obtenidos para los
simbolos de Christoltel de Ta segunda clase, se obticnen las expresiones para las combinaciones
de Ia derivada covariante:

para i =1, j,h=1,2.3
e ot

(n .
A I e T IR o B
’ Jetoxt oV
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521 ' el Hoh ' ()
o) = ﬁiﬁ — 27-__0—, ”,, . '1‘(),“ - —i 1—~Q SR (1.60)
‘ D2 dn? Ox% \ /1?2 + o? ! O Vil g al?

[ 02,1 ‘ (2) (2)
U(l) 23 — —W() U( ), — 7'—()—, —?i;: — i r v — (461)
- 0x20z3 03 \ /12 + a? 03\ /12 a2

2,,(1) (2)
11(1),82 = '7(—)—:.»—“5 - 7"‘(?7; *‘”Y**’" (4.62)
or3ox ord \ /r2 ¥ o2
a2 (1)
O 46
v Dt (1'()")

parai =2, 7, k=1,2,3

0> o9 [ o v?) IO () ,
" T u 0 '}' - "’_ *’*_'____-_T‘_‘ ‘}“ - —‘-.— __":_f—:; (4.()/1)
Oxtaxt \ /12 2 et \ /272 et \ 2 g2

n 0 IEY [ C)
b \r iyt TR

o)

1

? v(2 2 ovh) ) v(2) o oM
DIQRVES o b e | e | s | (1.65)
0x20x2 \ /r2 5 42 r vl Ox! \ V1?2 4 a2 O r ’

2 2 a..(1 .
o@ o [ [0 ) o0 (L 16)
. Ox20xd \ \id g a? oot Oat \r

e 2 v?) N l(’)’l)(l)- e
v n = - - R— = i -
" Qa0 \ /rZ a2 rooa (1.67)
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’ (g) ()2 ()(2) A 1 .%
v Q== R NS ) (
W a3 NS (,’2) (1.68)

parad=23 7, k=123

3 (()2'1)(3) 2” (‘) ,“(2) () 1 /{)(2) 0 ”(2) )
'l'( ) 1= | ey o T Ty e — — == — e e (4 (i!))
drtort e Oxt \ 42 12 ort \ r 1212 12 2 o2 '

() 9?2 20 gp) | SIS (rt (|)>‘ 170
Vg = ey — ey b e s | .
22 deoe? oy Jut ! Ja? \y (1.70)
02 () o (1 .
S P a9 (2 (L7
e actoet v Ou? s \r '
‘ 24/ (3) PRGN
gy | PO ain )
drsont et
. 324,(3)
o = L (1.73)

Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecnaciones 4.56, 4.57 y 4.58, se obticnen las

expresiones desarrolladas del Taplaciano para ¢ = [, 2,3, siendo:
para 2 = ||
a2, (1) o, (1) ) (2) N1
i (1 % by O Y. v ol
//v_(]| ;_(],")'U(, L). == 154 IO b Nl Y IIOE 21 oy ST T [ o (474)
o Ot 7% Lt et \ V2 gl dr

J o) a | 9% J e
. ’v S — o ,}( l) T Ty CTTTTY LT Y - 7. T Tt T
A Vit at pt | Qo Dt ot el
4 ‘ »(2) v a | %ot () ()
Tod\T T e oot o NZE



12 a? [ 9%
+ 72 Aot

para i = 2,

. S 52 @) Lo o)

M@ a9 [ R .
9 g = M’F”Z{[amuhﬂ (vqi;:ﬁ> "o <VGT122> (4.75)
10 v(?) ’ o (1 o3 I 1 0¥
o\t a ) tai v T a ) TR
1 0? v(2) | 2 Hull) I 0 v(2)

! 12 | Owtdu? \ Vo 4 a2 r On? et \ Vo2 4 a2

g (o a 0 v 1 Juth Jd (1
+s | — — 5 | wTE : = it Sl edll BV
o2\ » r2 | Ox20x \ V12 + a2 roOxt T Oed \

a B (2 N 1 Outh 4 ) a? BE p(2)
T2 | 02002 \ Va2 a2 y Out e Ot "2 1 a?

para 1 =3,

o )2,(H) Q20 O (2) 3 ,(2)
e ki, ® O e O 0 vy O e 0T 476
YV 933G jk v { drlox! v dx' \ Vi 4 a2 ot \ r 32 4 a2 (1.76)

a v(2) } 1 RENC) 2a v | v 0 ((1, 0 }
R~ ——— N N g~ T TN 9 _“7-—,—- 5 v —
2 /12 a2 1% | Ox?0x? ro Ox? Ol Ox? \r v ) '

a | 920 a o) ad (n, (|)> a ‘ RLTCY a o)
T By < — T H — T -~ Ty YTy Ty T T T AT
72 | Ox2023 v O3 ors \r P2 | Quddx? o O

P2 a? | 9%®
L Owtox

De la ecuacion de movimiento

ov® _ o) o [ o0 i vk Vi ;00
e ARVA/TT (el I Bl (RS B . = i g (1.77)
N \/‘;]'jj Al \/f],ji L N \/‘(];‘.]‘. 12 AR

+/9 4 v faig o
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desarrollando para i =1, j,k = 1,2,3, suslituyendo los valores para los siinbolos de Christotfel

de la segunda clase y los componentes covariantes y contravariantes, se obticne

ov(H ,)()u(') nd) duth o2 (3 )()u( 178
+a R e mam— IR C) A A.
N ! VT at e ! Vit a? v et ( )
Lor | g
= 4+ O/ Tp
Expresando los componentes en coordenadas helicoidales:
Iaciendo ot = poa? = o 0t == ¢ ol = L p(2) — )
Qﬁ’ﬁ 4 (2_" Vo ‘1’/1 )y 1 ?Jfgi (4.79)
()(/ ()/) \/"Z - (]2 (98 /)2 v*, ”2 ()(‘
10P 9 1 1o% () . ou
= A-——E "[ .' } 1/ (' ‘)[) -**‘ -3 '-*—2[-) - 2/)—‘(— B — ‘,“ /)""‘ﬁ
P Op dp o pt | do Jo \ Jp? 1 a? ap

J Uy v a | o? vy 0 Uy 3] Ve
—_— ) — 1, — —— - )"** = - T )":*—?
do \" i d ) faene T Pac\ e ) o \! NIRRT
a (')2'1),, J i, | p"’ b (1,7’ (')"u
p? 1000 (?C V2 4 a? p? a2

desarrollando para @ = 2, j, k= 1,2, 3, sustituyendo los valores para los siimbolos de Christoflel

de Ja segunda clase y los componentes covariantes y contravarianios, se oblicno:

ov(® ey 727;*”2 ”(J)()U(” N {)(zi 7 Joth i '1;(3)(‘)”(Ii,,-m(‘ﬂ(;))” (1.80)
ar Ot Vit a da? Ord % o2
V2 T'a’“ 1_ or . or
- 1z arz o + + “\//’2(7 T,

. : : - ) : 34
Haciendo o' = p, a? = o, @t = ¢; ol = ", {8 = el = e

, ' | . L
()”” +/p? 4 a {’ Ay e Y .y.f)_'l’ o

- bl = ey 4.81
)/) \//;3 1 a2 > {or " ¢ / P24 al ( )
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ST [or o 5 , | o :
\//) a1 |0 Jl 5 ( Uy Lo "
e A Y Rl el I e e B
P /)2 li([)(f a ()C -+ f 14 \//) a? d/)z /)2 + 2 P ()/) /ﬂz T a2
+li Yo +_8_ 1____”_”_ +h1__,a_.UL___+}_ _di Yo
pdp p?+a? p \ p/p?+a? pr/pE a2 p? |00\ \/pt a2
+2 v, | 0 Uy . 0 (ﬁ) _a o2 Ve ) 1 1dv,
000 T\ rra) T oo\ 72\ oo\ Jira) oo

a 1 a a? Vs | { oo, l P 4-a2 | 9? Vg 1
Cac \p'" pr |0COo \ \/pt v at) P O PO\t tat )|

desarrollando para i = 3, 4,k = 1,2, 3, sustituyendo los valores para los sfinbolos de Christoflel

de la segunda clase y los componentes covariantes y contravariantes, se obtience:

(3 (3 '(2) (i) S 1716 I P »(2)
oo | [Ln@® o o o 2 @
N Jx \/7 + a’ 7 o iz Vit o al
1 ()l’ a JP - .
B —; [ 7'2 ()I - 7 2 ()I + f(‘) + I/m.qkjv(") NS
Haciendo 2! = p, 2% =0, 2} = ¢; o) = Up, v =, o) = V¢
due I dug U, dug o AT Uy )
— + tv, + — bV — U, 1.83
ot { "op  \/p?+a? Jo p " /p? 4 a? (183)

1 p?+a?dlP a i]: My
T 02 oC Do ¢

QE_EQ(_W )
Op? P Op \/ﬂz_{?
d [a Vg a 1, { ()2’(’c 2a o e d [a
1~Q7ﬁﬁ$“ﬁifﬁﬂ‘pbp“7mﬂW“m(wﬂ
_o [Qﬁg _ady, 8 < ” ["_’ffla _e ‘3”/’} P [f{"‘",’s‘”
p? | dod¢  p ¢  oC\p " p? | O0Coa  p I p? ¢
4.2.1 DISCUSION Y LIMITACIONES

Se han desarrollado In conacion de continidad y T cenacion de Navier-Stokes o lag Lres diree-
ciones correspondicentes para un sistema coordenado no ortogonal: el sistema de coordenadas
helicoidales.

Bl analisis de cada uno de los términos que constitnyen las cenaciones antes mencionadas no
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se incluye aqui. Tampoco se aplican a un problema en particular, lo cual pueda parecer poco
practico, pero se nienciona su posible aplicacion sl problema de o hurbuga que deseribe una
trayectoria helicoidal. Tin realidad, el ohjeltivo de este capitulo es plantoar Ias eenaciones que
se pueden aplicar a fn de deseribiv el comportamicuto de la burbuja cuando asciende a fravés

de un fluido con movimiento helicoidal.



PARTE 11

DESARROLLO EXPERIMENTAL
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CAPITULO 5

SISTEMA EXPERIMENTAL

En este capitulo se describe cada uno de los componentes del sistema experimental diseiiado a
fin de llevar a cabo la reconstruccion bidimensional y tridimensional de la trayectoria de diversas
burbujas de didmetro pequeiio (aproximadamente 0.2 cin), a partir de la determinacion de su
centro de masa. As{ mismo, se describe la metodologia que se signid para su determinacion.
También se describe la metodologia desarrollada para determinar la velocidad de las bur-

bujas de aire y el sistema optoeclectrénico utilizado para lHevar a cabo tales mediciones.

51 ANTECEDENTES

Aunque el objetivo principal de este trabajo no es deseribir la dindmica de la formacion de
una burbuja de aire, es conveniente mencionar algunos de los factores mds importantes que
influyen en ¢l proceso de formacion de ésta, tales como las propicdades del medio que la rodea,
el didmetro del orificio sobre el cual se forma, las condiciones de flujo volumétrico de aire, etc.,
para de esta forma poder situarla dentro del esquema de la trayectoria que deberfa seguir. La
influencia de tales factores en el tamaiio de la burbuja, en particular de las propiedades [isicas
del medio que la rodea, ha sido estudinda por un gran miumero de investigadores (Kumar ef
al.,, 1969; Bhaga y Weber, 1981; Gaddis y Vogelpohl, 1986). Sin embargo existe discrepancia
en los resultados obtenidos y ésto conduce a analizar las condiciones de operaciéon en que seo
obtuvieron.

A continuacion se mencionan dos modelos planteados por Kumar ef al. (1969) y Gaddis y
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Vogelpohl (1986), respectivamente, a modo de introduccidon, a fin de tener una idea wds clara

de lo que representa el mecanisimo de formacion de una burbuja de gas en un liquido.

5.1.1 MODELO DE KUMAR, RAMAKRISHNAN Y KULOOI (1969)

Kumar et al. (1969) propusieron un nodelo basado en un mecanismo que supone dos etapas
en la formacion de In hurbuja de aire bajo condiciones de Hujo constante. La primera elapa
consiste en la expansion de una burbnja cnya base permancee sin desprenderse en la parte
superior de una bouilla (ligara 5.1 a), micentras que en la segunda elapa la base de la huebuja
sc separa del orificio del inyector quedando en contacto con ¢ste por medio de un cuello (ligura

5.1-b). Ambas efapas estdn representadas en la figura 5.1,

NN

N

NN

et

(a) | (b c)

Figura 5.1: Mecanismo propuesto por Kumar et al. para la formacidn de una binbuja: (a) etapa de expansion,

(1) etapa de separacién de la hoguilla del inyector, () etapa de separacidn,

El volumen final de la hurbuja es Ia siuma de los volitmenes correspondientes a cada etopa,

siendo

—_~
[ §
~—

Vie = Vir 1 QU
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donde Vg es el volumen de la burbuja justo antes de desprenderse su base del orificio de la
boquilla y el producto Q1. es el volumen alcanzado durante T segnnda etapa, siendo £, el
ticmpo de separacion y 2 ol flnjo volumétrico de pas.

Para evaluar Vi se pueden considerar dos opciones, dependiendo del flujo volnmétrico de
gas empleado:

1. Cuando se opera con flujos voliumétricos de gas muy pequenios (@@ = 0), of volumen de
la burbuja se puede obtener a partir de nu balance de ferzas entre la fuerza de flotacion y Ia

fuerza de tension superficial (Brodkey, 1995):

2 L
Vis (e = pu)a = (758 ) (e = pg) g = mircosf (& (52)
) (1

donde Vg es el volumen de una burbuja de didmetro equivalente d,, 8 es el dngulo de contacto
en la interfase gas-liquido-sdlido, d,, es ¢l didmetro del orificio del inyector y f (-"flk) es un factor
de forma igual a uno para burbwjas esféricas. Resolviendo para Viz, se obticne la expresion que
predice el volumen de la burbuja al final de la primera etapa:

Vip = wd, o cosl (5.3)

q0¢

donde se ha considerado despreciable la densidad del gas con respecto a la densidad del liguido
y ¢l factor de forma igual a uno.

2. Cuando ¢l flujo volumdétrico es (inito, existen fuerzas asociadas al proceso de expansion
de la burbuja, la cual se expande a una tasa definida, que deben sumarse a la fuerza de flotacion
y la fuerza de tension superficial. Bstas son la fucrza inercial y la fuerza de arrastre viscoso
(fuerza de Stokes). La expresion desarrollada por Kumar el al. estd expresada en forma general

por

Vi A% PR 1oy g Tl (5.4)
;= ~ OV ) ; 5.
’ 1927‘(%)%!/ 2('4’1)%!1 pett ape "

la cual puede reducirse a casos particulares dependiendo de la naturajeza del hiido cireundante.
Por ejemplo, si se considera despreciable la viscosidad del liquido (fip = 0), ¢l segundo término

del lado derecho de la ecuacion se elimina y la ccnacion se reduce al easo de un iido no viscoso



donde predomina el efecto de la tension superficial. Si se considera el flujo volinnétrico despre-
ciable (@ = 0), la ccuacion se reduce al caso de una burbuja de volimen constante (cc. 5.3).

Durante la seginda etapa las fuerzas ascendentes exceden a las fuerzas gne muantiencn a la
burbuja sujeta a la hoquilla del inyector ocasionando que In hurbuja se acelere. Se supone que
Ja burbuja se separa cnando su base ha cnbierto unac distanciaignal al radio (7)) considerado en
el balance de fuerzas para Ia hurbuja. Fisto corresponde may aproximadamente a la condicidn
donde la burbuja ascendente no es alcanzada por Ta siguiente burbuja que estd expandidéndose
cn el inyector, evitinndo asi que abas conlescan.

Bl ntodelo phanteado por Kaamar ef ol o partiv de Ty segunda ley de movimiento de Newton

expresada para cl movimiento de la hurbuja, es el siguicute:

3 A . C 3¢ 2 2
= vy (SN vy PO (e -
= agiarn Y T g ) U gy U (5.5)
donde
96 (1.25) v e
= 1 D 5.6
/ f () (5.6)
t6y

13 = —= 5.7
11Q (5:7)
. omrd, o cosl (5.9)

i AN

Hpel)

) = ‘_21/ o ( 5'9)

VE(5) " pe
A partir de la ccuacidn 5.5 se puede obtener el volumen linal de Ja burbiga, Vie, por prieha
y error. Il valor de rp se calenla del volunen finat de la primera elapa, Vi,
Fn base a los resultdos obtenidos del modelo tedrico de Kumar el al., y haciendo la com-
paracion con los resultsdos experimentales de diversos investigadores, se determina el efecto
que ticne la tension superficial, T viscosidad y Lo densidad en el volnmen de Ta hurbuja, tal y

como se describe a continuacion.



Efecto de la tensién superficial

La fuerza de la tension superficial es uno de los factores que influyen en ol volumen de la harbuja
y .

en ambas etapas de su formacion.

a)

b)

Cuando el flujo volumétrico de gas es muy pequeiio (QQ = 0), ¢l vohunen de la burbnja
depende inicamente de la fuerza de flotacion y Ta Tuerza de Ta tension superficial, como

ya s¢ ha mencionado con anterioridad,

En el caso de liguidos de haja viscosidad, el efecto de Ta tension superficial os dominante
a tasas de flujo bajas pero su inlluencia disininuye en forma continua al incrementar la
tasa de flujo. La tasa de flujo hnalmente alcanza un vador donde el ofecto de o tengion
superficial se puede considerar despreciable. Por encimna de este valor, independientemente
del valor de Ia tension superficial y ain para diferentes liquidos, el volnmen de Ta hurbuja

serd siempre ol mismo para una tasa de flujo dada.

Para liquidos muy viscosos el efecto de a fucrza de Ta tension superficial es muy pequenio.
La tasa de finjo ala cual el efecto de o tension superficial es despreciable; es mds pequeia,

comparada con el caso de liquidos no viscosos.

Efecto de la viscosidad

a)

Un incremento en la viscosidad anmenta ol tanmadfio de Ta burbuja. Para Hgnidos ny
viscosos predomina el arrastre viscoso y el volumen de la burbuja se ve influenciado por

la viscosidad. 181 efecto es despreciable cnando Tas tasas de fhijo son hajas,
Il efecto de Ta viscosidad es grande a tasas de flujo altas, y

su efecto es grande para ligidos de baja tension superficial y orificios de didgmetro

pequeiio.

Efecto de la densidad

De Ia ecuacion 5.4 se observa que ciando @y jep son pequedios solo permaneee el dltimo término

del lndo derecho de Ta cctncion y el vohumen de Ta harbaja disminuye al aumentar In densidad,
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Por otro lado, cuando @ es grande y 10 es peqnefio los llimos dos términos del lado derecho de
la ecuacion 5.4 son despreciables cuando se usan otilicios cuyos didmetros sean muy pequefios.
En este caso, el volunen de la burbuja es independiente de la densidad del liquido.  Para
l{iquidos de baja densidad y diametros de orificio pequefios, la densidad del lquido no influye en
el volunen de la burbuja cnando Ia tasa de flujo es alta. En el caso de liquidos mmy viscosos,
cuando el difiimetro de loz orilicios es pequenao, ol primer y tercer Lérminos del Tado dorechao de
la ecuacion 5.4 se desprecian y nuevamente el volumen de la burbuja disminuye al aumentar la
densidad del Hquido. Tn base a ésto, Ia densidad puede o no influir en el volumen de Ia hurbuja.

Cuando el didmetro de orificio es pequeiio, la tensién superficial reduce su importancia y
para liquidos nimy viscosos, el efecto de o tension superficial es despreciable comparado con el

arrastre viscoso.

5.1.2 MODELO DE GADDIS Y VOGELPOHL (1986)

Bl modelo analitico desarrollado por Gaddis y Vogelpohl (1986) predice el dismetro de la
burbuja cuando ésta se separa de la hoquilla del inyector, en liquidos estdticos bajo condiciones
de fnjo volumétrico constante. FEste modelo corresponde a la segunda etapa del mecanisimo
de formacion de una burbuja propuesto por Knmar et al., sélo que en éste se incluye la fucrza
debida a la presion, [,

La figura 5.2 representa el modelo geométiico para la burbuja que se expande debido al
flujo de gas y que todavia perinanece sujeta a la hoquilla del inyector por medio de un cuello.
Ademas, se indican las dilerentes fuerzas que se cjercen sobre ella, lag cuales se clasilican on
volumétricas y superficiales.

Las fuerzas volumdiricas o de ascenso que actiian sobre la burbuja son:

Fuerza de flotacion, I

La expresion que representa esta fuerza esta dada por:

[, = Tflf (pe - py) (h.10)
; ‘



donde d, es el didmetro de una esfera de volumen equivalente. Esta ecuacion implica que la
presién del gas p, es ignal a la presion del Hguido pe en un plano localizado en la base de la

burbuja.

AAA

F b Fp FmF.v Frl 14i /

Vv
b4

Figura 5.2: Modelo geomdétrico de una burbuja esférica sujela a la boquilla del inyector a través de un cucllo
cilindrico.
Fuerza ejercida por la presién, [, :

Ya que pg > pe, debido a que Ia hurbuja se estA expandiendo contra la presion ejercida por o
liquido en su superficie, en el balance de fuerzas debe incluirse la fuerza ejercida por la presion,

dada por

, o
Iy = i (py = o) (5.11)

donde d,, es el didmetro de la boquilla del inyector.
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Fuerza debida al movimiento del gas, F,, :

Esta fuerza resulta de la energin cinélica del gas que se estd inyectando al interior de la bur-
buja. Suponiendo que esta fuerza (inercial) se cjerce en Ia base de la burbuja, su expresion
pricde obtenerse a partiv del producto entre Ta presion dindmica del gas v ol drea de la seccion
transversal del orificio del inyector:

. oy 9
! — p o
[711. ”ln/)y“ﬂ (1)12)

4
donde v, es la velocidad del gas que fluye a través del inyeetor. Sin embargo, esta fnerza es
poqirena y pucde ipnorarse exceplo a altas presiones y adGas Casass de Tajo de poas,

Las Muerzas superficiales que actdan sobre Ia burbuja en contraposicion a las Nierzas ascen-

dentes o volumétricas son:

Fuerza ejercida por la tensidn superficial, 17 ¢

Durante la etapa de expansion de fa burbuja, ésta permanccee adherida o lacorilla interna de In
boquilla del inyector. La fuerza de esta adhesion depende de la tension superficial entre la fase
gaseosa y la fase Haquida y del didietro del orificio. Por lo tauto, Ta expresion para esta (erza

estéd dada por:

I, =nd, o (5.13)

la cual expresa ¢l producto cntre la cirennferencia del orificio y 1a tension superficial entre las

dos [ases.

Fuerza de arrastre, I} :

Conforme la burbuja se expande sisuperficie se adeja de L hoguilla del inyector. Iiste movimiento
ocasiona una corriente del Hgnido circundante abrededor de su superficie; provocando o arras-
tre por [riccion que astia en contra de la separacion de v burbuja del orificio del inyector. La

expresion analiticn expresada para fa burbnja estd dada por:



T 2
Iy =~ d*Cp=" (5.14)
)
la cual representa cl producto entre el drea mdxima proyectada de la burbuja perpendicular a
la corriente libre del liguido, el cocficiente de arrastre y la presion dindmica de Ia fase liquida
contra la parte frontal de la burbuja.
A bajos ntimeros de Reynolds (Rey, < 0.1), ¢l arrastre total sobre unaesfera es debido

principalmente a las fucrzas viscosas, y cl coeliciente de arrastre esta dado por

A altos niuneros de Reynolds (Reb > 1()3), el arrastre total es debido principalmente a la
resistencia de forma. Bl cocficiente de arrastre para una esfora salida tiene i valor aproximado
de 0.4, valido en el rango 1 x 103 < Rep < 2 x 10%: para una burbuja grande que asciende
libremente en un liquido no viscoso, es de alrededor de 2.6, Tste valor del cocficiente de
arrastre para burbujas grandes se debe a que la forma de la burbuja (irregularmente aplanada)
estd cambiando continnamente durante su ascenso. Los dos argnmentos anteriores sirven: de
base para suponer que cl cocliciente de arrastre durante la etapa de Tormacion de burbujas
grandes, estd en el rango de 0.4 < Cp < 2.6. Suponiendo que el cocficiente de arrastre es la
unidad para burbujas a altos nimeros de Reynolds y snperponiendo los coclicientes de arrastre
para ambos regimenes se oblicne

24

p=—=— 4 1 5.16
Cp e (5.16)

cl cual cubre todo el intervalo de Rey,.
Suponiendo que la velocidad Uy, en la ccuacion 5.14 puede representarse por la velocidad

promedio durante el periodo de formacion de Ia burbuja, se obticne

y4

([, T e
, 1y

—_
It
_—
-1

~—

donde z es el desplazamiento del centro de la burbuja medido a partir de la boqguilla del inycctor

en la ctapa de separacion, y £y, es el ticmpo de formacion de Ta burbuja.
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Hacieudo

e ’ l
2= = 4 o8, 5 18
5 : (6.18)

donde s, cs la longitud del cuello en el momento en el que se suelta la burbnja.
A partir de observaciones experimentales, Ritbiger (1984) desarrolld una velacion empfrica

para calcwdar el valor de s, dada por

So= (5.19)

Suponiendo que Ja cenacion 5.19 se aplica en todos los casos, se sustituye en b conacion

5.18 y se obticne

Vo) ,
fy = = ot : (5.21)

donde V oes el volunsen final de fo hurbuja en la elapa de separacion y (0 es 1o tasa de Hujo
volumélrico de gas a través de la boquilla del inyector.

Sustituyendo las ecuaciones 5.20 y 0.21 en la ccuacidn 5.17 se obtienc

9¢) r o
Uy = 5 (5.22)
y Lo Tuerza de arrastre se reduce o
L 2T 8lpe)?
o “,/LC,J, T L,,,,/)f,‘?.- (5.23)

2, 322

Fuerza inercial, I :

Bl volumen de la burbuja se incrementa durante Ia etapa de separacion y debido o que fa fuerza
de flotacion se incrementa continuamente, Ia bhurbuja se acelera hasta alcanzar ¢l prunto de

separacion. La fucrza inercial estd expresacda por
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I = (pgV -+ peVe) ay (5.24)

donde V; es el volumen de liquido asociado con el movimiento de la burbuja y ay, es la aceleracion
de ésta. I5n base a las consideraciones tedricas del movimiento de fnidos no viscosos (Milne

Thomson, 1949), ¢l volumen del liquido estia representado por

H

T e

V (5.25)

Suponiendo que la aceleracion en el momento de la separacion de la burbuja cstid represen-
tada por
(]b

= -2 (5.26)
th

y retomando las ecuaciones 5.21, 5.22 y 5.25, se obtiene la expresidn para la fuerza inercial dada

por

99 9 p,\ peQ)?
1711 jray —_— e — _]— r’“
' (:m i ,)f) 12 (5.27)

Haciendo ¢l halance de fuerzas en ol momento de la etapa de separacion de acnerdo con la
fligura 5.2, se obticne:
14‘() -+ 1';71, = 1"5 |- 1':[, {- ]"1 (528)

y sustituyendo las respectivas expresiones para cada fuerza, se obtiene

: Lo
[.‘ — |q U r DY
o | h | oz (5.29)
donde S, L y T son constantes dadas por
O, We
S = ' - — 5.30
(Pe~pg) g 4 ( )



81/!{(2
I/ T e r':
s (/](' - /)q) (/ ( ) ;1)

135 27p, PeQ?
T - —— {- Z_ra S r...,L
<4ﬂi szr) (pe =)y (5-32)

b’

Ay gt 6 2
W — Dty 16040 (5.33)

o wédo

Cuando es posible despreciar la densidad del gas comparada con la densidad del guido

(pg < pe), pueden hacerse las signientes aproximaciones:

Od,, o
S = - (5.34)
qpe
81j1e()

----- e 5.3
ngre (5:35)
135¢)?

T : n.36
4,{‘2” ( o)

37
We o) (H.47)

Un caso especial de la ecuacidn 5.29 puede derivarse cuandoe of didmetro de la burbuja
cn la elapa de la separacion es controlado por Ia tensidn superficial, es deciv, cuando el flujo
volumdtrico de aire es muy hajo (Q = 0). TTaciendo @ = 0 en la ecuacion 529 y despreciando

la densidiul del gas, se obticne

{
Py
i - (9‘,:”) ’ (5.38)

are

3

Ta cual coincide con In ecuacidn 5.2 haciendo 0 == 0 v Vy; = i
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5.2 DISENO DEL EQUIPO EXPERIMENTAL

0l sistema montado para Hovaa o cabo los experimentos consta principalmente de un inyector
de aire y un contenedor rectangular al que llamaremos pecera. El inyector estd centrado en
el fondo de la pecera en posicién vertical. Se abre la valvula de la toma principal de aire
del laboratorio y mediante una vilvula de agnja de regulacion fina se mantiene un flujo muy
bajo (Q = 0), a fin de poder generar una sola hurbuja. Posteriorimente y mediante el uso de
dos cdunaras de video, sc filiman dos vistas ortogonales de la pecera; usando una tacjeta de
adquisicidn de imdgenes se hace la captura de dstas y se procesan a lin de poder determinar ¢l
centro de masa de la burbuja, cuadro por cuadro, y se reconstruye la trayectoria tridimensional
de la burbuja.

El sistema experimental estd representado esquemdticamente en la figura 5.3.

espejo a 45° ‘
computadora

: }

~— flujo de aire

burbuja - 0 \

] ] ' videocamara 1
inyector — - .

G >

pecera videocimara 2

Figura 5.3: Sistema experimental

5.2.1 PECERA

Se constriyd una pecera que cnenta con vidrios transparentes en sus cualro earas y uno en la
parte inferior; el espesor de los vidrios es de 9 mm. Bn la parte superior se ha colocado un
espejo con un angulo de inclinacion de 450, e cual permite la observacion del moviniento de
las burbujas a partir de una vista superior.

Las dimensiones de Ja pecera son 80 e de ancho, 80 cm de largo y 60 e de altura, B

disefio de la pecera se lLizo en base a los cdlculos realizados para determinar la distancia a la
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cual se pueden despreciar los efectos de la pared v la distancia o la cual la burbuja alcanza su
velocidad terminal (Bird et al., 1987; Brodkey, 1995).

Supongase e una esfera de radio R desciende a través de un fliido estacionario de viscosi-
dad jip con una velocidad terminal Uy, Se requicre determinar la distancia horizontal desde 1a
esfera, en un plano perpendicnlar a la direccion de eaida, donde Ta velocidad del fluido sea 0.01

veees 1o velocidaed Himite de Ta esfera. Tomando Ta conacion 4.2 13 de Bird ef ol (1987) dada

por
i~ 3 ( ]f‘) RN
el I B SR I (R senf) 5.39
U i) Al SeN (h.39)
Para
s Ug
)= — — = (}.9¢ 5.
; v o =099 (5.40)
y haciendo
R
— & 1
,
la ccuacion se reduce o
r= S p—n (5.41)
0.04 ' T

donde se ha despreciado el término ciibico. Entonces, la ecuacién expresa el hecho de que
aproximadamente a 75 radios de la esfera la velocidad del fluido reduce su efecto un 99%. Por
lo tanto, si el didmoetro de laesfera que se genera es de aproximadamente 1 em, I distancia a
la cual se pueden despreciar los efectos de pared serit de aproximadamente 40 e a partiv del

centro de la pecera.

5.2.2 INYECTOR

Existe gran variedad de dispositivos diseiiados exclisivamente para generar burbujas de gas
en diferentes condiciones de operacion. Sin embargo, el dispositivo comtinmente empleado en

la. mayorfa de Jas investigaciones experimentales para generar bhurbijas consisle en un tubo
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cilindrico de corta longitud sumergido en forma vertical.  Ambos extremos sou planos y lo
atraviesa un orilicio cuyo didmetro estda representado por d,,.

151 inyector de aire diseiiado en el presente estudio, os un tubo cilindrico (e se cncuentra
fijo en el interior de un tubo de cobre. st hecho de un material no mojante (teflon) cuyo
extremo superior, a diferencia de los cominmente usados, cuenta con una perforacion a 72° a
partir de un cje horizontal. La figura 5.4 muestra las caracteristicas de este inyeclor.

La perforacién a 72° resulta al tomar en cuenta el dngulo de contacto entre las tres [ases
(teflén - aire-agna), el cual es de 108°, y considerar Ja manera en que la burbuja se forma en la

boquilla del inyector.

I

720

A

NN\

N\

Tubo cilindrico

» S
de teflon

NN

6 cm

N

lag———————— Tubo dc cobre

NN

Ilujo de anre

Figura 5.4: Corle longitudinal del inyector

La fignra 5.5 muestra las distintas ctapas del proceso de formacion de kv horbujaen el
inyector. Inicialmente, a diferencia de lo que sucede en los inyectores cuyo extreno superior es
plano (ver figura 5.1), ol aire asciende en ol orificio del inyector de tal forma que Ta interfase
gas—lfquido se mantiene plana (ctapas 1y 2). Posterioriente, la burbuja empicza a formarse

manteniéndose snjeta a las paredes de teflon durante su crecimiento, siendo la superficie de
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coutacto horizontal con la pared (ctapas 3, 4 y 5). Tl tamano de la burbuja se incrementa
rapidamente hasta (e se suelta del inyector, justo cuando las fierzas voliundiricas exceden a

las fuerzas superficiales, y asciende sujeta a lag propiedades del medio que Ia rodea (etapa 6).

(3 (4) (5) (0)
»

/7 AV :
(1) 2)

Figura 550 Modelo que representa la generacion de la b buja en el inyector (a0 e} y su partida (1),

Ya que nucestro propdsito no es desarrollar un modelo tedrico que deseriba la formacion de
la hurbuja en el inyector, solo semencionan las fuerzas volumdtricas y superticiales como tales,
sin hacer an andlisis minnciosos Un andlisis detallado de estas fuerzas se dio en Inoseccidn 5.1,
a través de los inodelos desarrollados por [Kumar ef al. v Gaddis vy Vogelpoll.

Ll volumen inicial de la burbuja se determind o partic de la ilimacion de una secuencia de
burbujas generadas en un intervalo de ftiempo de 10 segnndos entre burbujay burbujag el flujo
de aire se mantuvo constante.  Las imdgenes asi oblenidas se procesaron v se deterinind su
volumen a partiv de la medicidn de los didmelros Torizontal y vertieal para eada hurbuja.

La medicion de estos difunetros aeojd nn o vador de 086 001 e parac eadae burbuja, Fsto
se logrd gracias a que [a forma de la burbnja es eslérica justo cuando se suelta del inyector y
permancce asi una corta distancia (aproximadamente 2 cn) para posteriormente deformarse
debido a la influcncia del medio que Ta rodeas B I figura 5.7 se muestran fas imagenes de
sois de estas hurbujas o las gue se determind snovolumen inicial, yoo que conlorme In burbuja
asciende su superficie se expande debido a Ja disminucion de Ia presion hidrostatica, con el

consigniente awmento de su vohnen.
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(3) (4

(%) (6)

Figura 5.7: Imégenes de seis burbujas generadas utilizando el inyector mencionado, donde se observa su forma

esférica.
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IEl valor obtenido para el didmetro permite seiialar que el volumen de la burbuja es constante
cuando el {lujo voluétrico de gas es bajo, tal v como estd seialado en forma cualitativa en
la figura 5.8. &l volwnen calenlado a partir del disinetro medido es de 0.33 cm?. F] hecho de
que el volumen de Ia burbuja permanczca constante en cada evento es de suma importancia ya
que permite la reproducibilidad del fendmeno. Sin embargo, una desventaja de este inycctor
surge de la falta de expresiones analiticas desarrollas para cl caleulo del volumen tedrico de
una burbuja en funcidn de Ias carncterfsticas fisicas del inyector, lo cual hace imposible la
comparacion de los volimenes caleulados experimentalimente con Jos caleulados a partir de una
oxpresion analitica.

Dependiendo de la rapidez de flujo de gas, la formacidn de la burbuja puede clasificarse
en tres regiones diferenies (Brodkey, 1995) representadas en forma cualitativa en la figura 5.8.
Cuando Ia tasa de [lujo es muy baja (¢ = 0), el volumen de la burbuja permanece esencialmente
coustante para un didmetro de orificio dado y por lo tanto la frecuencia de produccién de
burbujas es proporcional a la tasa de flujo de gas. Este tipo de formacién corresponde a la

Hamada bhurbuja estdtica o de voliimen coustante,

Volumen de ifecto de incrementar ¢l

; Yyipde volumen de fa cAmara .
Ia burbuja | Area de coalescencia,

| ruplura y atomizacion

B

Volumen constanie o lFrecuencia aproxi- ‘
c

cstatico imadamente constan
; ]

-

!

Rapidez de {lujo de gas ——pp

IPigura 5.8: Volumen de a burbuja como una funcidén de la tasa de flujo de gas.

Al incrementar el (njo de gas la formacién de la burbuja atraviesa por una region de
transicion, la frecuencia se estabiliza en un valor constante y ol volumen se incrementa en
proporcion a la tapidez de (ujo de gns. Bste segundo tipo corresponde a la Hamada burbuja de

frecuencin constante, A mayores tasas de (ujo, ocurren los fendmenos de coalescencia v ruptura
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de Tas burbujas; estas son la condiciones de operacion de la mayorfa de los equipos industriales.

5.3 DIGITALIZACIONY PROCESAMIENTO DE IMAGENES

La captura de imdagenes se llevd a cabo utilizando dos cdmaras de video colocadas en dos vistas
ortogonales, a fin de poder tener dos referencing de o trayectoria de ascenso de fa burbuja. Por
ejemplo, si fijamos un sistema de coordenadas cartesianas en una de las esquinas e la pecera,
y s¢ coloca una camara de video en Tacara frontal y L segunda en vna de fas carns Inderndes,
se tendrd un cje conmin para ambas vistas y dos ejes distintos. Es decir, st el eje comin es z,
una cdmara filma sobre el plano x — z y la segunda filina sobre ¢l plano y — 2.

Meadiante nn sistema de ilminacion adecnado se Togrd Ly captura de un conjunto de burbu-
jas, con intervalos de ticnmpo cortos entre cada tna pero tratando, en Inomedida de To posible,
de mantener el Hquido en condiciones estaticas al generar cada una de ellas y evitar que Ias
perturbaciones generadas en el fluido por el ascenso de una burbuja, afecten la trayectoria de
ascenso de la siguicnte burbuja.

Como medio liquido se utilizé agua desionizada a fin de trabajar en condiciones de extrema
pureza y cvitar, en la medida de lo posible, el clecto que sobre fa trayectoria de la burbuja
pudieran tener contaminantes, agentes tensoactivos, obstaculos que desviaran a la burbuja de

sit trayectoria, ete.

5.3.1 CALIBRACION DIE LAS VIDEOCAMARAS

La calibracion de las videocdmaras es una necesidad ne surge debido a la diicultad que se pre-
senta cuando se requiere que dos o mds videocamaras filmen un cuadro de referencia que tenga.
las mismas dimensiones y la misma resolucion en cada una de ellas. Esta dificultad se presenta
sobretodo si se utilizan videocimaras de diferente marea comercial ya que las earactorsticas
pucden diferir, tales como el enfogne, las lineas de resolucion, ol didmetro del lente, ete.
Supongamos que una csfera estd suspendida en ef interior de la pecera y se requiere determi-
nar las coordenadas de su centro geométrico en ambos planos, de tal forma que Jas coordenadas
correspondan exactamente en ambos planos. Ya que ol objeto suspendido es una esfera, Ia

proyeccion en cada plano es un cirenlo y Ias coordenadas del contro peomdirico corresponderfan
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al centro de cada circulo. Si fucra posible lograr que las coordenadas coincidan en cada plano,
se tendrfan las dos videocdmaras colocadas a la misma distancia y con la misma resolucidn.
Sin ctbargo, lograr lo aunterior es muy dificil. Una forina de evitar esta dificultad os fijar un
punto comnin en ainbos planos (el centro georétrico de la esfera por ejemplo) no importando la
resolucion de las videocamaras y la distancia a la cual estén colocadas cada una de ellas, tomar
este punto como el origen de un sistenma cartesiano en cada plano y a partir de dsbe determinar
las distancias correspondientes al centro de masa de la burbuja en cada una de sus posiciones.

Ahora, supdngase que un cilindro de altira 5 esta suspendido en el interior de In pecera
en posicion vertical. Se obticne ina imagen del cilindro de cada videocamara y se procesan a
fin de deferminar la altura del cilindro expresada en pixeles, para cada plano correspondiente.
Una vez que se ha logrado lo anterior; se tiene [a relacion de Ta altura del cilindro expresada en
unidades de longitud v su correspondiente valor en pixeles para cada plano. Bsto permite hacer
un escalamiento de lag distancias del centro de masa de la burbuja al origen del sistema de
coordenadas, expresadas ahiora en unidades de loogitud. Esto se debe realizar, ya que el valor
correspondiente en pixeles de la altura del eilindro para cada plano; no es constante debido a

L resolucion de cada videocamara.

5.3.2 CAPTURA Y PROCESAMIENTO DF LAS IMAGENIS

Las dos videocdmaras estdan concctadas a una tarjeta de adguisicion de imagenes modelo DT
3155 cuya capacidad de captura es de 30 cnadros por segundo. Una caracteristica adicional de
esta tarjeta es que cuenta con enfradas hasta para cuatro videocdmaras, siendo la captura de
cuadros en forma allernada secuiencial,

Anteriormente se menciond que en los experiizentos realizados solo se utilizaron dos video-
camaras las cuales estaban conectadas ala PCL por lo que se obtienen 15 cuadros por segundo
por cada videocaniara. Por lo tanto, lag posiciones de Ta trayectoria de Ia hurhuja se encuentran
desfasadas 2/30 seg en cada plano.

Las imagenes obtenidas en formato bmp (bitmap pictire) se procesaron a fin de determinar
¢l centro de masa de la burbuja en cada mna de sus posiciones. Lo anterior se realizd desarro-
Hando un programa utilizando el pagnete MatLah para Windows versidn 4.0, of enal incluye el

moédulo Toolbox para procesamiento de imdgenes. Bl centro de masa de Ta hurbuja se obtiene
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a partir del contorno de To misma.
151 contorno de Ia burbuja en una imagen plana estd formado por los pares de coordenadas

(5, 1:). La media aribmética de todos los valores de las coordenadas @y,

T o= (5.42)
v Inomedia aribmctica de Lodos los valores de fas coovdenadas 14,
= Vi .
= =l (5.3

donde 1 es ol mimero de puntos que constituyen el contorno, representan el par de coordenaclas
(7, %) que corresponden al centro de mnsa de la burbuja. Tisto se aplica a cada una de las
imdgenes que representan la trayectoria de la burbuja y se obtienen los puntos para cada unn
de sus posiciones, e al ser graficados describen la trayectoria que siguid la burbuja durante
nna parte de snoascenso en la pecera.

Sise elige Ta vista [rontal de la pecera como el plano @ — 2 y 1a vista laleral derecha como
el cje y — 2, donde se ha clegida por conveniencia el e 2z comiin en ambos planos, se licne
entonces por un lado las coordenndas (2, 2) del centro de masa de la burbuja, v por olro lado
las coordenadas (y,2). Ya que el sje comnin a ambos planoes es la coordenada z, se tiene la
altira de la burbuja para fos tlempos /30, 2/30, 3/30 seq, ... Sin embargo, esto no sucede
con las coordenadas a vy 1. 50 ol plano @ — 2z se Lendifan las posiciones de la coordenada @
para los Hempos §/300 3/300 5/30 seq, ... .y en ol plano y — 2 se Lendifan las posiciones de la
coordenada 1 para los tiempos 2/30, 4/30, 6/30 seqg, ...

Siendo el propdsito principal In reconstruccion tridimensional de Ia trayectoria de la burbuja,
se tecuiere conocer las coordenadas (a0, 2) para cada una de las posiciones de la hlnbn\]a,. Una
forma e obtener ITas coordenadas (altantes para los Liempos correspondientes, es promediar
cntre dos valores conocidos y extiapolar en los valores extramos. Otra forma consiste en graficar

los puntos para el plano @ — 2, ableniéndose la curva que describe la trayectoria de la burbija

en ose plano. Por olro lado, en el plano i — 2z se conocen las alturas que corresponden a los

a
tietpos que faltan en el plano = — 2. Sobre Ia enrva e describe la trayectoria e uin plano se

puede obtever el valoy aproximado de cada nuna de las coordenadas desconocidas.
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5.4 MEDICION DE LA VELOCIDAD DIE LAS BURBUJAS

La medicidn de la velocidad contribuye a complementar las caracteristicas de forma y movimiento
as burbujas. Para s determinacion se implementd el sistema optoelectvénico descrito en la
fipura 5.9, Los resultados oblenidos experimentalmente por medio de este sistema se com-
paran con las velocidades terminales para burbujas de ignal didmetro obtenidas por medio de

correlaciones tedricas desarvolladas por diversos investigadores.

I. digdoes laser

2. lente bicouvexa

3. burbujn

4. rayos de luz paralelos
5. lente convergente

6. sensor de infrarrojo
7. oscilader

8. osciloscopio

FFigura 5.9: Descripcién del sistema aptoclectranico wtilizade para mediz Ia velocidad teuminal de la burbuja.

s importante mencionar que a pesar de que existen varios articulos que presentan los
resultados de la medicion de la velocidad terminal para un amplio rango de tamafios de burbuja,
poco se dice sobre ol wétodo criplendo para su determinacién. Tu este trabajo, se describe
ampliamente In mctodolog{a desarrollada, que aungue fue aplicada a i solo tamaiio de burbuja,

los resultados obtenidos fueron relativaamente buenos.
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5.4.1 DISENO DEL SISTEMA OPTOELECTRONICO

En un extremo de la pecera se colocaron dos diddos laser de luz infrarroja, cuya longitud de
onda es de 660-680 nm, y medianle un arreglo de lentes se generarou dos planos paralelos
separados 1 cm de distancia, los cuales atraviesan la pecera de extremo a extremo. En el otro
extremo se recibe la sciial que ha sido perturbada por el paso de la hurbuja, actuando como
receptores dos scnsores de infrarrojo. La informacion recibida en estos sensores se envin a un
oscilador que produce sefales de onda cuadrada Ias cuales se envian a un osciloscopio, donde
se registran las perturbaciones por medio de dos sefiales, una para cada rayo de lus.

Las medicioues se iniciaron de la boquilla del inycctor. Posteriormente, se desplazaron los
rayos de luz hacia arriba un centimetro a la vez y se midieron los tiempos que dura la interaccion
de los planos de luz con la burbuja. Esto se hizo mediante un sistema de grabacion de la senal
del osciloscopio en una pelienla de video y s andlisis posterior. Sin embargo, hay mejores
maneras de hacerlo con una tarjeta de adquisicion de datos, la cual no estuvo disponible para
estos experimentos.

Los tiempos de las caidas de voltaje en ¢l osciloscopio se midicron tomando como tiempo
inicial Ta cafda de La primera seiial enando T burbuja atraviesa ol primer plano de Inz (figura
5.0 w) vy como tiempo final Taeafda de Lo sepnnda seiind justo cuando T barbuda atraviesa ol
segimdo plano (figura 5.10-b). Entonces, se ticne el tiempo transcurrido cnando la burbuja

recorrid 1 cm.

(a) (b)

Figura 5.10: Caidas de voltaje registradas en el osciloscopio cuando la burbuja atraviesa: a) el primer plano de

Iz y b) el seprmdo plano de oz,
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Utilizando una caAmara de video se filmd la secuencia de caidas de voltajes dejando pasar 30
burbujas de didmetro aproximadamente constante para cada evento, a fin de tener un promedio

de la rapidez de la burbuja para cada centimetro. Aplicando la relacién:

Az
At

U=

(5.44)

donde Az siempre es igual a 1 cm, se determind la rapidez promedio de la burbuja. El tiempo
At se determiné contando el nimero de cuadros empleados para registrar las caidas de voltaje
cuando la burbuja atraviesa los dos planos de luz. Se obtiene el nimero de cuadros empleados
para cada burbuja v se obtiene el nimero de cuadros promedio. El conteo se realizé utilizando
una videocasetera S-VHS, con la cual es posible ir pasando cuadro por cuadro manualmente
v sabiendo que su rapidez de captura es de 60 cuadros por segundo, a partir de esta relacién
se determina el tiempo promedio para las 50 burbujas. De esta forma se calcula la velocidad
promedio para cada centimetro de altura.

Debido a que séi- se cuenta con una videocasetera cuya velocidad es de 60 cuadros por
segundo. podemos pensar que la desviacion del valor experimental con respecto al valor tedrico.
puede ser atribuido a :a imprecisién en el nimero de cuadros correspondientes para cada evento.
es decir. no se puede afirmar que el ndmero real de cuadros por evento sean numeros enteros.
por ejernplo, exactamente 3. debido a que las variaciones en el nimero de cuadros (1.1-1.9 6
2.1-2.9) cuando la burbuja atraviesa el rayo de luz, quedan incluidas en un solo cuadro. Este
problema podria resolverse si se contara con una videocasetera que permitiera procesar un

mayor rimero de cuzdros por segundo.



CAPITULO 6

DESARROLLO EXPERIMENTAL
Y ANALISIS DE RESULTADOS

6.1 MEDICION DE LA VELOCIDAD DE UNA BURBUJA
INDIVIDUAL

La Tabla 6.1 resume las caracteristicas de forma y movimiento de burbujas de aire que ascienden
en agua, con respecto al didmetro equivalente de éstas. Aunque se cuenta con mucha informacién
al respecto, aun no se ha generalizado ya que existen discrepancias entre las observaciones
experimentales llevadas a cabo por diversos investigadores.

Esta tabla serd de urilidad para poder seleccionar el tamafno de burbuja que presente las
caracteristicas deseadas en el presente estudio, es decir, que la trayectoria o movimiento que
describa durante su ascenso a través del agua de la pecera sea helicoidal. En este punto cabe
agregar, que al inicio de este estudio no se contaba con la tabla anteriormente mencionada. En-
tonces se pensoé en disefiar diversos inyectores de aire (hechos de materiales diferentes: tefién,
bronce y acrilico) que generaran el tamafio de burbuja requerido para llevar a cabo los experi-
men:os. Afortunadamente, mediante la revisién bibliografica se localizo la tabla que sirvié para
delimitar el entorno requerido para los andlisis posteriores.

TUna vez conocido el rango de didmetros de burbujas para el cual se ha observado que éstas

describen trayectorias helicoidales, se generaron burbujas de diferentes tamafos v se midieron
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NUMERO DE
REGION | DPIAMETRO REYNOLDS DESCRIPCION
EQUIVALENTE Rey — Lelmote
, [
1 d. < 0.08 Rey < 70 burbujas esféricas,
trayectoria rectilinea
2 0.08 < d. < 0.124 70 < Rep < 400 burbujas esféricas,
trayectoria rectilinea
| 3 0.124 < d, < 0.154 || 400 < Rep < 500 oblato esferoidal,
{ | movimiento rectilineo
;[ 4 0.152 < d, <048 | 500 < Rey < 1100 oblato esferoidal,
| L movimiento helicoidal
| 5 0.45 <d. <0.70 || 1100 < Rey < 1600 ||  oblato esferoidal irregular,
movimiento casi rectilineo
E ] I transicién de oblato esferoidal
6 0.70 < de < 1.76 1| 1600 < Rep < 5000 .
a casquete esférico,
| movimiento casi rectilineo
- £>17 | Rey>3000 | casquete esférico,
i f movimiento rectilineo

Tabla 6.1: Comportamiento de burbujas de aire que ascienden en agua (Tabla tomada de Lindt.
1972)
sus didmetros equivalzntes, respectivamente. Posteriormente, se determiné la velocidad prome-
dio de estas burbujas mediante el sisterna optoelectrénico descrito anteriormente, iniciando las
mediciones a partir ¢z la boquilla del invector v terminando 10 cm por arriba de éste. Cabe
seflalar que por cada ‘entimetro se midieron las caidas de voltaje para 50 burbujas.
("onocidos el diazeatro equivalente promedio v la velocidad promedio de cada tamafio de
burbuja. se puede ca zular el pardmetro adimensional comunmente empleado para determinar
las caracteristicas de ‘orma y movimiento de las burbujas y el cual estd indicado en la Tabla

6.1: el mimero de Rexmnolds para la burbuja (Res).

6.1.1 MEDICION DE DIAMETROS EQUIVALENTES PROMEDIO

El didmretro equivalerze de estas burbujas se determind de igual forma que para las burbujas

mostracas en el capizulo anterior. Se generaron cuatro tamanos de burbuja (de ~ 0.19, 0.51,
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0.73 y 0.86 cm) y se midieron sus didmetros horizontal y vertical (ver figura 6.1) tomando a la
burbuja justo cuando sale del inyector. Se observé que los tres primeros tamanos de burbuja
adquieren la forma de un elipsoide oblato y se mantienen asi en todo su ascenso a través del

agua de la pecera.

2b

Figura 6.1: Esquema que muestra la forma de medir los didmetros o ejes de una elipse.

Si el 4rea para la elipse de la figura 6.1 estd dada por:

A =abr (6.1)

y conociendo los valores de los semiejes a y b. se puede calcular el drea de la elipse, de tal forma
que para obtener el didmetro equivalente de una burbuja esférica se considera el drea de un

circulo, dada por:

7d?
A= -5 6.2
; (6.2)
Entonces, resolviendo para d. se obtiene
4“.
d. = /= (6.3)

i

A partir de la ecuaciones 6.1 v 6.3 se calcularon los didmetros equivalentes de 10 burbujas,
para cada tamano correspondiente, obteniéndose un didmretro equivalente promedio, el cual estd
indicado en las Tablas 6.2, 6.3, 6.4 v 6.3, respectivamente v que a continuacién se muestran.

La incertidumbre de los didmetros horizontales y verticales de las burbujas filmadas se
determiné a partir la medicién de éstos en dos unidades de longitud diferentes: centimetros

y nandmetros, para 20 burbujas de prueba. Posteriormente, los didmetros expresados en
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]
i

2a F0.06 20006 || aF0.03 | 5F0.03 || AF0.02 || deF0.06

; (cm) (cm) (cm) (cm) l (cm?) (cm)

T 02 015 ] o1 ] 008 [ o003 ] 019 |
T 019 o 015 [ 009 ] o008 [ 002 ] 017 ]
7 02 | 015 ] 013 [ o007 [ o003 ] 020 |
T 019 | 015 | 009 | owo8 I o002 [ 017 |
7023 | 015 ] o011 | oos I 003 [ 019 |
79022 [ o015 T o1 ] o007 ] 003 T 018 ]
77020 | 015 ] 013 | 008 [ 003 [ 02 |
7019 [ o015 ] 009 [ o008 | 002 [ 017 ]
7022 | ou ] o011 ] oo [ 002 | 016 |
77027 015 [ 013 § o008 [ 003 1 020 |
i didmetro equivalente promedio ” 0.18 ;J

Tabla 6.2: Valores de los didmetros de burbuja obtenidos experimentalmente v su respectivo
didmetro equivalente

920 =006  2=0.06 | aF003 | 6=0.03 | 47002 | d. 7006
{cm) S (em) ‘ (cm) (cm) {em?) (cm)
|

SO | S | S

7091 . 033 ] 045 | 016 ] 024 [ 0535
001 030 [ 045 [ 015 [ 022 | 033
055 0230 [ 042 ] 015 T 020 [ 031 ]
0.38 027 ] o044 [ 014 | 019 [ 049 |
0.85 030 | o042 1 015 | 020 | 031 |
0.36 27 1 043 ] 014 ] 01 [ 048 ]
033 030 | 044 | 015 [ o021 ] 032 |
035 | 020 ] o042 7 015 ] w20 [ 051
08 | 030 [ 042 [ o015 [ o020 | 051 |
082 | 033 | o041 § o017 [ 021 [ 052 |

didmetro equivalente promedio |  0.51 |

Tabla 6.3: Valores d= los didmerros de burbuja obtenidos experimentalmente v su respectivo
didmetro equivalente



2a 7+ 0.06 2b = 0.06 aFx0.03 || bx0.03 Ax0.02 de ¥0.06
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm?) (cm)
l om ' o7t [ 037 ] 03 [ o041 [ o072 |
T o082 [ o078 [ o041 [ 039 [ o050 [ 08 ]
0% [ o075 [ o045 [ 037 [ 052 [ 081 |
[ om [ o76 [ o037 [ 038 [ o044 [ 075 |
I os0 [ o7 | o040 | 038 [ o048 | 078 |
T o7 T o7 [ o3 [ o037 [ o042 [ 073 |
[ o611 [ o065 [ 03 [ 032 [ 030 [ 062 |
[ o061 T o064 [ o030 [ 032 [ 03 | 062 |
| o8 T o72 [ o040 [ 036 [ 045 | 076 |
7 o83 [ o068 [ o041 [ 034 | o4 [ 075 |
| didmetro equivalente promedio | 0.73 |

Tabla 6.4: Valores de los didmetros de burbuja obtenidos experimentalmente y su respectivo
didmetro equivalente

2=006 | b=006 | A=008 | de=0.06
cm) | (em) I (cm?) (cm)
1 08 | 08 | 038 086 |
| o036 | 08 | 038 086 |
T 086 | 08 | 038 [ 086 |
7 036 1 08 [ 038 | 08 |
086 | 08 [ 038 || 083 |
[ 036 | 08 | 038 | 08 ]
[ os6 | 08 | 038 ] 08 ]
| o0s6 ] 08 [ 038 ] 08 |
[ 086 | 08 ] 0538 [ 08 ]
7 036 T 08 | 038 [ 086

[diémetro equivalente promedio f 0.86

Tabla 6.5: Valores de los didmetros de burbuja obtenidos experimentalmente y su respectivo
didmetro equivalente
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nanémetros se convirtieron en centimetros a fin de poder realizar las diferencias entre am-
bos valores correspondientes a una misma burbuja y se hizo un promedio de estas diferencias,
tomando el valor resuitante (£0.06) como la incertidumbre de las mediciones. La incertidumbre
del drea y el didmetro equivalente se calculdé a partir de férmulas desarrolladas en la literatura

(Baird, 1991).

6.1.2 MEDICION DE LAS VELOCIDADES PROMEDIO DE LAS BUR-
BUJAS

De acuerdo con Dryvden et al. (1956), una burbuja de aire alcanza su velocidad terminal tan
pronro como se suelta del inyecror. La posicién critica a partir de donde alcanza su velocidad
terminal es alrededor de 3 a 4 cm por arriba del inyector de aire. Sin embargo, el autor no
especifica si este valor es para un tamano de burbuja dado o se cumple en general para cualquier
ramano de burbuja.

Tomando este dato como referencia. las mediciones se realizaron a partir de la boquilla
del inyector y se corrinuaron cierta distancia por arriba de éste. Para los dos diametros de
burbuja reportados en la Tabla 6.6, la medicidn de la velocidad se realizé utilizando el sistema

optoelectrdnico descrizo anteriormente, cuyos resultados se muestran en dicha Tabla.

—

| Velocidad de la burbuja (cm/seg) ﬂ

i Distancia d. = 0.51 ; de = 0.73

i (cm) i {em) | (cm)

| 1 16.6 | 18.6 1
I 19.7 | 23.8 |
| 3 206 23.6 ]
| 1 179 22.4 |
5 204 ] 25.0 1
6 186 | 2338 1
é 7 R 22.9 I
i 3 g 24.7 |
9 HE 23.1 1
| 10 23.0 | 22.9 |

Tabla 6.6: Resultados de la velocidad de la burbuja 10 ¢m por arriba del inyector

Las velocidades cara los diametros equivalentes de 0.19 y 0.86 cm estéan reportadas en las
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Didmetro equivalente de burbuja = 0.19 cm

|
|

|
il

[ Burbuja 1 [[ Burbuja 2
Distancia || Velocidad || Distancia | Velocidad
(cm) (cm/seg) (cm) (cm/seg)

[ 064 [ 1911 [ 049 [ 1458 ]
[ 162 | 2940 ] 146 [ 2916 |
I 271 ] 3270 | 256 [ 3330 |
[ 390 [ 3480 [ 370 [ 3420 |
T 500 [ 3420 | 489 [ 3570 |
[ 560 [ 3300 | 53 [ 2916 |
L H 5% [ s |

Tabla 6.7: Velocidades de dos burbujas a la salida del inyector

Tablas 6.7 y 6.8, respectivamente, las cuales se determinaron midiendo la distancia recorrida
por la burbuja entre el ziempo que le llevd recorrer esa distancia. El tiempo correspondiente se
obtiene a partir del conteo de nimeros de cuadros. v conociendo que cada cuadro corresponde
a 616 de segundo, se obtiene la relacién que permite calcular el tiempo requerido. La razén de
porqué se determind la velocidad de la burbujas de esta forma se debe a que estas mediciones se
obtuvieron filmando a la burbuja a la salida del invector y. posteriormente, se procesé cuadro

por cuadro para obtener la distancia recorrida cada Gio de segundo.

| Didmetro equivalente de burbuja = 0.86 cm /|

] Burbuja 1 ] Burbuja 2 ]
| Distancia | Velocidad | Distancia || Velocida !
f cm) (cm/seg) (cm) ‘cm/seg) |
T o2 ] 312 | 021 ] 666 |
7 263 ] 1097 | 073 | 1040 |
w12 I uro ] 147 ] 1480 ]
I 210 ] 1944 ] 233 ] 1720 |
1 200 ] 2664 o 331 ] 2040 |
| 360 [ 1722 ] 406 ] 2250 |
i t00 ] 1143 ] 490 [ 2520
I 400 [ w43 | 57 | 2640 |
I 470 | 2040 | 604 | 1560 |
1 Hi | 643 1 2340 |

Tabla 6.8: Velocidades de dos burbujas a la salida del inyector
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Las figuras 6.2, 6.3. 6.4 y 6.5 muestran el comportamiento de la velocidad de la burbuja
cuando sale del inyector y asciende cierta distancia. A pesar de que no se tienen més puntos, se
aprecia que aproximadamente a partir del séptimo centimetro (para las burbujas de didmetro
equivalente igual a 0.51 y 0.73 cm), la velocidad de la burbuja empieza a estabilizarse y la
dispersion de los datos cada vez es menor. Puede decirse entonces, que la burbuja empieza a
alcanzar su velocidad terminal aproximadamente a los siete centimetros a partir de la boquilla
del inyector y se toman los dltimos cuatro valores de velocidad para calcular una velocidad
nromedio. la cual no es la terminal pero sera de utilidad en calculos posteriores.

Para las burbujas de didmetro equivalente igual a 0.19 y 0.86 cm, se promediaron los ultimos
seis val res y de igual forma que para las burbujas anteriores, los resultados se tomaron como la
velocidad terminal requerida para calculos posteriores. Los resultados para los cuatro tamaros

de burbuja generados se muestran en la Tabla 6.9.

Diametro equivalente || Velocidad promedioJ

!
!

[

‘ (cm) (cm/seg)

I 0.19 I 27.8 1
] 0.51 I 21.6 |
| 0.73 Il 23.7 ]
0.36 ! 23.2 |

Wi j

Tabla 6.9: Valores promedio para la velocidad de la burbuja segin su didmetro equivalente

La Tabla 6.10 muestra la comparacién de las velocidades promedio experimentales con las
velocidades terminales evaluadas con las correlaciones tedricas para cada didmetro de burbuja.
Los valores en los que se obzerva una mavor desviacién son los obtenidos a partir de la correlacién
propussta por Davies & Taylor (1950). Esto es congruente con el rango de validez de dicha
correlacién la cual es aplicable uinicamente a burbujas grandes cuya forma es la de un casquete
esférico comprendidas 2n ol rango de Ve > 20 y Eo > 40, sienao que para nuestro caso se
riene que 2.0 < 1We < 6.3 v 0.5 < Eo < 10. Sin embargo, se incluye aqui unicamente con fines
compararivos.

Ademaés, se obserta que los valores obrenidos a partir de la correlacion de Clift et al. van
disminuyendo conformme se incrementa el didmetro de burbuja. Esto coincide con lo que an-

reriormerte se mencioné en el capitulo dos, donde se indica que esta correlacién se ajusta
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L I Us (cm/seg) 1
ﬂj Correlacion ﬂ de =0.19 cm ﬂde =0.51 cm J] d. =0.73 cm H d. = 0.86 cm ﬂ

I Mendelson | 2930 [ 2313 ] 2360 [ 2432 ]
| Davies & Taylor || 970 | 1590 [ 19.03 [ 2068 |
| Graceetal | 2680 | 2306 [ 2360 [ 2430 ]
| Jamialahmadi ez al. | 2898 | 2314 ] 2361 [ 2432 ]
I Clift et al. | 2630 | 2430 ] 2345 [ 2305 |
[ Blandmetal. [ 2780 | 2160 ] 2370 ] 2320 |

Tabla 6.10: Comparacién de los valores experimentales de velocidades de burbujas con los
valores tedricos determinados a partir de las correlaciones respectivas

razonablemente bien para burbujas cuyo didmetro equivalente sea menor de 0.3 cm. Por a-
rriba de este valor, la correlacién predice un decremento en la velocidad terminal conforme se
incrementa el didmetro de burbuja, lo cual contradice las observaciones experimentales. Esto
puede verse claramente en la figura 2.8, donde se ha obtenido la curva tedrica para el sistema
agua—aire.

Se observa también que existen ligeras variaciones entre los valores obtenidos de velocidad
terminal para cada una de las correlaciones restantes. Sin embargo, los valores experimentales
estan comprendidos en este rango de variacién.

Las velocidades promedio experimentales se grafican tomando como referencia la curva para
el sistema agua—aire, construida a partir de la correlacién desarrollada por Jamialahmadi et. al.
(1994). La razén de urilizar esta correlacidn se debe a que es la mds actual de las consideradas
en este trabajo.

Se observa que la desviacién de los datos experimentales con respecto a la curva tedrica es
muy pequerna, aun cuando no se estan considerando los primeros como velocidades terminales, va
que uno esperaria que para poder hacer esta consideracién los valores medidos sean constantes
(de acuerdo con la definicién de velocidad terminal). Sin embargo, la aproximacién es muy
buena v esto apova la idea de utilizarlos en los cdlculos posteriores.

Enla Tabla 6.11 se muestra el porcentaje de error de los valores experimentales comparados
con los valores obtenidos utilizando la correlacién desarrollada por Jamialahmadi et. al. (1994)
para el sistema agua-aire. En forma cuantitativa se puede decir que las desviaciones son menores

del 7%, lc cual reafirma la idea de poder utilizar los valores obtenidos experimentalmente en
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los célculos.

i I Velocidad (cm/seg) |
{Lde (cm) | Jamialahmadi et. al. || Blandin et. al. || Error porcentual (%) |
[ o019 [ 28.98 | 27.80 I 4.1 I
R 23.14 [ 2ie0 6.6 B
T 073 23.61 1 2750 T 0.4 i
| 086 | 24.32 ] 2320 ] 4.6 Ji

Tabla 6.11: Comparacidn de las velocidades experimentales con las obtenidas a partir de la
correlacion de Jamialahmadi et. al. v su respectivo porcentaje de error

Cabe mencionar que los rangos de validez de las correlaciones mencionadas se han determi-
nado a partir de datos experimentales, con la finalidad de determinar su rango de aplicabilidad.
Entonces. se puede persar en forma inversa e indicar que el porcentaje de error corresponde a
las correlaciones v no al dato experimental. Pero, en vista de que sélo se tiene un valor para

cada didmetro de burbuja dado. no se podria afirmar lo anterior.

15 — M~ Burbuja | ' v :
9 —%— Burbuja 2 /<
\ g '\- v
P /7' ““““““““““ N
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Distancia recorrida a partir del inyvector (cm)

Fizura 6.2: Distancia reccrrida vs. velocidad para la burbuja de didmetro equivalente igual a 0.19 cm.
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Figura #.3: Distancia recorrida vs. velocidad para la burbuja de didmetro equivalente igual a 0.51 cm.
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Figura 5.4: Distancia r=corrida vs. velocidad para la burbuja de didmetro equivalente igual a 0.73 cm.
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El método empleado para medir velocidades de burbuja ha permitido obtener resultados fa-
vorables de acuerdo con lo expuesto anteriormente. Sin embargo, a fin de otorgarle mayor cred-
ibilidad al método, seria conveniente generar burbujas cubriendo un amplio rango de tamarnios
incluyendo desde burbujas pequenas hasta burbujas grandes de casquete esférico, esto con la
finalidad de medir su velocidad y tener una cantidad considerable de puntos que permita de-
terminar qué tanto se acercan o se alejan de las correlaciones tedricas. Empero, el objetivo de
este trabajo no es el de generar burbujas de distintos didmetros y estudiar su movimiento, lo
cual nos limita a decir que podrfa quedar como un futuro trabajo de investigacién.

En conclusidén, podemos decir que la velocidad experimental de las burbujas observadas
estan comprendidas en el rango de velocidades observadas en columnas de burbujeo para el
régimen de flujo burbuja, para el cual la velocidad superficial del gas es menor de 0.05 m/seg
v la velocidad de ascenso de las burbujas estd en el intervalo de 0.18 a 0.30 m/seg (Shah <t al.,

1982).
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6.1.3 CALCULO DE PARAMETROS ADIMENSIONALES

Antes de realizar los calculos correspondientes, es necesario introducir los valores de las pro-
piedades fisicas de ambas fases tomadas de la literatura a la temperatura de 20 °C, los cuales
estan indicados en la Tabla 6.12. Estas seran de utilidad en la evaluacién de los parametros
adimensionales relacionados con el sistema y que permiten determinar algunas de las carac-
teristicas de la forma y movimiento de las burbujas, de acuerdo con lo expuesto en el capitulo

dos.

1L Propiedades fisicas |
| Fase | p(gr/cm®) | p(gr/cmseg) || o (dinas/cm) |
lagua | 0998 ] 0.01 [ 723 |
| aire ]1.204x107° ] 181x107% | 28 ]

Tabla 0.12: Propiedades fisicas del agua y del aire a la temperatura de 20 C

La Tabla 6.13 resume las magnitudes de los parametros Rey, Mo, Eo y We evaluados a
partir de ias ecuaciones 1.1. 2.1, 2.4 v 2.3, respectivamente. donde los valores correspondientes
para la velocidad v didmetro equivalente son los que se obtuvieron a partir de las mediciones

experimentales. v los valores de las propiedades fisicas son tomados de la Tabla 6.12 para ambas

fases. El walor de la aceleracidn de la gravedad es de 981 cm/seg.

Didmetro equivalente ;f{ Parametros adimensionalesJ
T d. lem) ] Rebl Mo i EOJ We H

0.19 527 255 x 107 1 05 [ 2.0 |
] 0.51 11099 || 255 x 1071 T35 33
| 0.73 177 [ 255 x0T 7256 |
i 0.86 ] 1901 [ 255 x 107 10963 ]

Tabla 6.23: Valores numéricos de los paramertros adimensionales para el sistema agia—aire

Para =l primer didmetro de burbuja. d. = 0.19 cm. el nimero de Reynolds correspondiente
estd locaiizado en la rezidn 4 de la Tabla 6.1, donde se predice que la burbuja adopta la forma de
un oblato esferoidal ¢ ie asciende describiendo travectorias helicoidales. El nimero de Morton
es constante para los ~uatro didmetros de burbuja. ya que este pardametro sélo depende de las
propiedaces fisicas dei fluido. Se tiene entonces que para bajos nimeros de Morton (liquidos

poco viscosos ral como el agna), las burbujas empiezan a ser inestables conforme se incrementa
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el nimero de Weber, es decir, al incrementarse los efectos inerciales y disminuir su importancia
los efectos de tensién superficial.
En la figura 6.7 se muestran cuatro imagenes de una burbuja, de didmetro equivalente igual
a 0.19 cm. saliendo del inyector donde se observa que adquiere la forma de un oblato elipsoidal.
En la figura 6.8, se muestra la reconstruccién del movimiento en dos dimensiones de dicha
burbuja, a una altura de aproximadamente 17 cm por arriba del inyector. Se observa el

movimiento oscilatorio que visto en tres dimensiones constituye el movimiento helicoidal.

3 4

Fizura 6.7: Secuencia de movimiento de una burbuja con d. = 0.19 cm saliendo del inyector.

Para =] didmetro de burbuja igual a 0.51 cm. se observa que este valor estd localizado en la
regién 5, donde la forma de la burbuja es un oblato esferoidal irregular v su movimiento es casi

rectilineo: el valor del Reynolds calculado para dicho didmetro estd localizado, estrictamente

161



hablando. en la regidn 4. Al respecto se pueden plantear dos justificaciones: la primera toma en
cuenta que el valor experimental de la velocidad correspondiente esté ligeramente por debajo
de un valor real. debido a errores de medicion, lo cual conlleva a una disminucién en el valor del
numero de Reynolds. La segunda considera que la clasificacién de la Tabla 6.1 estd elaborada
en base a observaciones experimentales, las cuales no siempre coinciden con lo cbservado por
otros investigadores. Ademas, el valor del Reynolds sélo difiere en una unidad. Por lo tanto,
esta burbuja estaria localizada en la regién 5. donde las caracteristicas de forma y movimiento

no son acordes con las deseadas.

Figura 6.3: Peconstruccidn del movimiento de la burbuja con de = 0.19 cm.

Si el =iimero de Revnolds es igual a 1727 este valor estarfa localizado en la regién 6 de la
Tabla 6.1. para el diédmerro de burbuja igual a 0.73 cm. En esta region las caracteristicas de
forma de =stas burbujzs se describen como una transicién de oblato esferoidal a casquete esférico
v su momiento es czsi rectilineo. La descripcidn anterior corresponde a las observaciones

visuales mostradas en la secuencia de imdgenes de la figura 6.9, para la burbuja de aire que

asciende a través del ezua. durante una parte de su ascenso.
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Figura 6.9: Secuencia dzl movimiento de una burbuja de aire con de = 0.73 cm y las diferentes formas que

adopta conforme asciende.
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Para las burbujas de didmetro equivalente igual a 0.86 cm, el nimero de Reynolds correspon-
diente esta localizado en la regién 6, donde, al igual que la burbuja de 0.73 cm de didmetro, la
forma se describe como una transicién de oblato esferoidal a casquete esférico y su movimiento
casi rectilineo. La figura 6.10 muestra una secuencia del ascenso de esta clase de burbujas,
donde se observa que se deforma aleatoriamente v no se podria definir

Las figuras 6.11 y 6.12 muestran el movimiento en dos dimensiones de esta clase de burbujas,

donde se observa que su movimiento es casi recsilineo con un ligero zigzagueo.
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Figura 5.10: Secuencia del movimiento de una burbuja con de = 0.36 cm
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Reconstruccion del movimiento de la burbuja

Figura 6.11: Reconstruccién del movimiento en dos dimensiones de una burbuja con d, = 0.86 cm.

Reconstruccién del movimiento de la burbuja

Figura 6.12: Reconsiruccién del movimiento en dos dimensiones de una burbuja con de. = 0.86 cm.
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6.2 DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LA AMPLI-
TUD Y FRECUENCIA DE LA OSCILACION DE UNA
BURBUJA INDIVIDUAL

En la gran mayorfa de los estudios llevados a cabo por diversos investigadores, sélo se describe
cualitativamente el tipo de movimiento que realizan las burbujas y se miden sus didmetros
equivalentes para poder hacer una clasificacién del tipo de movimiento observado en funcién del
rango de didmetros medidos. Sin embargo, poco se ha dicho sobre algunos de los pardmetros
involucrados en cada tipo de movimiento, tales como la amplitud y frecuencia de oscilacion
tratdndose de burbujas que describen una trayectoria ya sea en zig-zag o helicoidal.

La amplitud v frecuencia de oscilacién de una burbuja individual. son dos parametros cuya
determinacién permitiria describir cuantitativamente el movimiento de las burbujas cuvo cen-
tro de masa describe una trayecroria helicoidal. La proveccién en un plano de este tipo de
movimierto visto en -res dimensiones. es la oscilacién que se observa cuando el ascenso de la
burbuja de aire se recroduce Unicamente en dos dimensiones. A fin de llevar a cabo este tipo
de mediciones. el movimiento de la burbuja es filmado por medio de una videocdamara colocada
en cualquiera de las cuatro caras de la pecera. En nuestro caso, las observaciones se realizaron
filmando la parte fror-al.

De acuerdo con lcs resultados obtenidos en las secciones antericres. se selecciond la burbuja
de didmetro equivalerre igual a 0.19 cm. va que en base a la Tabla 6.1 v a las observaciones

experimentales. se decerminé que la travectoria que describen es helicoidal. Posteriormente.

1)

e generzron 19 burb:jas de aire v se filmd parte de su trayectoria (aproximadamente 10 cm),
iniciand> a una altur: de 17 cm por arripa del invector para asezurar que la burbuja alcance
su velocidad termina: ¥ su movimiento ocurra en =stado estacionario. ya que como se menciond
en el capitulo dos, las fuerzas ejercidas sobre la burbuja se encuentran en equilibrio cuando se
alcanza dicho estado. Las imdgenes obtenidas para cada una de ellas se procesaron a fin de
determirar su centro de masa cuadro por cuadro y se hizo la reconstruccién de la travectoria
bidimersional con los pares de coordenadas correspondientes al centro de masa para cada una
de las posiciones de iz burbuja.

Los <atos obtenicos estdn graficados en cada una de las figuras que a continuacién se
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presentan (liguras 6.13 617), donde eada uno de los experimentos han sido JTamados zza, 220,
zzc, cte., a fin de facilitar suidentificacion.

Cuando sc estaban realizando los experimentos; se observd a siiiple vista que estas burbujas
no inician su ascenso describiendo trayvectorias helicoidales cuando son generadas en el inyector,
sino aproximadamente a 106 15 ¢ por arriba de éste. 'Tal vez esto se deba a gue las Tuerzas
que interactian sobre la burbuja no se han equilibrado por completo y el efecto de la estela
en el movimiento de la burbuja todavia es aleatorio. Mis sin cmbargo, como ya mencioné
anteriormernte, csto solo se observd cualitativamente a simple vista, lo cual no nos permite
probar afirmaciones o hipotesis.

Ion cada una de las figuras se observa gie la burbuja describe una oscilacion, Ia cual corres-
ponde a la proyeceidn en nn plano de s movimicnto helicoidal visto en tres dimensiones. 1l
periodo de tiempo endre burbujay birbuja generada es aproximadamente de 10 a 15 minutos,
1o cual permitio que las perturbaciones ocasionadas por el paso de una burbuja, no afectaran a
Ja siguienle, ya que como se explicd en el r:]pi’i‘uin dos, las burbujas tienden aseguir Tamisma
trayectoria cuando son generadas en forma continua, es decir, b estela de i nrbuga arrastra
a la otra, siguiendo ambas o misma trayectoria.

Cada trayectoria esti formada por los puntos correspondientes al centro de masa de la
burbuja, los cuales o su vez suman cntre 10y [ puntos por burbuja.  La imposibitidad de
oblener una mayor cantidad de puntos para realizar T reconstriceion, se debe principalmente
a dos [actores. El pritero es debido a que ol tamaiio de la burbuja, ¢l cual es iy pequeiio,
o perntite e ol campo visual de davideocimara abargue una distancia: mayor de 10 enn sin
perder de vista a la burbuja. Es decir; st se quicre filmar un recorrido mayor de la burbuja, se
requicre filmar un campo visual mayor, Jo enal reduce el tamaiio de hurbuja observado en Ta
pantalla, haciendola wn cuerpo puntual. Esto resulta ser i gran inconveniente, ya que ol centro
de masa de Lo burbujn se obtione apartir de los prntos que forman sicontorno. Despuds de
realizar una serie de accercamientos y alejumientos con el zoom de la videocdinara, se determind
el canipo visual que mejor satisliciera nuestras necesidades de observacion.

I3l segundo {factor se debe alas caracteristicas Weenicas de la videocimara utilizada en las
fihmaciones, siendo su velocidad de captura de 60 cunadros por segundo. Esto reduce el mimero de

posiciones e la burbuja por ciclo, limitando el alcance de nuestras observaciones. Actualmente
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existen en el imercado equipos que pueden filmar hasta 6000 cuadros por segundo. Sin embargo,
su precio es muy elevado y lejos de nuestras posibilidades econdmicas.

El didmetro equivalente de estas burbijas se determiné de igual forma que en la seccién
6.1.1. Se midieron sus didmetros horizontal y vertical tomando a la burbuja justo cuando sale
del inyector (ver figura 6.1).

Los resultados obteuidos experimentalmente y los obtenidos aplicando Ja ecuacion 6.3 se

muestran en la Tabla 6.14.

20 7 0.00 20 7 0.06 « 7 0.03 b3 0.03 A F0.02 de 1 0.00

(cin) (cm) (cm) (c1n) (cm?) (cm)
L o023 | o015 [ oir ] 008 [ o003 [ 019 |

I o019 | o015 | 009 [ 008 [ 002 [ 017 |
L 02 [ o015 [ 013 [ 007 [ 003 [ o020 |
o1 ] o015 ) 009 [ 008 [ 002 [ o017 |
o2 ) o015 ol o008 o003 049 ]
| 022 | 015 ol | 007 | o0 ] o |
Loo2r o015 03 ooos 003 [ o020
L o019 [ o015 ] 009 [ 008 [ o002 [ oar ]
o2 [ o1t | ot [ 006 [ 002 [ 016 |

[ o2t | o5 [ o1 | ()8‘"*7” B ]]V 020 |
I o2 | 015 [ o | 0.0% | 0.03 S
o2 | o1t [ 0a3 T 006 0.2 o017

L o027 [ oia6 [ o3 ] 008 [ 003 ] o020 |
L_02 [ o [ ou [ 008 | 003 | o019 |
L 030 [ ot [ ois [ oos | ool [ ozt |
o027 | o019 [ o013 [ 009 [ 004 [ 022

Lo027 [ ot 013 ] o008 [ 003 ] o020
L 020 o015 oas Jooo0s [ 003 020
L 025 [ 015 | ou | o008 ] o003 [ o019 |
” didmetro equivalente promedio ” 0.19 ﬂ

Tabla 6.14: Valores de los didgmetros de hurbuja obtenidos experimentalmente y su respectivo
didmetro cquivalente

Se observa que el didimetro horizontal siempre es mayor que ol vertical, donde se cumple
la condicion de qgue para la forma oblato elipsoidal, su ¢je mayor sie mpre o5 perpendicular o

T direccion del flujo del (fuido, o diferencia de T forma prolato elipsoidal CUYO Cje mayor e
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paralelo a la direccién del flujo.

Como ya se menciond en el capitulo dos, la forma aplanada o achatada de estas burbujas
se debe principalmernte a la diferencia de presiones entre su parte frontal y la posterior, donde
el movimiento zigzagueante o helicoidal que describen puede ser provocado por la presencia de
vortices en la estela de la burbuja.

La superposicién de dos travectorias cualesquiera en una misma gréafica arroja un dato
interesante: el movimiento de las burbujas es aproximadamente semejante para un didmetro de
burbuja dado. Como era de esperar, existe un desfase entre las oscilaciones, ya que no se podrfa
esperar que las burbujas describan exactamente la misma travectoria a la misma altura, v esto
se debe principalmente a las condiciones existentes cuando la burbuja es puesta en libertad en
el agua. siendo estas condiciones las que determinan la trayectoria a seguir. Sin embargo, como
se observa en las figuras 6.18 y 6.19, el desfase es minimo en algunos casos.

A cada una de las trayectorias se le determind la amplitud y frecuencia de la oscilacidn, a
partr del mejor ajuste de una curva cosenoidal, donde los pardmetros de ajuste son tres: la
amplitud y frecuenciz de la oscilacién y el dngulo de desfase. Un ejemplo de este ajuste se
observa en la figura 5.20, el cual se determind desarrollando un programa en MatLab. Los

resultados obtenidos se indican en la Tabla 6.15 correspondiente a cada experimento.

. Cumwva de Ajuste

-
-t N

Desplazamisnto (cm)
=

9
8
g
6
%0

005 0.1 015 02 025 03 035
‘ Tiempo {seg) *

Figura 6.20: La curva de ajuste (azul) sobre la curva experimental (amarillo) permite determinar la amplitud y

la frecuencia de la oscilacién de la burbuja.
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NOMBRE DEL EXPERIMENTO

AMPLITUD || FRECUENCIA™ ”

(cm) (Hz)

[ 778 | 0.400 I 5.260

[ 2 | 0.380 I 4.845 ﬂ
0 7 | 036t | 5008
[ z7d I 0415 || 5292 |
[ 770 | 0.429 [ 4655 ]
[ 728 | 0.416 I 5.300 |
| nrg, I 0.396 [ h.R01 |
] 771 | 0.327 | 5.694 B
[ 77 | 0.436 | 5.566 |
[ 7k | 0.402 | 5.329 |
I zzm | 0.425 | 5.244 |
[ zzn [ 0.374 | 5.749 |
[ 270 | 0.425 I 5.019 |
U 722 H 0.442 “ 4.952 H
[ 274 | 0.401 [ 5.593 1
| 7ar | 0.385 I 6.316 I
I 775 [ 0.378 | 5.954 |
l st | 0.316 I 5007 - |
I 77 | 0.387 | h.111 |

Tabla 6.15: Valores de amplitud y frecuencia calculados a partir del ajuste de la funcion coseno

Se requicre ahora determinar si existe o no alguna correlacion entre los resuliados oxpoeri-
mentales. A fin de lograr csto, se grafican las tres combinaciones posibles entre los pardametros
amplitud, frecuencia y didmetro equivalente, sicndo entonces amplitud v freenencia, amplitud
y didmetro equivalente y frecuencia y didgmetro equivalente, las combinaciones ciyo compor-
tamiento se desea (101«31‘111111:\{. Los grilicos obtenidos se presentan en las fignras 6.21, 6.22
y 6.23, donde se observa qiie no existe correlacion alguna enire los parimetros debido a la
dispersion aleatoria de los printos. La forma mas scucilla de corvelacionar Tos puntos serin apli-
cando nna regresion y obtencer la recta que mejor se ajuste a estos datos, pero surpe la pregunta

de qué tan confiable puede ser correlacionarlos de esta forma.
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Figura 6.21: Amplitud vs. frecuencia de la oscilacién de burbuja.
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50 vista de que aparentemente no se pucde obiener algnna correlacion entre log parametros,
entonees se deterninan Jos Hmites entre los enales puede estar localizado el valor. A estos limites
se los denomina intervalos de confianza y el valor vespectivo para cada uno de los pardmetros
se expresa como un valor central o un error Lipico. T hase a esto se procede a deterniinar
estadisticamente In media muestral (el valor central) de cada mmo de los pardmetros y el error
tipico a partin de nna distribucion (-student.,

En las figuras 6.24, 6.25 v 6.26 estén graficados los valores obtenidos experimentalimente para
la amplitud de la oscilacion, freciencia de Ja oscilacion y of didmetro equivalente de burbuja vs.
el ntunero de experimento, respectivamente. Ista forma de graficar los pardametros vs munero
de experimento es vilida siecmpre y cnando se tengan experimentos equivalentes. i nuestro
caso, el didawetro de las hurbujas generadas fne variable adn cuando se tomaron las precauciones

de que los experientos Mieran reprodieibles bajo iguales condiciones.
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La Tabla 6.16 mucstra los resultados oblenidos a partic de nn anelisis estadisiico de los
resultados experimentales. Adomas, se determinaron log intervalos de conlianza calealados a,
partir de Ta distribucion t-stadent. para un 95% de confianza, es decir, una probabilidad de (.95

de que la media poblacional esté comprendida entre anabos finites.

AMPLITUD “ TRECUENCIA “ DIAMETRO “
(1lx)

l ESTADISTICO N

(cin) (ciu)

I Media I 0.395 T 2 0190 ]
[ Desviacion estandar [ 0034 | 22 I owir
| Error tipico I ooz [ o209 | ooos
[Thwite de oo i, | 0 | s | oz |
H Limite de confianza sup. ”_ 0.412 H . 5.561 ” 0.198 A”

Tabla 6.16: Resultadoes obtenidos estadisticamiente para los valores experimentales de amplitud,
frecuencia y didmelro equivalente

Dicho en otras palabras, se tiene un 95% e conlinnza de que tos viadores de Incaanplitnd y

la frecuencia de a oscilacion de nna bhurbujas de vun didinetro equivalente dado, se encuentre



en este rango de valores. Se tienen entonces los siguientes valores de amplitud, frecuencia y

didmetro equivalente:

A = 0.395+0.017cm
f = 5.3524+0.209 Hz

de = 0.190 % 0.008 cm (6.4)

De acuerdo con la Tabla 6.1. el didmetro equivalente de burbuja obtenido experimentalmente
estd contenido en el rango de valores en el que se observa el movimiento helicoidal y la forma
que adopra es la de un oblato elipsoidal, tal y como se observo en los experimentos realizados.

En las figuras 6.27. 6.28 v 6.29 se muestran las trayectorias obtenidas a partir de las
mediciones experimentales de los centros de masa de cuatro burbujas, cuyo didametro equi-
valente est4 comprendido en el intervalo de la ecuacién 6.4. La metodologia desarrollada para

llevar a cabo la reconstruccién va fue explicada en la seccion 5.3 del capitulo 5.

‘Y —]- ly-— I_(I ”“-
S

!

Desplazamicnto en "2" (em)
i

Oef:Q

(emy) 10.3 3.4

Figura 6.27: La burbuja asciende en el sentido de las manecillas del reloj.
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Figura 6.28: La burbuja asciende en el sentido de las manecitlas del reloj.
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Figara 6.20: La butbuja asciende en el sentido de tas manecillas del veloj,
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Se observa en los tres casos, que la burbuja asciende en el sentido de las manecillas del reloj.
Esto no es una regla general, ya que el modo de ascenso de la burbuja es aleatorio y no hemos
determinado las causas que originan que las burbujas asciendan ya sea en el sentido de las
manecillas de un reloj o en sentido contrario. También se observa que sélo se logrd reconstruir
una parte muy pequefia de su ascenso, sin embargo es claro el tipo de movimiento que describe.

De igual forma que para la reconstruccién bidimensional, la reconstruccién tridimensional de
la travectoria de la burbuja sélo se hizo aproximadamente a partir de 10 puntos, lo cual limita las
observaciones que sobre éstas puedan obtenerse. Sin embargo, es importante resaltar que no se
han realizado reconstrucciones de este tipo (hasta donde sabemos y por la bibliografia revisada),
v que la metodologfa para realizar este tipo de estudios estd sujeta a seguir siendo mejorada a
fin de poder obtener resultados que permitan llevar a cabo observaciones experimentales mds
precisas v mds confiables.

Debido a que no existe informacién bibliogrdfica que permita comparar los resultados ex-
perimentales obtenidos en el presente estudio con los obtenidos en otros estudios realizados
por otros investigadores, la veracidad de los primeros puede ser cuestionada. Sin embargo, son

resultados que podriar ser comparados con futuras investigaciones.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y
EXTENSIONES

Se ha estudiado el inovimiento helicoidal de burbujas mediante el plantecamicento de nn modelo
Learico y susolucion analilica, ast como de experimentos Hevados a cabo en el presente trabajo,
que han permitido abordar un tema quie no ha sido estudiado previamaente con amplitad. 11
poraqiié una burbuja de aire desceribe nna trayectoria helicoidal y endles son las Mmerzas que
determinan este tipo de movimiento, son pregruntas gue Lodavia no es posible responder con
certeza. Mas sin cmbargo, en el presente trabajo se han dado algunos pasos encaminados
a identificar las causas probables que determinan que las burbnjas asciendan a través de un
medio continuo deseribiendo este tipo de movimiento.

i los experimentos realizados se generaron enatro tamafios diferentes de burbuja. A partir
de la medicién de sus diametros equivalentes y de snovelocidad, [ue posible identificar ¢l taanmano
de burbuja (aproximadamente 0.2 ¢ que presentara las caracteristicas del movimiento deseado
para Hevar a cabo la reconstraecion de sn trayectoria. Debido precisamente aosu banano, o
alcance de las lilmaciones [ue limitado y se obtuvieron recorridos cortos de la brayectoria de Ta
burbuja, con b puntos por ciclo, lo enal fue suliciente para determinar 1o funcion oscilatoria.

A partir de la reconstruccion de la trayectoria bidimensional de Tas burbujas, se determinaron
la amplitud y la frecuencia de la oscilacion de nma burbuja de didmetro equivalente dado, los

, . . : A .
cuales no pudieron ser coinparados con dalos reportados en la literatura debido a la inexistencia
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de estos ltimos. IHay que mencionar ¢ue este tamadio de burbnja no es el tnico ¢ue describe
traycctorias helicotdales, sino guie estd inclnido enonn rango de valores en el que se ha observado
este tipo de movimiento (ver Tabla 6.1).

De acucrdo con la relacidn que existe entre el movimiento cireddar uniforme y el movimiento
arménico simple, donde el radio de la trayectoria cirenlar que deseribe una particula es la
amplitud de la oscilacion, se concluye que el valor central de este dltimo valor (A == 0.395-4:0.017
am) lo podemos considerar como el radio de Ta trayectoria helicoidal gque deseribe Ia hurbuja
eIl 81U ASCenso.

[ los experimentos realizados se observd gue el lipo de movimiento que deseribe nna
burbuja en su ascenso es [unciéon principalmente de su tamano y por consigniente de las [ucrzas
aque se cjercen sobre ellac Bl clecto de las (nerzas de arrastre viscoso, inerciales, de tension
superficial, de flotacion, cte., contribuyen indndablemente en el tipo de movimicnto que la
burbija describe. Para nn didmetro de burbuja dado (aproximadamente 0.2 em) incliido en ol
rango de tamanos de burhwja que deseriben trayectorias helicoidales (ver Tabla 6.1), se observé
qre la oscilacion es aproximadamente ignal para el nmimero de bwbnjas generadas. A pesar de
que los resultados [ueron obtenidos a partir de 19 hurbujas individuales, éstos permiten dar una
primera aproximacion cnantitativa de dos de los pardmetros mas importantes que describen el
ciclo helicoidal: la amplitud y Ia [vecoencia. La mv(.r»dnlngiu desarvollada para llevar a cabo
este tipo de estudios ha sido planteada y se ha dado el pritner paso en ol largo eamino gue
[alta por recorrer hasta que scan cstablecidas finnemente Tas fucrzas gque originan este tipo de
movimicento, va sea a partiv de modelos matemdticos que tomen en cienta la geometria real de
la burbuja duranic su ascenso, o de resullados gque sean oblenidos experimentalmente haciendo
nso de lv(:nologfu mas avanzada.

La metodologia desarrollada para lHevar a cabo la reconstriecion de Ia travectoria tridimen-
sional de una brurbuja; no aplica inicamente a esta clase de “enerpos™. Pacde ser aplicada a
una pran variedad de casos en donde se regriera determianar Ta trayectoria gre ha segnido un
objeto,

A partir del imodelo tedrico se identificaron: el srrastre viscoso de Stokes psendoestacionario,
la cisipacion viscosa, la crza inercial cjercida por el movimiento del lipido alrededor de Ta

superficic de Ta esfera, 1a fuerza de flotacion y Ta aceleracion, las enales interactnian sobre una
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eslera solida cuyo didmetro es pequernio (d,. < 0.01 cin) y se mueve abajos niimeros de Reynolds
(Rey, < 0.1). Como ya se hia mencionado anteriormente; este modelo no aplica a los Launafios de
burbuja gue se generaron en os experimentos, pero nos acerea a la comprension del movimiento
de estos 1tltimos.

Con respecto al sisteina optoelectrénico que se disefié para medir la velocidad de las bur-
bujas generadas, es importante mencionar gue la principal desventaja que se presentd en las
mediciones fue el requerir de ina videocasetera para determinar los tiempos de caidas de volta-
Jes. Como ya se menciond anteriormente, ol wso de este cquipo limita la precision de las
mediciones ya que mucha de la informacion queda “alimacenada” en un sélo enadro, debido a
aque no hay posibilidad alguna de tener fracciones de cnadros.

Este sistemna permitirta medir velocidades de burbujas con mayor precision si se contara
con una tarjera (interfase) que responda a los impulsos de voltaje generados por ¢l paso de la
burbuja a través de los dos planos de Tuz. Los receplores nsados en el sistema son en realidad
fototransistores cue responden a las variaciones de radiacion Tmininosa (proveniente de los diédos
laser) en el orden de microsegnndos.

Ahora, si en Ingar de utilizar la videocamara que esta limitada a un cierto mimero de
cuadros por segundo, se ntilizara Ia interfase mencionada anteriormente, se evitaria ol uso de
la videocdmara como intermediario y se ganaria en precision en las mediciones,

Por tltimo, habria que resallar que los alcances de este estudio son amplios y se pretende
seguir trabajando en el tema a {in de obtener mayor informacion que nos permita entender el
porgué una burbuja asciende describiendo trayectorias helicoidales cuando alecanza un taumaiio

dado.
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APENDICE A

LAS ECUACIONES DE CAMBIO
EN COORDENADAS
CURVILINEAS

Las ecnaciones de cammbio expresadas en coordenadas rectangilares son las mds sencillas de
ntilizar. Sin embargo, este sistema de coordenadas no siciapre es el mids conveniente para la
resolucion de problemas. C'omo ya se vio en el capitnlo 4, la descripeion y solucion del [lujo
de Hagen-Pouisenille se sitnplilicd mediante el uso de coordenadas cilindricas vy el movimiento
el uido alrededor de Ta esfera en coordenadas esléricas, 1o que no linbiera ocrurido en caso de
utilizar las ecuaciones de caimbio expresadas en algin olros sistema. Entonces, fa aplicacion de
las ecuaciones de cambio expresadas en un sistema de coordenadas en particnlar depende de la
geometyia {isica del problema.

A conlinmacion, se expresan la couacion de continmidad) la cenacion de movimiento y el
tensor de esfinerzos en log tres sistemas coordenados mads conmnmente empleados: el sistema de

coordenadas carlesianas, el de coordenadas cilindricas v ol de coordenadas esléricas.
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A.1 La ecuacion de continuidad en distintos sisteinas coorde-

nados

Coordenadas rectanqulares (x,y, 2) :

9 + 9 (pre) © 9 (pvy) + 9 (pvz)

=0
al i Dy )z
Coordenadas cilindricas (r,0,z)
S?ﬁ L 1o(prr) N if)({)’l)g) N ’d({/)vz) _0
at - r  Or r O 0z
Coordenadas esféricas (r,0,¢) :

a 19 (priv, T O(pugsend L O(pv,
op L n | PV

or g2 or rsenf) o0 rsend

Jep

=10

(A1)

(A.2)

(A.3)

A.2 La ecuacion de movimiento cn distintos sistemas coorde-

nados.

La ecnacion de movimiento én coordenadas rectangnlaves (i, 2)

En funcion de 7 :

componente x,

o "o “ O

g g Ju, oy, or e
p i B T B Ll B i KU MIES T
Y ;

componente 1,

ol A

o, 210 ), O, 1’ 0T,
p <W'/ g Dy ,,)!/L}l B, 1/) =y pay — It [.’Iw_ |

Jy g _(7)Z My O

componente z,
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En funcién de los gradientes de velocidad para un fluido Newtoniano con densidad

y viscosidad constantes:

componenle x,

Dy,
P (“57, e,

componente y,

componente z,

dv,
)
P\ o

+ e

g
T
'

v, |
A T
dx " Oy

4 Dy, |
S, —— 41
"oy i

duy,

vy O
R el i T
P\ o0

Jdn,

-} v,

= -,

Oz

v,

Oz

g
) -

9y
Jz
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o1’ . ) Do, D, Oy,
- + pge — - = - :
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ar’ i | '(',)Zv,, (’)2“‘,, ()211,,
= o gy U e it
dy P O Ay )2*
ar LT (TR LOTH
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Lo cetnacion de movimionto en coordenadas cilfudricas (0,0, 2)

n funcion de 7

componenle r,

o, Ju,
(G et

componente 0,

vy 1y

7

A0

‘

"y

S A T

o,

z 7
)z

)

ar |
=5k pyr -

R4

| {)(7'7”.)

7

| )]’,»U

ar

7

a0

Too

7

(A7)

(A1)

a1,

dz

(A.10)
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En fumciéon de los gradientes de velocidad para un fluido Newtoniano con densidad

vy viscosidad coustantes:

componenle v,

ou, v, vy Doy H(f
A W LR e
Al Or r i v
ar A l ()(H)r)
= ——7— 4 pg - p — )
or M o [()I < COr
cornponente (1
vy vy 19 g vevy

Ay 4
" —— + -
P\ e T 0
13 (ruy)

_lar l
+ pge -1 -
O

A0
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A, v,y Oy

pl—= - - —

N, o r 0
ar Lo du,

)z rr

+ 09z + [N—
1 e
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:/(.“r> (A.13)
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La ecuacién de movimiento en coordenadas esféricas (r,0,9) :
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En funcion de 7

componenbe v

an, du. 1y Jo, U iy, 5 {- ,/,
ol —— -+ - = e
31 or v 90 rsend O

A6
. (A.16)
ar | | (’I'zTn) - 1 9(7, 08¢ n(}) . [ ()TT,L Too -+ T
_ gy — | e L K U 0T C9b
o e Or rsond) (M rsenfl g r
componente 0
) () 1 () 5 u Uyt ’U')j?(f()ly ()
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En funcion de los gradientes de velocidad para un fluido Newtoniano con deunsidad
y viscosidad constantes:

componente r

Jvy | vy . vy U, | vy Iy 'UZ' + U;/)‘,
e e b — = e
P\ on or 0 rsend dd

(A.19)
7
ar ' ” 2 2 Duy 2 2 Oy
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A3 Bl tensor de esfuerzos expresado en distintos sistemas coor-
denados.

Componentes del tensor de esfuerzos en coovdenadas rectangulares (a,y, 2)

. 9 (’)”;1: 2 - ) Oy

Tow o (V-7 (A.22)
{}l,‘, J oy i

Ty =M )(;,/I Ty (V-¥ ) (A.23)
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Componentes del tensor de esfuerzos en coordenadas cilindvicas (0, 2)

v, 2 .
rr — T 22— — = Y
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Componentes del tensor de esfuerzos en coordenadas esléricas (v, 0, )

L dug oy 1y col 0 2 R
o= g |2 —— P e | = o (VY
T I \ <'l'.s'(,n() O ! 7 l 7 3 ( v)

[Bats!

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A31)

(A.35)

(A.36)

(A37)

(A.38)



V -

B _ N O <u(,) l 1 Ou,

Tro = Tor = —H |7 o 7 r A0
senl) O U 1 Ouy

Togp = Tpo = — [t [ 0 (sun,()) + rsend O

1 Ou, . Aoy >
by = = —Ji . - 7‘1-_ o
Tor = Trd /" rsenf) O or ( r/

1o, 1o [ Ou,
= — T TV} A+ = (W Sse 0 —
v 2 0r (ru-) + rsenf) 90 (vosend) + rsenf) O

7

189

(A.39)

(A.10)

(AAL)

(A.A2)



BIBLIOGRAFIA

g

[10]

(1]

Aris, R. (1989). Veclor, Tensors, and the Basic Fquations of Fluid Mechanics, Dover

Publications, New York.

Baird, D. C. (1991). Faperineniacion. Una inlroduccidn a la leovia de mediciones y ol

diseno de erperimentos, Prentice-1lall, México.
Bertin, J: J. (1986). Mecdnica de fluidos para ingenieros, Prentice Hall, México.

Bliaga, . y Weber, M. 15 (1981). Bubbles in viscons Lignids: shapes, wakes and velocities,

J. Iluid Mech., 105, 61 85.

Bird, R. B., Stewart, WLy Lightloot, BN (1987). Fendmenos de Transporte, Reverlé,

Barcelona, Fspana.
Brodkey, R. 5. (1995). T'he phenomena of fluids mnotion, Dover Publications, New York.

Castleman, KR (1996). Digital Image Processing, Prentice Hall) Fnglewood Clifls, New

Jersey.

Catehpole, J. Poy Iadford, Go (1966). Dimensionless Gronps, Industriol and Fngineering

Chemistry, B8 1660,

Clift, R., Grace, J. Ry Weber, M. 1 (1978). Bubbles, Drops and Parlicles, Academic

Press, New York.

Davies, R M.y Taylor, G Lo (10060). The Mechanics of Larpge Babbles Risingg through

Factonded Taquids and throvgh igadds in Pabes, Proes Royo Socs London, A200, 375 300,
Davis, J. L. (1988). Wave propagation in Solids and Fluids, Springer Verlag, Nueva York.

90



[12] Denn, M. M. (1980). yocess Pluid Mechanics, Prentice Hall, linglewood Clifls, New Jer-

sey.

[13] Dryden, H. L., Murnaghan, I*. D. y Bateman, H. (1956). Hydrodynamics, Dover Publica-

tions, New York.
[14] Blmore, W. C. y Heald, M. A. (1985). Physics of Waves, Dover Publications, New York.

[15] Fan, L—S. y Tsuchiya, K. (1990). Bubble wake dynamics in liquids and liquid-solid sus-

pensions, Butterworth-Ileinemann, Stoncham, MA.

[16] Gaddis, 5. S. y Vogelpohl, A. (1986). Bubble formation in quiescent liquids under constant

flow conditions, Chemn. Fng. Sei., 41, 97-105.

[17] Gerhart, P. M., Gross, R. J.y Hochstein, 3.1 (1995). Fundamentos de Mecdnica de Flhddos,

Addison -Wesley Iberoamericana, Wilmington, Delawarc.
[18] Gonzdlez, R. C.y Wintz, P. (1987). Digital hnage Processing, Addison Wesley, U, S0 AL

[19] Harris, N. C., Hemmerling, 150 M.y Mallmann, A. ). (1990). Physics: Principles and
Applications, McGraw 1ill, New York.

[20] Hsu, H. P. (1987). Andlisis Vectorial, Addison-Wesley Iberoamericana, Wilmington,

Delaware.

[21] Jamialalimadi, M., Branch, C.y Mitller: Steinhagen (19914). ‘Terminal hubble rise velocity

in liquids, Trans. Ins. Chem. Iing., T2, 119 122,
[22] Landan, L. D.y Lilshitz, I5. M. (1979). IFluid Mechanics, Pergamon Press, New York.

[23) Tevich, V. G. (1962). Physicochemical Hydvodynamics, Prentice Hall, Englewood Clills,

New Jersey.

[24] Lindt, J. T, (1972). On the periodic nature of the drag on a vising bubble, Chen. Iong.
Sei., 27, 1775-1781.

[25] Main, L G. (1978). Vibrations and Waves in Physics, Canbridge University Press, Great

Britain.

(91



[26]

27]

28]

[29]

[30]

Maneri, C. C. (1995). New look al wave analogy for prediction of bubble terminal velocities,

ATChIT J., 41, 481 487,

McKelvey, J. Py Groteh, 11 (1980). Fisica para ciencias e ingenieria Vol. 1, Harla, México,

| D2 O

Mendaelson, T DL (1967). The Prediction of Brbble Terminal Velocitios from Wave Theory,

ATCRIS T 13, 250 253,
Milne Thomson L. M. (1949). Theorelical Hydrodynamics, Dover Publications, New York.

Morse, I'. M.y Feshbach, H. (1953). Melhods of Theorctical Physics Vol I, McGraw 1,
New York.

Ramakrishnan, R., Kumar, R,y Kuloor, N. R., (1969). Studies in bubble formation — L.

Bubble [ormation under constant low conditions, Chem. Iing. Seci., 24, 731 747,
Resnick, R, Halliday, Doy Krane, 1< (1996). fsica Volo 1) CRCSA | Mdéxico, DL

Ryskin, G. y Leal, L. G. (1984). Nunierieal Solintion of Free Bonndary Problems in Ifhiid
Mechanics. Part. 2. Buoyvancy Driven Motion of a Gas Bubble through a Quiescent Fignid,

J. Fluid Mech., 148, 19 35,

Shal, Y. T., Kelkar, B. G, Godbole, S. 1.y Deckwer, Wo DL (1982). Design Parametoers

fostimations for Bubble Cohinne Reactors, ATChE 10028 303 37K,

Sparenberg, 1o AL (1984). On the streamn function in low Reynolds munber flow for general

curvilinear coordinates, Mathemalical Approaches in Hydrodynamics, Chap 32, 461 -A72.

Sparcnberg, J. AL (1989). Note on the stream function in curvilinear coordinates, [fid

Dynamics Reseaseh, 5, G167,
Streceter, V.o Loy Wylie, 150 3 (198R). Mecdnica de los fluidos, MeGraw il México.

Taitel, Y., Bornea, Doy Dukler; A5 (1980). Modelling Flow Pattern Transitions for

Steady Upward Gas Liquid Flow in Vertical 'Thbes, ATCRIS 1. 26, 345 351,



[39]

[10]

Tritton, D. J. (1977). Physical Fluid Dynamics,Van Nostrand Reinhold Company, New

York.

Vizquez Rodriguez, R. (1988). Prediceion de cocficientes de bransferencia de masa del
lado del gas en cobuwmmnas verlicales con flujo ascendende liguido gas, Tesis de Maestria,

Universidad Auténoma Metropolitana, México.
Vennard, J. <.y Street, R 1. (1986). Flementos de Meednica de Fluidos, CECSA| México.
Wallis, G. B. (1969). One dimensional lwo phase flow, McGraw 1ill; New York.

Wang, C. Y. (1981). On the low Reynolds-mumber {low in a helical pipe, J. Fluid Mech.,
108, 185-194.

Wang, J.-W.y Andrews, J. R. G. (1995). Numnerical Siimalation of I'low in Helical Ducts,
AICLE J., 41, 1071-1080.

Wedlock, D. J. (1991). Controlled particle, droplet and bubble formation, Butterworth

Heinemann
Wellner, M. (1991). Elements of Physics, Plenmun Press, New York.
Wexler, C. (1962). Analytic Geomelry. A Veelor Approach, Addison Wesley, UL.SA.

Wu, B. J. C., Deluca, R. Ty Weneger, P.P. (1974). Rise speed of spherical cap bubbles

al intermediate Reynolds nmunber, Chem. Isng. Sei., 29, 1307 1300,

Yonng, 5. Co (197R). Veelor and Tensor Analysis, Mareel Dekker, Ine., New York.

193



