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Notacion

Utilizaremos la notacion usual en Teoria Cuéntica de Campos [1] donde se define

Unidades naturales

Cuadrimomento

Pt =mU" = m(y,vV) = (ym, Yz, YUy, YU.) = (E, Dz, Py, D2),

D “Alambertiano
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invariante relativistas
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Las relaciones relativistas
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Para una particula masiva
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NOTACION
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NOTACION \%

La métrica de Minkowski en 4 dimensiones con signatura

77W :dzag(—{—l,—l,—l,—l), (7)
1 0 0 0
, 0 -1 O 0
77“ = N = ) (8)
O 0 -1 0
0 O 0 -1

Donde los indices griegos indican v, u = 0,1, 2, 3.

En notacion de Einstein, podemos escribir los vectores y cuadrivectores como

i=a" = (z' 2% 2%), 9)
ot = (2°, %) = (2%, 2, 22, 27), (10)
1 0 0 0
0O -1 0 0
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La convencién de suma de Einstein

Z aixi = ai:vi, (12)
=0

Utilizando la funcion de Heaviside 0(x) y la delta de Dirac 6(z). Si z <0

0(z) =0, (13)



NOTACION

Siz>0

O(z) =1,
Donde la delta de Dirac
do(x)
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La delta de Dirac en n dimensiones
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Transformada de Fourier en 4 dimensiones
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La transformada inversa
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Resumen

El método cientifico contemporaneo, con una aportacion importante de Galileo Galilei,
ha avanzado a pasos agigantados en los tltimos dos siglos. Es indudable que el desarrollo
de la ciencia esté de la mano con la comprobacién empirica de los hechos mediante la
experimentacion, la observacion directa y el razonamiento logico. Sin embargo, muchos de
los fenébmenos hoy bien conocidos y establecidos mediante experimentos, fueron primero
descritos por teorfas que permanecieron en papel, y bajo un argumento matematico, para
después ser comprobados, muchas veces separados por el alcance de la tecnologia del
momento en que se teorizaron ciertas ideas para poder ser llevado al experimento.

Describir un fenémeno debe tener una predicciéon a su comportamiento, debe ser con-
sistente mateméaticamente, y ademés coincidir con los experimentos asociados al mismo,
siendo asi como tenemos una teoria valida y aceptable. Lo que corresponde a los fisicos
tedricos es testear la teoria para ver, sobre todo sus inconsistencias con los resultados de
los experimentos. Es necesario hacer una revisioén breve en la historia de la ciencia para en-
tender como varios fenémenos importantes en la Fisica han tenido un desfase en el tiempo
entre su postulacion teérica y su comprobacion experimental, por ejemplo: la antimateria
fue formulada por Paul Dirac en 1928 [2|, implicita en la ecuacion que lleva su nombre; y fue
hasta 1932 cuando Carl Anderson descubri6 el positron (antiparticula del electron) [3] y en
1955 se encontro la evidencia del antiprotén y el antineutron en la Universidad de Berkeley
por los Fisicos Emilio Gino y Owen Chamberlain [4]. Otro fenémeno descubierto mucho

tiempo después de su descripcion teorica es el boson de Higgs, descrito en 1964 por Peter
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RESUMEN VIII

Higgs [5] y descubierto experimentalmente hasta el 2012 [6]. Las ondas gravitacionales
descritas teéricamente en 1916 por Albert Einstein [7] y descubiertas experimentalmente
hasta 2015 [8], son solo algunos de los ejemplos en la historia de la ciencia.

El objetivo principal de esta tesis es hacer una revisiéon y estudio del efecto Casimir en
un modelo de teoria no conmutativa, donde se hace uso de la Teoria Cuéntica de Campos.
Uno de los principales resultados del presente trabajo, no reportado previamente en la
literatura, es el calculo de la energia y fuerza de Casimir en el caso masivo para la teoria
no conmutativa que estaremos trabajando. A su vez a partir de este resultado se analiza el
limite no masivo (en el modelo no conmutativo), encontrando que reproduce los resultados
previamente obtenidos en la literatura. En el presente trabajo iniciamos analizando el
caso estandar (espacio-tiempo conmutativo) de la ecuacion de Klein-Gordon, la cual es la
version relativista de la famosa ecuacion de Schrodinger. La motivacion para realizar el
estudio de la fuerza de Casimir en un espacio-tiempo conmutativo es para hacer evidente
como la teoria estandar estid de acuerdo con los resultados experimentales. Este hecho es
imprescindible para establecer un rango de validez de la teoria estandar y que esto pueda
ser utilizado para someter a prueba nuevas teorias o conceptos que se encuentren mas alla
del denominado Modelo Estdndar de particulas. En el Capitulo 2 se establecen las bases
de una Teoria Cuéntica de Campos realizando un breve repaso del campo escalar real
masivo, la ecuacion de Klein-Gordon, la fuerza del vacio que representa el efecto Casimir
y su estado base de energia. En el Capitulo 3 se realiza un estudio del oscilador arménico
y los campos electromagnéticos clasicos y cuénticos, con la idea de guiar la tesis desde un
estudio béasico del oscilador de la mecanica cuéntica. El capitulo 4 concentra su desarrollo
en generar una forma del campo escalar real no masivo en una teorfa no conmutativa con
las ideas de los estados coherentes y la relacion de incertidumbre de Heisenberg. El capitulo
5 retine todos los elementos previos estudiados y muestra el calculo de la fuerza de Casimir
en un espacio tiempo no conmutativo; primero en su forma no masiva y, posteriormente, se

extiende al caso masivo. El estudio realizado es presentado a primer orden (en el parametro



RESUMEN IX

relevante de la teoria no conmutativa); sin embargo, es importante mencionar que puede
generalizarse para todo orden, lo cual se esta realizando en una extension a la presente
tesis. Finalmente, terminamos con un anélisis de los resultados principales en la seccion

de conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion

Una de las teorias mas importantes de la fisica contemporénea es la Teoria Cuénti-
ca de Campos (QFT por sus siglas en inglés). Dicha teoria nace como una necesidad de
extender las reglas de la Mecanica Cuéantica a expresiones relativistas, es decir, situacio-
nes en la que sistemas muy pequenos se mueven a velocidades cercanas a la de la luz
(299792.458km /h). Esta utiliza los conceptos de la teoria clasica de campo y trata a las
particulas e interacciones como campos que se extienden por todo el universo. Junto con
la Relatividad General, desarrollada por el fisico alemén Albert Einstein, constituyen las
teorias mas precisas que actualmente tiene el ser humano. Existen modelos muy puntuales
para cada interaccion fundamental en el universo, asociando a cada uno un Lagrangiano
y un Hamiltoniano que nos ayuda a entender su comportamiento y caracteristicas, tales
como: su densidad de energia, momentos, posiciones, etc. Por su sencillez el campo que se
suele estudiar primero es el campo escalar real, con el cual se daréd comienzo en esta tesis,
para después revisar el campo electromagnético.

Pocos fendbmenos cuanticos, como el efecto Casimir, pueden percibirse a una escala
macroscopica. Dicho fenomeno se asocia al estado base (o estado de vacio) que describe
la mecanica cuantica ordinaria. Fue descrito tedricamente en 1948 por H. B. Casimir [9]

y comprobado experimentalmente por M. J. Sparnaay en 1958 [10], y aunque podemos
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discutir sobre su derivacion matematica y su interpretacion, su existencia experimental
esta fuera de duda.

El efecto Casimir tiene objetivos tanto teéricos como experimentales. Ha sido utilizado
para constrenir interacciones tipo Yukawa [11, 12] y ha sido sugerido como una potencial
prueba para la deteccion de materia oscura axionica [13]. A su vez, la fuerza de Casimir no
puede ser despreciada a pequenas escalas en el desarrollo de sistemas micromecéanicos [14].
Algunas de las extensiones teodricas en las cuales se ha estudiado el efecto Casimir incluyen:
espacio-tiempos con topologias no triviales [15, 16| y espacio-tiempos no Euclideos [17, 18,
19]. Modificaciones del efecto Casimir en presencia de campos gravitacionales débiles han
sido también extensivamente estudiadas |20, 21, 22, 23, 24, 25, 26]. En este ultimo contexto,
se ha propuesto que el efecto Casimir puede proveer una pista entre una posible conexiéon
entre las fluctuaciones del punto cero y la constante cosmolégica |27, 40, 29, 30].

Dado que este es un efecto cuantico bien establecido, cualquier teoria que intente mo-
dificar la mecénica cuéntica estandar debe de reproducir este fenémeno, tal es el caso de la
no conmutatividad. Iniciaremos analizando dicho fenémeno utilizando el estado base del
campo escalar real en la version estandar que llamaremos conmutativa. Posteriormente es-
tudiaremos la versiéon no conmutativa, en el caso de un campo electromagnético, haciendo
uso de los estados coherentes y operadores de ascenso y descenso.

Aprovechando las ideas de las teorias ya existentes, se justificaré el estudio del efecto
Casimir a partir del analisis de la energia del punto cero del campo electromagnético en
un espacio-tiempo no conmutativo.

En el capitulo 2 se estudia el efecto Casimir utilizando un campo escalar real. Se co-
mienza con el estudio del campo escalar real masivo y de la ecuacion de Klein-Gordon, para
después derivar una expresion para la energia. Posteriormente, se calculara explicitamente
la energia del punto cero y la denominada “presion del vacio” o fuerza de Casimir. En el
capitulo 3 se revisa el oscilador armonico, el campo electromagnético clasico y su version

cuantica. También se derivara la expresion que utilizaremos para calcular la energia de
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Casimir en el caso de un campo electromagnético.

En el capitulo 4 se dar& una breve introduccion a la no conmutatividad de coordenadas
espaciales y en particular al uso de estados coherentes. Se haréd la deducciéon de como se
introduce un factor (que llamaremos © y que esta relacionado a una longitud asociada a
la no conmutatividad) en el campo escalar real, y que servird como punto de partida para
calcular la energia de Casimir de manera similar al caso conmutativo, esto por medio de
operadores de ascenso y descenso.

En el capitulo 5 se estudiara la fuerza de Casimir en la versiéon no conmutativa. Pa-
ra esto, partiremos de las expresiones deducidas en el capitulo previo para la energia del
vacio. Iniciaremos con el caso sin masa, el cual serd abordado por el método de regulari-
zaciéon que consiste en calcular la fuerza tanto al interior como al exterior de las placas.
El resultado, obtenido por medio de la formula de Euler-Maclaurin, se expresa como una
serie de potencias pares de ©/L?, siendo L la distancia entre las placas. Posteriormente
trabajaremos el caso masivo, para lo cual seguiremos otro camino que involucra el méto-
do de regularizacion dimensional, extensiones de la funcién Zeta de Riemann (Extended
Epstein) y funciones modificadas de Bessel. Al calcular el limite m — 0 recuperamos el
resultado no masivo, lo cual ofrece una confirmaciéon de ambos resultados.

Finalmente, en el capitulo 6 se realiza la discusion de las conclusiones asi como posibles
extensiones al presente trabajo.

En el apéndice se encuentran los calculos y estudios realizados para la obtenciéon de
la forma de la energia del Efecto Casimir en su versiéon no conmutativa. En especifico se
presenta el estudio de los estados coherentes, la solucion de la ecuacion de Klein-Gordon
con limites en la frontera y la deduccion de la energia de una particula cuéntica confinada
en un pozo de potencial.

A manera de referencia podemos mencionar algunas de las correcciones que se han
obtenido en distintos modelos. Por ejemplo, en el caso de violacion a la simetria de Lorentz

para el sector fotonico del Modelo Estandar Extendido [38] (SME, por sus siglas en inglés)
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se observa que la primera correcciéon es proporcional a k?/L? [39], siendo k el parametro
asociado al rompimiento de la simetria de Lorentz y L la distancia entre las placas. Otro
caso estudiado que contempla desviaciones a la simetria de Lorentz muestra que en el sector
escalar del SME, la modificacion en la fuerza de Casimir es un simple reescalamiento, del
caso estandar, que contiene los pardametros asociados a la teoria [40]. Casos que contemplan
espacios no conmutativos muestran correcciones a la fuerza de Casimir proporcionales a
los términos a/L* y a?/L° [41], siendo a un pardmetro asociado a la no conmutatividad,
analogo a O en el presente trabajo, y L la longitud entre las placas. Expresiones analiticas,
aunque considerablemente complicadas, han sido obtenidas para modelos de teorias de
cuerdas [42] y espacios de Kaluza-Klein [43].

En algunos modelos, por ejemplo utilizando el heat kernel method, [44] se puede demos-
trar que en algunos casos la no conmutatividad puede regularizar el comportamiento de
la energia del vacio de un campo escalar. Algunos calculos nos muestran que en modelos
particulares las divergencias son suprimidas y la energia del vacio es solamente divergente
logaritmicamente y en otros casos, mas fuerte que en la teorfa conmutativa .

Otro ejemplo conocido [45] es el efecto Casimir Dirichlet para un campo escalar com-
plejo en un espacio (2+1); 2 coordenadas espacial no conmutativas y una tempral conmu-
tativa, el cual utiliza la condiciéon de contorno Dirichtlet-like en una curva contenida en
un plano espacial y evaliia la energia de Casimir resultante para dos curvas diferentes: dos
lineas paralelas separadas por una distancia L y un circulo de radio R.

Algunos otros ejemplos incluyen dimensiones extras, como es el caso del efecto Casi-
mir no conmutativo Randall-Sundrum [46], el cual es tratado en un mundo brana de 5
dimensiones.

Inclusive existen trabajos que hacen uso de campos escalares complejos no conmutativos
[47], donde se obtienen valores de la energia del estado base a segundo orden realizando

un desarrollo en series de potencial del parametro de no conmutatividad.
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Efecto Casimir: Campo escalar real

En este capitulo revisaremos una de las distintas formas que existen en la literatura
[31] para obtener la fuerza de Casimir en un espacio continuo y conmutativo. El marco
tedrico de la presente tesis es la teoria cuéntica de campos, en la cual se cimienta el
Modelo Estandar de particulas. Esta teoria fue desarrollada a mitades del siglo XX y es
considerada, junto a la Relatividad General, como las teorias més exactas y que estan
detras de los descubrimientos méas importantes del siglo XXI, como el bosén de Higgs, las
ondas gravitacionales o la reciente fotografia que dio la vuelta al mundo de un agujero
negro [32|. Iniciaremos recordando la forma de la ecuacion de Klein-Gordon, la cual se
deriva de la densidad Lagrangiana del campo escalar al aplicar las ecuaciones de Euler-
Lagrange. También derivaremos su correspondiente densidad Hamiltoniana en términos de

operadores de ascenso y descenso.

2.1. La fuerza del vacio

El efecto Casimir, propuesto por los fisicos holandeses Hendrik B.G. Casimir y Dirk
Polder en 1948, es un efecto que aparece cuando dos placas eléctricamente neutras y
paralelas entre s{ se encuentran a una cierta distancia (en el orden de 107%m). Desde

el punto de vista de la Electrodinamica clésica, las placas no interacttian entre si, pero
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experimentalmente sufren una atracciéon. Dicho fenémeno se asocia al estado de energia
del punto cero del campo electromagnético, generando una fuerza de atraccién entre las

placas, la cual es proporcional a ~ 1/d*, siendo d la distancia entre las placas.

2.2. Ecuacion de Klein-Gordon

La ecuacion de Klein-Gordon es una ecuacion relativista proveniente de la ecuacién de
Schrodinger de la mecanica cuantica ordinaria. Dicha ecuacion fue propuesta inicialmente
por Erwin Schrodinger pero fue descartada inmediatamente al observar que no tiene una
densidad de probabilidad positiva definida.

Existen muchas maneras de deducir la ecuaciéon de Klein-Gordon, se usara una que es
rapida e intuitiva, basdndose en la forma de los operadores de momento lineal y Hamilto-
niano de la teoria de la mecénica cuéntica ordinaria.

Una de las ideas de la mecénica cuantica no relativista es promover a operadores canti-
dades fisicas como el momento lineal, el momento angular, la posicién, entre otros. Dichos
operadores son necesariamente auto-adjuntos (con valores propios reales) para poder tra-
tarse como observables fisicas. Por ejemplo, en la representacion de coordenadas podemos

escribir

~ 0
=i 2.2

donde p es el operador de momento lineal y H el operador Hamiltoniano.
En la notacion de Dirac, podemos ver la ecuacion de Schrédinger como el operador
Hamiltoniano aplicado a un estado cuantico |¢), lo cual, visto desde el punto de vista del

algebra lineal, es un problema de autovalores que arroja los valores de la energia del estado
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cuantico en cuestion. PAra una particula libre, explicitamente se tiene

Hg) = L) = Bl (2.3

siendo m la masa de la particula. Si introducimos la forma de los operadores p y H

dentro de la ecuacion de energia relativista propuesta por Albert Einstein

E? =m® +p?, (2.4)

podemos derivar la ecuaciéon diferencial parcial

- 2
Esta es una ecuacion diferencial de segundo orden con forma de ecuaciéon de onda con

fuente. Si pensamos en que ahora el estado [¢)) es un campo real escalar ¢, que depende de

las posiciones y el tiempo, entonces podemos escribir la ecuacion de Klein-Gordon como

(O* + m?)p(t, &) =0, (2.6)

2.3. El Campo Escalar Real masivo

La ventaja de iniciar con el campo escalar real como primer alternativa para estudiar el
efecto Casimir es que este campo es més simple y que algunas expresiones, como la energia
de vacio, del campo electromagnético pueden reescribirse como las de un campo escalar
multiplicado por un factor de dos, el cual esta asociado a la polarizacion.

Los campos que estudiaremos deben ser cuanticos, pero primero se analizan de una manera
clasica para posteriormente cuantizarlos. La densidad Lagrangiana asociada al campo de

Klein-Gordon tiene la forma
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_12_1 2_122
L= 38— 5(Vo)? = Jm’?, (2.7)

donde ¢ se interpreta como un campo clasico. El resultado de aplicar las ecuaciones de

Euler-Lagrange

oL 5 oL
o6 "9(0,90)

=0, (2.8)

a la Ecu. (2.7) reproduce la ecuacion de Klein-Gordon (2.6).

Ahora vamos a cuantizar esta teoria e interpretar las variables dindmicas como opera-
dores que cumplen con ciertas relaciones de conmutacion.

Como es sabido, en mecanica clasica la formulaciéon Lagrangiana utilizada en teoria de
campos esta relacionada con la descripcion hamiltoniana. Una de estas conexiones se logra
al definir un momento conjugado p = 9L/0q por cada variable dinamica ¢ (coordenada

generalizada).

En un sistema continuo la forma del Hamiltoniano es

H= / (7 (Z)p(T) — L]d°z, (2.9)

Donde L es la densidad Lagrangiana, 7(%) es la densidad de momento del campo y
$(Z) las derivadas respecto al tiempo (velocidades) del campo. Al utilizar el Lagrangiano
del campo escalar (2.7) y la forma de su densidad de momento, podemos escribir el Ha-

miltoniano asociado como

M= / i EH(&’, )+ 5 (VO 0~ gm’d*(E.1)] (2.10)

Ahora, al promover a operadores el campo ¢ y su momento lineal 7, en términos de

los operadores de ascenso d; y descenso a;
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2= _ e d3p 1 A~ —ipx ip-x
qb(x,t)—/_ (27T)3\/%(% +a£ ) (2.11)

e’} d3
#(T,1) :/ - (—z’ %(dﬁe TGl W)), (2.12)

6(Z), 7(7)] = i6® (% — ), (2.13)

[0(2), 6()] = [#(2), 7)) = 0, (2.14)

[, a)), (2.15)

siendo la relacion de dispersion

w, = \/p*+ m?, (2.16)

Es importante mencionar que en la derivacion previa, las relaciones de conmutaciéon
2.13 2.14), junto con la condicién de obtener una energia positiva definida, impone
y J gla p

sobre los operadores a, y dfg las reglas de conmutacion

[ap, 4] = [d;,&;] =0, (2.17)

[ap, aly] = (2m)*6° (p — 1), (2.18)
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Notemos que el segundo término en Ecu. (2.15) es proporcional a 6(0), lo cual produce
un infinito. Esto corresponde a la suma de todos los modos de energia del punto cero w,/2,
la cual es una cantidad que se espera que este presente. Afortunadamente dicho infinito no
puede ser detectado experimentalmente, dado que tnicamente las diferencias de energias

respecto al estado base son las que se miden.

2.4. Energia del punto cero

En esta secciéon comenzaremos encontrando la forma del estado base del campo escalar
real sujeto a las condiciones de frontera establecidas por las placas. Las condiciones del
campo es que este se anula en las fronteras, es decir, donde estan localizadas las placas.
Si situamos una placa en x = 0 y la otra placa a una distancia a es decir cuando = = a

obtenemos las condiciones de Dirichlet

#(0,t) = ¢(a,t) =0, (2.19)

Se puede resolver la ecuacion diferencial (2.6) mediante el método de separacion de
variables. Al introducir las condiciones de contorno se cuantiza el momento en la direccion

perpendicular a las placas, obteniendo p, = =* con la solucién del campo

o(x, Zr,t) = sin(nwr/a)ePT et (2.20)

donde x denota las posiciones paralelas a la direccion de la separacion de las placas y Zp
indican las posiciones paralelas a las placas (transversales a la direccion de la separacion de
las placas) y el término ePT"#T expresa la invarianza traslacional en estas direcciones. Esto
nos recuerda al problema de particula en una caja que se estudia en mecanica cuantica
ordinaria, ya que solo ciertos modos de la funcién de onda en ese caso se toman en cuenta.

Ya obtenida la expresion (2.20) la sustitimos en la ecuacion de Klein-Gordon y obtenemos
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—7 A

———

a

Figura 2.1: Efecto Casimir

una version de los modos del campo podemos, que podemos escribir como

nm\ 2
Wy = \/(7) + PR+ m2, (2.21)

El valor de expectacion para el estado base no es mas que el valor de expectaciéon del

Hamiltoniano (2.15) en el estado base

&,(a) = (0]H|0), (2.22)

Para tener un panorama més amplio de la energia de Casimir, en varias dimensiones,
podemos escribirla como la suma de todos los modos posibles del campo dentro de las

placas

1

Ey(a) = (L/2m)* / d* i 34 (2.23)

n
Es importante senalar que el factor de (L/27)%"! hace referencia a la normalizacion
del espacio fase y al area de las placas, por ejemplo para un anéalisis 4-dimensional (una
temporal y tres espaciales, es decir d = 3), se piensa que las placas tienen una dimension

2 v la cantidad L(® representa su area.
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Ya habiendo obtenido la forma de la energia del estado base del campo escalar real con
las condiciones de frontera impuestas por las placas, vamos a resolver la integral mediante
varias técnicas matemaéticas de aproximacion por series. Una de ellas es la continuacion

analitica y la funciéon Zeta de Riemann. Utilizamos la siguiente ecuacion

/2
[ o) =T [0 (2.24)

para poder expresar (2.23) como

L 2rldDE 0 ~ 1 [/nm\?2
£ = (L/2m)" 1@2/5@%)@ 3)/2d(p2T)§\/<7> + pr +m?. (2.25)
n=1

A continuacion reescribimos dicha expresion de la siguiente manera

or(d=1)/2 22 1 P2 (d-3)/2
E = (L/Qﬂ')d_l—_ /— |:n7r—T:| X 2.26
e &) 2 (@ (226)

2 1 2 2 d/2
pia 3 e () ]
o () om0
En dicha expresion la integral puede ser resuelta utilizando
/t’“(l—i—t)sdt:B(qur, —s—r—1), (2.27)
Donde la funcion Beta y Gamma tienen la relacion B(x,y) = Féz;)i;y))) con lo cual

escribimos la energia como

. (%) (d+1)/2 _(d-1)/2 i {(@)2 . nz} d/2 % (2.28)

d
a T
n=1

Considerando el caso no masivo con m = 0 podemos obtener la expresiéon para la
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energia

(2.29)

o (L) r
2 ad F(—%)’

n=1

d
&
Figura 2.2: Energia en funcién de la dimension d
Cabe senalar que para el valor d = —1, £(—1) tiende a —oo debido a la suma negativa
sobre n
£(—1) = —ﬂii, (2.30)
s 2n

n=1

Y para el valor d =0, £(—1) tiende a oo por la definicion de I' evaluada en cero

£(0) = _@igg’g (2.31)

Finalmente utilizamos la forma de la funcién Zeta de Riemann > >~ n¢ = ((—d) con

Re(d) > 1, para poder escribir la expresion final de la energia

Lt d+1 dt1
£=—= T (%) (dm) " F¢(1 + d), (2.32)

donde se ha utilizado la identidad reflectiva
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r (g) 752¢(s) =T (?) 70201 ), (2.33)

La energia en (2.32) se encuentra bien definida para d > 0 donde las funciones Gamma

y Zeta de Riemann toman valores bien conocidos.

2.5. Presion del vacio

Obtenemos la fuerza de Casimir por unidad de area entre las placas, que es siempre

negativa (atractiva) mientras d > 0, mediante

Lo/ o d F(d+1

e = it () m (a4 ), 234

Existen varias formas intuitivas de imaginar qué es lo que realmente sucede con las
placas y por qué, a pesar de ser placas sin ningun tipo de carga eléctrica o magnética,
tienden a unirse. Una de ellas es que, aunque las energias del estado fundamental del
campo son infinitas tanto dentro como fuera de las placas, la energia en el interior es
menor porque ahi los modos del momento son discretos, mientras que en el exterior son
continuos, por lo que contribuyen mas modos a la energia de afuera. Debido a esto, hay
un gradiente de energia de adentro hacia afuera, y los campos tenderian a disminuir las
energias al empujar las placas. Asi podemos concluir que la presion del vacio entre las
placas es siempre negativa. Ademas, en el limite cuando a — oo, obtenemos la energia
del campo en ausencia de placas. La energia por unidad de area en d = 3 (caso 3 + 1
dimensional) es

7 1

- 2,
& 1440 a3’ (2.35)

mientras que la fuerza de Casimir [52] sera
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™ 1

El resultado anterior representa la fuerza de Casimir debido a un campo escalar. Para
un campo electromagnético es necesario tomar en cuenta los dos estados de polarizacion
del fotoén, con lo cual basta con multiplicar el resultado anterior por un factor de 2, lo cual

resultaria en

w2 1

7= Tna

(2.37)

Ya que encontramos la forma de la energia de Casimir en un espacio-tiempo donde
las coordenadas conmutan entre si, estamos listos para ver qué es lo que sucede en un
espacio-tiempo no conmutativo. Antes de esto, en el siguiente capitulo haremos un repaso

sobre la cuantizacion del campo electromagnético.



Capitulo 3

Campo electromagnético

El objetivo de este capitulo es dar un breve repaso del oscilador armoénico cléasico, el

oscilador armonico cuéntico, el campo electromagnético clasico y su version cuantizada.

3.1. Oscilador armoénico

[ ]...el venerado profesor de teoria de cudntica de campos Sidney Coleman dijo una vez:
"La carrera de un joven fisico tedrico consiste en tratar el oscilador armdnico en niveles
de abstraccion cada vez mayores..."| |

Estudiaremos brevemente el oscilador armonico. Asi como el campo escalar real pue-
de ser tratado como una suma de osciladores armoénicos, encontraremos que el campo
electromagnético también puede ser estudiado de igual manera.

Comenzaremos con el estudio del oscilador armoénico clasico. El Lagrangiano asociado

puede escribirse como

Por lo tanto, mediante la transformada de Legendre, su Hamiltoniano adquiere la forma

16
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P2 w2z

H=on T

(3.2)

Donde m es la masa del oscilador, w su frecuencia de oscilaciéon y = y p observables

can6nicamente conjugados. Ademas, las ecuaciones de Hamilton podemos escribirlas como

. OH 5

R (3.3)
. OH p
x_ﬁp_m’ (34)

A su vez, al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange

doL or

E% — %7 (3.5)

al Lagrangiano asociado (3.1), podemos encontrar la ecuacion de movimiento para el

oscilador armoénico

i+ wlr =0, (3.6)

Una solucion del tipo a(t) = a(0)e™ es una cantidad compleja que puede ser observada

por separado, para lo cual podemos escribir x y p como

o) = [l o) o) = iy o) — (o) (3.7

2mw

Reescribiendo la solucién de una manera mas clara tenemos que

1 i

V2 Vmw

El estado del sistema se determina a partir de un punto en el espacio fase (z(t), p(t)),

(Vmwa(t) +

a(t) p(t)), (3.8)

cada par ordenado de niimeros puede escribirse como un ntimero complejo. Decimos que «
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es una representacion compacta del estado del espacio fase del sistema y o* existe para que
x vy p puedan formarse como cantidades observables reales e independientes. Invirtiendo

las relaciones (3.7) podemos escribir el Hamiltoniano como

H = S (Balt) + alt)a’ (1)), (3.9)

Ahora revisaremos el oscilador armoénico cuantico. A diferencia del mundo clasico, don-
de los estados estan dados por posiciones definidas en el espacio fase, en mecanica cuantica
(no relativista) los estados del sistema estan dados por un vector [1)) en un espacio de
Hilbert. Los operadores en dicho espacio funcionan como transformaciones que mapean
vectores de estado definidos en el espacio de Hilbert al mismo espacio de Hilbert. Las can-
tidades observables = y p son ahora operadores autoadjuntos (cumplen con la propiedad de
ser hermitianos) que cumplen con el conmutador [#, p] = i teniendo cada uno su conjunto
de estados propios con valores propios que representan la posiciéon y el momento del estado
en cuestion. También existe el ya muy conocido principio de incertidumbre de Heisenberg
que, recordando el postulado de la medida [53], prohibe estrictamente realizar mediciones
simultaneas entre las coordenadas y los momentos. Esto significa que no se puede diago-
nalizar simultaneamente los dos operadores, tal relacién de incertidumbre puede escribirse
como

AzAp > (3.10)

DO | —

En esta teoria o y o no son reales, por lo que los operadores @ y a' no son hermitianos
(dichos operadores son muy importantes en los primeros pasos de la teoria cuéntica de

campos) y su correspondiente relacion de conmutacion es

[a,a'] =1, (3.11)

La expresion clasica (ahora cuantica) del Hamiltoniano del oscilador armoénico podemos
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escribirla como

1
H= g(aTa +aa’) = w (a*a + 5) , (3.12)

Los estados definidos de energia son autoestados |n) solo de H, de donde se obtiene
1
E, = w(n v 5), (3.13)

Donde n € {Z : n > 0}, esto nos lleva a afirmar que el estado mas bajo de energia es

Ey = g (3.14)

3.2. Campo electromagnético clasico

Ahora vamos a estudiar el campo electromagnético clasico y posteriormente el campo
electromagnético en su version cuantica. Es bien conocido que la piedra fundamental de esta
teoria son las ecuaciones de Maxwell, las cuales permiten tener una descripciéon completa
del electromagnetismo. Las leyes de Gauss por un lado describen la configuraciéon espacial

del campo electromagnético, que en ausencia de fuentes pueden escribirse como
V-E =0, (3.15)
V.-B=0, (3.16)

La evolucion temporal del campo magnético esta dada por la ley de Faraday

VxE=-22 (3.17)

Mientras que la ley de Ampere en ausencia de fuentes
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V x B = %—f, (3.18)

nos brinda la evolucién temporal del campo eléctrico. Lo ultimo que necesitamos para

este analisis es la ecuacion de onda del campo eléctrico en el vacio, la cual es facil de

derivar con la combinacién adecuada de las ecuaciones anteriores

) =
E _
IE - 0, (3.19)

La relacion de dispersion en este caso estéd dada por

w(k) = k, (3.20)

Al momento de elegir un solo modo de k la ecuacion de onda se puede separar en una
funcion espacial E,(F) y otra temporal ay(t). Al introducir el simple modo en la ecuacion

de onda, es necesario introducir una solucién similar a la del oscilador armoénico

az(t) = az(0)e ™, (3.21)

de donde se sigue que E}, satisface la ecuacion de Helmholtz

V2E, + k2E, = 0, (3.22)

En general las soluciones son complejas, por convencién podemos escribir el campo

eléctrico como una combinacién de su parte temporal oz (t) y su contraparte espacial

— —

E(7,t) = ap(t) Eo(7) + a(t) Ey (7), (3.23)

Esta representacion es andloga a como, en el oscilador arménico, hemos escogido a z

como la parte real de «.
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Ahora necesitamos aplicar una transformada de Fourier espacial del campo eléctrico,

lo cual es 1til para entender como « se relaciona con su contraparte del oscilador armoénico

Fi 1 7\, —ik7 73
FF) = G / F(Rye oy, (3.24)

Es bien conocido que la transformada de Fourier de un rotacional o divergencia de
una funcion f(z) es simplemente ik x f(k) y ik - f(k), respectivamente. Por lo tanto, la

transformada de Fourier de la ley de Ampere podemos escribirla como

oF

ik x B(k) = =3

(3.25)

Al tomar en cuenta la transformada de Fourier del campo eléctrico en Ecu. (3.23) y
combinandola con la ecuacién anterior podemos obtener

—

az(t) Eo(k) = E(R.t) + i, x B(E,1). (3.26)

De esta manera observamos que el campo eléctrico toma el rol de x y el campo mag-
nético toma el rol de p del oscilador armonico.

Ahora es necesario obtener una densidad Hamiltoniana, para lo cual obtenemos la
forma del campo magnético a partir de la ecuacion (3.23). Introduciéndola en la ley de

Faraday obtenemos

B(r,t) = (az(t)V x ES('F) —ag(t)V x Eo(7)), (3.27)

La densidad Hamiltoniana del campo electromagnético tiene la forma de

= (B4 B, (3.28)

8

Asi, la densidad Hamiltoniana integrada en todo el espacio sera
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H = / S, (3.29)

Escogemos la forma de Ej teniendo la normalizacion utilizada en [35]

/ By () [2dPr = 2k, (3.30)

Ademas, utilizando las ecuaciones (3.23) y (3.27) e integrando en d*z, obtenemos la

densidad Hamiltoniana

Hy = &(a*a,g + agas), (3.31)

~—

por lo cual nos damos cuenta que tiene la misma forma que el Hamiltoniano del oscilador

armoénico simple.

3.3. Campo electromagnético cuantico y estado base

Recordemos que en la cuantizacion canonica se utilizan vectores [1) en el espacio de

Hilbert y la conversion de observables en operadores hermitianos. De esta manera, al igual
1 oscilad bnico, 1 iables o y o id dores d; y @'

que con el oscilador arménico, las variables oy y a7 son promovidas a operadores dy y @;.

Asi el Hamiltoniano del campo electromagnético cuéntico podemos escribirlo como

Hj = wi (OAé;%OAé]; + —), (3.32)

A-|- ~ . . ., . .
Los operadores Q. y Gj juegan el mismo rol que los operadores de creaciéon y aniqui-
lacion d% y az justo como lo hacen en el oscilador armoénico, satisfaciendo la relacion de

conmutacion

[, al] =1, (3.33)
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Como E y B dependen de agy d;, los operadores de campo F (") y B () cumplen que

[E:(F), B; ()] = i6,36° (7 — 77), (3.34)

Es decir, existe una relacion de incertidumbre entre dichas mediciones.

Ahora vamos a considerar diferentes modos para lg, cada uno significa un modo diferente
del oscilador armoénico asociado en el que se pueden agregar cualquier niimero de fotones
ng. La densidad Hamiltoniana serd la suma de los operadores de un modo individual.

Utilizamos adicionalmente una funcién de un modo espacial

Eo(F) = e e, (3.35)

La condiciéon de normalizacion funciona solamente en un volumen finito V', entonces se
tendra que el factor € vendra dado por € = H%~ Ademas, existe la condicion k - e = 0,
debida a la ley de Gauss en ausencia de fuentes. Esto implica dos soluciones linealmente

independientes que satisfacen

i) €)= i (3.36)

Estos vectores unitarios describen las dos polarizaciones independientes de la luz. De

esta manera los campos eléctrico y magnético dados por los modos (l;, Jj) son

2mwy,
I3

3 > [2TWk ikt ik 2
B(,;,j)(T, t) = 3 (e @ +e a(,gyj))k X €7 ) (3.38)

Usando estas ecuaciones junto con la condiciéon de normalizaciéon, podemos expresar el

Hamiltoniano como
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1
H=3 wn(aly 0, + 5), (3.39)
K.j
Por consiguiente el estado base vendré dado por
0110y = >~ = (3.40)
K.j

Notemos que la suma corre sobre todos los modos descritos por el vector de onda k y
a diferencia del caso del campo escalar también corre sobre las dos polarizaciones 7 = 1, 2.
Este es un resultado bien conocido, el cual muestra que la energia del estado base del

campo electromagnético es el doble que la correspondiente en un campo escalar.



Capitulo 4

No conmutatividad

Es importante recordar que la no conmutatividad entre algunos observables es una de
las piedras angulares que definen la mecanica cuantica ordinaria. Dicha no conmutatividad
se lleva a cabo entre observables canénicamente conjugados. La relacion de incertidumbre
descrita por Heisenberg es una prueba de ello, ya que impide que el producto entre las
desviaciones estandar de estos dos observables sea menor que cierta cantidad, por ejemplo
para las posiciones y sus momentos lineales (//2).

La geometria no conmutativa se basa en el concepto de que puede existir una longitud
fundamental en el tejido del espacio-tiempo. Dicha longitud fundamental utiliza el mismo
concepto de la no conmutatividad entre observables, solo que a diferencia de la Mecénica
Cuéntica, dicha unidad fundamental aparece cuando imponemos que la conmutaciéon entre

coordenadas tenga una solucién no trivial, es decir, no conmutan

[.7)2',(13]’] = i®ij; (41)

donde a ©;; se le asocia con una longitud fundamental al cuadrado.
La idea es 1til para describir correcciones que estén dentro de las barras de error de
los resultados del experimento. Al estudiar el Efecto Casimir, dichas correcciones pueden

aplicarse también considerando términos de autointeraccion del propagador o introdu-

25
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ciendo dimensiones extras. Por ahora, solo nos concentraremos en estudiar la versién no

conmutativa.

4.1. No conmutatividad en el espacio-tiempo

Existen varias formulaciones de la teoria donde las coordenadas no conmutan. Una de
ellas, y la cual sera utilizada en este trabajo, es el uso de valores esperados de operadores
entre estados coherentes.

Primero imponemos que el conmutador entre dos coordenadas espacio temporales esta

dado de la siguiente manera

[, 3] = iO", (4.2)

donde ©#” debe ser un tensor antisimétrico. En una expresion D-dimensional, donde
w=1,2 ... Dy z" cumple las relaciones de conmutacion en Ecu. (4.2), ©* puede ser

reescrito, mediante una transformacion, en una forma diagonal

O" = diag(©1, 02, ..., Op)2), (4.3)

De todas las formas de ©"” solo se tomaran en cuenta cuatro componentes de la misma

para el calculo que continua

éwj = diag(@l, ég), (44)
donde
R 0 1
-1 0

Ahora bien, para tener una no conmutatividad completa, se necesita trabajar en un
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espacio-tiempo con un nimero par de dimensiones. Entonces las cordenadas D = 2d pueden

ser representadas por

i R O S e N (4.6)

T = (21, Tay .ny Bq), (4.7)

Para nuestro objetivo D = 4 obtenemos la expresion de las coordenadas

— —

T = (2, T9), (4.8)

Donde 2 y Z2 generan cada uno un plano no conmutativo con coordenadas (91; ¥ %a;)

—

i‘i — (th 3921)7 (49>

Cada plano no conmutativo tiene su correspondiente conmutador

[911, a1] = O, (4.10)

[912, Ja2] = iOa, (4.11)

La no conmutacién implica que no existen estados propios comunes entre 1; v ;. Al
no poder trabajar en la representacion de dichos operadores, se construyen operadores de

ascenso y descenso para cada i-plano no conmutativo

1
X " .
a, = ——= i — 1Y2i), 4.12
i \/§<y1 y2) ( )

(91i + i92:), (4.13)

Q>
Il

Sl
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Por lo tanto podemos decir que existe una representaciéon no conmutativa de dichos

operadores dada de la siguiente forma

6, 41] = 6,;0;. (4.14)

Los estados coherentes estan definidos por los eigenestados de dichos operadores

a;|la) = agla), (4.15)

(aldf = (o, (4.16)

Donde |a) es un estado del sistema dado, « su autovalor y o* su conjugado. La forma

explicita de los estados coherentes normalizados es

) = Hexp {9%(0”&" - aidj-)} 0), (4.17)

Las coordenadas conmutativas usuales se asocian con las no conmutativas como sus

valores medios sobre estados coherentes

(i) = (o 7 @), (4.18)

. o' ta
<Oé|y1i‘a> - \/i 9 (419)
(aljiila) = Re(a) = i1, (4.20)
(at]oi] ) = Im(ar) = &, (4.21)

Decimos que las coordenadas x#=(Z1, &3) es la posicion media de una particula en el
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plano no conmutativo. Obtenemos la version no conmutativa de onda plana exp(ip’- q)

calculando el valor medio de

2
oz|e:vpzz D - xj J|r), (4.22)
7j=1
Para d = 2 tendremos
(alexpli(py - 21) + (P2 - &2)][ar), (4.23)

donde los vectores de momento lineal estan definidos como

pi = (p11,p12), (4.24)

P2 = (pa1, P22), (4.25)

A partir de (4.9), (4.23), (4.24) y (4.25) se tendra que

(alexpli(priyin + pi2yer + Pa1yiz2 + P2syae)]| ). (4.26)

Ademas, de (4.12) y (4.13) obtenemos

~oat
a; + a;

g = —, 4.27
Y1 \/§ ( )
. a—a)

Y = — (4.28)

Con lo anterior podemos escribir (4.23) como

P11 — Zp12> .<p11 + ipm) At .<p21 - ip22) . .<p21 + ip22> Af]
aler —— | ti|———— o +i| —— |+ i ——= | ay | |o) (4.29
(lep i Jan i (P2 Jal (P Jag i (P2 bl (4.29)



CAPITULO 4. NO CONMUTATIVIDAD

A partir de definir

P11+ P12

P+ = 77

_ P b

bi- = \/5 )

D21 + 1p22

Doy = T7

_ b1 — P22

P2— = T;

Obtenemos la siguiente forma

(a]exp [i[pl,&l + prydl + po_do + p2+&$] o),

La cual podemos escribir como

2
(alexp|i Y (pj-a; + pjeal)]|a),

Jj=1

y haciendo uso de la formula de Backer-Hausdorff

GA+B _ JAB 62[AB]

donde A y B son conmutadores

[A7 [A’B]] = [B7 [A7 BH =0,

obtenemos la forma de onda plana

30

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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(o] exp {ZZ P } ) = exp{ Z { Pl +p5;) +z(ﬁf)l} }, (4.38)

i=1

Dicha expresion para d = 2 podemos escribirla como

d

<a!eXp{iZ(ﬁ-f>}|a —exp{ >

=1

r'>|®

(4.39)
Finalmente, haciendo uso de la definiciéon del producto punto en un espacio no conmu-
tativo y de los momentos conjugados p;;, con ¢,j = 1,2, obtenemos la forma de la onda

plana que se utilizara para el calculo que prosigue

(o exp {iZ(ﬁ- f)} ) =exp { 47 foxn i -0}, (4.40)

i=1

Notemos que esto nos da una pista de como el término de la no conmutatividad ©;
se introduce en una teoria ya conocida y respeta todas las reglas de la misma. Es claro
ver que cuando el valor de © tiende a cero, recuperamos la forma de la onda plana donde
las coordenadas conmutan. Nos damos cuenta que el factor que multiplica a ©; son los
momentos candénicamente conjugados. Dicho factor genera factores de amortiguamiento
proporcionales a ©;.

Con esta idea en mente podemos expresar el campo escalar real en un espacio-tiempo de

Minkowski no conmutativo cuadridimensional en términos de los modos del campo como

e %(w +p? ) ip-E—iwt
2722

donde w = —py, p= Pz, py,P:) ¥ p = /P - D. Notemos el hecho de que el factor de ©;

unc(t, ¥) = (4.41)

es positivo y proporcional a la medida de p?.

De esta manera el operador de campo en su forma no conmutativa toma la forma

p11 +p§1) + (p%2 + p§2)} } exp{—i(p- )1 —i(p- 7)a},
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3
d(x,1) = / RN d’p [Aﬁe%@/zx)(mp%eipx + blem (@) gmipa] (4.42)
s

)2V 2w
Para obtener la evolucion temporal de ¢E(:z_:', t) hacemos uso de la ecuacion de movimiento

de Heisenberg

0
Dicho célculo produce
0 N - > / 1 =/ 1 =/
(@0 = [0(@.0), [ oG+ 5(Tel 0], (.49
i%qﬁ(f, t) = / h B’ (168 (& — 2w (1)), (4.45)
0 L
i5;9(,t) = im(T,1)), (4.46)

A partir de lo anterior y retomando la Ecu. (2.12), la densidad de momentos resulta en

d3p(—iw) > 2,2 ; > 24 .2)
Al t) = [ B (e @A i flem O/t g 4.47
(1) / (2m)3vow L7 p (447)

Para obtener la densidad Hamiltoniana debemos introducir estas nuevas definiciones

del campo (4.42) y su momento conjugado (4.47) en la densidad Hamiltoniana (2.10)
A 1 o0
H= 5/ dz (7% (Z,t) + (Vo(Z,1)?), (4.48)
para lo cual requerimos las expresiones de #%(Z,t) y Vo(Z,t)?, las cuales se calculan

directamente mediante
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3 .
#2(z,t) = / dp(—iw) [(;ﬁe—<e/4>(w2+p2>e—z‘p-z+g;€—<e/4>(w2+p2>eip~x} X (4.49)

(2m)3v/2w

3/ (i
/ d”p/ (—iw’) [A—ve‘(@/4)(w’2+p’2)@—ip"z + 13;76_(9/4)(”'2”,2)@@/.76] '

P

(2m) /2

A su vez, mediante

A~ d3p Zp ~ Ww212) ip-x L W24n2) —ipx
Vo(z,t) _/(%)3 — [_ g~ OI 1) ipw | i o=(O/8)(e42%) =i ] (4.50)

obtenemos la forma de (V¢)? como

~ 2 d3p Zp ~ e/4 2 2 . AT o/4 9 5 i
(Vgﬁ(g;’t)) — / [—bﬁef( /8 (W +p%) pip-x _i_bﬁe*( /4)(w?+p )eﬂp-w} > (4'51)

?

3,4/ /
/ d’p’ _ip [_Aﬁ,e—(@/4><w/2+p2>ez‘p/~m it e—(@/4>(w'2+p2>e—ip'-x]
p

Realizando los calculos correspondientes podemos obtener que la densidad Hamiltonia-

na resulta en

AL A

- 1 Oodg_p boh p2iwpt 3t t7 Tt —2liwpt | — 2 (w24p?)
H = wp | bpb—pe byby — by + bl e e 2\ (4.52)

4) . (2m)3 iz PP
L[>~ & S ojant | 5ot L hth L iRt 2iwpt] —©(w24p?)
+ 5 W%[bﬁbﬁe v bl 4 by + B e P}e o

Llevando a cabo algunas simplificaciones, obtenemos finalmente la forma de la densidad

Hamiltoniana

~ d3p _®w2 "-‘—/\ 1
H = / Wwpe (bﬁbﬁ—i— 5) X (453)
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Donde, si © tiende a 0 obtenemos directamente la forma ya bien conocida del Hamil-
toniano del campo escalar real sin masa. De esta manera la energia del punto cero, en el

caso 3 4+ 1-dimensional, sera

(01H]0) = / N éjﬁle@w"’w@), (4.54)

mo vem volumen i un io-tiempo n nmutativ
Como vemos los efectos de “volumen” debidos a espacio-tiempo no co tativo se
ven reflejados en la energia por medio de un factor exponencial que incluye el parametro

©. Ocuparemos dicha expresion para calcular la fuerza de Casimir en el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Campo electromagnético no

conmutativo: Efecto Casimir

Ahora vamos a revisar el efecto Casimir en un espacio-tiempo no conmutativo, utili-

zando el campo electromagnético en su version no conmutativa.

5.1. Energia del punto cero

5.1.1. Caso no masivo

Partimos de la ecuacion (4.54) que es la forma de la energia del punto cero en su version
no conmutativa. Al asumir las condiciones de Dirichlet, implica que el momento a lo largo

de z (perpendicular a las placas) esté cuantizado como

™

x:_7 51
P =T (5.1)

Al introducir la forma de la frecuencia del campo electromagnético como campo escalar

sin masa obtenemos

35
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wa(k) = + k2, (5.2)

donde k = (py,p-) es paralelo a las placas tomando valores continuos y k-k = k2
Podemos reescribir la densidad de energia de (4.54), y multiplicarla por dos (factor de

polarizacion), para obtener

i Z / kdke®“2 8w, (k), (5.3)

Si cambiamos la variable de integracion k£ a w, la densidad de energfa resulta en

A > ° e} 2
_— - wn(k) 2
0 = 5 ngzo /an dwe w?, (5.4)

La energia fuera de las placas se obtiene observando que el momento a lo largo de x

toma valores continuos

A o [e.e]
Eogur = —/ dn/ dwe=®n k)2, (5.5)
27T 0 %

Después de integrar y tomando en cuenta la longitud fundamental © = [? la fuerza

neta se obtiene mediante

agzn + aSout
0L oL’

]:net - ]:m - fout - - (56)

Es decir

2 R 2 2,2
Fet = 2L4 [anefﬁ” " _/0 dnnde z™" ] (5.7)

Podemos continuar haciendo uso de la férmula de Euler-Maclaurin
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> fn) — /0 dnf(n)zMJrz (;B;’;![f%‘l(N)— N0, (58)

n=1

donde By son los numeros de Bernoulli y usando el hecho de que

f(0) = lim f(N)= lim f*(N)=0, (5.9)

N—oo N—oo

Dentro de la formula de Euler-Maclaurin tnicamente los términos que provienen de
f?*71(0) contaran. Al realizar la expansion solo algunas derivadas serdn no nulas al eva-
luarlas en cero; en particular £ = 2 y k& = 3 producen los términos de orden cero y

cuadraticos en [. Una vez hecho esto, la expresion para la fuerza de Casimir resulta en

Fo F:let, (5.10)
Al AL e

El factor Fy representa el resultado original de la Fuerza de Casimir en Ecu. (2.37) y
el corchete representa la modificacion, en términos de potencias de [/ L, debida al compor-
tamiento no conmutativo del espacio-tiempo. Para una separacion de placas L ~ 10[ las
correcciones de volumen son del orden del 5% y decrece rapidamente a cero para valores
grandes de L. De acuerdo a recientes mediciones experimentales [34], en el rango de 0.1 a
0.9 um de separacion entre las placas, la precision en la medicion de la fuerza de Casimir
es del 1%. Tomando una separaciéon de 0.9 um entre las placas y el término cuadrético
en la Ecu. (5.11) como término dominante, podemos establecer una cota superior para la

longitud minima [ de

1 <10 %m, (5.12)
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Por supuesto que este valor se encuentra muy por encima de los valores a los cuales
se espera que se manifiesten los efectos no conmutativos del espacio tiempo. Vale la pena
mencionar que el valor al cual se especula que puede tomar relevancia es del orden de
10~%m, es decir, la longitud de Planck; sin embargo, hay que recordar que hay que man-
tener una actitud abierta respecto a este valor. Diferentes cotas, tentativamente mejores,
pueden intentar obtenerse mediante el estudio del efecto Casimir en medios materiales,
tales como dieléctricos, o bien, en diferentes geometrias, tales como la esfera o el caso

cilindrico.

-1.x107®
}- -2.x107
-3.x107

-4.x107®

~| t~

Figura 5.1: La linea punteada azul representa el comportamiento de la fuerza de Casimir
en el caso estandar (conmutativo), mientras que la linea continua roja representa el caso
no conmutativo en unidades de ©~* en funcién de la separaciéon L entre las placas (en

unidades [ = v/©).

En la Fig. 5.1.1 se muestra la grafica de la fuerza de Casimir para el caso conmuta-
tivo (linea azul punteada) y el caso no conmutativo (linea roja continua). Tal como se
observa de la expresion (5.11) en el caso no conmutativo se tiene un incremento (en valor
absoluto), respecto al caso estandar, de la fuerza de Casimir. Las correcciones debidas al
comportamiento no conmutativo no modifican el signo de la fuerza de Casimir, siendo esta
siempre repulsiva.

De la Fig. 5.1.1 podemos concluir que la diferencia porcentual entre el valor estandar

(espacio-tiempo conmutativo) y el obtenido para un espacio-tiempo no conmutativo rapi-
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12 14 16 18 20

L
[

Figura 5.2: Diferencia porcentual entre las fuerzas de Casimir en funciéon de L /[ incluyendo
solo los efectos de volumen.

damente decae a cero. Para un valor de L = 20l vemos que dicho porcentaje ronda el 2%
y para L = 40l decae al 0.5%, aproximadamente. Cabe mencionar que las longitudes en
las cuales se trabaja el efecto Casimir en placas paralelas es del orden de micras (10~m),
lo cual para este caso particular (L = 20l) da un valor de [ bastante alejado del que se

espera (tentativamente).

5.1.2. Caso masivo

Para abordar este caso partimos de la Ecu.(4.54) y calculamos, para mayor simplicidad,
la energia de Casimir, iniciando con un campo escalar. La evaluaciéon de dicha expresion
es complicada por el factor exponencial que aparece dentro del integrando; sin embargo,
un tratamiento perturbativo puede llevarse a cabo. Para ello basaremos el procedimiento
en una regularizacion dimensional, tal como el empleado en Ecu. (2.25). En esta ocasion

la energia de Casimir estard dada por

L old-1)/2 =2 1 B _ow? 1 nm\2 -
£ = (L2 2 [ S i) (M) e (519
2 n=1
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donde a corresponde a la separacion de las placas y L4~! al area de las placas. Consi-

derando que © < 1, expandimos a primer orden el término exponencial para obtener

rld= 1\/ nm 2
_ i-12 2(d3/2 21 [ (T 2 2. ...
AE = —O(L/2n) dT / (k2 ) R 4m ]d(k:T)z (a) B2+ m2
(5.14)
donde AE = & — &) y & corresponde a la energia de Casimir en el caso estandar y que

proviene del 1 en la expansion de la exponencial. Reescribimos AE de la siguiente manera

AE = oLy ();i/ S92 12]di2) \/ (%W)QM%WQ,

(¢
2 (d-1)/2 1 2
—O(L/2m)! ”( / (k)72 ) +m2}d(k%)§\/(%) + k2 +m2,

k2 dk?
xr= <%>2+m2, dmzm, (5.15)
podemos obtener
ae = ot/ 2t S () ] ([T k),
_@(L/Qﬁ)d_l% Ool i [(%)2 N mQ] (d22)</000 x%‘n’(l + x)%d:p)

Las integrales pueden llevarse a cabo de manera inmediata utilizando la definiciéon de
la funcion Beta en Ecu. (2.27). La sumatoria infinita puede ser reescrita en términos de
funciones de Bessel modificadas mediante la definiciéon de las funciones Zeta generalizadas

(Extended Epstein) como [49]
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- —s —s 7T F(S — 1/2) —s Am® —s —s - s— q
22[an2+q] =q +\/;qu/2 +ma 1/4 /2q1/4 /2 Zn 1/2K3_1/2(27m\/£),
n=1

n=1
(5.16)
Dado lo anterior, la expresion final para A€ resulta en
3p( d—1
A1 9p(d-1)/2 ——F(—)
AE= -6 T -[ i }x (5.17)
2T () LT
2
r M)((d + 4) o
a d+3 2 _2d+7 _d+2 ( > d+3
—m T2 +4n 2 K_ags (2mna) |,
[ﬁ ((=(d+3)) Zl
donde hemos ocupado que
-9 4
— == —— -1, (5.18)
I(—42) 2

junto con la propiedad reflectiva en Ecu. (2.33) para realizar simplificaciones y tener
bien definidas las funciones Gamma. Asimismo, se omitieron términos independientes de
a que no producen contribuciones a la fuerza de Casimir, que es la cantidad que se mide
experimentalmente. Para finalizar, es necesario considerar la energia que se encuentra fuera
de las placas. Considerando dos placas auxiliares, una en z = Ls (del lado derecho de las
placas) y otra en z = L; — a (del lado izquierdo de las placas), tendremos que la energia

total del sistema sera

A&r(a) = AE(a) + AE(Ly — a) + AE(Ly), (5.19)

El ltimo término no contribuye al ser constante. Y al tomar el limite L, — —o0,

tendremos que la energia final regularizada sera
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3 Li-1  ;=3/2 > _ass
AEr = '_5@(%0dlfl—%)x[< ) }; K_wa(2mna)|. (5.20)

Dado el tratamiento perturbativo que hemos empleado, se deriva de inmediato que
en el limite ® — 0, se recupera el caso estandar para la energia de Casimir, dado que
A&r =0, y lo cual implica € = &. El caso 3+ 1 dimensional esta bien definido y se obtiene
directamente de la expresion (5.20) haciendo d = 3. El caso m < 1 puede empatarse con

el resultado obtenido para m = 0, para ello se expande la funcién modificada de Bessel

a2m?n= T (43) (an)~%F 1 1
m 0T K s (2mna) ~ - S ICONEE WP ST ~(=d—3)) (an)F
z d+1 2
1 d+3
3" F( - )( ) (5.21)

El término en el segundo rengléon es el que contara para el caso m < 1, el cual es
independiente de la masa. La sumatoria infinita que aparece en la Ecu. (5.20) se puede
realizar inmediatamente con la definicion de la funciéon Zeta, que para el caso d = 3,
notamos que resulta en (6). Este resultado, que es proporcional a ©/a®, se deriva respecto
a a para obtener el negativo de la fuerza de Casimir. Dicho resultado, al multiplicarlo por
2 para considerar un campo electromagnético (que es el que se presenta en la subseccion
anterior), coincide exactamente con el obtenido en Ecu. (5.11) a primer orden en © (o bien

12), donde recordemos que JFy es igual a

w2 1

7= om0

(5.22)

y la separacion de las placas en dicha Ecu. (5.11) es expresada con L, y en la expresion
(5.17) hemos usado a. Lo anterior generaliza y confirma los resultados obtenidos previa-

mente, ya que por medio de dos procedimientos diferentes, y en el limite adecuado, hemos
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llegado al mismo resultado. La primera correciéon para la energia de Casimir en el caso
m < 1 vendra del primer término del lado derecho de Ecu. (5.21), el cual es proporcional
a m?/a, el cual dard una contribucion a la fuerza de Casimir proporcional a (%5)2 De lo
anterior se deriva que las correciones en el caso m < 1 estaran dominadas por los térmi-
nos independientes de la masa, los cuales son proporcionales a (£)? (ver Ecu. (5.11) con
L = a). Esto finaliza el anélisis del caso masivo. En la siguiente seccién presentamos las

conclusiones y posibles extensiones al presente trabajo.
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Conclusiones

El efecto Casimir es uno de los candidatos ideales para probar la teoria no conmutativa
desde el punto de vista de los estados coherentes. También nos permite demostrar como un
experimento macroscopico puede mostrar los efectos cuanticos y en especial los efectos del
estado base de energia de un campo. La idea es imaginar primero el espacio-tiempo donde
no existen placas y en el cual la energia del estado base del campo electromagnético es
infinito. Lo interesante es entender qué sucede con ese campo cuando se incluyen las placas
en el vacio y se describe, sobre todo, la energia que existe entre las placas (ayudandonos con
el entendimiento de la teoria de una particula confinada en un pozo de potencial infinito
de la mecanica cuéantica ordinaria).

El estado base de un campo electromagnético, en su versiéon no conmutativa, predice
el efecto Casimir, con correcciones respecto al resultado estandar. Dichas correcciones,
para el caso no masivo, estan en potencias de [/L, siendo L la separacion de las placas
y [ la longitud minima asociada a la naturaleza de un espacio-tiempo no conmutativo,
donde recordemos que I = /O. Lo anterior esta explicitamente establecido en Ecu. (5.11).
Cabe resaltar que, usando los datos experimentales, se puede obtener una cota superior
para la longitud minima de [ < 1078m. Asi, el efecto Casimir, si bien es susceptible de

modificaciones debidas al modelo no conmutativo, no es apropiado para establecer una

44
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cota competitiva sobre la longitud minima [. Como referencia, podemos mencionar que
a partir de mediciones gravitacionales (redshifts, deflection and time delay) es posible
establecer una cota de I < 10m [36]. El caso masivo fue analizado por medio del método
de regularizacion dimensional, lo cual nos da un resultado con correcciones debidas al
parametro © y la masa. En el limite m < 1 es recuperado el caso no masivo, lo cual
confirma los resultados derivados. Al considerar simultaneamente correcciones debidas a
la masa y el pardmetro ©, cuando m < 1, se observa que aquellas que son independientes
de la masa son las que predominan.

Es importante mencionar que la derivacion de la fuerza de Casimir en Ecus.(5.11) y
(5.17) corresponde solo a una aproximacion, debido a que no se han tomado en cuenta los
efectos de frontera de manera rigurosa. Recordemos que en un espacio-tiempo no conmu-
tativo no tiene sentido el hablar de la posicion de una frontera en una locaciéon exacta. En
principio, en un espacio-tiempo no conmutativo, la posiciéon de una frontera debe tomarse
con una incertidumbre no menor a la escala o longitud minima asociada al espacio en el
cual se trabaja, y cuyo valor no es conocido a priori. En Ref. [33] se hace una discusion
en la que se estima que dichos efectos de frontera deben de ser del mismo orden de los
expresados en Ecu. (5.11). El tratamiento de geometrias no conmutativas con fronteras es
un problema abierto de gran interés teérico, pero a su vez muy complejo, por lo cual queda
fuera del objetivo del presente trabajo.

Por otro lado, es necesario entender el enfoque de estados coherentes para la no con-
mutatividad incluido en la presente tesis, dicho enfoque de estados coherentes ha sido ya
utilizado en otros trabajos [37] y los resultados no dependen de la autointeraccion del
campo. La no conmutatividad del espacio-tiempo incluye dentro de las ondas planas un
factor gaussiano, el cual modifica la densidad de energia calculada en el vacio. Es impor-
tante recalcar el hecho de que cuando el factor © es igual a cero se recupera el resultado
conmutativo, en particular de la forma de la densidad Hamiltoniana. Los términos que

incluyen el factor © tienen el mismo signo de la fuerza de Casimir estandar, con lo cual
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producen un aumento en dicha fuerza (atractiva) que experimentan las dos placas.

Por tanto, la teorfa no conmutativa aplicada en la Teoria Cuantica es vélida, siempre
y cuando el factor de © (o bien [) tenga los valores indicados para que los resultados estén
dentro de las barras de error aceptadas para describir el fenémeno.

Como ha sido previamente mencionado, el efecto Casimir ofrece una valiosa oportuni-
dad de someter a prueba teorias méas alla del Modelo Estandar o fisica no convencional.
Dicho efecto ha sido utilizado para imponer cotas sobre los parametros libres que ofrecen
las distintas teorias. En general, y como hemos visto en el presente trabajo, las modifi-
caciones incluyen dos tipos de pardmetros relevantes. Los primeros son aquellos que son
particulares a la teoria (en este caso la longitud minima [, o bien ©) y el segundo es la
longitud entre las placas paralelas L. Las modificaciones incluiran un juego de estos dos
tipos de parametros que determinaran la cota que se podra imponer para los parametros
particulares de la teoria, dado que L puede ser fijado en el experimento (en el orden de
micras). Dicha combinacion de parametros no es conocida a priori ni tampoco trivial. En
este caso observamos que las modificaciones incluyen potencias positivas de [/L (caso no
masivo), con lo cual las correcciones seran cada vez méas despreciables a medida que se in-
cremente el orden de la correccion. La primera y mas importante correccion es proporcional
a 71(4)2

Una posible extension tedrica que complementa el presente estudio puede comprender
el calculo de la fuerza de Casimir considerando efectos de temperatura finita, diferentes
geometrias (cilindrica y esférica) y medios materiales. En particular, para una generaliza-
cion uno debe considerar la energia de Casimir en una teoria electromagnética en presencia
de dieléctricos. Estos estudios se han vuelto de considerable interés en fisica de particulas
debido a que hay algunas similaridades entre el electromagnetismo de medios continuos y
una teorfa fenomenologica de modelos de bag. Una suposiciéon que se hace es el de modelar
el vacio estandar de QCD como un medio con permeabilidad infinita [48]. Estudios en esta

direccion se han realizado en Refs. [50, 51].
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Apéndice

7.1. Estados coherentes.

En este apartado revisaremos brevemente céomo son introducidos los estados coherentes
vistos desde el punto de vista de la Mecénica Cuéntica ordinaria.
Un estado coherente es una superposicion de eigenestados de energia de un oscilador ar-
moénico cuantico. Fueron derivados por primera vez en 1926 por Erwin Schrodinger en uno
de sus muchos esfuerzos de encontrar soluciones a la Ecuacion de Schrodinger que satisfa-
cieran el principio de correspondencia. Estos tienen gran importancia en el desarrollo de
Optica Cuantica ya que refiere a un estado del campo electromagnético cuantizado que

describe una maxima “especie de coherencia” y un comportamiento clasico.

Los estados coherentes tienen la peculiaridad de ser un vector propio del operador a y

at, es decir

al) = cly), (7.1)

donde [¢)) es un estado coherente.

El hecho de que @ no es un operador hermitiano, implica que a # a'. El objetivo

47
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en esta seccidn serd expresar los estados coherentes como una combinacién lineal de los

eigenestados de energia. Para ello partimos de un estado |«@) como una superposicion de

estados |n) de un oscilador armoénico

@) =) caln).

Sabemos que al aplicar un operador de descenso al estado |n) se tendra

Entonces, al aplicar el operador de descenso al estado coherente obtenemos

ile) = afa),
junto con

[e.o]

d|a> = ch\/ﬁh”b - 1>7

n=0

Con lo cual, igualando las tltimas dos expresiones se tendra

icn\/ﬁ\n —1) = aicn|n>,
n=0 n=0

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

Renombramos n — 1 = m y podemos reescribir la ecuacion del lado izquierdo como

ch\/ﬁm —1) = Z vm+ lep1|m),
n=0 m=0

Ahora, al renombrar con m = n y retomando la Ecu. (7.6) tendremos

Z vn+ legia|n) = ozz ),
n=0 n=0

de lo cual podemos concluir que

(7.7)

(7.8)
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Vn+ 1e,41 = acy,, (7.9)

Dicha relacion de recurrencia nos permite derivar que

acg
V!l

Asi, podemos escribir el estado coherente como

(7.10)

Cp =

@) =0 > ), (7.11)

Determinamos la constante ¢y haciendo uso de la condicion de normalizacion, (a|a) = 1,

con el bra correspondiente

(o =Y (Oj%n (nl, (7.12)

Realizando la operacion del bra con el ket respectivo, obtenemos que

(7.13)

(a]a) = |eo)? Z o]

Y siendo que los estado de energia estan normalizados, (n|n) = 1, tendremos que

(ala) = |col?el’ =1, (7.14)

Esto determina ¢y, dejando como expresion final de |a) lo siguiente

= elol/? Z \/_]n (7.15)
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7.2. Particula en una caja

En este apéndice abordaremos el problema de una particula en una caja en una escala
cuantica, es decir, a una escala muy pequena. Este problema es fundamental para conocer
la naturaleza de algunos fenémenos cuanticos, como lo es en este caso, el efecto Casimir.
Este problema suele abordarse en los primeros cursos de introducciéon a la Mecanica Cuén-
tica. Iniciaremos la discusion describiendo el movimiento de traslacion de una particula
confinada en un pozo de profundidad infinita del cual no puede escapar. La soluciéon arroja

posibles valores de la energia E.

Vo o

X L

Figura 7.1: La figura muestra que el movimiento de la particula solo puede ser en la
coordenada z entre t =0y x = L.

Utilizaremos la ecuacion estacionaria unidimensional de Schrodinger independiente del

tiempo, la cual tiene la forma

R dY(a)
2m  dz?

+ V(@) = Ed(a), (7.16)

Siendo () la funcion de onda asociada al sistema, V' es la energia potencial, & la

constante reducida de Planck y E la energia. Una de las condiciones importantes del
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sistema es que dentro de la caja V' = 0, por lo tanto la ecuaciéon de Schrodinger se puede

escribir como

h? d*)(x)
—_—— p— l :].
2m  da? (), (7.17)
La solucion general puede escribirse como
() = Asen(kx) + Beos(kx), (7.18)

donde A, B y k son constantes reales.
Ahora procedemos a encontrar la funciéon de onda tomando en cuenta las condiciones
de frontera, las cuales describen que la probabilidad de encontrar una particula en x = 0

o x = L es cero. De esta manera podemos escribir la funcién de onda como

¥ (0) = Asen(0) + Bcos(0), (7.19)

de lo cual obtenemos que B = 0. Asi la funcién de onda puede escribirse solamente

como

Y(z) = Asen(kzx), (7.20)

Para encontrar el valor de k£ notemos que

dip(z) _
i kAcos(kx), (7.21)
d2
% = —k*Asen(kx), (7.22)
Es decir
FV@) o), (7.23)

dx?
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Introduciendo esta informacion en la ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo,

obtenemos

S k() = E(z), (7.24)

2m

O bien

_ 8n°mE

k2
h )

(7.25)

Introduciendo el valor de k en la ecuacién de onda obtenemos

mE
() = Asen( 51 }:n x), (7.26)
Ahora, al aplicar la condiciéon de frontera en = = L, que nos dice que (L) = 0,
obtenemos
mE
P(L) = Asen( 87r}7Ln L) =0, (7.27)

Para que la ecuacion sea igual a cero, el argumento del seno debe ser nw, es decir

8m2mE
h

L = nm, (7.28)

De esta manera, podemos escribir la funciéon de onda con el nuevo argumento como

W(r) = Asen(%x), (7.29)

El valor de A lo determinamos normalizando la funcién de onda. Recordemos que la

probabilidad de encontrar una particula dentro de la caja es igual a uno, es decir

L
/ Vrpdr = 1, (7.30)
0
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Que implica que

/j(Asen(%rx))Asen(n%x) dr =1

Al realizar la integral obtenemos el valor de A resultando en

2
N

De esta manera la solucién final es

53

(7.31)

(7.32)

(7.33)

Introduciendo la solucion en la ecuacion de Schrodinger (7.17), podemos encontrar el

valor de E, resultando en

n2h?
~ 8mL?

(7.34)

donde n es un nimero entero positivo. De lo anterior concluimos que la energia de la

particula esta cuantizada. Ademas, todos los valores posibles de energia son diferentes de

cero (el caso n = 0 se excluye porque ¥ (x) = 0, indicando que la particula no esté en la

caja).
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7.3. Solucion de la Ecuacion Diferencial Parcial con Li-
mites en la Frontera

Una vez obtenida la ecuacion de Klein-Gordon, resolveremos esta ecuacion diferencial
parcial de segundo orden para el caso particular del efecto Casimir, esta incluye limites
en la frontera, es decir, se imponen condiciones que se establecen por la presencia de las

placas en dicho fenémeno. La ecuacion de Klein-Gordon esté dada por

(O +m?)¢(2,t) = 0, (7.35)

Donde el D‘Alembertiano tiene la forma

=29 _9_9_ 9 (7.36)

Las condiciones de frontera establecen que la solucion del campo de Klein-Gordon es
igual a cero cuando z = 0y x = L, siendo L la distancia de separacion entre las placas.

Partiendo de la Ecuacion Diferencial

PoTt) _ PoTt) _ PHTY) _ PHEY

2 T frd
ot? 0x? 2 922 +m*p(7,t) = 0, (7.37)

Se propone una solucién de la forma

o(x,y, 2,t) = d(x)p(y)p(2) (1), (7.38)

Asi, la ecuacion de Klein-Gordon resulta en

(O +m?)o(z)d(y)d(2)e(t) = O, (7.39)

Es decir, una funcién que depende de cuatro variables, puede ser vista como el producto

de cuatro funciones que tinicamente dependen de cada una de las variables de la funcién
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Figura 7.2: Dos placas neutras y paralelas a una distancia L. La coordenada z es ortogonal
al area de las placas.

inicial.

Introduciendo dicha solucién en la ecuacion de Klein-Gordon obtendremos

0*¢(t)
ot?

P ¢(z)
022

Polr)

H@)6()0(2) —

—o(y)o(2)o(t)

(7.40)

Dividiendo ambos lados de la ecuaciéon entre la solucién propuesta, obtenemos

L) 1 Poly) | 1 P) . 1 el

ox) 0 | Hy) oy bx) 92 () o

Dicha expresion del lado derecho solo depende de ¢, mientras que el lado izquierdo de

(7.41)

(x,y, z). Esto solo es posible si ambos lados son constantes, con lo cual, al igualar a una

constante, que por conveniencia se toma como

+m?p(Z,t) =0,
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1 9%¢(t)

o(t) o

donde A € R, obtenemos una ecuaciéon diferencial de segundo orden dependiente del

= -\ (7.42)

tiempo

d*¢(t)

o No(t) =0, (7.43)

Una propuesta de solucion a esta ecuacion diferencial es

6(t) = G (0)e ™, (7.44)
Al introducir dicha propuesta de solucién en la ecuacion diferencial se puede ver que
si la satisface.
Ahora, de la ecuacion (9) tenemos

1 a2¢(y)+ 1 0°¢(z) m2:_La2¢(5”> (7.45)

o(y) 0y* ' o(zr) 922 o(z) Oa2

Con lo cual, nuevamente igualando el lado derecho de la ecuaciéon a una constante de

la forma k2

1 P¢(x)
_ = k2 7.46
o) 027 (740
nos permite derivar la ecuacion diferencial
>’ p(x) 2
922 + kig(x) =0, (7.47)

La propuesta de solucion para ¢(x) es

o(z) = Acos(k,x) + Bsen(k,x), (7.48)
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Siendo A y B constantes (A, B € R). Identificamos que es la variable = donde existen
las condiciones de frontera establecidas por el efecto Casimir. Una de esas condiciones es
cuando x = 0, entonces ¢(z = 0) = 0, asi

¢(0) = A =0, (7.49)

De esta manera la solucion para ¢(x) es

o(x) = Bsen(k.x), (7.50)

Ahora, una segunda condicion de frontera del efecto Casimir es cuando x = L, entonces
¢(x = L) = 0. Aqui realizamos un paréntesis y sugerimos revisar el apéndice 7.2, del cual

obtenemos una soluciéon de la ecuacion diferencial como sigue

o(z) = Bsen(%x), (7.51)

Al introducir esta solucion en la ecuacion diferencial (7.47), observamos que efectiva-
mente la satisface.

Ahora para ¢(y) tenemos que

L P¢y) 1 9%¢(2)

2 2 2
= — — A= .52
o) oF o) o2 A=l (7:52)

1 32¢(2) 2 2 2 _ 1 82¢(y) _ 12
% 022 + kr —m-+ N\ = —@ ayz = ky, (753)

Podemos escribir la ecuacion diferencial como
92

g;(f) +126(y) =0, (7.54)

La propuesta de soluciéon es
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d(y) = ¢y (0)e™™, (7.55)
Para ¢(z) resta la ecuacion
1 0%¢(z
W 82(2)+k£—m2+)\2—k§:0, (7.56)
2
L ool) _ —kI+m? =N+ k) = k2 (7.57)

¢(z) 02
Asi, podemos escribir la ecuacion diferencial como

0%¢(z)

52+ k2¢(z) = 0. (7.58)

Su correspondiente solucién seréa

¢(2) = ¢-(0)e™"*, (7.59)

De acuerdo con lo anterior, la solucién total a la ecuaciéon de Klein-Gordon, con las

condiciones de frontera adecuadas, podemos escribirla como

o(t,x,y, 2) = ¢¢(0)e" ™ Bsen <n%x> ¢, (0)e”*vvp_(0)e~ ==, (7.60)

O bien,

Ot 2., 2) = 61(0)6,(0)0.(0) Bsen ") e O vt (7.61)

Identificando las variables y y 2z como coordenadas transversales con respecto al area

de las placas, nombramos los vectores de la siguiente manera

(v, 2) = Zr, (7.62)
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(ky, k=) = ET; (7.63)

Ahora, nombrando a A como A = w,, y tomando por el momento ¢;(0)e”*B =1 (ya

que B es un parametro libre), podemos escribir la solucion final de la forma

o(t,x,y,2) = sen <%x) ei“’pte_iET'fT, (7.64)

Se puede verificar directamente que al introducir esta soluciéon en la ecuacion diferencial

(7.37), esta se satisface y cumple con las condiciones de frontera adecuadas.
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7.4. Funcion Z de Riemann

(George Friedrich) Bernhard Riemann (1826-1866), nacié el 17 de septiembre de 1826
en Breselenz, cerca de Hannover. Hijo de un pastor luterano que se ocup6 personalmente
de la educacién de su hijo durante los primeros anos y lo instruyé en materias como
aritmética, geometria e historia. [a]

La funcién zeta de Riemann es una funcién con una enorme importancia en teoria nu-
meros, fisica, teoria de probabilidad, estadistica, etc, la cual tiene una relaciéon importante
con la distribucion de ntimeros primos.

La funcién zeta de Riemann ((s) esta definida por la suma

Cs) =2 (7.65)
n—1
Donde s € C|Re(s) > 1, la serie converge y define una funciéon que es analitica en toda
la region. La funcion zeta de Riemann puede extenderse de manera tinica por continuacion
analitica a una funciéon meromorfa en todo el plano complejo con un tnico polo en s=1.

Existe ademéas una relaciéon entre esta funcién y los niimeros primos, que tiene la si-

guiente forma

111 1 B
TR R RS St | DR (7.66)

1 1 1 1 1 1 1
=1t =F =+ ) F =+ =+ ) (I = —F...)... (767
[[207) =t gt b Dt gt ) S ). (767)

k

Para cada ntimero primo p, >, 0(p~*)" es una serie geométrica y converge en cualquier

niamero complejo s con Re(s) >1 a



CAPITULO 7. APENDICE

k>0

Y se obtiene que

1 1
DER |

n>0 p(pertenece) P)

61

(7.68)

(7.69)

Donde el producto infinito es sobre todos los ntimeros primos y s es un nimero complejo

con Re(s) >1.la ecuacion esta formada por dos resultados simples: ecuacion para las series

geométricas y el teorema fundamental de la aritmética.

Existe una ecuacion cerrada para ((2k) cuando k es un entero positivo

(_1)k—1(2ﬂ.>2kB2k
202k)

C(2k) =

Donde
By,

son los niimeros de Bernoulli. De esta ecuacion se obtiene que

€(2) =%
4

C4) = 55
6

€(6) = g7z

(7.70)

(7.71)

(7.72)

(7.73)

Siendo solo los primeros valores para k = 1,2, 3. Para ntiimeros impares no se conoce

una soluciéon general. Para valores negativos, si k > 1, entonces

Bi11
k) = —

(7.74)
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Y se puede ver que para nimeros pares negativos, la funcion zeta de Riemann se anula,

denominéndose estos como ceros triviales. Algunos valores para funcién zeta de Riemann

1
k)= —— .
(k) =15, (7.75)
Serie armoénica
1 1

((=h) =145 +5+... =0, (7.76)

Constante de Apéry

1 1

((k)=1+=+=+... (7.77)

23 ' 33
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