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Introducción

Pierre de Fermat fue uno de los principales matemáticos de la primera mitad del siglo
XVII, gracias a él se renovó el interés por la teorı́a de números. Tras su muerte, uno de sus
hijos publicó las notas de su padre, entre las cuales se encontraba una pequeña declaración
de haber probado lo que desde entonces se conoce como el último teorema de Fermat, el
cual es:

Si n ≥ 3, no existen enteros diferentes de cero x, y, z que satisfagan la siguiente ecua-
ción

xn + yn = zn

Este teorema fue demostrado en 1995 por el matemático Andrew Wiles.
Euler (1706-1783), en su manuscrito Algebra de 1770, dio una prueba para el caso

n = 3 del último teorema de Fermat; sin embargo, su demostración contenı́a un sutil
error. Euler trabajó con números algebraicos de la forma O = Z + Z

√
−3, creyendo que

estos números poseı́an las mismas propiedades que los enteros ordinarios, incluyendo la
factorización única. A pesar de que O no tiene esta última propiedad, da la casualidad de
que los elementos con los que trabajó tienen únicamente una descomposición en elementos
irreducibles. Esta omisión pasó desapercibida en aquel momento, no obstante el caso n = 3
se le atribuye a Euler, dado que él publicó una prueba alternativa (ver [17], pág. 184).

En este trabajo estudiaremos las propiedades de ciertos subanillos de los campos de
números llamados órdenes, concentrándonos en las propiedades aritméticas de éstos, entre
las que destaca el estudio de un ideal llamado conductor y su caracterización mediante el
teorema de Furtwängler. En particular O es un orden de Q(

√
−3).

Comenzaremos con la introducción a la teorı́a de los números algebraicos la cual
será presentada en el capı́tulo 1, en el que incluiremos el teorema chino del residuo, el cual
será importante debido a que lo usaremos en la demostración del teorema de Furtwängler.
Por último veremos qué forma tienen los anillos de enteros en campos cuadráticos y en
extensiones cúbicas puras.

En el capı́tulo 2 damos la definición de orden y conductor, veremos las propiedades que
cumplen los ideales que son primos relativos al conductor. Al final de la sección 2.2 mos-
traremos que los elementos de O con norma impar tienen factorización única. Por último
veremos la relación entre el número de clases del anillo de enteros y el número de clases
de un orden, presentando algunos resultados propios, de cómo calcular explı́citamente el
número de clases de un orden dado en un campo cuadrático imaginario.

Finalmente, en el capı́tulo 3 vamos a demostrar el teorema de Furtwängler, el cual
nos servirá para saber qué ideales del anillo de enteros son conductores de algún orden.
Por último damos la caracterización de los ideales conductor en campos cuadráticos y
extensiones cúbicas.
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Capı́tulo 1

Antecedentes
Este capı́tulo contiene la teorı́a necesaria que se requiere para entender la aritmética

del anillo de enteros de un campo de números. Veremos cuándo el anillo de enteros es un
anillo de factorización única y para ello necesitamos estudiar el número de clases de un
campo de números.

Primero recordemos que si R es un anillo conmutativo con unidad. Un R-módulo es
un par (M ,µ), donde M es un grupo (aditivo) abeliano y µ es una aplicación de R ×M
en M tal que, representando por ax a µ(a, x) (a ∈ R, x ∈ M ), se satisfacen los siguientes
axiomas:

a(x+ y) = ax+ ay

(a+ b)x = ax+ bx

(ab)x = a(bx)

1x = x,

para a, b ∈ R y x, y ∈M .
Un submódulo M ′ de M es un subgrupo aditivo de M que es cerrado respecto a la

multiplicación por elemento de R.
El lector interesado en la teorı́a de módulos puede consultar [3].
A lo largo de la tesis, trabajaremos con extensiones finitas sobre Q, a menos que se

diga lo contrario.

1.1. La norma, la traza y el discriminante
Sean L/K una extensión con [L : K] = n, Q ⊆ K ⊆ L y B = {α1, α2, . . . , αn}

una base de L como K-espacio vectorial. Para α ∈ L definimos la transformación lineal
Tα : L→ L como:

Tα(αi) = ααi =
n∑
j=1

ajiαj,

donde aji son los coeficientes de ααi usando la base B. Denotaremos por (aij) a la matriz
cuyas entradas son los coeficientes que acabamos de obtener. Usando lo anterior definire-
mos dos funciones que serán muy importantes a lo largo de este trabajo.

Definición 1.1. La norma de α ∈ L esN(α) = det(aij) y la traza de α es tr(α) =
n∑
i=1

aii.

La siguiente proposición nos muestra que la norma y la traza de un elemento en L no
dependen de la base de L que elijamos.
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8 1. ANTECEDENTES

Proposición 1.2. Sean {α1, . . . , αn}, {β1, . . . , βn} bases de L/K y α ∈ L, con A = (aij)
construida con {α1, . . . , αn} yB = (bij) construida con {β1, . . . , βn}. Entonces det(A) =
det(B) y tr(A) = tr(B).

DEMOSTRACIÓN. Sea N la matriz tal que A = N−1BN , tenemos:

det(A) = det(N−1BN) = det(N)−1 det(B) det(N) = det(B)

debido a que el determinante es multiplicativo y

tr(A) = tr(N−1BN) = tr(NN−1B) = tr(IB) = tr(B),

pues la traza satisface la propiedad tr(CD) = tr(DC), para C,D ∈Mn(R). �

El resultado que a continuación se presenta, da una forma más sencilla de cómo calcular
la norma y la traza de un elemento.

Proposición 1.3. SiL/K es separable, con [L : K] = n y {σ1, . . . , σn} losK-isomorfismos
distintos de L a una cerradura algebraica de K, entonces para α ∈ L tenemos que

N(α) =
n∏
i=1

σi(α) y tr(α) =
n∑
i=1

σi(α).

DEMOSTRACIÓN. Ver [12], proposición 2.6, pág. 9. �

Teorema 1.4. Sean L/K una extensión finita de grado n, α, β ∈ L y a ∈ K. Entonces:
(i) tr(α + β) = tr(α) + tr(β).

(ii) tr(aα) = a · tr(α).
(iii) N(aα) = an ·N(α).
(iv) N(αβ) = N(α)N(β).
(v) Si α 6= 0, entonces N(α−1) = N(α)−1.

(vi) N(a) = an.
(vii) tr(a) = n · a.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue inmediatamente de la definición de norma y traza. �

Notemos que de (i) y (ii) del teorema 1.4 podemos deducir que la traza es lineal.

Definición 1.5. Sea L/K una extensión finita y B = {α1, α2, . . . , αn} ⊂ L un conjunto
cualquiera, el discriminante de B se define como:

∆(α1, α2, . . . , αn) = det(tr(αiαj))

Proposición 1.6. Sea L/K una extensión finita de grado n. Entonces
(i) Si ∆(α1, α2, . . . , αn) 6= 0, entonces {α1, α2, . . . , αn} es una base de L como K-

espacio vectorial.
(ii) Si L/K es separable y {α1, α2, . . . , αn} es base, entonces ∆(α1, α2, . . . , αn) 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. (i) Está demostración se hará por contraposición.
Supongamos que α1, α2, . . . , αn son linealmente dependientes y tomemos la combinación
lineal a1α1 + a2α2 + . . . + anαn = 0 con algunos ai 6= 0. Si multiplicamos esta ecuación
por αj tenemos

a1α1αj + a2α2αj + . . .+ anαnαj = 0
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Sacamos la traza a la ecuación anterior, y por la linealidad de la traza obtenemos
n∑
i=1

aitr(αiαj) = tr(0) = 0 para cada j = 1, . . . , n

Es decir, (a1, . . . , an) es una solución no trivial de

tr(α1α1)x1 + · · ·+ tr(αnα1)xn = 0
tr(α1α2)x1 + · · ·+ tr(αnα2)xn = 0

...
tr(α1αn)x1 + · · ·+ tr(αnαn)xn = 0

Si consideramos la matriz A = (tr(αiαj)), tenemos det(A) = 0 = ∆(α1, α2, . . . , αn).
(ii) Supongamos que L/K es separable, {α1, . . . , αn} es base de L/K y además que

∆(α1, α2, . . . , αn) = 0. Entonces el sistema
n∑
i=1

xitr(αiαj) = 0

tiene al menos una solución no trivial (a1, . . . , an), donde ai 6= 0 para algún i.
Consideramos α = a1α1 + · · ·+ anαn, donde α 6= 0 pues {α1, . . . , αn} es base y al menos
un ai 6= 0. Dado que la traza es lineal, tenemos

tr(ααj) =
n∑
i=1

aitr(αiαj) = 0.

Sea β =
n∑
i=1

biαi un elemento cualquiera de L, entonces αβ =
n∑
i=1

biααi. Sacando la traza

tr(αβ) =
n∑
i=1

bitr(ααi) =
n∑
i=1

bi · 0 = 0.

En particular si β = 1
α

tenemos 0 = tr(αβ) = tr(α 1
α

) = tr(1) = [L : K] = n, lo cual no
puede ser porque la extensión es separable.

�

Las siguientes dos proposiciones nos dan algunas propiedades del discriminante de una
base.

Proposición 1.7. Sean {α1, . . . , αn} y {β1, . . . , βn} bases de una extensión finita L/K.
Entonces

∆(α1, . . . , αn) = det(aij)
2∆(β1, . . . , βn),

donde (aij) es la matriz cambio de base.

DEMOSTRACIÓN. Notemos que αj =
n∑
i=1

aijβi y αk =
n∑
l=1

alkβl por tanto:

αjαk =
n∑
j=1

n∑
l=1

aijalkβjβl.
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Al tomar la traza en ambos lados:

tr(αjαk) =
n∑
j=1

n∑
l=1

aijalktr(βiβl).

Sean A = (tr(αjαk)), B = (tr(βiβl)) y C = (aij) y obsevemos que A = CBCT .
Finalmente, usando propiedades del determinante,

∆(α1, . . . , αn) = det(aij)
2∆(β1, . . . , βn)

. �

Proposición 1.8. Sea L/K separable de grado n. Si {α1, . . . , αn} ⊆ L, entonces

∆(α1, . . . , αn) = det(α
(j)
i )2

donde α(j)
i = σj(αi) y {σ1, . . . , σn} son losK-isomorfismos distintos de L a una cerradura

algebraica de K.

DEMOSTRACIÓN. Ver [7], pág. 173, proposición 12.1.3. �

1.2. Anillo de enteros asociado a un campo de números
En esta sección veremos qué es el anillo de enteros de un campo de números y cuáles

son las propiedades que cumple dicho anillo.

Definición 1.9. z ∈ C es un entero algebraico si z es raı́z de algún polinomio mónico con
coeficientes enteros. Definimos

Ω = {z ∈ C : z es un entero algebraico}.

Antes de continuar necesitamos los siguientes resultados.

Definición 1.10. Sea A un anillo conmutativo con 1. Diremos que A es un anillo noethe-
riano si toda cadena ascendente de ideales propios

I1 ⊆ I2 · · · ⊆ Ir ⊆ · · ·
se detiene, es decir existe m tal que Im = Im+1 = · · · .

Definición 1.11. Un Z-módulo finitamente generado, es un subconjunto no vacı́o W ⊆
C tal que:

i) Si a ∈ Z y γ ∈ W , entonces aγ ∈ W .
ii) Si γ1, γ2 ∈ W , entonces γ1 + γ2 ∈ W .

iii) Existen γ1, γ2, . . . , γn ∈ W tales que W = γ1Z+ γ2Z+ · · ·+ γnZ.



1.2. ANILLO DE ENTEROS ASOCIADO A UN CAMPO DE NÚMEROS 11

Proposición 1.12. Sean W un Z-módulo, con W 6= {0} y ω ∈ C tal que ωγ ∈ W para
todo γ ∈ W . Entonces ω ∈ Ω.

DEMOSTRACIÓN. Sean γ1, . . . , γn una base de W . Por hipótesis, ωγi ∈ W para 1 ≤ i ≤
n. Lo que implica

ωγi =
n∑
j=1

aijγj (1)

con aij ∈ Z. Sea δij la función delta de Kronecker. Entonces

ωγi = δiiωγi =
n∑
j=1

δijωγj. (2)

De las ecuaciones (1) y (2)

0 =
n∑
j=1

δijωγj −
n∑
j=1

aijγj =
n∑
j=1

(δijω − aij)γj.

SiA = (δijω−aij), observamos que det(A) = 0 y det(δijx−aij) es un polinomio mónico
de grado n con coeficientes enteros del cual ω es raı́z. Por lo tanto ω ∈ Ω. �

Proposición 1.13. Ω es un anillo.

DEMOSTRACIÓN. Ver [1], pág. 26, teorema 2.3 �

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.14. Los números z =
−1± i

√
3

2
son enteros algebraicos ya que

f(z) = 0, con f(x) = 1 + x+ x2 ∈ Z[x].

Ejemplo 1.15. Los números
−1 + i√

2
,
1− i√

2
,
1 + i√

2
,
−1− i√

2
son enteros algebraicos pues

son raı́ces de f(x) = 1 + x4.

Definición 1.16. Sea F un subcampo de C. Diremos que F es un campo de números si
[F : Q] <∞. El anillo de enteros de un campo de números F es el conjunto

OF = {α ∈ F : α es un entero algebraico}.

El conjunto OF tiene estructura de anillo pues claramente OF = F ∩ Ω.

Lema 1.17. Sea β ∈ F . Existe b ∈ Z \ {0} tal que bβ ∈ OF .

DEMOSTRACIÓN. Como β ∈ F , entonces β es raı́z de algún polinomio f(x) = b0+b1x+
· · ·+ bnx

n ∈ Z[x], es decir

f(β) = 0 = b0 + b1β + · · ·+ bnβ
n.

Multiplicamos por bn−1n

0 = b0b
n−1
n + b1b

n−1
n β + · · ·+ bnb

n−1
n βn

= b0b
n−1
n + b1b

n−2
n (bnβ) + b2b

n−3
n (bnβ)2 + · · ·+ (bnβ)n
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Sea h(x) = b0b
n−1
n + b1b

n−2
n x+ b2b

n−3
n x2 + · · ·+ xn y notemos que h(bnβ) = 0, por tanto

bnβ ∈ OF . Ası́, b = bn. �

Corolario 1.18. Sean β1, β2, . . . , βr ∈ F . Existe b ∈ Z \ {0} tal que
bβ1, bβ2, . . . , bβr ∈ OF .

DEMOSTRACIÓN. Sea bi ∈ Z \ {0} tal que biβi ∈ OF . Si b = mcm(b1, . . . , br), entonces
bi | b de donde b = biti, para algún ti ∈ Z. Como biβi ∈ OF , tenemos bitiβi ∈ OF y
bβi = bitiβi ∈ OF . �

Proposición 1.19. Sea I 6= 0 un ideal de OF . Entonces I contiene una base de F como
Q-espacio vectorial.

DEMOSTRACIÓN. Sean {β1, . . . , βn} base deF/Q y b ∈ Z\{0} tal que bβ1, bβ2, . . . , bβn ∈
OF .

Sea l ∈ I \ {0}, lbβ1, lbβ2, . . . , lbβn ∈ I . Supongamos

(α1lb)β1 + (α2lb)β2 + · · ·+ (αnlb)βn = 0,

para algunos α1, . . . , αn ∈ Q. Como {β1, . . . , βn} es una base de F/Q, tenemos αilb = 0,
para cada i = 1, . . . , n. Ası́, αi = 0 para todo i = 1, . . . , n, es decir, {lbβ1, lbβ2, . . . , lbβn}
es linealmente independiente y claramente genera a F . Por lo tanto {lbβ1, lbβ2, . . . , lbβn}
es base de F/Q. �

Lema 1.20. Un número racional α ∈ Q es un entero algebraico si y sólo si α ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Si α ∈ Q es un entero algebraico, α satisface un polinomio mónico
con coeficientes enteros, digamos f(x) = b0 + b1x+ · · ·+ xn, con bi ∈ Z. Sea α =

c

d
, con

c, d ∈ Z y mcd(c, d) = 1. Por tanto

b0 + b1

( c
d

)
+ · · ·+

( c
d

)n
= 0

Multiplicamos por dn la ecuación anterior,

cn = −(b0d
n + b1cd

n−1 + · · ·+ bn−1c
n−1d)

= −d(b0d
n−1 + b1cd

n−2 + · · ·+ bn−1c
n−1)

y tenemos d | cn. Dado que mcd(c, d) = 1, se tiene mcd(cn, d) = 1. Ası́, d | 1. Por lo
tanto, d = ±1, es decir α ∈ Z.

Ahora si α ∈ Z, él satisface al polinomio f(x) = x − α ∈ Z[x], se concluye que α es
un entero algebraico. �

A partir de ahora, diremos que un elemento en Z es un entero racional para no confun-
dirlos con los enteros algebraicos.
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Proposición 1.21. Sea α ∈ OF . Entonces N(α), tr(α) ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Como α ∈ OF , α satisface un polinomio mónico con coeficientes
enteros f(x) = a0+a1x+ · · ·+xn, de donde 0 = a0+a1α+ · · ·+αn. Sea σ ∈ Aut(F/Q).
Entonces

0 = σ(a0 + a1α + · · ·+ αn) = a0 + a1σ(α) + · · ·+ σ(α)n,

es decir, σ(α) ∈ OF y dado que N(α) =
∏

σ∈Aut(F/Q)

σ(α) y tr(α) =
∑

σ∈Aut(F/Q)

σ(α)

tenemos N(α), tr(α) ∈ OF .
Por otro lado N(α), tr(α) ∈ Q. Por lo tanto, por el lema anterior, N(α), tr(α) ∈

Z. �

Corolario 1.22. Sea {α1, α2, . . . , αn} ⊆ OF una base de F sobre Q. Entonces,

∆(α1, α2, . . . , αn) ∈ Z
.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que ∆(α1, α2, . . . , αn) = det(tr(αiαj)) y por la propocición
1.21, tr(αiαj) ∈ Z. Por lo tanto, ∆(α1, α2, . . . , αn) ∈ Z. �

Teorema 1.23. Sea I 6= {0} un ideal de OF y {α1, α2, . . . , αn} ⊆ I una base de F/Q de
tal forma que |∆(α1, α2, . . . , αn)| es mı́nimo. Entonces, I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Z αn.1

DEMOSTRACIÓN. Como αi ∈ I e I es un ideal, Zαi ⊆ I . Entonces, I ⊇ Zα1 + Zα2 +
· · ·+ Zαn.

Inversamente, sea α ∈ I y como {α1, α2, . . . , αn} es una base, α = a1α1 + a2α2 +
· · ·+ anαn, con ai ∈ Q para cada i = 1, . . . , n. Probaremos que ai ∈ Z.

Supongamos que ai 6∈ Z para algún i = 1, . . . , n. Sin perdida de generalidad, supon-
gamos que a1 6∈ Z, es decir a1 = m+ θ, donde m ∈ Z y θ ∈ (0, 1).

Sean β1 = α − mα1, β2 = α2, . . . , βn = αn. Como m ∈ OF e I es un ideal de OF ,
tenemos mα1 ∈ I y, por tanto, α−mα1 ∈ I , es decir, B = {β1, β2, . . . , βn} ⊆ I . Veremos
que B es una base para F/Q.

Supongamos que 0 = q1β1 + q2β2 + · · ·+ qnβn, con qi ∈ Q, para i = 1, . . . , n. Ası́,

0 = q1(α−mα1) + q2α2 + · · ·+ qnαn

= q1(a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn)− q1mα1 + q2α2 + · · ·+ qnαn

= (q1a1 − q1m)α1 + (q1a2 + q2)α2 + · · ·+ (q1an + qn)αn

y dado que {α1, α2, . . . , αn} es una base de F/Q, tenemos q1a1−q1m = 0 y q1aj +qj = 0
para j = 2, . . . , n. Por tanto, qj = 0 para cada j = 1, . . . , n y, como [F : Q] = n, tenemos
B es una base para F/Q.

Por otro lado, la matriz cambio de base de {β1, β2, . . . , βn} a {α1, α2, . . . , αn} es

A =


θ a2 · · · an
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 .

1Notemos que I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Z αn es una suma directa, ya que {α1, . . . , αn} es una base.
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Dado que det(A) = θ, por la proposición 1.7, |∆(β1, β2, . . . , βn)| = θ2|∆(α1, α2, . . . , αn)|
y θ ∈ (0, 1). De lo anterior,

|∆(β1, β2, . . . , βn)| < |∆(α1, α2, . . . , αn)|,

lo cual es una contradicción al hecho de que |∆(α1, α2, . . . , αn)| es mı́nimo. Entonces,
tenemos ai ∈ Z para i = 1, . . . , n. Ası́, I ⊆ Zα1 + Zα2 + · · · + Zαn. Por lo tanto,
I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Zαn. �

Definición 1.24. Si {α1, α2, . . . , αn} ⊆ I es una base de F/Q tal que |∆(α1, α2, . . . , αn)|
es mı́nimo, entonces llamaremos a {α1, α2, . . . , αn} una base entera de I .

Observemos queOF es un ideal de sı́ mismo, por lo tantoOF contiene una base entera,
la cual se llama base entera de F/Q.

Proposición 1.25. Sea {α1, . . . , αn} ⊆ I una Q-base de F tal que I = Zα1 + · · ·+ Zαn.
Entonces {α1, . . . , αn} es una base entera de I .

DEMOSTRACIÓN. Sea {β1, . . . , βn} ⊆ I una Q-base cualquiera de F . Veremos que
|∆(α1, . . . , αn)| ≤ |∆(β1, . . . , βn)|.

Notemos que βi =
n∑
j=1

aijαj , con aij ∈ Z, entonces

∆(β1, . . . , βn) = (det(aij))
2∆(α1, . . . , αn)

y como aij ∈ Z, tenemos det(aij) ≥ 1. Ası́, ∆(β1, . . . , βn) ≥ ∆(α1, . . . , αn) y por tanto
|∆(α1, . . . , αn)| ≤ |∆(β1, . . . , βn)|. �

Con el teorema 1.23 y la proposición anterior tenemos que {α1, . . . , αn} ⊆ I es base
entera de I si y sólo si I = Zα1 + · · ·+ Zαn.

Corolario 1.26. Sean {α1, α2, . . . , αn},{β1, β2, . . . , βn} dos bases enteras de F/Q. En-
tonces ∆(β1, β2, . . . , βn) = ∆(α1, α2, . . . , αn).

DEMOSTRACIÓN. Sean αi =
n∑
j=1

aijβj , con aij ∈ Z, βj =
n∑
k=1

bjkαk, con bjk ∈ Z y (aij) y

(bjk) las matrices con entradas los coeficientes obtenidos anteriormente. Por la proposición
1.7,

∆(β1, β2, . . . , βn) = (det(aij))
2∆(α1, α2, . . . , αn).

Es fácil ver que det((aij)(bjk)) = 1, de donde det(aij) = ±1. Por lo tanto

∆(β1, β2, . . . , βn) = ∆(α1, α2, . . . , αn).

�

Definición 1.27. El discriminante deOF es el discrimininante de una base entera de F/Q
y se denota por δF .
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Lema 1.28. Sea {α1, . . . , αn} una Q-base de F formada por enteros algebraicos y d =
∆(α1, . . . , αn). Entonces cada entero algebraico α ∈ OF se puede expresar de la forma

α =
m1α1 + · · ·+mnαn

d
,

donde los mi ∈ Z y d|m2
i .

DEMOSTRACIÓN. Si α ∈ OF , existen a1, . . . , an ∈ Q tales que α = a1α1 + · · ·+ anαn.
Si σ1, . . . , σn son los monomorfismos de F en C, se tiene el sistema de ecuaciones lineales

σ1(α) = a1σ1(α1) + · · ·+ anσ1(αn)
...

σn(α) = a1σn(α1) + · · ·+ anσn(αn)

que puede ser resuelto usando la regla de Cramer, esto da lugar a

aj =
γj
∆

para j = 1, . . . , n

donde ∆ es el determinante de la matriz (σj(αi)) y γj es el determinante de esa matriz
cambiando la j-ésima columna por el vector columna (σ1(α), . . . , σn(α))T , por lo que γj
y ∆ son enteros algebraicos y ∆2 = d. Como ∆2 = d ∈ Z, daj = ∆γj ∈ Z, por lo que

mj = daj ∈ Z. Notemos que
m2
j

d
=

(∆γj)
2

d
= γ2j ∈ OF ∩Q = Z. Por tanto, d|m2

j . �

Con este lema hemos mostrado que si {α1, . . . , αn} es una Q-base de F formada por
enteros algebraicos, entonces

OF ⊆ Z
α1

d
⊕ Zα2

d
⊕ · · · ⊕ Zαn

d

Lema 1.29. Sean F = Q(α) con [F : Q] = n, f(x) y g(x) dos polinomios de grado menor
que n tales que f(α) = g(α). Entonces f(x) = g(x).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que f(x) = a0 + a1x + · · · + an−1x
n−1 y g(x) = b0 +

b1x+ · · ·+ bn−1x
n−1, no necesariamente del mismo grado. Por hipótesis tenemos

a0 + a1α + · · ·+ an−1α
n−1 = b0 + b1α + · · ·+ bn−1α

n−1,

se sigue
(a0 − b0) + (a1 − b1)α + · · ·+ (an−1 − bn−1)αn−1 = 0.

Como F = Q(α), {1, α, . . . , αn−1} es una base de F comoQ-espacio vectorial, en particu-
lar es linealmente independiente, es decir, (a0−b0) = (a1−b1) = · · · = (an−1−bn−1) = 0.
Por lo tanto f(x) = g(x). �

Teorema 1.30 (Teorema de la base entera especial). Sea F = Q(α) una extensión de grado
n sobre Q. Si α es entero algebraico, entonces existe una base entera de F de la forma{

1,
f1(α)

d1
, . . . ,

fn−1(α)

dn−1

}
,

donde di ∈ Z con d1|d2| · · · |dn−1 y fi es un polinomio mónico de grado i con coeficientes
enteros.
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DEMOSTRACIÓN. Por las hipótesis del enunciado, {1, α, . . . , αn−1} es una Q-base de F .
Por el lema 1.28, si d = ∆(1, α, . . . , αn−1) se tiene que

OF ⊆ Z
1

d
⊕ Zα

d
⊕ · · · ⊕ Zα

n−1

d
.

Para cada 1 ≤ i ≤ n, sea Ki = Z
1

d
⊕Zα

d
⊕ · · · ⊕Zα

i−1

d
∼= Zi y Ri = OF ∩Ki. Entonces

R1 = K1 ∩ OF = Z
1

d
∩ OF ⊆ Q ∩ OF = Z ⊆ R1,

es decir R1 = Z. Ademas, como

OF ⊆ Z
1

d
⊕ Zα

d
⊕ · · · ⊕ Zα

n−1

d
,

Rn = OF ∩Kn = OF .
Obtendremos la existencia de la base por inducción sobre i. Para i = 1 basta tomar la

base {1}.
Supongamos ahora que i < n y que Ri tiene una base de la forma indicada, donde los

di están en Z con d1|d2| · · · |di−1 y los fi son polinomios mónicos de grado i. Sea

π : Ki+1 = Ki ⊕ Z
αi

d
−→ Z

αi

d

la proyección canónica. Notemos que

π(Ri+1) ⊆ Z
αi

d

y π(Ri+1) 6= 0, pues contiene a αi. Por lo tanto, es un grupo abeliano libre de rango 1 y
existe β ∈ Ri+1 tal que π(Ri+1) = Zπ(β). Con estas condiciones, vamos a demostrar que

Bi+1 =

{
1,
f1(α)

d1
, . . . ,

fi−1(α)

di−1
, β

}
es una Z-base de Ri+1.

Sea γ ∈ Ri+1. Sabemos que π(γ) = mπ(β) con m ∈ Z, de donde

γ −mβ ∈ Ker(π) ∩ OF = Ki ∩ OF = Ri

y, por hipótesis de inducción,

γ −mβ = m01 +m1
f1(α)

d1
+ · · ·+mi−1

fi−1(α)

di−1
,

es decir

γ = m01 +m1
f1(α)

d1
+ · · ·+mi−1

fi−1(α)

di−1
+mβ.

Por lo anterior, Bi+1 genera a Ri+1. Además, Bi+1 es linealmente independiente, pues si

m01 +m1
f1(α)

d1
+ · · ·+mi−1

fi−1(α)

di−1
+mβ = 0

con m0,m1, . . . ,mi−1,m ∈ Z, entonces 0 = π(mβ) = mπ(β), de donde m = 0 y, por
hipótesis de inducción, m1 = m2 = · · · = mi−1 = 0.
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A continuación veremos que β se puede tomar de la forma deseada. Como α ∈ OF y
fi−1(α)

di−1
∈ Ri tenemos

α
fi−1(α)

di−1
∈ OF ∩

(
Z
α

d
⊕ Zα

2

d
⊕ · · · ⊕ Zα

i

d

)
⊆ OF ∩Ki+1 = Ri+1.

Más concretamente, si

fi−1(α) = a0 + a1α + · · ·+ ai−2α
i−2 + αi−1,

se tiene

π

(
α
fi−1(α)

di−1

)
=

1

di−1
αi

y, por lo tanto, existe m ∈ Z tal que
1

di−1
αi = mπ(β),

de donde

π(β) =
αi

di
con di = mdi−1.

Si

β =
1

d

(
b0 + b1α + · · ·+ bi−1α

i−1 + biα
i
)
,

entonces
bi
d

=
1

di
, bidi = d y

β =
1

di

(
b0
bi

+
b1
bi
α + · · ·+ bi−1

bi
αi−1 + αi

)
=
fi(α)

di
con

fi(x) =
b0
bi

+
b1
bi
x+ · · ·+ bi−1

bi
xi−1 + xi ∈ Q[x]

mónico de grado i. Por tanto

d
fi(α)

di
= dβ = b0 + b1α + · · ·+ bi−1α

i−1 + biα
i

y
fi(α)

di−1
=
mfi(α)

mdi−1
=
mfi(α)

di
= mβ ∈ OF .

Definamos

γ =
fi(α)

di−1
− αfi−1(α)

di−1
∈ OF .

π(γ) = π

(
fi(α)

di−1

)
− π

(
αfi−1(α)

di−1

)
= π(mβ)−mπ(β) = 0,

por lo que γ ∈ OF ∩Ki = Ri. Por consiguiente, existen a0, a1, . . . , ai−1 ∈ Z tales que

γ = a01 + a1
f1(α)

d1
+ · · ·+ ai−1

fi−1(α)

di−1
=
g(α)

di−1
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con g(x) ∈ Z[x] y gr(g(x)) < i, de donde
fi(α)− αfi−1(α)

di−1
=
g(α)

di−1
y también fi(α) −

αfi−1(α) = g(α). Por el lema anterior,

fi(x)− xfi−1(x) = g(x),

ası́
fi(x) = g(x) + xfi−1(x) ∈ Z[x]

Por lo tanto se tiene la base deseada para Ri+1. �

Del teorema anterior tenemos algunas observaciones:
• ∆(1, α, . . . , αn−1) = ∆(1, f1(α), . . . , fn−1(α)) = (d1 · · · dn−1)2δF .
• Si i+ j < n con i, j ∈ {1, . . . , n− 2}, entonces didj|di+j .
• Teniendo en cuenta los dos puntos anteriores si i < n, entonces di1|di y también
d
n(n−1)
1 |∆(1, α, . . . , αn−1).

• Los polinomios fi del teorema anterior pueden ser sustituidos por cualquier otro
polinomio mónico gi(x) ∈ Z[x], tales que, gr(gi) = i y gi(α)/di ∈ OF para cada

i = 1, . . . , n− 1. Es decir
{

1,
g1(α)

d1
, . . . ,

gn−1(α)

dn−1

}
es una base entera de OF .

Lema 1.31. Sea I 6= {0} un ideal de OF . Entonces I ∩ Z 6= {0}.

DEMOSTRACIÓN. Si α ∈ I 6= {0}, α satisface un polinomio f(x) = a0 + a1x + · · · +
anx

n ∈ Z[x] irreducible, luego a0 6= 0 y ası́

0 = f(α) = a0 + a1α + · · ·+ anα
n,

a0 = −(a1α + · · ·+ anα
n) ∈ I.

Por lo tanto, a0 ∈ I ∩ Z. �

Lema 1.32. Sea I 6= {0} un ideal de OF , con [F : Q] = n. Entonces |OF/I| es finito.

DEMOSTRACIÓN. Por el lema 1.31 existe a ∈ I ∩Z, con a > 0. Sea 〈a〉 el ideal principal
generado por a en OF , es decir aOF = 〈a〉. Definimos

ϕ : OF/〈a〉 −→ OF/I
x+ 〈a〉 7→ x+ I.

La función ϕ está bien definida pues si x1 + 〈a〉 = x2 + 〈a〉, entonces x1− x2 ∈ 〈a〉 ⊆ I y
por tanto x1 + I = x2 + I , es decir ϕ(x1 + 〈a〉) = ϕ(x2 + 〈a〉). Además es claro que ϕ es
una función sobre, por lo que |OF/I| ≤ |OF/〈a〉|, ası́ que para probar que OF/I es finito
basta probar que OF/〈a〉 lo es.

Sean {ω1, . . . , ωn} una base entera de F/Q, es decir OF = Zω1 + · · · + Zωn, con
ωi ∈ OF y

S =

{
n∑
i=1

γiωi : 0 ≤ γi < a

}
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Observemos que S es un conjunto de representantes deOF /〈a〉 y que |S| = an. Tomemos
ω ∈ OF , ω = m1ω1 + · · · + mnωn, con mi ∈ Z para i = 1, . . . , n. Por el algoritmo de la
división en Z, mi = qia+ γi, con 0 ≤ γi < a.

ω + 〈a〉 = (m1ω1 + · · ·+mnωn) + 〈a〉
= (m1ω1 + 〈a〉) + · · ·+ (mnωn + 〈a〉)
= ((q1a+ γ1)ω1 + 〈a〉) + · · ·+ ((qna+ γn)ωn + 〈a〉).

Como (qia+ γi)ωi + 〈a〉 = qiaωi + γiωi + 〈a〉 = γiωi + 〈a〉, tenemos

ω + 〈a〉 = (γ1ω1 + 〈a〉) + · · ·+ (γnωn + 〈a〉) =
n∑
i=1

γiωi + 〈a〉

y
n∑
i=1

γiωi ∈ S.

Por otro lado, si
n∑
i=1

γiωi =
n∑
i=1

γ
′

iωi, con 0 ≤ γi < a y 0 ≤ γ
′
i < a, se cumple

γi = γ
′
i ya que {ω1, . . . , ωn} es una base. Por tanto, |S| = an y |OF/〈a〉| = |S|. Ası́,

|OF/I| ≤ an. �

Observemos que si P 6= {0} es un ideal primo de OF , entonces P ∩ Z = pZ, con p un
primo racional.

Definición 1.33. Sea I un ideal no cero deOF . La norma de I es |OF/I| y la denotaremos
por N(I).

Teorema 1.34. Sea I un ideal no cero de OF . Entonces N(I) =

√
∆(β1, . . . , βn)

δF
, donde

{β1, . . . , βn} es una base entera de I .

DEMOSTRACIÓN. Ver [17] pág. 114, teorema 5.9. �

Proposición 1.35. Sean I, J ideales no cero de OF . Entonces

N(IJ) = N(I)N(J).

DEMOSTRACIÓN. Ver [17] pág. 116, teorema 5.12. �

Corolario 1.36. OF es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Sea I1 6= {0} un ideal de OF , por el lema 1.32, OF /I1 es finito.
Consideremos I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · una cadena ascendente de ideales en OF . Como Ij/I1
es un ideal de OF/I1 y a lo más hay un número finito de subconjuntos de éste, la cadena
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · ⊆ In = In+1 = · · · se detiene en algún n ∈ Z. Por lo tanto, OF es
noetheriano. �



20 1. ANTECEDENTES

Corolario 1.37. Si P 6= {0} es un ideal primo de OF , entonces P es máximo.

DEMOSTRACIÓN. Como P es primo, entonces OF/P es un dominio entero finito, de
donde OF/P es un campo y por tanto P es un ideal máximo. �

Corolario 1.38. La factorización en irreducibles es posible en OF .

DEMOSTRACIÓN. Sea x ∈ OF , con x 6= 0 y no unidad. Supongamos que x no tiene una
expresión como producto finito de irreducibles.

Sean X = {x ∈ OF : x no es unidad, x 6= 0 y no es producto finito de irreducibles} y
A = {〈x〉 ⊆ OF : x ∈ X}. Entonces, por el corolario 1.36, A tiene elementos maximales,
digamos 〈x〉 es maximal. Puesto que x no es irreducible, se tiene x = yz, donde y, z no
son unidades. Por tanto, 〈x〉  〈y〉 y 〈x〉  〈z〉. Por la maximalidad de 〈x〉, se tiene que
y = p1 · · · pn y z = q1 · · · qm, donde pi, qi son irreducibles. Ası́, x tiene una expresión como
producto finito de irreducibles, lo cual es una contradicción a nuestra suposición. �

Lema 1.39. Sea I 6= {0} un ideal deOF . Si β ∈ F , con β 6= 0 es tal que βI ⊆ I , entonces
β ∈ OF .

DEMOSTRACIÓN. Como I es un Z-módulo, por la proposición 1.12, β ∈ OF . �

Lema 1.40. Sean I, J ideales no cero de OF tales que IJ = I . Entonces J = OF .

DEMOSTRACIÓN. Sea {α1, . . . , αn} una base entera de I , es decir, I = α1Z+ · · ·+αnZ.

Dado que αi ∈ I = IJ , existen bij ∈ J tales que αi =
n∑
i=1

bijαj . Entonces


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
nn1 bn2 · · · bnn




α1

α2
...
αn

 =


α1

α2
...
αn

 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1




α1

α2
...
αn

 ,

de donde 
b11 − 1 b12 · · · b1n
b21 b22 − 1 · · · b2n
...

... . . . ...
nn1 bn2 · · · bnn − 1




α1

α2
...
αn

 =


0
0
...
0

 ,

es decir, tenemos el siguiente sistema homogéneo

0 = (b11 − 1)x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn

0 = b21x1 + (b22 − 1)x2 + · · ·+ b2nxn
...

0 = bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ (bnn − 1)xn,
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el cual tiene una solución no trivial, por lo que

det


b11 − 1 b12 · · · b1n
b21 b22 − 1 · · · b2n
...

... . . . ...
nn1 bn2 · · · bnn − 1

 = 0.

Entonces,
(b11 − 1)| · |n−1 − b12| · |n−1 + · · ·+ (−1)n+1b1n| · |n−1 = 0

con r1 = −b12| · |n−1 + · · ·+ (−1)n+1b1n| · |n−1 ∈ J pues bij ∈ J . Luego

(b11 − 1)

(b22 − 1) · det

 b33 − 1 · · · b3n
... . . . ...
nn3 · · · bnn − 1

+ r1 = 0.

Ası́,
n∏
i=1

(bii − 1) + r = 0 para algún r ∈ J

y desarrollando el producto

(−1)n + j = 0 para algún j ∈ J,
de donde ±1 = j ∈ J. Por lo tanto, J = OF . �

Proposición 1.41. Sean I, J ideales no cero de OF y γ ∈ OF tales que se cumple 〈γ〉I =
JI . Entonces, J = 〈γ〉.

DEMOSTRACIÓN. Sean α ∈ I y β ∈ J . Entonces αβ ∈ IJ = 〈γ〉I , de donde αβ = γα′,

con α′ ∈ I . Se tiene α
β

γ
= α′ ∈ I y

β

γ
I ⊆ I . Por el lema 1.12,

β

γ
∈ OF , lo que implica

β ∈ γOF . Ası́, J ⊆ γOF y γ−1J es un ideal de OF . Dado que γI = JI , I = (γ−1J)I .
Usando el lema anterior, γ−1J = OF y J = γOF = 〈γ〉. �

1.3. El grupo de clases y el número de clases
En la sección anterior vimos qué es el anillo de enteros de un campo de números. En

esta sección introduciremos una relación de equivalencia, la cual implicará una partición
del anillo de enteros, esta partición da lugar a otro concepto muy importante que es el
número de clases.

Definición 1.42. Un ideal fraccionario de F es un OF -submódulo no nulo I de F tal que
existe algún elemento no cero α ∈ OF tal que αI ⊆ OF . En otras palabras los ideales
fraccionarios son subconjuntos de F de la forma α−1J , donde J es un ideal no nulo de
OF y α es un elemento no cero de OF .

Notemos que todos los ideales de OF son ideales fraccionarios, tomando α = 1.
Recı́procamente, un ideal fraccionario I es un ideal si y sólo si I ⊆ OF .

Denotaremos por JF al conjunto de todos los ideales fraccionarios.
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Proposición 1.43. (JF , ·) es un grupo abeliano. La identidad es 〈1〉 = OF y el inverso de
I es I−1 = {α ∈ F : αI ⊆ OF}.

DEMOSTRACIÓN. Ver [12], pág. 21, proposición 3.8. �

Denotaremos PF al subgrupo de JF formado por los ideales fraccionarios principales.

Definición 1.44. El grupo de clases de ideales deOF es el grupo cociente ClF = JF/PF .
Se define el número de clases como hF = |ClF |.

Diremos que dos ideales fraccionarios I, J son equivalentes si pertenecen al mismo
conjunto PF de JF y escribimos I ∼ J .

Denotaremos por [I] a la clase de equivalencia de I . El grupo ClF es el conjunto de
estas clases de equivalencia.

Notemos que si I es un ideal fraccionario, ya sabemos que I = α−1J , donde α ∈ OF
y J es un ideal de OF , entonces J = αI = 〈α〉I y como 〈α〉 ∈ PF , tenemos I ∼ J , es
decir, toda clase de equivalencia tiene como representante un ideal.

Ahora sean I, J ideales equivalentes. Entonces I = LJ donde L es un ideal fracciona-
rio principal, digamos que L = β−1K para β ∈ OF y K un ideal principal. Por lo tanto
〈β〉I = KJ .

Inversamente si LI = KJ para L,K ideales principales, entonces I ∼ J .
Esto nos permite describir a ClF como sigue: si I, J son ideales no cero de OF , enton-

ces I es equivalente a J (I ∼ J) si y sólo si existen elementos no cero α, β ∈ OF tales que
〈α〉I = 〈β〉J .

El lector interesado en los ideales fraccionarios puede consultar [12] y [17].

Proposición 1.45. ∼ es de equivalencia.

DEMOSTRACIÓN.
(i) Reflexiva.

I ∼ I pues 〈1〉I = 〈1〉I .
(ii) Simétrica.

Si I ∼ J , entonces existen α, β ∈ OF distintos de cero tales que 〈α〉I = 〈β〉J
y por tanto J ∼ I .

(iii) Transitiva.
Si I ∼ J y J ∼ K, podemos encontrar α1, α2, β1, β2 ∈ OF distintos de cero

tales que 〈α1〉I = 〈β1〉J y 〈α2〉J = 〈β2〉K, por tanto 〈α2〉〈α1〉I = 〈α2〉〈β1〉J y
〈α2〉〈β1〉J = 〈β2〉〈β1〉K. Ası́, 〈α2〉〈α1〉I = 〈β2〉〈β1〉K, es decir I ∼ K. �

Notemos que si I = 〈α〉 y J = 〈β〉 son ideales principales, entonces I ∼ J . De esta
forma existe una clase que contiene a todos los ideales principales. En particular comoOF
= 〈1〉, OF ∼ 〈α〉, es decir [OF ] = [〈α〉]. En otras palabras, OF es un representante de la
clase de los ideales principales.

Lema 1.46. Existe un entero positivo M que depende únicamente del campo F , tal que
para todo γ ∈ F se tiene |N(tγ − ω)| < 1 para algún entero 1 ≤ t ≤M y algún ω ∈ OF .

DEMOSTRACIÓN. Ver [7], página 178, lema 5. �
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Lema 1.47. (Hurwitz) Sea F un campo de números de grado n. Existe un entero M tal
que dados α, β ∈ OF , β 6= 0, existen 1 ≤ t ≤M y ω ∈ OF que satisfacen

|N(tα− ωβ)| < |N(β)|.

DEMOSTRACIÓN. Sea γ =
α

β
∈ F . Por el lema anterior existe un entero positivo M tal

que |N(tγ − ω)| < 1 para algún entero 1 ≤ t ≤M y algún ω ∈ OF . Por tanto,

|N(tγ − ω)| =

∣∣∣∣N (tαβ − ω
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N (tα− βωβ

)∣∣∣∣
= |N(β−1)N(tα− βω)| < 1

Como β 6= 0, se tiene N(β) 6= 0 y |N(tα− ωβ)| < |N(β)|. �

Teorema 1.48. El número de clases es finito.

DEMOSTRACIÓN. Tomamos I un ideal no cero de OF . Si α ∈ I sabemos que N(α) ∈ Z.
Sea β ∈ I , β 6= 0, tal que |β| es mı́nimo. Para α ∈ I , por el lema de Hurwitz, existen
1 ≤ t ≤M y ω ∈ OF con |N(tα−ωβ)| < |N(β)|. Como α, β ∈ I , entonces tα−ωβ ∈ I .
Pero |N(β)| es mı́nimo, de donde N(tα− ωβ) = 0, por tanto, tα = ωβ.

Por otro lado como t ≤ M se tiene que t|M ! y
M !

t
ωβ ∈ 〈β〉 y también

M !

t
tα ∈ 〈β〉,

es decir M !α ∈ 〈β〉 y M !I $ 〈β〉.
Si J =

1

β
M !I tenemos J es un ideal de OF . Notemos que

〈β〉J = βOFJ = M !I = 〈M !〉I, (3)

de ahı́ J ∼ I . Como β ∈ I , M !β ∈ M !I = 〈β〉J , entonces M !β = β
n∑
i=1

γiji, para

algunos γi ∈ OF y ji ∈ J . Luego M ! =
n∑
i=1

γiji ∈ J de donde M !OF ⊆ J . Ası́

J/M !OF ≤ OF/M !OF (como grupos).

Dado que |OF/M !OF | es finito, hay un número finito de subgrupos enOF/M !OF , es decir
hay un número finito de subgrupos de OF que contienen a M !OF .

Sea {Ji : Ji es un ideal de OF y M !OF ⊆ Ji}, tal conjunto es finito y por (3) I ∼ Ji,
para algún 1 ≤ i ≤ n. De ahı́ que hay un número finito de clases de ideales y por lo tanto
hF es finito. �

Proposición 1.49. Si I es un ideal no cero deOF , entonces existe un entero k, 1 ≤ k ≤ hF
tal que Ik es principal.

DEMOSTRACIÓN. Si A = {I, I2, . . . , IhF+1}, por el principio del palomar existe i < j tal
que I i ∼ Ij , es decir existen α, β ∈ OF\{0} tales que αI i = βIj .

Demostraremos que si k = j− i, entonces Ik es principal. Como
α

β
I i = Ij = Ij−iI i ⊆

I i, se cumple
α

β
∈ OF y ası́

〈
α

β

〉
= Ij−i = Ik. Por lo tanto Ik es principal. �
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En ClF definimos una operación producto como [I] · [J ] = [IJ ].

Proposición 1.50. El producto entre clases de ideales está bien definido.

DEMOSTRACIÓN. Sean [I], [J ] ∈ ClF y supongamos que [I] = [I ′] y [J ] = [J ′], entonces
〈α〉I = 〈α′〉I ′ y 〈β〉J = 〈β′〉J ′ para algunos α, α′, β, β′ ∈ OF\ {0}. De lo anterior
tenemos (〈α〉〈β〉)IJ = (〈α〉I)(〈β〉J) = (〈α′〉〈β′〉)I ′J ′. Por tanto, [I] · [J ] = [I ′] · [J ′]. �

Teorema 1.51. (ClF , ·) es un grupo abeliano.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue de las propiedades del producto de ideales. �

La siguiente proposición es muy importante, pues nos da información de cuándo OF
es un anillo de factorización única.

Proposición 1.52. hF = 1 si y sólo si OF es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que hF = 1 y sea I un ideal no cero de OF , por tanto
I ∼ OF , es decir existen α, β ∈ OF\{0} distintos tales que 〈α〉I = 〈β〉OF = 〈β〉.

Entonces β = α
n∑
i=0

α′iai con α′i ∈ OF y ai ∈ I , por tanto α divide a β en OF . De lo

anterior,
β

α
=

n∑
i=0

α′iai ∈ I . Ası́ que, para γ ∈ I tenemos γ
β

α
∈ I y

〈
β

α

〉
⊆ I . Ahora si

a ∈ I , entonces αa = βr para algún r ∈ OF . De lo anterior, a =
β

α
r, es decir I ⊆

〈
β

α

〉
.

De esta forma I =

〈
β

α

〉
es un ideal principal. Por lo tanto, OF es un dominio de ideales

principales.
Por otro lado, ya vimos que todos los ideales principales están en la misma clase, por

lo que si OF es un dominio de ideales principales, hF = 1. �

La siguiente proposición se puede interpretar como un tipo de cancelación para el pro-
ducto entre ideales.

Proposición 1.53. Sean I, J,K ideales no cero de OF tales que IJ = IK. Entonces
J = K.

DEMOSTRACIÓN. Sea 1 ≤ k ≤ hF tal que Ik = 〈α〉, para algún α ∈ OF . Multiplicando
por Ik−1, IkJ = IkK = 〈α〉J = 〈α〉K.

Sea j ∈ J . Entonces αj ∈ 〈α〉J = 〈α〉K, por lo que αj = αl, para algún l ∈ K.
ası́ j = l ∈ K, es decir J ⊆ K.

Análogamente K ⊆ J . Por lo tanto, J = K. �
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Corolario 1.54. Sean I, J ideales no cero de OF tales que I ⊆ J . Entonces existe K, un
ideal no cero de OF , tal que I = JK.

DEMOSTRACIÓN. Sea k tal que Jk = βOF = 〈β〉, entonces Jk−1I ⊆ Jk = βOF ,

por tanto
1

β
Jk−1I ⊆ OF . Sea K =

1

β
Jk−1I . Notemos que K es un ideal de OF y que

JK = J

(
1

β
Jk−1I

)
=

1

β
JkI =

1

β
βOF I = I . �

1.4. Factorización de ideales en OF
En esta sección se demostrará que cualquier ideal no cero de OF se puede escribir

de forma única como producto de ideales primos. También veremos el teorema chino del
residuo.

Definición 1.55. Como ya sabemos si I ⊆ J , entonces I = JK, para algún K ideal de
OF . En este caso diremos que el ideal J divide al ideal I y lo escribiremos como J |I .

Lema 1.56. Sea I un ideal no cero de OF . Entonces I está contenido en un ideal máximo.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del lema de Zorn. �

Proposición 1.57. Todo ideal no cero deOF se puede escribir como producto de un núme-
ro finito de ideales primos.

DEMOSTRACIÓN. Sea I un ideal no cero de OF . Si I es primo, la afirmación se cumple.
En caso contrario, por el lema anterior, existe un ideal primo P1 tal que I ⊆ P1, entonces
I = P1K1, para algún ideal K1 de OF .

Si K1 es un ideal primo, P1K1 es la expresión deseada.
Si K1 no es un ideal primo, repetimos el procedimiento tantas veces como sea posible,

de donde tenemos

I = P1P2K2 = P1P2P3K3 = · · · = P1P2 · · ·PrKr.

Ası́ generamos una cadena ascendente K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊆ · · · ⊆ Kr ⊆ · · · . Como OF es
noetheriano, esta cadena no puede ser infinita por lo que Pr = Kr es primo. �

Teorema 1.58. La factorización de un ideal I 6= {0} de OF , como producto de ideales
primos es única.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que I = P1P2 · · ·Ps = Q1Q2 · · ·Qt, con Pi, Qj ideales
primos. Tenemos 3 casos: s < t, s = t y s > t.

Supongamos que s < t, entonces P1P2 · · ·Ps = Q1Q2 · · ·QsQs+1 · · ·Qt ⊆ P1 y co-
mo P1 es primo, tenemos Qj ⊆ P1 para algún j. Sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que Qj = Q1, es decir P1 = Q1, pues Qj es primo. Por la ley de la cancelación,
P2P3 · · ·Ps = Q2Q3 · · ·QsQs+1 · · ·Qt ⊆ P2. Repitiendo el mismo razonamiento, tene-
mos P1 = Q1, P2 = Q2, . . . , Ps = Qs, lo cual implica que OF = Qs+1 · · ·Qt. De lo
anterior, OF ⊆ Qs+1, lo cual es una contradicción ya que Qs+1 es máximo. Análogamente
t < s no es posible, por lo que s = t. �
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Definición 1.59. Sean A un anillo conmutativo con 1 e I, J ideales no cero de A. Si
I + J = 〈1〉 = A, diremos que I, J son primos relativos.

Lema 1.60. Sean OF el anillo de enteros del campo de números F e I un ideal no cero de
OF . Entonces N(I) ∈ I .

DEMOSTRACIÓN. Ver [2] pág. 240, proposición 10.1.6. �

Proposición 1.61. Sean F un campo de números, OF su anillo de enteros e I, J ideales
de OF tales que mcd(N(I), N(J)) = 1. Entonces I + J = OF .

DEMOSTRACIÓN. Como I, J son ideales de OF , entonces I + J ⊆ OF . Por otro lado,
sea x ∈ OF y 1 = uN(I) + vN(J), con u, v ∈ Z, por el lema anterior, x = x · 1 =
xuN(I) + xvN(J) ∈ I + J , es decir OF ⊆ I + J . Por lo tanto, I + J = OF . �

Lema 1.62. Sea A un anillo conmutativo con 1. Supongamos que I1, . . . , Ig son ideales no
cero de A tales que Ii + Ij = A para i 6= j. Entonces A = I1 + I2I3 · · · Ig.

DEMOSTRACIÓN. La demostración se puede hacer por inducción sobre g. �

Proposición 1.63. Sea A un anillo conmutativo con 1. Supongamos que I1, . . . , Ig ideales
no cero de A tales que Ii + Ij = A para i 6= j. Entonces I1I2 · · · Ig = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ig.

DEMOSTRACIÓN. Se hará por inducción sobre g.
Supongamos que g = 2. Claramente I1I2 ⊆ I1 y I1I2 ⊆ I2, entonces I1I2 ⊆ I1 ∩ I2.

Por otro lado, como I1 + I2 = A, tenemos 1 = a1 + a2 para algunos a1 ∈ I1 y a2 ∈ I2. Sea
x ∈ I1 ∩ I2, observemos que

x = x1 = x(a1 + a2) = xa1 + xa2 ∈ I1I2.
Por lo tanto, I1 ∩ I2 = I1I2.

Ahora supongamos que el resultado es válido hasta g − 1. Probaremos que se cumple
para g.

Notemos que

I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ig−1 ∩ Ig = I1 ∩ (I2 ∩ · · · ∩ Ig−1 ∩ Ig)
= I1 ∩ (I2 · · · Ig) por hipótesis de inducción
= I1I2 · · · Ig.

La última igualad es cierta usando el caso g = 2 y notando que I1 + I2 · · · Ig = A. �

A continuación veremos el teorema chino del residuo, un resultado muy importante del
álgebra, que será usado a lo largo del trabajo.
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Teorema 1.64. (Teorema Chino del Residuo) Sea A un anillo conmutativo con 1. Supon-
gamos que I1, . . . , Ig son ideales no cero de A, tales que Ii + Ij = A para i 6= j. Si
I = I1I2 · · · Ig, entonces

A/I ∼= A/I1 × A/I2 × · · · × A/Ig.

DEMOSTRACIÓN. Sea ψ : A/I −→ A/I1 × A/I2 × · · · × A/Ig definido como:

a+ I 7→ (a+ I1, a+ I2, . . . , a+ Ig).

Sabemos que I1 + I2I3 · · · Ig = A, entonces existen v1 ∈ I1 y u1 ∈ I2I3 · · · Ig tales que
1 = v1 + u1. De lo anterior, tenemos 1− u1 = v1 ∈ I1, es decir:

u1 ≡ 1 (mód I1),

u1 ≡ 0 (mód I2 · · · Ig).

Si k = 2, . . . , g, entonces I2 · · · Ig ⊆ Ik, por lo que

u1 ≡ 1 (mód I1),

u1 ≡ 0 (mód I2),
...

u1 ≡ 0 (mód Ig).

Con lo anterior, hemos hallado una solución del sistema de congruencias:
x ≡ 1 (mód I1)
x ≡ 0 (mód I2)

...
x ≡ 0 (mód Ig).

Consideramos el siguiente sistema para algunos γ1, . . . , γg ∈ A:

(∗)


x ≡ γ1 (mód I1)
x ≡ γ2 (mód I2)

...
x ≡ γg (mód Ig).

el cual tiene como solución x = γ1u1 + · · ·+ γgug, para algunos uk ∈ Ik.
Consideremos las siguientes observaciones:

i) ψ está bien definida.
Supongamos que a ≡ a′ (mód I). Notemos que

ψ(a+ I) = (a+ I1, . . . , a+ Ig)

= (a′ + I1, . . . , a
′ + Ig)

= ψ(a′ + I).
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ii) Notemos que ψ es un morfismo de anillos.

ψ((a+ I) + (b+ I)) = ψ((a+ b) + I)

= ((a+ b) + I1, . . . , (a+ b) + Ig)

= ((a+ I1) + (b+ I1), . . . , (a+ Ig) + (b+ Ig))

= (a+ I1, . . . , a+ Ig) + (b+ I1, . . . , b+ Ig)

= ψ(a+ I) + ψ(b+ I).

Análogamente, ψ((a+ I)(b+ I)) = ψ(a+ I)ψ(b+ I).
iii) Adicionalmente, ψ es un epimorfismo.

Sean (γ1 + I1, . . . , γg + Ig) ∈ A/I1×A/I2×· · ·×A/Ig y uk ∈ Ik construidos
como antes. Para x = γ1u1 + · · ·+ γgug, por (∗) se tiene que

ψ(x+ I) = (x+ I1, . . . , x+ Ig)

= (γ1 + I1, . . . , γg + Ig).

Por lo tanto, ψ es suprayectivo.
iv) ψ es inyectivo.

ker(ψ) = {a+ I : ψ(a+ I) = (I1, . . . , Ig)}
= {a+ I : (a+ I1, . . . , a+ Ig) = (I1, . . . , Ig)}
= {a+ I : a ∈ I1 ∩ · · · ∩ Ig}
= {a+ I : a ∈ I} = I.

�

Teorema 1.65. Sean p ∈ Z un primo racional y P1, P2, . . . , Pg ideales primos de OF con
N(Pi) = pfi y tales que

〈p〉 = pOF = P e1
1 P

e2
2 · · ·P eg

g .

Entonces e1f1 + e2f2 + · · ·+ egfg = n = [F : Q].

DEMOSTRACIÓN. Como |OF/Pi| = pfi , tenemos |OF/P ei
i | = peifi .

Por el teorema chino del residuo,

OF/pOF = OF/P e1
1 ×OF/P e2

2 × · · · × OF/P eg
g .

Dado que p ∈ pOF , se cumple

pn = |OF/pOF | =
g∏
i=1

|OF/P ei
i | =

g∏
i=1

peifi = p
∑g

i=1 eifi .

Por lo tanto, e1f1 + e2f2 + · · ·+ egfg = n. �

Llamaremos al valor ei del teorema anterior el ı́ndice de ramificación de Pi y a fi el
grado de inercia de Pi.
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1.5. Campos cuadráticos y extensiones cúbicas puras
En esta sección veremos de forma explı́cita qué forma tienen los anillos de enteros de

los campos cuadráticos y de los campos cúbicos puros.

Lema 1.66. Sean F = Q(
√
d) y d un entero libre de cuadrados. Entonces α = a1+a2

√
d ∈

OF si y sólo si (2a1)
2 − d(2a2)

2 ≡ 0 (mód 4) y 2a1, 2a2 ∈ Z.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que α = a1+a2
√
d ∈ OF EntoncesN(α) = a21−da22 ∈ Z

y Tr(α) = 2a1 ∈ Z. Notemos que

(2a1)
2 − d(2a2)

2 = 4(a21 − da22) ≡ 0 (mód 4).

Falta ver que 2a2 ∈ Z.
Como (2a2)

2d ∈ Z, digamos que (2a2)
2d = t ∈ Z y 2a2 =

p

q
con mcd(p, q) = 1. Se

cumple t =
p2

q2
d, de donde q2t = p2d y q2 | d, es decir, d = q2l para algún l ∈ Z. Dado que

d es libre de cuadrados, se tiene q2 = 1 y ası́ 2a2 ∈ Z.
Ahora supongamos que (2a1)

2− d(2a2)
2 ≡ 4(a21− a22d) ≡ 0 (mód 4) y 2a1, 2a2 ∈ Z.

De lo anterior, a21 − a22d ∈ Z. Sea f(x) = x2 − 2a1x + (a21 − a22d) ∈ Z[x] y observemos
que f(α) = 0. Por lo tanto, α = a1 + a2

√
d ∈ OF . �

Corolario 1.67. Sea F = Q(
√
d), con d libre de cuadrados.

(i) Si d ≡ 2, 3 (mód 4), entonces OF = Z+ Z
√
d.

(ii) Si d ≡ 1 (mód 4), se tiene que OF = Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
.

DEMOSTRACIÓN. Sea α = a1 + a2
√
d ∈ OF . Si d ≡ 2 ≡ −2 (mód 4), tenemos que

0 ≡ (2a1)
2 − (2a2)

2d ≡ (2a1)
2 + 2(2a2)

2 (mód 4) y, si d ≡ 3 ≡ −1 (mód 4), entonces
0 ≡ (2a1)

2 − (2a2)
2d ≡ (2a1)

2 + (2a2)
2 (mód 4). Recordemos que si x ∈ Z, x2 ≡ 0, 1

(mód 4), de donde x2 + y2 ≡ 0, 1, 2 (mód 4). En ambos casos 2a1, 2a2 ∈ 2Z, es decir,
a1, a2 ∈ Z. Por tanto, OF ⊆ Z+ Z

√
d.

Ahora, si α = a1 + a2
√
d ∈ Z + Z

√
d y f(x) = x2 − 2a1x + (a21 − a22d) ∈ Z[x],

entonces f(α) = 0, es decir, α ∈ OF y Z+ Z
√
d ⊆ OF . Por lo tanto, OF = Z+ Z

√
d.

Si d ≡ 1 (mód 4), para α ∈ OF , tenemos α = a1 + a2
√
d y

0 ≡ (2a1)
2 − (2a2)

2d ≡ (2a1)
2 − (2a2)

2 (mód 4),

de donde

(2a1)
2 ≡ (2a2)

2 (mód 4),
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es decir, 2a1 y 2a2 son ambos pares o ambos impares. Por tanto

α = a1 + a2
√
d

=
2a1 + 2a2

√
d

2

=
2a1 + 2a2

√
d− 2a2 + 2a2
2

=
2a1 − 2a2

2
+

2a2 + 2a2
√
d

2
con

2a1 − 2a2
2

∈ Z

=
2a1 − 2a2

2
+ 2a2

(
1 +
√
d

2

)

∈ Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
.

De lo anterior, OF ⊆ Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
.

Por otro lado, sea α = u + v

(
1 +
√
d

2

)
∈ Z + Z

(
1 +
√
d

2

)
. Como Z ⊆ OF , sólo

hay que probar que

(
1 +
√
d

2

)
∈ OF . Notemos que, para f(x) = x2−x+

1− d
4
∈ Z[x],

f

(
1 +
√
d

2

)
= 0, entonces

(
1 +
√
d

2

)
∈ OF , es decir Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
⊆ OF .

Ası́, OF = Z+ Z

(
1 +
√
d

2

)
. �

Corolario 1.68. Sea F = Q(
√
d), con d libre de cuadrados.

(i) Si d ≡ 2, 3 (mód 4), entonces δF = 4d.
(ii) Si d ≡ 1 (mód 4), entonces δF = d.

DEMOSTRACIÓN. Si d ≡ 2, 3 (mód 4), {1,
√
d} es una base entera, y

δF = ∆(1,
√
d)

= det

(
tr(1) tr(

√
d)

tr(
√
d) tr(d)

)
= det

(
2 0
0 2d

)
.

Por lo tanto, δF = 4d.
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Si d ≡ 1 (mód 4),

{
1,

1 +
√
d

2

}
es una base entera, entonces

δF = ∆

(
1,

1 +
√
d

2

)

= det


tr(1) tr

(
1 +
√
d

2

)

tr

(
1 +
√
d

2

)
tr

(1 +
√
d

2

)2



= det

(
2 1

1
1 + d

2

)

Ası́, δF = d. �

La siguiente proposición es muy importante, ya que nos ayuda a ver cuándo un primo
racional se ramifica, se descompone o es inerte.

Proposición 1.69. Sean OF el anillo de enteros de F = Q(
√
d), p un número primo

racional impar. Entonces:

(i) Si p - δF y x2 ≡ d (mód p) es soluble en Z, entonces 〈p〉 = PP ′, con P 6= P ′

ideales primos de OF .
(ii) Si p - δF y x2 ≡ d (mód p) no es soluble en Z, entonces 〈p〉 es un ideal primo de
OF .

(iii) Si p|δF , entonces 〈p〉 = P 2 donde P es un ideal primo de OF .

DEMOSTRACIÓN. (i) Supongamos que a2 ≡ d (mód p), a ∈ Z. Veremos que 〈p〉 =

〈p, a+
√
d〉〈p, a−

√
d〉.

En efecto

〈p, a+
√
d〉〈p, a−

√
d〉 = 〈p2, p(a+

√
d), p(a−

√
d), a2 − d〉

= 〈p〉
〈
p, a+

√
d, a−

√
d,
a2 − d
p

〉
.

Notemos que el último ideal esOF ya que contiene a p y 2a, dos números primos relativos.
Claramente 〈p, a +

√
d〉 6= 〈p, a −

√
d〉, ya que si fueran iguales, entonces el ideal

contendrı́a a p y 2a, de donde 〈p〉 = OF .
(ii) Veremos que el grado de inercia de P es 2.
Supongamos que f = 1, entonces |OF/P | = p, de donde Z/pZ ∼= OF/P , por tanto

toda clase es representada por un entero racional. Digamos que a ∈ Z es tal que a ≡
√
d

(mód p), entonces a2 ≡ d (mód p) lo cual es una contradicción al hecho de que x2 ≡ d
(mód p) no es soluble en Z.

(iii) Vamos a demostrar que 〈p〉 = 〈p,
√
d〉2.
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Notemos que,

〈p,
√
d〉2 = 〈p2, p

√
d, d〉

= 〈p〉
〈
p,
√
d,
d

p

〉
.

Este último ideal es OF ya que p y d/p están en él y son primos relativos. �

Proposición 1.70. Sean OF el anillo de enteros de F = Q(
√
d). Entonces:

(i) Si d ≡ 1 (mód 8), entonces 〈2〉 = PP ′, con P 6= P ′ ideales primos de OF .
(ii) Si d ≡ 5 (mód 8), entonces 〈2〉 es un ideal primo de OF .

(iii) Si d ≡ 2, 3 (mód 4), entonces 〈2〉 = P 2 con P un ideal primo de OF .

DEMOSTRACIÓN. (i) Si d ≡ 1 (mód 8), veremos que

〈2〉 =

〈
2,

1 +
√
d

2

〉〈
2,

1−
√
d

2

〉
.

Operando, obtenemos〈
2,

1 +
√
d

2

〉〈
2,

1−
√
d

2

〉
= 〈2〉

〈
2,

1 +
√
d

2
,
1−
√
d

2
,
1− d

8

〉
,

donde el último ideal es OF ya que 1 =

(
1 +
√
d

2

)
+

(
1−
√
d

2

)
.

Más aún

〈
2,

1 +
√
d

2

〉
6=

〈
2,

1−
√
d

2

〉
ya que de lo contrario el ideal contendrı́a al

1 y se tendrı́a que 〈2〉 = OF .
(ii) Si d ≡ 5 (mód 8), veremos que P tiene grado de inercia 2. Supongamos que no,

entonces, como en la parte (ii) de la proposición anterior, existe a ∈ Z tal que a ≡ 1 +
√
d

2

(mód P ). Dado que
1 +
√
d

2
satisface x2 − x +

1− d
4

= 0, se tiene a2 − a +
1− d

4
≡ 0

(mód P ) y ası́ a2− a+
1− d

4
≡ 0 (mód 2). Sabemos que para todo a ∈ Z, a2− a es par,

entonces
1− d

4
≡ 0 (mód 2) ó d ≡ 1 (mód 8) lo cual es una contradicción a la hipótesis.

(iii) Si d ≡ 2 (mód 4), tenemos 〈2〉 = 〈2,
√
d〉2 y si d ≡ 3 (mód 4), 〈2〉 = 〈2, 1 +√

d〉2. �

Consideremos ahora, el caso de una extensión cúbica pura, es decir, aquellas de la
forma F = Q(α) donde α = 3

√
m, con m un entero libre de cubos. Agrupando por un

lado todos los factores primos de m cuyo cuadrado también divide a m y por otro todos
los restantes, m se puede expresar de la forma m = hk2, h, k ∈ Z, libres de cuadrados y
mcd(h, k) = 1.
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Teorema 1.71. Sea F = Q(α) una extensión cúbica en las condiciones anteriores, enton-
ces el anillo OF de enteros algebraicos de F tiene una base entera de la forma:

B =



{
1, α,

α2

k

}
si m 6≡ ±1 (mód 9)

{
1, α,

α2 + k2α + k2

3k

}
si m ≡ 1 (mód 9)

{
1, α,

α2 − k2α + k2

3k

}
si m ≡ −1 (mód 9).

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema de la base entera especial,OF tiene una base entera de la

forma
{

1,
f1(α)

d1
,
f2(α)

d2

}
con cada fi ∈ Z[x] mónico de grado i y d1,d2 números enteros

tales que d1|d2.
Además por las observaciones posteriores a dicho teorema, d21|d2 y

d61|∆(1, α, α2) = −27m2 = (−1)33h2k4,

por lo que d61|33h2k4. Como h y k son libres de cuadrados, se tiene que d1 = 1 salvo si
9|m, en cuyo caso d1 = 1 o d1 = 3.

Por otro lado, si d1 = 3 y f1(x) = a+ x ∈ Z[x], se tendrı́a que β =
a+ α

3
∈ OF , por

lo que β3 ∈ OF y tr(β3) ∈ Z. Calculando la traza tenemos

tr(β3) =
1

27
(tr(α3 + 3aα2 + 3a2α+ a3)) =

1

27
(tr(m) + 3atr(α2) + 3a2tr(α) + tr(a3)),

donde tr(α) = 0 y tr(α2) = 0, por lo que

tr(β3) =
1

27
(3m+ 3a3) =

m+ a3

9
.

Como estamos considerando el caso 9|m, entonces 9|a3 y, por tanto, 3|a, lo que implica
que

α

3
= β − a

3
∈ OF .

Considerando Irr(α
3
,Q) = x3 − m

27
6∈ Z[x], es claro que

α

3
6∈ OF , lo que contradice la

observación anterior, y por lo tanto d1 6= 3.
Por las observaciones posteriores al teorema de la base entera especial y el hecho de

que d1 = 1, se puede considerar f1(x) = x, por lo que el segundo termino de la base entera
es, en todos los casos, α.

Veamos ahora que, en cada uno de los casos considerados, el tercer término de la base
entera tiene la forma indicada.

Notemos que Irr(α
2

k
,Q) = x3 − h2k ∈ Z[x] por lo que, en general,

α2

k
∈ OF y por

consiguiente, k|d2. Si m ≡ 1 (mód 9), tenemos

Irr

(
(α− 1)2

3
,Q
)

= x3 − x2 +
1 + 2m

3
x− (m− 1)2

27
∈ Z[x]
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y
(α− 1)2

3
∈ OF , de donde

α2 + k2α + k2

3k
= k

(α− 1)2

3
+

1− k2

3

α2

k
+ kα ∈ OF

y 3k|d2.

De manera análoga, si m ≡ −1 (mód 9), consideremos el elemento
(α + 1)2

3
, de

donde
α2 − k2α + k2

3k
∈ OF .

Por tanto, en este caso también se tiene 3k|d2.
Para terminar la demostración bastará probar que d2 ≤ 3k cuando m ≡ ±1 (mód 9) y

d2 ≤ k en caso contrario.
Como d22|27m2 = 33m2, d2|3m y ası́, los únicos números primos distintos de 3 que

dividen a d2 son los que dividen a m o, equivalentemente, los que dividen a h o a k.
Sea p un número primo p 6= 3 tal que p|m y supongamos que p - k, es decir p2 - m.

Consideremos f2(x) = x2 + ax+ b ∈ Z[x]. Veamos que p - d2. Supongamos lo contrario,

entonces, como
f2(α)

d2
∈ OF ,

f2(α)

p
=
α2 + aα + b

p
=
d2
p

α2 + aα + b

d2
∈ OF ,

por lo que
3b

p
= tr

(
α2 + aα + b

p

)
∈ Z y p|b. Ası́,

α2 + aα

p
=
α2 + aα + b

p
− b

p
∈ OF

y por consiguiente(
α2 + aα

p

)3

=
1

p3
(α3(α + a)3) =

1

p3
(m(α3 + 3aα2 + 3a2α + a3)) ∈ OF ,

de donde tr

((
α2 + aα

p

)3
)

=
m

p3
(3(m + a3)) ∈ Z. Como p2 - m y p3|3m(m + a3),

entonces p2|m+ a3 y p|a. De lo anterior,

α2

p
=
α2 + aα

p
− aα

p
∈ OF ,

lo que no es posible, pues

Irr

(
α2

p
,Q
)

= x3 − m2

p3
6∈ Z[x],

es decir p - d2.
Por tanto los únicos factores primos distintos de 3 que dividen d2 son los que dividen a

k.
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Si p es uno de éstos, como k es libre de cuadrados, p2 - k. De forma similar a la anterior,
vamos a demostrar que p2 - d2. Si sucede lo contrario,

f2(α)

p2
=
α2 + aα + b

p2
=
d2
p2
α2 + aα + b

d2
∈ OF

por lo que
3b

p2
= tr

(
α2 + aα + b

p2

)
∈ Z y p2|b. Ası́,(

α2 + aα

p2

)
∈ OF y tr

((
α2 + aα

p2

))3

=
3m(m+ a3)

p6
∈ Z.

Como en el caso anterior, p3 - m y p6|3m(m+a3), lo que implica p4|m+a3. Por lo anterior
y p2|m se tiene que p|a y p3|a3, de donde p3|m lo que es una contradicción. Por lo tanto
p2 - d2.

Para terminar, vamos a encontrar la potencia máxima de 3 que divide a d2. Si 3 - m,
como d2|3m, entonces 9 - d2, por lo que, para m ≡ ±1 (mód 9), d2 = 3k.

Para el resto de los casos, debido a que OF = Z⊕ Zα⊕ Zf2(α)

d2
y(

f2(α)

d2

)2

=
(α2 + aα + b)2

d22
=

(a2 + 2b)α2 + (m+ 2ab)α + (2am+ b2)

d22

tenemos d2|a2 + 2b, d2|m+ 2ab y d2|2am+ b2.
Para el caso 3 - m y m 6≡ ±1 (mód 9), veremos que 3 - d2. Supongamos lo contrario,

entonces 2ab ≡ −m 6≡ 0 (mód 3) por lo que 1 ≡ a2 ≡ −2b ≡ b (mód 3) y a ≡ −2a ≡
−2ab ≡ m (mód 3). Por otro lado, tenemos

α2 + aα + b

3
=
d2
3

α2 + aα + b

d2
∈ OF ,

por lo que
α2 +mα + 1

3
=
α2 + aα + b

3
− rα− s ∈ OF ,

para algunos r, s ∈ Z. Suponiendo que m ≡ a ≡ −2 (mód 3), se tiene

(α− 1)2

3
=
α2 − 2α + 1

3
=
α2 + aα + 1

3
− tα ∈ OF ,

para algún t ∈ Z. Elevando a la cuarta potencia y tomando trazas se llega a que 32|m − 1
y m ≡ 1 (mód 9) lo que es una contradicción.

Si por el contrario, m ≡ a ≡ 2 (mód 3) tenemos

(α + 1)2

3
=
α2 + 2α + 1

3
=
α2 + aα + 1

3
− tα ∈ OF

para algún t ∈ Z y de igual manera, elevando a la cuarta potencia y tomando trazas, se
llega a que 32|m+ 1 y m ≡ −1 (mód 9), lo cual también es una contradicción.

Supongamos ahora que 3 - k (9 - m). Veremos que 3 - d2. Si 3|d2, entonces 3|a2 + 2b,
3|m+ 2ab y 3|b2 + 2am por lo que 3|a2 + 2b, 2ab, b2, de donde 3|a y 3|b. Por lo anterior,

α2

3
=
α2 + aα + b

3
− a

3
α− b

3
∈ OF
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Lo cual no puede ser ya que 9 - m y

Irr

(
α2

3
,Q
)

= x3 − m2

33
6∈ Z[x].

Por último, si 3|k (9|m) y suponemos que 9|d2, se tendrı́a 9|a2+2b, 9|m+2ab y 9|b2+2am,
de esta última, 9|b2 y 3|b. Como 3|a2 + 2b, entonces 3|a2, 9|a2 y, como 9|a2 + 2b, 9|b. Ası́,

α2 + aα

9
=
d2
9

α2 + aα + b

9
− b

9
∈ OF

y por tanto
(
α2 + aα

9

)3

∈ OF .

tr

((
α2 + aα

9

)3
)

= 3
m2 + a3m

36
=
m(m+ a3)

32 · 33
∈ Z.

Como 9 es la potencia de 3 más grande que divide a m, entonces 33|m + a3. Como a es
múltiplo de 3, entonces 33|m lo cual es imposible.

Con estas últimas consideraciones se ha probado que si m 6≡ ±1 (mód 9) la potencia
de 3 en la factorización de d2 es la misma que en la de k, es decir d2 = k, lo que termina la
demostración. �

A continuación veremos algunos ejemplos

Ejemplo 1.72. (i) Sea F = Q( 3
√

7), donde m = 7,h = 7 y k = 1.
Como 7 6≡ ±1 (mód 9), por el teorema anterior tenemos

OF = Z+ Z 3
√

7 + Z 3
√

49.

(ii) Sea F = Q( 3
√

2), donde m = 2,h = 2 y k = 1.
Como 2 6≡ ±1 (mód 9), entonces por el teorema anterior

OF = Z+ Z 3
√

2 + Z 3
√

4.

(iii) Sea F = Q( 3
√

19), donde m = 19,h = 19 y k = 1.
Como 19 ≡ 1 (mód 9), por el teorema anterior se tiene

OF = Z+ Z 3
√

19 + Z
3
√

361 + 3
√

19 + 1

3
.



Capı́tulo 2

Órdenes en campos de números
En el capı́tulo anterior vimos que el anillo de enteros cumple varias propiedades como

ser dominio entero, ser anillo noetheriano, los ideales distintos de cero se factorizan de
forma única como producto de ideales primos y en algunos casos es de factorización única
a nivel de elementos.

En este capı́tulo estudiaremos subanillos del campo de números llamados órdenes, los
cuales en contraste con el anillo de enteros, no son dominios de Dedekind. Por lo tanto,
pueden perder propiedades aritméticas como, por ejemplo, la factorización única a nivel de
ideales(ver [14]).

Dado O un orden en el campo de números F , vamos a definir un ideal especial en O,
llamado el conductor de O.

Se demostrará que los ideales no cero en O que son primos relativos al conductor son
invertibles y tienen factorización única como producto de ideales primos en O. Adicional-
mente, veremos cuáles son las propiedades que deben cumplir los elementos deO para que
tengan factorización única.

En este capı́tulo la palabra ideal significará ideal distinto de cero, a menos que se diga
lo contrario.

2.1. Órdenes e ideales conductor
En esta sección veremos lo que es un orden y qué es el conductor asociado a dicho

orden. A lo largo de este capı́tulo F es un campo de números, con [F : Q] = n.
Existen diferentes maneras equivalentes de como definir un orden en un campo de

números (ver [14], [12], [8]), nosotros elegimos la siguiente.

Definición 2.1. Un Z-módulo de un campo de números F es un subgrupo aditivo de
F finitamente generado. Los Z-módulos de rango n (número mı́nimo de generadores) se
llaman Z-módulos completos.

Definición 2.2. Un orden O es un Z-módulo completo de F que además es un subanillo
con unidad.

OF es un orden de F y como veremos más adelante es el orden máximo.

Ejemplo 2.3. Sea F = Q( 3
√

19). Notemos que,

OF = Z+ Z 3
√

19 + Z
3
√

361 + 3
√

19 + 1

3
y

O = Z+ Z 3
√

19 + Z 3
√

361

son ordenes de F , además O $ OF .

37
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Lema 2.4. Todo orden O de F es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACIÓN. Como Z es un anillo noetheriano y O es un Z-módulo finitamente
generado, entonces O es noetheriano. �

La siguiente proposición nos permitirá demostrar un teorema, con el cual podemos
verificar que OF es el orden más grande.

Proposición 2.5. Sean F 6= Q un campo de números, OF = Z + α2Z + · · · + αnZ con
{1, α2, . . . , αn} una base entera y O un subanillo de F con unidad tal que O ⊆ OF y
|OF/O| finito. Entonces existen β2, . . . , βn ∈ O tales queO = Z+β2Z+ · · ·+βnZ donde
βi = ai1 + ai2α2 + · · ·+ ainαn con aij = 0 para i > j y aii > 0 el mı́nimo posible.

DEMOSTRACIÓN. Primero veremos que existen β1, β2, . . . , βn ∈ O con las condiciones
antes mencionadas. Para ello usaremos inducción demostrando que si para algún i < n
existen β1, . . . , βi, también existe el elemento βi+1.

Observemos que Z ⊆ O, pero Z 6= O ya que si Z = O, entonces |OF/O| = ∞,
lo cual no puede ser, por lo que β1 = 1 ∈ O. De lo anterior, existe β2 ∈ O \ Z con
β2 = a21 + a22α2 + · · · + a2nαn. Podemos suponer a21 = 0, de lo contrario, hacemos
β′2 = β2 − a21β1 para sustituir a β2. También a22 > 0, ya que si a22 = 0, cambiamos el
orden de la base {1, α2, . . . , αn} en caso de ser necesario. Si a22 < 0 multiplicamos a β22
por −1. Ahora, como los coeficientes de β2 de los elementos de O están en Z, podemos
elegir a β2 de tal manera que el coeficiente a22 sea mı́nimo.

Supongamos que el resultado se cumple hasta i. Veremos que se cumple para i+ 1.
Por hipótesis de inducción existen β1, β2, . . . , βi ∈ O tales que β1Z+β2Z+· · ·+βiZ ⊆

O con

β1 = 1

β2 = 0 + a22α2 + · · ·+ a2nαn
...

βi = 0 + 0 + 0 + · · ·+ 0 + aiiαi + · · ·+ annαn.

además akk > 0 y mı́nimo para k = 1, . . . , i.
ComoOF es un Z-módulo libre de rango n yAi = Z+β2Z+· · ·+βiZ es un Z-módulo

libre de rango i < n, entonces |OF/Ai| =∞, es decir, Ai 6= O. Ası́, existe βi+1 ∈ O \Ai,
con Ai + βi+1Z ⊆ O.

Veremos que βi+1, lo podemos tomar de la forma deseada.
Sabemos que βi+1 = ai+1,1 + ai+1,2α2 + · · ·+ ai+1,nαn y notemos ai+1,1 = 0 haciendo

β′i+1 = βi+1 − ai+1,1β1. Ahora supongamos que para algún k ∈ {2, . . . , i}, ai+1,r = 0
para r < k y ai+1,k 6= 0, entonces mcd(ai+1,k, akk) = akk ya que de lo contrario, m =
mcd(ai+1,k, akk) < akk, tendrı́amos m = bai+1,k + cakk para algunos b, c ∈ Z y luego
β′i+1 = bβi+1 + cβi = mαk + bi+1,k+1αk+1 + · · · + bi+1,nαn ∈ O, es decir, el primer
coeficiente distinto de cero es ai+1,k = m < akk lo que no es posible por la minimalidad
de akk. Entonces ai+1,k = akkt para algún t ∈ Z, de donde β′i+1 = βi+1 − tβk = 0 + · · ·+
0αk + di+1,k+1αk+1 + · · ·+ di+1,nαn.

Ası́, {1, β2, . . . , βi, βi+1} y {1, β2, . . . , βi, β′i+1} generan al mismo Z-módulo. Por lo
tanto, existe βi+1 6= 0 donde aij = 0 para i > j, con aii > 0 y podemos elegirlo de tal
manera que sea mı́nimo.
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Ahora veremos que todo elemento γ ∈ O se puede expresar como una Z-combinación
de {β1 = 1, β2, . . . , βn}. Supongamos que existe γ ∈ O \ An, donde An = Z + β2Z +
· · · + βnZ, y sabemos γ = a1 + a2α2 + · · · + anαn. Si a1 6= 0, mcd(a1, 1) = 1 y como
γ − a1β1 ∈ O \ An si y sólo si γ ∈ O \ An, podemos suponer que γ es tal que a1 = 0.
Si a2 6= 0, de forma análoga que en el paso inductivo, se cumple mcd(a2, a22) = a22, es
decir, a2 = r2a22, para algún r2 ∈ Z, y como γ − r2β2 ∈ O \ An si y sólo si γ ∈ O \ An,
concluimos que γ es tal que a2 = 0. Continuando con el mismo procedimiento llegamos a
que 0 ∈ O/An, lo cual es una contradicción .

Por lo tanto, O = Z+ β2Z+ · · ·+ βnZ. �

Teorema 2.6. Sea O un subanillo de F con unidad. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) O es un orden.
(ii) O ⊆ OF y |OF/O| <∞.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que O es un orden, entonces O = β1Z + · · · + βnZ
con βi ∈ O para cada i = 1, . . . , n. Notemos que βi ∈ F ⊂ C y βiα ∈ O para todo
α ∈ O pues O es anillo, por la proposición 1.12, βi ∈ Ω para cada i = 1, . . . , n. De donde
O ⊆ F ∩ Ω = OF .

Veremos que |OF/O| < ∞. Sea {α1, . . . , αn} una base entera de F y OF = α1Z +
· · ·+ αnZ, como O ⊆ OF , escribimos a cada βi en términos de la base entera

β1 = a11α1 + a21α2 + · · ·+ an1αn

β2 = a12α1 + a22α2 + · · ·+ an2αn
...

βn = a1nα1 + a2nα2 + · · ·+ annαn.

Ası́, O = (a11 + · · ·+ a1n)α1Z+ · · ·+ (an1 + · · ·+ ann)αnZ, luego

OF/O = α1Z+ · · ·+ αnZ/((a11 + · · ·+ a1n)α1Z+ · · ·+ (an1 + · · ·+ ann)αnZ)

≈ Z/(a11 + · · ·+ a1n)Z× · · · × Z/(an1 + · · ·+ ann)Z.
Por tanto |OF/O| = |Z/(a11 + · · ·+ a1n)Z| · · · |Z/(an1 + · · ·+ ann)Z| <∞.

Ahora supongamos que O ⊆ OF y |OF/O| <∞, por la proposición anterior O es un
orden. �

Definición 2.7. Definimos el ı́ndice de O como ı́nd(O)= |OF/O|.
El siguiente lema y proposición son algunas propiedades del anillo de enteros que

también se cumplen para el orden.

Lema 2.8. Sea J un ideal de O. Entonces |O/J | es finito.

DEMOSTRACIÓN. La demostración es análoga a la del lema 1.32 �

Proposición 2.9. Sea P un ideal primo de O. Entonces P es un ideal máximo.

DEMOSTRACIÓN. Como P es primo, tenemos O/P es un dominio entero finito, es decir,
un campo y por tanto P es máximo. �
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Lema 2.10. Sea I 6= {0} un ideal de OF . Entonces:
(i) Z + I = {z + a : z ∈ Z, a ∈ I} es el subanillo con unidad más chico de OF que

contiene a I .
(ii) Si b1 =mı́n(I ∩ N), entonces |(Z+ I)/I| = b1.

(iii) Z+ I es un orden en F .
(iv) Si N(I) = p, con p un primo racional, entonces Z+ I = OF

DEMOSTRACIÓN. (i) Primero mostraremos que Z+ I es un subanillo de OF . Sean x, y ∈
Z + I . Como x, y ∈ Z + I , entonces x = z1 + a1 y y = z2 + a2, con z1, z2 ∈ Z y
a1, a2 ∈ I . Por tanto, x − y = (z1 + a1) − (z2 + a2) = (z1 − z2) + (a1 − a2) ∈ Z + I y
xy = (z1 + a1)(z2 + a2) = z1z2 + (z1a2 + z2a1 + a1a2) ∈ Z + I . Por tanto Z + I es un
subanillo de OF .

Ahora veremos que Z + I es el subanillo con unidad más chico que contiene a I .
Supongamos que existe un subanillo con unidad A de OF tal que I ⊆ A. Probaremos que
Z+ I ⊆ A. Como 1 ∈ A, Z ⊆ A, entonces Z+ I ⊆ A.

(ii) Sabemos que (Z+ I)/I ∼= Z/I ∩ Z y Z/I ∩ Z = Z/b1Z, entonces |(Z+ I)/I| =
|Z/b1Z| = b1.

(iii) Por el teorema 2.6, se tiene que Z + I es un orden en OF , pues |OF/(Z + I)| =
N(I)

b1
<∞.

(iv) Si N(I) = p, entonces b1 = p y ası́
p = N(I) = |OF/I| = |OF/(Z+ I)| · |(Z+ I)/I| = |OF/(Z+ I)| · p

Por lo tanto, |OF/(Z+ I)| = 1, es decir Z+ I = OF . �

La parte (iv) del lema anterior nos dice que si un ideal de OF tiene norma p un pri-
mo racional, entonces OF toma diferentes expresiones. Tal como lo podemos ver en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea OF = Z[i] el anillo de enteros de F = Q(i). Sabemos que en Z[i] los
primos racionales p que son congruentes con 1 módulo 4 (p ≡ 1 (mód 4)) se descompo-
nen digamos p = (a+ bi)(a− bi), con a+ bi y a− bi primos en Z[i].

Si tomo I = 〈a + bi〉 ó I = 〈a − bi〉, entonces N(I) = p un primo racional. Por
lo tanto, podemos ver que OF toma diferentes expresiones, algunas de las cuales son :
Z+ 〈1 + i〉 = Z+ 〈1 + 2i〉 = Z+ 〈4 + i〉 = OF
Lema 2.12. Sean I, J ideales no cero de OF . Entonces:

(i) (Z+ I) + (Z+ J) = Z+ (I + J).
(ii) (Z+ I) ∩ (Z+ J) ⊇ Z+ (I ∩ J).

(iii) Si mcd(N(I), N(J)) = 1, entonces (Z+ I) ∩ (Z+ J) = Z+ (I ∩ J) = Z+ IJ .

DEMOSTRACIÓN. (i) Sea x ∈ (Z+ I) + (Z+ J). Entonces x = m+ n, con m ∈ Z+ I y
n ∈ Z+ J , de donde se tiene

m = m1 + i con m1 ∈ Z , i ∈ I ,
n = n1 + j con n1 ∈ Z , j ∈ J .

Ası́, x = m + n = (m1 + n1) + (i + j) con m1 + n1 ∈ Z, i + j ∈ I + J , de lo anterior
x ∈ Z+ (I + J), es decir (Z+ I) + (Z+ J) ⊆ Z+ (I + J).

Ahora sea x ∈ Z + (I + J). Entonces x = m + l, con m ∈ Z, l ∈ I + J , de donde
l = i+ j con i ∈ I , j ∈ J . Ası́,
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x = (m+ 0) + (i+ j) = (m+ i) + (0 + j) con m+ i ∈ Z+ I y 0 + j ∈ Z+ J ,
por lo que x ∈ (Z+ I) + (Z+ J), es decir (Z+ I) + (Z+ J) ⊇ Z+ (I + J). Por lo tanto,
se cumple (i).

(ii) Sea x ∈ Z + (I ∩ J). Entonces x = n + l con n ∈ Z, l ∈ I ∩ J . De lo anterior,
x = n + l ∈ Z + I y x = n + l ∈ Z + J . Ası́, x ∈ (Z + I) ∩ (Z + J), es decir
(Z+ I) ∩ (Z+ J) ⊇ Z+ (I ∩ J).

(iii) Dado que mcd(N(I), N(J)) = 1, existen u, v ∈ Z tales que uN(I) + vN(J) = 1.
Sea x ∈ (Z+ I) ∩ (Z+ J). Entonces, x = z1 + i = z2 + j para algunos z1, z2 ∈ Z, i ∈ I
y j ∈ J . Ası́,

i = (z2 − z1) + j

= (z2 − z1)(uN(I) + vN(J)) + j

= (z2 − z1)uN(I) + (z2 − z1)vN(J) + j.

De lo anterior, i+ (z1− z2)uN(I) = j+ (z2− z1)vN(J) ∈ I ∩J . Por tanto, x = z1 + i =
z1− (z1−z2)uN(I)+ i+(z1−z2)uN(I) y, dado que z1− (z1−z2)uN(I) ∈ Z, se cumple
x ∈ Z + (I ∩ J). Ası́, (Z + I) ∩ (Z + J) = Z + (I ∩ J). Como mcd(N(I), N(J)) = 1,
entonces I y J son primos relativos y, por la proposición 1.63, Z+ (I ∩ J) = Z+ IJ . �

A continuación vamos a definir un ideal muy importante para la teorı́a que estamos
desarrollando.

Definición 2.13. (i) El conductor de un orden O en el campo de números F es

f = {x ∈ F : xOF ⊆ O}
(ii) Diremos que I es un ideal conductor si existe algún orden en F con conductor I .

Como 1 ∈ OF , se tiene que f es un subconjunto de O y por tanto
f = {x ∈ OF : xOF ⊆ O} = {x ∈ O : xOF ⊆ O}

Ejemplo 2.14. Sea F = Q(i), entonces OF = Z[i]. Veremos que O = Z[2i] = Z+ 2iZ es
un orden y que f = {2m+ 2ni : m,n ∈ Z} es su conductor.

DEMOSTRACIÓN. Notemos primero O ⊆ OF . Dado que OF/O = {O, i + O}, se tiene
|OF/O| = 2, por el teorema 2.6, O es un orden.

Vamos a demostrar que para x ∈ O, se cumple xOF ⊆ O si y sólo si xi ∈ O.
Supongamos que xOF ⊆ O, entonces dado que i ∈ OF , xi ∈ O.

Ahora supongamos que xi ∈ O y sea y ∈ xOF , es decir y = x(c + di) = xc + d(xi),
para c, d ∈ Z y como xi ∈ O, tenemos xi = m+ n2i, con m,n ∈ Z. Por tanto,

y = (a+ b2i)c+ d(m+ n2i)

dado que x ∈ O. Ası́, y = (ac+ dm) + (bc+ dn)2i ∈ O, es decir xOF ⊆ O.
Sea x = a+2ni ∈ O, con a, n ∈ Z, por la observación anterior tenemos x ∈ f si y sólo

si xi = −2n+ai = l+2mi, para algunos l,m ∈ Z, de donde a = 2m. Ası́, x = 2m+2ni,
es decir, f = {2k + 2bi : k, b ∈ Z}. �
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Lema 2.15. Sea O un orden en F con conductor f. Entonces:
(i) f es un ideal de O y de OF .

(ii) Sea I un ideal de OF . Entonces I ⊆ O si y sólo si I ⊆ f.
(iii) Z+ f es el orden más chico en OF con conductor f.

DEMOSTRACIÓN. (i) Dado que 1 ∈ OF , por la definición de conductor, f ⊆ O. Es
fácil mostrar que f es un subgrupo aditivo. Sean a ∈ f y b ∈ OF . Entonces (ab)OF =
a(bOF ) ⊆ aOF , dado que bOF ⊆ OF . También tenemos aOF ⊆ O, dado que a ∈ f. Ası́,
(ab)OF ⊆ O, es decir ab ∈ f. Por lo tanto, f es un ideal de OF . De manera análoga f es un
ideal de O.

(ii) Sea I un ideal de OF tal que I ⊆ O, entonces IOF = I ⊆ O, por tanto I ⊆ f.
Inversamente, si I es un ideal de OF con I ⊆ f, tenemos I ⊆ f ⊆ O.

(iii) Por el lema 2.10 (iii), Z + f es un orden en F . Como f ⊆ O y Z ⊆ O, tenemos
Z+ f ⊆ O. Por lo tanto, Z+ f es el orden más chico que contiene a f.

Sólo falta mostrar que f es el conductor de Z + f. Supongamos que f1 es el conductor
de Z + f, entonces f1 es un ideal de OF con f1 ⊆ Z + f ⊆ O, y por (ii), f1 ⊆ f. Por otro
lado, f ⊆ Z+ f y por (ii), f ⊆ f1, es decir f es el conductor de Z+ f. �

En el siguiente ejemplo veremos que no todos los ideales de O que están contenidos
en f son ideales en OF
Ejemplo 2.16. Sean F = Q[i], OF = Z[i] y O = Z[2i]. Entonces el ideal 2O = Z2 +Z4i
de O está contenido en f = Z2 + Z2i, pero 2O no es un ideal en OF , pues 2 ∈ 2O e
i ∈ OF , pero 2i 6∈ 2O.

Lema 2.17. Sean F 6= Q un campo de números, I un ideal no cero deOF yO = Z+ I un
orden de F con conductor f, con I ∩Z = mZ. Entonces, los ideales de O que contienen a
I son aquellos de la forma dZ+ I , para algún d|m.

DEMOSTRACIÓN. Veremos que dZ + I , con d|m es ideal de O. Por un lado, es fácil ver
que dZ+ I es un subgrupo aditivo deO. Por otro lado, sean x ∈ dZ+ I y y ∈ O = Z+ I ,
entones x = dn0 + l0, con n0 ∈ Z, l0 ∈ I y y = n1 + l1, con n1 ∈ Z, l1 ∈ I , por tanto

xy = (dn0 + l0)(n1 + l1)

= dn0n1 + dn0l1 + l0n1 + l0l1

= d(n0n1) + (dn0l1 + l0n1 + l0l1).

Ası́, xy ∈ dZ+ I , es decir dZ+ I es ideal de O.
Como (Z+ I)/I ∼= Z/mZ, tenemos que los anteriores son todos los ideales de O que

contienen a I .
Por tanto, cualquier ideal de O que contiene a I tiene la forma dZ+ I , con d|m. �

Teorema 2.18. Sean I un ideal de OF y O un orden con conductor f tal que O = Z + I .
Entonces f = kZ + I , donde k =exp(OF/O), (el exponente exp(G) de un grupo G es el
menor elemento k tal que para todo g ∈ G, kg = e, donde e es el neutro del grupo).

DEMOSTRACIÓN. Como k = exp(OF/O), tenemos kOF ⊆ O, es decir k ∈ f, de donde
kZ + I ⊆ f y también I ⊆ f y por el lema anterior, f = d1Z + I , para algún d1|m. Ası́,
kZ+ I ⊆ d1Z+ I , en consecuencia kZ ⊆ d1Z y d1 ≤ k.
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Si d1 < k, entonces existe algún β ∈ OF tal que d1β 6∈ O, es decir d1 6∈ f, lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, d1 = k. �

Ejemplo 2.19. Sean F = Q( 3
√

7), OF = Z[ 3
√

7] = Z+ Z( 3
√

7) + Z( 3
√

7)2 y O = Z+ P 2,
donde P = 〈3, 1− 3

√
7〉. Encontraremos al conductor de O.

DEMOSTRACIÓN. Como P 2 ∩ Z = 3Z, tenemos O/P 2 = (Z + P 2)/P 2 ∼= Z/3Z, de
donde |O/P 2| = 3, lo que significa que P 2 es un ideal primo en O.

Observemos que |OF/P 2| = N(P )2 = 9, por consiguiente |OF/O| = 3, un primo
racional, entonces OF/O tiene exponente 3. Por el teorema anterior, el conductor de O es
f = 3Z+ P 2 = P 2. �

Adicionalmente P 2 no es un ideal principal en OF dado que N(P 2) = 9 y ningún
elemento de OF tiene norma ±9, pues

NF/Q(a+ b
3
√

7 + c
3
√

49) = a3 + 7b3 + 49c3 − 3 · 7abc. (4)

Si a+ b 3
√

7 + c 3
√

49 tuviera norma ±9, en (4) reducimos módulo 7 y tenemos a3 ≡ ±9
(mód 7), lo cual es una contradicción, ya que ±9 no es un cubo módulo 7.

Un caso particular es considerar I = cOF , con c ∈ Z+ y [F : Q] > 2

Proposición 2.20. Sea F un campo de números, con [F : Q] = n ≥ 2 y OF su anillo de
enteros. Si O = Z+ cOF con c ∈ Z+, entonces f = cOF es el conductor de O.

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 2.18, f = kZ + cOF es la forma que tiene el conductor
de O. Determinemos a k, el exponente del grupo OF/O.

Escribimos OF = Z + Ze2 + · · · + Zen, donde {ei}ni=1 es una base entera y e1 = 1,
entonces O = Z+ cOF = Z+ Zce2 + · · ·+ Zcen.

Ası́,
OF/O ∼= (Z/cZ)n−1,

que como grupo abeliano tiene exponente c.
Concluimos que k = c, es decir f = cZ+ cOF = cOF . �

Proposición 2.21. Si F es un campo cuadrático, entonces todo orden O en F es de la
forma Z+ cOF donde c =ı́nd(O).

DEMOSTRACIÓN. Sea F = Q(α) con α un entero algebraico, entonces OF = Z + αZ y
sabemos que todo orden es de la formaO = Z+βZ ⊆ OF , para algún β entero algebraico.
Ası́

O = Z+ βZ
= Z+ (a+ cα)Z
= Z+ cαZ.
= Z+ (cαZ+ cZ)

= Z+ cOF .
Ahora como OF/O = (Z+ αZ)/(Z+ cαZ) ∼= Z/cZ, tenemos c = |OF/O|. �
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Para órdenes en campos cuadráticos el nombre conductor e ı́ndice significan lo mismo.
El siguiente es ejemplo de un ideal conductor que no es principal en una extensión de

grado 3.

Ejemplo 2.22. Sea F = Q( 3
√

19). Al final de la sección 1.5, vimos queOF = Z+Z 3
√

19+

Z
1 + 3
√

19 + 3
√

361

3
.

Tomamos el ordenO = Z[ 3
√

19] = Z+Z 3
√

19 +Z 3
√

361. Veamos quién es el conductor
de O.

Sea x = a + b 3
√

19 + c 3
√

361 ∈ O, y queremos xOF ⊆ O. Pero xOF ⊆ O si y sólo si
xei ∈ O, donde e1, e2, e3 es una base entera de OF .

Si e1 = 1, e2 = 3
√

19 y e3 =
1 + 3
√

19 + 3
√

361

3
, obtenemos

a+ b+ c

3
∈ Z, es decir

a+ b+ c = 3d, d ∈ Z, lo que significa x = a(1− 3
√

361) + b( 3
√

19− 3
√

361) + d · 3 3
√

361.
Por tanto, el conductor de O es

f = Z(1− 3
√

361) + Z(
3
√

19− 3
√

361) + Z · 3 3
√

361.

Veamos que f no es principal en OF .
Expresamos a (1 − 3

√
361), ( 3

√
19 − 3

√
361) y 3 3

√
361 en términos de la base entera

{e1, e2, e3}

1− 3
√

361 = 2 · 1 + 1 · 3
√

19− 3
1 + 3
√

19 + 3
√

361

3

3
√

19− 3
√

361 = 1 · 1 + 2 · 3
√

19− 3
1 + 3
√

19 + 3
√

361

3

3
3
√

361 = 0 · 1 + 3 · 3
√

19− 0
1 + 3
√

19 + 3
√

361

3

de donde tenemos la matriz  2 1 0
1 2 3
−3 −3 0


la cual tiene determinante 9. Ası́, |OF/f| = 9.
Ahora supongamos que f = αOF para algún α ∈ f, entonces 9 = |OF/αOF | =

|NF/Q(α)|. Si α = a+ b 3
√

19 + c 3
√

361 con a, b, c ∈ Z,

NF/Q(α) = a3 + 19b3 + 192c3 − 3 · 19abc. (5)

Reducimos módulo 19 en (5) y tenemos a3 ≡ 9 (mód 19), lo cual es una contradicción,
ya que 9 no es un cubo módulo 19.

A continuación veremos dos órdenes con el mismo conductor

Ejemplo 2.23. Sea F = Q( 3
√

2) con anillo de enteros OF = Z + Z 3
√

2 + Z 3
√

4. Veremos
que O = Z + Z 3

√
2 + Z2 3

√
4 y O′ = Z + Z2 3

√
2 + Z2 3

√
4 tienen como conductor a

2OF = Z2 + Z2 3
√

2 + Z2 3
√

4.

DEMOSTRACIÓN. ComoO′ = Z+ 2OF , por la proposición 2.20, 2OF es el conductor de
O′.
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Ahora veremos que 2OF es conductor de O, es decir 2OF = {x ∈ O : xOF ⊆
O}. Sean y = 2a1 + 2b1

3
√

2 + 2c1
3
√

4 ∈ 2OF y z = a2 + b2
3
√

2 + c2
3
√

4 ∈ OF con
a1, a2, b1, b2, c1, c2 ∈ Z. Tenemos

yz = (2a1 + 2b1
3
√

2 + 2c1
3
√

4)(a2 + b2
3
√

2 + c2
3
√

4)

= (2a1a2 + 4c1b2 + 4b1c2) + (2b1a2 + 2a1b2 + 2c1c2)
3
√

2

+(c1a2 + b1b2 + a1c2)2
3
√

4 ∈ O.
De lo anterior 2OF ⊆ {x ∈ O : xOF ⊆ O}.

Si y ∈ {x ∈ O : xOF ⊆ O}, tenemos y = a + b 3
√

2 + 2c 3
√

4 con a, b, c ∈ Z, además
yOF ⊆ O si y sólo si y 3

√
2, y 3
√

4 ∈ O, ası́ a = 2t con t ∈ Z y b = 2t′ con t′ ∈ Z, es decir,
y ∈ 2OF y por tanto, 2OF ⊇ {x ∈ O : xOF ⊆ O}. �

2.2. Ideales primos relativos al conductor
En esta sección se trabajará básicamente en O un orden en F . Para no confundirnos

escribiremos:
i) O-ideal I , para indicar que I es un ideal de O.

ii) OF -ideal I , para indicar que I es un ideal de OF .
También veremos qué propiedades cumplen los ideales que son primos relativos al con-
ductor.

Teorema 2.24. SeaO un orden en F con conductor f. Entonces para cadaO-ideal I primo
relativo al conductor f en O, se tiene que O = {x ∈ F : xI ⊆ I}.

DEMOSTRACIÓN. Sea y ∈ O. Entonces y ∈ F y si a ∈ I , tenemos ya ∈ I pues I es un
ideal de O, de donde y ∈ {x ∈ F : xI ⊆ I} es decir O ⊆ {x ∈ F : xI ⊆ I}.

Ahora sea y ∈ F tal que yI ⊆ I . Como I es un Z-módulo, entonces y es entero sobre
Z es decir y ∈ OF . Dado que I y f son primos relativos en O se tiene que I + f = O, de
donde m+ n = 1 para algunos m ∈ I y n ∈ f.

Ası́, y = y1 = x(m+n) = ym+yn con ym ∈ I ⊆ O y yn ∈ f ⊆ O, entonces y ∈ O,
es decir, O ⊇ {x ∈ F : xI ⊆ I}.

Por lo tanto O = {x ∈ F : xI ⊆ I}. �

Lema 2.25. Sea J un O-ideal. Entonces existen ideales primos P1, P2, . . . , Pr de manera
que P1 · · ·Pr ⊆ J .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que no, entonces hay un ideal J tal que no existen ideales
primos con las condiciones pedidas y que es maximal entre los ideales para los que esto
ocurre.

Notemos que J no puede serO, ni primo o cumplirı́a este lema trivialmente. Por tanto,
existen ideales I, L tales que IL ⊆ J , pero no I ⊆ J ó L ⊆ J . Por la maximalidad de J ,
existen ideales primos P1, . . . , Ps y Ps+1, . . . , Pr tales que

P1 · · ·Ps ⊆ J + I y Ps+1 · · ·Pr ⊆ J + L,

de donde P1 · · ·Pr ⊆ (J + I)(J + L) ⊆ JJ + JI + JL + IL ⊆ J , lo cual es una
contradicción. �
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El siguiente lema es muy útil ya que nos dice qué forma tiene el inverso de un ideal
fraccionario cuando éste existe.

Lema 2.26. Sea J un O-ideal fraccionario. Entonces
(i) Si J es invertible como un O-ideal fraccionario, entonces su inverso es

J−1 = {x ∈ F : xJ ⊆ O}.
(ii) Si J $ O, entonces O $ J−1. Esto es, algún x 6∈ O satisface xJ ⊆ O.

DEMOSTRACIÓN. (i) Supongamos que J es invertible como O-ideal fraccionario, y di-
gamos J ′ es tal que JJ ′ = O. De lo anterior si x ∈ J ′, en particular xJ ⊆ O, es decir
x ∈ J−1, de donde J ′ ⊆ J−1. Si multiplicamos por J la contención anterior,

O = JJ ′ ⊆ JJ−1 ⊆ O, (6)

de (6), O ⊆ JJ−1 ⊆ O es decir JJ−1 = O. Ahora multiplicamos por J ′,

J ′JJ−1 = J ′O, entonces OJ−1 = J ′O,
es decir J−1 = J ′.

(ii) SeaM unO-ideal máximo tal que J ⊆M . EntoncesM−1 ⊆ J−1. Basta probar que
O $M−1. Sea x ∈M no cero, por el lema anterior, sea r el menor natural tal que existen
ideales primos para los que P1 · · ·Pr ⊆ 〈x〉. Como 〈x〉 ⊆ M y M es primo, entonces
Pi ⊆ M para algún i = 1, . . . , r. Sin perdida de generalidad, supongamos que P1 ⊆ M ,
como P1 es máximo, entonces P1 = M y por la minimalidad de r tenemos P2 · · ·Pr * 〈x〉.
Tomamos pues un elemento y ∈ P2 · · ·Pr \ 〈x〉.

Claramente yM ⊆ 〈x〉, luego yx−1M ⊆ x−1〈x〉 = O, es decir yx−1 ∈ M−1. Por otra
parte y 6∈ 〈x〉 = xO, de donde yx−1 6∈ O. Ası́, O $M−1. �

Teorema 2.27. Sea P unO-ideal primo. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(i) P es invertible como un O-ideal fraccionario.
(ii) O = {x ∈ F : xP ⊆ P}.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que P es invertible como un O-ideal, además O ⊆ {x ∈
F : xP ⊆ P} para cualquier ideal de O.

Sea y ∈ {x ∈ F : xP ⊆ P}, entonces yP ⊆ P , multiplicamos por P−1, yPP−1 ⊆
PP−1, de donde yO ⊆ O y dado que 1 ∈ O, se tiene y ∈ O y por tanto {x ∈ F : xP ⊆
P} ⊆ O. Ası́, O = {x ∈ F : xP ⊆ P}.

Inversamente supongamos que P no es invertible como un O-ideal. Por el lema 2.26
(ii), existe y ∈ F tal que y 6∈ O y yP ⊆ O, lo que implica

P ⊆ (O + yO)P = P + yP ⊆ O
es decir,

P ⊆ (O + yO)P ⊆ O,
entonces (O + yO)P = P ó (O + yO)P = O.

Como P no es invertible, tenemos (O+ yO)P = P y, en particular, yP ⊆ P , es decir,
y ∈ {x ∈ F : xP ⊆ P}. Por tanto, O 6= {x ∈ F : xP ⊆ P}. �

En general, si el ideal que tomamos en O no es primo, la afirmación (ii) del teorema
anterior no implica (i).
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Ejemplo 2.28. Sea F = Q( 3
√

2), con anillo de enterosOF = Z[ 3
√

2] = Z+Z 3
√

2 +Z( 3
√

4)
y tomamos el orden O = Z + 2OF = Z + Z2 3

√
2 + Z2( 3

√
4). Veremos que el teorema

anterior no se cumple para el O-ideal J = Z8 + Z2 3
√

2 + Z2( 3
√

4).

DEMOSTRACIÓN. Claramente

O/J = (Z+ Z2
3
√

2 + Z2(
3
√

4))/(Z8 + Z2
3
√

2 + Z2(
3
√

4)) ∼= Z/8Z,

entonces J no es un ideal primo de O.
Veremos que {x ∈ F : xJ ⊆ J} = O. Sea y ∈ O, como J es un ideal de O, tenemos

yJ ⊆ J , es decir y ∈ {x ∈ F : xJ ⊆ J}.
Si y ∈ {x ∈ F : xJ ⊆ J}, entonces yJ ⊆ J . Para y = a+ b 3

√
2 + c 3

√
4, con a, b, c ∈ Q

y 2 3
√

2, 2 3
√

4 ∈ J , tenemos

(a+ b
3
√

2 + c
3
√

4)2
3
√

2 = 4c+ 2a
3
√

2 + 2b
3
√

4 ∈ J = 8Z+ 2Z 3
√

2 + 2Z 3
√

4,

de donde c ∈ 2Z y a, b ∈ Z.
Y también (a+ b 3

√
2 + c 3

√
4)2 3
√

4 = 4b+ 4c 3
√

2 + 2a 3
√

4 ∈ J = 8Z+ 2Z 3
√

2 + 2Z 3
√

4,
de donde b ∈ 2Z. De lo anterior y ∈ O.

Ahora demostraremos que JJ−1 6= O.
Para este caso J−1 =

{
a+ b 3

√
2 +

c

2
3
√

4 : a, b, c ∈ Z
}

, ya que si 8d+2e 3
√

2+2f 3
√

4 ∈

J , entonces (a+ b 3
√

2 +
c

2
3
√

4)(8d+ 2e 3
√

2 + 2f 3
√

4) = (8ad+ 4bf + 2ce) + 2(ae+ 4bd+

cf) 3
√

2 + 2(af + be + 2cd) 3
√

4 ∈ O. Y también J−1 =
1

4
(4Z+ 4Z 3

√
2 + 2Z 3

√
4), es decir

J−1 es un ideal fraccionario de O.
Notemos que 1 6∈ JJ−1, pues de lo contrario a, b ó c no serı́an enteros racionales, por

tanto JJ−1 6= O. �

Teorema 2.29. Un ideal de O que es primo relativo al conductor, es producto de ideales
primos invertibles.

DEMOSTRACIÓN. Sea J un ideal deO tal que J + f = O. Por el teorema 2.24,O = {x ∈
F : xJ ⊆ J}. Hay dos casos; J es un ideal primo o no lo es.

Si J es ideal primo, por el teorema 2.27, J es invertible como O-ideal fraccionario.
Ahora consideremos el caso cuando J no es ideal primo y J 6= O. Sea M0 un O-ideal

máximo tal que J ⊆ M0, entonces O = J + f ⊆ M0 + f, es decir M0 + f = O. Dado
que M0 es máximo, luego es primo y, por los teoremas 2.24 y 2.27, M0 es invertible. Sea
J0 = M−1

0 J , entonces J0 ⊆ O y J = M0J0. Como J 6= M0, tenemos J0 6= O.
Si J0 = M0J0, tendrı́amos J0 = Mk

0 J0 ⊆ Mk
0 , para todo k ≥ 0. Luego, J0 ⊆ Mk

0 para
todo k ≥ 0, lo cual es una contradicción al hecho de que |O/J0| es finito, y |O/Mk

0 | se
hace más grande con cada k. Por lo anterior J = M0J0 $ J0, luego J0 + f = O.

Ahora, J0 es primo o no lo es. Repitiendo el mismo argumento, tenemos una cadena
ascendente

J $ J0 $ · · · $ Jn−1 $ Jn $ · · ·
de ideales en O, con Jk + f = O para cada k ≥ 0. Como O es noetheriano, la cadena se
debe detener, es decir

J $ J0 $ · · · $ Jn−1 $ Jn
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con Jn un O-ideal máximo, ası́ que es primo y por tanto invertible.
Finalmente, J = M0M1 · · ·Mn−1Jn es producto de ideales primos invertibles. �

Corolario 2.30. Cualquier ideal en O que es primo relativo al conductor es invertible.

DEMOSTRACIÓN. Sea J un ideal deO primo relativo al conductor, por el teorema anterior,
J = P1P2 · · ·Pn, donde cada Pi es un O-ideal primo invertible.

Ahora multiplicamos en ambos lados por el inverso de cada Pi, obteniendo

JP−1n · · ·P−11 = O.
Por lo tanto, J es invertible. �

El siguiente teorema nos muestra que hay una biyección entre los OF -ideales primos
relativos al conductor y los O-ideales primos relativos al conductor.

Teorema 2.31. Sea O un orden en F con conductor f. Entonces
(i) Para cualquier OF -ideal I que es primo relativo a f, se tiene que I ∩ O es un O-

ideal primo relativo a f y el homomorfismo natural de anillosO/(I∩O) −→ OF/I
es un isomorfismo.

(ii) Si J es un O-ideal que es primo relativo a f, entonces JOF es un OF -ideal que es
primo relativo a f y el homomorfismo natural de anillos O/J −→ OF/JOF es un
isomorfismo.

(iii) Los ideales primos relativos a f en OF y en O están en biyección por I 7→ I ∩ O
y J 7→ JOF y, además, estas biyecciones son multiplicativas: (I ∩ O)(I ′ ∩ O) =
II ′ ∩ O y (JOF )(J ′OF ) = JJ ′OF .

DEMOSTRACIÓN. (i) Sea I 6= {0} un ideal de OF tal que I + f = OF .
Notemos que O = OF ∩ O = (I + f) ∩ O ⊆ (I ∩ O) + (f ∩ O) = (I ∩ O) + f ⊆ O,

entonces O ⊆ (I ∩ O) + f ⊆ O. Por lo tanto, (I ∩ O) + f = O.
Ahora veremos que

Φ : O/(I ∩ O) −→ OF/I
α + (I ∩ O) 7→ α + I

es un isomorfismo.
Observemos que:

KerΦ = {α + (I ∩ O) ∈ O/(I ∩ O) : Φ(α + (I ∩ O)) = I}
= {α + (I ∩ O) ∈ O/(I ∩ O) : α + I = I}
= {α + (I ∩ O) ∈ O/(I ∩ O) : α ∈ I}
= I ∩ O,

por tanto Φ es inyectivo.
Para cada elemento α+I ∈ OF/I existe un elemento enO/(I∩O), que es α+(I∩O)

tal que Φ(α + (I ∩ O)) = α + I . Por lo tanto, Φ es suprayectivo y es un isomorfismo.
(ii) Sea J 6= {0} un ideal deO tal que J+ f = O. Como J+ f = O, tenemos 1 ∈ J+ f.

Digamos 1 = j + k con j ∈ J y k ∈ f, pero j ∈ JOF , por lo que 1 ∈ JOF + f, es decir,
JOF + f = OF .

Ahora veremos que
Ψ : O/J −→ OF/JOF
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α + J 7→ α + JOF

es un isomorfismo.
Notemos que:

KerΨ = {α + J ∈ O/J : Ψ(α + J) = JOF}
= {α + J ∈ O/J : α + JOF = JOF}
= {α + J ∈ O/J : α ∈ JOF}
= JOF ∩ O

y también, J ⊆ JOF ∩O = JOF ∩(J+ f) = J+(JOF ∩ f) = J+(JOF )f = J+Jf = J ,
J ⊆ JOF ∩ O ⊆ J , es decir, JOF ∩ O = J . Por tanto, KerΨ = J y Ψ es inyectivo.

Para cada elemento α + JOF ∈ OF/JOF existe un elemento en O/J , que es α + J
tal que Ψ(α + J) = α + JOF . Ası́, Ψ es suprayectivo y es un isomorfismo.

(iii) Si I es un ideal de OF tal que I + f = OF , entonces por (i), (I ∩ O) + f = O.
Notemos que I = IO = I((I ∩ O) + f) ⊆ I(I ∩ O) + If = I(I ∩ O) + (I ∩ O)f ⊆
OF (I ∩ O) + (I ∩ O)OF ⊆ I , luego I ⊆ (I ∩ O)OF ⊆ I y (I ∩ O)OF = I .

Si J es un ideal de O tal que J + f = O, por (ii), JOF + f = OF y JOF ∩ O = J .
Veremos que (JOF )(J ′OF ) = JJ ′OF .

Notemos que x ∈ (JOF )(J ′OF ) si y sólo si x =
n∑
i=1

aibi con ai ∈ JOF y bi ∈ J ′OF .

Lo que es equivalente a ai =
m∑
j=1

lijkij con lij ∈ J , kij ∈ OF y bi =
z∑
g=1

l′igk
′
ig con l′ig ∈ J ′,

k′ig ∈ OF .

x =
n∑
i=1

aibi

=
n∑
i=1

[(
m∑
j=1

lijkij

)(
z∑
g=1

l′igk
′
ig

)]

=
n∑
i=1

[
(li1ki1 + · · ·+ limkim)

(
z∑
g=1

l′igk
′
ig

)]

=
n∑
i=1

[(
z∑
g=1

l′igk
′
ig

)
li1ki1 + · · ·+

(
z∑
g=1

l′igk
′
ig

)
limkim

]

=
n∑
i=1

[(
z∑
g=1

li1l
′
ig

)(
ki1k

′
ig

)
+ · · ·+

(
z∑
g=1

liml
′
ig

)(
kimk

′
ig

)]
.

Hacemos td =

(
z∑
g=1

lidl
′
ig

)
∈ JJ ′ y rd =

(
kidk

′
ig

)
∈ OF para d = 1 . . . ,m.
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x =
n∑
i=1

[(
m∑
d=1

tdrd

)]

=
n∑
i=1

m∑
d=1

(tdrd) ∈ (JJ ′)OF .

Por lo tanto, (JOF )(J ′OF ) = JJ ′OF .
La identidad (I ∩O)(I ′∩O) = II ′∩O se cumple por la biyección entre losO-ideales

y los OF -ideales que son primos relativos al conductor. �

Sabemos que en general si P es un ideal primo deOF , entonces P∩O es un ideal primo
de O. La afirmación inversa no siempre sucede. Para ello tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.32. Un ideal J de O que es primo relativo al conductor de O, es un ideal
primo si y sólo si su extension JOF es un ideal primo en OF .

DEMOSTRACIÓN.
Por el teorema 2.31, O/J y OF/JOF son isomorfos, entonces uno es dominio entero

si y sólo si el otro es dominio entero.
J es un ideal primo de O si y sólo si O/J es un dominio entero, lo que es equivalente

a que OF/JOF es dominio entero si y sólo si JOF es un ideal primo. �

Corolario 2.33. Si β ∈ O y el ideal principal βOF es primo relativo al conductor de O,
entonces βOF ∩ O = βO.

DEMOSTRACIÓN. Como βOF es un ideal primo relativo al conductor deO, por el teorema
2.31,O/(βOF ∩O) es isomorfo aOF/βOF , entonces |O/(βOF ∩O)| = |OF/βOF |. Por
otro lado,

|OF/βOF | = N(βOF )

= N(β) pues β ∈ O y la norma de un elemento no depende de la base
= N(βO)

= |O/βO|,

de donde |O/(βOF ∩ O)| = |O/βO|.
Dado que βO ⊆ βOF ∩ O ⊆ O, |O/βO| = |O/(βO ∩ O)| · |(βO ∩ O)/βO| y, por

tanto, |(βO ∩O)/βO| = 1. De lo anterior, βOF ∩ O = βO. �

Corolario 2.34. Sea O un orden en F con conductor f. Entonces los O-ideales primos
relativos a f tienen factorización única en ideales primos que son primos relativos al con-
ductor.

DEMOSTRACIÓN. Sea J unO-ideal no cero tal que J + f = O, por el teorema 2.31, JOF
es un OF -ideal con JOF + f = OF .

Como JOF es un ideal del anillo de enteros de F , tiene factorización única como
producto de ideales primos, digamos: JOF = P1P2 · · ·Pn, donde los Pi son ideales primos
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de OF con Pi + f = OF para cada i, pues JOF ⊆ Pi. Por el teorema 2.31, J = JOF ∩ O
y (Pi ∩ O) + f = O, entonces

J = JOF ∩ O
= (P1P2 · · ·Pn) ∩ O
= (P1 ∩ O)(P2 ∩ O) · · · (Pn ∩ O).

Por el corolario 2.32, los Pi∩O son ideales primos enO. Por lo tanto, J tiene factorización
única como producto de ideales primos que son primos relativos al conductor.

�

A continuación presentamos algunos contraejemplos para el teorema 2.31 y los coro-
larios 2.32, 2.33 y 2.34 si quitamos la condición de que los ideales son primos relativos
al conductor. En los siguientes ejemplos, sean F 6= Q un campo de números y c > 1 un
entero racional.

Ejemplo 2.35. Sea O un orden no maximal de F con conductor f. Notemos que f∩O = f
y fOF = f. Por lo anterior, el homomorfismo natural de anillosO/f −→ OF/f es inyectivo
pero no es suprayectivo dado que O es más pequeño que OF .

En particular, si O = Z + cOF , con c > 1 un entero racional y f = cOF , entonces el
ideal J = cO en O satisface JOF ∩ O = cOF ∩ O = cOF % J .

Ejemplo 2.36. Sean p un primo inerte en OF y O = Z + pOF . El ideal J = pO no es
primo dado que él no es máximo (pO $ pOF $ O), pero JOF = pOF es primo en OF
pues p es inerte.

Ejemplo 2.37. Si O = Z + cOF con conductor cOF , entonces c ∈ O, pero cOF ∩ O =
cOF 6= cO.

Ejemplo 2.38. SeanO = Z+cOF . Para cada factor primo p de c, vamos a demostrar que
el O-ideal pO no es producto de ideales primos que son primos relativos al conductor.

Si pO = P1P2 · · ·Pr, con Pi un ideal primo en O, primo relativo al conductor para
cada i = 1, . . . , r, entonces tendrı́amos

pOF = pOOF = (P1P2 · · ·Pr)OF = (P1OF )(P2OF ) · · · (PrOF ).

Por un lado, PiOF + pOF = PiOF (pues pOF ⊆ PiOF , para cada i).
Por otro lado, como PiOF +cOF = OF , tenemos 1 = α+cβ, con α ∈ PiOF y β ∈ OF

de donde 1 = α + ptβ ∈ PiOF + pOF pues p|c. De lo anterior, PiOF + pOF = OF , ası́,
PiOF = OF , lo cual es una contradicción.

Veamos una aplicación del teorema 2.31 y de sus corolarios.

Lema 2.39. Sean F = Q(
√
−3), OF = Z[ρ], con ρ =

−1 +
√
−3

2
y O = Z[

√
−3], con

conductor f = 2Z[ρ]. Probaremos que los O-ideales primos relativos a f, son aquellos de
la forma αO con N(α) impar.

DEMOSTRACIÓN. Claramente Z[
√
−3] = Z[−1 +

√
−3] = Z[2ρ] = {a+ 2bρ : a, b ∈ Z}

y sabemos que OF es un dominio de ideales principales.
Tenemos dos afirmaciones:
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I Sea α ∈ OF . Entonces αOF + 2OF = OF si y sólo si N(α) es impar.
Si N(α) es impar, por la proposición 1.61, αOF + 2OF = OF .
Si αOF + 2OF = OF , entonces Pi + 2OF = OF para cada i ∈ {1, . . . , g},

donde los Pi son ideales primos tales que αOF = P1P2 · · ·Pg. Por otro lado, por
la proposición 1.70, 2OF es el único ideal primo que está sobre 2, lo que implica
que N(Pi) es impar y por tanto N(α) es impar.

II Todo ideal de OF con norma impar tiene generador en O.
Sea αOF un ideal conN(α) impar y α = a+bρ, con a, b ∈ Z. La afirmación II

se cumple multiplicando a α por ρ o ρ2 si es necesario para hacer que el coeficiente
de ρ sea par.

Sea αOF cualquier ideal de OF tal que N(α) es impar, por la afirmación II, α ∈ O y
por el corolario 2.33, αOF ∩ O = αO. De la afirmación I y el teorema 2.31 (i), tenemos
que αO es primo relativo a 2OF . �

Proposición 2.40. Los elementos de O = Z[
√
−3] = Z[2ρ] con norma impar tienen

factorización única como producto de elementos irreducibles, aunque Z[
√
−3] no es DFU

(pues en O, 4 = (1 +
√
−3)(1−

√
−3) = 2 · 2, las cuales son factorizaciones distintas ya

que U(O) = {±1}).

DEMOSTRACIÓN.
Sea β ∈ O con N(β) impar tal que tiene dos factorizaciones distintas, digamos β =

p1p2 · · · pl = q1q2 · · · qg, con pi y qi ∈ O irreducibles. Tenemos tres casos: l < g, l = g o
l > g.

Supongamos l < g, como la norma de β es impar, por el lema anterior, βO+2OF = O
y notemos que,

(p1O)(p2O) · · · (plO) = (p1p2 · · · pl)O = βO = (q1q2 · · · qg)O = (q1O)(q2O) · · · (qgO)

por el corolario 2.34, βO tiene factorización única, es decir, piO = qjO para algún j. Sin
perdida de generalidad supongamos p1O = q1O, . . . , plO = qlO y (ql+1O) · · · (qgO) =
O ⊆ (qjO) con l + 1 ≤ j ≤ g, es decir O = qjO, lo cual es una contradicción, ya que
qjO es un ideal primo. Análogamente l > g no es posible, por tanto l = g. Ası́, piO = qiO
para todo i = 1, . . . , l, lo que implica pi = qiui donde ui ∈ U(O). �

2.3. El grupo de clases en un orden
En esta sección veremos el grupo de clases y el número de clases de un orden.
Los siguientes resultados los podemos encontrar en [8].

Lema 2.41. Sean OF el anillo de enteros de F , I y J ideales no cero de OF . Entonces
existe un α ∈ I tal que αI−1 + J = 1.

DEMOSTRACIÓN. Hay que probar que α puede tomarse de modo que ninguno de los
ideales primos que dividen a J divida a αI−1, o equivalentemente, que α 6∈ IP para todo
P |J .

Sean P1, P2, . . . , Pr los ideales primos distintos que dividen a J . Si r = 1 basta tomar
α ∈ I − IP1.
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Para r > 1, sea Ii = IP−1i J . Supongamos que IPi ⊆ Ii = IP−1i J para algún i ∈
{1, . . . , r}, entonces Pi ⊆ P−1i J , de donde J |P 2

i , y r = 1 lo cual es una contradicción.
Ası́, IPi 6⊆ Ii para todo i = 1, . . . , r. Por tanto podemos tomar números αi ∈ Ii \ IPi para
i = 1, . . . , r y α = α1 + · · ·+ αr. Como cada αi ∈ Ii ⊆ I , se cumple α ∈ I .

Si se cumpliera α ∈ IPi para algún i, como para j 6= i tenemos αj ∈ Ij ⊆ IPi,
pues Ij = IP−1j PiPjK para algún ideal K; luego despejando a αi en la definición de α
concluirı́amos que αi ∈ IPi en contradicción a la elección que hemos hecho de los αi. �

Si O es cualquier orden y f cualquier ideal de O, definimos If(O) como el conjunto de
todos los ideales J de O tales que J + f = O, es decir

If(O) = {J ideal de O : J + f = O}.
SiO es cualquier orden no maximal de un campo de números F , con conductor f yOF

es el orden maximal, el teorema 2.31 establece una biyección entre los ideales deO primos
relativos a f y los ideales primos relativos a f en OF . Esta correspondencia en general no
conserva el carácter principal de un ideal, es decir, si bien es obvio que la imagen enOF de
un ideal principal de O es un ideal principal (con el mismo generador), bien puede ocurrir
que un ideal principal de OF tenga asociado un ideal no principal de O, debido a que
ninguno de sus generadores pertenezca a O. Por ello hemos de distinguir entre los ideales
de O principales en O (luego también en OF ) de los que sólo son principales en OF .

En particular, el hecho de que todos los ideales de OF sean principales no implica
necesariamente que todos los ideales de O lo sean, ni siquiera los primos relativos con el
conductor.

Sean F un campo de números, OF su orden maximal y O cualquier orden de F con
conductor f. Definimos

I∗f (OF ) = {IJ−1 : I, J ∈ If(OF )},
es decir, I∗f (OF ) es el subgrupo generado por los ideales de OF primos relativos a f en el
grupo de los ideales fraccionario JF (definido en el capı́tulo 1, sección 3).

Similarmente definimos

Pf(O) = {α ∈ O : αOF + f = OF}
y

P ∗f (O) = {αOFβ−1OF : α, β ∈ Pf(O)}.
De este modo P ∗f (O) es el subgrupo de I∗f (OF ) generado por los ideales principales de
If(OF ) cuya contracción también es un ideal principal primo relativo a f.

Definición 2.42. Llamaremos grupo de clases de O al grupo cociente

H(O) = I∗f (OF )/P ∗f (O).

Notemos que el grupo de clases H(O), se define de forma similar al grupo ClF , la
diferencia es que en H(O) los ideales con los que estamos trabajando son los ideales
primos relativos al conductor.
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Proposición 2.43. Todas las clases deH(O) tienen un representante en If(OF ).

DEMOSTRACIÓN. Claramente para todo I ∈ If(OF ) tenemos I + f = OF , entonces
existen α ∈ I y β ∈ f tales que α + β = 1, es decir αOF ∈ If(OF ).

Por la factorización única existe J ∈ If(OF ) tal que IJ = αOF , tomando clases
[I]−1 = [J ].

Ahora sea KI−1 ∈ I∗f (OF ) cualquiera, luego

[KI−1] = [K][I−1] = [K][I]−1 = [K][J ] = [KJ ],

si ponemos L = KJ , tenemos [KI−1] = [L] y como J + f = OF , se tiene L + f = OF ,
por lo que L ∈ If(OF ). �

Si I, J ∈ If(O), diremos que I ∼ J si y sólo si IOF ∼ JOF enH(O). Como hay una
biyección entre If(O) y If(OF ), entonces el número de clases que hay en la relación entre
los elementos de If(O) es igual a |H(O)|.

Definiremos el número de clases de O como hO = |H(O)|. A la clase trivial en O la
denotaremos por 1, es decir si I es un O-ideal primo relativo al conductor tal que su clase
es la trivial, escribiremos [I] = 1.

Proposición 2.44. Un ideal en If(O), es principal si y sólo si su clase es la trivial.

DEMOSTRACIÓN. Sea I ∈ If(O) tal que [I] = 1 y sea I ′ = IOF , entonces [I ′] = [IOF ] =
[OF ] luego I ′ ∈ P ∗f (O), es decir I ′ = γOFβ−1OF , con γ, β ∈ Pf(O).

Ası́, βOF I ′ = γOF , ahora contraemos βOI = γO, luego existe α ∈ I tal que βα =
γ, de donde βOαO = γO. El hecho de que γ ∈ Pf(O) implica α ∈ Pf(O) y por la
factorización única en If(O), I = αO.

Ahora sea I ∈ If(O) tal que I = αO, extendiendo y tomando clases [IOF ] = [αOF ] =
1, por tanto [I] = 1. �

Lema 2.45. Sea α ∈ OF tal que αOF + f = OF . Entonces αOF ∩ O = βO, con β ∈ O
si y sólo si α = uβ donde u es una unidad de OF .

DEMOSTRACIÓN. Si α = uβ, entonces αOF ∩ O = (uβ)OF ∩ O = uOFβOF ∩ O =
βOF ∩ O, y por el corolario 2.33, βOF ∩ O = βO.

Inversamente si αOF∩O = βO, extendiendo αOF = βOOF = βOF , es decir α = uβ
para alguna unidad u de OF . �

Aquı́ vale la pena detenernos, para mencionar que las clases que siguen a continuación,
no son las mismas clases que definimos enH(O).

Lema 2.46. Sean (OF/f)∗ el grupo de unidades del anilloOF/f yO∗F el grupo de unidades
de OF , O∗ el grupo de unidades de O. Denotamos por [O∗F ] = {α + f : α ∈ O∗F} y
[Pf(O)] = {γ + f : γ ∈ Pf(O)}. Entonces

O∗F/O∗ ∼= [O∗F ]/([O∗F ] ∩ [Pf(O)]).

DEMOSTRACIÓN. Claramente [O∗F ] ∩ [Pf(O)] = [O∗] donde [O∗] = {β + f : β ∈ O∗}.
Sólo falta ver que

O∗F/O∗ ∼= [O∗F ]/[O∗].
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Sea g : O∗F/O∗ −→ [O∗F ]/[O∗] dado por αO∗ 7→ (α+ f)[O∗]. Veremos que g es inyectivo.
Supongamos que (α + f)[O∗] = (β + f)[O∗], entonces (α + f)(β−1 + f) ∈ [O∗], de donde
(αβ−1 + f) ∈ [O∗] es decir αβ−1 ∈ O∗ por tanto αO∗ = βO∗. Como g es suprayectivo
por su definición, tenemos g es un isomorfismo. �

Lema 2.47. Sea (O/f)∗ el grupo de unidades de O/f. Entonces (O/f)∗ = [Pf(O)].

DEMOSTRACIÓN. Sea α + f ∈ (O/f)∗, entonces existe β + f ∈ O/f tal que

(α + f)(β + f) = (αβ + f) = 1 + f,

de donde (αβ)OF + f = OF y como (αβ)OF ⊆ αOF , se tiene αOF + f = OF , es decir
α ∈ Pf(O) y por tanto α + f ∈ [Pf(O)].

Ahora sea α+ f ∈ [Pf(O)], es decir αOF + f = OF , entonces αγ+ y = 1, con γ ∈ OF
y y ∈ f, de lo anterior 1 ∈ αγ + f, lo que implica (αγ)OF + f = OF y ası́ (α+ f)(γ + f) =
αγ + f = OF = 1 + f, es decir α + f ∈ (O/f)∗. �

El siguiente teorema es muy útil pues nos ayuda a calcular el número de clases de
cualquier orden.

Teorema 2.48. Sean OF el anillo de enteros de un campo de números F y O un orden en
F con conductor f. Entonces el número de clases de O satisface

hO =
Φ(f)

eΦ′(f)
hF ,

donde Φ(f) y Φ′(f) son, respectivamente, el número de unidades de OF/f y O/f, mientras
que hF es el número de clases de OF y e es el ı́ndice del grupo de unidades de O en el
grupo de unidades de OF .

DEMOSTRACIÓN. SeaH(OF ) el grupo de clases deOF . Consideramos el homomorfismo
de grupos

g : I∗f (OF ) −→ H(OF )

I 7→ [I].

Notemos que para cualquier ideal I ∈ OF , existe un ideal J de manera que [I−1] = [J ], lo
que es equivalente a [I] = [J−1] .

Por el lema 2.41, existe un ideal L = αJ−1 tal que [L] = [I] y L+ f = OF . Lo anterior
implica de g es suprayectivo.

Veremos que Ker(g) = P ∗f (OF ).

Ker(g) = {I ∈ I∗f (OF ) : g(I) = [OF ]}
= {I ∈ I∗f (OF ) : [I] = [OF ]}
= {I ∈ I∗f (OF ) : βOF I = αOF , para algunos α, β ∈ Pf(OF )}
= {I = αOFβ−1OF : α, β ∈ Pf(OF )}
= P ∗f (OF ).
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Ası́, I∗f (OF )/P ∗f (OF ) ∼= H(OF ), de donde

hO = |I∗f (OF )/P ∗f (O)|
= |I∗f (OF )/P ∗f (OF )| · |P ∗f (OF )/P ∗f (O)|
= hF |P ∗f (OF )/P ∗f (O)|.

Ahora el objetivo es ver quién es |P ∗f (OF )/P ∗f (O)|.
Sea (OF/f)∗ el grupo de unidades del anillo OF/f y consideramos el homomorfismo

de grupos
g′ : (OF/f)∗ −→ P ∗f (OF )/P ∗f (O)

[α] 7→ [αOF ]

Veamos que está bien definido.
Si [α] = [β], entonces α ≡ β (mód f) y por ser unidades existe un γ ∈ OF tal que

αγ ≡ βγ ≡ 1 (mód f) y como f ⊆ O, tenemos αγ, βγ ∈ O y de lo anterior,

[αOF ] = [αOF (βγ)OF ] = [βOF (αγ)OF ] = [βOF ].

Notemos que g′ es suprayectivo y por tanto |P ∗f (OF )/P ∗f (O)| ≤ |(OF/f)∗|, es decir el
número de clases de O es finito.

A continuación probaremos Ker(g′) = {[uβ] : β ∈ Pf(O) y u es una unidad de OF}.
[α] ∈ Ker(g′), es equivalente a [αOF ] = 1 lo cual sucede si y sólo si [αOF ∩ O] = 1,

por la proposición 2.44, αOF ∩O = βO con β ∈ O y por el lema 2.45 α = uβ para u una
unidad de OF y β ∈ Pf(O).

Notemos queKer(g′) = [O∗F ]·[Pf(O)], de donde (OF/f)∗/([O∗F ]·[Pf(O)]) ∼= P ∗f (OF )/P ∗f (O),
lo que implica que

|P ∗f (OF )/P ∗f (O)| = |(OF/f)∗|
|[O∗F ] · [Pf(O)]|

.

Y sabemos que si H,N ≤ G, con N /G y G un grupo finito, entonces |HN | = |H| · |N |
|H ∩N |

.

Ası́,

|[O∗F ] · [Pf(O)]| = |[O
∗
F ]| · |[Pf(O)]|

|[O∗F ] ∩ [Pf(O)]|
= |[O∗F ]/([O∗F ] ∩ [Pf(O)])| · |[Pf(O)]|.

Sean O∗ el grupo de unidades de O y (O/f)∗ el grupo de unidades de O/f, por los lemas
2.46 y 2.47 tenemos

|[O∗F ] · [Pf(O)]| = |O∗F/O∗| · |(O/f)∗|.
Por lo tanto,

|P ∗f (OF )/P ∗f (O)| = |(OF/f)∗|
|O∗F/O∗| · |(O/f)∗|

=
Φ(f)

eΦ′(f)
.

�

Definición 2.49. Sea F un campo de números. Llamaremos función de Euler generali-
zada de OF a la función definida como Φ(I) = |(OF/I)∗|, donde I es un OF -ideal no
cero.
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Lema 2.50. Sea I un ideal no cero de OF . Entonces

(OF/I)∗ = {[α] : αOF + I = OF}.

DEMOSTRACIÓN. Sea α + I ∈ (OF/I)∗, es decir existe β + I ∈ OF/I tal que

(α + I)(β + I) = 1 + I,

de donde αβ + I = 1 + I , entonces 1 − αβ = γ para algún γ ∈ I , lo que implica
1 ∈ αOF + I y por lo tanto αOF + I = OF .

Recı́procamente, sea α + I tal que αOF + I = OF . Entonces 1 ∈ αOF + I de donde
1 = αγ+i con γ ∈ OF e i ∈ I . Por lo tanto, (α+I)(γ+I) = αγ+I = 1−i+I = 1+I . �

Teorema 2.51. Sea F un campo de números.
i) Si I, J son ideales de OF tales que I + J = OF , entonces Φ(IJ) = Φ(I)Φ(J).

ii) Si P es un ideal primo de OF , entonces Φ(P e) = (N(P )− 1)N(P )e−1

DEMOSTRACIÓN. i) Por el teorema chino del residuoOF/IJ = OF/I×OF/J , entonces

(OF/IJ)∗ = (OF/I)∗ × (OF/J)∗,

de donde,
|(OF/IJ)∗| = |(OF/I)∗| × |(OF/J)∗|.

Por tanto, Φ(IJ) = Φ(I)Φ(J).
ii) La demostración la haremos por inducción sobre e. Φ(P ) = N(P )− 1 pues OF/P

es un campo.
Supongamos que el resultado se vale hasta e. Veremos que se cumple para e+ 1.
Sea π ∈ P \P 2. Si α recorre un conjunto de representantes de lasN(P e) clases módulo

P e y β recorre un conjunto de representantes de las N(P ) clases módulo P , entonces los
elementos α + πeβ son no congruentes dos a dos módulo P e+1, pues si α1 + πeβ1 ≡
α2 + πeβ2 (mód P e+1), entonces (α1 − α2) + πe(β1 − β2) ∈ P e+1 y como πe ∈ P e,
α1 − α2 ≡ 0 (mód P e), es decir α1 = α2, luego πe(β1 − β2) ≡ 0 (mód P e+1), de
donde β1 − β2 ≡ 0 (mód P ) pues πe ∈ P e \ P e+1, por consiguiente β1 = β2, es decir
α1 + πeβ1 = α2 + πeβ2. Dado que hay N(P )e+1 de ellos, concluimos que forman un
conjunto de representantes de las clases módulo P e+1.

También tenemos mcd(α + πeβ, π) = 1 si y sólo si mcd(α, π) = 1. De lo anterior,
las unidades módulo P e+1 tienen como representante un α que es unidad módulo P e y
un β cualquiera. Por tanto, por cada unidad [α] módulo P e hay N(P ) unidades [α + πeβ]
módulo P e+1, es decir, se cumple Φ(P e+1) = N(P )Φ(P e) y por hipótesis de inducción,

Φ(P e+1) = N(P )(N(P )− 1)N(P )e−1 = (N(P )− 1)N(P )e.

�

Ahora veremos como calcular en número de clases, en el caso particular en que F es
un campo cuadrático.
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Lema 2.52. Sea Om = Z+mOF un orden en un campo cuadrático F . Entonces

Om/mOF ∼= Z/mZ

DEMOSTRACIÓN. Si l ∈ Om, entonces l = n + mα con n ∈ Z y α ∈ OF . Luego si
l + mOF ∈ Om/mOF , tenemos l + mOF = (n + mα) + mOF = n + mOF , es decir,
podemos tomar a cualquier elemento de Om/mOF de manera que el representante sea un
número entero racional.

Sea g : Om/mOF −→ Z/mZ dado por g(n+mOF ) = n+mZ.
Claramente g está bién definido, pues si n + mOF = n′ + mOF , entonces n − n′ ∈

mOF ∩ Z = mZ, es decir g(n+mOF ) = g(n′ +mOF ).
Observemos que g es inyectivo pues si g(n + mOF ) = g(n′ + mOF ), tenemos n +

mZ = n′ + mZ, de donde n − n′ ∈ mZ ⊆ mOF , lo que implica n − n′ ∈ mOF ,
ası́ n+mOF = n′+mOF . Finalmente, como g es suprayectivo por definición, concluimos
Om/mOF ∼= Z/mZ. �

Teorema 2.53. Sea Om el orden de ı́ndice m en un campo cuadrático F . Entonces

hOm =
Φ(mOF )

eφ(m)
hF ,

donde Φ es la función de Euler generalizada, φ es la función de Euler usual, e es el ı́ndice
del grupo de las unidades de Om en el grupo de las unidades de OF y hF es el número de
clases de OF .

DEMOSTRACIÓN. Como Om es de ı́ndice m, tenemos Om = Z + mOF . Por el teorema

2.48, hOm =
Φ(mOF )

eΦ′(mOF )
hF , y dado que Om/mOF ∼= Z/mZ, se tiene Φ′(mOF ) = φ(m).

Por lo tanto,

hOm =
Φ(mOF )

eφ(m)
hF .

�

Apartir de ahora 〈α〉 = αOF .

Ejemplo 2.54. Sea F = Q(i) un campo de números con anillo de enteros OF = Z[i].
Calcularemos el número de clases hO2 donde O2 = Z[2i] = Z+ 2Z[i].

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 2.53, hO2 =
Φ(〈2〉)
eφ(2)

hF , con hF = 1, e = |O∗F/O∗| =

4

2
= 2, φ(2) = 2− 1 = 1.

Como Φ(〈2〉) = Φ(〈1+i〉2) = (N(〈1+i〉)−1)N(〈1+i〉) yN(〈1+i〉) = N(1+i) = 2,
entonces Φ(〈2〉) = 2.

Por lo tanto,

hO2 =
2

2 · 1
1 = 1.

�
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A continuación veremos algunos corolarios del teorema anterior, los cuales nos ayudan
a simplificar las cuentas para el encontrar el número de clases de un orden dado en un
campo cuadrático.

Corolario 2.55. Sean OF = Z[i] el anillo de enteros de F = Q(
√
−1) y Om el orden de

ı́ndice m.

(i) Si m = 2t, con t ∈ N, entonces hOm = 2t−1.

(ii) Si m = pt, con t ∈ N y p ≡ 3 (mód 4), entonces hOm =

(
p+ 1

2

)
pt−1.

(iii) Si m = pt, con t ∈ N y p ≡ 1 (mód 4), entonces hOm =

(
p− 1

2

)
pt−1.

DEMOSTRACIÓN. Para todos lo casos tenemos, por el teorema anterior, hOm =
Φ(〈m〉)
eφ(m)

hF

y sabemos que hF = 1, e = [O∗F : O∗m] =
4

2
= 2 y si p es un primo racional,

φ(pt) = (p− 1)pt−1. Sólo falta calcular Φ(〈m〉) en cada caso.
(i) En este caso

Φ(〈m〉) = Φ(〈2〉t)
= Φ(〈1 + i〉2t)
= (N(〈1 + i〉)− 1)N(〈1 + i〉)2t−1

= (2− 1)22t−1 = 22t−1.

Ası́, hOm =
22t−1

2(2t−1)
1 = 2t−1.

(ii) Para este caso tenemos

Φ(〈m〉) = Φ(〈p〉t)
= (N(〈p〉)− 1)N(〈p〉)t−1

= (p2 − 1)p2t−2.

De donde hOm =
(p2 − 1)p2t−2

2(p− 1)pt−1
1 =

(
p+ 1

2

)
pt−1.

(iii) Por último,

Φ(〈m〉) = Φ(〈a+ bi〉t〈a− bi〉t)
= Φ(〈a+ bi〉t)Φ(〈a− bi〉t)
= (N(〈a+ bi〉)− 1)N(〈a+ bi〉)t−1(N(〈a− bi〉)− 1)N(〈a− bi〉)t−1

= (p− 1)pt−1(p− 1)pt−1 = (p− 1)2p2t−2.

Por tanto, hOm =
(p− 1)2p2t−2

2(p− 1)pt−1
=

(
p− 1

2

)
pt−1. �

Antes de ver el siguiente corolario, veamos un ejemplo particular en OF el anillo de
enteros del campo F = Q(

√
−3).
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Ejemplo 2.56. Sea OF = Z
[
−1 +

√
−3

2

]
el anillo de enteros del campo de números

F = Q(
√
−3). Vamos a calcular el número de clases de O3 = Z+ 3OF .

DEMOSTRACIÓN. Del teorema 2.53 se tiene hO3 =
Φ(〈3〉)
eφ(3)

h, pero sabemos que hF = 1,

e = 3 y φ(3) = 2. Sólo nos falta calcular Φ(〈3〉). Dado que 3|δF = −3, por la proposición
1.69, 〈3〉 = 〈3,

√
−3〉2. Ası́,

Φ(〈3〉) = Φ(〈3,
√
−3〉2)

= (N(〈3,
√
−3〉)− 1)N(〈3,

√
−3〉)

= (3− 1)3 = 6.

Por lo tanto, hO3 =
6

3 · 2
1 = 1. �

La razón por la que se vio este ejemplo en particular es que enOF = Z
[
−1 +

√
−3

2

]
,

3 es el único primo racional que se ramifica totalmente.

Corolario 2.57. Sean OF = Z
[
−1 +

√
−3

2

]
el anillo de enteros del campo de números

F = Q(
√
−3) y Om el orden de ı́ndice m.

(i) Si m = pt, con t ∈ N y 〈p〉 un ideal primo en OF , entonces hOm =

(
p+ 1

3

)
pt−1.

(ii) Si m = pt, con t ∈ N y 〈p〉 = 〈p, a +
√
−3〉〈p, a −

√
−3〉, entonces hOm =(

p− 1

3

)
pt−1.

(iii) Si m = 3t, con t ∈ N, entonces hOm = 32t−2.

DEMOSTRACIÓN. Para todos los casos sabemos que hF = 1, e = 3 y si p es un primo
racional, entonces φ(pt) = (p− 1)pt−1. Sólo falta calcular Φ(〈m〉) en cada caso.

(i) Para este caso

Φ(〈m〉) = Φ(〈p〉t)
= (N(〈p〉)− 1)(N(〈p〉)t−1)
= (p2 − 1)(p2)t−1 = (p2 − 1)p2t−2,

de donde hOm =
(p2 − 1)p2t−2

3(p− 1)pt−1
1 =

p+ 1

3
pt−1.

(ii) Ahora tenemos

Φ(〈m〉) = Φ(〈p〉t)
= Φ(〈p, a+

√
−3〉t)Φ(〈p, a−

√
−3〉t)

= (N(〈p, a+
√
−3〉)− 1)2(N(〈p, a+

√
−3〉)t−1)2

= (p− 1)2p2t−2,

ası́ hOm =
(p− 1)2p2t−2

3(p− 1)pt−1
1 =

p− 1

3
pt−1.
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(iii) Por último,

Φ(〈m〉) = Φ(〈3〉t)
= Φ(〈3,

√
−3〉2t)

= (N(〈3,
√
−3〉)− 1)(N(〈3,

√
−3〉)2t−1)

= (3− 1)32t−1,

por tanto hOm =
(2)32t−1

3(2)3t−1
1 = 3t−1. �

El corolario anterior es muy importante ya que de los incisos (i) y (ii) podemos obtener
más información.

En el anillo OF = Z
[
−1 +

√
−3

2

]
los primos racionales de la forma p ≡ 2 (mód 3)

siguen siendo primos en OF , mientras que los primos racionales de la forma p ≡ 1
(mód 3) dejan de ser primos en OF .

Ahora veremos qué pasa en el resto de los campos cuadráticos imaginarios.

Corolario 2.58. Sean F = Q(
√
d) con d < 0 libre de cuadrados y d 6= −1,−3, con anillo

de enteros OF y Om el orden de ı́ndice m en F . Para m 6= 2 tenemos
(i) Si m = pt con t ∈ N y p un primo racional tal que 〈p〉 es un ideal primo en OF ,

entonces hOm = (p+ 1)pt−1hF .
(ii) Si m = pt con t ∈ N y p un primo racional tal que 〈p〉 = 〈p, a+

√
d〉〈p, a−

√
d〉,

entonces hOm = (p− 1)pt−1hF .
(iii) Si m = pt con t ∈ N y p un primo racional tal que 〈p〉 = 〈p,

√
d〉2, entonces

hOm = pthF .
Donde hF es el número de clases de OF .

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que hOm =
Φ(〈m〉)
eφ(m)

hF , en todos los casos que estamos con-

siderando e = 1.
Para (i)

Φ(〈m〉) = Φ(〈p〉t)
= (N(〈p〉)− 1)(N(〈p〉)t−1)
= (p2 − 1)p2t−2.

Ası́, hOm =
(p2 − 1)p2t−2

(p− 1)pt−1
hF = (p+ 1)pt−1hF .

Para el siguiente caso

Φ(〈m〉) = Φ(〈p, a+
√
d〉t)Φ(〈p, a−

√
d〉t)

= (N(〈p, a+
√
d〉)− 1)2(N(〈p, a+

√
d〉)2t−2)

= (p− 1)2p2t−2,

entonces hOm =
(p− 1)2p2t−2

(p− 1)pt−1
hF = (p− 1)pt−1hF .
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Para el último caso

Φ(〈m〉) = Φ(〈p,
√
d〉2)

= (N(〈p,
√
d〉)− 1)(N(〈p,

√
d〉)2t−1)

= (p− 1)p2t−1,

por tanto, hOm =
(p− 1)p2t−1

(p− 1)pt−1
hF = pthF . �

Para calcular el número de clases del ordenO2 = Z+ 2OF hay que analizar dos casos:
d ≡ 2, 3 (mód 4) y d ≡ 1 (mód 4).

Corolario 2.59. Sea OF el anillo de enteros del campo de número F = Q(
√
d) con d ≡

2, 3 (mód 4), d < 0 libre de cuadrados y d 6= −1. Entonces, si m = 2t, tenemos hOm =
2thF .

DEMOSTRACIÓN.
Sólo hay que notar

Φ(〈m〉) = Φ(〈2〉t) = Φ(〈2,
√
d〉2t) = (2− 1)22t−1 = 22t−1 si d ≡ 2 (mód 4)

y también

Φ(〈m〉) = Φ(〈2〉t) = Φ(〈2, 1 +
√
d〉2t) = (2− 1)22t−1 = 22t−1 si d ≡ 2 (mód 4).

Ası́, hOm =
22t−1

2t−1
hF = 2thF . �

Corolario 2.60. Sea OF el anillo de enteros del campo de número F = Q(
√
d) con d ≡ 1

(mód 4), d < 0 libre de cuadrados y d 6= −3. Entonces
(i) Si d ≡ 1 (mód 8) y m = 2t, entonces hOm = 2t−1hF .

(ii) Si d ≡ 5 (mód 8) y m = 2t, entonces hOm = 3 · 2t−1hF .

DEMOSTRACIÓN. Como en los casos anteriores sólo nos falta Φ(〈m〉). Para el primer caso

tenemos 〈2〉 =

〈
2,

1 +
√
d

2

〉〈
2,

1−
√
d

2

〉
, de donde.

Φ(〈m〉) = Φ(〈2〉t)

= Φ

(〈
2,

1 +
√
d

2

〉t〈
2,

1−
√
d

2

〉t)

= Φ

(〈
2,

1 +
√
d

2

〉t)
Φ

(〈
2,

1−
√
d

2

〉t)

=

(
N

(〈
2,

1 +
√
d

2

〉)
− 1

)2(
N

(〈
2,

1 +
√
d

2

〉))2t−2

= (2− 1)(2)2t−2 = 22t−2.

Por tanto, hOm =
22t−2

2t−1
hF = 2t−1hF .
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En el caso en que d ≡ 5 (mód 8), tenemos 〈2〉 es un ideal primo en OF . De modo que

Φ(〈m〉) = Φ(〈2〉t)
= (N(〈2〉)− 1)(N(〈2〉)t−1)
= (4− 1)4t−1 = 3(22t−2).

Ası́, hOm =
3(22t−2)

2t−1
hF = 3 · 2t−1hF . �





Capı́tulo 3

Teorema de Furtwängler
En el capı́tulo anterior dimos la definición de orden, al cual se le asocia un conductor,

el cual es uno de los principales actores en la teorı́a que desarrollamos. Este último resulta
ser un ideal tanto del orden como del anillo de enteros. Una pregunta natural es: ¿Todo
ideal no cero del anillo de enteros es conductor de algún orden? Justamente el teorema
de Furtwängler publicado en 1919 (ver [6]), caracteriza a los ideales del anillo de enteros,
para los cuales existe algún orden del cual ellos son conductores. En 2014 Prabpayak (ver
[10] y [14]) da una prueba distinta, la cual es presentada en este capı́tulo.

3.1. Caracterización de los ideales conductor
Prabpayak resume el teorema de Furtwängler en dos partes, las cuales, como lo men-

cionamos anteriormente, se presentan en esta sección.

Lema 3.1. Sean O1 y O2 órdenes en F con conductores f1 y f2 respectivamente.
Si ŕm mcd(f1, f2) = 1, entonces O1 ∩ O2 es un orden en F con conductor f1f2.

DEMOSTRACIÓN. Primero, O1 ∩ O2 es un orden en F pues (O1 ∩ O2) ⊆ O1 ⊆ OF y
también, |OF/O1 ∩ O2| = |OF/O1| · |O1/O1 ∩ O2| <∞, con |OF/O1| <∞ ya que O1

es un orden en F . Por tanto, por el teorema 2.6, O1 ∩ O2 es un orden en F .
Ahora veremos que f1f2 es el conductor de O1 ∩ O2. Para ello, probaremos que f1f2 es

el ideal de OF más grande contenido en O1 ∩ O2.
Claramente f1f2 = f1 ∩ f2 pues mcd(f1, f2) = 1. Entonces f1f2 = f1 ∩ f2 ⊆ (Z + (f1 ∩

f2)) ⊆ ((Z+f1)∩(Z+f2)), como fi es el conductor deOi, tenemos Z+fi ⊆ Oi, pues Z+fi
es el orden más chico que contiene a fi, con i = 1, 2. De lo anterior, ((Z+ f1)∩ (Z+ f2)) ⊆
(O1 ∩ O2). Ası́, f1f2 ⊆ O1 ∩ O2.

Supongamos que f es el conductor deO1∩O2. Entonces f ⊆ O1∩O2, de donde f ⊆ O1

y f ⊆ O2, por el lema 2.15 (ii), f ⊆ f1 y f ⊆ f2, es decir, f ⊆ f1 ∩ f2 = f1f2. Por otro lado
f1f2 es un ideal de OF y f1f2 ⊆ O1 ∩ O2, por el lema 2.15 (ii), f1f2 ⊆ f.

Por lo tanto, f = f1f2 es el conductor de O1 ∩ O2. �

Lema 3.2. Sea f = f1f2 con mcd(f1, f2) = 1 y supongamos que f′1, f
′
2 son ideales no cero

de OF tales que f1 ⊆ f′1, f2 ⊆ f′2 y f′ = f′1f
′
2. Entonces ψ(f′/f) = f′1/f1 × f′2/f2, donde

ψ : OF/f→ OF/f1 ×OF/f2 es el isomorfismo dado por el teorema chino del residuo.

DEMOSTRACIÓN. Sea l + f ∈ f′/f un elemento cualquiera, con l ∈ f′. Dado que f′ = f′1f
′
2,

tenemos l = l1l2 con l1 ∈ f′1 y l2 ∈ f′2.
Aplicamos ψ al elemento l + f.

ψ(l + f) = (l + f1, l + f2)

= (l1l2 + f1, l1l2 + f2),

65
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como f′1 y f′2 son ideales, l ∈ f ′1 y l ∈ f′2. Ası́, ψ(f′/f) ⊆ f′1/f1 × f′2/f2.
Ahora sea (l1 + f1, l2 + f2) ∈ f′1/f1 × f′2/f2, queremos ver que existe α ∈ f′ tal que

ψ(α + f) = (l1 + f1, l2 + f2).
Tenemos ψ(α+ f) = (α+ f1, α+ f2) y necesitamos (α+ f1, α+ f2) = (l1 + f1, l2 + f2),

es decir, α+f1 = l1+f1 y α+f2 = l2+f2, de donde α−l1 = β1 y α−l2 = β2 con β1 ∈ f1 y
β2 ∈ f2, de lo anterior α = l1 +β1 = l2 +β2 ∈ f′1∩ f′2 = f′. Ası́ ψ(α+ f) = (l1 + f1, l2 + f2),
es decir f′1/f1 × f′2/f2 ⊆ ψ(f′/f). �

Corolario 3.3. Sea f = f1f2 con mcd(f1, f2) = 1 tal que f ⊆ f′, donde f′ es un ideal de
OF . Entonces existen f′1, f

′
2 ideales no cero de OF tales que f1 ⊆ f′1, f2 ⊆ f′2, f′ = f′1f

′
2 y

ψ(f′/f) = f′1/f1 × f′2/f2.

DEMOSTRACIÓN. Sean f ′1 = f′ + f1 y f ′2 = f′ + f2, los cuales claramente son ideales de
OF y f1 ⊆ f′1, f2 ⊆ f′2.

Veremos que f′ = f′1f
′
2. Como f′ ⊆ f′1 y f′ ⊆ f′2, se tiene f′ ⊆ f′1 ∩ f′2 = f′1f

′
2. Además,

f′1f
′
2 = (f′ + f1)(f

′ + f2) = f′f′ + f′f1 + f′f2 + f1f2 ⊆ f′.
Finalmente, ψ(f′/f) = f′1/f1 × f′2/f2, se cumple por el lema anterior. �

Proposición 3.4. Sean f1, f2 ideales no cero de OF cuyas normas son primas relativas, es
decir mcd(N(f1), N(f2)) = 1 y ponemos f = f1f2. Entonces:

(i) Existe algún orden O en F con conductor f si y sólo si existen órdenes O1 y O2

con conductores f1 y f2 respectivamente.
(ii) Supongamos que f1 y f2 son ideales conductores y sean n1, n2 ∈ N el número de

órdenes diferentes en F con conductores f1 y f2 respectivamente. Entonces existen
n1n2 órdenes en F con conductor f.

DEMOSTRACIÓN. (i) Para cada i = 1, 2, sean ei ∈ OF/f los idempotentes ortogonales
con ψ(e1) = (1 + f1, f2) y ψ(e2) = (f1, 1 + f2). Como mcd(N(f1), N(f2)) = 1, existen
u1, u2 ∈ Z tales que 1 = u1N(f1) + u2N(f2), de donde

ei = 1− uiN(fi) + f ∈ (Z+ f)/f. (7)

Usando el lema 1.60,

ψ(e1) = ψ(1− u1N(f1) + f)

= (1− u1N(f1) + f1, 1− u1N(f1) + f2)

= (1 + (−u1N(f1)) + f1, u2N(f2) + f2)

= (1 + f1, f2).

Análogamente ψ(e2) = (f1, 1 + f2), es decir, e1 y e2 están bien definidos.
Ahora supongamos que O es un orden en F con conductor f, por el lema 2.15 (iii),

A = O/f es un subanillo de OF/f que contiene a (Z+ f)/f y, por (7), e1, e2 ∈ O/f.
Notemos que ψ(A) = ψ(e1A) + ψ(e2A), esto sucede pues si l + f ∈ A con l ∈ O es

cualquier elemento, se tiene

ψ(l + f) = (l + f1, l + f2)
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y

ψ(e1(l + f)) + ψ(e2(l + f)) = ψ(e1l + f) + ψ(e2l + f)

= (e1l + f1, e1l + f2) + (e2l + f1, e2l + f2)

= (l + f1, f2) + (f1, l + f2)

= (l + f1, l + f2).

Veremos que ψ(e1A) + ψ(e2A) = O1/f1 × O2/f2, con O1 = O + f1 y O2 = O + f2.
Para l + f ∈ A, tenemos ψ(e1(l + f)) + ψ(e2(l + f)) = (l + f1, l + f2) ∈ O/f1 × O/f2 ⊆
O1/f1 ×O2/f2, es decir ψ(e1A) + ψ(e2A) ⊆ O1/f1 ×O2/f2.

Sea (m1 + f1,m2 + f2) ∈ O1/f1 × O2/f2, veremos que existe l ∈ O tal que ψ(e1(l +
f))+ψ(e2(l+f)) = (m1+f1,m2+f2). Necesitamos que (l+f1, l+f2) = (m1+f1,m2+f2),
lo anterior se cumple si y sólo si m1 + f1 = l+ f1 y m2 + f2 = l+ f2, de donde m1− l ∈ f1
y m2 − l ∈ f2, luego m1 − l = β1 con β1 ∈ f1 y m2 − l = β2 con β2 ∈ f2, lo que implica
l = m1 − β1 = m2 − β2. Entonces, ψ(e1(l + f)) + ψ(e2(l + f)) = (m1 + f1,m2 + f2), es
decir, O1/f1 × O2/f2 ⊆ ψ(e1A) + ψ(e2A). Ası́, ψ(O/f) = O1/f1 × O2/f2 con O1 y O2

órdenes en F .
Probaremos que fi es el conductor de Oi.
Supongamos que h1 y h2 son conductores de O1 y O2 respectivamente, notemos que

f1 ⊆ O1 y f2 ⊆ O2, por el lema 2.15 (ii), f1 ⊆ h1 y f2 ⊆ h2. Por otro lado, h1 + h2 = OF
pues f1 + f2 = OF y por el lema 3.1, h1h2 = f, de donde h1h2 = f1f2 y por la factorización
única en OF , h1 = f1 y h2 = f2.

Inversamente, si O1 y O2 son órdenes en F con conductores f1 y f2 respectivamente,
por el lema 3.1, existe un orden O = O1 ∩ O2 con conductor f = f1f2.

(ii) Como ψ(O/f) = O1/f1×O2/f2, existe una biyección entre órdenes con conductor
f y parejas de órdenes con conductores f1 y f2 respectivamente. Por lo tanto, si f1 tiene n1

órdenes distintos y f2 tiene n2 órdenes distintos, por el lema 3.1, f tendrá n1n2 órdenes
distintos. �

Teorema 3.5 (Furtwängler parte 1). Sea f un ideal no cero de OF con f = f1f2 · · · fm
la factorización tal que N(fi) = pkii , donde ki ∈ N y p1, . . . , pm son primos racionales
distintos dos a dos. Entonces, existe un orden O en F con conductor f si y sólo si para
todo 1 ≤ i ≤ m existen órdenes Oi en F con conductores fi.

Más aún, si ni ∈ N es el número de órdenes diferentes en F con conductor fi, entonces
existen exactamente n1n2 · · ·nm órdenes distintos en F con conductor f.

DEMOSTRACIÓN. La demostración se hará por inducción sobre m. La base de inducción
se cumple por la proposición 3.4.

Supongamos que el resultado se cumple hasta m. Veremos que también es válido pa-
ra para m + 1. Sea f = f1f2 · · · fmfm+1, con mcd(fi, fj) = 1 para i 6= j. Claramente
f = hfm+1, con h = f1f2 · · · fm, por el lema 1.62, tenemos f1f2 · · · fm+fm+1 = OF , es decir,
mcd(h, fm+1) = 1.Ahora, si existe un ordenO en F con conductor f, por la proposición 3.4
(i), existen órdenesO1 yO2 en F con conductores h y fm+1 respectivamente. Por hipótesis
de inducción existen órdenes O′1,O′2, . . . ,O′m con conductores f1, f2, . . . , fm respectiva-
mente y ası́ existen órdenes O′1,O′2, . . . ,O′m,O2 con conductores f1, f2, . . . , fm, fm+1.

Ahora supongamos que existen órdenes O1,O2, . . . ,Om,Om+1 en F con conductores
f1, f2, . . . , fm, fm+1 respectivamente. Por hipótesis de inducción,O′ = O1 ∩O2 ∩ · · · ∩Om
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es un orden en F con conductor h y por el lema 3.1, O′ ∩ Om+1 es un orden en F con
conductor f.

Si ni es el número de órdenes distintos en F con conductor fi para cada 1 ≤ i ≤ m+1,
entonces por hipótesis de inducción existen exactamente n = n1n2 · · ·nm órdenes distintos
con conductor h y, usando la proposición 3.4 (ii), existen exactamente nnm+1 órdenes
distintos con conductor f. �

Lema 3.6. Sea p un primo racional, tal que 〈p〉 = pOF = P e1
1 P

e2
2 · · ·P

eg
g , con Pi un ideal

primo con N(Pi) = pfi , para cada i. Entonces, si i ∈ {1, 2, . . . , g} y k ∈ N, tenemos lo
siguiente:

(i) El entero más chico c ∈ N con pc ∈ P k
i , está dado por c =

⌈
k
ei

⌉
.2

(ii) Sea c =

⌈
k

ei

⌉
. Entonces (Z + P k

i )/P k
i consiste de exactamente pc elementos dis-

tintos de OF/P k
i .

(iii) Si k ≡ 1 (mód ei), entonces P k−1
i /P k

i contiene exactamente p elementos de (Z+
P k
i )/P k

i .
Si k 6≡ 1 (mód ei), entonces P k−1

i /P k
i contiene sólo un elemento de (Z+P k

i )/P k
i .

DEMOSTRACIÓN. (i) Dado que los Pi se encuentran por encima de p, tenemos P k
i ∩ Z =

pcZ para algún c ∈ N y en particular pc =mı́n(P k
i ∩N). Esto significa que pc es la mı́nima

potencia de p con P k
i |〈pc〉, es decir pc es la mı́nima potencia de p que hace que 〈pc〉 ⊆ P k

i .
Como 〈pc〉 = P ce1

1 P ce2
2 · · ·P

ceg
g , se tiene P ce1

1 · · ·P
cei
i · · ·P

ceg
g = P k

i I , con I un ideal no

cero de OF , por tanto c es el entero más chico con k ≤ cei, es decir c =

⌈
k

ei

⌉
.

(ii) Sea c =

⌈
k

ei

⌉
. Demostraremos que (Z+P k

i )/P k
i = {P k

i , 1+P k
i , . . . , (p

c−1)+P k
i }.

Primero veremos que las anteriores son todas la clases. Si d + P k
i ∈ (Z + P k

i )/P k
i ,

entonces d = a + b con a ∈ Z y b ∈ P k
i , es decir d + P k

i = (a + b) + P k
i = a + P k

i . Por
el algoritmo de la división en Z, tenemos a = pct + r, con 0 ≤ r < pc. Ası́, d + P k

i =
(pct + r) + P k

i y dado que pc ∈ P k
i , se sigue d + P k

i = r + P k
i , con 0 ≤ r < pc. Por lo

tanto, P k
i , 1 + P k

i , . . . , (p
c − 1) + P k

i son todas las clases.
Ahora probaremos que son clases distintas.
Sean α + P k

i , β + P k
i ∈ {P k

i , 1 + P k
i , . . . , (p

c − 1) + P k
i } con 0 ≤ α < β < pc y

supongamos que α+P k
i = β+P k

i , entonces α−β ∈ P k
i , de donde α−β ≡ 0 (mód P k

i ),
lo que implica α − β ≡ 0 (mód Pi), luego β − α ∈ Pi y como β − α ∈ Z, tenemos
β − α ∈ Pi ∩ Z = pcZ y 0 ≤ β − α < pc, ası́ α = β.

(iii) Supongamos que k ≡ 1 (mód ei). Entonces existe m ∈ Z tal que k = 1 + mei.

Luego m+ 1 =

⌈
k

ei

⌉
y, por la parte (ii),

(Z+ P k
i )/P k

i = {P k
i , 1 + P k

i , . . . , (p
m+1 − 1) + P k

i }.

2Recordemos que dqe es el entero más chico, mayor o igual que q, para q ∈ R.
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Dado que m =

⌈
k − 1

ei

⌉
, por la parte (i), se cumple pm =mı́n(P k−1

i ∩ N), es decir pm es

la mı́nima potencia de p tal que pm ∈ P k−1
i . Por tanto, P k−1

i /P k
i contiene exactamente p

elementos de (Z+P k
i )/P k

i los cuales son {P k
i , p

m +P k
i , 2p

m +P k
i , . . . , (p− 1)pm +P k

i }.

Supongamos que k 6≡ 1 (mód ei). Entonces
⌈
k − 1

ei

⌉
=

⌈
k

ei

⌉
= n0 ∈ N, usando un

argumento similar, P k−1
i /P k

i contiene exactamente un elemento de (Z + P k
i )/P k

i , el cual
es P k

i . �

Lema 3.7. P k
i es el conductor del orden Z+ P k

i si y sólo si P k−1
i /P k

i * (Z+ P k
i )/P k

i .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que P k
i es el conductor del orden Z + P k

i , dado que
P k−1
i * P k

i , por el lema 2.15 (ii), P k−1
i * Z+ Pik . Por tanto, P k−1

i /P k
i * (Z+ P k

i )/P k
i .

Ahora supongamos que P k−1
i /P k

i * (Z+ P k
i )/P k

i ( es decir, P k−1
i * Z+ P k

i ) y sea h
el conductor de Z+ P k

i .
Notemos que P k

i ⊆ P k−1
i ⊆ · · · ⊆ P 2

i ⊆ Pi son los únicos ideales que contienen a
P k
i . Como P k

i ⊆ Z + P k
i , por el lema 2.15 (ii), P k

i ⊆ h pero P k−1
i * h. Por lo tanto,

P k
i = h. �

Proposición 3.8. Sea p un primo racional tal que 〈p〉 = P e1
1 P

e2
2 · · ·P

eg
g es su factorización

en OF , con Pi un ideal primo tal que N(Pi) = pfi para cada i. Si i ∈ {1, . . . , g} y k ∈ N,
entonces P k

i es un ideal conductor si y sólo si se da una de las siguientes dos afirmaciones:
(i) fi ≥ 2.

(ii) fi = 1 y k 6≡ 1 (mód ei).

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que P k
i es un ideal conductor y fi = 1. Veremos que

k 6≡ 1 (mód ei).
Como P k

i es el conductor del orden Z+P k
i , por el lema 3.7, P k−1

i /P k
i * (Z+P k

i )/P k
i

y sabemos que P k−1
i /P k

i consiste de N(Pi) = pfi elementos. Como fi = 1, entonces
P k−1
i /P k

i consiste de p elementos y, además, P k−1
i /P k

i * (Z+P k
i )/P k

i , es decir, P k−1
i /P k

i

no consiste de p elementos de (Z+ P k
i )/P k

i . Por el lema 3.6 (iii), k 6≡ 1 (mód ei).
Ahora si fi = 1 y k 6≡ 1 (mód ei). Por el lema 3.6 (iii), P k−1

i /P k
i * (Z + P k

i )/P k
i y

por el lema 3.7, P k
i es el conductor del orden Z+P k

i . Por lo tanto, P k
i es un ideal conductor.

Si fi ≥ 2, y dado que |P k−1
i /P k

i | = pfi , por lema 3.6 (iii), P k−1
i /P k

i * (Z + P k
i )/P k

i

(en este caso no tiene relevancia si k ≡ 1 (mód ei) ó si k 6≡ 1 (mód ei)), por el lema 3.7,
P k
i es el conductor del orden Z+ P k

i . Por lo tanto, P k
i es un ideal conductor. �

Lema 3.9. Sean f = P k1
1 P k2

2 · · ·P
kg
g donde los Pi son ideales primos distintos yO = Z+f.

Entonces f es conductor del orden O si y sólo si para todo i ∈ {1, 2, . . . , g} con ki ≥ 1 se
cumple que fi 6⊆ O, donde fi = fP−1i .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que f es el conductor de O y fi ⊆ O para algún i ∈
{1, . . . , g}. Por el lema 2.15 (ii), fi ⊆ f y notemos que f ⊆ fi, entonces f = fi = fP−1i , lo
que implica Pi = OF , lo cual es una contradicción.
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Supongamos que para todo 1 ≤ i ≤ g, fi * O y sea h el conductor de O. Por el lema
2.15 (ii), f ⊆ h y fi * h. Notemos que por definición, fi es el ideal más chico que contiene
a f, por tanto h = f. �

Lema 3.10. Sean f = P k1
1 P k2

2 · · ·P
kg
g , fi = fP−1i con los Pi ideales primos distintos y

ψ : OF/f → OF/P k1
1 × · · · × OF/P

kg
g el isomorfismo de anillos dado por el teorema

chino del residuo, con ki ≥ 1. Entonces,

ψ(fi/f) = {P k1
1 } × · · · × {P

ki−1

i−1 } × P
ki−1
i /P ki

i × {P
ki+1

i+1 } × · · · × {P kg
g }.

DEMOSTRACIÓN.
Lo anterior se cumple ya que:

ψ(fi/f) = fi/P
k1
1 × · · · × fi/P

ki−1

i−1 × fi/P
ki
i × fi/P

ki+1

i+1 × · · · × fi/P
kg
g

como fj ⊆ P
kj
j para j ∈ {1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , g},

= {P k1
1 } × · · · × {P

ki−1

i−1 } × P
ki−1
i /P ki

i × {P
ki+1

i+1 } × · · · × {P kg
g }.

�

Proposición 3.11. Sean O = Z + f con f = P k1
1 P k2

2 · · ·P
kg
g donde los Pi son ideales

distintos con N(Pi) = pfi para cada i ∈ {1, 2, . . . , g}, ki ∈ N y fi = fP−1i . Entonces
fi ⊆ O si y sólo si fi = 1, ki ≡ 1 (mód ei) y para todo j ∈ {1, 2, . . . , g} con j 6= i,

tenemos
⌈
kj
ej

⌉
≤ ki − 1

ei
.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que fi ⊆ O, luego fi/f ⊆ O/f y ψ(fi/f) ⊆ ψ(O/f). Por
el lema 3.10, P ki−1

i /P ki
i ⊆ (Z + P ki

i )/P ki
i pues ψ(O/f) = (Z + P k1

1 )/P k1
1 × · · · × (Z +

P ki
i )/P ki

i × · · · × (Z + P
kg
g )/P

kg
g . Entonces P ki−1

i ⊆ Z + P ki
i , luego P ki

i no es un ideal
conductor. Por la proposición 3.8, fi = 1 y ki ≡ 1 (mód ei).

Sea m =
ki − 1

ei
∈ Z. De la prueba del lema 3.6 (iii), tenemos

P ki−1
i /P ki

i = {P ki
i , p

m + P ki
i , . . . , (p− 1)pm + P ki

i }

y notemos que pm+1 es la mı́nima potencia de p tal que pm+1 ∈ P ki
i . Usando el lema 3.10,

existe algún a ∈ Z de tal forma que a + f ∈ fi/f y ψ(a + f) = (P k1
1 , . . . , P

ki−1

i−1 , p
m +

P ki
i , P

ki+1

i+1 , . . . , P
kg
g ).

Dado que pm+1 es la mı́nima potencia de p tal que pm+1 ∈ P ki
i , tenemos a ≡ pm

(mód pm+1). Ası́, a = pma0, con a0 = 1 + pt ∈ Z , t ∈ Z y p - a0. De lo anterior, para
todo 0 ≤ j < g, con j 6= i, se cumple a = pma0 ∈ P

kj
j , lo que implica 〈pma0〉 ⊆ P

kj
j

y P kj
j | 〈pm〉〈a0〉. Como p - a0 se tiene que 〈a0〉 y P kj

j son primos relativos y, por tanto,

〈pm〉 ⊆ P
kj
j , es decir pm ∈ P kj

j . Como
⌈
kj
ej

⌉
es el entero más chico tal que p

⌈
kj
ej

⌉
∈ P kj

j ,

se tiene
⌈
kj
ej

⌉
≤ m =

ki − 1

ei
.
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Inversamente, supongamos que fi = 1, ki ≡ 1 (mód ei) y para todo j ∈ {1, 2, . . . , g}

con j 6= i, tenemos
⌈
kj
ej

⌉
≤ ki − 1

ei
. Como ki ≡ 1 (mód ei), tenemos m = ki−1

ei
, con

m ∈ Z, luego,
⌈
kj
ej

⌉
≤ m.

Veremos que ψ({νpm + f : 0 ≤ ν < p}) = ψ(fi/f). Sea ν0pm + f cualquier elemento
de {νpm + f : 0 ≤ ν < p}, entonces

ψ(ν0p
m + f) = (ν0p

m + P k1
1 , . . . , ν0p

m + P
ki−1

i−1 , ν0p
m + P ki

i , ν0p
m + P

ki+1

i+1 , . . . , ν0p
m + P kg

g )

= (P k1
1 , . . . , P

ki−1

i−1 , ν0p
m + P ki

i , P
ki+1

i+1 , . . . , P
kg
g ),

dado que
⌈
kj
ej

⌉
≤ m para j 6= i. Ası́, ψ({νpm + f : 0 ≤ ν < p}) = {P k1

1 } × · · · ×

{P ki−1

i−1 } × P
ki−1
i /PKi

i × {P
ki+1

i+1 } × · · · × {P
kg
g } y, por el lema 3.10,

ψ({νpm + f : 0 ≤ ν < p}) = ψ(fi/f).

Como {νpm + f : 0 ≤ ν < p} ⊆ (Z + f)/f ⊆ O/f, ψ(fi/f) ⊆ ψ(O/f). Por lo tanto,
fi ⊆ O. �

Teorema 3.12 (Furtwängler parte 2). Sea p un primo racional que se factoriza enOF como

pOF = P e1
1 · · ·P eg

g ,

donde los P1, . . . , Pg son ideales primos distintos dos a dos, cuya norma es N(Pi) = pfi ,
y ei, fi, g ∈ N. Sea 0 ≤ ki ∈ Z y ponemos

f = P k1
1 · · ·P kg

g .

Entonces f es el conductor de algún orden en F si y sólo si para cada 1 ≤ i ≤ g con
ki ≥ 1 tenemos: si fi = 1 y ki ≡ 1 (mód ei), entonces existe algún j ∈ {1, . . . , g} \ {i}
con kj >

ki − 1

ei
ej .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que f es conductor de algún orden O en F , por el lema
3.9, fi 6⊆ O, donde fi = fP−1i . Tomando la negación de la proposición 3.11, en el caso en

que fi = 1 y ki ≡ 1 (mód ei), existe algún j ∈ {1, . . . , g} \ {i} con
⌈
kj
ej

⌉
>
ki − 1

ei
, es

decir, kj >
ki − 1

ei
ej .

Ahora supongamos que para cada 1 ≤ i ≤ g con ki ≥ 1 tenemos: si fi = 1 y ki ≡ 1

(mód ei), entonces existe algún j ∈ {1, . . . , g}\{i} con kj >
ki − 1

ei
ej . Por la proposición

3.11 , fi 6⊆ O y por el lema 3.9, f es el conductor del orden O = Z+ f en F . �

Con el teorema de Furtwängler podemos ver si un ideal del anillo de enteros es o no un
ideal conductor, procediendo de la siguiente manera:

Sea I un ideal de OF .
(i) Factorizamos a I como I = P k1

1 P k2
2 · · ·P

kg
g , con P1, . . . , Pg ideales primos distin-

tos.
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(ii) Agrupamos los factores por bloques, de tal manera que cada bloque este sobre un
mismo primo racional, digamos que:

I = (P k1
1 P k2

2 · · ·P
kl
l )(P

kl+1

l+1 · · ·P
km
m ) · · · (P kr

r · · ·P kg
g ),

con 〈p1〉 = P e1
1 P

e2
2 · · ·P

el
l , 〈p2〉 = P

el+1

l+1 · · ·P em
m , . . . , 〈pt〉 = P er

r · · ·P
el
l .

(iii) Finalmente con el teorema de Furtwängler parte 1, I es un ideal conductor si y sólo
si cada cada bloque es un ideal conductor. Y para saber si cada bloque es un ideal
conductor, usamos el teorema de Furtwängler parte 2.

3.2. Caracterización de los ideales conductor en un campo
de números cuadrático

Sea F un campo de números cuadrático. Por el teorema 3.5, es suficiente concentrarnos
en ideales f de OF cuya norma es potencia de algún primo racional p.

La caracterización de estos ideales f depende de cómo el ideal principal 〈p〉 se factoriza
en OF , para lo cual tenemos tres posibilidades. Después utilizaremos la proposición 3.8 y
el teorema 3.12 para encontrar todos los ideales conductores en cada caso.

Caso 1: p es inerte, es decir 〈p〉 = P1 ( e1 = 1 y f1 = 2) con P1 un ideal primo.
Sea f = P k1

1 , con k1 ∈ N. Como f1 ≥ 2, por la proposición 3.8, f = P k1
1 es un

conductor para todo k1 ∈ N.
Caso 2: p es totalmente ramificado, es decir 〈p〉 = P 2

1 (e1 = 2 y f1 = 1) con p1 un
ideal primo.

Sea f = P k1
1 ,con k1 ∈ N. Por la proposición 3.8, f es un conductor si y sólo si k1 6≡ 1

(mód 2), es decir f es conductor si y sólo si k1 = 2d, con d ∈ N.
Ası́, f = P 2d

1 es un conductor para d ∈ N.
Caso 3: p se descompone totalmente, es decir 〈p〉 = P1P2 (e1 = f1 = 1 y e2 = f2 = 1)

con P1 y P2 ideales primos.
Sea f = P k1

1 P k2
2 , con k1, k2 ∈ N. Usaremos el teorema 3.12 para ver las condiciones

que deben cumplir k1 y k2 para que f sea un conductor.
- Condiciones para k1:

Como e1 = 1 y f1 = 1, tenemos k1 ≡ 1 (mód e1) siempre sucede. Por el teorema

3.12, necesitamos que k2 >
k1 − 1

e1
e2 = k1 − 1, lo que implica k2 ≥ k1.

- Condiciones para k2:
Como e2 = 1 y f2 = 1, entonces k2 ≡ 1 (mód e2) siempre sucede, por el teorema

3.12, queremos k1 >
k2 − 1

e2
e1 = k2 − 1, lo que implica k1 ≥ k2.

Por nuestras condiciones anteriores necesitamos k1 = k2. Por lo tanto, f es conductor si y
sólo si f = (P1P2)

k1 para k1 ∈ N.
Lo anterior lo resumimos en la siguiente tabla.

Descomposición de p Conductor
〈p〉 = pOF f = 〈p〉t, t ∈ N
〈p〉 = P 2 f = P 2t, t ∈ N
〈p〉 = P1P2 f = (P1P2)

t, t ∈ N
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Usando las proposiciones 1.69 y 1.70 tenemos las siguientes tablas, para ideales en
F = Q(

√
d), con d un entero libre de cuadrados.

Descomposición de p 6= 2 Conductor
〈p〉 = pOF f = 〈p〉t, t ∈ N
〈p〉 = 〈p,

√
d〉2 f = 〈p,

√
d〉2t, t ∈ N

〈p〉 = 〈p, a+
√
d〉〈p, a−

√
d〉 f = 〈p, a+

√
d〉t〈p, a−

√
d〉t, t ∈ N

Descomposición de 2 Conductor
〈2〉 = 2OF f = 〈p〉t, t ∈ N

〈2〉 = 〈2, 1 +
√
d〉2 f = 〈2, 1 +

√
d〉2t, t ∈ N

〈2〉 =

〈
2,

1 +
√
d

2

〉〈
2,

1−
√
d

2

〉
f =

〈
2,

1 +
√
d

2

〉t〈
2,

1−
√
d

2

〉t

, t ∈ N

Ejemplo 3.13. Sea F = Q(i), con OF = Z+ Zi. Veremos si el ideal

I = 〈13, 3− 2i〉2〈3〉2〈5, 1− 2i〉3〈13, 3 + 2i〉2〈5, 1 + 2i〉3

es un ideal conductor.
Agrupamos los factores por bloques.

I = 〈3〉2(〈5, 1 + 2i〉3〈5, 1− 2i〉3)(〈13, 3− 2i〉2〈13, 3 + 2i〉2),

con 〈3〉 ideal primo, 〈5〉 = 〈5, 1 + 2i〉〈5, 1− 2i〉 y 〈13〉 = 〈13, 3− 2i〉〈13, 3 + 2i〉.
Finalmente, por el teorema de Furtwängler parte 2, 〈3〉2, (〈5, 1 + 2i〉3〈5, 1 − 2i〉3)

y (〈13, 3 − 2i〉2〈13, 3 + 2i〉2) son ideales conductor. Por lo tanto, por el teorema de
Furtwängler parte 1, I es un ideal conductor.

3.3. Caracterización de los ideales conductor en un campo
de números cúbico

Sea F un campo de números cubico. De manera análoga a la sección anterior veremos
cuáles son los ideales conductores para este caso.

Caso 1: p es inerte, es decir 〈p〉 = P1 (e1 = 1, f1 = 3) con P1 un ideal primo .
Sea f = P k1

1 , con k1 ∈ N. Como f1 ≥ 2, por la proposición 3.8, f = P k1
1 es un

conductor para todo k1 ∈ N.
Caso 2: p se descompone totalmente, es decir 〈p〉 = P1P2P3 (e1 = e2 = e3 = 1 y

f1 = f2 = f3 = 1) con P1, P2 y P3 ideales primos.
Sea f = P k1

1 P k2
2 P k3

3 , con k1, k2, k3 ∈ N y supongamos que k1 ≤ k2 ≤ k3.
Ahora veamos qué condiciones deben cumplir k1, k2 y k3 para que f sea conductor.

- Condiciones para k1:
Como f1 = 1 y e1 = 1, tenemos k1 ≡ 1 (mód e1) siempre sucede. Por el teorema

3.12, necesitamos algún j ∈ {2, 3} tal que kj >
k1 − 1

e1
ej = k1− 1, lo que implica

kj ≥ k1 es decir, necesitamos que k2 ≥ k1 ó k3 ≥ k1.
Por nuestra suposición, no necesitamos restricciones para k1.
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- Condiciones para k2:
Como e2 = 1 y f2 = 1, se tiene, igual que para k1, k2 ≡ 1 (mód e2). De la misma
forma, necesitamos algún j ∈ {1, 3} tal que kj > k2 − 1, lo que implica k1 ≥ k2
ó k3 ≥ k2, por lo que tampoco necesitamos restricciones para k2.

- Condiciones para k3:
Para este caso, de forma análoga a los dos anteriores, necesitamos que k1 ≥ k3
ó k2 ≥ k3.

Ası́, tenemos sólo dos posibilidades: k1 = k2 = k3 ó k1 < k2 = k3.
Por lo tanto, todos los posibles ideales conductores son de la forma f = (P1P2P3)

k1

para k1 ∈ N ó f = P k1
1 (P2P3)

k2 para k1 ∈ N0, k2 ∈ N y k1 < k2.
Caso 3: p es totalmente ramificado, es decir 〈p〉 = P 3

1 (e1 = 3 y f1 = 1) con P1 un
ideal primo.

Sea f = P k1
1 , con k1 ∈ N, entonces por la proposición 3.8, f es conductor si y sólo si

k1 6≡ 1 (mód 3) si y sólo si k1 = 3d ó k1 = 3d + 2. Por lo tanto, los posibles ideales
conductores son de la forma f = P 3d

1 , con d ∈ N ó f = P 3d
1 P 2

1 , con d ∈ N0.
Caso 4: 〈p〉 = P1P2 (e1 = 1, f2 = 1 y e2 = 1, f2 = 2) con P1 y P2 ideales primos.
Sea f = P k1

1 P k2
2 , con k1, k2 ∈ N. Ahora veamos qué condiciones deben cumplir k1 y

k2 para que f sea un conductor.

- Condiciones para k1:
Como e1 = 1 y f1 = 1, entonces k1 ≡ 1 (mód e1) siempre sucede. Por el teorema

3.12, necesitamos k2 >
k1 − 1

e1
e2 = k1 − 1, de donde k2 ≥ k1.

- Condiciones para k2:
Dado que f2 = 2, no hay restricciones para k2.

Por tanto, f = P k1
1 P k2

2 = (P1P2)
k1P k2−k1

2 . En este caso f es conductor si y sólo si f =
(P1P2)

dP l
2, con d, l ∈ N0 y (d, l) 6= (0, 0).

Caso 5: 〈p〉 = P1P
2
2 (e1 = 1, f1 = 1 y e2 = 2, f2 = 1) con P1 y P2 ideales primos.

Sea f = P k1
1 P k2

2 , con k1, k2 ∈ N. De nuevo, veamos qué condiciones deben cumplir k1
y k2 para que f sea conductor.

- Condiciones para k1:
Como e1 = 1 y f1 = 1, entonces k1 ≡ 1 (mód e1) siempre sucede. Por el teorema

3.12, necesitamos k2 >
k1 − 1

e1
e2 = 2k1 − 2, esto implica k2 ≥ 2k1 − 1.

- Condiciones para k2:
Como e2 = 2 y f2 = 1, tenemos.

Si k2 ≡ 1 (mód 2) (es decir k2 es un número impar), entonces por el teorema

3.12, necesitamos que k1 >
k2 − 1

e2
e1 =

k2 − 1

2
, lo que implica 2k1 ≥ k2.

Si k2 6≡ 1 (mód 2) (es decir k2 es un número par), entonces por la proposición
3.8, no hay restricciones para k2.

Si k2 es impar, 2k1 − 1 ≤ k2 ≤ 2k1, lo cual implica 2k1 − 1 = k2 es decir,

f = P k1
1 P 2k1−1

2 = P k1−1
1 P 2k1−2

2 P1P2 = (P1P
2
2 )k1−1P1P2.
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Si k2 es par, entonces k2 ≥ 2k1 − 1 y si ponemos k2 = 2k1 + 2m para algún m ∈ N0,
tenemos que

f = P k1
1 P k2

2 = P k1
1 P 2k1+2m

2 = (P1P
2
2 )k1P 2m

2 .

Por lo tanto, los posibles ideales conductores son de la forma: f = (P1P
2
2 )dP1P2, con

d ∈ N0 ó f = (P1P
2
2 )dP 2m

2 con d,m ∈ N0 y (d,m) 6= (0, 0).
Dependiendo de la descomposición del primo racional p en ideales primos de OF , te-

nemos la siguiente tabla.

Descomposición de p Conductor
〈p〉 = pOF f = 〈p〉d, d ∈ N
〈p〉 = P1P2P3 f = 〈p〉d(PiPj)l, d, l ∈ N0, (d, l) 6= (0, 0)

〈p〉 = P1P2, N(P2) = p2 f = 〈p〉dP l
2, d, l ∈ N0, (d, l) 6= (0, 0)

〈p〉 = P 3 f = 〈p〉dP 2, d ∈ N0 ó f = 〈p〉d, d ∈ N
〈p〉 = P1P

2
2 f = 〈p〉dP1P2, d ∈ N0 ó f = 〈p〉dP 2l

2 , d, l ∈ N0, (d, l) 6= (0, 0)

Ejemplo 3.14. Sea F = Q( 3
√

2), con OF = Z+ Z 3
√

2 + Z 3
√

4. Veremos si el ideal

I = 〈5, 4+3
3
√

2+
3
√

4〉5〈2, 3
√

2〉3〈5, 2+
3
√

2〉5〈11, 5+7
3
√

2+
3
√

4〉8〈3, 1+
3
√

2〉9〈7〉4〈11, 4+
3
√

2〉8

es un ideal conductor.
Agrupamos los factores por bloques.

I = 〈3, 1+
3
√

2〉9(〈5, 4+3
3
√

2+
3
√

4〉5〈5, 2+
3
√

2〉5)(〈11, 5+7
3
√

2+
3
√

4〉8〈11, 4+
3
√

2〉8)〈2, 3
√

2〉3〈7〉4,
con 〈7〉 un ideal primo, 〈5〉 = 〈5, 4 + 3 3

√
2 + 3
√

4〉〈5, 2 + 3
√

2〉, 〈2〉 = 〈2, 3
√

2〉3, 〈3〉 =
〈3, 1 + 3

√
2〉3 y 〈11〉 = 〈11, 5 + 7 3

√
2 + 3
√

4〉〈11, 4 + 3
√

2〉.3
Finalmente, por el teorema de Furtwängler, I es un ideal conductor.

Ya sabemos que no todos los ideales del anillo de enteros son conductores de algún
orden, a continuación presentamos algunos ideales que no son conductores.

Ejemplo 3.15. Sea F = Q(i), por la proposición 1.70, 〈2〉 = 〈1 + i〉2 en OF = Z + Zi
y por el teorema de Furtwängler, algunos ideales de OF que no son ideales conductores
son:

(i) It = 〈1 + i〉2t+1 con t ∈ N.
(ii) J = 〈3〉2〈5, 1 + 2i〉2〈5, 1− 2i〉3〈13, 3 + 2i〉3〈13, 3− 2i〉2.

También tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.16. Sea F = Q( 3
√

2) con anillo de enteros OF = Z + Z 3
√

2 + Z 3
√

4. Como
〈2〉 = 〈2, 3

√
2〉3, por el teorema de Furtwängler, los siguientes ideales no son conductores

de ningún orden. It = 〈2, 3
√

2〉3t+1 con t ∈ N.

3La factorización de los ideales 〈2〉, 〈3〉, 〈5〉, 〈7〉 y 〈11〉 las obtuvimos con ayuda del teorema de Dede-
kind (ver [2] teorema 10.3.1 pág. 249).
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