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Introduccion

Pierre de Fermat fue uno de los principales matematicos de la primera mitad del siglo
XVII, gracias a él se renovo el interés por la teoria de nimeros. Tras su muerte, uno de sus
hijos public6 las notas de su padre, entre las cuales se encontraba una pequena declaracion
de haber probado lo que desde entonces se conoce como el ultimo teorema de Fermat, el
cual es:

Sin > 3, no existen enteros diferentes de cero x, y, 2 que satisfagan la siguiente ecua-
cion
Este teorema fue demostrado en 1995 por el mateméatico Andrew Wiles.

Euler (1706-1783), en su manuscrito Algebra de 1770, dio una prueba para el caso
n = 3 del dltimo teorema de Fermat; sin embargo, su demostracion contenia un sutil
error. Euler trabajé con niimeros algebraicos de la forma O = Z + Z+/—3, creyendo que
estos nimeros poseian las mismas propiedades que los enteros ordinarios, incluyendo la
factorizacion tnica. A pesar de que O no tiene esta tltima propiedad, da la casualidad de
que los elementos con los que trabajé tienen Unicamente una descomposicion en elementos
irreducibles. Esta omision pasé desapercibida en aquel momento, no obstante el cason = 3
se le atribuye a Euler, dado que €l public6 una prueba alternativa (ver [17], pag. 184).

En este trabajo estudiaremos las propiedades de ciertos subanillos de los campos de
numeros llamados 6rdenes, concentrandonos en las propiedades aritméticas de éstos, entre
las que destaca el estudio de un ideal llamado conductor y su caracterizacion mediante el
teorema de Furtwingler. En particular O es un orden de Q(y/—3).

Comenzaremos con la introduccion a la teoria de los nimeros algebraicos la cual
serd presentada en el capitulo 1, en el que incluiremos el teorema chino del residuo, el cual
serd importante debido a que lo usaremos en la demostracion del teorema de Furtwingler.
Por dltimo veremos qué forma tienen los anillos de enteros en campos cuadréticos y en
extensiones cubicas puras.

En el capitulo 2 damos la definicién de orden y conductor, veremos las propiedades que
cumplen los ideales que son primos relativos al conductor. Al final de la seccién 2.2 mos-
traremos que los elementos de O con norma impar tienen factorizacion tnica. Por dltimo
veremos la relacion entre el nimero de clases del anillo de enteros y el nimero de clases
de un orden, presentando algunos resultados propios, de como calcular explicitamente el
numero de clases de un orden dado en un campo cuadratico imaginario.

Finalmente, en el capitulo 3 vamos a demostrar el teorema de Furtwingler, el cual
nos servird para saber qué ideales del anillo de enteros son conductores de algin orden.
Por ultimo damos la caracterizaciéon de los ideales conductor en campos cuadraticos y
extensiones cubicas.






Capitulo 1

Antecedentes

Este capitulo contiene la teoria necesaria que se requiere para entender la aritmética
del anillo de enteros de un campo de nimeros. Veremos cudndo el anillo de enteros es un
anillo de factorizacion Unica y para ello necesitamos estudiar el nimero de clases de un
campo de nimeros.

Primero recordemos que si R es un anillo conmutativo con unidad. Un R-médulo es
un par (M,u), donde M es un grupo (aditivo) abeliano y p es una aplicacion de R x M
en M tal que, representando por az a iu(a, ) (a € R, x € M), se satisfacen los siguientes
axiomas:

a(x +y) = axr + ay
(a+b)z =ax + bz
(ab)x = a(bx)
lr ==,

paraa, b€ Ryz,y € M.

Un submodulo VM’ de M es un subgrupo aditivo de M que es cerrado respecto a la
multiplicacion por elemento de R.

El lector interesado en la teoria de médulos puede consultar [3].

A lo largo de la tesis, trabajaremos con extensiones finitas sobre (9, a menos que se
diga lo contrario.

1.1. Lanorma, la traza y el discriminante

Sean L/K una extension con [L : K] =n,Q C K C Ly B = {ag,a9,...,0,}
una base de L como K-espacio vectorial. Para @ € L definimos la transformacion lineal
T, : L — L como:

n
Ta(ai) = XQ; = Z (IjiCYj,
7=1

donde a;; son los coeficientes de cay; usando la base 5. Denotaremos por (aij) a la matriz
cuyas entradas son los coeficientes que acabamos de obtener. Usando lo anterior definire-
mos dos funciones que serdn muy importantes a lo largo de este trabajo.

n

Definiciéon 1.1. Lanormade o € L es N(a) = det(a;;) ylatrazade aestr(a) = Z @i
i=1

La siguiente proposicion nos muestra que la norma y la traza de un elemento en L no
dependen de la base de L que elijamos.
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Proposicion 1.2. Sean {a, ..., an}, {B1,...,0,} basesde L/ K ya € L, con A = (a
construida con {cv, . .., a,} y B = (b;;) construida con {1, . .., B, }. Entonces det(A)
det(B) y tr(A) = tr(B).

DEMOSTRACION. Sea N la matriz tal que A = N~!BN, tenemos:
det(A) = det(N"'BN) = det(N) ' det(B) det(N) = det(B)
debido a que el determinante es multiplicativo y
tr(A) =tr(N"'BN) =tr(NN~'B) = tr(IB) = tr(B),
pues la traza satisface la propiedad tr(CD) = tr(DC'), para C, D € M, (R). O

)

El resultado que a continuacién se presenta, da una forma mas sencilla de cémo calcular
la norma y la traza de un elemento.

Proposicion 1.3. Si L/ K es separable, con [L : K| =ny{o,...,0,} los K-isomorfismos
distintos de L a una cerradura algebraica de K, entonces para o € L tenemos que

H oi(a) ytr(a Z oi(a).

=1

DEMOSTRACION. Ver [12], proposicién 2.6, pag. 9. U

Teorema 1.4. Sean L/ K una extension finita de grado n, o, 3 € L'y a € K. Entonces:

() tr(a+ p) = tr(a) + tr(f).

(i) tr(ac) = a - tr(a).

(iii) N(aa) = a"™ - N(«).

(i) N(af) = N(a)N(5).
(v) Si a # 0, entonces N(a™') = N(a)™%

(vi) N(a) =a

(vii) tr(a) =n-a.

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente de la definicién de norma y traza. U

Notemos que de (i) y (ii) del teorema 1.4 podemos deducir que la traza es lineal.

Definicion 1.5. Sea L/K una extension finitay B = {1, a9, ..., a,} C L un conjunto
cualquiera, el discriminante de B se define como:

Alar, g, ..., o) = det(tr(oo;))

Proposicion 1.6. Sea L/K una extension finita de grado n. Entonces

() Si Ao, e, ..., ) # 0, entonces {1, s, ..., a,} es una base de L como K-
espacio vectorial.
(ii) Si L/ K es separable y {1, s, ..., a,} es base, entonces Aoy, ag, ..., ap) # 0.

DEMOSTRACION. (i) Estd demostracion se hard por contraposicion.
Supongamos que oy, ao, . . ., o, son linealmente dependientes y tomemos la combinacion
lineal ajc; + asas + ... + a,a, = 0 con algunos a; # 0. Si multiplicamos esta ecuacion
por «; tenemos

a1010 + asoay + ...+ apomag =0
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Sacamos la traza a la ecuacién anterior, y por la linealidad de la traza obtenemos

Zaitr(aiaj) =tr(0)=0 paracadaj=1,...,n
i=1
Es decir, (aq, . .., a,) es una solucién no trivial de

tr(cnag)xy + - - + tr(apar)x, =0
tr(apag)xy + -+ - + tr(apas)zr, =0

tr(aiop)ry + - - + tr(ape,)z, =0

Si consideramos la matriz A = (tr(a;a;)), tenemos det(A) = 0 = A(ay, ag, ..., ).
(ii) Supongamos que L/K es separable, {c,...,a,} es base de L/K y ademas que
Aoy, o, . .., ap) = 0. Entonces el sistema
Z zitr(oa;) =0
i=1
tiene al menos una solucién no trivial (ay, ..., a,), donde a; # 0 para algin 1.
Consideramos « = ajay + - - - + a,,,, donde o # 0 pues {«, . .., a,, } es base y al menos

un a; # 0. Dado que la traza es lineal, tenemos

tr(ao;) = Zaitr(aiaj) = 0.
i=1

n n
Sea g = Z b;a; un elemento cualquiera de L, entonces af = Z b,acy;. Sacando la traza
=1 =1

tr(af) = Z bitr(aw;) = Z b;-0=0.
i=1 i=1

En particular si § = L tenemos 0 = tr(af) = tr(at) = tr(1) = [L : K] = n, lo cual no
puede ser porque la extension es separable.
O

Las siguientes dos proposiciones nos dan algunas propiedades del discriminante de una
base.

Proposicion 1.7. Sean {«1,... .} y {51, ..., 0n} bases de una extension finita L]/ K.
Entonces

Aoy, ..., a,) = det(a;)*A(By, - - -, Bn),
donde (a;;) es la matriz cambio de base.

n n

DEMOSTRACION. Notemos que o = Z a;ijB;y oy = Z ayx3; por tanto:
i=1 =1

n n
ajor = ayawBB.

=1 I1=1
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Al tomar la traza en ambos lados:
tr(aja) = Z Z agatr(Bifr).
j=1 I=1
Sean A = (tr(ayar)), B = (tr(B:i8) y C = (aij) y obsevemos que A = CBCT.
Finalmente, usando propiedades del determinante,

Aoy, ... ap) = det(aij)QA(ﬁh oy Bn)

O
Proposicion 1.8. Sea L/K separable de grado n. Si {a,...,a,} C L, entonces
Alay,. .., o) = det(al?)?
donde agj ) = oj(a;)y{o1,...,0n} sonlos K-isomorfismos distintos de L a una cerradura
algebraica de K.
DEMOSTRACION. Ver [7], pag. 173, proposicién 12.1.3. O

1.2. Anillo de enteros asociado a un campo de nameros

En esta seccion veremos qué es el anillo de enteros de un campo de nimeros y cuéles
son las propiedades que cumple dicho anillo.

Definicion 1.9. = € C es un entero algebraico si z es raiz de algiin polinomio ménico con
coeficientes enteros. Definimos

Q2 ={z € C: z es un entero algebraico}.
Antes de continuar necesitamos los siguientes resultados.
Definicion 1.10. Sea A un anillo conmutativo con 1. Diremos que A es un anillo noethe-
riano si foda cadena ascendente de ideales propios
LCIL--CI C---
se detiene, es decir existe m tal que I,;, = I, 11 = -+ -.

Definicion 1.11. Un Z-médulo finitamente generado, es un subconjunto no vacio W C
C tal que:

i) Siae€Zy~ e W, entonces ay € W.
i) Si vy, 72 € W, entonces v; +v5 € W.
i) Existen vi,%2, ...,V € W tales que W = 172 + ol + - - - + v, 2.



1.2. ANILLO DE ENTEROS ASOCIADO A UN CAMPO DE NUMEROS 11

Proposicion 1.12. Sean W un Z-mddulo, con W # {0} y w € C tal que wy € W para
todo v € W. Entonces w € §2.

DEMOSTRACION. Sean 71, ...,, una base de V. Por hipétesis, wy; € W paral < i <
n. Lo que implica
Wi = Zazﬂj (D
j=1

con a;; € Z. Sea 0;; la funcién delta de Kronecker. Entonces
Wy = 0wy = Z 0jWY;- ()
j=1

De las ecuaciones (1) y (2)
0=2 b0y — Y ayy =) (65w — ay)y.
j=1 j=1 j=1

Si A = (6;;w—a;;), observamos que det(A) = 0y det(d;;x —a;;) es un polinomio ménico
de grado n con coeficientes enteros del cual w es raiz. Por lo tanto w € (2. U

Proposicion 1.13. 2 es un anillo.

DEMOSTRACION. Ver [1], pdg. 26, teorema 2.3 O

Veamos algunos ejemplos.

—141v3
Ejemplo 1.14. Los niimeros z = —Z\/_

f(z2)=0,con f(z)=1+z+2* € Zlx].
—14¢ 1—2 1+¢ —1—1

son enteros algebraicos ya que

Ejemplo 1.15. Los niimeros son enteros algebraicos pues

son raices de f(z) = 1+ x™.

Definicion 1.16. Sea F' un subcampo de C. Diremos que F es un campo de niimeros si
[F': Q] < occ. El anillo de enteros de un campo de niimeros F es el conjunto

Or = {a € F : «es un entero algebraico}.
El conjunto Op tiene estructura de anillo pues claramente Op = F' N ().
Lema 1.17. Sea € F. Existe b € Z \ {0} tal que b € Op.

DEMOSTRACION. Como 3 € F, entonces /3 es raiz de algtin polinomio f(x) = by+b1x +
-+ by € Z[x], es decir
f(B)=0="0by+ b1+ + b, "
Multiplicamos por 0"~
0 = bob" '+ 00" 1B+ + b0 B
= bobl !t + b2 (b B) + babl P (b B) + -+ + (D)
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Sea h(z) = bob ™' + by 072z + beb"32% + - - - + 2" y notemos que h(b,3) = 0, por tanto
b, € Op. Asi, b = b,. U

Corolario 1.18. Sean 31, (s, ..., 5, € F. Existe b € 7\ {0} tal que

b617 bﬁ?u s 7b/67‘ S OF

DEMOSTRACION. Seab; € Z \ {0} tal que b;5; € Op. Si b = mem(by, ..., b,), entonces
b; | b de donde b = b;t;, para algin t; € Z. Como b;3; € Op, tenemos b;t;5; € Oy
bpi = biti3; € Op. l

Proposicion 1.19. Sea I # 0 un ideal de Op. Entonces I contiene una base de F' como
Q-espacio vectorial.

DEMOSTRACION. Sean {fy,...,[,} basede F/Qyb € Z\{0} tal que b5y, b0, . ..,b5, €
Or.
Seal € I\ {0}, 1bB1,1bps, ... ,1bB, € I. Supongamos
(Ozllb)ﬁl + (Oéglb)ﬁQ + -+ (&nlb)ﬁn = O,

para algunos oy, . .., a, € Q. Como {51, ..., ,} es una base de F'/Q, tenemos «;lb = 0,
paracadai =1,...,n. Asi, oy = O paratodoi = 1,...,n, es decir, {Ibf1,(bfs, ..., 1b5,}
es linealmente independiente y claramente genera a F'. Por lo tanto {lb31,[b5s, ..., 10, }
es base de F'/Q. O

Lema 1.20. Un niimero racional o € Q es un entero algebraico si 'y solo si o € 7.

DEMOSTRACION. Si o € Q es un entero algebraico, « satisface un polinomio ménico
. . c

con coeficientes enteros, digamos f(x) = by + byx +---+ 2", con b; € Z. Sea o = 7 con

¢,d € Z y med(c,d) = 1. Por tanto

e () s (5)

Multiplicamos por d" la ecuacién anterior,
= —(bod"™ +bcd” Tt + -+ by d)
= —d(bod" ' +bicd” 2+ -+ b, ")
y tenemos d | ¢". Dado que mcd(c,d) = 1, se tiene med(c™,d) = 1. Asi, d | 1. Por lo
tanto, d = +1, es decir o € Z.

Ahora si « € Z, €l satisface al polinomio f(z) = z — « € Z[z], se concluye que « es
un entero algebraico. U

A partir de ahora, diremos que un elemento en Z es un entero racional para no confun-
dirlos con los enteros algebraicos.
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Proposicion 1.21. Sea o € Op. Entonces N (), tr(a) € Z.

DEMOSTRACION. Como a € Op, « satisface un polinomio ménico con coeficientes
enteros f(x) = ap+ajx+---+2",dedonde 0 = ap+aja+---+a™. Seao € Aut(F/Q).
Entonces
0=oc(ag+aa+---+a") =ay+ao(a)+ -+ o),
es decir, (o) € Op y dado que N(a) = H ola) y tr(a) = Z o(a)
c€Aut(F/Q) c€Aut(F/Q)

tenemos N (), tr(a) € Op.

Por otro lado N(«),tr(a) € Q. Por lo tanto, por el lema anterior, N(«),tr(a) €
Z. U

Corolario 1.22. Sea {1, as, ..., a,} C O una base de F sobre Q. Entonces,
A(Oél,OéQ, c. ,Oén> €7

DEMOSTRACION. Sabemos que A(ay, as, ..., ay,) = det(tr(a;a;)) y por la propocicion
1.21, tr(a,o;) € Z. Por lo tanto, A(ay, o, . .., o) € Z. O

Teorema 1.23. Sea I # {0} un ideal de Op y {a1, s, ...,an} C I una base de F/Q de
tal forma que |A(aq, s, . . ., ay,)| es minimo. Entonces, I = Zay + Zag + - + Z .

DEMOSTRACION. Como «; € I e I es unideal, Zo; C I. Entonces, [ O Zay + Zoy +

cee 4 Z()zn.

Inversamente, sea o« € [ y como {ay, as, ..., } es una base, & = ajay + asas +
<o+ apay, con a; € Q paracadai = 1,...,n. Probaremos que a; € Z.

Supongamos que a; ¢ Z para algin ¢ = 1,...,n. Sin perdida de generalidad, supon-
gamos que a; & Z, es decir a; = m + 60, donde m € Zy 6 € (0,1).

Sean 5, = a — may, By = s, ..., 0, = a,. Comom € Or e I es un ideal de Op,
tenemos ma; € Iy, por tanto, « — may € I, es decir, B = {1, B2, ..., B} C I. Veremos
que B es una base para F'/Q.

Supongamos que 0 = ¢1 81 + @282 + - - - + qufn,con q; € Q,parat = 1,...,n. Asi,
0 = qla—mar)+@as+ -+ gy,
= q(aaq + agas + -+ + apn,) — mog + gas + -+ + @uay,
= (a1 —gm)ar + (qas + g2)ag + -+ + (q1an + gu)an
y dado que {a, ag, ..., @, } es una base de F//Q, tenemos ¢1a1 —qym =0y q1a;+¢q; =0

paraj =2,...,n.Portanto, ¢; = Oparacada j = 1,...,ny, como [F : Q] = n, tenemos
B es una base para F'/Q.
Por otro lado, la matriz cambio de base de {51, 52, ..., B} a {1, a9, ..., a,} es
9 ag - Ay,
01 --- 0
00 --- 1

I'Notemos que I = Zay + Zas + -+ - + Z «,, es una suma directa, ya que {«, . .., au, } es una base.
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Dado que det(A) = 6, por la proposicién 1.7, |A(By, Ba, - . ., Bu)| = *|A(ay, s, . .., )|
y 6 € (0,1). De lo anterior,

|A(/817/827 .. 75n)| < |A<O{1,0éz, s 7an)|7

lo cual es una contradiccién al hecho de que |A(qy,as,. .., ;)| es minimo. Entonces,
tenemos a; € Z parai = 1,...,n. Asi, I C Zoy + Zas + -+ + Zay,. Por lo tanto,
I:ZOZ1+ZOZQ+"'+ZC¥7L. O

Definicion 1.24. Si {oy, o, ..., a,} C I es una base de F/Q tal que |A(aq, as, . .., )]
es minimo, entonces llamaremos a {1, as, . . ., a,, } una base entera de 1.

Observemos que Op es un ideal de si mismo, por lo tanto O contiene una base entera,
la cual se llama base entera de F'/Q.

Proposicion 1.25. Sea {ay,...,a,} C I una Q-base de F tal que I = Loy + - - - + L,
Entonces {a, ..., a,} es una base entera de 1.

DEMOSTRACION. Sea {f1,...,8,} C I una Q-base cualquiera de F. Veremos que
IA(ar, ..oy an)| < AP, - -, Ba)l-

Notemos que B = E a;;0, CON G5 € 7., entonces
Jj=1

A(Bi,. ... B) = (det(ai;)?Alan, ..., an)

y como a;; € Z, tenemos det(a;;) > 1. Asi, A(5y,...,0,) > Ao, ..., o) y por tanto
|A(ar, ... o) <A, -, Ba)l- O

Con el teorema 1.23 y la proposicién anterior tenemos que {ay, ..., a,} C I es base
enterade [ siysolosi [ = Zay + - - - + Za,.

Corolario 1.26. Sean {oy, s, ..., a1 {51, B2, ..., Bn} dos bases enteras de F/Q. En-
tonces A(B1, B2, ..., Bn) = Aoy, g, . .., au).
n n
DEMOSTRACION. Sean ¢o; = Z a;jB;,cona;; € Z, Bj = Z bjrag,conbj, € Zy (ai;)y
j=1 k=1
(b;x) las matrices con entradas los coeficientes obtenidos anteriormente. Por la proposicién
1.7,

A(ﬁl, 62, . ,ﬁn) = (det(aij))ZA(ozl, Ao, ..., Oén).
Es facil ver que det((a;;)(bjx)) = 1, de donde det(a;;) = £1. Por lo tanto
A(ﬁhﬁ% . ;5n) = A(Oéh Qg, . .. 7Oén)'
]

Definicion 1.27. El discriminante de O es el discrimininante de una base entera de F'/Q
y se denota por O .
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Lema 1.28. Sea {a,...,a,} una Q-base de F formada por enteros algebraicos 'y d =
Aoy, ..., ). Entonces cada entero algebraico o € O se puede expresar de la forma
Mo A+ Mp Qg
— 7 ,

donde los m; € 7'y d/m?.

DEMOSTRACION. Si«a € O, existen ay, . .., a, € Q tales que a = ajay + - - - + ap .
Sioy, ..., 0, sonlos monomorfismos de F' en C, se tiene el sistema de ecuaciones lineales

o1(a) = aro1(aq) + -+ - + apor(ay,)

on(@) = arop(cq) + -+ + apon(ay)
que puede ser resuelto usando la regla de Cramer, esto da lugar a

aj:% para j=1,...,n
donde A es el determinante de la matriz (0;(c;)) y 7, es el determinante de esa matriz
cambiando la j-ésima columna por el vector columna (o (), .. ., 0, (a))?, por lo que ~;
y A son enteros algebraicos y A? = d. Como A? = d € Z, da; = Av; € Z, por lo que
_ mJQ _ (Ay;)? _ A2 _ 2
m; = da; € Z. Notemos que = =4 = v; € Or N Q = Z. Por tanto, d|mj. O
Con este lema hemos mostrado que si {aq, ..., @, } es una Q-base de F' formada por
enteros algebraicos, entonces
aq (%) Oy
OrCZ—®L—G---BL—
P& D P S-S 7
Lema 1.29. Sean F = Q(«) con [F : Q] =n, f(z) y g(x) dos polinomios de grado menor
que n tales que f(a) = g(«). Entonces f(x) = g(z).

DEMOSTRACION. Supongamos que f(x) = ag + a1z + -+ + ap_12" 1y g(z) = by +
bix + -+ + b,_12"!, no necesariamente del mismo grado. Por hipétesis tenemos

ap+ara+ -+ a, 10" =bg+ b+ -+ b, "t

se sigue

(ap —bo) + (a1 — b))+ -+ (ap_1 — bp_1)a™ 't = 0.
Como F = Q(«), {1,a,...,a" '} es una base de I’ como Q-espacio vectorial, en particu-
lar es linealmente independiente, es decir, (ag—by) = (a1 —b1) = -+ = (ap—1—bn—1) = 0.
Por lo tanto f(z) = g(x). O

Teorema 1.30 (Teorema de la base entera especial). Sea F' = Q(«) una extension de grado
n sobre Q. Si «v es entero algebraico, entonces existe una base entera de F' de la forma

donde d; € 7 con d;|dy| - - - |d,_1y fi es un polinomio ménico de grado i con coeficientes
enteros.
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DEMOSTRACION. Por las hipétesis del enunciado, {1, «,...,a" '} es una Q-base de F.
Por el lema 1.28,sid = A(1,,...,a" 1) se tiene que
1 a n—1
OrCZ-0Z2%0- 0%
P& Ay D p ®---D 7

i—1

1
Para cada 1 Sign,seaKi:Z—@Zg@---@Z&

>~ 7 ;= K;.E
y g y y R; = Or N K. Entonces

1
R1:KlﬁOF:ZEﬂOFQ(@ﬂOF:ZQRl,

es decir Ry = Z. Ademas, como

1 n—1

« [0
Or Cl-®7—-® - DT
r d@ d@ ¥ 7

R,=0rNK, =0p.
Obtendremos la existencia de la base por induccién sobre i. Para ¢ = 1 basta tomar la

base {1}.
Supongamos ahora que 7 < n y que R; tiene una base de la forma indicada, donde los
d; estan en Z con dy|ds| - - - |d;_1 y los f; son polinomios ménicos de grado i. Sea

o a
T i ©Ly d

la proyeccién candnica. Notemos que
m(Riy1) C Z%
y 7(Riy1) # 0, pues contiene a . Por lo tanto, es un grupo abeliano libre de rango 1y
existe 5 € Ry tal que m(R;;1) = Zn(3). Con estas condiciones, vamos a demostrar que

By = {1’ fl(;oé)’ o fid;(la)’ﬂ}

es una Z-base de R, .
Seay € R; ;1. Sabemos que 7(y) = mm () con m € Z, de donde

v—mf € Ker(r) N Op = K; N Op = R;

y, por hipoétesis de induccion,

i—1\
y—mpB = m01+m1f1( a) +"'+mi71f ! ),
dy di—q
es decir
o Ji—1l@)
dl dz 1
Por lo anterior, B;; genera a R; ;. Ademds, B, es linealmente independiente, pues si
Q i—
m01+m1M+...+mi_ f 1( )_|_ ﬁ_o
dl dz—l
con mg, my, ..., m;_1,m € Z, entonces 0 = w(mf3) = mn(f), de donde m = 0y, por

hipdtesis de induccion, my = mg = -+ = m;_1 = 0.
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A continuacién veremos que [ se puede tomar de la forma deseada. Como o € Op y
fiz1(e)
di—q

€ R; tenemos

2 %

eoww@%@z%%au@z%)gomeﬂzRHL

fifl(@)
di—1

Mas concretamente, si

(0%

fi,l(a) =ap+aax+ -+ CLZ',QCYZ;2 + Oéiil,

fimi(@)) 1
”(O‘ di 1 )‘di_lo‘

y, por lo tanto, existe m € Z tal que

se tiene

1
7o = m(B),
de donde .
w(B) = % con d; =md;_q.
Si

1

P=1

(bo + bloz —+ 4 bi_lOéi_l + bZOéz) s

b 1
t —=— bd;=d
entonces — T y

1 (b b bi—1 i1 i\ fila)
B_di<bi+bia+ LT +O‘)_ a
con
b b bi—1 . :
fila) = 7+ ot + 5 4o’ € Qlal
monico de grado ¢. Por tanto
dfic(i-&) =dB=0by+ba+ - +b_1a"" + bl
y
file) —mfi(a) — mfi(e)
= = = Or.
di— md;_ d; mp € Or
Definamos
fila)  afiii(a)
= — Op.
T dn T T d ST
i\ afi—1(Q
T(y)=m (J;(—_l)> -7 (fd—_lf)) = n(mpB) —mn(B) =0,
por lo que v € Or N K; = R;. Por consiguiente, existen ag, a, ..., a;_1 € Z tales que
fila) fiii(a)  g(a)
— anl . . —
[ A
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fila) —afi_i(a) g(a)

con g(z) € Z[z] y gr(g(z)) < i, de donde i =i y también f;(«) —
afi_1(a) = g(«). Por el lema anterior,
filz) =z fia(z) = g(x),
asi
filz) = g(z) + 2 fi1(z) € Zx]
Por lo tanto se tiene la base deseada para R, 1. ]

Del teorema anterior tenemos algunas observaciones:

® A(l, a, ... ,Oén_1> = A(l, fl(Oé), c. 7fn71<05)) = (dl cee dnfl)QéF.

e Sii+j<nconi,je{l,...,n— 2}, entonces d;d;|d;;.

e Teniendo en cuenta los dos puntos anteriores si ¢ < n, entonces di|d; y también
drf(n_l)|A(1, a,...,a" 1),

e Los polinomios f; del teorema anterior pueden ser sustituidos por cualquier otro
polinomio ménico g;(x) € Z[x], tales que, gr(g;) =iy g;(a))/d; € O para cada

1=1,...,n— 1. Es decir 1’91(a) Gn-1()

g g es una base entera de Op.
1 n—1

Lema 1.31. Sea I # {0} un ideal de Op. Entonces I N Z # {0}.

DEMOSTRACION. Si«a € I # {0}, « satisface un polinomio f(z) = ag + ayz + --- +
a,x" € Zx] irreducible, luego ag # 0y asi

0= f(a) =ap+ara+---+aa”,

ap = —(aa+ -+ a,a”) € 1.
Por lo tanto, ag € I N Z. 0

Lema 1.32. Sea I # {0} un ideal de O, con [F : Q] = n. Entonces |Op/1| es finito.

DEMOSTRACION. Por el lema 1.31 existe a € I NZ, con a > 0. Sea (a) el ideal principal
generado por a en Op, es decir aOp = (a). Definimos
r+{(a)—ax+1.
La funcién ¢ estd bien definida pues si 21 + (@) = 2 + (a), entonces z1 — 2 € (a) C Iy
por tanto xy + I = xo + I, es decir ¢(x1 + (a)) = p(x2 + (a)). Ademds es claro que ¢ es
una funcién sobre, por lo que |Or/I| < |Or/(a)|, asi que para probar que Or/I es finito
basta probar que Or/(a) lo es.
Sean {wy,...,w,} una base entera de F'/Q, es decir Op = Zw; + - -+ + Zw,, con

w; € Opy
SZ{Z%M‘¢®S%<G}

=1
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Observemos que S es un conjunto de representantes de O /(a) y que |S| = a™. Tomemos
w € Op,w =mwy + -+ + muw,,conm,; € Zparai = 1,...,n.Por el algoritmo de la
divisién en Z, m; = q;a + 7y;, con 0 < ; < a.
w+{a) = (mwi+-+muw,)+ (a)
= (mwy + (@) + - + (mpw, + (a))
= (@a+mwi+(a)) + -+ (gua + yn)wn + (a)).
Como (g;a + v;)w; + (a) = gaw; + yiw; + (a) = viw; + (a), tenemos

W {a) = (e + (@) + -+ (uon + (@) = D ywi + (@)

y i%’wi €s.
i=1

Por otro lado, si Z%wi = ngwi, con) < v <ay0 < 7; < a, se cumple
=1 =1
v = 7; ya que {wi,...,w,} es una base. Por tanto, |S| = a" y |Or/(a)| = |S|. Asf,

Observemos que si P # {0} es un ideal primo de O, entonces P N 7Z = pZ, con p un
primo racional.

Definicion 1.33. Sea I un ideal no cero de Op. Lanormade [ es |Or/1|y la denotaremos

por N(I).
. o A(ﬁhuﬁn)
Teorema 1.34. Sea [ un ideal no cero de Op. Entonces N (I) = S S donde
F
{B1,...,Pn} es una base entera de I.
DEMOSTRACION. Ver [17] pdg. 114, teorema 5.9. O
Proposicion 1.35. Sean I, J ideales no cero de Op. Entonces
N(1J) = N(I)N(J).
DEMOSTRACION. Ver [17] pag. 116, teorema 5.12. O

Corolario 1.36. Or es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACION. Sea I; # {0} un ideal de O, por el lema 1.32, O /I es finito.
Consideremos I; C I, C I3 C --- una cadena ascendente de ideales en Op. Como I;/I;
es un ideal de O/ y a lo mds hay un nimero finito de subconjuntos de éste, la cadena
LCLCI3C---CI,=1,,; =-- sedetiene en algin n € Z. Por lo tanto, O es
noetheriano. ]



20 1. ANTECEDENTES
Corolario 1.37. Si P # {0} es un ideal primo de O, entonces P es mdximo.

DEMOSTRACION. Como P es primo, entonces Or/P es un dominio entero finito, de
donde OF /P es un campo y por tanto P es un ideal maximo. U

Corolario 1.38. La factorizacion en irreducibles es posible en Op.

DEMOSTRACION. Seax € Op, con z # 0y no unidad. Supongamos que x no tiene una
expresion como producto finito de irreducibles.

Sean X = {x € O : z no es unidad, z # 0 y no es producto finito de irreducibles} y
A = {(z) C Op : x € X}. Entonces, por el corolario 1.36, A tiene elementos maximales,
digamos (r) es maximal. Puesto que x no es irreducible, se tiene + = yz, donde y, z no
son unidades. Por tanto, (x) & (y) y (z) & (z). Por la maximalidad de (z), se tiene que
Y=Dp1--DnYZ=q """ qm,donde p;, g; sonirreducibles. Asi, x tiene una expresion como
producto finito de irreducibles, lo cual es una contradiccién a nuestra suposicion. J

Lema 1.39. Sea I # {0} un ideal de OF. Si 5 € F, con 5 # 0 es tal que 1 C I, entonces
b€ Op.

DEMOSTRACION. Como I es un Z-médulo, por la proposicién 1.12, 5 € Op. O

Lema 1.40. Sean I, J ideales no cero de O tales que 1J = 1. Entonces J = Op.
DEMOSTRACION. Sea {ay,...,«,} unabase entera de I, es decir, [ = a1 Z+ - - + v, Z.

n
Dado que o; € I = 1.J, existen b;; € J tales que o; = Z b;jo;. Entonces
i=1

b11 b12 e bln (03] (03] 1 0 e 0 aq
bar by -+ by %) o o1 .- 0 oy
N1 bng R bnn (67 [67% 0O 0 --- 1 [67%
de donde
by — 1 b12 Tt b1 aq 0
ba1 byp —1 --- bay (8% 0
Nn1 bn2 e bnn -1 (079 O

es decir, tenemos el siguiente sistema homogéneo

0 = (b1 —1)xy + biawa + -+ - + by,
0 = bglfL‘l + (bgg — 1)1’2 + -4 anZEn

0 = buxy+bura+ -+ (b — 1)z,
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el cual tiene una solucién no trivial, por lo que

bll -1 b12 e bln
b21 b22 -1 - b2n
det . . . . =0.
Nn1 bn2 e bnn —1

Entonces,
(b1 — V)| [ne1 = bi2| - o1 + -+ (_1)n+1b1n| 1 =0
conry = —bya| 1+ 4+ (=1)"by,| - [n—1 € J pues by; € J. Luego

bgs —1 --- b,
(b11_1> (bgg—l)'det +7r; =0.
M3 bnn_1

H(bu' —1)4+r=0 paraalginr € J
=1

y desarrollando el producto
(=1)"4+j =0 paraalginj € J,
de donde +1 = 5 € J. Por lo tanto, J = Op. O

Proposicion 1.41. Sean I, J ideales no cero de O y v € O tales que se cumple () =
JI. Entonces, J = (7).

DEMOSTRACION. Sean« € [y 8 € J. Entonces a3 € IJ = (7)1, de donde a5 = v/,

con o € I. Se tiene aé =a ely é[ C I.Porellema 1.12, é € Op, lo que implica
v Y Y

B € yYOr. Asi, J C vOp y v 'J es un ideal de Op. Dado que vI = JI, I = (v 1J)I.

Usando el lema anterior, v 'J = Op y J = vyOp = (7). O

1.3. El grupo de clases y el nimero de clases

En la seccion anterior vimos qué es el anillo de enteros de un campo de nimeros. En
esta seccion introduciremos una relacion de equivalencia, la cual implicard una particion
del anillo de enteros, esta particion da lugar a otro concepto muy importante que es el
numero de clases.

Definicion 1.42. Un ideal fraccionario de F' es un O p-submdédulo no nulo I de F tal que
existe algiin elemento no cero a € Op tal que al C Op. En otras palabras los ideales
fraccionarios son subconjuntos de F de la forma o~1.J, donde J es un ideal no nulo de
Or y a es un elemento no cero de Op.

Notemos que todos los ideales de Op son ideales fraccionarios, tomando o = 1.
Reciprocamente, un ideal fraccionario  es un ideal siy s6lo si / C Op.
Denotaremos por Jr al conjunto de todos los ideales fraccionarios.
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Proposicion 1.43. (7, -) es un grupo abeliano. La identidad es (1) = O y el inverso de
TesI"'={a€F:al COr}

DEMOSTRACION. Ver [12], pag. 21, proposicion 3.8. O

Denotaremos P al subgrupo de Jr formado por los ideales fraccionarios principales.

Definicion 1.44. EI grupo de clases de ideales de Op es el grupo cociente Clp = Jr/Pr.
Se define el nimero de clases como hp = |Clp|.

Diremos que dos ideales fraccionarios /, .J son equivalentes si pertenecen al mismo
conjunto Pr de Jr y escribimos [ ~ J.

Denotaremos por [I] a la clase de equivalencia de I. El grupo Clf es el conjunto de
estas clases de equivalencia.

Notemos que si I es un ideal fraccionario, ya sabemos que I = o~1.J, donde o € Op
y J es un ideal de Op, entonces J = al = («)I y como (o) € Pp, tenemos [ ~ J, es
decir, toda clase de equivalencia tiene como representante un ideal.

Ahora sean [, J ideales equivalentes. Entonces / = L.J donde L es un ideal fracciona-
rio principal, digamos que L = 'K para 3 € Op y K un ideal principal. Por lo tanto
(B = K J.

Inversamente si LI = K J para L, K ideales principales, entonces [ ~ J.

Esto nos permite describir a C'lr como sigue: si I, J son ideales no cero de Op, enton-
ces I es equivalente a J (I ~ J) siy s6lo si existen elementos no cero «, § € Op tales que
()] = (B)J.

El lector interesado en los ideales fraccionarios puede consultar [12] y [17].
Proposicion 1.45. ~ es de equivalencia.

DEMOSTRACION.

(1) Reflexiva.
I ~ Ipues (1)I = (1)I.
(i) Simétrica.
Si I ~ J, entonces existen «, 5 € O distintos de cero tales que ()] = (5).J
y por tanto J ~ [.
(i11) Transitiva.
Sil ~ JyJ ~ K, podemos encontrar oy, ae, 81, 82 € Op distintos de cero
tales que (o)l = (B1)J y (a2)J = (B2) K, por tanto {as) ()] = {(a2){(f1)J y
<O[2><51><] = <B2><B1>K ASf, <062><Oé1>] = <62><61>K, esdecir [ ~ K. U

Notemos que si I = (a) y J = () son ideales principales, entonces I ~ J. De esta
forma existe una clase que contiene a todos los ideales principales. En particular como O
= (1), O ~ («), es decir [Or] = [(«)]. En otras palabras, O es un representante de la
clase de los ideales principales.

Lema 1.46. Existe un entero positivo M que depende tinicamente del campo F, tal que
para todo v € F se tiene | N (ty — w)| < 1 para algiin entero 1 <t <My algiin w € Op.

DEMOSTRACION. Ver [7], pagina 178, lema 5. O
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Lema 1.47. (Hurwitz) Sea F' un campo de niimeros de grado n. Existe un entero M tal
que dados o, B € O, B # 0, existen 1 <t < M yw € Op que satisfacen

[N (ta —wB)| < [N ().
DEMOSTRACION. Sea~y = % € F. Por el lema anterior existe un entero positivo M tal

que | N(ty — w)| < 1 para algtin entero 1 < ¢ < M y algin w € Op. Por tanto,

IN(ty —w)| = N(t%—w) - N(%)
= [N(B)N(ta - pw)| <1
Como [ # 0, se tiene N () # 0y |N(tao — wpB)| < |[N(B)|. O

Teorema 1.48. El niimero de clases es finito.

DEMOSTRACION. Tomamos I un ideal no cero de Op. Si a € I sabemos que N («) € Z.
Sea 5 € I, B # 0, tal que || es minimo. Para o € I, por el lema de Hurwitz, existen
1<t<Mywée€ Opcon|N(ta—wp)| < |N(B)|.Como «, 3 € I, entonces ta—wf € I.
Pero | N ()| es minimo, de donde N (tov — wf) = 0, por tanto, tav = wf.

l

M! M!
Por otro lado como ¢ < M se tiene que t|M!'y Twﬁ € () y también Tta € (6),
es decir Mla € (B) y M!T S (B).

1
Si J = —M!I tenemos J es un ideal de Or. Notemos que
(B)J = pOpJ =M = (M), 3)

de ahi J ~ [. Como 8 € I, M € M!I = (B)J, entonces M!5 = BZ%% para
i=1
algunos v; € Oy 5; € J. Luego M! = Z%’ji € J de donde M'Or C J. Asi
i=1
J/M'\Op < Op/M!Op (como grupos).
Dado que |Or/M!Op| es finito, hay un nimero finito de subgrupos en O /M!Op, es decir
hay un nimero finito de subgrupos de O que contienen a M!Op.
Sea {J; : J; esunideal de O y M!Op C J;}, tal conjunto es finito y por (3) I ~ J;,
para algin 1 < ¢ < n. De ahi que hay un nimero finito de clases de ideales y por lo tanto
hr es finito. OJ

Proposicion 1.49. Si I es un ideal no cero de O, entonces existe un entero 'k, 1 < k < hp
tal que I* es principal.

DEMOSTRACION. Si A = {I,I% ... I"**'} por el principio del palomar existe i < j tal
que I' ~ [7, es decir existen o, § € O \{0} tales que al* = 317,
Demostraremos que si k = j — i, entonces I* es principal. Como Sri—p=piic

I, se cumple % € Op y asi <%> = '~ = I*. Por lo tanto I* es principal. O



24 1. ANTECEDENTES

En Clp definimos una operacion producto como [/] - [J] = [1J].
Proposicion 1.50. El producto entre clases de ideales estd bien definido.

DEMOSTRACION. Sean (], [J] € Clr y supongamos que [/] = [I'] y [J] = [J'], entonces
()] = (/)I"y (B)J = (B')J para algunos a, o/, 3,8 € Op\ {0}. De lo anterior
tenemos ((a)(8))1J = ({()1)((B)J) = ({)(5))I'J". Por tanto, [[]- [J] = [I']-[J"]. O

Teorema 1.51. (Clp, -) es un grupo abeliano.

DEMOSTRACION. Se sigue de las propiedades del producto de ideales. U

La siguiente proposicién es muy importante, pues nos da informacién de cuando Op
es un anillo de factorizacion tnica.

Proposicion 1.52. hr = 1 si y sélo si O es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION. Supongamos que hr = 1y sea I un ideal no cero de O, por tanto
I ~ Op, es decir existen «, 5 € Op\{0} distintos tales que (a)] = (B)Or = (B).

Entonces = azggai con o € Opy a; € I, por tanto « divide a 5 en Op. De lo
=0
B ] s s :
anterior, — = Z a;a; € I. Asi que, paray € [ tenemos y— € [y {( — ) € [. Ahora si
a ! !

a € I, entonces aa = [r para algin r € Op. De lo anterior, a = ﬁr, es decir I C <é>
o «

De esta forma [ = <é> es un ideal principal. Por lo tanto, O es un dominio de ideales

o
principales.

Por otro lado, ya vimos que todos los ideales principales estan en la misma clase, por
lo que si O es un dominio de ideales principales, hp = 1. U

La siguiente proposicion se puede interpretar como un tipo de cancelacion para el pro-
ducto entre ideales.

Proposicion 1.53. Sean I, J, K ideales no cero de O tales que I1J = I[K. Entonces
J =K.

DEMOSTRACION. Sea 1 < k < hy tal que I* = (a), para algin o € Op. Multiplicando
por [F-L I* ] = I*"K = (a)J = (a)K.

Sea j € J. Entonces oj € («)J = (a)K, por lo que aj = al, para algin [ € K.
asij=1¢€ K,esdecir J C K.

Andlogamente K C .J. Por lo tanto, J = K. O
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Corolario 1.54. Sean I, J ideales no cero de Op tales que I C J. Entonces existe K, un
ideal no cero de Op, tal que I = JK.

DEMOSTRACION. Sea k tal que J* = pOr = (B), entonces J* 11 C J* = BOp,
1
por tanto Bjk_ll C Op. Sea K = EJ"‘_ll. Notemos que K es un ideal de Op y que

1 1 1
JK =J —J’”]) = _JkI = —BOrl = 1. ]
(ﬁ g ot

1.4. Factorizacion de ideales en O

En esta seccién se demostrard que cualquier ideal no cero de O se puede escribir
de forma unica como producto de ideales primos. También veremos el teorema chino del
residuo.

Definicion 1.55. Como ya sabemos si I C J, entonces I = JK, para algin K ideal de
Op. En este caso diremos que el ideal J divide al ideal I y lo escribiremos como J|I.

Lema 1.56. Sea I un ideal no cero de Or. Entonces I estd contenido en un ideal mdximo.

DEMOSTRACION. Es consecuencia del lema de Zorn. O

Proposicion 1.57. Todo ideal no cero de O se puede escribir como producto de un niime-
ro finito de ideales primos.

DEMOSTRACION. Sea I un ideal no cero de Op. Si I es primo, la afirmacién se cumple.
En caso contrario, por el lema anterior, existe un ideal primo P; tal que / C Py, entonces
I = P, K, para algtn ideal K de OF .

Si K es un ideal primo, P; K es la expresion deseada.

Si K no es un ideal primo, repetimos el procedimiento tantas veces como sea posible,
de donde tenemos

I =PPKy=PPPK;y=---=PPFP---PK,.
Asi generamos una cadena ascendente K1 C Ko C K3 C --- C K. C ---. Como Op es
noetheriano, esta cadena no puede ser infinita por lo que P, = K. es primo. U

Teorema 1.58. La factorizacion de un ideal I # {0} de O, como producto de ideales
primos es unica.

DEMOSTRACION. Supongamos que [ = PP, --- Py = Q1Q3 - - - Qy, con P, Q); ideales
primos. Tenemos 3 casos: s < t,s=tys >t.

Supongamos que s < t, entonces Py Py -+ Py = Q1Q2 - QsQsi1--- Q¢ C Py co-
mo P; es primo, tenemos (); C P, para algin j. Sin pérdida de generalidad, suponga-
mos que ); = @1, es decir P, = ()1, pues (); es primo. Por la ley de la cancelacion,
PPy Py = Q2Q3- - QsQsiq -+ -y C P». Repitiendo el mismo razonamiento, tene-
mos P, = Q1, P = Qa,...,P; = s, lo cual implica que Op = Qsy1--- Q. De lo
anterior, Or C ()51, lo cual es una contradiccion ya que ()5, es maximo. Andlogamente
t < sno es posible, por lo que s = ¢. U
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Definicion 1.59. Sean A un anillo conmutativo con 1 e I.,J ideales no cero de A. Si
I+ J = (1) = A, diremos que I, J son primos relativos.

Lema 1.60. Sean O el anillo de enteros del campo de niimeros F' e I un ideal no cero de
Op. Entonces N(I) € 1.

DEMOSTRACION. Ver [2] pag. 240, proposicién 10.1.6. O

Proposicion 1.61. Sean F' un campo de niimeros, O su anillo de enteros e 1, J ideales
de Op tales que mcd(N (1), N(J)) = 1. Entonces I + J = Op.

DEMOSTRACION. Como I, J son ideales de O, entonces I + J C Op. Por otro lado,
sear € Opyl =uN(I)+vN(J), conu,v € Z, por el lema anterior, v = = -1 =

zuN(I) 4+ zvN(J) € I + J,es decir O C I + J.Porlo tanto, I + J = Op. O
Lema 1.62. Sea A un anillo conmutativo con 1. Supongamos que I, . . ., 1, son ideales no
cero de A tales que I; + 1; = A para i # j. Entonces A = I + I15--- 1.

DEMOSTRACION. La demostracién se puede hacer por induccién sobre g. U
Proposicion 1.63. Sea A un anillo conmutativo con 1. Supongamos que 1, . . ., 1, ideales

no cero de A tales que I; + 1; = A parai # j. Entonces I11--- 1, =1, NIy N--- N1,

DEMOSTRACION. Se hard por induccién sobre g.

Supongamos que g = 2. Claramente 1/ C Iy y I1I, C I, entonces I1Is C I} N Is.
Por otro lado, como 1 + [, = A, tenemos 1 = a; + ay para algunos a; € Iy as € I,. Sea
x € I; N I, observemos que

=zl =x(ay + ay) = xa; + zay € 1 5.

Por lo tanto, I; N I, = I 1.

Ahora supongamos que el resultado es valido hasta ¢ — 1. Probaremos que se cumple
para g.

Notemos que

LnhLn---Nlgynly, = Lin(eN---NlgyNly)
= I;N(Iy---1;) por hipétesis de induccion
= Ll -1,
La ultima igualad es cierta usando el caso g = 2 y notando que [, + I --- I, = A. U

A continuacién veremos el teorema chino del residuo, un resultado muy importante del
algebra, que serd usado a lo largo del trabajo.
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Teorema 1.64. (Teorema Chino del Residuo) Sea A un anillo conmutativo con 1. Supon-
gamos que I, ..., 1, son ideales no cero de A, tales que I; + I; = A para i # j. Si
I =15L1I,---1, entonces

AT =A/L x AJly x --- x A/,
DEMOSTRACION. Sea ) : A/I — A/I} x A/l x --- x A/I, definido como:
a+1—(a+h,a+1,...,a+1,).

Sabemos que [; + [ol5---1, = A, entonces existen v, € I; y u; € Iyl3---1, tales que
1 = v; + u;. De lo anterior, tenemos 1 — u; = v; € [, es decir:

u = (méd 1),

1
w = 0 (mod Ir---1,).
Sik=2,...,g,entonces I5---1, C I, porlo que
U = 1 (méd [1),
uwp = 0 (méd 1),
wy = 0 (mod I,).

Con lo anterior, hemos hallado una solucién del sistema de congruencias:

r = 1 (méd I)

xr = 0 (méd Ip)

r = 0 (moéd I,).

Consideramos el siguiente sistema para algunos 71, ...,7, € A:
xr = v (méd L)
r = v (mdd Ip)
(%)

r = 7, (mdd I,).

el cual tiene como solucién x = yuy + - - - + Y4Ugy, para algunos uy, € Ij,.
Consideremos las siguientes observaciones:

i) v esta bien definida.
Supongamos que a = a’ (mdd I). Notemos que

Ya+1) = (a+1L,...,a+ 1)

= (d+1L,....d +1,)
= (a’ +1).
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i1) Notemos que %) es un morfismo de anillos.

Y((a+ D)+ (b+1)) = Y((a+b)+1)
= ((a+b)+1,...,(a+b)+ 1))
= ((a+ L)+ b+ 1L),...,(a+ 1)+ (b+1,))
= (a+1,....,a+ 1)+ (b+1,....0+ 1)
= Yla+1)+(b+1).

Andlogamente, ¥)((a + I)(b+ 1)) = ¥(a+ I)(b+ I).

iii) Adicionalmente, 1) es un epimorfismo.
Sean (y1+11,...,75+ 1) € A/Ii x A/Iy x --- x A1,y uy, € I} construidos
como antes. Para x = yju; + - - - + y,u,, por (x) se tiene que
Yax+I1) = (e+h,...,x+ 1))
= (71+Ila--'77g+[g)-

Por lo tanto, ¢/ es suprayectivo.
iv) 1 es inyectivo.

ker(¢)) = {a+1:¢(a+1)=(L,...,1,)}
= {a+1:(a+1,...,a+ 1) =(I1,...,1,)}
= {a+Il:achin---Nli}
= {a+l:a€l}=1

O
Teorema 1.65. Sean p € Z un primo racional y P\, P, . .., P, ideales primos de O con
N(P)) = pli y tales que
(p) = pOp = P*Py? - - Pye.
Entonces e1 fi + eafo+ -+ e,fy =n=[F:Q).
DEMOSTRACION. Como |Or /P = p'i, tenemos |Or/ P | = péili.
Por el teorema chino del residuo,
Op/pOF = OF/Plel X (QF/PZ62 X oo X OF/Pgeg

Dado que p € pOp, se cumple

g g v

p" = |0p/pOr| = [[10F/ P = [ [ ) = p>= /",

i=1 i=1

Por lo tanto, e, f1 + eafa + -+ - +e4fg = 1. O

Llamaremos al valor ¢; del teorema anterior el indice de ramificacion de P; y a f; el
grado de inercia de P,.



1.5. CAMPOS CUADRATICOS Y EXTENSIONES CUBICAS PURAS 29

1.5. Campos cuadraticos y extensiones ciibicas puras

En esta seccion veremos de forma explicita qué forma tienen los anillos de enteros de
los campos cuadréticos y de los campos cubicos puros.

Lema 1.66. Sean F = Q(v/d) y d un entero libre de cuadrados. Entonces o = a;+ay\/d €
Op siy sélo si (2a1)? — d(2a2)? =0 (méd 4) y 2a4, 2ay € Z.

DEMOSTRACION. Supongamos que a = a;+ay\/d € Op Entonces N (a) = a?—da3 € 7Z
y Tr(a) = 2a; € Z. Notemos que

(2a1)? — d(2a3)* = 4(a> —da3) =0 (mbd 4).

Falta ver que 2a; € Z.
Como (2as)*d € Z, digamos que (2a2)?d =t € Z'y 2a5 = P con med(p,q) = 1. Se
q
2
cumple t = p—Zd, de donde ¢*t = p?dy ¢* | d, es decir, d = ¢*] para algtin [ € Z. Dado que
q
d es libre de cuadrados, se tiene ¢*> = 1y asi 2a, € Z.
Ahora supongamos que (2a;)? — d(2a3)? = 4(a? — a3d) =0 (méd 4) y 2a,, 2a, € Z.
De lo anterior, a? — a3d € Z. Sea f(z) = 2* — 2a1x + (a? — a3d) € Z[x] y observemos
que f(«) = 0. Por lo tanto, o = ay + asv/d € Op. O

Corolario 1.67. Sea F = Q(v/d), con d libre de cuadrados.

(i) Sid=2,3 (méd 4), entonces Op = Z + Z/d.
1+ \/3>
5 :

(ii) Sid =1 (méd 4), se tiene que Op = Z + 7 <

DEMOSTRACION. Sea o = a; + asV/d € Op.Sid =2 = —2 (méd 4), tenemos que
0= (2a;)? — (2a2)*d = (2a1)? + 2(2a2)? (m6d 4) vy, sid =3 = —1 (mdd 4), entonces
0= (2a1)* — (2a2)*d = (2a1)* + (2a)? (m6d 4). Recordemos que si z € Z, x* = 0,1
(méd 4), de donde % + y? = 0,1,2 (méd 4). En ambos casos 2ay, 2ay € 27, es decir,
ai,as € Z. Por tanto, Op C Z + ZA/d.

Ahora, si @ = ay + apVd € Z+ZVd y f(x) = 2° — 2ax + (a] — a3d) € Z[z],
entonces f(a) = 0, es decir, « € Op y Z + 7ZV/d C Op. Por lo tanto, O = 7 + Z+/d.

Sid=1 (méd 4), para « € O, tenemos o = a; + agx/ay

0 = (2a1)? — (2a2)%d = (2a;)* — (2a5)* (mdd 4),

de donde

(2a1)* = (2a2)?  (méd 4),
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es decir, 2a; y 2a, son ambos pares o ambos impares. Por tanto

a = a,+axVd

. 2a+ 2a9V/d
N 2
. 2&1 + 2012\/3 — 2(12 + 2&2
N 2
2a1 — 2 2 2 d 201 — 2
_ a as n as + azx/_ con ay a2 c7
2 2 2
2a1 — 2as 1++d
= L2
9 + (05} ( B )
€ Z+7 (1 i ﬂ) .
2
1 d
De lo anterior, O C Z + Z +2\/_
1 d 1 d
Por otro lado, sea v = u + v ( +2\/_> eEZ+7Z ( +2\/_>. Como Z C Op, sélo
d 1—-d
hay que probar que +2\/_ € Op. Notemos que, para f(r) = 2% —x + 1 € Z|z],
1 d 1 d 1 d
f ( +2\/_> = 0, entonces ( +2\/_> € Op, esdecir Z + Z < +2\/_> C Op.
1 d
Asi, Op =7Z+7Z +2\/_ ) O

Corolario 1.68. Sea F = Q(+/d), con d libre de cuadrados.

(i) Sid=2,3 (mbd 4), entonces §r = 4d.
(ii) Sid=1 (méd 4), entonces op = d.

DEMOSTRACION. Sid = 2,3 (méd 4), {1,v/d} es una base entera, y

5p = A(1,Vd)
B (1) tr(Vd)
- det(trwa) tr(d) )

[anll \V]

(2 0).

Por lo tanto, 0 = 4d.
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1+ Vd
9

Sid=1 (méd 4), {1, } es una base entera, entonces

p = A<1,1+2\/a>

= det

2 1
= det 14+4d

Asi, 0p = d. U

La siguiente proposicién es muy importante, ya que nos ayuda a ver cudndo un primo
racional se ramifica, se descompone o es inerte.

Proposicién 1.69. Sean Op el anillo de enteros de F = Q(v/d), p un mimero primo
racional impar. Entonces:

() Sip1tdopya?=d (méd p) es soluble en Z, entonces (p) = PP', con P # P’
ideales primos de Op.

(i) Sip1doryx*=d (méd p) no es soluble en Z, entonces (p) es un ideal primo de
Op.
(iii) Si p|dp, entonces (p) = P? donde P es un ideal primo de Op.

DEMOSTRACION. (i) Supongamos que a* = d (méd p), a € Z. Veremos que (p) =

(p,a+ \/E><p,a — \/E)

En efecto
(p,a+Vdyp,a—vdy = (p* pla+Vd),pla—Vd),ad - d)
a’> —d
= <p> <p7a+\/a7a_\/aa D >

Notemos que el ultimo ideal es O ya que contiene a p y 2a, dos nimeros primos relativos.

Claramente (p,a + v/d) # (p,a — V/d), ya que si fueran iguales, entonces el ideal
contendria a p y 2a, de donde (p) = Op.

(i1) Veremos que el grado de inercia de P es 2.

Supongamos que f = 1, entonces |Op/P| = p, de donde Z/pZ = Op/P, por tanto
toda clase es representada por un entero racional. Digamos que a € Z es tal que a = V/d
(méd p), entonces a®> = d (mdd p) lo cual es una contradiccién al hecho de que 2% = d
(méd p) no es soluble en Z.

(iii) Vamos a demostrar que (p) = (p, V/d)>.
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Notemos que,
(p,Vd)* = (p* pVd,d)
d
= (p) <p, \/E> ]—)> .

Este dltimo ideal es O ya que p 'y d/p estdn en él y son primos relativos. U

Proposicién 1.70. Sean Oy el anillo de enteros de F = Q(+/d). Entonces:

(i) Sid =1 (méd 8), entonces (2) = PP’, con P # P’ ideales primos de Op.
(ii) Sid =5 (méd 8), entonces (2) es un ideal primo de Op.
(iii) Sid = 2,3 (mdd 4), entonces (2) = P? con P un ideal primo de Op.

DEMOSTRACION. (i) Sid =1 (méd 8), veremos que

<2>:<2’1+\/ﬁ><2’1—\/c_l>'
2 2

Operando, obtenemos

<21+f><2’ \/E>:<2><21+\/' 1—\/' 1— >
2 2 2 8
1—Vd
).

1 d
Mis atn <2, +2\/_> < \/—> ya que de lo contrario el ideal contendria al

donde el dltimo ideal es O yaque 1 = (

1 y se tendria que (2) = Op.
(ii) Sid = 5 (mdd 8), veremos que P tiene grado de inercia 2. Supongamos que no,
1+Vd
2

entonces, como en la parte (ii) de la proposicion anterior, existe a € Z tal que a =

1—d 1—-d
satisface x2 —x—l—T—O se tiene a? —a—i—T—O
1—-d

(méd P)yasia?—a+ ) = 0 (méd 2). Sabemos que para todo a € Z, a* — a es par,

=0 (mé6d 2) 6d =1 (mébd 8) lo cual es una contradiccién a la hip6tesis.

1
(méd P). Dado que

entonces

(iii) Si d = 2 (méd 4), tenemos (2) = (2,Vd)?> ysid = 3 (méd 4), (2) = (2,1 +
V)2 O

Consideremos ahora, el caso de una extension ctubica pura, es decir, aquellas de la
forma FF = Q(«) donde @ = +/m, con m un entero libre de cubos. Agrupando por un
lado todos los factores primos de m cuyo cuadrado también divide a m y por otro todos
los restantes, m se puede expresar de la forma m = hk?, h,k € Z, libres de cuadrados y
med(h, k) =1
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Teorema 1.71. Sea F' = Q(«) una extension ciibica en las condiciones anteriores, enton-
ces el anillo Or de enteros algebraicos de F tiene una base entera de la forma:

.

k

o 2 k2 /{32
B= {1,04,%} sio m=1 (méd 9)

02
{1,(1,—} sio m#£1l (mdd 9)

3k

{ a® — k2o + k?
17a7—
\

% } sio m=—-1 (méd 9).

DEMOSTRACION. Por el teorema de la base entera especial, O tiene una base entera de la

file) fa(a)
f 1
orma { T
tales que d; |ds.
Ademas por las observaciones posteriores a dicho teorema, d?|dy y
EIA(, a,a?) = —2Tm? = (—1)3°R?k?,

por lo que d%|3h%k*. Como h y k son libres de cuadrados, se tiene que d; = 1 salvo si
9|m, en cuyo casod; = 1 od; = 3.

} con cada f; € Z[x| ménico de grado i y dy,ds nimeros enteros

Por otro lado, si d; = 3y fi(z) = a + x € Z[z], se tendria que = CH_TQ € Op, por
lo que 3° € O y tr(3*) € Z. Calculando la traza tenemos

tr(8%) = i(tr(oz3 + 3aa* + 3a*a +a?)) = L (tr(m) + 3atr(a®) + 3a’tr(a) + tr(a®)),

27 27
donde tr(a) = 0y tr(a?) = 0, por lo que
1 m+ a®
3 == — 3 pr—
tr(8°) = 27(3m + 3a”) 3

Como estamos considerando el caso 9|m, entonces 9|a® y, por tanto, 3|a, lo que implica
que

a
—6—560}7.

Swie

Considerando Irr(§,Q) = 2° — - & Z[x], es claro que % ¢ Op, lo que contradice la

27
observacion anterior, y por lo tanto d; # 3.

Por las observaciones posteriores al teorema de la base entera especial y el hecho de
que d; = 1, se puede considerar f;(z) = x, por lo que el segundo termino de la base entera
es, en todos los casos, a.

Veamos ahora que, en cada uno de los casos considerados, el tercer término de la base

entera tiene la forma indicada. )

Notemos que [rr(o‘%, Q) = 23 — h%k € Z[x] por lo que, en general, % € Or y por
consiguiente, k|ds. Sim =1 (méd 9), tenemos

(a—1)2 5 o 142m (m —1)?
I (22 Q) =28 - _ 7
rr( 3 ,Q x” —a° + 3 5 € [z]
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—1)?
y % € Op, de donde
o + ko + k2 (a—1)? 1-k?a?
=k — +k O
3% 3 + 3 3 + ka € Op
) - . : (a+1)2
De manera andloga, si m = —1 (mdd 9), consideremos el elemento s de
donde
a2 _ k:2a + /{?2
—— € Op.
3k € or

Por tanto, en este caso también se tiene 3k|ds.

Para terminar la demostracion bastard probar que dy < 3k cuandom = +1 (méd 9) y
dy < k en caso contrario.

Como d3|27m? = 33m?, dy|3m y asi, los dnicos nimeros primos distintos de 3 que
dividen a d5 son los que dividen a m o, equivalentemente, los que dividen a h o a k.

Sea p un nimero primo p # 3 tal que p|m y supongamos que p 1 k, es decir p? { m.
Consideremos fy(z) = 2% + ax + b € Z[x]. Veamos que p { dy. Supongamos lo contrario,

entonces, como M € Op,
ds
fola)  o?4aa+b  dya*+aa+b
= = = c OF’
p P p do
3b 2 b
por lo que — = tr (M) € Zy p|b. Asi,
p p
a>+aa  o?4+aa+b b
= —— € Op

p p p
y por consiguiente

2 3
1 1
(a—;faa) = E(oﬁ(a +a)?) = E(m(a?’ + 3aa® + 3a’a + a?)) € Op,

2 3
de donde tr (M) ) = %(S(m +a%)) € Z. Como p* f my p*|3m(m + a*),
p p

entonces p*|m + a® y p|a. De lo anterior,

o> a’+an  an

-t o,
p p p

lo que no es posible, pues
2 2
e (£.0) =~
p p
es decir p 1 ds.

Por tanto los tnicos factores primos distintos de 3 que dividen d; son los que dividen a
k.
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Si p es uno de éstos, como k es libre de cuadrados, p? 1 k. De forma similar a la anterior,
vamos a demostrar que p* { dy. Si sucede lo contrario,

fola)  a*+aa+b dya?+aa+b
- -2 €Oy
P? p? PP da

2 b
%) € Zy plb. Asf,
p

2 2 3 3
(1) co, o ((2)) < innie) g

Como en el caso anterior, p>  m y p®|3m(m+a?), lo que implica p*|m +a®. Por lo anterior
y p?|m se tiene que pla y p®|a®, de donde p?|m lo que es una contradiccion. Por lo tanto
p2 )fdz
Para terminar, vamos a encontrar la potencia maxima de 3 que divide a ds. Si 3 { m,
como ds|3m, entonces 9 1 ds, por lo que, param = +1 (méd 9), dy = 3k.
fa(a)
d y

2

3b
por lo que 1? =tr

Para el resto de los casos, debido a que Op = Z & Za @ Z

Fa)\° (@@ +aa+Db)?  (a®+2b)a + (m+ 2ab)a + (2am + b?)
( d; ) N d3 N d3
tenemos dy|a® + 2b, da|m + 2ab 'y da|2am + b2

Parael caso 3{mym # £1 (méd 9), veremos que 3 t dy. Supongamos lo contrario,
entonces 2ab = —m # 0 (méd 3) porloque 1 = a?> = -2b=b (méd 3) ya = —2a =
—2ab =m (mdd 3). Por otro lado, tenemos

o?+aa+b  dyo’+aa+b

€ Op,
3 3 "
por lo que
a?+ma+1 o*+aa+b
= —ra—s € Op,
3 3
para algunos r, s € Z. Suponiendo que m = a = —2 (mdd 3), se tiene

(=12 o*—2a+1 o’+aa+1

3 3 3
para algtin ¢ € Z. Elevando a la cuarta potencia y tomando trazas se llega a que 3?|m — 1
ym =1 (méd 9) lo que es una contradiccion.
Si por el contrario, m = a = 2 (mé6d 3) tenemos

—ta € Op,

(a+1)? o*4+2a+1 o?+an+1

= —taeO
3 3 3 aEmr
para algin ¢t € Z y de igual manera, elevando a la cuarta potencia y tomando trazas, se
llega a que 3?|m + 1y m = —1 (mdd 9), lo cual también es una contradiccion.

Supongamos ahora que 3 1 k (9 1 m). Veremos que 3 { dy. Si 3|da, entonces 3|a® + 2b,
3lm + 2aby 3|b* + 2am por lo que 3|a® + 2b, 2ab, b*, de donde 3|a y 3|b. Por lo anterior,
o o*+an+b a b

3T 3 3% 3cor
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Lo cual no puede ser yaque 9{ my
a? ;  m?
Irr (?’@) =1 - o Z[z).

Por tltimo, si 3|k (9m) y suponemos que 9|ds, se tendria 9]a*+2b, 9|m+2aby 9|b*+2am,
de esta dltima, 9]b? y 3|b. Como 3|a? + 2b, entonces 3|a?, 9]a? y, como 9|a? + 2b, 9]b. Asi,

o +aa  dyo® +an+b

9 9 9

a® +anr\’
y por tanto 5 € Op.

2 3 2 3 3
tr((a +aa> ) _g™m —|—am:m(m—|—a)€Z.

b
—§€OF

9 36 3% .33

Como 9 es la potencia de 3 més grande que divide a m, entonces 33|m + a®. Como a es
multiplo de 3, entonces 33\m lo cual es imposible.

Con estas dltimas consideraciones se ha probado que si m # £1 (mdéd 9) la potencia
de 3 en la factorizacion de d5 es la misma que en la de k, es decir d; = k, lo que termina la
demostracion. U

A continuacién veremos algunos ejemplos

Ejemplo 1.72. (i) Sea F = Q(W), dondem =Th=Tyk=1.
Como 7 # £1 (méd 9), por el teorema anterior tenemos
Or =7+ ZN7 + 7Z/49.
(ii) Sea F' = Q(3/2), donde m = 2,h =2y k = 1.
Como 2 # +1 (modd 9), entonces por el teorema anterior
Op =Z+ 72+ ZVA4.
(iil) Sea F = Q(+v/19), donde m = 19,h =19y k = 1.

(
Como 19 =1 (méd 9), por el teorema anterior se tiene

/361 + V19 + 1
Op =7+ 7ZV194 7 +3\/_+ .




Capitulo 2

Ordenes en campos de nimeros

En el capitulo anterior vimos que el anillo de enteros cumple varias propiedades como
ser dominio entero, ser anillo noetheriano, los ideales distintos de cero se factorizan de
forma tnica como producto de ideales primos y en algunos casos es de factorizacion tnica
a nivel de elementos.

En este capitulo estudiaremos subanillos del campo de niimeros llamados 6rdenes, los
cuales en contraste con el anillo de enteros, no son dominios de Dedekind. Por lo tanto,
pueden perder propiedades aritméticas como, por ejemplo, la factorizacion tinica a nivel de
ideales(ver [14]).

Dado O un orden en el campo de nimeros F', vamos a definir un ideal especial en O,
llamado el conductor de O.

Se demostrara que los ideales no cero en O que son primos relativos al conductor son
invertibles y tienen factorizacion tinica como producto de ideales primos en O. Adicional-
mente, veremos cudles son las propiedades que deben cumplir los elementos de O para que
tengan factorizacion unica.

En este capitulo la palabra ideal significard ideal distinto de cero, a menos que se diga
lo contrario.

2.1. Ordenes e ideales conductor

En esta seccion veremos lo que es un orden y qué es el conductor asociado a dicho
orden. A lo largo de este capitulo F' es un campo de nimeros, con [F' : Q] = n.

Existen diferentes maneras equivalentes de como definir un orden en un campo de
numeros (ver [14], [12], [8]), nosotros elegimos la siguiente.

Definicion 2.1. Un Z-médulo de un campo de niimeros F es un subgrupo aditivo de
F finitamente generado. Los Z-mddulos de rango n (niimero minimo de generadores) se
llaman Z-moédulos completos.

Definicion 2.2. Un orden O es un Z-mddulo completo de F' que ademds es un subanillo
con unidad.

Or es un orden de I’y como veremos mas adelante es el orden maximo.

Ejemplo 2.3. Sea F' = Q(~+/19). Notemos que,

Op =7+ 7519+ 7

V361 + v19+1
3

y
O =7+ 719 + Z+/361

son ordenes de F, ademds O ; Op.

37
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Lema 2.4. Todo orden O de F es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACION. Como Z es un anillo noetheriano y O es un Z-mddulo finitamente
generado, entonces O es noetheriano. U

La siguiente proposicién nos permitird demostrar un teorema, con el cual podemos
verificar que Op es el orden mas grande.

Proposicion 2.5. Sean F' # Q un campo de niimeros, O = 7Z + . + - - - + a, 7 con
{1, a9, ..., } una base entera 'y O un subanillo de F con unidad tal que O C OF y
|Or/O| finito. Entonces existen [33, . . ., B, € O tales que O = Z+ P+ - - -+ 5,7 donde
Bi = an + aipog + - - + aipov, con a;; = 0 parai > jy a; > 0 el minimo posible.

DEMOSTRACION. Primero veremos que existen 3y, 5, ..., 3, € O con las condiciones
antes mencionadas. Para ello usaremos inducciéon demostrando que si para algun ¢ < n
existen (1, ..., 3;, también existe el elemento [3; .

Observemos que Z C O, pero Z # O ya que si Z = O, entonces |Or/O| = oo,
lo cual no puede ser, por lo que 3; = 1 € O. De lo anterior, existe , € O \ Z con
By = a9 + ageais + - -+ + as,ay,. Podemos suponer ay; = 0, de lo contrario, hacemos
B4 = Po — a9 Py para sustituir a Fo. También agy > 0, ya que si agy = 0, cambiamos el
orden de la base {1, as, ..., a,} en caso de ser necesario. Si ass < 0 multiplicamos a (359
por —1. Ahora, como los coeficientes de 3, de los elementos de O estdn en Z, podemos
elegir a 35 de tal manera que el coeficiente ayy sea minimo.

Supongamos que el resultado se cumple hasta 7. Veremos que se cumple para ¢ + 1.

Por hipétesis de induccién existen 3y, Ba, . . ., B; € O tales que S1Z+ o+ - -+ ;7 C
O con

i =1
Ba = 0+ agay+ -+ agay,

Bi == 0+0+0++0+a“a2++annan

ademads ay, > 0y minimo parak =1,... 1.

Como Op es un Z-médulo libre de rangony A; = Z+ 5272+ - -+ 5;Z es un Z-mbddulo
libre de rango i < n, entonces |Or/A;| = oo, es decir, A; # O. Asi, existe §;11 € O\ A;,
con A; + Bi1Z C O.

Veremos que (3,1, lo podemos tomar de la forma deseada.

Sabemos que ;11 = @11 + Giy1202 + - - + Qiy1 0, y DOtEMos a;41 1 = 0 haciendo

"1 = Bit1 — Giy1,101. Ahora supongamos que para algin k € {2,...,3}, ajy1, = 0
parar < ky a1 # 0, entonces med(a;t1k, k) = gk ya que de lo contrario, m =
med(aiv g, agr) < agg, tendriamos m = ba; 41 + cayy, para algunos b, ¢ € Z 'y luego

1 = 0B + cBi = moy, + big1 g1k + o+ biginon € O, es decir, el primer
coeficiente distinto de cero es a;;1 = m < ayi lo que no es posible por la minimalidad
de ayy,. Entonces a;;1 5 = at paraalgint € Z, de donde 3{, | = fiy1 —tfr =0+ --- +
Oag + dig1pr10k41 + -+ 0+ dig1 Q.

Ast, {1,8s,...,8i, Bis1} y {1, B2, ..., Bi, Bi1 } generan al mismo Z-médulo. Por lo
tanto, existe 3,11 7# 0 donde a;; = 0 para ¢ > j, con a; > 0y podemos elegirlo de tal
manera que sea minimo.
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Ahora veremos que todo elemento v € O se puede expresar como una Z-combinacion
de {81 = 1,0s,...,B,}. Supongamos que existe v € O \ A,, donde A,, = Z + (o7 +
oo+ BoZ,y sabemos ¥ = aj + asag + -+ + apy,. Sia; # 0, med(ay, 1) = 1y como
vy—a1fy € O\ A, siysélosiy € O\ A,, podemos suponer que 7 es tal que a; = 0.
Si as # 0, de forma andloga que en el paso inductivo, se cumple mecd(as, asy) = ase, €s
decir, ay = 1a99, para algin ry € Z,y comoy — 130, € O\ A, siysélosiy € O\ A,,
concluimos que 7 es tal que ay = 0. Continuando con el mismo procedimiento llegamos a
que 0 € O/A,, lo cual es una contradiccion .

Por lo tanto, O = Z + BoZ + - - - + B, 7. O

Teorema 2.6. Sea O un subanillo de F' con unidad. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(1) O es un orden.

DEMOSTRACION. Supongamos que O es un orden, entonces O = [5iZ + --- + [,Z
con 3; € O paracadai = 1,...,n. Notemos que 5; € F C Cy f;a € O para todo
a € O pues O es anillo, por la proposicion 1.12, 8; € Q2 paracadai = 1,...,n. De donde
OCFNQ=0p.

Veremos que |Or/O| < oo. Sea {ay,...,a,} una base enterade F'y Op = aqZ +
<o+ apZ, como O C Op, escribimos a cada (3; en términos de la base entera

B1 = anag +anos + -+ apoy
B2 = aipaq + agon + -+ Aoy,
ﬁn = A1p01 + Qoo + -+ App Q.

Asi, O = (a1 + -+ a)onZ + -+ (ap1 + - -+ + apn) 4 Z, luego
Or/O = aiZ+ -+ a,Z/((a11 + -+ ap)Z+ -+ (ap1 + -+ + apn) )
~ Z/(a+ -t an)L X - X L) (an + -+ apn) 2.

Por tanto |Op/O| = |Z/(a11 + - - + a1n)Z| - - - |Z ) (an1 + - - - + apn) Z] < 0.
Ahora supongamos que O C Oy |Or/O| < oo, por la proposicién anterior O es un
orden. U

Definicion 2.7. Definimos el indice de O como ind(O)= |Or/O|.

El siguiente lema y proposicion son algunas propiedades del anillo de enteros que
también se cumplen para el orden.

Lema 2.8. Sea J un ideal de O. Entonces |0/ J| es finito.

DEMOSTRACION. La demostracion es andloga a la del lema 1.32 U

Proposicion 2.9. Sea P un ideal primo de O. Entonces P es un ideal mdximo.

DEMOSTRACION. Como P es primo, tenemos @/ P es un dominio entero finito, es decir,
un campo y por tanto P es maximo. U
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Lema 2.10. Sea I # {0} un ideal de O. Entonces:

() Z+1={z+a:z€Z,ac I} es el subanillo con unidad mds chico de O que
contiene a I.
(ii) Si by =min(I NN), entonces |(Z + I)/I| = b;.
(iii) Z + I es un orden en F'.
(iv) Si N(I) = p, con p un primo racional, entonces 7.+ I = O

DEMOSTRACION. (i) Primero mostraremos que Z + I es un subanillo de Op. Sean z,y €
Z+ I.Como z,y € Z+ I, entonces © = 21 + a1 Yy = 29 + a9, CON 21,29 € Ly
aj,as € I.Portanto,x —y = (21 +a1) — (22 +az) = (21 —22) + (a1 —ag) € Z+ 1y
xy = (21 + a1)(22 + az2) = 2120 + (2102 + 2201 + a1a2) € Z + 1. Por tanto Z + I es un
subanillo de Op.

Ahora veremos que Z + [ es el subanillo con unidad mas chico que contiene a I.
Supongamos que existe un subanillo con unidad A de Op tal que I C A. Probaremos que
Z+1C A Comole A, 7Z C A, entonces Z + I C A.

(i) Sabemos que (Z + I)/I 2 Z/INZy Z/I NZ = 7Z/b,Z, entonces |(Z + I)/I| =
|Z/b1Z] = by.

(iii) Por el teorema 2.6, se tiene que Z + I es un orden en Op, pues |Or/(Z + I)| =
N(I)

b

< OQ.

1
(iv) Si N(I) = p, entonces b; = py asi
p=N()=[0p/I| =|Op/(Z+ )| - (Z+ 1)/1| = [Op/(Z+ )| - p
Por lo tanto, |Or/(Z + I)| = 1,es decir Z + I = Op. O

La parte (iv) del lema anterior nos dice que si un ideal de O tiene norma p un pri-
mo racional, entonces O toma diferentes expresiones. Tal como lo podemos ver en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea Op = Z][i] el anillo de enteros de F' = Q(i). Sabemos que en Zli] los
primos racionales p que son congruentes con 1 médulo 4 (p = 1 (méd 4)) se descompo-
nen digamos p = (a + bi)(a — bi), con a + bi 'y a — bi primos en Z][i].

Sitomo I = (a+ bi) 6 I = (a — bi), entonces N(I) = p un primo racional. Por
lo tanto, podemos ver que Op toma diferentes expresiones, algunas de las cuales son :
Z+(1+i)=Z+(1+2i)=Z+ (4+1i) =Op
Lema 2.12. Sean I, J ideales no cero de Op. Entonces:

W) Z+D+(Z+J)=Z+ 1+ J).

i) (Z+1)N(Z+J)DZ+ (INJ).

(iii) Simed(N(I),N(J)) =1, entonces (Z+1)N(Z+ J)=Z+(INJ)=Z+1J.
DEMOSTRACION. (i)Seax € (Z+ 1)+ (Z+ J).Entoncesz =m+n,conm € Z+1y
n € Z + J, de donde se tiene

m=mq+iconm; €Z,i €1,
n=n;+jconn; €E7Z,j € J.
Asi,z =m+n=(my+ny)+ (i+j)conmy +ny € Z,i+j € I+ J,de lo anterior
reZ+ I+ J)esdecit (Z+1)+(Z+J)CZ+ (I+J).

Ahoraseax € Z + (I + J). Entonces t = m + [, conm € Z, 1 € I + J, de donde

l=14jconiel, jeJ.Asi,
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r=m+0)+(G+j)=m+i)+0+j)conm+i€Z+1y0+j€Z+J,
porloquex € (Z+ 1)+ (Z+ J),esdecir (Z+ 1)+ (Z+ J) 2 Z+ (I + J). Por lo tanto,
se cumple (i).

(ii) Seax € Z+ (INJ). Entonces t = n+1lconn € Z,1 € I N J. De lo anterior,
r=n+le€eZ+Iyrx=n+lecZ+J Asi,x € (Z+1)N(Z+ J),es decir
(Z+1)N(Z+J)DZ+ (INJ).

(iii) Dado que med(N (1), N(J)) = 1, existen u, v € Z tales que uN (/) +vN(J) = 1.
Seax € (Z+1)N(Z+ J).Entonces, z = 21 + 1 = 25 + j para algunos 2y, 22 € Z,i € |
y j € J. Asi,

(20 —21) +J
= (22— 2)(uN(I) +oN(J)) +J

(22 = z1)ulN(I) + (22 — 21 )uN(J) +J.
De lo anterior, i + (21 — z2)ulN(I) = j + (22 — 2z1)vN(J) € I N J. Por tanto, x = z; +1i =
21— (21— 22)ulN(I) +i+ (21 — 22)ulN(I) y, dado que z; — (21 — z2)ulN(I) € Z, se cumple
reZ+UINJ)As,(Z+1)N(Z+J)=Z+ (INJ).Comomcd(N(I),N(J)) =1,
entonces / y .J son primos relativos y, por la proposicién 1.63, Z+ (INJ) =Z+1J. O

7 =

A continuacién vamos a definir un ideal muy importante para la teoria que estamos
desarrollando.

Definicion 2.13. (1) El conductor de un orden O en el campo de niimeros F es
f={reF:20r C O}
(i1) Diremos que I es un ideal conductor si existe algiin orden en F' con conductor 1.

Como 1 € Op, se tiene que f es un subconjunto de O y por tanto
f={r€O0p:20p CO}={2€O:20r C O}

Ejemplo 2.14. Sea F' = Q(i), entonces O = Z]i]. Veremos que O = Z[2i| = Z + 2iZ es
un orden'y que f = {2m + 2ni : m,n € Z} es su conductor.

DEMOSTRACION. Notemos primero O C Op. Dado que Or/O = {O,i + O}, se tiene
|Or/O| = 2, por el teorema 2.6, O es un orden.

Vamos a demostrar que para z € O, se cumple xtOr C O siy sélo si i € O.
Supongamos que xOr C O, entonces dado que i € O, zi € O.

Ahora supongamos que xi € Oy seay € 2Op, es decir y = z(c + di) = xc + d(xi),
parac,d € Z 'y como zi € O, tenemos xi = m + n2i, con m,n € Z. Por tanto,

y = (a+ b2i)c + d(m + n2i)

dado que =z € O. Asi, y = (ac + dm) + (bc + dn)2i € O, es decir zOp C O.

Seax = a+2ni € O, cona,n € Z, por la observacion anterior tenemos x € f siy s6lo
sixt = —2n+ai = [+ 2mu, para algunos [, m € Z, de donde a = 2m. Asi, x = 2m+ 2nz,
es decir, f = {2k + 2bi : k,b € Z}. O
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Lema 2.15. Sea O un orden en F con conductor §. Entonces:

(1) fesunideal de Oy de Op.
(i1) Sea I un ideal de Op. Entonces I C O siy solo si I C .
(iii) Z + | es el orden mds chico en O con conductor .

DEMOSTRACION. (i) Dado que 1 € Op, por la definicién de conductor, f C O. Es
facil mostrar que f es un subgrupo aditivo. Sean a € fy b € Op. Entonces (ab)Op =
a(bOr) C aOp, dado que bOr C Op. También tenemos aOr C O, dado que a € f. Asi,
(ab)Or C O, es decir ab € {. Por lo tanto, f es un ideal de Op. De manera andloga f es un
ideal de O.

(i1) Sea [ un ideal de Op tal que I C O, entonces [IOr = [ C O, por tanto I C f.
Inversamente, si I es un ideal de O con I C §, tenemos I C § C O.

(iii) Por el lema 2.10 (iii), Z + f es un orden en F. Como f C Oy Z C O, tenemos
Z + § € O. Por lo tanto, Z + f es el orden mds chico que contiene a f.

Soélo falta mostrar que § es el conductor de Z + f. Supongamos que f; es el conductor
de Z + f, entonces f; es un ideal de Op con f; C Z + f C O, y por (ii), f; C f. Por otro
lado, f C Z + f y por (ii), f C f;, es decir § es el conductor de Z + §. O

En el siguiente ejemplo veremos que no todos los ideales de O que estan contenidos
en § son ideales en Op

Ejemplo 2.16. Sean F' = Q[i], Or = Z[i] y O = Z[2i]. Entonces el ideal 20 = 7.2 + Z4i
de O estd contenido en | = 72 + Z2i, pero 20 no es un ideal en Op, pues 2 € 20 e
1 € Op, pero 2i ¢ 20.

Lema 2.17. Sean F' # Q un campo de niimeros, I un ideal no cero de Opy O = Z+ I un
orden de F' con conductor §, con I N7 = mZ. Entonces, los ideales de O que contienen a
I son aquellos de la forma d7. + I, para algiin d|m.

DEMOSTRACION. Veremos que dZ + I, con d|m es ideal de O. Por un lado, es ficil ver
que dZ + I es un subgrupo aditivo de O. Por otro lado, seanx € dZ+1yy € O =7+ 1,
entones © = dng + lg,conng € Z,lo € [ yy =ny +l;,conny € Z,l; € I, por tanto

ry = (dno+1lo)(n1+1h)
= dngni + dngly + long + lply
= d(non1) + (dnoly + lony + loly).
Asi, xy € dZ + I, es decir dZ + I es ideal de O.
Como (Z + I)/I = Z/mZ, tenemos que los anteriores son todos los ideales de O que

contienen a /.
Por tanto, cualquier ideal de O que contiene a [ tiene la forma dZ + I, condlm. [

Teorema 2.18. Sean I un ideal de Or y O un orden con conductor § tal que O = Z + 1.
Entonces §f = kZ + I, donde k =exp(Or/O), (el exponente exp(G) de un grupo G es el
menor elemento k tal que para todo g € G, kg = e, donde e es el neutro del grupo).

DEMOSTRACION. Como k = exp(Or/0), tenemos kOr C O, es decir k € f, de donde
k7Z + I C fy también [ C fy por el lema anterior, f = dyZ + I, para algtn d;|m. Asi,
kZ + I C diZ + I, en consecuencia kZ C diZ 'y d; < k.
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Si dy < k, entonces existe algin 5 € Op tal que di5 ¢ O, es decir d; ¢ §, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, d; = k. O

Ejemplo 2.19. Sean F = Q(¥/7), Op = Z[V7| = Z + Z(V7) + Z(N7)?y O = Z + P?,
donde P = (3,1 — /7). Encontraremos al conductor de O.
DEMOSTRACION. Como P? NZ = 3Z, tenemos O/P? = (Z + P?)/P? = 7/37Z, de
donde |O/P?| = 3, lo que significa que P? es un ideal primo en O.

Observemos que |Or/P? = N(P)?* = 9, por consiguiente |Or/O| = 3, un primo
racional, entonces Or /O tiene exponente 3. Por el teorema anterior, el conductor de O es
f=37+ P? = P 0

Adicionalmente P? no es un ideal principal en O dado que N(P?) = 9 y ningdn
elemento de O tiene norma +9, pues

Npjo(a+ V7 + eV/A49) = a® + 76° 4 49¢% — 3 - Tabe. 4)

Si a + by/7 4 ¢¥/49 tuviera norma £9, en (4) reducimos médulo 7 y tenemos a® = 49
(mdd 7), lo cual es una contradiccidn, ya que £9 no es un cubo médulo 7.

Un caso particular es considerar I = cOp,conc € ZT y [F : Q] > 2

Proposicion 2.20. Sea F' un campo de niimeros, con [F : Q] = n > 2y O su anillo de
enteros. Si O = Z + c¢Op con ¢ € T, entonces f = cOr es el conductor de O.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.18, f = kZ + ¢Op es la forma que tiene el conductor
de O. Determinemos a k, el exponente del grupo O /O.

Escribimos Op = Z + Zes + - - - + Ze,, donde {e;}_, es una base entera 'y e; = 1,
entonces O = Z + cOp = 7Z + Zcey + - - - + ZLce,,.

Asi,

Op/O = (Z[cZ)",

que como grupo abeliano tiene exponente c.

Concluimos que k = ¢, es decir f = c¢Z + cOp = cOp. ]

Proposicion 2.21. Si F' es un campo cuadrdtico, entonces todo orden O en F es de la
forma 7 + cOr donde ¢ =ind(O).

DEMOSTRACION. Sea F' = Q(«) con « un entero algebraico, entonces O = Z + aZy
sabemos que todo orden es de la forma O = Z+ Z C Op, para algin 3 entero algebraico.
Asi

O = Z+pZ
= Z+ (a+ca)Z
= Z+ cal.
= Z+ (caZ +cZ)
= Z+ cOr.
Ahora como Op/O = (Z + oZ)/(Z + caZl) = 7] cZ, tenemos ¢ = |Or/O|. O
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Para 6rdenes en campos cuadraticos el nombre conductor e indice significan lo mismo.
El siguiente es ejemplo de un ideal conductor que no es principal en una extension de
grado 3.

Ejemplo 2.22. Sea F' = Q(~/19). Al final de la seccién 1.5, vimos que O = 7.+ 7Z~/19+
s V19 4 v/361

3
Tomamos el orden O = Z[V/19] = Z + Z~N/19+ Z~/361. Veamos quién es el conductor

de O.

Seax = a + bv/19 + ¢v/361 € O, y queremos zOr C O. Pero zOp C O siy solo si
re; € O, donde ey, €9, e3 es una base entera de Op.
14 v/19 4+ v/361 b
Si61:1,62:\3/19y€3: + i atote

, obtenemos B — € 7, es decir
a+b+c=3d,d e Z,lo que significa z = a(1 — v/361) + b(v/19 — v/361) + d - 3+/361.
Por tanto, el conductor de O es

f=Z(1 - V/361) + Z(V19 — V/361) + Z - 33/361.

Veamos que f no es principal en Op.
Expresamos a (1 — v/361), (v/19 — v/361) y 3v/361 en términos de la base entera

{617 €2, 63}

1+ /19 + /361
1—+v361 = 2-14+1-v19-3 + 3+

1+ /19 + /361

V19— V361 = 1-1+2-v19—3 + 93+ 30
1+ /19 + /361

3v/361 = 0-14+3-v19—-0 + 93+ 36

de donde tenemos la matriz

2 1 0
1 2 3
-3 =3 0
la cual tiene determinante 9. Asi, |Op/f| = 9.
Ahora supongamos que f = aOp para algin o € f, entonces 9 = |Op/aOF| =
|Npjg(@)|. St = a+ bv/19 + ¢v/361 con a, b, ¢ € Z,
Npjg(a) = a® + 196° +19°¢* — 3 - 19abc. 5
Reducimos médulo 19 en (5) y tenemos a® = (méd 19), lo cual es una contradiccion,

ya que 9 no es un cubo modulo 19.
A continuacidén veremos dos ordenes con el mismo conductor

Ejemplo 2.23. Sea F' = Q(\‘?’/ﬁ) con anillo de enteros Op = 7 + Z/2 + Z~/4. Veremos
que O = 7 + 732 + 724 yO =7+ 7232 + 72/4 tienen como conductor a
20p = 72 + 722 + 7.2/4.

DEMOSTRACION. Como ' = Z + 2QOp, por la proposicién 2.20, 207 es el conductor de
O’
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Ahora veremos que 20 es conductor de O, es decir 20p = {x € O : 2O C

O}. Sean y = 2a; + 20,2 + 2e:3v/4 € 20k y 2z = ay+ boV/2 + o4 € Op con
ay, ag, bl, bg, C1,Co € Z.. Tenemos

Yyz = (2&1 —+ 2[)1\3/5 -+ 261 \3/4_1) (CLQ + b2\3/§ + 62\3/1_1)
= (2&1&2 -+ 46162 + 46102) + (2b1a2 + 2&162 + 20102)\3/5
+(cla2 + b1b2 + alcg)Q\B/Z S O.

De lo anterior 20r C {z € O : zO0p C O}.

Siye{x e O:20p C O}, tenemos y = a + by/2 + 2¢+/4 con a,b,c € Z, ademas
yOr C Osiysélosiyy/2,yvd e O,asia=2tcont € Zyb =2t cont € Z,es decir,
y € 20p y por tanto, 20r D {x € O : 2Op C O}. O

2.2. Ideales primos relativos al conductor

En esta seccién se trabajard basicamente en O un orden en F'. Para no confundirnos
escribiremos:

i) O-ideal I, para indicar que [ es un ideal de O.
i1) Op-ideal I, para indicar que / es un ideal de Op.

También veremos qué propiedades cumplen los ideales que son primos relativos al con-
ductor.

Teorema 2.24. Sea O un orden en F' con conductor §. Entonces para cada O-ideal I primo
relativo al conductor f en O, se tiene que O = {x € F : xI C I}.

DEMOSTRACION. Seay € O. Entonces y € F' ysia € I, tenemos ya € I pues I es un
ideal de O,dedondey € {z € FF: 2l C I} esdecir O C{zx € F:al CI}.

Ahora seay € F'tal que y/ C I. Como [ es un Z-mddulo, entonces y es entero sobre
Z es decir y € Op. Dado que [ y f son primos relativos en O se tiene que [ + §f = O, de
donde m + n = 1 para algunos m € I y n € f.

Asi,y =yl =x(m+n) =ym+ynconym € I COyyn € §fC O, entonces y € O,
esdecir, O D {x € F:xl CI}.

Porlotanto O = {z € F : zl C I}. O

Lema 2.25. Sea J un O-ideal. Entonces existen ideales primos Py, Ps, . .., P, de manera
que Py --- P, C J.

DEMOSTRACION. Supongamos que no, entonces hay un ideal J tal que no existen ideales
primos con las condiciones pedidas y que es maximal entre los ideales para los que esto
ocurre.

Notemos que J no puede ser O, ni primo o cumpliria este lema trivialmente. Por tanto,
existen ideales 7, L tales que /L C J,perono I C J 6 L C J. Por la maximalidad de J,
existen ideales primos P, ..., Py Py, q,..., P, tales que

Pi---P,CJ+IyPyy---P,CJ+L,

de donde P,---P, C (J+I)(J+ L) C JJ+JI+ JL+ IL C J,lo cual es una
contradiccion. ]
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El siguiente lema es muy util ya que nos dice qué forma tiene el inverso de un ideal
fraccionario cuando éste existe.

Lema 2.26. Sea J un O-ideal fraccionario. Entonces
(1) Si J es invertible como un O-ideal fraccionario, entonces su inverso es

Jl'={recF:azJCO}
(i) Si J ;Cé O, entonces O ;Cé J~L. Esto es, algiin x & O satisface xJ C O.

DEMOSTRACION. (i) Supongamos que J es invertible como O-ideal fraccionario, y di-
gamos J' es tal que JJ' = O. De lo anterior si € J', en particular xJ C O, es decir
x € J ', dedonde J' C J~ . Si multiplicamos por J la contencion anterior,

O=JJCJJtCoO, (6)
de (6), O C JJ~ ' C Oesdecir JJ~! = O. Ahora multiplicamos por .J’,
J'JJ' = JO, entonces OJ ' = J'O,

es decir J~ ! = J'.

(i) Sea M un O-ideal maximo tal que J C M. Entonces M ! C J~1. Basta probar que
@) ;Cé M~'. Seaz € M no cero, por el lema anterior, sea r el menor natural tal que existen
ideales primos para los que P, --- P. C (x). Como (x) C M y M es primo, entonces
P, € M paraalguni = 1,...,r. Sin perdida de generalidad, supongamos que P, C M,
como P; es maximo, entonces P, = M y por la minimalidad de r tenemos P - - - P, Q (x)
Tomamos pues un elementoy € P --- P, \ (z).

Claramente yM C (z), luego yz~'M C 7' {x) = O, es decir yz~! € M. Por otra
parte y & (z) = xO, de donde yz =" & O. Asi, O G M. O

Teorema 2.27. Sea P un O-ideal primo. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) P es invertible como un O-ideal fraccionario.
() O={zx e F:a2P CP}.

DEMOSTRACION. Supongamos que P es invertible como un O-ideal, ademds O C {z €
F : xP C P} para cualquier ideal de O.

Seay € {x € F : P C P}, entonces yP C P, multiplicamos por P~1, yPP~! C
PP, de donde yO C O ydadoquel € O, setieney € Oy portanto {x € F : P C
P}y CO.Asi,O ={x € F:xzP C P}.

Inversamente supongamos que P no es invertible como un O-ideal. Por el lema 2.26
(i), existe y € Ftalque y ¢ Oy yP C O, lo que implica

PC(O+yO)P=P+yPCO
es decir,
C(O+ yO)P C O,
entonces (O +yO)P =P 6 (O + y(’))

Como P no es invertible, tenemos (O + y(’))P = Py, en particular, y P C P, es decir,
y€{x € F:xP C P}. Portanto, O # {x € F : 2P C P}. O

En general, si el ideal que tomamos en O no es primo, la afirmacién (ii) del teorema
anterior no implica (1).
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Ejemplo 2.28. Sea ' = Q(+/2), con anillo de enteros O = Z[¥/2] = Z+7.5/2 + Z(/4)
y tomamos el orden O = 7 + 20p = 7Z + 722 + Z2(\3/1). Veremos que el teorema
anterior no se cumple para el O-ideal J = 7.8 + 7232 + ZQ(\‘?’/Z).

DEMOSTRACION. Claramente
O)J = (Z + 7232 + Z2(V/4)) /(28 + 7232 + 7.2(V/4)) = 7./8Z,

entonces .J no es un ideal primo de O.

Veremos que {z € F : 2J C J} = O.Seay € O, como J es un ideal de O, tenemos
yJ C J,esdeciry € {zr € F:2J C J}.

Siyc{x e F:xJC J} entoncesyJ C J.Paray = a+bv/2+cv/4, cona,b,c € Q
y 2¢/2,2v/4 € J, tenemos

(a+bV2+ cVA)2V2 = dc + 2aV/2 + 20V/4 € J = 87 + 272 + 27ZV/4,

dedonde c € 2Z y a,b € Z.

Y también (a + by/2 + c/4)2/4 = 4b + 4ev/2 + 2a3/4 € J = 8Z + 222 + 2744,
de donde b € 2Z. De lo anterior y € O.

Ahora demostraremos que J.J ! # O.

Para este caso J ! = {CH— b2 + gf’/z ca,b,c € Z},yaque si 8d+2e\3/§+2f\?/4_1 S
J, entonces (a+b\3/§—|— gﬂ)(8d+26\‘7§+2f€/71) = (8ad + 4bf + 2ce) + 2(ae + 4bd +

f , 1 f
cf)V/2 4 2(af + be + 2cd)v/4 € O. Y también J ! = T4z + ATN/2 4 27:/4), es decir

J~1 es un ideal fraccionario de O.
Notemos que 1 ¢ JJ !, pues de lo contrario a, b 6 ¢ no serian enteros racionales, por
tanto JJ 1 # O. O

Teorema 2.29. Un ideal de O que es primo relativo al conductor, es producto de ideales
primos invertibles.

DEMOSTRACION. Sea J unideal de O tal que J +§ = O. Por el teorema 2.24, O = {z €
F :xJ C J}. Hay dos casos; J es un ideal primo o no lo es.

Si J es ideal primo, por el teorema 2.27, .J es invertible como (O-ideal fraccionario.

Ahora consideremos el caso cuando J no es ideal primo y J # O. Sea M, un O-ideal
méximo tal que J C M, entonces O = J + f C My + f, es decir My + f = O. Dado
que Mj es méximo, luego es primo y, por los teoremas 2.24 y 2.27, M, es invertible. Sea
Jo = Mo_lj, entonces Jy C Oy J = MyJy. Como J # M, tenemos Jy # O.

Si Jy = MyJy, tendriamos Jy = MY Jy C M¥, para todo k > 0. Luego, J; C MY para
todo k > 0, lo cual es una contradiccién al hecho de que |0/ Jy| es finito, y |O/ME| se
hace més grande con cada k. Por lo anterior J = M,.J, ; Jo, luego Jy +§ = O.

Ahora, Jjy es primo o no lo es. Repitiendo el mismo argumento, tenemos una cadena
ascendente

C Cc...C C C ...
J¢JO¢ :ﬁ‘]ﬂ—l:ﬁ‘]ﬂ;t

de ideales en O, con J; + f = O para cada k > 0. Como O es noetheriano, la cadena se
debe detener, es decir

J;JO;;Jn—I;Jn
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con J,, un O-ideal maximo, asi que es primo y por tanto invertible.
Finalmente, J = MyM - - - M,_1J, es producto de ideales primos invertibles. [

Corolario 2.30. Cualquier ideal en O que es primo relativo al conductor es invertible.

DEMOSTRACION. Sea J un ideal de O primo relativo al conductor, por el teorema anterior,
J =P P,---P,,donde cada P, es un O-ideal primo invertible.
Ahora multiplicamos en ambos lados por el inverso de cada F;, obteniendo

JP ' PTM=0.

Por lo tanto, J es invertible. OJ

El siguiente teorema nos muestra que hay una biyeccion entre los Op-ideales primos
relativos al conductor y los O-ideales primos relativos al conductor.

Teorema 2.31. Sea O un orden en F con conductor §. Entonces

(1) Para cualquier Op-ideal I que es primo relativo a §, se tiene que I N O es un O-
ideal primo relativo a f y el homomorfismo natural de anillos O /(INO) — Op/1
es un isomorfismo.

(i1) Si J es un O-ideal que es primo relativo a §, entonces JOp es un Op-ideal que es
primo relativo a |y el homomorfismo natural de anillos O J — Op/JOF es un
isomorfismo.

(iii) Los ideales primos relativos a f en O y en O estdn en biyeccion por I — I N O
y J — JOr y, ademds, estas biyecciones son multiplicativas: (I N O)(I' N O) =
1'noO y (JOF)(J,OF) = JJ,OF

DEMOSTRACION. (i) Sea I # {0} un ideal de O tal que I + §f = Op.

Notemos que O = O NO = +H)NOC(UNO)+(FNO)=(INO)+fC O,
entonces O C (I NO)+fC O.Porlotanto, (I NO)+§=0.

Ahora veremos que

¢:0/(INO) — Op/I
a+(INO)—a+1

es un isomorfismo.

Observemos que:

Kerd = {a+(INO)eO/(INO): d(a+(INO)) =1}
= {a+(INO)eO/(INO):a+1=1}
= {a+({UINO)eO/(INO):ael}
= 1IN0,
por tanto ® es inyectivo.
Para cada elemento a+1 € Op/I existe un elemento en O/(INO), que es a+ (I NO)
tal que ®(a + (I N O)) = a + I. Por lo tanto, ¢ es suprayectivo y es un isomorfismo.
(ii) Sea J # {0} un ideal de O tal que J +f = O. Como J+f = O, tenemos 1 € J+f.
Digamos 1 = j+kconj € Jyk € f,peroj € JOp, porloque 1 € JOr + §, es decir,
Ahora veremos que
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a+J—a+JOp

es un isomorfismo.
Notemos que:

KertW = {a+J€0/J:V(a+J)=JOF}
= {a+J€0/]:a+JOr=JOFr}
= {a+J€0/J:ae€ JOFp}
= JOrNO

y también, J C JOrNO = JOprN(J+f) = J+(JOpNf) = J+(JOp)f = J+ Jf =
JCJOrNO C J,esdecir, JOp N O = J. Por tanto, Ker¥ = J y ¥ es inyectivo.

Para cada elemento o + JOp € Op/JOpF existe un elemento en O/J, que es « + J
tal que V(o + J) = a + JOp. Asi, ¥ es suprayectivo y es un isomorfismo.

(iii) Si I es un ideal de O tal que I + f = Op, entonces por (i), (I N O) +f= O
Notemos que I = IO = I(INO)+f) CIINO)+1If =I(INO)+ I NO) C

Si J es unideal de O tal que J + f = O, por (ii), JOp +f= Opy JOrNO = J.
Veremos que (JOg)(J'Ofr) = JJ'Op.

Notemos que = € (JOp)(J'OF) siy sélo si z = Zaibi cona; € JOpyb; € JOp.

=1

Lo que es equivalente a a; = Zl”k conly; € J, ki € Opyb; = Zl’ ki, conlj, € .J',

g g
g=1

ki, € Or.
n

r = Z(l,bz

=1

_ Zn: (gz]k;]) (Z l;,%)]

= 2 | Ui o ik (Zzggk;g)]

= En: (Zz’ k’)lﬂkﬂJr- (Zz/ k)lmkm]
— i _(;zﬂz;g> (Kitki,) (ng ) k@mk;—g)].

Hacemos t; = ( lidl§g> eJS yrg= (kidkgg) € Opparad=1...,m

g=1
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= 3|5

= ZZ (tara) € (JJ')Op.
i=1 d=1
Por lo tanto, (JOp)(J'Op) = JJ' OF.
La identidad (/N O)(I'NO) = II'N O se cumple por la biyeccion entre los O-ideales
y los Op-ideales que son primos relativos al conductor. U

Sabemos que en general si P es un ideal primo de O, entonces PNO es un ideal primo
de O. La afirmacién inversa no siempre sucede. Para ello tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.32. Un ideal J de O que es primo relativo al conductor de O, es un ideal
primo si 'y solo si su extension JOp es un ideal primo en Op.

DEMOSTRACION.

Por el teorema 2.31, O/J y Or/JOF son isomorfos, entonces uno es dominio entero
siy sélo si el otro es dominio entero.

J es un ideal primo de O si y s6lo si O/J es un dominio entero, lo que es equivalente
a que Or/JOF es dominio entero si y sélo si JOp es un ideal primo. U

Corolario 2.33. Si 5 € O y el ideal principal 5OF es primo relativo al conductor de O,
entonces FOr N O = pO.

DEMOSTRACION. Como SOp es un ideal primo relativo al conductor de O, por el teorema
2.31,0/(BOrNO) es isomorfo a Op/FOp, entonces |O/(BOrNO)| = |Op/LOF|. Por
otro lado,

|Or/BOF| = N(BOF)
= N(p) pues $ € Oy lanorma de un elemento no depende de la base
= N(BO)
= |0/B0|,

de donde |O/(BOr N O)| = |O/50O|.
Dado que 5O C O N O C O, |0/BO| = |0/(BONO)]| - |(BONO)/BO| Yy, por
tanto, [(O N O)/FO| = 1. De lo anterior, 50 N O = SO. O

Corolario 2.34. Sea O un orden en F' con conductor |. Entonces los O-ideales primos
relativos a | tienen factorizacion tinica en ideales primos que son primos relativos al con-
ductor.

DEMOSTRACION. Sea J un O-ideal no cero tal que J + § = O, por el teorema 2.31, JOp
es un Op-ideal con JOp + f = Op.

Como JOpr es un ideal del anillo de enteros de F', tiene factorizacion uUnica como
producto de ideales primos, digamos: JOr = P, P, - - - P,,, donde los P; son ideales primos
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de Op con P, + | = Op para cada i, pues JOp C P,. Por el teorema 2.31, J = JOr N O
y (P,NO)+ f= O, entonces

J = JOrnNO
= (PP--P,)NO
= (PANO)(PNO)---(P,NO).

Por el corolario 2.32, los P,N O son ideales primos en O. Por lo tanto, .J tiene factorizacién

unica como producto de ideales primos que son primos relativos al conductor.
U

A continuacién presentamos algunos contragjemplos para el teorema 2.31 y los coro-
larios 2.32, 2.33 y 2.34 si quitamos la condicion de que los ideales son primos relativos
al conductor. En los siguientes ejemplos, sean ' # (Q un campo de nimeros y ¢ > 1 un
entero racional.

Ejemplo 2.35. Sea O un orden no maximal de F' con conductor §. Notemos que {f N O = |
y fOr = {. Por lo anterior, el homomorfismo natural de anillos O /f — Op /f es inyectivo
pero no es suprayectivo dado que O es mds pequeiio que Op.

En particular, si O = Z + cOp, con ¢ > 1 un entero racional y f = cOp, entonces el
ideal J = cO en O satisface JOr N O = cOr N O = cOp 2 J.

Ejemplo 2.36. Sean p un primo inerte en Op y O = 7Z + pOp. El ideal J = pO no es
primo dado que él no es mdximo (pO ;Ct pOr ; O), pero JOr = pOr es primo en O
pues p es inerte.

Ejemplo 2.37. Si O = 7Z + cOpr con conductor cOp, entonces ¢ € O, pero cOpr N O =
cOr # cO.

Ejemplo 2.38. Sean O = Z + cOp. Para cada factor primo p de ¢, vamos a demostrar que
el O-ideal pO no es producto de ideales primos que son primos relativos al conductor.

Si pO = PP, --- P, con P; un ideal primo en O, primo relativo al conductor para
cadat =1, ...,r, entonces tendriamos

pOr = pOO0p = (P1P2 s PT)OF = (P1OF)(P20F) s (PrOF).

Por un lado, P,Or + pOr = P,Or (pues pOr C P,OF, para cada 1).

Por otro lado, como P,Op+cOp = Op, tenemos 1 = a+cf, cona € P,Opyp € Op
de donde 1 = o + ptf € P,Op + pOpr pues plc. De lo anterior, P,Op + pOr = Op, asi,
P,.Or = Op, lo cual es una contradiccion.

Veamos una aplicacion del teorema 2.31 y de sus corolarios.

—1 4+ /=
Lema 2.39. Sean F' = Q(v/—3), Or = Z|p|, con p = +T3 y O = Z[\/-3], con

conductor § = 2Z[p|. Probaremos que los O-ideales primos relativos a §, son aquellos de
la forma O con N(«) impar.

DEMOSTRACION. Claramente Z[v/—3| = Z[—1++/—3] = Z[2p| = {a+2bp : a,b € Z}
y sabemos que O es un dominio de ideales principales.
Tenemos dos afirmaciones:
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I Sea o € Op. Entonces aOp + 20 = OF siy s6lo si N(a) es impar.

Si N(«) es impar, por la proposicién 1.61, aOr + 20 = Op.

Si aOp + 20p = Op, entonces P, + 20r = Op paracadai € {1,...,g},
donde los P; son ideales primos tales que a«Op = P, P, - - - P,. Por otro lado, por
la proposicion 1.70, 20 es el tnico ideal primo que estd sobre 2, lo que implica
que N (FP;) es impar y por tanto N («) es impar.

II Todo ideal de O con norma impar tiene generador en O.

Sea aOp un ideal con N («) impary o« = a+bp, con a, b € Z. La afirmacién 11
se cumple multiplicando a a por p 0 p? si es necesario para hacer que el coeficiente
de p sea par.

Sea aOp cualquier ideal de O tal que N(«) es impar, por la afirmacién II, « € Oy
por el corolario 2.33, aOr N O = aO. De la afirmacion I y el teorema 2.31 (i), tenemos
que aO es primo relativo a 20p. U

Proposicion 2.40. Los elementos de O = 7[\/—3] = Z[2p] con norma impar tienen
factorizacion vinica como producto de elementos irreducibles, aunque 7[/—3] no es DFU
(pues en O, 4 = (1+/=3)(1 — /=3) = 22, las cuales son factorizaciones distintas ya
que U(O) = {£1}).

DEMOSTRACION.

Sea 8 € O con N(f) impar tal que tiene dos factorizaciones distintas, digamos 5 =
PiP2- DL = q1G2 - - g, con p; y q; € O irreducibles. Tenemos tres casos: [ < g, = g o
[>g.

Supongamos [ < g, como la norma de 3 es impar, por el lema anterior, 5O +20r = O
y notemos que,

(plo)(p20> ce (plo) = (p1p2 e 'PZ)O = B0 = (CI1CJ2 s 'Qg)O = (CI1O)(C]2O) T (ng)

por el corolario 2.34, SO tiene factorizacion tnica, es decir, p;O = ¢;O para algun j. Sin
perdida de generalidad supongamos p;O = ¢ O,...,pO = qOy (¢+10)---(¢,0) =
O C (¢jO)conl+1 < j < g,esdecir O = ¢;O, lo cual es una contradiccion, ya que
¢;O es un ideal primo. Andlogamente [ > g no es posible, por tanto [ = g. Asi, p;O = ¢;0O
paratodoi = 1,...,[, lo que implica p; = ¢;u; donde u; € U(O). O

2.3. El grupo de clases en un orden

En esta seccion veremos el grupo de clases y el nimero de clases de un orden.
Los siguientes resultados los podemos encontrar en [8].

Lema 2.41. Sean Op el anillo de enteros de F, I y J ideales no cero de Op. Entonces
existe un o € I tal que ol + J = 1.

DEMOSTRACION. Hay que probar que o puede tomarse de modo que ninguno de los
ideales primos que dividen a J divida a oI !, o equivalentemente, que o & I P para todo
P|J.

Sean P, P, ..., P, los ideales primos distintos que dividen a .J. Si r = 1 basta tomar
acl—1IP.
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Parar > 1, sea I; = IP'J. Supongamos que IP; C I; = IP;'J para algin i €
{1,...,r}, entonces P, C P[lJ , de donde J |Pf, y r = 1 lo cual es una contradiccidn.
Asi, IP; € I; paratodoi = 1, ..., r. Por tanto podemos tomar nimeros «; € I; \ I P; para
t=1,...,rya=ay+ -+ «,. Como cada o; € [; C I, se cumple o € I.

Si se cumpliera o € IP; para algin ¢, como para j # 7 tenemos o; € [; C [P,
pues [; = I Pj_lPinK para algiin ideal K’; luego despejando a «; en la definicion de «
concluiriamos que «; € I P; en contradiccion a la eleccion que hemos hecho de los ;. [

Si O es cualquier orden y § cualquier ideal de O, definimos /;(O) como el conjunto de
todos los ideales J de O tales que J + § = O, es decir

I;(0) ={Jidealde O : J +§ = O}.

Si O es cualquier orden no maximal de un campo de nimeros F', con conductor f y Op
es el orden maximal, el teorema 2.31 establece una biyeccion entre los ideales de O primos
relativos a f y los ideales primos relativos a § en Op. Esta correspondencia en general no
conserva el caricter principal de un ideal, es decir, si bien es obvio que la imagen en O de
un ideal principal de O es un ideal principal (con el mismo generador), bien puede ocurrir
que un ideal principal de O tenga asociado un ideal no principal de O, debido a que
ninguno de sus generadores pertenezca a O. Por ello hemos de distinguir entre los ideales
de O principales en O (luego también en OF) de los que s6lo son principales en Op.

En particular, el hecho de que todos los ideales de O sean principales no implica
necesariamente que todos los ideales de O lo sean, ni siquiera los primos relativos con el
conductor.

Sean F' un campo de nimeros, O su orden maximal y O cualquier orden de F' con
conductor f. Definimos

[;(OF) = {IJil : [, J e If(OF)},

es decir, If*(O r) es el subgrupo generado por los ideales de O primos relativos a f en el
grupo de los ideales fraccionario Jr (definido en el capitulo 1, seccion 3).
Similarmente definimos

F’f((f)) = {Oée OiOéOF—Ff:OF}
Y 1
F(0) ={a0rp  Or : a, B € B(0)}.
De este modo F(O) es el subgrupo de I;'(OF) generado por los ideales principales de
I;(OF) cuya contraccion también es un ideal principal primo relativo a f.

Definicion 2.42. Liamaremos grupo de clases de O al grupo cociente
H(O) = I} (0r) /P (O).

Notemos que el grupo de clases H(O), se define de forma similar al grupo Clp, la
diferencia es que en H(O) los ideales con los que estamos trabajando son los ideales
primos relativos al conductor.
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Proposicion 2.43. Todas las clases de H(O) tienen un representante en I;(Op).

DEMOSTRACION. Claramente para todo I € [;(Op) tenemos I + f = Op, entonces
existen @ € Iy 8 € f tales que o + 3 = 1, es decir aOp € [;(Op).

Por la factorizacién tnica existe J € I[;(Op) tal que IJ = aOp, tomando clases
7 =[],

Ahorasea KI™' €1 i (Or) cualquiera, luego

(K1) = (K[ = [K][1] ™ = [K][J] = [K ],

si ponemos L = KJ, tenemos [K1 '] = [L] y como J + f = Op, se tiene L + f = O,
porlo que L € I;(OF). O

Sil,J e I;(O), diremos que I ~ J siy sélosi /Op ~ JOp en H(O). Como hay una
biyeccion entre I;(O) y I;(OF), entonces el nimero de clases que hay en la relacion entre
los elementos de I;(O) es igual a |H(O)].

Definiremos el nimero de clases de O como hp = |H(O)|. A la clase trivial en O la
denotaremos por 1, es decir si I es un O-ideal primo relativo al conductor tal que su clase
es la trivial, escribiremos [I] = 1.

Proposicion 2.44. Un ideal en I;(O), es principal si'y sélo si su clase es la trivial.

DEMOSTRACION. Seal € [;(O)talque [/] = 1yseal = IOp,entonces [I'| = [[Op] =
[Or] luego I' € Py (0), es decir I' = yOp 3~ OF, con v, € F(O).

Asi, fOpI" = yvOp, ahora contraemos SOI = ~O, luego existe o € [ tal que fa =
7, de donde fOaO = ~O. El hecho de que v € F;(O) implica o € F;(O) y por la
factorizacion unica en [;(O), I = aO.

Ahorasea I € [;(O) tal que I = aO, extendiendo y tomando clases [/ Or| = [aOp] =
1, por tanto [I] = 1. O

Lema 2.45. Sea o € Op tal que aOp + §f = Op. Entonces aOr N O = O, con € O
siy solo si a« = uf3 donde u es una unidad de Op.

DEMOSTRACION. Si o = uf3, entonces «Or N O = (uf)Or N O = uOpfOrNO =
BOr N O,y por el corolario 2.33, 5O N O = SO.

Inversamente si «OrNO = SO, extendiendo aOr = SOOr = fOF, es decir a = uf
para alguna unidad u de Op. 0

Aqui vale la pena detenernos, para mencionar que las clases que siguen a continuacion,
no son las mismas clases que definimos en H(O).

Lema 2.46. Sean (O /)" el grupo de unidades del anillo O [y O} el grupo de unidades
de Op, O* el grupo de unidades de O. Denotamos por (O3] = {a +f: a € Op}y
B(O)| = {y+1: 7 € P(O)). Entonces

Or/O" = [OF]/([0F] N [H(O))).

DEMOSTRACION. Claramente [OF] N [P(O)] = [O*] donde [O*] = {f +f: § € O*}.
Sélo falta ver que
Op/0" = [0F]/[07].
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Sea g : 05/O0* — [03]/|0*] dado por aO* — (a + f)[O*]. Veremos que g es inyectivo.
Supongamos que (a + f)[O*] = (8 + §)[O*], entonces (a + §)(B7! + f) € [O*], de donde
(aB™! +§) € [O*] es decir a3~ € O por tanto aO* = BO*. Como g es suprayectivo
por su definicion, tenemos g es un isomorfismo. U

Lema 2.47. Sea (O/f)* el grupo de unidades de O /. Entonces (O/f)* = [F;(O)].
DEMOSTRACION. Sea « + f € (O/f)*, entonces existe 3 + f € O/f tal que

(@+PE+F) = (@B +1) =1+F,

de donde (af)Or + f = Op y como (af)Or C aOp, se tiene aOr + f = Op, es decir
a € B(O) y por tanto o + f € [F(O)].

Ahora sea o +f € [F5(0)], es decir aOp +f = Op, entonces ay+y = 1, cony € Op
y y € f, de lo anterior 1 € a7y + f, lo que implica (ay)Opr +f = Op y asi (o +f)(y+f) =
ay+f=0p =1+f,esdecira+§ € (O/f)". O

El siguiente teorema es muy util pues nos ayuda a calcular el nimero de clases de
cualquier orden.

Teorema 2.48. Sean O el anillo de enteros de un campo de niimeros F'y O un orden en
F con conductor §. Entonces el niimero de clases de O satisface

_ a()
"o

donde ®(f) y ®'(f) son, respectivamente, el niimero de unidades de Or/fy O/f, mientras
que hp es el niimero de clases de O y e es el indice del grupo de unidades de O en el
grupo de unidades de Op.

DEMOSTRACION. Sea H(Or) el grupo de clases de OF. Consideramos el homomorfismo
de grupos
g ];(OF) — H(OF)

I—[1].
Notemos que para cualquier ideal I € Op, existe un ideal J de manera que [/~!] = [J], lo
que es equivalente a [I] = [J7'].
Por el lema 2.41, existe un ideal L = oJ ! tal que [L] = [I] y L+ f = Op. Lo anterior
implica de g es suprayectivo.
Veremos que Ker(g) = F"(OF).
Ker(g) = {I € [{(Op):g(I)=[0F]}
= {1 €j(Or): 1] = [Or]}
= {l € [[(Op) : BOpI = aOp, para algunos a, 3 € B(Or)}
= {I = OéOFﬁ_lOF : Oé,ﬁ € Pf(OF)}
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Asi, I} (Or)/ PF(OF) = H(OF), de donde
ho = [[f(Or)/F(O)]
= [I7(Or)/F (Op)| - [P (Or)/ P (O)]
— 1l PHOR)/PHO).

Ahora el objetivo es ver quién es |} (Or)/ P (O)].
Sea (Op/f)* el grupo de unidades del anillo O /f y consideramos el homomorfismo
de grupos
g+ (Op/))" — PH(OF)/P(O)
o] = [2OF]
Veamos que estd bien definido.

Si [a] = [f], entonces « = 5 (mdd f) y por ser unidades existe un v € Op tal que
ay =y =1 (mdd f) y como § C O, tenemos ay, fy € Oy de lo anterior,

[aOF] = [aOr(87)OF] = [B0r(ay)OFr] = [B0F].

Notemos que g’ es suprayectivo y por tanto | (Or)/ B (O)| < [(Or/f)*], es decir el
nimero de clases de O es finito.

A continuacién probaremos Ker(¢g') = {[uf] : 8 € F;(O) y u es una unidad de Op}.

[a] € Ker(g'), es equivalente a [«Op| = 1 lo cual sucede si y sélo si [aOr N O] = 1,
por la proposicion 2.44, aOr N O = O con § € O y por el lema 2.45 o = uf para u una
unidad de Op y 8 € F;(O).

Notemos que Ker(g') = [O%]-[F5(O)], de donde (Or /)" /(|OF]-[(O)]) = Fy (Or)/ F(O),
lo que implica que

[(OF /1)
|5 (Or) /B (O)| = :
P O3] [B(O)]
H|-|N
Y sabemos que si H, N < G, con N <G y G un grupo finito, entonces |H N| = —||H|0’N]| )

Asi,
[OF] - [[HON] (s \ _

Sean O* el grupo de unidades de O y (O/f)* el grupo de unidades de O/f, por los lemas
2.46 y 2.47 tenemos

[OF] - [B(O)]| =

[OF] - [HO)] = [0/O7[ - [(O/F)"].

Por lo tanto,

* o - N©Oe/D @)
BB ON= 1620 (077 ~ o)
OJ

Definicion 2.49. Sea F' un campo de niimeros. Llamaremos funciéon de Euler generali-
zada de OF a la funcion definida como ®(I) = |(Op/1)*|, donde I es un Op-ideal no

Cero.
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Lema 2.50. Sea I un ideal no cero de Op. Entonces
(Op/1)" ={la] : aOp + I = Op}.
DEMOSTRACION. Sea o+ I € (O/I)*, es decir existe 5+ I € Op/I tal que
(a+D)(B+1)=1+1,

de donde a3 + I = 1 + I, entonces 1 — a3 = ~ para algin v € I, lo que implica
1 € aOp + I y por lo tanto aOp + [ = Op.

Reciprocamente, sea a + [ tal que aOr + I = Op. Entonces 1 € aOpr + I de donde
1 =ay+icony € Opei € I.Porlotanto, (a+1)(y+1) = ay+I =1—i+1 =1+1. O

Teorema 2.51. Sea F' un campo de niimeros.

i) Si I, J son ideales de Op tales que I + J = Op, entonces ®(1.J) = ©(1)P(J).
ii) Si P es un ideal primo de Op, entonces ®(P°¢) = (N(P) — 1)N(P)<!

DEMOSTRACION. i) Por el teorema chino del residuo Op/I1J = Op/I x Op/J, entonces
(Or/1J)" = (Or/1)" x (Op/J)",

de donde,
((Or/1])*| = [(Or/I)"| x (Op/J)"].

Por tanto, ®(1.J) = ®(1)P(J).

ii) La demostracion la haremos por induccion sobre e. ®(P) = N(P) — 1 pues Op/P
s un campo.

Supongamos que el resultado se vale hasta e. Veremos que se cumple para e + 1.

Sean € P\ P2 Si a recorre un conjunto de representantes de las N (P¢) clases médulo
P¢y (3 recorre un conjunto de representantes de las N(P) clases mddulo P, entonces los
elementos o + 73 son no congruentes dos a dos médulo P!, pues si oy + 73, =
g + mf2 (méd PetY), entonces (a; — ag) + 7¢(01 — B2) € P!y como 7¢ € P,
a; —ay = 0 (mdéd P¢), es decir a; = ap, luego (81 — B2) = 0 (méd P, de
donde B3; — 2 = 0 (md6d P) pues ¢ € P¢\ P, por consiguiente 31 = (3, es decir
ay + 81 = ay + m°F,. Dado que hay N(P)“™! de ellos, concluimos que forman un
conjunto de representantes de las clases modulo P,

También tenemos med(a + 7¢5,m) = 1 si y s6lo si med(a, 7) = 1. De lo anterior,
las unidades médulo P! tienen como representante un o que es unidad médulo P¢ 'y
un [ cualquiera. Por tanto, por cada unidad [o] médulo P¢ hay N (P) unidades [« + 7¢/]
médulo PeTL, es decir, se cumple ®(P™!) = N(P)®(P¢) y por hipétesis de induccién,

®(P) = N(P)(N(P) = YN (P)*" = (N(P) = )N(P)".
O

Ahora veremos como calcular en nimero de clases, en el caso particular en que F' es
un campo cuadrético.
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Lema 2.52. Sea O,, = 7Z + mQOp un orden en un campo cuadrdtico F. Entonces

DEMOSTRACION. Sil € O,,, entonces | = n+ maconn € Zy a € Op. Luego si
Il +mOp € O,,/mOp, tenemos | + mOr = (n + ma) + mOp = n + mOp, es decir,
podemos tomar a cualquier elemento de O,,/mOp de manera que el representante sea un
nimero entero racional.

Sea g : O,,/mOpr — Z/mZ dado por g(n + mOr) = n + mZ.

Claramente g esta bién definido, pues si n + mOp = n' + mOp, entonces n — n' €
mQOp NZ = mZ, es decir g(n + mOp) = g(n' + mOp).

Observemos que g es inyectivo pues si g(n + mOp) = g(n’ + mOp), tenemos n +
mZ = n' + mZ, de donde n — n’ € mZ C mOp, lo que implica n — n’ € mQOp,
asi n+mQOp = n' +mOp. Finalmente, como g es suprayectivo por definicién, concluimos
O /mOp = Z/mZ. O

Teorema 2.53. Sea O,, el orden de indice m en un campo cuadrdtico F'. Entonces

(0] (m(’) F)
ho,, = ———"hr,
e¢(m)
donde © es la funcion de Euler generalizada, ¢ es la funcion de Euler usual, e es el indice
del grupo de las unidades de O,, en el grupo de las unidades de O y hy es el niimero de

clases de Op.

DEMOSTRACION. Como O,, es de indice m, tenemos O,,, = Z + mOp. Por el teorema

2.4 — SR N ~ 7 /mZ, Y _ ,
8, ho,, eCID’(mOF)hF’ y dado que O,,,/mOp /mZ, se tiene &' (mOp) = ¢(m)
Por lo tanto,
ho, = ———hp.
O Teg(m) "

Apartir de ahora (o) = aOp.

Ejemplo 2.54. Sea ' = Q(i) un campo de niimeros con anillo de enteros Op = Z]i].
Calcularemos el niimero de clases ho, donde Oy = 7[2i| = Z + 27Z]i].

4 D((2
DEMOSTRACION. Por el teorema 2.53, hp, = « >)hF, con hp = 1,e = |05/O0*| =

ed(2)
%:2,¢(2):2—1:1.
Como ®((2)) = ®({1+4)?) = (N({1+4)) = 1)N((1+i)) y N({1+1i)) = N(1+i) = 2,
entonces ®((2)) = 2.
Por lo tanto,

ho, = ——1 = 1.
%7 9
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A continuacién veremos algunos corolarios del teorema anterior, los cuales nos ayudan
a simplificar las cuentas para el encontrar el nimero de clases de un orden dado en un
campo cuadratico.

Corolario 2.55. Sean Op = Z[i| el anillo de enteros de F' = Q(v/—1) y O,, el orden de

indice m.
() Sim = 2!, cont € N, entonces hp,, = 2!71.

1
(ii) Sim =p', cont € Nyp =3 (méd 4), entonces ho,, = (%) pt~L

-1
(iii) Sim =p', cont € Nyp=1 (méd 4), entonces ho,, = (p_) piL

. . d((m
DEMOSTRACION. Para todos lo casos tenemos, por el teorema anterior, hp,, = ((m)) h

) ep(m)
y sabemos que hp = 1, e = [0} : O] = 5 = 2 y si p es un primo racional,

o(p') = (p — 1)p'~1. Sélo falta calcular ®({m)) en cada caso.
(1) En este caso

o((m)) = @((2))

= ({14

= (N((1+14) = DN((1 +))*
(2 )22t 1 — 221&—1'
221‘71

. — ot-1
Asi, hp, = 202 1)1 ot—

(ii) Para este caso tenemos

o((m)) = ((p))

B (p? — 1)p*2
° " 2 )y
(i11) Por dltimo,

d((m)) = ®((a+ bi){a— bi)")

O ({a+ bi)t)q)((a — bi>t)

= (N({a+bi)) = )N ({a+ i) (N({a - bi)) = 1)N({a — bi))'™"
— (p . 1)pt—1(p . 1)pt—1 — (p o 1)2p2t—2.

-1 2,,2t—2 -1
Por tanto, hp,, = =17 _ (p piL. O
2(p—1)p! 2

De donde hp,

—_
I
7~ N

=
DO |+
—_
N——
.ﬁw
L

Antes de ver el siguiente corolario, veamos un ejemplo particular en O el anillo de
enteros del campo F' = Q(v/—3).
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~14++/-3
2
F = Q(v/—3). Vamos a calcular el niimero de clases de O3 = 7 + 30p.

®((3))

DEMOSTRACION. Del teorema 2.53 se tiene ho, = T@)h’ pero sabemos que hp = 1,
e =3y ¢(3) = 2. Sblo nos falta calcular ®((3)). Dado que 3| = —3, por la proposicién
1.69, (3) = (3,v/—3)2. Asi,
®((3)) = ®((3,v-3)")
(N((3,V=3)) = 1)N((3,V=3))
(3-1)3=6.

Ejemplo 2.56. Sea Op = Z el anillo de enteros del campo de niimeros

6
Por lo tanto, hp, = ——=1 = 1. O

3.2
—&+%§]

La razon por la que se vio este ejemplo en particular es que en Op = Z [ 5

3 es el unico primo racional que se ramifica totalmente.
{—1+w/—3}
2

F =Q(v/—3)y O,, el orden de indice m.

Corolario 2.57. Sean Op = Z el anillo de enteros del campo de niimeros

o . . +1
(i) Sim =p', cont € Ny (p) un ideal primo en O, entonces ho,, = (pT) pth

() Sim = p', cont € Ny (p) = (p,a+ v=3){(p,a — /—3), entonces hep, =

p—1\ 44
(55) 7

(iii) Sim = 3!, cont € N, entonces hp,, = 3*72.

DEMOSTRACION. Para todos los casos sabemos que hy = 1, ¢ = 3y si p es un primo
racional, entonces ¢(p') = (p — 1)p'~'. Sélo falta calcular ®({m)) en cada caso.
(i) Para este caso

o((m)) = 2((p))

_@-np*? p+1
’ sp—1p - 3 L
(i1) Ahora tenemos

o((m)) = 2((p)")

= ®((p,a+V=3)")0({p,a —v=3)")

(N((p,a+v=3)) = 1> (N((p,a+V=3))"")?
(p — 1)2p*~2
(p—1p" 2  p—1,,
3p—Lpt 3 1

de donde hp,,

Y

asi ho,, =
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(iii) Por dltimo,

o((m)) = @

{
= (N({3,V=3)) = )(N((3,v=3))*")
= (3-1)3",
por tanto hp,, = ;23));_11 1 = 3t-1, 0

El corolario anterior es muy importante ya que de los incisos (i) y (i1) podemos obtener

mas informacion.
—14++/-3
2

En el anillo Op = Z [ } los primos racionales de la forma p = 2 (méd 3)
1

siguen siendo primos en (O, mientras que los primos racionales de la forma p =
(modd 3) dejan de ser primos en Op.

Ahora veremos qué pasa en el resto de los campos cuadraticos imaginarios.

Corolario 2.58. Sean F = Q(v/d) con d < 0 libre de cuadrados y d # —1, —3, con anillo
de enteros O y O,, el orden de indice m en F. Para m # 2 tenemos

(i) Si m = p' cont € Ny p un primo racional tal que (p) es un ideal primo en Op,
entonces ho,, = (p+ 1)p" thp.

(ii) Si m = p! cont € Ny p un primo racional tal que (p) = (p,a + v/d)(p,a — V/d),
entonces ho,, = (p — 1)p" 1 hp.

(iii) Si m = p' cont € Ny p un primo racional tal que (p) = (p,\/d)? entonces
hom = pthF.
Donde hr es el niimero de clases de Op.
. )
DEMOSTRACION. Sabemos que hp,, = %h F, en todos los casos que estamos con-
ep(m
siderando e = 1.
Para (i)
o((m)) = @((p))
= (N({(p)) = DN ()"
= (P - p*
2 _ 1)p2t-2
Asiho, = & =P e

(p—1Dp!
Para el siguiente caso

O((m)) = ®((p,a+Vd))((p,a - Vd)")
= (N((p,a+Vd)) = 1*(N((p,a+ Vd)*?)
= (p—-1)»"7

(p—1)%p**

(p—1)pt1 he = (p = 1p e

entonces hp,, =
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Para el ultimo caso
o((m)) = ®((p,Vd)?)
= (N({p, Vd)) = )(N({p, Vd))* )
(

p— 1)p2t_17

(p—Lp*!
(p—1)p!

Para calcular el nimero de clases del orden Oy = Z + 20 hay que analizar dos casos:
d=2,3 (méd 4)yd=1 (méd 4).

por tanto, hp,, =

Corolario 2.59. Sea Or el anillo de enteros del campo de mimero F = Q(\/d) con d =
2,3 (méd 4), d < 0 libre de cuadrados y d # —1. Entonces, si m = 2, tenemos ho,, =
2'hp.

DEMOSTRACION.
Sélo hay que notar

d((m)) = B((2)") = ®((2,Vd)?) = (2—1)22"1 = 22" sid =2 (méd 4)
y también
d((m)) = d((2)) = (2,1 +Vd)*) = (2—-1)221 =22 L sid=2 (méd 4).
22t 1

ASf, hom = i1

——hp =2hp. U

Corolario 2.60. Sea O el anillo de enteros del campo de mimero F = Q(v/d) con d = 1
(méd 4), d < 0 libre de cuadrados y d # —3. Entonces

1) Sid=1 (méd 8) ym = 2t entonces ho,, = 2= h .
(i) Sid =5 (méd 8) y m = 2!, entonces heo,, = 3 - 2" hp.

DEMOSTRACION. Como en los casos anteriores s6lo nos falta ®((m)). Para el primer caso

tenemos (2) = <2 Lt \/_> <2, 2\/3>, de donde.

)
§@<< )

|
off
QU RIS

= ¢

U

2t=2 _ 92—

l\D

2t—

~ -1

Por tanto, ho,, hp =21 h .
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Enelcasoenque d =5 (mdd 8), tenemos (2) es un ideal primo en Q. De modo que
O((m)) = @((2)")
= (N((2)) = (N (2))
= (4—1)4"1=3(2%?).

3 22t—2
Asi, h@m = ( )hF =3- 2t71hp. ]

2t—l







Capitulo 3

Teorema de Furtwangler

En el capitulo anterior dimos la definicion de orden, al cual se le asocia un conductor,
el cual es uno de los principales actores en la teoria que desarrollamos. Este tltimo resulta
ser un ideal tanto del orden como del anillo de enteros. Una pregunta natural es: ;Todo
ideal no cero del anillo de enteros es conductor de algun orden? Justamente el teorema
de Furtwingler publicado en 1919 (ver [6]), caracteriza a los ideales del anillo de enteros,
para los cuales existe algtin orden del cual ellos son conductores. En 2014 Prabpayak (ver
[10] y [14]) da una prueba distinta, la cual es presentada en este capitulo.

3.1. Caracterizacion de los ideales conductor

Prabpayak resume el teorema de Furtwingler en dos partes, las cuales, como lo men-
cionamos anteriormente, se presentan en esta seccion.

Lema 3.1. Sean Oy y O, drdenes en F' con conductores f, y o respectivamente.
Si Fim med(f1,f2) = 1, entonces O1 N Oy es un orden en F' con conductor f .

DEMOSTRACION. Primero, O; N Oy es un orden en F pues (O; N Oy) € O C Oy
también, |Or/O; N Oy = |Op/O4] - |01/O1 N O] < o0, con |Op/O;] < oo yaque Oy
es un orden en F'. Por tanto, por el teorema 2.6, O; N O es un orden en F'.

Ahora veremos que f1f, es el conductor de O; N Os. Para ello, probaremos que ff, es
el ideal de O mas grande contenido en O N Os.

Claramente f;fo = f; N f2 pues med(fy, f2) = 1. Entonces f1f = fi N2 € (Z + (f1 N
§2)) C ((Z+f1)N(Z+72)), como §; es el conductor de O;, tenemos Z+f; C O, pues Z+;
es el orden més chico que contiene a f;, con i = 1, 2. De lo anterior, ((Z+f,) N (Z+f2)) C
(Ol N Og) ASf, flfg Q 01 N OQ.

Supongamos que § es el conductor de O; NO,. Entonces f C O1 MO, de donde f C O,
y f € Oy, porel lema 2.15 (ii), f C §1 y f C fo, es decir, f C f; N fo = f1f2. Por otro lado
f1f2 es unideal de Op y fi1f2 € O N Oy, por el lema 2.15 (i), f1f2 C .

Por lo tanto, f = f;f» es el conductor de O; N Os. O

Lema 3.2. Sea f = fify con med(f1,f2) = 1y supongamos que fy,§, son ideales no cero

de O tales que 51 C §i, 12 C fo v f = Ry Entonces 6(F/H) = §1/fu x fo/far donde
Y : Op/f — Op/f1 X Or/fy es el isomorfismo dado por el teorema chino del residuo.

DEMOSTRACION. Seal + f € f//§ un elemento cualquiera, con [ € §. Dado que f' = §}f5,
tenemos [ =[]y conly € f) y ls € 5.
Aplicamos v al elemento [ + f.
V(I +§) = (+F1+T)
= (Ll +f1, lily + F2),
65
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como f; y f, son ideales, [ € f| y 1 € 5. Asi, ¥(f /) C 1 /f1 X 15 /2.

Ahora sea (I; + fi,lo + f2) € f1/f1 X fo/f2, queremos ver que existe o € § tal que
Y(a+§) = (L +fi, 2 + fa).

Tenemos ¢(a+f) = (a+f1, @+ f2) y necesitamos (o + f1, a +f2) = (I1 + f1, l2 + f2),
esdecir,a+f; = l1+f1ya+fs = lo+fo,dedonde a—1; = By ya—Ily = fPacon 5 € f1y
Po € fo,delo anterior « = Iy + 31 = lo+ P € fiNfy = f. Asip(a+§) = (I1 +f1, la +fa),
es decir f; /f1 x f3/f2 € w(F/f): 0

Corolario 3.3. Sea f = 12 con med(fy,§2) = 1 tal que § C §, donde ' es un ideal de
Op. Entonces existen f,,f, ideales no cero de Oy tales que §1 C f}, fa C 5, f/ = fifs ¥

O /F) = fi/f X Fo/Fe

DEMOSTRACION. Sean f{ = f + f; y fj = f' + f2, los cuales claramente son ideales de
Oryfi S f2 € o
Veremos que §f = fif,. Como § C | y f/ C f,, se tiene f/ C §; N, = §;f5. Ademas,

fify = (F +F0)(F + f2) = §F +FF1 + 2 + Ff2 S .

Finalmente, ¢ (' /f) = }/f1 X f4/f2, se cumple por el lema anterior. O

Proposicion 3.4. Sean f1, f, ideales no cero de O cuyas normas son primas relativas, es
decir mcd(N (1), N(f2)) = 1y ponemos f = f1f2. Entonces:

(i) Existe algiin orden O en F' con conductor § si y solo si existen ordenes O1 'y Oo
con conductores |1 y , respectivamente.

(i1) Supongamos que f1 y 2 son ideales conductores y sean ny,ny € N el niimero de
ordenes diferentes en F' con conductores f1 y {2 respectivamente. Entonces existen
niny ordenes en I' con conductor §.

DEMOSTRACION. (i) Para cada i = 1,2, sean ¢; € Op/f los idempotentes ortogonales

con Y(e1) = (14 f1,f2) y ¢¥(e2) = (f1,1 + f2). Como med(N(f1), N(f2)) = 1, existen
uy, us € Ztales que 1 = uy N(f1) + ua N (f2), de donde

ei=1—u;N(f;) +f€(Z+7)/f @)
Usando el lema 1.60,

Yler) = (1 —wN(f1) +)
(L= wN(f1) + 1,1 — s N(f1) + f2)
= (1 + (muaN (1)) + 1, uaN(f2) + f2)
= (1+f1,f2)-
Anélogamente 1)(e2) = (f1, 1 + f2), es decir, e; y es estan bien definidos.
Ahora supongamos que O es un orden en F' con conductor f, por el lema 2.15 (iii),
A = O/f es un subanillo de O /f que contiene a (Z + f)/f y, por (7), e1,e2 € O/F.

Notemos que ¢(A) = (e A) + (e A), esto sucede pues sil +f € Aconl € O es
cualquier elemento, se tiene

YU +T) =+ i, L+ F2)
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ler(l +1) + (el +9) = (el +7) + (el +7)
= (61[ + fl, €1l + f2) + (62[ + fl, €Ql + f2)
= (4T 52) + (i, L+ F2)
= (l+flvl+f2)'

Veremos que ¢(e1A) + (eaA) = O1/f1 X Oy /fa, con O = O 4+ 1y Oy = O + fo.
Para | + f € A, tenemos (e (I + f)) + P(ea(l + 1)) = (I + 1,0 + f2) € O/f1 x O/f2 C
O1/f1 x Oz/fa, es decir ¢p(e14) + ¢p(e24) € O1/f1 x Oz/fs.

Sea (mq + f1,ma + fa) € O1/f1 x Oz/f2, veremos que existe [ € O tal que ¢ (eq (I +
)+ (ea(l+5)) = (my+F1, ma+fo). Necesitamos que (I+f1, 1 +f2) = (my+F1, ma+Ta),
lo anterior se cumple siy s6losim; +f; =1+ y mo+f2 = [+ f2, de donde my — [ € f;
y mo — 1 € fo, luegomy — 1 = Py con By € f1 ymy — 1 = 55 con By € fa, lo que implica
[ = my — 1 = mg — 5. Entonces, ¥ (e1 (I + ) + ¥(ea(l + §)) = (mq + 1, m2 + f2), es
decir, O1/f1 x Oq/f2 C (e1A) 4+ P(e2A). Asi, Y(O/f) = O1/f1 x Og/f2 con O1 'y O
ordenes en F'.

Probaremos que §; es el conductor de O;.

Supongamos que h; y ho son conductores de O; y O, respectivamente, notemos que
f1 € O1yf2 € Oy, porellema2.15 (ii), f1 C hyy fo C ho. Por otro lado, hy + hy = Op
pues f; + fo = Op y por el lema 3.1, h1hy = §, de donde hyhs = f1f2 y por la factorizacién
unicaen Op, hy =1y hy = fo.

Inversamente, si O; y O, son 6rdenes en F' con conductores f; y f» respectivamente,
por el lema 3.1, existe un orden O = O; N O, con conductor | = f;fs.

(if) Como ¢ (O/f) = Oy /f1 x O2/fa, existe una biyeccion entre 6rdenes con conductor
f y parejas de ordenes con conductores f; y f, respectivamente. Por lo tanto, si f; tiene 1
ordenes distintos y fo tiene no Ordenes distintos, por el lema 3.1, § tendrd nyny 6rdenes
distintos. O

Teorema 3.5 (Furtwingler parte 1). Sea § un ideal no cero de Op con §f = fifa-+fm
la factorizacion tal que N (f;) = pf"', donde k; € Ny p1,...,pn son primos racionales
distintos dos a dos. Entonces, existe un orden O en F con conductor § si y solo si para
todo 1 < i < m existen drdenes O; en F' con conductores f;.

Mads auin, sin; € N es el niimero de ordenes diferentes en F' con conductor {;, entonces
existen exactamente nins - - - ., ordenes distintos en I' con conductor §.

DEMOSTRACION. La demostracion se hara por induccién sobre m. La base de induccién
se cumple por la proposicion 3.4.

Supongamos que el resultado se cumple hasta m. Veremos que también es vélido pa-
ra para m + 1. Sea f = fifa- - - finfms1, con med(f;,f;) = 1 para i # j. Claramente
f = hfme1,conh = f1fy - - - fm, por el lema 1.62, tenemos fifs - - - frry +fma1 = O, es decir,
mcd(h, 1) = 1. Ahora, si existe un orden O en F' con conductor f, por la proposicion 3.4
(1), existen 6rdenes O, y O, en F' con conductores h y f,,.1 respectivamente. Por hipdtesis

de induccion existen 6rdenes O}, 05, ..., O, con conductores fi,fs,...,f, respectiva-
mente y asi existen 6rdenes O}, O, ..., O, , O, con conductores fi, fo, . . ., fm, Fmr1-
Ahora supongamos que existen 6rdenes Oy, O, ..., O,,, O,,+1 en F con conductores

f1,§2, - -+, fm, fme1 respectivamente. Por hipétesis de induccion, O’ = O, N O, N---NO,,
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es un orden en F' con conductor h y por el lema 3.1, O’ N O,, ;1 es un orden en F' con
conductor f.

Si n; es el nimero de 6rdenes distintos en £’ con conductor §; paracada 1l <7 < m+1,
entonces por hipdtesis de induccidn existen exactamente n = ninsy - - - n,, érdenes distintos
con conductor A y, usando la proposicién 3.4 (ii), existen exactamente nn,,,; Ordenes
distintos con conductor f. U

Lema 3.6. Sea p un primo racional, tal que (p) = pOr = P{'Py? - - Py?, con P; un ideal
primo con N(P;) = p'i, para cada i. Entonces, sii € {1,2,...,9} y k € N, tenemos lo
siguiente:

(1) El entero mds chico c € N con p° € Pf, estd dado por c = [f} 2

k
(i) Sea ¢ = {——‘ Entonces (Z + PF)/PF consiste de exactamente p° elementos dis-
tintos de Or | PF.
(iii) Sik =1 (méd e;), entonces P~/ PF contiene exactamente p elementos de (7. +
P/
Sik #1 (méd e;), entonces PF~' ) PF contiene sélo un elemento de (7.+ PF) | PF.

DEMOSTRACION. (i) Dado que los P; se encuentran por encima de p, tenemos PF N 7Z =
p°Z para algtin ¢ € Ny en particular p¢ =min(P* N N). Esto significa que p° es la minima
potencia de p con PF|{p°), es decir p° es la minima potencia de p que hace que (p¢) C PF.
Como (p¢) = P P5® -+ Py, se tiene Py --- P ... Py = PFI, con I un ideal no

. . k
cero de Op, por tanto c es el entero mas chico con k < ce;, es decir ¢ = [— .
€;

k
(i) Sea c = {——‘ . Demostraremos que (Z+PF)/PF = {PF, 1+ PF, ..., (p°—1)+PF}.

Primero veremos que las anteriores son todas la clases. Si d + PF € (Z + PF)/PF,
entoncesd = a+bcona € Zyb € PF,esdecird + PF = (a+b) + PF = a+ PF. Por
el algoritmo de la divisién en Z, tenemos a = p°t + r,con 0 < r < p°. Asi, d + Pf =
(p°t + 1) + PF y dado que p¢ € PF, se sigue d + PF = r + PF, con 0 < r < p°. Por lo
tanto, PF, 1+ PF ..., (p® — 1) + PF son todas las clases.

Ahora probaremos que son clases distintas.

Sean v + P+ PF e {PF,1+PF....(p° =1)+ Pflcon0 < a< f<py
supongamos que o+ PF = 3+ PF, entonces a — 3 € PF,de donde « — 3 = 0 (méd PF),
lo que implica @« — f = 0 (méd P;), luego f — a € P,y como 3 — a € Z, tenemos
b—a€ePNZ=pZy0<pf—a<p’,asia=2_,.

(iii) Supongamos que £ = 1 (mdéd e;). Entonces existe m € Z tal que k = 1 + me;.
Luegom + 1 = [g-‘ y, por la parte (ii),

(3

(Z+ PF)/PF={Pf,1+Pf, ... (0" = 1)+ Pf}.

Recordemos que [q] es el entero mds chico, mayor o igual que g, para g € R.
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Dado que m = [ —‘ , por la parte (1), se cumple p™ :ml’n(Pf_1 N N), es decir p™ es

la minima potencia de p tal que p™ € PF~!. Por tanto, P!/ P} contiene exactamente p
elementos de (Z + PF)/ P} los cuales son { PF,p™ + PF.2p™ + PF, ... (p—1)p™ + PF}.

k—1 k
Supongamos que k£ # 1 (méd ¢;). Entonces [ w = [—w = ngy € N, usando un

€; €;
argumento similar, P*~'/PF contiene exactamente un elemento de (Z + PF)/P¥, el cual
es PF. O

Lema 3.7. P} es el conductor del orden 7.+ PF si'y sélo si P}~'/PF ¢ (Z + PF)/PF.

DEMOSTRACION. Supongamos que PP es el conductor del orden Z + PF, dado que
Pt ¢ PF, porel lema 2.15 (i), P"* ¢ Z + Py. Por tanto, P/~'/P¥F ¢ (Z + PF)/PF.
Ahora supongamos que P! /PF ¢ (Z + PF)/PF (es decir, PF' ¢ Z + PF)yseah

el conductor de Z + PF.

Notemos que PZ-’f - PZ-’“_1 Cc ... C Pf C P, son los unicos ideales que contienen a
PF. Como PF C Z + PF, por el lema 2.15 (i), P¥ C h pero PF~' ¢ h. Por lo tanto,
PF =h. O

Proposicion 3.8. Sea p un primo racional tal que (p) = P{* Py? - - - Py° es su factorizacion
en Or, con P; un ideal primo tal que N (P;) = p’i para cadai. Sii € {1,...,g} yk €N,
entonces PF es un ideal conductor siy solo si se da una de las siguientes dos afirmaciones:

i) fi > 2.
(i) fi=1lyk#1 (méd e;).

DEMOSTRACION. Supongamos que PF es un ideal conductor y f; = 1. Veremos que
k#1 (méd e;).

Como PF es el conductor del orden Z + P, por el lema 3.7, PF~' /PF ¢ (Z+ PF)/PF
y sabemos que P/'/PF consiste de N(P;) = p/ elementos. Como f; = 1, entonces
P}~!/ Pk consiste de p elementos y, ademds, P!/ PF ¢ (Z+ PF)/PF, es decir, PF '/ PF
no consiste de p elementos de (Z + PF)/PF. Por el lema 3.6 (iii), k # 1 (méd e;).

Ahorasi f; = 1y k # 1 (mdd e;). Por el lema 3.6 (iii), P/'/PF ¢ (Z + PF)/PFy
por el lema 3.7, P¥ es el conductor del orden Z+ PF. Por lo tanto, PF es un ideal conductor.

Si f; > 2,y dado que |P}~'/PF| = p/i, por lema 3.6 (iii), P/ /PF ¢ (Z + PF)/PF
(en este caso no tiene relevancia si k = 1 (mdéd e;) 6si k £ 1 (méd e;)), por el lema 3.7,
PF es el conductor del orden Z + PF. Por lo tanto, P* es un ideal conductor. U

Lema 3.9. Sean = PP} ... P; ? donde los P; son ideales primos distintos y O = Z+f.
Entonces f es conductor del orden O si'y sélo si para todo i € {1,2,...,g} conk; > 1 se
cumple que §; € O, donde f; = {P;".

DEMOSTRACION. Supongamos que f es el conductor de O y f; C O para algin i €
{1,...,g}. Por el lema 2.15 (ii), f; C f y notemos que f C f;, entonces f = f; = P, !, lo
que implica P, = Op, lo cual es una contradiccion.
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Supongamos que para todo 1 < i < g, f; € Oy sea h el conductor de O. Por el lema
2.15(ii), f C hy f; € h. Notemos que por definicion, f; es el ideal mas chico que contiene
a f, por tanto h = f. U

Lema 3.10. Sean f = P/"Py> - .. ngg, fi = §P' con los P; ideales primos distintos y
Y Op/f — Op/PM x - x OF/Pfg el isomorfismo de anillos dado por el teorema
chino del residuo, con k; > 1. Entonces,

V(fi/f) = {PP} x - x {PET} x PFTY PR x {PE} x o x { P}

DEMOSTRACION.
Lo anterior se cumple ya que:
V(fi/f) = fi/PlklX"'Xfi/Pi]ﬁIIXfi/})ikixfi/Pilz-{lX"'Xfi/P;:g

como fjQPfjparaje{1,2,...,i—1,z’+1,...,g},
= (PR (B x PR BR s (PR - x (B,
U

Proposicion 3.11. Sean O = Z + f con f = P*Py> ... P;g donde los P; son ideales
distintos con N(P;) = pi para cada i € {1,2,...,9}, k; € Ny f; = {P". Entonces
fi COsiysolosi f; =1, k; =1 (méd e;) y para todo j € {1,2,... g} con j # 1,

Fﬂ k= 1
tenemos | — | < .

€; €;

DEMOSTRACION. Supongamos que f; C O, luego §;/f € O/fy ¥(§;/f) C ¥(O/f). Por

el lema 3.10, P~ /P C (Z + PF)/PF pues /(O/f) = (Z + P)/Pf* x -« x (Z +

PFY /PR x ... x (Z+ P}*)/P). Entonces P¥~ C Z + P, luego P no es un ideal

conductor. Por la proposicion 3.8, f; = 1y k; =1 (méd ¢;).

€;
PR PN ={Pf pm + PN, (p— 1Dp™ + P}

m+1

Seam = € Z. De la prueba del lema 3.6 (iii), tenemos

y notemos que p es la minima potencia de p tal que p™ ! € Piki. Usando el lema 3.10,
k

existe algin a € Z de tal forma que a + f € f;/fy ¥(a +§) = (P,...,P7" p™ +

ki pkit1 kg
Pk pl PR,
m+1

Dado que p es la minima potencia de p tal que p™*! € Pf, tenemos a = p™
(méd p™ ). Asi, a = p™ag, conag = 1+ pt € Z ,t € Z'y p 1 ag. De lo anterior, para
todo 0 < j < g, con j # i, se cumple a = p"ag € Pfj, lo que implica (p™ay) C Pfj

y Pf'" | (p™){ap). Como p t ag se tiene que (ag) y Pf'j son primos relativos y, por tanto,

kj

(p"™y C P;7, es decir p™ € P;”. Como [—w es el entero mas chico tal que p[ J € P,

€
. k; k;—1
setiene | — | < m = .
€; €;
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Inversamente, supongamos que f; = 1, k; =1 (méd e;) y paratodo j € {1,2,...,¢g}
ki —1
<

o k;
con j # i, tenemos [—]—‘ <
€j

. Como k; = 1 (méd e;), tenemos m = %=L

, con
€;
kj

m € Z, luego, | —| < m.
€j
Veremos que ¢({vp™ +§: 0 < v < p}) = (fi/f). Sea vop™ + § cualquier elemento
de {vp™ +§:0 < v < p}, entonces

Yrop™ +§) = (p™ + PP vep™ + PR wop™ + PR wp™ + P wp™ + Pl
— (Pll€17“'7})ikzilvl/0pm_’_Pfiki"P'i}:iTl"“,P:g)?

k.

dado que [e—]-‘ < muparaj # i. Asi, p({rp" +f: 0 < v < p}) = {PF} x - x
J

{PET} > PR PR (PR - x {Py"} y, por el lema 3.10,

V({rp™ +§:0 < v <p}) =¢(F/)

Como {vp™ +f:0 < v <p} C(Z+T)/f € O/f ¥(fi/f) € ¥ (O/f). Por lo tanto,
fi € O. O

Teorema 3.12 (Furtwingler parte 2). Sea p un primo racional que se factoriza en O como
poF = Plel .. .PgeQ’

donde los Py, ..., P, son ideales primos distintos dos a dos, cuya norma es N(P;) = pli,
vei, fi,g € N.Sea 0 < k; € Z y ponemos
f:plkl...pgkg_

Entonces | es el conductor de algiin orden en F' si'y solo si para cada 1 < i < g con
k; > 1tenemos: si f; = 1y k; = 1 (mdd e;), entonces existe algiin j € {1,...,g}\ {i}
ki —1

€;

con kj > €;j.
DEMOSTRACION. Supongamos que f es conductor de algin orden O en F, por el lema
3.9, f; € O, donde §; = §P;*. Tomando la negacién de la proposicién 3.11, en el caso en
k; ki —1
que fi = 1y k; =1 (mdd e;), existe algin j € {1,...,g} \ {¢} con [—j—‘ >
€
ki —1

€;
Ahora supongamos que paracadal < i < gconk; > 1tenemos:si f; =1y k; =1

, €S

decir, k; > €;j.

(méd e;), entonces existe algin j € {1,...,¢g}\{i} conk; > e;. Por la proposicién
6 .

3.11,§; € Oyporel lema 3.9, § es el conductor del orden O = 7 + fen F. O

Con el teorema de Furtwiéngler podemos ver si un ideal del anillo de enteros es 0 no un
ideal conductor, procediendo de la siguiente manera:
Sea [ un ideal de Op.
k

(i) Factorizamos a I como I = PF'Py2 ... P)? con P, ..., P, ideales primos distin-
tos.
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(i) Agrupamos los factores por bloques, de tal manera que cada bloque este sobre un
mismo primo racional, digamos que:

I = (PfIPQkQ"-Rkl)(P/fﬁl~--Pf{")--~(PfT---ngg),

con (p1) = P{'P5? -+ P (pa) = Pt -+ Pam ... (py) = P -+ P
(i11) Finalmente con el teorema de Furtwingler parte 1, I es un ideal conductor si y s6lo
si cada cada bloque es un ideal conductor. Y para saber si cada bloque es un ideal

conductor, usamos el teorema de Furtwiéngler parte 2.

3.2. Caracterizacion de los ideales conductor en un campo
de nimeros cuadratico

Sea F' un campo de nimeros cuadratico. Por el teorema 3.5, es suficiente concentrarnos
en ideales f de O cuya norma es potencia de algin primo racional p.

La caracterizacion de estos ideales f depende de cémo el ideal principal (p) se factoriza
en Op, para lo cual tenemos tres posibilidades. Después utilizaremos la proposicioén 3.8 y
el teorema 3.12 para encontrar todos los ideales conductores en cada caso.

Caso 1: p es inerte, es decir (p) = P; (e; = 1y f; = 2) con P, un ideal primo.

Sea | = P¥_ con k; € N. Como fi > 2, por la proposicién 3.8, f = Pl]€1 es un
conductor para todo k; € N.

Caso 2: p es totalmente ramificado, es decir (p) = P? (e; = 2y fi = 1) con p; un
ideal primo.

Sea f = Plkl,con k1 € N. Por la proposicién 3.8, § es un conductor si y sélo si ky # 1
(méd 2), es decir § es conductor si y s6lo si k; = 2d, con d € N.

Asi, f = P24 es un conductor para d € N.

Caso 3: p se descompone totalmente, es decir (p) = PPy (e1 = fi=1yey = fo =1)
con P, y P, ideales primos.

Sea f = P/ PJ?, con ki, ky € N. Usaremos el teorema 3.12 para ver las condiciones
que deben cumplir k; y ko para que f sea un conductor.

- Condiciones para k:
Comoe; =1y f; =1, tenemos k; = 1 (mdd e;) siempre sucede. Por el teorema
ki —

3.12, necesitamos que ky > es = k1 — 1, lo que implica ky > k;.

€1
- Condiciones para ko:

Como ey =1y fo =1, entonces ks = 1 (mdd ey) siempre sucede, por el teorema
ko — 1
€2
Por nuestras condiciones anteriores necesitamos k1 = ko. Por lo tanto, § es conductor si y
s6lo si f = (P, P)* para k; € N.
Lo anterior lo resumimos en la siguiente tabla.

3.12, queremos k; > e; = ky — 1, lo que implica ky > ko.

Descomposicion de p Conductor
(p) = pOr f=(),teN
(p) = P? f=P¥teN
<p>:P1P2 f:<P1P2)t,tEN
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Usando las proposiciones 1.69 y 1.70 tenemos las siguientes tablas, para ideales en
F = Q(+/d), con d un entero libre de cuadrados.

Descomposicién de p # 2 Conductor
{p) = pOr f={®,teN
(p) = (p, Vd)? f=(p,Vd)* t €N
(p) = (p,a+Vd)(p,a—Vd) | §= (p,a+ Vd){p,a—Vd)',t €N
Descomposicion de 2 Conductor
(2) =20F f=('"teN
(2) = (2,14 Vd)? f=(2,1+Vd)* teN

- o e
2 2 2 2

Ejemplo 3.13. Sea F' = Q(i), con Op = Z + Zi. Veremos si el ideal
I = (13,3 —2i)?(3)%(5,1 — 20)*(13,3 + 20)%(5, 1 + 23)®

es un ideal conductor.
Agrupamos los factores por bloques.

I=(3)*({5,1+2:)3(5,1 — 2i)*)((13, 3 — 2i)*(13, 3 + 2i)?),

con (3) ideal primo, (5) = (5,1 + 2i)(5,1 — 2i) y (13) = (13,3 — 24)(13, 3 + 2i).

Finalmente, por el teorema de Furtwiingler parte 2, (3)%, ((5,1 + 2i)3(5,1 — 2i)3)
y ((13,3 — 20)%(13,3 + 2i)?) son ideales conductor. Por lo tanto, por el teorema de
Furtwdingler parte 1, I es un ideal conductor.

3.3. Caracterizacion de los ideales conductor en un campo
de nimeros cubico

Sea F' un campo de nimeros cubico. De manera andloga a la seccién anterior veremos
cudles son los ideales conductores para este caso.
Caso 1: p es inerte, es decir (p) = P; (e; = 1, f1 = 3) con P un ideal primo .
Sea f = Pfl, con k; € N. Como f; > 2, por la proposicién 3.8, | = Pll€1 es un
conductor para todo k; € N.
Caso 2: p se descompone totalmente, es decir (p) = P PoPy (e = €3 = e3 =1y
fi=fo=fs=1)con P, P,y P;ideales primos.
Sea | = Pfl P2’“2P3'“3, con ki, ko, k3 € Ny supongamos que k; < ky < ks.
Ahora veamos qué condiciones deben cumplir k1, ko y k3 para que f sea conductor.
- Condiciones para k;:
Como f; = 1ye; =1, tenemos k; = 1 (mdd e;) siempre sucede. Por el teorema
ky —

3.12, necesitamos algin j € {2, 3} tal que k; > e; = k1 —1,1o que implica
k; > ki es decir, necesitamos que ky > k1 6 k3 > k.

Por nuestra suposicidn, no necesitamos restricciones para k;.
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- Condiciones para ks:
Como ey = 1y fo = 1, se tiene, igual que para ky, ks = 1 (méd ey). De la misma
forma, necesitamos algin j € {1,3} tal que k; > ky — 1, lo que implica k; > k
0 k3 > ko, por lo que tampoco necesitamos restricciones para k.

- Condiciones para ks:

Para este caso, de forma andloga a los dos anteriores, necesitamos que k; > ks
0 ko > ks.

Asi, tenemos s6lo dos posibilidades: k1 = ky = k3 6 ki < ko = k3.

Por lo tanto, todos los posibles ideales conductores son de la forma f = (P, P, Ps)*
para k; € N6 f= P (PyPs)" paraky € No, ky € Ny ky < k.

Caso 3: p es totalmente ramificado, es decir (p) = P} (e; = 3y f; = 1) con P un
ideal primo.

Sea f = P, con k; € N, entonces por la proposicién 3.8, f es conductor si y s6lo si
ki # 1 (méd 3) siy sélo si ky = 3d 6 k; = 3d + 2. Por lo tanto, los posibles ideales
conductores son de la forma § = P3¢, cond € N6 § = P}¢PZ, con d € N,.

Caso4: (p) = PPy (e1 =1, fo=1yey =1, fo = 2) con P, y P, ideales primos.

Sea f = Plk1 le”, con ki, ks € N. Ahora veamos qué condiciones deben cumplir % y
ko para que § sea un conductor.

- Condiciones para k;:
Comoe; =1y f; = 1, entonces k; = 1 (mdd e;) siempre sucede. Por el teorema

— €9 = ]{31 — ]_, de donde ]{32 Z k?l.

3.12, necesitamos ko >
€1
- Condiciones para ks:

Dado que f; = 2, no hay restricciones para ks.

Por tanto, f = P{*Py? = (P,P,)" P¥>™"_ En este caso f es conductor si y sélo si § =
(PyPy)%P:, cond,l € Ny (d,1) # (0,0).
Caso5: (p) = PP} (e;=1,fi=1yey =2, f, =1)con P, y P, ideales primos.
Sea | = PfIPZkQ, con ky, ky € N. De nuevo, veamos qué condiciones deben cumplir £,
y ks para que § sea conductor.

- Condiciones para k;:
Comoe; =1y f; = 1, entonces ky = 1 (mdd e;) siempre sucede. Por el teorema

) ky —
3.12, necesitamos ko > !

1
ey = 2ky — 2, esto implica ky > 2k — 1.
€1
- Condiciones para ko:
Como e; =2y fo = 1, tenemos.

Siky =1 (mdéd 2) (es decir ky es un nimero impar), entonces por el teorema
. ko — 1 ko — 1
3.12, necesitamos que k; > el = 5
€2
Siky # 1 (méd 2) (es decir ko es un nimero par), entonces por la proposicion

3.8, no hay restricciones para k.

, lo que implica 2k, > k.

Si ko es impar, 2k; — 1 < ky < 2k, lo cual implica 2k, — 1 = ks es decir,

f=Phpi-t = pholpicip py = (PP IR P
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Si ky es par, entonces ko > 2k; — 1y si ponemos ky = 2k; 4+ 2m para algiin m € N,
tenemos que
f= PPy = PP = (PR P
Por lo tanto, los posibles ideales conductores son de la forma: f = (P, P})?P, P,, con
deNy6f=(PP2)?P2 cond,m € Nyy (d,m) # (0,0).
Dependiendo de la descomposicion del primo racional p en ideales primos de Op, te-
nemos la siguiente tabla.

Descomposicion de p Conductor
(p) = pOr f={@"deN
(p) = P12 Ps f= <P>d(Pin)l’ d,l € N, (d, 1) # (0,0)
(p) = PPy, N(P,) = p* f=(p)?Pj, d,1 € Ny, (d,1) # (0,0)
(p) = P? f= PP deNy6j=(p),deN
(p) = PP} f= ()PP, d €Ny 6f=(p)?'P, d,l €Ny, (d,1) # (0,0)

Ejemplo 3.14. Sea F = Q(v/2), con Op = Z + /2 + ZV/4. Veremos si el ideal
I = (5, 443V/24V/4)%(2, V/2)% (5, 243/2)° (11, 5473/2+/4)% (3, 1+3/2)° (1) (11, 44-3/2)®

es un ideal conductor.
Agrupamos los factores por bloques.

I = (3,14V/2)°((5, 443V 24+V/4)5(5, 2-43/2)%) ({11, 5+7V/2+V/4)5(11, 4+3/2)%) (2, V/2)3(7)*,

con (7) un ideal primo, (5) = (5,4 + 3v/2 + V/4)(5,2 + V/2), (2) = (2,V/2)%, (3) =
(3, 14+ v2)%y (11) = (11,5 + 7/2 + V4 (11,4 + v/2).2

Finalmente, por el teorema de Furtwdingler, I es un ideal conductor.

Ya sabemos que no todos los ideales del anillo de enteros son conductores de algtin
orden, a continuacién presentamos algunos ideales que no son conductores.

Ejemplo 3.15. Sea F = Q(i), por la proposicién 1.70, (2) = (1 +i)? en Op = Z + Zi
y por el teorema de Furtwdngler, algunos ideales de O que no son ideales conductores
son:

() L =1+ cont e N.
Gi) J = (3)2(5,1 + 20)2(5,1 — 20)3(13,3 + 20)3(13,3 — 2i)2.

También tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.16. Sea F' = Q(\d/ﬁ) con anillo de enteros Op = 7 + Z3/2 + Z/4. Como
(2) = (2, V/2)3, por el teorema de Furtwingler, los siguientes ideales no son conductores
de ningiin orden. I, = (2,/2)**" cont € N.

3La factorizacién de los ideales (2), (3), (5), (7) y (11) las obtuvimos con ayuda del teorema de Dede-
kind (ver [2] teorema 10.3.1 pag. 249).
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AT\ ' ACTA DE EXAMEN DE GRADO

Casa abierta al tiempo
UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA : 2 Ho. 00154
Matriculo: 2142800095

— N N

Ordenes en Campos de Numeros
y el Teorema de Furtwdngler . En la ciudad de México, se presentaron a las 14:00 horas
del dia 3 del mes de marzo del afo 2017 en la Unidad
Iztapalapa de la Universidad Auténoma Metropolitana, los
suscritos miembros del jurado:

DR. ROGELIO FERNANDEZ ALONSO GONZALEZ
DRA. MARTHA RZEDOWSKI CALDERON
DR. ALEJANDRO AGUILAR ZAVOINIK

Bajo la Presidencia del primero y con caricter de
N Secretario el ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacién aparece al margen, para la
obtencién del grado de:

MAESTRO EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

DE: JULIO PEREZ HERNANDEZ

y de acuerdo con el articulo 78 fraccién III del

Reglamento de Estudios Superiores de la Universidad

i {‘/} Auténoma Metropolitana, los miembros del jurado
_,ﬂ%/} = resolvieron:

JULIO PEREZ HERNANDEZ
L ALUMNO

/ APROBAR

Acto continuo, el presidente del jurado comunicod al
interesado el resultado de la evaluacidén y, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.
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