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Resumen

Esta tesis resume el trabajo realizado con potenciales efectivos sobre dos tipos de fluidos: el primero formado
por moléculas que contienen dipolo eléctrico y el segundo con moléculas modeladas por cuerpos convexos. Los
potenciales efectivos contienen un pardametro molecular extra, al de energia y al de distancia, que modifica el
perfil del potencial con respecto a uno de referencia. El método empleado para ambos casos fue, esencialmente,
trabajar con el promedio angular de las distintas configuraciones posibles entre dos moléculas y su posterior
representaciéon mediante un potencial efectivo simétricamente esférico; esto tltimo se realiza mediante el principio
de estados correspondientes. En el caso de moléculas convexas, el sistema efectivo representa adecuadamente
el segundo coeficiente virial hallado por la termodinamica clasica de cuerpos convexos. En el caso polar, el
potencial efectivo representa adecuadamente los primeros dos coeficientes viriales de un fluido teérico empleado
regularmente en sistemas polares. Se ha incluido en dicho potencial un efecto de frustracién energética entre

dipolos lo cual ha permitido construir una ecuaciéon de estado para este tipo de sistemas.
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Capitulo 1

Introduccion

En la fisica estadistica clasica a menudo se emplean modelos matemaéticos, teoéricos o empiricos, para obtener
las propiedades termodindmicas de un fluido. El modelado puede hacerse en una o varias etapas del proceso
de estudio y su complejidad dependera del sistema que se analice y del enfoque empleado para ello. Desde un
punto de vista fundamental, resultan importantes aquellos modelos que reproducen el potencial de interacciéon
entre las moléculas de un sistema, ya que de esta forma pueden emplearse las distintas herramientas de la
fisica estadistica. Algunos de estos modelos de potencial engloban, en expresiones matemaéticas sencillas, el
comportamiento termodinamico y la estructura de sustancias simples, en especial a densidades bajas; el potencial
Lennard-Jones es un buen ejemplo de ello. Desde entonces, una gran cantidad de ellos han sido construidos para
representar el comportamiento de diversos grupos de sustancias reales a bajas y altas densidades, y generalmente
se les denomina potenciales ‘“realistas” ya que se supone reproducen el comportamiento de dichas sustancias con
bastante exactitud.

Sin embargo, para la mayoria de los fluidos reales, el integrar en una sola expresiéon matemética todas las
distintas interacciones moleculares que lo caracterizan hace que los potenciales sean poco manipulables a nivel
teorico e incluso computacional. Si bien es cierto que en la actualidad las computadoras son lo suficientemente
potentes para enfrentarse a modelos de tal complejidad, la existencia de una funcién mucho maés sencilla que
reproduzca aproximadamente la termodinamica del sistema original (aunque sea en un conjunto de estados
especificos) implica una mejor comprension del mismo desde un punto de vista fisico. A estas nuevas funciones se
les conoce como “potenciales efectivos” por su propiedad de reproducir de manera aproximada las caracteristicas
esenciales de un potencial realista, e incluso las de una sustancia real.

El éxito de un potencial efectivo al reproducir las propiedades termodinamicas del sistema de interés, aunado
a su simplicidad y flexibilidad matematicas, dependera del ahorro tedrico y/o computacional empleados en
el proceso. Si su aplicacién puede extenderse a un conjunto amplio de estados termodinamicos, e incluso a
otros sistemas de similares caracteristicas, sus ventajas se incrementaran sustancialmente. A pesar de que
dicha efectividad esté limitada a una cantidad determinada de estados, su empleo atin es recomendable para
trabajos muy puntuales en los que el modelo efectivo es muy exacto 6 cuando se requieren resultados puramente
cualitativos.

Generalmente, se busca que un potencial efectivo contenga parametros vinculados con caracteristicas
moleculares del sistema analizado. En este contexto el potencial efectivo es un concepto altamente ligado al
principio de estados correspondientes a nivel molecular; ésto se debe a que dicho principio utiliza una funcién
“universal” que reproduce las interacciones moleculares de un conjunto de sistemas a los que cominmente se les
llama conformales.

En este trabajo se ha desarrollado el concepto de potencial efectivo y es aplicado a sistemas formados tanto
por moléculas polares como convexas; dicho estudio ha sido dirigido principalmente a estados diluidos, aunque

para el caso de sistemas polares se consideran incluso altas densidades. Todo se construye alrededor de un tipo
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de particulas que siguen el comportamiento dado por un potencial efectivo llamado ANC, y que ha sido aplicado
en los ultimos anos para calcular de manera muy precisa una variedad de propiedades de sustancias simples y
sus mezclas. La teoria que fundamenta esta funcion (llamada precisamente ANC) suele considerarse como una
extension al principio de estados correspondientes ya que lo generaliza para sistemas no conformales utilizando
un parametro extra llamado suavidad el cual controla la conformalidad entre dos potenciales. El potencial
ANC para fluidos reales contiene pardmetros de interaccion dependientes de las caracteristicas moleculares de
la sustancia de interés; la polarizabilidad, los momentos electrostéaticos y la elongacion de la moléculas serdn
algunas de las caracteristicas aqui presentes.

El orden de la presente tesis es el siguiente: en el capitulo [2] se tratan de forma breve aquellos temas que
recurrentemente aparecen en este trabajo. Se introduce el concepto de interaccion molecular y la manera en
la que comunmente se clasifican para su estudio. Posteriormente, se incluyen algunos modelos matematicos
simples, ya clasicos en el ambito de la fisica de fluidos, que representan las principales interacciones moleculares
empleadas en el presente estudio. En el mismo capitulo se presenta el principio de estados correspondientes y
su importancia en el estudio de fluidos diluidos conformales. En seguida se realiza una breve introduccion a la
teoria de potenciales efectivos y su extension para estudiar sistemas més complejos. Al final de este capitulo se
hace una pequena revision sobre como simular fluidos mediante la dindAmica molecular; se tocan los principales
aspectos para sistemas simples y para aquellos sistemas que incluyen interacciones del tipo polar.

El capitulo [3] se destina por completo a presentar los fundamentos basicos de la teoria ANC, asi como las
principales ventajas en su aplicacién a sistemas fluidos. Se pone atencién especial al concepto de “suavidad”
y su inclusion como un parametro molecular extra en la funcién potencial ANC. Ese parametro determina de
manera rigurosa que el sequndo coeficiente virial de cualquier sustancia ANC puede escribirse en términos del
respectivo coeficiente de un sistema de referencia; dicha funcionalidad es lineal y sencilla. Una demostracion de
dicha relaciéon, para el caso més general, ha sido obtenida como parte de este trabajo, aportando expresiones
analiticas para este coeficiente virial y todas ellas han sido empleadas en este trabajo. La vision ANC para el
tercer coeficiente virial, y su comportamiento en la zona liquida y otras propiedades termodinamicas ha rendido
excelentes resultados para distintos sistemas y ellos son comentados al final del capitulo.

En el capitulo [4] se presenta la investigacion realizada sobre los sistemas polares y polarizables, donde se
han construido potenciales efectivos que reproducen fluidos cuyas particulas son dipolos puntuales. El potencial
Stockmayer, junto con sus variantes, han sido empleados repetidamente en los tltimos anos por su excelente
capacidad para reproducir los efectos electrostéaticos a nivel gas y liquido de fluidos reales; dichas interacciones
son, a pesar de su simplicidad frente a otros modelos, dificiles de manejar en especial a densidades altas donde
la simulaciéon computacional es necesaria. En este capitulo se muestra como un potencial efectivo tipo LJ
funciona adecuadamente para los sistemas Stockmayer a bajas densidades y momentos dipolares pequenos;
para momentos dipolares mayores un potencial tipo ANC reproduce de manera efectiva a este tipo de sistemas,
inclusive al polarizable. En particular, los primeros coeficientes viriales de este tipo de sistemas teodricos son
conocidos de manera analitica y esta informacion ha servido para verificar la eficacia de la propuesta efectiva.

En este mismo capitulo se extienden los resultados obtenidos en la fase gaseosa para densidades mayores; en
especifico, se trabaja con el tercer coeficiente virial y el equilibrio liquido-vapor. Esto se logra de forma efectiva
al introducir un efecto de “frustracion energética” generado por la presencia de un dipolo mientras interactian
otros dos de ellos. Este factor permite que el tercer coeficiente virial presente el comportamiento adecuado
con respecto a la temperatura, ademéas de servir como medio (empleando resultados tedricos y simulados de
otros autores) para construir una ecuacién de estado para temperaturas subcriticas y momentos dipolares
reducidos de intensidad media. Posteriormente, se construyen las curvas ortobaricas respectivas, se identifican
los parametros criticos y se muestra la compatibilidad de dicha ecuacién, al incluir la polarizabilidad, con
resultados de simulacion de otras investigaciones.

Los resultados que surgen del estudio de potenciales efectivos (especialmente en fases densas para

sistemas dipolares) son respaldados con datos obtenidos via la simulacion molecular. Se han realizado algunas



simulaciones de sistemas electrostéticos y los resultados son comparados con la simulacién simple de sistemas
efectivos en las secciones finales de este capitulo. La parte final del capitulo se dedica a las conclusiones de este
tema y cuyos resultados han sido reportados en un articulo cientifico de una revista de alto impacto y prestigio.
Este articulo se anexa como complemento al final de la tesis.

La investigacion orientada a sistemas en fase diluida formados por cuerpos convexos son contemplados en el
capitulo |5] Los conceptos basicos de la teoria de cuerpos convexos y una breve introduccion a la termodinédmica
de este tipo de sistemas ha sido revisada a lo largo de la tesis. En esta parte del trabajo toda esa teoria es
revisada desde el marco ANC con parametros moleculares escritos en términos de las medidas fundamentales
del cuerpo convexo utilizado. Primero se estudian moléculas convexas que interaccionan mediante un potencial
de pozo cuadrado convexo, obteniéndose con ello los volumenes de colision, propios de la teoria ANC, asi como
el segundo coeficiente virial del fluido en funcion de la elongacion efectiva de la molécula.

La segunda parte de este capitulo se concentra en la generalizacién de los conceptos anteriores y en la
construccién de un potencial continuo entre moléculas convexas. El potencial esférico generado se supone con
caracteristicas similares a la de un potencial tipo Kihara por lo que las definiciones de los volimenes ANC de
colisién tienen una dependencia tnica con la distancia internodular. La soluciéon analitica de estos volimenes
es similar a la que caracteriza a la teoria ANC permitiendo identificar de forma exacta las suavidades repulsiva
y atractiva en términos de las medidas fundamentales del cuerpo convexo empleado para ello. La aplicacion
de estas relaciones para algunos cuerpos en particular, como los esferocilindros y los elipsoides, sirve de base
para relacionar la elongacion efectiva de una molécula modelo con moléculas cuasilineales reales tales como los
alcanos y perfluoroalcanos, cuyos parametros ANC ya son conocidos. El capitulo finaliza con la presentacion
de las principales observaciones y conclusiones que se obtienen utilizando un potencial efectivo para estas dos
familias de sustancias reales.

Una recapitulacion final del trabajo se hace en el capitulo [6] En él se presentan las conclusiones mas
importantes de la investigacion, y a partir de un anélisis breve de ellas se plantean nuevas interrogantes y

perspectivas a corto y largo plazo con respecto a los temas aqui abordados.
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Capitulo 2

Elementos mecanico-estadisticos

2.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan los principales aspectos mecanico-estadisticos que aqui se usan continuamente.
Se inicia con una breve resena acerca de la naturaleza de un fluido real simple y el posible estudio de su estado
termodindmico mediante el uso de una ecuacion de estado. Desde un marco teédrico dicha ecuacién requiere
informacién que indique cémo interactian las moléculas que componen a ese fluido y también, en gran medida,
de una expresién matemética que englobe toda esa informacion de forma conveniente. En la seccion 2.2 se
introduce el concepto de interaccion molecular y se presenta una forma habitual de clasificar las interacciones
en términos del alcance energético. Esta caracterizacion puede condensarse en modelos sencillos los cuales son
ampliamente conocidos en el estudio de liquidos y en esta parte se presentan algunos de ellos. Estos modelos
intermoleculares permiten generar la termodinamica de un sistema mediante la teoria del desarrollo del virial
por lo que la seccién |2.3|resume las principales caracteristicas de la ecuacién de estado surgida de este desarrollo
escrita en términos de los llamados coeficientes viriales; nos enfocamos principalmente en los dos primeros
coeficientes debido a que el estudio de la fase gaseosa forma parte primordial en esta investigacion.

La representacion de la interacciéon molecular mediante un modelo matematico sencillo lleva a la nocién
de potencial efectivo y el fundamento tedrico que lo sustenta. Desde esta perspectiva se maneja el principio de
estados correspondientes en la seccion[2.4] tanto para sistemas simples como su generalizacion para sistemas mas
complejos, con el fin de manejar una funcién potencial inica que represente un conjunto de sustancias reales.
Este potencial que de manera “efectiva”’ reproduce la propiedad termodinamica de un conjunto de sustancias

reales es introducido en la seccién

2.2. Interacciéon molecular

2.2.1. Introduccion

Una ecuacidon de estado (EDE) es una relacion funcional entre las variables termodinamicas intensivas de
un sistema. Esta reduce los grados de libertad independientes necesarios para describir el estado de dicho
sistema [1-3]. En el caso de que el sistema sea una sustancia pura compresible, el estado puede definirse por
tres propiedades, dos de ellas independientes, y ligadas por la respectiva EDE. Por su facilidad de manejo se
emplean las propiedades de presion (P), volumen (V) y temperatura (T'). A partir de la EDE puede obtenerse
una variable partiendo de las otras dos, ademéas de propiedades que no pueden medirse directamente tal como
la energia y la entropia que dependen del sistema [4]. La EDE maés simple es la llamada “ideal” que esta dada
por

PV = NEkgT,
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donde ky es la constante de Boltzmann y N es el nimero de particulas que componen al sistema; al sistema
que cumple esta ecuacién recibe también el nombre de ideal. Desde un punto de vista molecular las particulas
que forman al sistema ideal no interactian entre si, aunque para muchas sustancias reales esta ecuacién puede
ser empleada de forma aproximada. Estos casos se dan para densidades lo suficientemente bajas en los que
un namero pequeno de las moléculas que la componen interactian simultaneamente sin verse afectadas por
el resto de las otras. Resulta claro que a medida que aumenta la densidad del sistema las interacciones reales
entre sus moléculas cobran mayor relevancia por lo que la EDE ideal deja rapidamente de representar su estado
termodinamico.

Una manera usual de medir cuanto se desvia el comportamiento de un sistema real (en un estado dado) con

respecto al ideal es mediante el factor de compresibilidad

PV

= WBT; (2.1)

dicho factor tomara el valor de la unidad para un gas ideal tedrico y en el caso de gases reales muy diluidos, la
EDE ideal es ocupada con gran exactitud. Ademaés, la experiencia muestra que cualquier gas real para el cual
la presion (6 la temperatura) tiende a cero también tiende a cumplir un comportamiento ideal [3-5].

El comportamiento fisico de un fluido en términos del estado del sistema puede entenderse con la ayuda
de un diagrama P-V-T. La figura 2.1 muestra un ejemplo tipico de las isotermas de un fluido en funcion de
las propiedades termodindmicas restantes. Las isotermas hiperboélicas equilateras son caracteristicas de un gas
ideal, de tal forma que cuando la temperatura disminuye la hipérbola comienza a descomponerse indicando un
alejamiento de la idealidad del gas que se estudia.

Aquella isoterma caracterizada por un punto de inflexién con pendiente horizontal es muy importante en el
estudio de un fluido; al estado que identifica a dicho punto y a dicha isoterma se les conoce comos criticos y a
las cantidades P., V. y T, se denominan constantes criticas [3,6]. Al realizar la compresion de dicho gas a la
temperatura critica T, constante no aparece superficie de separacion de dos fasesE La isoterma critica separa
los estados de un fluido en los que la sustancia estara siempre en una fase de la de aquellos que pueden dividirse
en dos.

Por debajo de T puede lograrse la condensacion a la fase liquida. Para analizar dicho cambio puede tomarse
cualquier isoterma de la figura siguiendo el comportamiento real del gas a medida que éste se comprime.
Asi, cerca del estado I, y aumentando la presion del gas se cumple de forma aproximada la ley de gas ideal,
ec. . No obstante, comienzan a aparecer desviaciones de la ley cuando el volumen se ha reducido hasta
el estado II y cuando se llega al punto III, toda relacion con el gas ideal ha desaparecido. A partir de III,
aunque el volumen del sistema disminuye, la presiéon no aumenta. Es en esa zona donde comienza a aparecer
el liquido con una separacion visible entre fases y cuanto més disminuye el volumen mas liquido aparece. La
presion correspondiente a este intervalo de estados (linea horizontal ITI-IV-V) se le denomina presién de vapor del
liquido para la temperatura que define la isotermaﬂ Cuando se alcanza el estado VI la muestra es completamente
liquida y cualquier nueva reduccién de volumen requerirda una presiéon alta como se observa en la misma curva.
Analiticamente, tal comportamiento termodindmico de la sustancia real puede estudiarse de forma adecuada
mediante el uso de una EDE conveniente. La EDE permite estudiar zonas termodinémicas especificas tales como
la critica; por ejemplo, se tiene que la isoterma critica pasa a través de un punto de inflexion (el punto critico)
el cual indica que el cambio en la presion (cantidad obtenida via una EDE) con respecto al volumen cumple las

(#) s = =

LA una temperatura T > T, la sustancia consiste en una tinica fase (que por definiciéon es un gas) que ocupa el volumen completo

siguientes dos condiciones mateméticas [3]:

del recipiente que la contiene impidiendo la formacion de la fase liquida. Debido a que esta fase puede ser mucho mas densa de la

que regularmente se tiene para el gas se le da el nombre de fluido supercritico [3].
2Los términos vapor saturado y liquido saturado suelen utilizarse para referirse al gas y el liquido en equilibrio mutuo.
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Figura 2.1: Diagrama PVT tipico de un

fluido real. La region por debajo de la

linea punteada representa una zona de dos

fases en equilibrio e indica los limites de la
coexistencia. El punto critico (marcado con
un asterisco) se encuentra en el maximo de
esta curva. El bucle (de van der Waals) a
trazos muestra el comportamiento de algunas

EDE (entre ellas las cubicas) en la region de

dos fases.

9*pP
(W> o, 23)

es decir, para localizar el punto critico de una sustancia se debe utilizar una EDE adecuada a ella y se resuelven
y simultaneamente para encontrar las propiedades criticas correspondientes.

La condiciéon , indica que si en cierto espacio la densidad de particulas se modifica no surge una presion
que se contraponga a tal efecto lo que provoca que en el estado critico las fluctuaciones de la densidad se hagan
muy grandes [4], por lo que el indice de refraccion y absorcion del medio varfa intensamente de un punto a otro.
Por ello, la luz se disipa drasticamente y se dispersa en el medio lo que conduce al fenémeno conocido como
opalescencia critica; ademaés, las fluctuaciones criticas son independientes de la constitucién molecular, asi que
cerca de sus puntos criticos todos los fluidos tienen caracteristicas en comiin.

Existen muchas propuestas de EDE que varian en forma y en niimero de parametros, y su aplicacion estara
en funcion de la exactitud que se requiera y de la regiéon termodinamica en la cual se trabaje. Entre las EDE més
estudiadas se encuentran las que tienen sé6lo dos parametros; uno de ellos mide la cohesién entre las moléculas
y el otro es proporcional a su volumen, y suelen ser representadas por las letras a y b, respectivamente. La EDE
de este tipo més conocida es la de van der Waals

(P + ]\‘[/22“) (V = Nb) = Nk, T (2.4)

cuya forma permite ser reescrita como una ecuacion cibica con respecto al volumen (o la densidad) y con
soluciéon analitica: los pardmetros de la EDE para una sustancia en particular, pueden determinarse a partir
de las respectivas constantes criticas usando las condiciones (2.2 y l} A partir de la forma de esta EDE

3En realidad esta no es una caracteristica exclusiva de esta ecuacion. Cualquier EDE de 2 o 3 pardmetros con punto critico lo
permite.
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se han desprendido un gran niimero de VarianteSEI las cuales reproducen de manera méas o menos acertada el
comportamiento cualitativo de un gas real con una eleccién adecuada de sus pardmetros en una region limitada
del diagrama P-V-T.

Una visiéon con mayor fundamento teodrico en el estudio de un fluido implica conocer cémo interacttian
entre si las particulas que lo forman, incluyendo todas aquellas interacciones con el exterior. Tal caracterizacion
se puede lograr de forma completa al resolver la ecuacion de Schrédinger de tal sistema adoptando algunas
aproximaciones [8]. En general, el potencial de interaccion de todas las particulas del sistema que arroja tal
método puede ser escrito en términos de interacciones entre particulas de manera individual, por pares, triadas,

etc., lo que se representa formalmente comﬂ 9]

O(ry, -+, rn; Q) =Y Bi(ry) + > Do(riyry) + > Da(ri,rj,rp) + oo+ On(ry, 1) (2.5)
i i<j i<j<k
donde r; es la posicién de la i-ésima particula y la inclusion del simbolo 2 en el lado izquierdo de la
ecuacion significa que existe una dependencia orientacional implicita entre las particulas para cada una de
las contribuciones del lado derecholf]

Efectivamente, si se tuviera un conocimiento completo de cada uno de los términos de la ecuacién anterior
se obtendria una descripcién microscopica plena de la sustancia en estudio. Sin embargo, s6lo a un nivel
cuantico han sido obtenidos resultados cuantitativos para modelos simples e ideales lo que hace poco practica
su implementacion a nivel macroscopico mediante el uso de la fisica estadistica. Histéricamente, el estudio del
potencial intermolecular se ha concentrado esencialmente en el segundo término de la derecha de que
involucra a dos de las particulas del sistema. Esta situacién es mucho mas marcada para el fluido diluido donde
los ultimos términos del lado derecho tienen menor relevancia respecto a los primerosm A este enfoque se le

conoce como aditividad (o superposicion) por pares el cual considera solamente al segundo término del lado
derecho de la ec. (2.5) es decir

(b(rlv"' 7rN;Q)%Zq)2(rivrj)' (26)
0,J

En general, un conocimiento apropiado de las interacciones ®5 ha sido esencial en el estudio de los liquidos
y sus propiedades termodindmicas; debido a esto se ha generado un gran ntimero de modelos de interacciones
binarias, que aunque limitados en algunos casos, dan una base cualitativa o semicuantitativa para comprender

y correlacionar resultados experimentales.

2.2.2. Energia intermolecular y su clasificaciéon

El estudio del comportamiento termodinamico de las sustancias (principalmente en fase gaseosa) ha llevado
a clasificaciones diversas de las energias intermoleculares, considerando las caracteristicas principales de las
moléculas que las componen. La energia de interaccion entre un par de moléculas puede dividirse en energias

de corto y de largo alcance [10712]E|

4Aunque la EDE de van der Waals ha tenido un peso importante en el estudio de los fluidos, en virtud de que fue la primera
que predijo la transicién liquido-vapor, cuantitativamente se toma como un punto de partida para encontrar mejores ecuaciones de
estado empiricas postulando condiciones adecuadas en la frontera en los limites de baja y alta densidad. La implementacién de este
tipo de condiciones estimulan nuevas mejoras en el desarrollo de EDE cuabicas analiticas. Una revision completa y reciente sobre
EDE cubicas se presentan en el capitulo 4 de la referencia [7].

5Notese que esta definicién no impone restriccion alguna sobre el ntimero de especies en el sistema.

6E] primer término del lado derecho de se hace cero en el caso en que se consideren particulas sin estructura o no existan
interacciones externas sobre las mismas.

"El hecho de emplear tnicamente la interacciéon entre un sélo par de moléculas y que muchas veces concentre la fisica completa,
del sistema estudiado es el objetivo planteado por un potencial efectivo, concepto que se tocard mas adelante.

8 Aunada a este tipo de energfa se pueden incluir las de alcance intermedio las cuales tiene su origen en los términos de segundo
orden de las energias de intercambio. A distancias intermedias su importancia radica en evitar la suma directa entre los términos

de corto y largo alcance [9,13].



2.2. INTERACCION MOLECULAR 9

1. Energia de corto alcance

El origen de este tipo de interacciones es cuantico y surge (cuando dos moléculas se acercan lo suficiente)
al traslape entre sus nubes electronicas. El principio de exclusiéon de Pauli prohibe que dos electrones
ocupen un mismo estado cuéntico lo que deriva en un efecto de repulsion. Las energias en este intervalo
pueden obtenerse via teoria de perturbacion de primer orden y se les conoce como energias de intercambio

de primer orden; la expresion mas simple que la representa es [13]
By = Ae™P" (2.7)

donde A y B son constantes y 7 es la distancia entre los centros de masa. Algunas veces dicha energia
puede ser representada por una expresion proporcional a una potencia inversa de la distancia entre los
centros de las moléculas [14]

by = — (2.8)

donde n y v son constantes.

2. Energias de largo alcance

Estas energias tienen un origen electromagnético y pueden dividirse, a su vez, en tres tipos: a)
electrostaticas, b) de induccion y ¢) de dispersion [10,13]. Las altimas dos requieren una base mecanico-

cuantica para su comprension.

a) Electrostéticeﬂ
En general, la distribucién electrénica en una molécula puede expresarse como un desarrollo
multipolar [15]; la energia electrostatica surge asi de la interaccion entre los diversos multipolos
de las moléculas con una dependencia en sus intensidades ya sean de la carga, dipolo, cuadripolo, etc.
En el caso unipolar la energia entre dos cargas viene dada por la relacion clasica de Coulomb; es decir,
proporcional a la inversa de la distancia. Para el caso de moléculas neutras, y con una distribucién de
carga asimétrica, el primer término interactivo se da entre dos dipolos permanentes con una energia
proporcional a r—3 y al producto entre las magnitudes de los dipolosE En el mismo orden, desde un
punto de vista perturbativoE la presencia de una molécula extra no produce ninguna distorsiéon en
la distribucién electrénica del par de moléculas involucradas; por lo tanto, las distintas interacciones
de este punto se consideran aditivas para cada par de moléculas.

b) de inducciéon
Este tipo de energia surge de la polarizaciéon de una molécula por otra y siempre tiene una
importancia secundaria respecto a las interacciones electrostaticas permanentes. A esta propiedad
que tiene la molécula de ser polarizada se le conoce como polarizabilidad. Parte de la generacion de
dipolos inducidos contribuyen energéticamente ya sea al interaccionar con el resto de los multipolos
permanentes o con otro dipolo inducido. Estas energias no son aditivas ya que surgen debido a la
presencia de una tercer molécula; mientras més cerca se encuentre ésta al par de estudio mayor seré

la energfa inductiva del sistema.

¢) de dispersion
La contribucién de este tipo de interaccién proviene tanto de moléculas no-polares como polares y
su explicacién formal se hace en términos de la mecanica cuénticaE De manera semiclasica estas

energias pueden entenderse como surgidas de la induccién generada por dipolos instantaneos entre

9A menudo se le conoce como contribucién orientacional debido a que la configuraciéon entre moléculas aparece explicitamente
en su forma funcional.

10Una revisién més amplia, desde un enfoque efectivo, sera realizada cuando se toque este tipo de sistemas en el capitulo

1 La induccion electrostatica en una molécula generada, por otra corresponde al segundo orden perturbativo.

12También conocida como energia de dispersién de London.
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las moléculas. En promedio se genera una atracciéon entre moléculas expresada como una serie del
tipo
- R (2.9)

donde c1, c2, c3, etc, son constantes positivas y su valor dependera de la molécula de estudio.

2.2.3. Modelos clasicos de interaccion molecular

Existen diversos modelos que representan en mayor o menor medida la interaccién especifica existente entre
las moléculas de una sustancia (o un grupo caracteristico de ellas); sin embargo, algunos de los méas béasicos
utilizados en el estudio de liquidos se muestran a continuacion [8,16]. En particular, se presta mayor atencion

en aquellos modelos que son utilizados en este trabajo y el comportamiento de todos ellos se presentan en la

figura [2.2]

Esfera dura

Este potencial representa a esferas duras (HS) de didmetro ¢ y cuya interaccion esta dada por la siguiente

forma funcional

00, r<o
Pps(r) = ; (2.10)
0, r>o0

lo que indica que dos moléculas no interactiian hasta el momento en que tienen contacto; un punto importante

en este potencial es que no existen fuerzas atractivas entre las moléculas.

Pozo cuadrado

El potencial de pozo cuadrado (SW) es una extension directa del modelo anterior al incluir energias atractivas
y esta formado por un nédulo esférico repulsivo rodeado por un cascaron atractivo también esférico; dicho espacio
entre el nodulo y el cascaron (el pozo) tiene una profundidad energética —e. Los tamanos del nodulo y el cascaron
suelen escribirse proporcionales al didmetro del nédulo central o. La interaccién entre dos moléculas SW esta

dada por
00, r <o,
Psw(r) = —€, o <r <)o, (2.11)
0, Ao <,

donde o es el ancho del né6dulo duro y A es un pardmetro de escala que mide el ancho del pozo.

Lennard-Jones 12-6

La interaccion tipo Lennard-Jones (LJ) tiene la forma

oo | (%) =2(2)] 212

donde 0 y ¢, son la posicion y energia del minimo del potencial, que cumplen ®1,5(r = §) = —e. Cuando se usa

el parametro de distancia o, para el cual ®,;(r = o) = 0, se obtiene una forma alterna para este potencial

Ory(r;o,€) = 4e {(0)12 - (0)6] (2.13)

r r
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(I)HS <I)SV\/

Q= —————————
[ ] e e

(c)

Figura 2.2: Potenciales intermoleculares binarios empiricos (linea a trazos) y su comportamiento con respecto

a la distancia r. Potencial de esfera dura (a), de pozo cuadrado (b) y el potencial Lennard-Jones (c).

donde ambas distancias caracteristicas estan relacionadas mediante ¢ = 27/6§. La forma mateméatica de este
potencial reproduce de forma bésica el comportamiento real entre las moléculas: atracciéon entre ellas cuando
estan muy alejadas y repulsién si se encuentran muy cerca.

El primer término del lado derecho corresponde a la energia de corto alcance en su forma més simplificada
dada por la ecuacion . Aunque no existe fundamento teoérico para la eleccién de la potencia del término
repulsivo, Lennard-Jones mostr6 de manera empirica [17] que valores entre 8 y 14 son adecuados para la
construccién del segundo coeficiente virial en gases nobles; por conveniencia matematica se elige el valor n = 12.

El término repulsivo del lado derecho de (2.8)) es precisamente el primer sumando de la ec. (2.9)) correspondiente
a la energfa de dispersi(’)nE

Kihara

El potencial de Kihara (K), se aplica en general a moléculas no esféricas que son sustituidas por cuerpos

rigidos convexos (ver apéndice [C.2)) y rodeados de un campo energético de la misma forma [16]. Su expresion

13E] potencial Lennard-Jones es un caso especial del llamado potencial de Mie, cuya forma general esta dada por

Drpie(r) = — — = n>m >3, (2.14)

)
rn rm

con paradmetros v y p constantes.
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analitica tiene la misma forma funcional a la del potencial LJ 12-6:

P = Pry(p; pos€) =€ [(T)u —2 (ppo)ﬁl (2.15)

donde pq es la distancia minima a la que pueden acercarse las superficies de dos moléculas sin sentir atraccion
entre ellas y p es la distancia mas corta entre sus superficies. Es decir, p depende de la distancia r entre los

centros de masa de las moléculas, de su forma y de la configuracién orientacional entre ellas.

Stockmayer

El potencial Stockmayer (SM) fue construido para estudiar las propiedades de sistemas polares y consiste en
la interaccion entre dos dipolos puntuales més una interaccion tipo Lennard-Jones [10,11,13,18]. En el caso de
un sistema conformado por moléculas de una sola especie (cada una con momento dipolar i) esta dado por@

2
(I’SM(rij,wi,wj) = CI)LJ(T; €, 5) — %gij(wi,wj) (216)

donde w; = (0;, ¢;) representa el conjunto de angulos que definen la orientacion del dipolo de la molécula i —ver
figura y 7 es la distancia entre los dipolos. La funcién g;; que aparece en esta tltima ecuaciéon estd dada
por

3
gij(wi,wj) = S; 'S]‘ — ﬁ(si -I‘)(Sj 'I‘) (217)
= 2cosb; cosb; —sinb;sinb; cos(p; — ¢;) (2.18)
donde s; es el vector unitario de cada dipolo. Diversas modificaciones y extensiones a este potencial son utilizados

regularmente en el estudio de sistema polares a nivel tedrico [19] y a nivel computacional [20] y posteriormente
seran revisadas con mayor detalle (pag. .

Figura 2.3: Configuracién angular entre moléculas SM. Angulos entre dos dipolos puntuales con intensidades p;

y ;¥ separacion r.

2.3. Ecuacion de estado del virial

2.3.1. Introduccion

De todas las EDE propuestas la mas versatil para el estudio de gases es aquella obtenida como un desarrollo

del virial en la presion P (o el volumen V) el cual, para un sistema de un componente, esta dado por [3,6,13]

P
T =L BT (2.19)
B

n=2

14Este potencial y la teoria que lo rodea es revisado con mayor detalle al inicio del capitulo
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donde p = N/V es la densidad. El término B, (T'), con una dependencia explicita con la temperatura, es conocido
como el n-ésimo coeficiente virial. Estos coeficientes indican la desviaciéon existente en una EDE real de la de un
gas ideal. La ventaja de usar esta EDE es que los coeficientes que la componen pueden escribirse en términos
del tipo de interaccién existente entre las moléculas y su calculo requerira del conocimiento analitico de dicha
interaccion la cual, en principio, caracteriza por completo la termodinamica del gas de estudio.

La expresion matematica de cada uno de los términos B,, tiene un fundamento mecéanico estadistico y la
literatura sobre el tema es muy extensa en cuanto a su planteamiento basico [6,21,22] y en el apéndice se
hace un resumen sobre los principales aspectos al respecto. Debido a su importancia en el estudio de fluidos en

fase gaseosa, a continuacion se exponen los detalles de los dos primeros coeficientes viriales, By y Bs.

2.3.2. Primeros coeficientes viriales
Segundo coeficiente virial

La primera desviacion de la idealidad esta dada por el coeficiente By el cual puede escribirse en términos
de la segunda integral de racimo bs, expresion definida en el apéndice Con esta relacion, la evaluacion de
By(T) requiere tanto la primera y segunda integrales de configuracion, Q' = V' y QY ecuaciones , por
lo que el segundo coeficiente virial se reduce a la integral

1
By = _W /d’f‘ldﬂld’r‘ngQ [e_q)/kBT - 1:| R

donde se ha incluido una dependencia angular en la funcion del potencial de interaccién por pares ®.
Si el volumen V' es macroscopico, la ausencia de fuerzas externas significa que ® depende tnicamente de
la posicion relativa entre las moléculas » = r1 — ro y la orientacion. En este caso general introducimos nuevas

coordenadas 7 y la posicién rq,, del centro de masa de dos moléculas para obtener
1
By= 55 / dr ey drdQdQs [~/ T — 1],

Debido a que el integrando no depende de la distancia entre los centros de las moléculas, la integral sobre
rom puede ser desarrollada inmediatamente obteniéndose un factor de V. La posicién relativa r es determinada
por la distancia relativa r y los angulos (6, ) que especifican su orientacion en el espacio. Los otros angulos
necesarios para especificar la orientaciéon intermolecular, asumiendo que la molécula 1 esté fija en el espacio,
son (02, pa,19); si se designa Q = (01, w2, 02, 2, 12) el coeficiente puede ser escrito comﬂ

1 e 9]

Bo(T) = ——— [ dr r2/dQ {e—q’(’“ﬂ)/’fBT - 1} . (2.20)

—2(r,Q)/kpT _ o—2(r)/ksT

Para moléculas esféricas e , ésta ecuacion simplemente da

Bo(T) = —27T/ dr 12 [e*‘l’“)/kBT - 1} (2.21)
0

donde la integraciéon al infinito se permite mientras el potencial intermolecular cae a cero para valores de r
mas grandes que unos pocos diadmetros moleculares. En general, el segundo coeficiente virial puede calcularse
numéricamente con un modelo conveniente para ®(r). Alternativamente, la informacion sobre el potencial
intermolecular puede desarrollarse a partir de medidas experimentales del segundo coeficiente virial.
Tipicamente, como se observa en la figura [2.4] este coeficiente es negativo a temperaturas bajas mientras
que a temperaturas mayores el coeficiente se hace positivo. Esto se debe a la competencia entre los términos
energéticos negativos y positivos. A temperaturas mucho mas altas el segundo coeficiente generalmente tiende

a cero debido a que las interacciones comienzan a anularse [1]. El coeficiente By es una funcién tan solo de

15Esto significa que el elemento del angulo sélido correspondiente se toma como sin 0dbdp /4.
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la temperatura 1" pero también dependera de las variables introducidas como parédmetros que especifiquen la
funcion ®(r,Q?). Para garantizar la convergencia de la integral (2.20)) en r se supone que para cualquier Q la
cantidad [ dQ2 @(r,2) — 0 al menos tan répido como 1/r* cuando r — occ.

0 TR S

® * X
P X
L 4 « x X X

B(T)

0 200 200 600 800 1000
T(K)

Figura 2.4: Segundo coeficiente virial experimental B(T'), para Ar (e) y para el Kr (x) y su dependencia con la

temperatura [23].

Tercer coeficiente virial

En el caso del tercer coeficiente virial B3 se consideraran (con el fin de simplificar los principales resultados)
potenciales intermoleculares centrales que dependen tan solo de la distancia de separacion r;; entre dos particulas
cualesquiera; por lo tanto, la energia configuracional se puede aproximar mediante la aditividad por pares, ec.

2:9).

Con lo anterior la tercer integral de racimo definida en el apéndice A requiere la obtencién de Q, QS y QY

dadas por las ecuaciones (A.11)), lo que lleva a la expresion final
1
B3(T) = o+ /// fi2f13 fesdridradrs (2.22)
3V v

donde el término f;; dado por
fij = e®(rij)/ksT _ ¢ (2.23)

conocido como funcién de Mayer, se incluye con la intencion de simplificar la notacién. La integracion analitica
de la ec (2.22)) es mucho maés dificil que la del segundo coeficiente virial y los resultados analiticos o numéricos
obtenidos para diversos potenciales intermoleculares no siempre son satisfactorios con respecto a los datos
experimentales. Una mejoria a lo anterior es alcanzada cuando se incluyen términos de no aditividad [8] aunque
se requieren procedimientos numéricos mas complejos.

El desarrollo del virial es la forma conveniente para la ecuacién de estado de gases reales a densidades
moderadas. Es valida para temperaturas por debajo de la critica y hasta la linea de saturacién, aunque para
temperaturas supercriticas la regién de convergencia no es completamente clara. Debido a que s6lo el segundo
y tercer coeficiente pueden determinarse experimental o tedricamente, la aplicaciéon de la ecuacion del virial se
limita a densidades hasta la mitad, e incluso mayores, de la critica [21,24].

La forma matemaética de las interacciones intermoleculares presentadas en el apartado permite resolver
analiticamente las integrales de los primeros dos coeficientes viriales; en el apéndice se incluye una seccién

dedicada a exponer algunos de ellos y sus principales caracteristicas, ver Las expresiones ahi mostradas, al
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igual que el respectivo desarrollo de integraciéon, han sido ocupadas en el transcurso de este trabajo y por ello
el interés de presentarlas. Para simplificar la notacion usada hasta el momento se aplicara la simbologia clésica
de usar las primeras letras del alfabeto (maytsculas) para distinguir los primeros coeficientes viriales; es decir,

B correspondera al segundo coeficiente virial, C' al tercer coeficiente, y asi sucesivamente.

2.4. Principio de estados correspondientes

2.4.1. Introduccion

Entre las multiples herramientas con que cuenta la fisica de fluidos existe una que ha mostrado un gran
poder en la bisqueda de propiedades termodinamicas de fluidos simples y sus mezclas: el principio de estados
correspondientes (PEC) [7,14,25]. La versatilidad de dicho principio radica en que permite predecir propiedades
de fluidos con informacion minima del sistema de interés partiendo de un estudio detallado de algin sistema de
referencia. El principio se basa en el analisis dimensional de las propiedades de los sistemas involucrados ya sea
desde una vision macroscopica o partiendo de un aspecto molecular.

Demostrado por primera vez por van der Waals, el PEC establece que existen grupos de sustancias para los
cuales es posible encontrar una EDE tnica. Tal como fue deducida, la EDE de van der Waals de cada sustancia
se reduce con sus respectivos parametros criticos de tal forma que

F (V, 2, P) =0 (2.24)
V.'T." P.

es una ecuacion valida para un conjunto especifico de sustancias.

2.4.2. PEC para sistemas simples

Aunque el PEC fue establecido inicialmente desde un punto de vista empirico, trabajos posteriores han
sentado un fundamento teorico utilizando a los parametros moleculares de un potencial de interaccion como
parametros de reduccion. Los puntos basicos que conducen a este principio para sistemas simples (PEC simple),

a nivel molecular, son enunciados a continuacion:

1. La funciéon de particion puede factorizarse en una contribucion independiente de la densidad y otra del
tipo configuracional dependiente de ella. Este punto es valido generalmente a bajas densidades y atn a

altas para fluidos simples aunque no siempre aplica a moléculas poliatomicas o asociadas.

2. La contribucion configuracional puede tratarse usando mecéanica estadistica clasica excluyendo de esa

forma a aquellos fluidos que exhiben un comportamiento cuantico.

3. La energia potencial intermolecular total ® se expresa como la suma de las interacciones por pares de

moléculas, ec. (2.6]), que permite escribir al potencial en la forma,

& =cf (g) : (2.25)

que es el producto entre un parametro de energia y una funcion “universal” f especifica para un grupo de
sustancias; esta funcion depende tan solo de la distancia entre las moléculas r reducida con una longitud §
caracteristica del potencial intermolecular. Aquellos sistemas que cumplen este taltimo punto, ec. (2.25)), se

les conoce como fluidos conformales, donde cada uno de ellos tiene parametros ¢ y e caracteristicos [7,21].
Con este tltimo enunciado la integral de configuracion (A.8)) puede escribirse comﬂ

QS =N (T*,V*,N) (2.26)

16Para una revision més detallada se pueden consultar las referencias [14,25].
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donde f* es una funciéon comin a las sustancias del grupo estudiado y T* = ks T /e y V* = V/§® son cantidades
adimensionales denominadas temperatura y volumen reducidos, respectivamente. Esto permite a su vez, definir

a la funcion de particion total, a partir de la cual [14] se obtiene una EDE tnica de la forma

e
o €

P =F(T*, V"), (2.27)
donde F' es una funcién comin al grupo de sustancias y con una dependencia en los parametros del potencial
intermolecular.

El primer punto es valido para bajas densidades y fluidos monoatémicos ain a altas densidades; no lo es para
fluidos poliatémicos 6 cuando hay presencia de enlaces de hidrégeno. El segundo punto se satisface excepto para
moléculas muy ligeras como el Hy, He y Ne. Aunque en el tercer punto se precisa la aditividad por pares, ésta en

realidad no es obligatoria ya que el PEC simple es obedecido para algunas sustancias atin a alta densidades [26].

2.4.3. Extensiones al PEC simple

Distintas modificaciones han sido realizadas al PEC simple para poder aplicarse a sistemas més complejos
y todas ellas llevan de manera implicita la ausencia de no-conformalidad entre esos sistemas. En este sentido se
han desarrollado dos métodos: el primero toma a la propiedad de interés y la desarrolla en una serie de Taylor
con respecto a un conjunto de pardmetros adimensionales que la caracterizan [7]. Procediendo de esta manera

con el factor de compresibilidad se tiene

Z(V T A, ) = Z(VE,T)

n 0
DS ( aA1,)&‘_0 iy (2.28)

en donde {\;} son pardmetros adimensionales de caracterizacion.

El segundo enfoque extiende el PEC simple partiendo de una visién molecular del sistema analizado. Esto
se logra haciendo que los parametros para un modelo intermolecular ®, propuesto ad hoc al sistema estudiado,
dependan del estado termodindmico. Es evidente que la manera en que se logra esta dependencia esta ligada
directamente a la forma analitica de ® y a la fiabilidad que se intente alcanzar con el método. Aquel potencial
dependiente del estado del sistema se le conoce regularmente como pseudopotencial o como potencial efectivo [9]
ya que su forma analitica es més simple que la del potencial realista (u original) y reproduce de forma aproximada
la propiedad termodindmica en estudio.

Un ejemplo ilustrativo aplicando esta vision es el realizado por Cook y Rowlinson [27] para sistemas gaseosos
formados por moléculas elipticas y polares y cuya interaccion depende fuertemente de la orientaciéon entre ellas.
En dicho estudio se valen de promedios en el ensamble canoénico [11] con los cuales hallan potenciales efectivos
sencillos que, ademés de depender del estado del gas, tienen una dependencia implicita con las caracteristicas
de la molécula tales como la forma o la intensidad del multipolo eléctrico que contiene. La determinacién de un
potencial efectivo y sus principales caracteristicas se estudia con mayor detalle en la siguiente seccion y es base

importante del presente trabajo por lo que el concepto sera utilizado continuamente de ahora en adelante.

2.5. Potencial efectivo

2.5.1. Introduccion

Una adecuada eleccion para un modelo intermolecular (como los mencionados en la seccién al estudiar
un fluido proviene muchas veces de un conocimiento previo sobre como interacttian las particulas que forman
dicho sistema. Esto significa que al aplicar un modelo muy simple a un sistema complejo lleva, generalmente, a
resultados inadecuados debido a que las distintas contribuciones energéticas existentes en el fluido real no han

sido consideradas. Cuando el potencial intermolecular incorpora exitosamente todas esas contribuciones se le
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suele denominar “potencial realista”, ®,.. El uso de un potencial realista inico puede hacerse a un conjunto de
sustancias afines en términos de propiedades comunes en ellas y la unica diferencia entre un elemento y otro
es la forma en que se parametriza al potencial realista. En general, ésto se hace con términos moleculares que
caracterizan a una sustancia en especifico; usualmente un término de energia y otro de distancia.

Modelos como el potencial Lennard-Jones 12-6 (ec. representan adecuadamente a sistemas simples
en los que las moléculas son practicamente esféricas, donde los multipolos existentes son muy pequenos o no
influye el efecto de la forma de la molécula; dichas caracteristicas anisotropicas entre las moléculas requieren
modelos mas elaborados. Este es el caso del potencial SM, ec. , que al sumar un término extra al potencial
LJ agrega la dependencia orientacional y electrostatica de largo alcance existente entre las moléculas polares.
Estos dos potenciales son una muestra clara de modelos “realistas” que reproducen las interacciones en fluidos
reales y ejemplifican claramente como ®,. tiene que ser modificado para detectar efectos mas estructurados entre
las moléculas. Sin embargo, la generaciéon de potenciales més complejos conlleva la aplicacién de herramientas
tedricas o computacionales también més complejas.

Distintos trabajos de investigacion han superado la dificultad anterior utilizando una funcién que sustituya los
aspectos béasicos del potencial ®,. dentro de un régimen caracteristico de estados; claro esta, dicha funcion debe
superar en sencillez matemaética a la original incorporando parametros que correspondan con caracteristicas
moleculares de los constituyentes del sistema de estudio. A esta nueva funcién se le denominara “potencial
efectivo” ®@ef, y su calidad como potencial sustituto de ®,. (o incluso de ®) se basaré en cuén bien reproduzcan
las propiedades del sistema originalm

La forma analitica precisa de ®.s dependera del sistema que se estudia, de la propiedad termodinamica
a reproducir, del estado termodindmico en el que se plantea dicho estudio, asi como de la exactitud que
se requiere de dicho anélisis. La identificaciéon correcta de todas estas restricciones permitirda plantear una
forma mateméatica conveniente para ®r. En una gran cantidad de casos una funcién esféricamente simétrica es
suficiente para alcanzar dicha meta, en especial cuando se trabaja a densidades bajas, ain cuando las moléculas
no sean totalmente esféricasE Sin embargo, a medida que las sustancias de estudio se vuelven mas complejas el
modelo efectivo necesita replantearse ya sea incluyendo parametros extras 6 proponiendo una manera distinta
de interactuar entre las moléculas.

Tomaremos el primer caso como una soluciéon viable para los sistemas que seran estudiados; es decir, se
supone que el potencial efectivo de dichos sistemas es esféricamente simétrico atn en el caso que exista una
clara dependencia orientacional en la interacciéon original ®. Ademas, se supondré, en la medida de lo posible,
que el modelo efectivo sea una interaccion por pares de tal manera que las contribuciones extras entre varios

cuerpos: 95, @3, ..., Py de la ecuacion (2.5) sean incorporadas en la interacciéon efectiva por pares.

2.5.2. Propiedad termodindmica efectiva

Si consideramos que un potencial efectivo @, reproduce adecuadamente alguna propiedad termodindmica

X del sistema de interés en un estado (p,T") determinado, entonces debe cumplirse
Xet(p, T; @er) = X (p, T3 2(2)) (2.29)

donde el lado derecho corresponde al dato real de la propiedad estudiada y es escrito como un funcional del

potencial real @E El lado izquierdo pertenece a la propiedad termodinamica obtenida con el potencial efectivo

17La linea distintiva entre un potencial realista y uno efectivo suele ser muy ambigua y el uso de un término u otro dependera
totalmente del contexto en el que se esté trabajando.

18A bajas densidades el segundo coeficiente virial de moléculas no esféricas, como el HaO o el octano, es reproducido
adecuadamente usando un potencial esférico. Incluso, para moléculas como el etano y el butano el tercer coeficiente virial también
se obtiene con un potencial de este tipo.

19Al igual que en el caso de ®, la misma definicién es aplicable a un potencial realista ®, tal que

Xef(p:T§ (bef) = X(vai CI)T): (2'30)
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construido para dicho propésito. En el lado derecho de la ecuacion se hace patente la dependencia de ® con la
orientacion € entre las dos moléculas. La definicion lleva implicita la idea de reproducir un conjunto de
estados termodinamicos por lo que @ tendra una mayor valia mientras mayor sea este conjunto. La definicién
(2.29) para un potencial efectivo sera aplicada continuamente cuando se traten propiedades termodindmicas
efectivas de los sistemas involucrados.

Debido a su accesibilidad experimental y tedrica la presiéon es una buena elecciéon con la cual trabajar. Asi,

la dltima ecuacion en términos de esta propiedad termodinamica se convierte en
Pef(pa Ta (bef) = P(p, T7 (I)(Q)) (231)

donde 2 es el conjunto de angulos que definen la orientaciéon entre dos moléculas que son supuestas rigidas. Si
g(r,Q; ®(Q)) es la funcion de distribucion de dos particulas la ecuaciéon anterior puede replantearse usando el

teorema del virial de Clausius [10]

pk]:T =1- g/dgr/dQ raq;gg)g(r,ﬁ;@(ﬁ)) (2.32)

donde 2 esta normalizada, [ dQ = 1. Al sustituir (2.32)) en ambos lados de (2.31) y simplificando se obtiene

/ dr 13 8(I)Qfgcf(r;p, T; Oor) :/ dr r3/dﬂa—@g(r;p, T,Q; 9(9)). (2.33)
0 or 0 or

Esta ecuacion es una relaciéon explicita y directa entre la funciéon de distribucion radial del sistema efectivo,
Jef, ¥ la funciéon de distribucion radial originada por las distintas interacciones entre las particulas dadas en la
ecuacion . Es claro que ambos lados de la ecuacién incluyen una dependencia en la densidad p aunque,
como se vera posteriormente, serd preciso incluir dicha dependencia también en el potencial efectivo.

No existe un método tinico para encontrar ®.¢ a partir de cualquiera de las tres tltimas ecuaciones y su
busqueda esté sujeta a la informacion del sistema de estudio con que se cuente. Es decir, caracteristicas basicas
del sistema de interés como el estado termodinamico en que se trabaja, la informacion experimental, teorica,
u obtenida a partir de simulaciéon por computadora seran una fuente de informaciéon que permitird realizar
una elecciéon matematica adecuada para ®.r y poder extraer asi la informacién molecular requerida del sistema

efectivo.

2.5.3. Determinaciéon de un potencial efectivo

Si es que existe una solucion ®.¢ para la ecuacion (2.33)), debera estar acotada por un conjunto de funciones

que garanticen la termodinamica “normal” del fluido y que satisfagan los siguientes requisitos fisicos:
1. Tienen un minimo dnico que separa una regién repulsiva de una atractiva,
2. su parte repulsiva tiende a infinito cuando r — 0, y
3. su parte atractiva tiende a anularse cuando r — oo mas rdpidamente que 1/73.

En general, atun suponiendo una forma funcional sencilla para este potencial surgen desventajas
metodologicas en la resoluciéon numeérica de . Por ejemplo, si se conoce el lado derecho de la ecuaciéon
para un determinado ntimero de estados y contando con las cantidades efectivas del lado izquierdo — obtenidas,
ya sea por simulacién o de forma teorica—, el potencial obtenido tendré en general una dependencia con el estado
termodinamico del sistema; es decir, un mismo potencial no funcionara para dos estados distintos. Aunado a

esto, en caso de emplear un método iterativo, se requiere el manejo de una gran cantidad de informacién lo

lo que significa que el sistema efectivo se construye partiendo de las propiedades termodinamicas que genera un sistema realista

elegido acorde al caso estudiado.
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que lleva a un ejercicio complejo e incierto. Lo anterior hace patente la necesidad de trabajar en un inicio
con sistemas simples en los que los estados especificos estén a bajas densidades y/o altas temperaturas, y
considerando moléculas cuasiesféricas no polares. En caso de alcanzar las expectativas con casos simples se esta

en posibilidad de estudiar sistemas de mayor complejidad.

2.5.4. Caracteristicas de un potencial efectivo

El principal objetivo en la construcciéon de un potencial @ es que abarque una regién amplia de estados
p—T con una forma matematica lo méas sencilla posible, contando ademas con el menor niimero de parametros
efectivos. Como éstos pueden presentar una dependencia del estado termodindmico del sistema, una eleccion
adecuada de la estructura matematica del potencial efectivo, tendréd una dependencia en dichos pardmetros
haciendo que el potencial cambie de manera suave en la region de estados en la que esta definida. En principio, se
esperaria que un potencial con dependencia del estado termodindmico sea capaz s6lo de reproducir la propiedad
termodindmica a partir de la cual se gener6 y dicha dependencia se mantendria atn suponiendo ausencia
de interacciones de mas de dos cuerpos; asi, por ejemplo, una P obtenida resolviendo la ecuacion solo
tendria validez en la reproduccion de la presion del sistema original [28]. Sin embargo, la experiencia ha mostrado
que esto no siempre sucede y, en general, el mismo potencial efectivo (mismos parametros efectivos) para una
sustancia puede ser empleado con éxito en el cilculo de propiedades distintas de aquella con la que se obtuvo
Des.

Las formas mas comunes para un ®.¢ son las que estéan caracterizadas por dos parametros y la inclusion de
un parametro extra permite, generalmente, tener un mejor control del potencial efectivo. Este nuevo parametro
debe estar ligado a una propiedad molecular tal como la excentricidad en el caso de moléculas convexas o el
momento dipolar para el caso de moléculas polares. En ese sentido la teoria ANC, como veremos mas adelante,
constituye un modelo efectivo cuyas caracteristicas engloban los requisitos arriba mencionados al usar una familia
de potenciales triparamétricos en los cuales el paradmetro extra controla la pendiente del potencial intermolecular

por pares.

2.6. Simulacién molecular

El estudio de fluidos mediante simulacién por computadora se ha convertido en una herramienta de uso
comun que complementa al experimento y a la teoria con informacién relevante y que en muchas ocasiones
(cuando se trabajan sistemas muy complejos) resulta ser la tinica manera de obtenerla. La informacion que
se extrae por este medio ayuda a entender las propiedades de un conjunto de particulas en términos de su
estructura y las interacciones microscépicas que se les asignen a ellas. Es decir, propuesta la interaccién entre
las moléculas, se pueden predecir de manera “exacta” (ateniéndose a la limitacion numérica y computacional)
las propiedades del sistema simulado. Lo anterior significa que ademas de implementar algoritmos eficientes, en
maquinas que procesen los cédlculos de manera mucho mas rapida, la eleccion del modelo de interaccién entre
las particulas resulta de gran importancia.

Existen dos grandes grupos de técnicas de simulaciéon en la mecéanica estadistica, la dindmica molecular (DM)
y el método de Monte-Carlo (MC), que muchas veces suelen combinarse para dar lugar a métodos hibridos. En
el método MC se evaltan los promedios de la mecanica estadistica mediante la generacion aleatoria, pesada por
el factor de Boltzmann, de una configuracion del sistema; su principal caracteristica radica en que esté limitada
al calculo de propiedades estaticas.

El objetivo de la dindmica molecular es resolver las ecuaciones de movimiento para obtener las trayectorias
moleculares (en el espacio fase) de cada una de las particulas que forman el sistema propuesto. A continuacion
se muestran los aspectos principales de este método tanto para interacciones de corto como de largo alcance,

incluyendo ademas, anisotropia orientacional entre las particulas. Posteriormente se presentan de manera breve
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las herramientas con las que se lleva el control de la dindmica y con las cuales se logra simplificar el trabajo de

computadora.

2.6.1. Ecuaciones de movimiento

Para un sistema compuesto de N atomos cuyos centros de masa se ubican con las coordenadas rVV =

(ry,ro, - ,ry)y con momentos lineales p/¥ = (p1, p2,- -, Pn), todos ellos interactuando mediante un potencial

por pares $»(r), donde r =r; —r;. Las ecuaciones clasicas de movimiento para cada particula estan dadas por

|8 . 8(132
_ =222 _ 2.34
y p or, (2.34)

r;

m;

donde F; es la fuerza total sobre la particula ¢ debida a todas las demas y a posibles campos externos. Cuando

el potencial intermolecular ®5 incluye una dependencia orientacional aparecen torcas sobre cada una de las

particulas. Esto significa que ademéas de la fuerza entre particulas existe una torca sobre cada una de ellas
debida a un campo externo G;, tal que

N, =L; =s; x G (2.35)

donde N; y L; son la torca total y el momento angular correspondientes a la particula i, y s; es el vector unitario
que indica su “orientacién”. En particular, cuando la molécula a simular tiene simetria lineal, el momento angular
esta dado por L; = Jw; donde I es su momento de inercia —para mas detalles ver la seccion [C.1]

Existen muchos métodos para desarrollar una integracién numérica paso a paso de las ecuaciones y
y la experiencia ha colocado a la familia de algoritmos tipo Verlet como uno de los mejores [29,30]. De
todos ellos, el “velocity Verlet”, ha mostrado una buena eﬁcienciam En el caso traslacional, estd dado por

pi (t+1At) = pi(t)+ AL F() (2.36)
r(E4 A = 1 (f)+ At p"(t;;m) (2.37)
pi(t+At) = p;(t)+ 3At Fi(t+ At) (2.38)

donde At es el paso temporal. El simil al caso traslacional se logra con las ecuaciones rotacionales mediante el

mismo algoritmo

si(t+At) = si(t) + At 8i() + 3(AD? &(t) (2.39)
Si(t+ 1At = s;(t)+ LAt E() (2.40)
Si(t+At) = §(t+ 3A1) §(t + At). (2.41)

A partir de la ecuacion (C.7) se calculan directamente las dos primeras ecuaciones de la parte rotacional;
sin embargo, la dltima de estas tres ecuaciones no puede obtenerse debido a la dependencia de §;(t + At) con

$;(t + At) que atn no se calcula en las ecuaciones anteriores. Por ello se aplica la aproximacion
Si(t+ At) =s;(t+ S At) + SAL §(t)
con la que se logra calcular la aceleraciéon angular
Si(t+ At) = I71Gy(t + At) — {I‘lsi(t + A - Gi(t+ Ab) + [8:(t + AL + LAt éi(t)]Q} si(t)  (242)

de manera eficiente [32]. En el caso de que existan interacciones de largo alcance entre las particulas a menudo

se emplea el método de sumas de Ewald presentado en la siguiente seccion.

20 Las principales caracteristicas del algoritmo de Verlet son: (a) es reversible en el tiempo, (b) es simpléctico, (c) es de bajo
orden en el tiempo, de aqui que permita pasos temporales grandes, (d) requiere una sola evaluacion de la fuerza, y (e) es facil de
programar [31].
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2.6.2. Meétodo sumas de Ewald
El método para cargas

Un sistema de N atomos (cada uno de los cuales lleva una carga ¢;) tiene una energia de interaccion total
carga-carga (qq)

’ 4
Z Z Z gy (2.43)

n i=1j=1

donde L es la longitud de la caja. La suma es sobre todos los vectores enteros n, y el simbolo prima indica que
los términos con ¢ = j se omiten cuando n = 0. Esta suma converge lentamente debido al largo alcance de las
fuerzas electrostaticas y de hecho es condicionalmente convergente.

El método de la suma de Ewald [29,30] transforma la suma en dos sumas que convergen rapidamente
mas un término constante. Para ello se supone que cada particula ¢ con carga ¢; es rodeada por una distribucion
de carga difusa de signo opuesto, tal que la carga total de esta nube cancela exactamente a ¢;. En ese caso, el
potencial electrostatico debido a la particula i es debido exclusivamente a la fraccion de ¢; que no es apantallada y
a grandes distancias, esta fraccién decae rapidamente a cero y dependera de la distribucién de carga apantallante.

La distribucién de carga compensatoria que rodea a la carga i es una gaussiana con anchura +/2/«

pi(r) = —a; (%)3/2 exp [—ar?] (2.44)

donde « es un parametro arbitrario que determina la anchura de la distribucion y su eleccion esta determinada
por consideraciéon de eficiencia computacional.

La contribucién al potencial electrostatico en un punto r; debido a un conjunto de cargas apantalladas puede
calcularse directamente por una suma, ya que el potencial debido a una carga apantallada es una funcion de r
que decae rdpidamente. Finalmente, debe corregirse el hecho de haber sumado una nube apantallante a cada

particula, esto se muestra esquemaéticamente en la figura

Magnitud de la carga
Il

Magnitud de la carga
+

Magnitud de la carga

Figura 2.5: Componentes de una suma de Ewald en un sistema unidimensional de cargas puntuales. En el
espacio directo, cada carga es rodeada por una distribucion de carga gaussiana p;(r) de igual amplitud, pero
de signo opuesto. Esta contribucion es contrabalanceada en el espacio reciproco por una distribucuén gaussiana

del signo contrario.

Asi, se tienen tres contribuciones al potencial electrostatico: una debida a la carga puntual, otra debida a la
nube electronica apantallante y finalmente otra debida a la nube electronica compensatoria; las tres con carga
¢;- Aunque debieran excluirse autointeracciones coulémbicas, es conveniente retener la contribuciéon debida a la
distribucién de carga compensatoria y corregir posteriormente. La razén de esto ultimo es que esta distribucion
no es solo una funcién que varia suavemente sino ademas es peridédica. Tal funcién puede representarse por una
serie de Fourier (rapidamente convergente), lo cual sera esencial desde el punto de vista computacional.

La suma de Ewald consiste en reorganizar la ecuacién en sumas sobre cascarones esféricos concéntricos,

considerando la neutralidad de carga Zj g; = 0. La suma incluye el pardmetro a cuyo valor determina la
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maxima exactitud numérica y una eleccién conveniente de ellas asegura que términos del orden de exp(—a?L?)
sean despreciables por lo que se tiene que

2

N, .
27

E qj exp (Ln-rj>

j=1

qiq; erfe(alri;)) a
145 ij 2
) e T2 > q (2.45)
1<i<j<Na " =1

o _ L 1 72 |n|?
9 or L r;) 2 P T2

Los términos reales en (2.45) son de corto alcance, asi que un corte esférico (con alcance rq,: < L/2) puede
usarse junto con las fronteras periodicas. La suma en el espacio de Fourier (sobre n) también sera candidata a
truncarse después de un numero limitado de términos. Un valor tipico para a es de 5/L, aunque el resultado

sera relativamente insensible a la eleccion, dado que existen términos suficientes en la n-suma. Un corte esférico

2 .

2.¢; tipicamente n.,: es cercano a 5 [33].

es impuesto sobre la n-suma, [n|? <n

El método para dipolos puntuales

Para el caso dipolar el campo G; que aparece en la ecuacion (2.35)) esta dado por
Gi = ,uz-E(ri) = —VSZ. (I)dd (246)

donde s; es el vector direccional unitario del i-ésimo dipolo puntual, p;. Si se considera que todos los dipolos

tienen la misma intensidad (p), la interaccion dipolo-dipolo (dd) puede ser escrita en la forma [33]

2(8i-V)(s; - V)

2.47
|rij (2.47)

Dyg = —p

donde es el término (s; - V) puede tomarse como una carga gq.
Si se sigue el mismo procedimiento como el que se aplica a las cargas el operador diferencial anterior puede
aplicarse a (2.45)) para obtener la energia potencial total de un sistema dipolar:

Dag = 11> YVicicjen,  aa(rig)(si- ;) — aa(rij)(si - vij)(s; - 1ij)]

27 203112 N,
+ 78 Z e(n) [C(n)* + S(n)?*] — Yo (2.48)
n#0
donde ; 5
er c(?’ow“) 2aexp(172a 2r ) ne1
an(r) = r e (2.49)
—r’ldaﬂ*l n=23
dr ’
1 exp(—7?n?
C N cos n-r;
m = Yms) (277 - J) (2.51)
S j=1 sin

donde erfc(x) es la funciéon error complementaria [34]. En el limite o — 0, la ecuacion (2.48) se reduce al
resultado del potencial dado por el dipolo sencillo, ec. (2.16)),

_ 2 9ij
Qua = p =,
i<j |t

donde g;; esta dada por la ec. (2.18).
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Inclusion del método en las ecuaciones de movimiento

Cuando se trabaja con un potencial cuyas contribuciones son interacciones esféricas de corto alcance (LJ,
ANC, etc) més una de largo alcance como la @44, las ecuaciones de movimiento deben involucrar la fuerza
generada por el potencial dipolo-dipolo la cual consiste en una suma sobre todos los atomos truncada a una
distancia de corte r.,; y otra suma en el espacio de Fourier truncada en n.,;. Asi, la contribucion dipolar a la

fuerza de un atomo simple esta dada por

Fi = 02 [(aa(ry)(si - s5) — as(rig)(si - ij)(sy - 1ij)) iy + az(rij) ((si - 15)s6 + (si-15)85)] +
J(F#)
822 2m 27
i mﬁoe(n)(n - 8;)n {C’(n) sen (Ln . r,-) — S(n) cos <Ln . riﬂ , (2.52)

donde se ha utilizado el resultado V(s - r) = s y la derivada de erfc(ax) [34].
La contribuciéon del dipolo en la resoluciéon de la ecuacion de movimiento del vector dipolar s; se presenta al
final de la seccion El calculo de Gy, ec. (2.46)), también puede expresarse como la suma de dos términos:

G = ;) [—a1(rij)s; + az(ri;)(s; - vij)ri] — (2.53)
47;?2 nﬂ)e(n)n [C’(n) cos <2L7Tn . ri> — S(n)sen (2L”n . r,ﬂ (2.54)

2.6.3. Control de la Dinamica Molecular
Condiciones periodicas de frontera y radio de corte

A menos que los efectos de superficie sean de interés particular se puede trabajar con condiciones periddicas
de frontera. Dicha soluciéon computacional consiste en rodear la “caja de simulacion” original con réplicas de si
misma. Ademas se adopta la convencidn de minima imagen en la que cada uno de los atomos interactiia con
los 4tomos, o sus imagenes, més cercanos en el arreglo periddico. En el transcurso de la dindmica, si un dtomo
deja la caja de simulacion, la atencion debe concentrarse en la imagen entrante — figura[2.6] Una consideracion
especial debe tomarse cuando las interacciones entre las moléculas no sean de corto alcance, como en el caso de
sistemas cargados y dipolares — ver seccion —

La obtencion de las fuerzas interatémicas en una simulaciéon de DM involucra, en principio, un gran nimero
de calculos entre pares; esto se hace considerando cada uno de los 4tomos i y su interacciéon sobre todos los otros
J para calcular las separaciones 7;;. En la practica, se acostumbra establecer un radio de corte rc,; y despreciar
las interacciones entre atomos separados una distancia mayor a este radio; asi, se tiene que ®(r;;) = 0 cuando
Tij > Teut, PO lo que la simulacién se saltaré los calculos de las fuerzas, evitando calculos costosos, y considera

al siguiente candidato j, —ver figura

Lista de vecinos

Cuando se usa el radio de corte, el tiempo para examinar todas las separaciones entre pares es proporcional
al nimero %N (N —1) de distintos pares en un sistema de N atomos. Para ahorrar tiempo de computo se hace
uso de una lista de atomos vecinos. La esfera de radio .y, alrededor de un &tomo particular, estd rodeada
por otra esfera mas grande de radio r;;5; como se muestra en la figura En el primer paso de la simulacién
se construye una lista de todos los vecinos de cada uno de los d4tomos y sélo aquellos que aparecen en dicha
lista son checados en la rutina del calculo de fuerza. Esta lista se reconstruye continuamenmte y es importante
hacer esto antes de que algunas particulas no enlistadas crucen la zona de “seguridad” y entren a la zona de

interaccion.
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Figura 2.6: Condiciones periddicas de frontera. Mientras una particula sale de la caja de simulacion, una
particula imagen entra para reemplazarla. En el calculo de las interacciones entre particulas dentro del radio de

corte (circulo a trazos en la parte central de la figura) tanto los vecinos reales e imagenes son incluidos.

Inicio de la simulaciéon

Establecida la caja de simulaciéon de volumen fijo V, el inicio de la DM requiere el conjunto de posiciones
y velocidades iniciales de las particulas. Evidentemente los resultados a obtener en la simulaciéon deben ser
independientes del estado del cual se parte por lo que cualquier configuraciéon inicial es permitida mientras sea
adecuada y con la densidad requerida. Cuando se parte de cero se acostumbra que las posiciones sean usualmente
definidas sobre una red, suponiendo cierta estructura cristalina; esta estructura es tipicamente la mas estable a
T = 0 con el potencial respectivo.

Las velocidades iniciales para cada una de las particulas pueden definirse mediante el uso de una distribucion
de velocidades de Maxwell-Boltzmann a una temperatura fija [35]; éstas deben ser ajustadas ya que el sistema
obtiene un pequenio momento lineal total correspondiente a un movimiento traslacional del sistema completo y
por lo tanto es practica comiin restar dicha componente de la velocidad para cada particula y operar asi en una
condiciéon de momento lineal total nulo.

Esta obtenciéon aleatoria de las velocidades iniciales es usualmente el tinico momento donde el “azar” entra
en una simulaciéon de dinamica molecular; la subsecuente evolucion temporal es completamente determinista.
Una posibilidad alterna para inicializar las primeras posiciones y velocidades consiste en tomar los datos de
posiciones y velocidades finales de una DM previa; ésta es de hecho la mas comtnmente usada.

Control del sistema

En un célculo estandar, la densidad es controlada mediante la eleccién del volumen de la caja y los cambios
de la caja son usualmente alcanzados estableciendo un mecanismo en el cédigo el cual lleva al sistema a la
temperatura deseada reescalando las velocidades. En el algoritmo wvelocity Verlet esto puede implementarse
reemplazando la ec. por
ot
2

)= ﬂpi(t) + %Fi(t)ét (2.55)

pi(t + 50
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Figura 2.7: Lista de vecinos al momento de construirse y dos tiempos posteriores. Las esferas con radios de
corte, reyt(circulo relleno), y para la lista de vecinos, ;¢ (circulo a trazos), son indicados en la figura. La lista
debe reemplazarse antes de que las particulas (aquellos que aparecen en gris), originalmente fuera de la esfera

exterior, penetren la esfera interna.

donde Ty es la temperatura deseada, y T'(¢) la “temperatura instantanea” - ver seccion . Al lograr tal
modificacion no se estan siguiendo las ecuaciones de Newton y la energia total no se conserva. Por lo tanto, no
deben recolectarse datos en esta etapa: estas simulaciones de “temperatura controlada” deben usarse solamente

para llevar al sistema de un estado a otro [36].

2.6.4. Cantidades estadisticas a medir

Las propiedades mas faciles de obtener en un sistema cuando alcanza el equilibrio son aquellas introducidas
en termodindmica elemental tales como la energia o la presion y pueden ser expresadas en términos del estado del

sistema. Su obtencion es relativamente simple y permite vincular la termodinamica con el mundo microscopico.

Propiedad instantanea

La medicién de cantidades en DM significa desarrollar promedios temporales de las propiedades fisicas
instantaneas del sistema y pueden ser escritas en funciéon de las coordenadas y velocidades de la particula. Asi,

se puede definir el valor instantaneo de una propiedad fisica genérica A al tiempo t¢:

A(t) = f(ri(t), - ,rn(t),vi(t), -+ ,vn(t)) (2.56)
y obtener entonces su promedio
1 XN
(4) =+ > A (2.57)

donde N es el namero de particulas. El valor de A(t) se calcula cada paso temporal por la DM mientras ella se
ejecuta y la suma (2.57) se actualiza a cada paso y al final de la ejecucion se promedia con el ntumero de pasos.

Este es el método preferido cuando la cantidad es simple de calcular y/o particularmente importante.

Energia cinética y potencial

Las energias potencial y cinética promedio (instantaneas) para un sistema simple son obtenidas de manera

inmediata durante el calculo de la fuerza y las velocidades con las expresiones

Virans(®) = 3 3@ (Inalt) — 15 (0)]) (2.58)

i J>i

Kirans(t) = 3 Y mi (o)) (259)
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En el caso de que las moléculas puedan rotar tanto la energia cinética como la potencial del sistema se
obtienen considerando las dos contribuciones del movimiento traslacional y rotacional. La energia potencial
completa se obtiene sumando todas las contribuciones por pares del nuevo potencial de la misma forma que
y en el caso de la cinética se tiene que

K= Ktrans + Krot

donde Kirqns estéd dada por la ecuacion (2.59)) y la contribucion rotacional, para el caso de sistemas dipolares,

por
| XN | XN
_ S22t 2 2 20
Kot = 51;71 s:]” = QIZ-E,l (F)i + 7 sen 01) (2.60)

La suma de las energias cinética y potencial totales debe mantenerse constante durante toda la simulacién por
lo que se debe calcular en todo momento para asegurar constancia. En la practica, existen pequenas fluctuaciones
en la energia total, las cuales son producidas usualmente por error en el tiempo de integracion, y pueden reducirse
en magnitud disminuyendo el valor del paso temporal.

Temperatura

La temperatura esta directamente relacionada a la energia cinética por el teorema de equiparticiéon asignando
una energia cinética promedio kzT/2 por grado de libertad. Definida la energia cinética instantédnea en
automaético se puede definir la temperatura instantdnea proporcional a K (t)

2
mNkg

T(t) = K(1) (2.61)

donde m = 3 se utiliza para sistemas esféricos y m = 5 cuando se trabaja con sistemas con simetria lineal como
en el caso de los dipolos. La existencia de restricciones globales en el sistema reduce el namero de grados de
libertad por lo que deben ser restadas de la ecuaciéon de arriba.

Separando las contribuciones energéticas por medio del teorema de equiparticién también se pueden definir

temperaturas correspondientes a la parte translacional y rotacional dadas por

1
Tro t = 7Kro t 2.62
(O = Kl (262)
2
Ttrans(t) = 3Nk Ktrans(t) (263)
B

Presion

La medida de la presion en una simulacién de dinamica molecular se basa en el teorema del virial de Clausius
1 tot
PV = NkgT — 3 <ri -F; > (2.64)

donde la fuerza completa sobre cada particula tiene contribuciones del potencial esférico F;” h y del anisotropico
F?4;: es decir

N N
<ri -Ff°t> = <Z r; - Ffph> + <Zrz . Ffd> (2.65)

todas las cantidades que aqui aparecen son accesibles en una simulacion por lo que la ecuacion (2.64) constituye
una forma practica de medir la presion.
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Estructura - Funcién de distribucién radial

Existen correlaciones bien definidas que pueden medirse experimentalmente para obtener detalles
importantes sobre la organizacién molecular promedio. El tratamiento de la correlaciéon estructural comienza
con una funcion de distribucion de pares completamente general:

N(N —1) [drs-- dry exp [—,“;LT}

p? [dry---dry exp [—k]%}

g(ri,r2) = (2.66)

donde la integral que aparece en el denominador es la funciéon de particiéon. En el caso de sistemas homogéneos

la separacion relativa es significativa por lo que se llega a una suma sobre pares de atomos

g(r) = % <Z o(r — rij)> (2.67)
i<j

y si ademas el sistema es isotropo la funcion puede se promediada sobre los angulos sin pérdida de informacion.

El resultado es la funcion de distribucion radial g(r), que describe la organizacion local esféricamente promediada

alrededor de un atomo dado.

La definicion de g(r) implica que pg(r)dr sea proporcional a la probabilidad de encontrar un atomo en el
elemento de volumen dr a una distancia 7 de un atomo dado y 4mpg(r)r2Ar es el ntimero promedio de &tomos
en una concha de radio r y espesor Ar centrada en el atomo.

La funcién de distribucion radial se puede obtener en la simulaciéon usando un histograma de separacion
discretizada entre pares de particulas. Si h,, es el nimero de pares de atomo (i, j) para los cuales (n — 1)A <

r;; < nAr. Sise supone que Ar sea lo suficientemente pequeilo se tiene que

Vhy,

- 27 N2r2 Ar (2.68)

9(rn)

donde r,, = (n — 1/2)Ar. Si la medicion de la funcién de distribucion radial se extiende a un rango maximo de

r4, €l namero de “rebanadas” del histograma sera rq/Ar.
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Capitulo 3

Teoria para fluidos no conformales

3.1. Introduccién

Al final del primer capitulo se ha introducido el concepto de potencial efectivo, su aplicaciéon a sistemas en
la fase gaseosa y las posibles extensiones a densidades mayores. También se ha establecido como un conjunto de
sustancias reales pueden representarse mediante una funcién potencial ® = ef (r/J) tnica, ec. pag. ,
con una eleccion adecuada de parametros € y 4. Aquellas sustancias que cumplen ésta misma forma funcional
se les conoce como fluidos conformales, siendo los gases nobles un ejemplo de ello, por lo que el término de no
conformalidad seré aplicado a aquellas sustancias que no cumplen este principio.

La teoria no conformal (NC) ha sido desarrollada como una extension directa al principio de estados
correspondientes (PEC) al introducir un parametro molecular (extra a los parametros comunes de energia y
distancia) que mide la no conformalidad entre los perfiles de un potencial de un sistema de interés y otro elegido
como referencia. Dicho pardmetro modifica el perfil del potencial, haciéndolo mas o menos suave, respecto a
una referencia y por ello se le ha asignado el nombre de "suavidad".

Estudios de una gran variedad de sistemas, tanto esféricos como no esféricos, muestran que tomando a la
suavidad como un pardmetro constante se obtienen resultados de alta exactitud. A tal aproximacion se le da el
nombre de teoria ANC la cual logra una relacion lineal entre el segundo coeficiente virial B(T') del sistema de
estudio con el de la referencia By(7T'). La importancia de la teoria ANC reside en su capacidad para reproducir,
dentro del error experimental, las propiedades de mas de 60 sustancias puras, y sus mezclas, en la fase gaseosa.

Al final del capitulo se presentan los detalles de como las cantidades que identifican al sistema ANC de
referencia son obtenidas de manera analitica. Ellas son escritas en términos de funciones especiales (cilindrico
hiperbélicas, gamma, gamma incompletas, entre otras) haciéndonos contar con expresiones compactas cuyas

principales ventajas y aplicaciones seran mencionadas en esta ultima seccion.

3.2. Teoria no conformal

3.2.1. Diametros de colisién y fluidos equivalented]

Supoéngase un sistema en fase gaseosa cuyas particulas interacttian por pares mediante el potencial ®5(r, ),
donde r es la distancia entre las particulas y € su orientacion relativa. Dicho potencial tiene un minimo bien
definido de profundidad ®2(dq, ) = —eq en el punto r = Jq el cual separa al potencial en regiones repulsiva
(0 < r < dq) v atractiva (r > dq); ademas, se supone que dicho potencial tiende a cero cuando r — co y a

infinito cuando » — 0.

1Los principales aspectos de la teoria no conformal, y la forma aproximada, aqui expuestos pueden revisarse en las referencias
[1-4].
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Para el potencial ®5(r, ) pueden calcularse didmetros medios en los que se registran las colisiones binarias y
son obtenidas a partir de las frecuencias de colision en el limite de bajas densidades. Estos didmetros medios de
colision son obtenidos a partir del promedio de todas las distancias de maxima aproximacién entre los centros

de las moléculas a una temperatura dada. Las colisiones repulsivas se dan en un nédulo con didmetro medio o

o) @ (r,Q2)/kpT
o3 (T)e/*sT = /dQ/O drr3 (”) (3.1)

y las colisiones atractivas por el intervalo medio de las fuerzas atractivas R por

; oo ; 7<I>2(’I”,Q)/k}BT
R3(T) (eﬁ/’“BT - 1) - —/dQ/é drr® (”) (3.2)
Q

donde esta tltima cantidad también puede entenderse como el didmetro medio de un cascarén atractivo. La

dado por

energia € que aparece en estas ecuaciones se elige de tal forma que sea el mismo minimo energético para todos
los integrantes de la familia de potenciales ®o(r, Q) y el del potencial de pozo cuadrado representado por el lado
izquierdo de las ecuaciones y .

Puede demostrarse que, para una temperatura dada, tanto o como R corresponden respectivamente al

diametro y alcance de un fluido equivalente de pozo cuadrado que tiene exactamente la misma presion que el

sistema de interés [1]. Efectivamente, de (2.20] pag. [13)), (3.1) v (3.2) se observa que

B(T) = %ﬂ [03(T)e€/kBT — R¥(T) (ee/kBT - 1)} (3.3)

el cual es identico al segundo coeficiente virial de un pozo cuadrado (SW) de profundidad ¢, didmetro o y alcance

R. El alcance efectivo de este potencial SW es entonces

(3.4)

Por conveniencia, en la ec. (3.3]) se definen parametros de escala en términos de las propiedades del sistema

de interés. Para manejar definiciones convenientes se integran por partes las ecs. (3.1]) y (3.2) tal que

S
o3 (T)e/ kel = /dQ 65 eca/ksT _ 3/dQ/ ’ dr r2e=®2(nY/keT (3.5)
0
y
(e o]
R3(T) (ee/kBT - 1) = /dQ 53 (eeﬂ/kBT - 1) + S/dQ dr (e—%(TaQ)/’“BT - 1) (3.6)
o293

donde o es similar al didmetro de esferas duras, a bajas densidades, en la teoria de perturbacion WCA.
Basandonos en éstas dos ecuaciones se introducen las definiciones del diametro medio ¢ de la molécula y el

de la energia € promediando angularmenteﬂ los respectivos parametros de los potenciales ®o(r, 2)

63

/ dQ) 63 (3.7)

3 ksT
e/keT = —f dSt 9 ero/te (3.8)
JdQ 53,
que en el caso del didmetro para moléculas esféricas, es exactamente la distancia centro-a-centro entre ellas a
la cual @, tiene su minimo; difiere del didmetro de van der Waals d,qw definido como la distancia a la cual la
energia es cero, i.e. Po(r = dyaw) = 0.

Con éstos dos nuevos pardametros las ecuaciones (3.5)) y (3.6) pueden reescribirse como

2La definicién de energia incluida aqui es distinta a la dada originalmente en [3]



3.2. TEORIA NO CONFORMAL 33

3 oo
o3(T) =6 — W/dﬁ dr r? e 2(rS)/keT (3.9)
e¢/~B 0

RJ(T) = 53 + ee/kg;T_l/dQ/d dT 7"2 (eiq)Q(r’Q)/kBT — 1) (310)
Q

3.2.2. Volumenes reducidos de colision

Tomando como unidades de longitud y energia a las cantidades § y € ya antes mencionadas y definiendo las
siguientes cantidades: y = 1/, yo = dq /0, ®* = ®o/e y T* = kT /¢, pueden reducirse los didmetros de colision.

Con esto el volumen repulsivo se escribe

* (i 03(T) 3 e 2 —®*(y,Q)/T*
b(T)—63(T)—161/T*/dQ/0 dy y2e=® W/ (3.11)

y el volumen reducido encerrado por el cascarén atractivo sera

R3(T) 3 ° o *
A (T*) = =14+ — [ dD dy 12 (e~ WD/T" _ 1) 3.12
(T7) wr) — T (el/T*l)/ vy (e ) (3.12)
El segundo coeficiente virial del potencial reducido para ®(y, ) queda en la forma final
* *\ B(T) 7k *\ 1/T" * * 1/T*
BT = 5575 = V(1) — AT (T 1) (3.13)

con alcance del potencial SW equivalente dado por

A (T™)
b*(T*) "

2= (3.14)

3.2.3. Funcion suavidad

Los volumenes reducidos (3.11)) y (3.12]) pueden ser reescritos en una manera mas conveniente para detallar

la forma del perfil del potencial mediante la transformacion ¢ (y,Q) = P45 (y,Q) /eq + 1, obteniéndose asi las

expresiones
b (T*) = 1+/dQ/100 do {ayﬁéz,m] e /T (3.15)
R
y
1 ! oy3 (¢, Q P
A*(T) :1+m/dﬂ/0 d {%]A(e (6=1)/T —1) (3.16)

donde y (¢, Q) es el inverso de ¢ (y, ) en las regiones repulsiva y atractiva de ¢ (y) denotado por los indices R y
A, respectivamente. La ausencia de conformalidad entre ®s (y,{2) y un potencial de referencia, ®, (y) , de igual
profundidad e, es considerada por la funciéon suavidad s (¢, §2) definida como

€Q [8@0 (y) /8y3} Yo ()

0D = 58, 5.0) 058, ) (3.17)

donde las derivadas de la ecuacion (3.17)) son evaluadas para el mismo valor de la energia reducida ¢. De esta

ecuacion es claro que el parametro de forma s mide la razén de pendientes entre los potenciales @5 y &, para
una y dada. Asi, por definiciéon, si s < 1 el potencial @5 tiene una pendiente més pronunciada que ®y. En
general, el cambio del perfil respecto a la referencia es distinto en ambos lados del potencial ®, de tal forma

que se definen dos parametros de suavidad tanto para la parte repulsiva, sg, como para la atractiva, sa.
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3.3. Teoria no conformal aproximada

3.3.1. Potencial ANC

En una gran cantidad de casos [2]| las suavidades sg y sa son independientes de ¢ y por lo tanto pueden
tomarse constantes tales que
SR = <SR>Q (318)

Sa = (sa)q - (3.19)

Mediante esta aproximacion se logra una definicién tnica de la suavidad para cada uno de las ramas del
potencial ®s. La simplificacién al marco anterior se le asigna el nombre de teoria no-conformal aproximada

(ANC) y su potencial caracteristico por pares toma la forma

(I’ANCG(ya Si) _ (X(y%;i)a_ a) e 9 (MY (3.20)

31
Si3:y
x(y, Si) S,

donde S; = Sg cuando y < 1y S; = Sa cuando y > 1. Asi, el potencial ANC esta caracterizado por los

con

+1 (3.21)

parametros moleculares de distancia d,xc (el cual corresponde con el minimo local), de energia €,xc (la energia
en el mismo punto) y los respectivos parametros de suavidad Sg y Sa. Obsérvese que este potencial tiene un
nédulo duro dado por yg = [1 + Sr(a® — 1)] 13 dependiente de la suavidad repulsiva.

Cuando S = 1.0 se tiene que x = y por lo que el potencial ANC se reduce a la forma

-G () o

el cual es un potencial tipo Kihara esférico 12-6, ec. (2.15]), donde a es el didmetro del ndédulo duro en unidades
de danc y se toma como potencial de referencia. Ademas, si se toma el valor de a = 0.0957389 se tiene que

®(y) es una buena representacion del potencial por pares del argon [2]. Un caso especial se da cuando S 2 1.13,

valor con el cual el potencial ANC correspondiente es practicamente conformal a la funcion LJ 12-6 [5].

3.3.2. Segundo coeficiente virial ANC
A partir de la forma de ®on¢ se puede demostrar formalmente [3] que los volumenes dados por las expresiones

(3-15) v (3.16] se convierten en

b* (I*) = 1 — Sk + Sk b (T (3.23)

A*(T*) =1— Sp + Sa A% (T) (3.24)

donde b (T*) y A§ (T™) son los voltmenes de referencia para el potencial <I>0E|
Las expresiones (3.23)) y (3.24) nos permiten escribir, en una forma simple, el segundo coeficiente virial,
B*(T™*), en términos de los volumenes efectivos de referencia

B*(T*) = [1 — Sp + Sr b5 (T*)] 7" — [1 — Sp + Sa Aj (T™)] {el/T* - 1} . (3.25)

3Una manera independiente para llegar a estas mismas expresiones, partiendo del potencial ANC, ha sido elaborada como parte

del presente trabajo y pueden observarse esos resultados al final de este capitulo.
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Figura 3.1: Comportamiento lineal entre segundos coeficientes viriales experimentales [6] para algunas sustancias
simples con respecto a la referencia: HoO (+), HCL (W) y Ar (x). Las lineas rectas han sido dibujadas para

ayudar a la vista.

Un caso importante se da cuando S = Sg = Sa lo que simplifica la presentacion de B*(T™) obteniéndose

una relaciéon lineal entre los segundos coficientes viriales del fluido de estudio y el de referencia

B*(T*)=1-S+8 By (T"). (3.26)

La forma lineal que presentan los volimenes de colisién con sus respectivos volimenes de referencia, ecs.
y y en especial esta tltima ecuaciéon han sido una fuente intensa de estudios de sistemas no
conformales. Ambas expresiones y (3.26) son consideradas como una extension al PEC al relacionar una
propiedad termodinédmica entre sistemas no-conformales de acuerdo a sus potenciales ®,yc con respecto a un
potencial de referencia ®y. Muchos segundos coeficientes viriales de sustancias reales siguen el comportamiento
mostrado por la ecuaciéon con respecto al segundo coeficiente virial de una sustancia elegida como
referencia; en la figura [3.I] se muestran algunos ejemplos experimentales de dicho comportamiento.

Con el fin de identificar adecuadamente la situacion al usar una o dos suavidades en el potencial ANC,
decimos que cuando S = Sg = Sp se esta trabajando con la version 1S de la teoria ANC; mientras que cuando
se tiene que Sg # Sa la version que se maneja es la 2S; la mayor parte de sistemas reales a los cuales se les ha

aplicado esta teoria hacen uso de la primera versién con excelentes resultados.

El potencial ANC, como ya se mencioné arriba, tiene la caracteristica de que su perfil se modifica variando
el término Sg 6 Sa del potencial. En la figura (3.2)) se presenta un conjunto de potenciales de esta familia para
el caso 1S, mostrando cémo el pozo de Panc se ensancha a medida que el parametro S se incrementa. Si dos

(2)
A

interacciones <I>(1) d ti | i idad bas funci fi 1
anc ¥ Pixe tienen la misma suavidad ambas funciones son conformales y se superponen una a

la otra cumpliendo el PEC.
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Figura 3.2: Perfil del potencial ANC 1-S para distintas suavidades.

3.3.3. Volumenes de referencia

La incorporacion de un modelo ANC para el estudio de sistemas reales (o realistas) implica el conocimiento
exacto de las integrales bj y A para aquellas temperaturas en las cuales se desee trabajar. Existen dos formas
de calcular dichos voltmenes y ambas han sido ocupadas en este trabajo. La primera de ellas se presenta como
una serie finita que facilmente puede incluirse en cualquier rutina computacional para dos intervalos de 7. Para
0.06 < T* < 0.4:

B(T*) = ) em(TH)™ (3.27)

m=0
5
AG(T*) = b5(T*) D L (T (3.28)
m=0
y para 0.4 < T™ < 250:
J
B(T*) = ) em(nTH)™ (3.29)
m=0
k
AYT) = B(T*) Y ln(InT*)™ (3.30)
m=0

donde las constantes ¢, v [, para ambos intervalos de temperatura y demas informaciéon pueden revisarse en
las referencias [4,5,7].

La segunda forma de obtener bj y Af consiste en una serie semianalitica ligada a aquellas expresiones
matematicas encontradas regularmente en el estudio de fluidos y se muestra al final del capitulo como un

resultado mas de este trabajo.
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3.3.4. Tercer coeficiente virial ANC

Para un fluido ANC se ha construido un modelo para el tercer coeficiente virial el cual se basa en la suma
de dos contribuciones y la dependencia de la no conformalidad en ellas. La primera contribucién es debida a las
interacciones binarias y representada por un potencial ANC, y la otra contribucion surge de las fuerzas entre
tres cuerpos representadas por el potencial Axilrod-Teller-Mutto [8]. Dicha interaccion, ademas de incluir la
configuracion relativa entre las tres particulas, incluye el parametro v ATM (en ocasiones denotado por Cg) el
cual gobierna la intensidad de las fuerzas ternarias.

La expresiéon para el tercer coeficiente ANC+ATM, en su forma reducida, se escribe como

Cine = C3(T*,8) + C5(T*, S, v*) (3.31)
donde C y C% estan dados por
C3 = Ko(S) + 3K1(S)x + 3K, (8)x? + K3(S)x? (3.32)
y
C; =v* (T, S) (3.33)

T" _ 1,y Q es una integral multiple obtenida de desarrollar la expresion completa del tercer

donde z = e
coeficiente virial en potencias de v* = v/e6”. Tanto las funciones K;(S) como Q son obtenidas por integracion

numérica, ajustadas usando polinomios en z y cuya forma exacta puede ser revisada en la fuente original [9].

3.3.5. Fluidos ANC densos

Mediante simulaciones de Monte Carlo - Gibbs ensamble (GEMC) ha sido calculado el equilibrio liquido-
vapor para un intervalo de suavidades de: S € [0.6,1.0]. El comportamiento de la curva ortobarica muestra
que a medida que la suavidad aumenta el domo también se eleva hacia temperaturas mayores. Los pardmetros
criticos del fluido ANC hallados muestran una funcién tnica con la suavidad y se pueden representar de manera

aproximada por polinomios en S como [10-12]

TF wo(S) = 0.348915 + 0.326038S + 0.4437715> (3.34)
Pianc(S) = 0.447 +0.0084S (3.35)
P} awo(S) = —0.0108 + 0.15728. (3.36)

3.4. El potencial ANC como modelo efectivo

La teoria efectiva ANC ha sido aplicada a una gran variedad de sistemas (tanto teoricos como reales) puros y
sus mezclas, con excelentes resultados abarcando estados que van desde fases diluidas hasta fluidos densos cerca
del punto triple e incluso, en algunos casos, hasta diez veces la temperatura critica. En la practica, los sistemas
estudiados se consideran que estan en fase isotropica y ademas se desprecian los posibles grados internos de
libertad. Debido a que la virtud principal de esta teoria radica en que el potencial ANC es escrito en funcion de
las caracteristicas moleculares del fluido estudiado, ella cae dentro del campo de la termodindmica molecular [13].

Asi, se busca un potencial esférico del tipo ® snc, ec. , que reproduzca de manera eficiente la interaccion
d, ec. tal que aquellas propiedades que caracterizan a la sustancia de estudio tales como la interaccion
electrostatica, la forma de la molécula, fuerzas de muchos cuerpos, etc, son incorporados en los parametros
efectivos ANC: ¢, 0, Sg v SAE| Es decir, cualquier propiedad termodinamica del fluido tal como la presion,

4En el caso de mezclas de sustancias se introducen términos cruzados adicionales para cada uno de los parametros del potencial
ANC [5,7,14-16].
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dependera de las variables termodinamicas (densidad, temperatura y fraccion molar) y funcionalmente del

conjunto de parametros ANC.

A nivel del gas, un potencial efectivo ANC con parametros constantes es suficiente para reproducir B(T")
(dentro del error experimental) de muchas sustancias de naturaleza sencilla. En muchas ocasiones solo se requiere
el uso de un parédmetro tnico de suavidad (aproximacion 1S). Con esta aproximacion y mediante la inversion de
datos experimentales de B(T') se han obtenido potenciales efectivos tipo ANC para gases nobles y sus mezclas [5],
los halometanos [11], moléculas homodiatémicas y sus mezclas [14], e incluso con moléculas lineales pequenas
con multipolos permanentes [15]. Todos estos resultados mejoran a los generados por otros modelos como el LJ

12-6, el Kihara o aquellos obtenidos a partir de correlaciones empiricas segin las referencias antes citadas.

Cuando la complejidad de la molécula es mayor (o a una mayor densidad) el potencial requiere generalmente
que los pardametros dependan del estado del fluido. En este caso se busca que dichos parametros tengan
variaciones suaves y pequenas sobre amplios rangos de temperatura y densidad, mientras se mantiene una
buena exactitud con el modelo. Dos ejemplos con esta nueva aproximacién son de primera importancia para
la investigacion actual: A) El estudio de moléculas convexas ha logrado vincular los pardmetros ANC con las
medidas fundamentales del cuerpo y se ha aplicado a familias de moléculas reales tales como los n-alcanos y los
n-perfluoroalcanos [4,17]; y B) en el caso de interacciones dipolo-dipolo, con intensidades bajas, la aplicacion
del modelo ANC permite la inclusiéon del mismo pardmetro suavidad tanto en la zona repulsiva del potencial
como en la atractiva (aproximacion 1S), que junto con el resto de los parametros moleculares tendran una
dependencia explicita en la temperatura del sistema [18]. Dicha dependencia es muy marcada en el parametro
energético y muy pequenia para el de la longitud por lo que esta tltima puede considerarse constante como una
primera aproximacion. Los resultados también son aplicados a sustancias reales, como el HCI, con intensidades

dipolares pequenas.

El comportamiento del tercer coeficiente virial ANC con respecto a la temperatura puede obtenerse con el
modelo ANC-ATM y las predicciones hechas para sustancias reales concuerdan con los datos reportados en la

literatura dentro de los intervalos permitidos del error experimental [19].

Entre otras sustancias estudiadas con el modelo ANC se encuentran algunos gases nobles: argon y kripton,
moléculas diatomicas: No, Fo y CO, el perfluorometano y el eteno [20]. Ademaés, el potencial ANC ha mostrado su
eficacia en la reproduccion del segundo coeficiente virial actistico de nueve sustancias reales [21], los coeficientes
de viscosidad n para los gases nobles méas pesados, moléculas didtomicas y algunas poliatomicas [22] y la

conductividad térmica para el caso de los gases nobles [23].

3.5. Volumenes de referencia ANC en forma analitica

Durante el desarrollo de la investigacién, nuevas expresiones analiticas se han obtenido para los volimenes
de referencia ANC. A continuaciéon se presenta la metodologia seguida y la forma final de dichos volumenes.

Todos los célculos realizados para obtener dichas cantidades pueden revisarse en el apéndice

Como antecedente inmediato, la forma analitica del segundo coeficiente virial de un fluido ANC-1S esta dada
por
(1-a)®

Bf = Bl ,s(S=1)=a+3(1 —a) |*Fi(T*) + a(l — a) Fo(T*) + 3

Fs(T) |, (3.37)

donde las funciones Fj(T*) son ampliamente conocidas en el ambito de la teorfa de cuerpos convexos [24-27],
apéndice El desarrollo para obtener la expresion (3.37) del segundo coeficiente virial de un potencial ANC
se puede hallar en la referencia [28] y una metodologia similar ha sido aplicada en el calculo de los voltunenes

de referencia de la teoria ANC.
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3.5.1. Nueva forma cerrada para la integral F,(7™)

Antes de continuar con los volumenes de colisién, mostramos una simplificacion a la forma cerrada de
la integral Fi(T), ecuacion (A.19] pag. [107). Usando las férmulas de recurrencia de las funciones cilindrico-
parabolicas D, [x] [29,30], la expresion (A.19) se logra escribir en una forma mucho més compacta:

k 1
2¢ \ 12 6—k € 2¢ \ 2
A - () 155 e [ 21 |- ()

El célculo completo se encuentra en el apéndice Esta nueva forma de la expresion Fy(T') aporta, ademés

de una reduccién en las rutinas dentro de cualquier software matematico, un elemento mas a favor de aquellos

sistemas que empleen este tipo de funciones.

3.5.2. Volumenes de colision ANC

Por definicion, los volumenes de colision reducidos tanto repulsivo b* (T*), como atractivo A*(T*), ecs. (3.11)
y @13, son

1
b* (T*) = 1-—= % / e*‘bZNcas/T* y2dy
€ 0
A* (T*) = 1 + 1/% / (67¢2NC’23/T* — 1) dey.
€ -1 1

en donde se hace énfasis en el uso de un potencial ANC version 28, ec. (3.20)), y donde se ha considerado que
Yy = r/(sANm T = kT/EANC y (I):NC = (I)ANC/GANO
A partir de la definicion de la funcion y, ec. (3.21]), y empleando el siguiente cambio de variable

X—a
Y = 3.38
. (3.38)
se tiene queﬂ
P =1-S+5x> v  Six*dx=y’dy (3.39)

el cual permite escribir a las integrales que aparecen en los volimenes de colision como

1 2
/0 e~ Pancas/T 20y — Sp(1 — a) {aQDl(T*) +a(l — a)Dyo(T*) + Oga)pg(T*)] (3.40)

/1 h (e*%c-as/T* - 1) y2dy = Sa(1 — a) [a2€1(T*) +a(l — a)&(T*) + (13“)253@*)} . (3.41)

donde las integrales Dy (T*) y £ (T*) estan escritas en términos de un potencial LJ 12-6 y pueden resolverse de

forma analitica como una serie infinita de funciones gamma incompletas, dadas por las expresiones

. B2 _[6j—k 17, stk
3=0
" ko= 2 6j—k 1 o Sith
E(T%) = 1+122j,7{ D ,T*}T = (3.43)
j=0 7"

con k=1, 2y 3, y cuya integracion se realiza en el apéndice [B:2.2]

5En este contexto la nueva variable Y es la posicién reducida (Y = r/e¢) de un potencial Lennard-Jones, por lo que la ecuaciéon
(3.39) es una relacion lineal directa entre el cubo de las distancias reducidas entre un sistema ANC y uno LJ, haciendo de la

suavidad el parametro que las relaciona.
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3.5.3. Volumenes de colisién - referencia

Sustituyendo S = 1 en las ecuaciones (B.4)) y (B.5|) se obtienen los volimenes de referencia

by(T*) =1 — 3(611/7;“) [aZDl (T*) + a(1 — a)Da(T*) + (1_3‘022)3@*)} (3.44)
y
AHT*) =1+ j(/lTi__a)l {aQ&(T*) +a(l — a)&(T*) + (1_3“)253@*)] (3.45)

cuyas definiciones permiten llegar a las ecuaciones ([3.23)) y (3.24). Como era de esperarse, cuando Sg = Sa este
conjunto de ecuaciones se reducen al caso 1S.

3.5.4. Caso especial ANC-LJ

Un punto interesante a notar es aquella variante obtenida cuando se considera a = 0 en la teoria ANC. El
potencial ANC, ecuacion (3.20), toma la siguiente forma

(3.46)

¢/ANC (y, Sz) _ Sz ! _ Sz 2
€ y3_]—+Si y3—1—|—5’i ’

donde el simbolo prima hace referencia a este caso especial. La ventaja de este modelo consiste en que el potencial
LJ 12-6 es el potencial de referencia, ®'y o (y, Si = 1) = &f = Prj, por lo que

By = Bi,. (3.47)

Esto ultimo significa que el segundo coeficiente virial de cualquier fluido ANC-1S (con a = 0) puede escribirse

en términos del segundo coeficiente virial de un fluido Lennard-Jones como
BY(T*)=1-S5+S Bf;(T") (3.48)

cuya expresion analitica es bien conocida.
Para el caso 2S, usando a = 0 en los volumenes de referencia (3.44) y (3.45), éstos se simplifican obteniéndose
expresiones mucho mas compactas

~ Ds(T7)

b (17) = 1=~ (3.49)
- Es(T™
AG(T) = 1+7el/3T<* _)1, (3.50)

y ya que las relaciones lineales entre los volimenes de colision, b* y A*, con sus respectivos volimenes de

referencia (ecs. [3.493.50)) se mantienen, el segundo coeficiente virial ANC 28 estara dado por

BY(T*) = [1=Sn+ S b (T")] T = [1= Sx + 8 Ay (T)] (M7~ 1)

= 1— SpD5(T*) — SaA&(T), (3.51)

donde D3(T*) y E(T™) estan dadas por y (3:43).

Desde el punto de vista de estados correspondientes, el potencial ANC modificado , y en especifico el
segundo coeficiente virial , se han empleado en sistemas polares (Cap. |4} Sec. en donde un potencial
LJ 12-6 resulta insuficiente para lograr una conformalidad requerida para este tipo de fluidos.



REFERENCIAS 41

Referencias

(1]
12l
13l

[10]
[11]
[12]

[13]

[14]
[15]
[16]
[17]
(18]
[19]
[20]
21]
22]
23]
24]
[25]

[26]

A. Gil-Villegas and F. del Rio. Phys. Rev. E, 53(3):2326-2336, 1996.

F. del Rio, J. E. Ramos, A. Gil-Villegas, and I. A. McLure. J. Phys. Chem., 100:9104-9115, 1996.
F. del Rio, J. E. Ramos, and I. A. McLure. J. Phys. Chem. B, 102:10568-10575, 1998.

J. E. Ramos, F. del Rio, and I. A. McLure. J. Phys. Chem. B, 102:10576-10585, 1998.

I. A. McLure, J. E. Ramos, and F. del Rio. J. Phys. Chem. B, 103:7019-7030, 1999.

J. H. Dymond, K. N. Marsh, R. C. Wilhoit, and K. C. Wong. Virial Coefficients of Pure Gases and
Miztures, in: Landolt-Bérnstein, Numerical Data and Functional Relationships in Science and Technology,
in: M. Frenkel, K.N. Marsh (Eds.), New Series, Group IV: Physical Chemistry, volume 21. Springer-Verlag,
2002.

B. Ibarra-Tandi and F. del Rio. Phys. A, 388:4315-4327, 2009.

I. G. Kaplan. Intermolecular Interactions: Physical Picture, Computational Methods and Model Potentials.
John Wiley and Sons,Ltd, 2006.

O. Guzman and F. del Rio. J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys., 40:3989-4003, 2007.

O. Guzman and F. del Rio. J. Phys. Chem. B, 105:8220-8229, 2001.

F. del Rio, I. A. McLure, J. Chavez, J. E. Ramos, and E. Avalos. Mol. Phys., 104(22-24):3757-3775, 2006.
F. del Rio and O. Guzmén. Mol. Phys., 110(11-12):1261-1267, 2012.

G. C. Maitland, M. Rigby, E. B. Smith, and W. A. Wakeham. Statistical Intermolecular Forces. Clarendon
Press, Oxford, 1981.

F. del Rio, J. E. Ramos, and 1. A. McLure. Phys. Chem. Chem. Phys., 1:4937-4945, 1999.
J. E. Ramos, F. del Rio, and 1. A. McLure. Phys. Chem. Chem. Phys., 3:2634—2643, 2001.
J. A. Gonzalez-Calderon and F. del Rio. Collect. Czech. Chem. Commun., 74(2):363-391, 2009.
J. E. Ramos, F. del Rio, and 1. A. McLure. Phys. Chem. Chem. Phys., 2:2731-2741, 2000.
F. del Rio, E. Diaz-Herrera, and E. Avalos. J. Chem. Phys., 122:034504, 2005.

O. Guzmaén, F. del Rio, and J. E. Ramos. Mol. Phys., 109(6):955-967, 2011.

F. del Rio, O. Guzman, J. E. Ramos, and B. Ibarra-Tandi. Fluid Ph. Eq., 259:9-22, 2007.
J. E. Ramos, F. del Rio, and A. F. Estrada-Alexanders. Int. J. Thermophys., 20(2), 1999.
F. del Rio, B. Ibarra-Tandi, and L. Mier y Teran. Mol. Phys., 101(19):2997-3007, 2003.

J. E. Ramos. Mol. Phys., 103(17):2323-2334, 2005.

A. J. M. Garrett. J. Phys. A: Math. Gen., 13:379-380, 1980.

W. Witschel. Int. J. Thermophys., 11(6):1075-1085, 1990.

T. Kihara. J. Phys. Soc. Japan, 6(5):289-296, 1951.



42 REFERENCIAS

[27] K Yamazaki and T. Kihara. J. Stat. Phys., 14(6):509-519, 1976.

[28] J. A. Gonzalez-Calderon. Mddelos esféricos y lineales del potencial de moléculas pequerias no polares. Ph.
D. Thesis. Universidad Autéonoma Metropolitana., México, 2011.

[29] I. S. Gradshteyn and I. M. Ryzhik. Table of Integrals, series, and products. Elsevier, 2007.

[30] M. Abramowitz and I. A. Stegun. Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and
Mathematical Tables. Dover, New York, 1972.



Capitulo 4

Sistemas polares

4.1. Introduccion

El caracter eléctrico inherente en las moléculas es el principal factor que define las propiedades fisicoquimicas
de la materia; es decir, la interaccion entre las distribuciones de carga existentes en las moléculas produce las
distintas fases de la materia. En especifico, las propiedades termodinamicas de los sistemas polares han sido
ampliamente investigadas mediante distintas técnicas tanto teodricas [1,2] como por simulacién por computadora
[3]. En el estudio de estos sistemas, una gran cantidad de informacion para fluidos polares se ha obtenido
empleando el modelo molecular Stockmayer (SM) el cual consiste de una interaccion tipo LJ més la interaccion
existente entre dos dipolos permanentes puntuales [4]. Cuando se requiere estudiar efectos de polarizacion
regularmente se suman al potencial SM términos extras que simulan la induccién electrostatica entre las
moléculas [5].

Aunque esos potenciales sean una idealizaciéon de las interacciones entre moléculas polares reales, han sido
aplicados de manera exitosa para describir las propiedades de fluidos puros y sus mezclas; sin embargo, tanto su
dependencia angular como los efectos electrostaticos de largo alcance los hacen poco manipulables tanto a nivel
tedrico como computacional. Uno de los objetivos de la presente investigaciéon consiste en hallar un potencial
simple y esférico que reproduzca la termodindmica de un sistema polar para fases fluidas y que ademaés permita
entender los efectos electrostaticos de la frustracion a nivel molecular.

Para lo anterior se estudia la conformalidad entre el potencial SM polarizable (SMP) y el efectivo, lo que
permite aprovechar el principio de estados correspondientes (PEC); asi, si ambas funciones son conformales en
un estado dado dicho principio indica que las propiedades termodinadmicas del sistema SM se pueden obtener a
partir de las del efectivo. Los sistemas efectivos tomados para este estudio son los fluidos LJ 12-6 y ANC 2-S
aprovechando las ventajas que cada caso aporta: en el primero de ellos se aprovecha el conocimiento completo
de su termodindmica y con el segundo se tiene un mejor control de la conformalidad entre sistemas. Diversos
autores han trabajado con sistemas polares efectivos, principalmente a bajas densidades [6-9], que emplean una
funcion SM, y aproximaciones de la misma; muchos de esos resultados corresponden a casos especiales dentro
del modelo efectivo actual.

4.2. Antecedentes

Los primeros estudios de sistemas polares desde el punto de vista ANC utilizan al potencial SM, ec. (2.16] [10].
El segundo coeficiente virial es obtenido para intensidades pequenas del dipolo y los resultados son compatibles
con los obtenidos por otros autores por debajo de la temperatura de inversion; es decir, aquella donde el segundo

coeficiente virial tiene su maximo.

43
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La inversion de datos teoricos de dicho coeficiente mediante el modelo ANC, ecs. y , arroja
parametros efectivos de distancia y energia acorde al hecho de que se le suma al potencial LJ un término
atractivo: el tamano efectivo de la molécula disminuye y la profundidad del potencial efectivo crece a medida
que aumenta la intensidad del dipolo. En cuanto a la suavidad, tanto repulsiva como atractiva, en promedio

disminuye a medida que la intensidad del dipolo aumentaEI

La aplicaciéon de este modelo, utilizando parametros moleculares constantes, a gases reales se ha hecho
inicialmente con aquellas sustancias compuestas por moléculas heterodiatomicas y poliatomicas (y sus mezclas
con gases nobles), ambos tipos de moléculas caracterizados por tener dipolos permanentes pequenios [10],
muestran resultados acordes a los experimentales.

El tema de los gases polares usando la vision ANC es retomado posteriormente por Avalos et. al.
[11] empleando como principal herramienta el principio de estados correspondientes, y permitiendo que los
parametros efectivos dependan del estado del sistema. Aunque existen estudios similares a éste [7], la inclusion
del parametro suavidad agrega versatilidad al trabajo y permite extender el concepto para momentos dipolares
y densidades mayores, haciendo posible encontrar propiedades termodindmicas a nivel del liquido SM y su

aplicacion para el equilibrio liquido vapor del HCI.

4.3. Fluidos polares

Una molécula polar es aquella caracterizada por un momento dipolar eléctriC(ﬂ permanente, el cual se
origina por diferencia de electronegatividad de los &tomos que conforman a la molécula. La distribuciéon
de carga de un sistema molecular estd basicamente determinada por las cargas nucleares localizadas en las
distribuciones de densidad nuclear y electronica alrededor del nucleo. Tanto las moléculas no polares como las
polares pueden adquirir un momento dipolar inducido bajo la acciéon de un campo eléctrico externo que resulta
de un experimento o del ambiente molecular de una molécula; este efecto inductivo es temporal y desaparece
cuando también lo hace el campo externo. A esta redistribucion de cargas debida a la induccién se le conoce
como polarizacion y el término molecular que la mide es la polarizabilidad denotada por la letra griega a. Al
conjunto completo de interacciones (permanentes o inducidas) entre dipolos se le dara el nombre de interaccion

dipolo-dipolo.

4.3.1. Multipolos eléctricos

En teoria electrostatica una distribucion de carga p(r') de una parte restringida del espacio, puede
caracterizarse en términos de sus momentos multipolares. Estos son los coeficientes de un desarrollo en serie del
potencial de la distribucion de carga ¢(r), en un punto r debido a toda esa distribucién. De acuerdo a la teoria

electrostatica, el potencial ¢(r) esta dado por la ley de Coulomb como

B(r) = — P (r)/| dr', (4.1)

4dmeg ) r—r

1Este resultado, como se vera posteriormente, se contrapone con la inclusiéon del resto de las configuraciones omitidas.
2Un dipolo eléctrico simple esta formado por dos cargas eléctricas q y —¢q separadas una distancia R. Esta distribucion de cargas
se representa mediante el vector momento dipolar eléctrico p dirigido desde la carga negativa a la positiva. El médulo del vector

dipolo es ¢R y regularmente se utilizan unidades de debyes (D) para medirlo,

1D =3.33564 x 1073°C m.
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donde ¢ es la permitividad del vacio. Suponiendo que |r| > |r’|, se tiene que
3 o . ¢ I\ 2
v — /| b r_lll— r2r+(r>]
r r
’ I\ 2 2
3 r-r 1 /r 3(r-r)
1 S (L B
" [ r2 2 (’/‘) + 2 rt +

Combinando los términos subsecuentes en la ec. (4.2) de acuerdo a sus potencias en (r//r)™ con la ec. (4.1)

se forma el desarrollo multipolar del potencial ¢(r’) [12].

—1/2

(4.2)

En especifico, el término dipolar es

1 r 1 -r
(2) — - / Ndr' = [
d) (r) 471'6() 7"3 /r p(r ) " 471'6() 7"3
1 pare
_ Pa T 4.3
dmeg T2 71 (4.3)

donde el momento dipolar (vector) de la distribucién de carga (un tensor de primer rango) es denotado por p

y donde las tres componentes del tensor momento dipolar son
wp = /rgp(r')dr'. (4.4)

4.3.2. Potencial de interacciéon entre dos dipolos

Habiendo expresado el potencial ¢(r) como un desarrollo en serie de 1/r, el desarrollo correspondiente para

el campo eléctrico E(r) puede obtenerse por diferenciacion

E(r) = —V¢(r). (4.5)
que para el término dipolar esﬁ
1 [3r(p-1) p
E@(r) = - =
(x) dreg [ o 73
_ 1 p |3rr 1
 Admey 13 r2 ’

obteniéndose un potencial de interaccion dipolo-dipolo (dd)

1 . R
q’?fl = M- Egz)(r) = 3 [Hi My 3(p; - 1) (Hj : r)]
2

I

——5 [2cosf; cosb; — sinb; sin b cos(¢; — ¢;)] (4.8)
r

para moléculas de una sola especie. El potencial binario Stockmayer (SM), ec. , proviene precisamente de
incrustar dipolos puntuales (interacttiando segtn la expresion anterior) en dos sitios Lennard-Jones 12-6, ec.
. Ademés de emplearse en sistemas polares simples [1,14], el potencial SM suele usarse en el estudio de
polimeros autoensamblados, fluidos ferroeléctricos y magnetoreologicos e inclusive como modelo para cristales
liquidos polares [15].

3Usando la definicién del tensor dipolar [13], el campo originado obtiene la forma

3rar
Taﬂ =3 [Lﬁ - 5a[3:| s (4-6)

y las componentes del campo dipolar de convierten en

(2) . 1 g 3rarg .
E = 18 —bus| =T 4.7
o (r) Treq 13 { B BB (4.7)
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4.4. Sistema Stockmayer polarizable

4.4.1. Potencial Stockmayer polarizable

La interaccion entre dos moléculas Stockmayer polarizables (SMP), separadas una distancia r = |r|, y con

orientaciones dadas por w; = (6;, ¢;), se define como
Doip (1, Wi, wj) = Py (r, wi, wj) + (b;i;(T, wi,w;) (4.9)

donde al potencial SM, ecuacion ([2.16)), se le ha sumado la interaccion dipolo-dipolo inducido dada por

pro

@?;(T,wi,wj) = —T—Ghij(wi,wj) (410)

que incluye una dependencia extra con la polarizabilidad « de la molécula. La funcion h;; esta dada p01E|
hij = 2+ 3 cos? 0; + 3 cos? 0;. (4.11)

cuyos angulos son presentados en la figura[2.3] ver pag. Obsérvese que, cuando a = 0 se regresa a la expresion
SM [17,18].

De las expresiones y (4.11)) es sencillo determinar que la configuraciéon méas estable para ®gyp se da
cuando los vectores p; y p; cumplen la configuracion cabeza-cola. La configuracion menos estable dependera
del sistema que se esté manejando y especialmente de las intensidades del momento dipolar y la polarizabilidad.
En el caso SM (cuando no hay polarizaciéon entre moléculas) la configuracion con mayor valor energético sera
aquella donde dichos vectores se encuentran (cabeza-cabeza) o se contraponen (cola-cola).

En la figura [{] se presenta el perfil del potencial ®gyp para distintos sistemas y configuraciones
orientacionales. En la figura principal se muestra el caso en que u*? = p?/e0c® = 1.0 y o* = a/o® = 0.1;E|
las curvas a trazos cortos y a trazos largos representan el potencial para las configuraciones mas estable e
inestable del sistema, respectivamente. La energia de cualquier otra conformacion angular posible entre las dos
particulas, en el mismo estado, se encontrara entre esos dos casos extremos. En la figura secundaria se presenta la
misma situacién para p*? = 4.0. Cotejando ambas figuras se observa el aumento notable (para la configuracion
mas estable, curva a trazos cortos) en la profundidad del pozo de ®gpp cuando la intensidad del momento

dipolar se incrementa.

M*Q fég/?P — €Ly fgvgp - Ggg/zp 6g/I)P — fgvgp
€Ly fgg/r)P 6g/I)P
(%) (%) (%)
1 52.0 36.8 2.5
2 221.9 43.2 3.3
3 405.2 48.5 4.0
4 600.0 53.2 4.7

Tabla 4.1: Contribucién de los términos electrostaticos al potencial SMP («* = 0.1) para distintos momentos

dipolares, y diferentes 6érdenes de polarizabilidad.

4E] término extra surge de considerar un momento inducido sobre el dipolo, generado por un campo eléctrico total homogéneo,
dado por aEEQ)(r) [16].
5Aqui se han usado los parametros LJ, € y o, como unidades de reduccién de los parametros electrostaticos.
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10

Figura 4.1: Potencial LJ (linea solida)
comparado con el potencial por pares SMP

para ;"2 = 1.0 y o = 0.1. Los centros de

las particulas estan separados una distan-

cia, z = r/o. Dos configuraciones extremas

entre dipolos son mostradas: cola-cola (li-

Bg\p/e

nea a trazos largos) y cabeza-cola (linea

a trazos cortos). A una distancia dada, x,

el potencial SMP puede tomar cualquier

valor en la regiéon sombreada dependien-
do de la orientaciéon relativa de los dipo-
los. Una situacion equivalente es mostrada
en el recuadro con una intensidad dipolar,

1% = 4.0 y misma polarizabilidad.

En la ecuacion se han despreciado términos inductivos mayores al de primer orden al considerar que
contribuyen poco a dicha energia de interacciéon. Este hecho se justifica en cierta medida usando la energia
del minimo del potencial. La tabla presenta el cambio porcentual de estas energias al incorporar cada
término electrostéatico al potencial LJ segin el potencial SME] Dichos calculos se han obtenido considerando
la configuracion mas estable entre los dipolos (cabeza-cola), por lo que para cualquier otro arreglo todas las
contribuciones seran menores a las de este caso.

En esta tltima tabla eéi)dp corresponde al minimo energético con el i-ésimo orden de polarizabilidad. Estos
resultados se presentan de manera grafica en la figura donde se muestran los efectos acumulados de cada
uno de los términos de ®gp ocupados en este trabajo.

En la siguiente seccién se trabajard con promedios angulares del potencial ®gyp los cuales resultan
dependientes de la temperatura. Los perfiles de estos potenciales promediados se hallan en la zona sombreada de
la figura exactamente entre el perfil LJ (linea solida) y la configuracion mas estable (linea a trazos cortos),
por lo que realmente la contribucién de segundo orden en « sera mucho menor a las especificadas en la tabla
en especial a temperaturas grandes.

4.4.2. Potencial SMP esfericalizado

La configuracion relativa entre las moléculas que forman un sistema polar dependera principalmente del

campo eléctrico generado por todas ellas y su energia cinética. La primera dependencia tiende a alinear las

6En especifico, el término de segundo orden en la polarizabilidad esta dado por

2
'u—gaQ [8cos@; cosB; — sen B; sen 0 cos(¢p; — p;)] .
r
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Pgvip/e

Pgvip/e

30

—— ®gpmp, primer orden en @

Dgsnp, segundo orden en @

30

Figura 4.2: Efecto de la polarizabilidad en el potencial @,y usando la configuraciéon mas estable, cabeza-cola.

En la figura principal (12 = 1 y a* = 0.1) se observa el cambio al sumar a la funcién Lennard-Jones el primer
y segundo términos de la ecuaciéon (4.17). La linea a trazos cortos muestra el efecto obtenido al agregar el

término proporcional a «*2. En el recuadro se muestra la misma situaciéon para el caso pu*? = 4 y la misma
polarizabilidad.
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moléculas en un arreglo especifico mientras que el segundo factor altera tal disposicién de manera aleatoria. Asi,
cuando la temperatura aumenta, el efecto electrostatico entre las moléculas empezaré a cobrar menor relevancia.
A bajas densidades los dipolos que forman el sistema SMP rotan librementeﬂ por lo que resulta conveniente
cambiar la interaccién original ®g,» por una promedio obtenida al considerar todas las configuraciones posibles
existentes entre dos dipolos. De esta forma la dependencia angular es eliminada generando una expresion mucho
mas simple de manipular, simétricamente esférica, y que en esencia contiene la fisica del sistema SMP. Este
proceso de “esfericalizacion” da como resultado un potencial esférico efectivo (SMPs) que sera sustituido en la
ec. pag. para intentar reproducir alguna propiedad termodindmica X de interés de dicho sistemaﬂ

En especifico, si se toma a X como la presion P del sistema, ec. pag. , se demuestra que a bajas
densidades dicha ecuacién puede escribirse en términos del segundo coeficiente virial

BSI\’IP:; (Tu [(PSMP:;]) = BSMP (T7 [@SMP]) (4'12)

donde el coeficiente del lado derecho corresponde al potencial original ®gy» mientras que el del lado izquierdo
es el coeficiente virial de la interaccion efectiva SMPs.

Consideremos los dos coeficientes por separado; por un lado, el segundo coeficiente virial para un fluido SMP,

ec. (4.9), esta dado por
1 o Doip 2
B T)= - Q 1-— - 4.1
smp(T) 4/d /0 dr[ exp( kBT>} T (4.13)

donde (2 representa el conjunto total de angulos que definen la orientacién entre las dos moléculas SMP y cuya
notacién permite escribir la diferencial angular como d€) = sen 0;df; sen 6;d6,d (¢; — ¢;).

Por otro lado, el potencial esfericalizado ®gyp, tiene, por definicién, un segundo coeficiente virial de la forma

o o
Bsweo(T) = 277/ dr [1 — €xp (— SMPS)} r? (4.14)
0 ksT

donde el factor 27 surge debido a que no existe dependencia angular en ®gyp..
De acuerdo a la ecuacion (4.12]), los coeficientes (4.13)) y (4.14) son iguales, por lo que después de unos pasos
algebraicos se tiene que el potencial esfericalizado tiene la forma

J dQexp (~ %42 )
Td%

(bSI\/IPs(T) = —kgTIn (415)

donde [ d2 = 8. La ecuacion (4.15) expresa de forma explicita al potencial esfericalizado para un fluido SMP y
debido a que el factor de Boltzmann se encuentra involucrado surge una dependencia natural en la temperatura.

Debido a que el potencial SMP contiene un kernel esférico del tipo LJ, la ecuacion (4.15]) puede reescribirse
como

J dQexp (— ’:I;elT)

(I)SMPS (’I") = ¢LJ (’I") — kBTln f dQ (416)
donde ®.; es la contribucién electrostatica dada por
2 2
I po
d, = -3 9ij (Wi, wj) — e hij(wi, w;) (4.17)

que resulta de sumar q)fjd dada por la ec. 1) y el segundo término de la ec. |i

"Esta condicién es valida para grandes separaciones o en un medio con una constante dieléctrica (&) alta, cuando la energia de
interaccion, dependiente de la orientacién, esta por debajo de la energia térmica kg7 [19].

8El proceso de esfericalizacién es un caso especial del teorema de distribucion de potencial usado para obtener la energia libre
de Helmholtz de una energia libre dependiente de las orientaciones [19].
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La forma matematica para este potencial nos conduce a un término atractivo respecto al potencial LJ lo que
indica que todas las curvas de los potenciales SMPs estaran (graficamente) por debajo de dicha funcion y por
arriba de aquella cuya configuracion es la més estable (zonas grises de la figura .

La estructura que presenta la ecuacion (4.15)) recuerda a la energia libre de Helmholtz A escrita en el
ensamble canodnico [20]; en este caso, entre dos dipolos que rotan libremente. En efecto, derivando la ecuacion

(4.15) respecto a la temperatura se llega a la expresion

d(bSMPs
ar

Pspipe = Ponp + T (4.18)

por lo que la energia libre de Helmholtz A (= U —T'S) se identifica con la funcién @gyp, v @ Pgye con la energia

interna dada po
p Iﬂ fdQ(I)SMPe—ﬁbsMp/kBT
f dQe—®smp/ksT

Bgpp = (4.19)

Es decir, el potencial ®gyp, esta formado por dos términos independientes: uno energético y uno relacionado
con la entropia orientacional entre dos dipolos [9]. En otras palabras, la funcion entre los corchetes de (4.15)) es la
funcion de particion canénica del sistema SMP y el potencial resultante es precisamente el promedio energético

de todas las configuraciones posibles entre dos moléculas regidas por la interaccion ®Pgyp.

4.4.3. Desarrollo numérico del potencial esfericalizado

Aunque la integral principal localizada en la ecuacion puede resolverse numéricamente se ha optado
por tomar una ruta alterna, empleada por diversos autores, en la cual se desarrolla el factor de Boltzmann
y posteriormente se integra el término general de dicho desarrollo. Para realizar este proceso se han definido
cantidades reducidas usando los pardmetros o y € del kernel esférico como unidades de reducciéon. Dichas
cantidades son presentadas en la tabla

2
r U a
*2 *
xr = — IU, = — o =
o’ eod’ o3
o* _ Dnips P — Dy, T* — ksT
SMPs € bl LJ € 9 €

Tabla 4.2: Reduccion de cantidades electrostaticas para el modelo SMP.

Con esta cantidades el potencial SMP esfericalizado reducido tiene la forma

00 <g:nhzz> ,[L*2 m+n o n
2. ;@!nJ!Q(T*xS) (ﬁ) ’ (4:20)

m,n=0

*
(bSl\/IPs

() =07 ;(z) = T*In

donde el término identificado por los corchetes (- --) es la integral

1
<g$h%>sz 8 /dQ 9iy hij
cuya solucion puede aproximarse a la forma

k+1 ,%)B(%, m7k~|2»2q+1 )B(%, m7k+22l72q+1)

l
S () () () PR R (e (121)

(ki) =D

9El denominador en esta expresién forma parte de un grupo conocido como integrales de Keesom [17,21,22], que en el caso de
sustancias polares, sin el caracter inductivo, pueden simplificarse pasando de una integral multiple a una simple mucho més sencilla

de resolver numéricamente [23].
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escrita en términos de funciones beta, B(x,y) [24]. Rutinas de dicha expresion son sencillas de implementar en
cualquier software matemaético.

En general, no se requiere gran esfuerzo computacional para realizar célculos con la expresion (4.20)), y
normalmente la convergencia se logra con pocos términos; sin embargo, la combinacién: x pequenas, T* bajas
y/o p* grandes, resulta en una convergencia muy lenta de esta suma. Y ya que se manejaran varios estados del
sistema SMPs resulta conveniente encontrar un ntmero minimo de términos que agilicen estos calculos.

En principio, nos hemos concentrado en sistemas SMPs en los estados: T* € [0.3,10.0], u*? € [0.0,4.0] y
a* € [0.0,0.1], por lo que los valores T* = 0.3, u*? = 4.0 y a* = 0.1, definiran los ntimeros m y n requeridos
para ; en cualquier otro estado se requerird un nimero menor de términos. Ademas, como se argumenta en
la seccion al usar el PEC s6lo se emplearan aquellos parametros que identifican al minimo de un potencial
SMPs, por lo tanto no es necesario considerar valores pequenos para x, sino del orden de la unidad, —obsérvese
la figura . Especificado lo anterior, se establece que con valores m = 30 y n = 10 usados en la suma
(4.20) se obtienen parametros €. y ¢ con un error relativo al 1 %.

Los primeros términos de la ecuaciéon (cuando n = 0) han sido utilizados en diversos estudios con fluidos
SM. Usando el primer término distinto de cero en m se obtiene la mitad del potencial de Keesonﬂ [6], utilizado
regularmente en este tipo de sistemas [8,26-28]. Los primeros dos términos hasta un orden z =12 fueron incluidos
por Cook et. al. [7] en su aplicacion del PEC a sistemas SM y posteriormente por otros investigadores [29-32]. En
lo que se refiere a sistemas polarizables no se tiene conocimiento alguno de desarrollos, en esta misma direccion,

aplicados a potenciales esfericalizados.

4.4.4. Una forma analitica para el potencial SMP

Como una primera aproximacion pueden retenerse tan solo los primeros términos de (4.20) hasta el orden

2712 y primer orden en o* obteniéndose un potencial efectivo de la forma

20[*/1*6 7[u*8 1 9 u*4 1
= (4 — 4+ 227 = 422
of ( 5772 T 15077 ) 712 TR T ) 16 (422)

y, ademas considerando que tiene la misma forma que el potencial L.J 12-6, se procede de la misma manera que

Cook et. al. [7] y Avalos et al. [11] se obtienen parametros efectivos de energia y distancia dados por

*4 *
% =t (/;T* * (1 - 2;;*) 14/?:;*2
+ {1 + 1‘;; (1 + 5;)} ©2at (4.23)
det - 21/6{1 e +(124)7“*8
o 72T+ 25T~ ) 103637
B

que son la distancia y energia reducidos del minimo del potencial . Cuando en estas dos expresiones se
considera polarizabilidad nula se recuperan los resultados presentados en las dos referencias antes citadas. En
pocas palabras, el potencial puede ser escrito como un potencial LJ con parametros moleculares (4.23)) y
([4.24), los cuales dependen del estado del sistema.

El proceso anterior muestra que al realizar la equivalencia entre el potencial trunco y un potencial
LJ se generan parametros efectivos y los cuales ubican el minimo del primero de los potenciales.

105610 deben considerarse los términos pares para k, m y m — k, haciéndose nulos aquellos valores para valores impares.
11En realidad Keesom trabajé erréneamente con la energia interna del sistema dipolo-dipolo en lugar de hacerlo con la energia
libre [25].
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Esta misma idea serd empleada posteriormente de una manera més extensa considerando el desarrollo completo
del potencial esfericalizado (4.20]). Asi, primero se ubica el minimo del esfericalizado y con él se intenta obtener
alguna equivalencia con un potencial mucho mas sencillo. A partir de esos resultados el comportamiento de los

parametros efectivos podra compararse con los ahora obtenidos.

4.4.5. Conformalidad entre potenciales SMP y LJ

Como ya se habia mencionado, y como puede verse a partir de la ecuacioén (4.20)), el efecto neto de esfericalizar

*

el potencial @7, resulta en un potencial més atractivo que el LJ a medida que las propiedades electrostaticas del

sistema crecen en intensidad. Dicho efecto es apreciado en la figura4.3(a)} en ella se muestra el comportamiento

*

s up. Dara distintas intensidades del momento dipolar manteniendo constantes

para un conjunto de potenciales ®

*

*upe s€ hace mas profundo y se desplaza hacia

T* y o*. Claramente se observa como el minimo del potencial ®

la izquierda mientras p* aumenta. Un efecto semejante se observa cuando la temperatura disminuye.

Figura 4.3: (a) Dependencia con p* del potencial ®},,,... Potencial SMPs para distintos momentos dipolares,

todas a T* = 0.3 y a* = 0.1. (b) Potencial esfericalizado re-escalado 1smp. Las funciones ®%,,.. de la figura
contigua son reescaladas para comparar sus perfiles con la funciéon Lennard-Jones. Para momentos dipolares

menores a 1.0 las graficas se superponen con la de la funcion LJ (curva superior).

Para un sistema dado, el potencial @4, tiene un minimo caracterizado por la distancia, d.f, y energia, €qf;
esto significa, Pgyp.(dor) = —€or- Usando a € y o del potencial LJ como parametros de reduccion se establecen

las siguientes cantidades

F. = < (4.25)

Fs = <& (4.26)
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con los cuales se reescala el potencial ®%,, .., para definir una nueva version del potencial esfericalizado

Pir.(y =/ F
wSMP(y): = (yF / 6)7

(4.27)

que cumple la relacion ¢gyp(y = 1) = —1. Visualmente, el perfil ¢ de cualquier sistema puede compararse
de manera directa con el respectivo reescalamiento del potencial LJ (¢r,5), estableciendo asi una técnica semi-
empirica para identificar conformalidad entre el sistema de estudio y el sistema Lennard-Jones. Un resultado
importante puede obtenerse tomando el conjunto de potenciales ®f,, .. presentes en la figura [4.3(a) y a
continuacion aplicarles el reescalamiento respectivo. El nuevo conjunto de potenciales ¢, junto con el potencial
11,7, se muestran en la figura

Tomando en cuenta la visién establecida por el PEC y lo expresado en la parte final de la seccién anterior,
se reemplazaré la interaccién esfericalizada @7, .. por una funcién LJ con parametros efectivos. Como ya se ha
visto en la seccion 2.4] el PEC establece que si una familia de potenciales del mismo tipo puede ser superpuesta,
toda ella en una funcién potencial tnica, esta ultima caracterizara a toda la familia desde el punto de vista
termodinamico.

De la figura [£.3] se desprenden los siguientes hechos: para el intervalo de temperaturas aqui manejado, los
sistemas con p*? < 1.0 son practicamente conformales a un sistema LJ (atin para polarizabilidades altas);
es decir, para estos sistemas se espera pueda aplicarse el PEC. Cuando la intensidad dipolar aumenta y la
temperatura disminuye dicho principio dejara de cumplirse lo que implica que los perfiles de 1gypr empiezan a
no coincidir con la funcién LJ.

De esta forma cualquier otro potencial 1gyp, con intensidades dipolares menores a los usados en este ejemplo,
quedarén entre las curvas superior e inferior de la figura De forma similar se puede mostrar que para
T* Z 1.0 cualquier sistema con p*? < 4.0 y o* < 0.1 son aproximadamente conformales a LJ (linea solida en la
figura). Para el resto de potenciales tgyr no conformales (ejemplificados por las curvas que no se superponen
en la figura se consideraran aproximadamente conformales a una funcion LJ.

Dos puntos importantes pueden extraerse de lo anterior: i) la construccion de v tiene como tnica finalidad
la de mostrar conformalidad entre el sistema Lennard-Jones y nuestro sistema de interés ®F,, ., y ii) verificado
lo anterior, las sustituciones € — €.t y & — Jof en la funcién Lennard-Jones generara un potencial efectivo del

sistema SMPs, de acuerdo al principio de estados correspondientes.

4.4.6. Teoria ANC para un fluido SMP

Una via alterna para verificar de manera cuantitativa la conformalidad entre dos potenciales es mediante la
teoria ANC. En el caso de sistemas SMP la teoria ANC, en su forma modificada — ver seccion —, puede

/

introducirse relacionando a los potenciales @', . v Pgyp.. El hecho de que el potencial ANC modificado @/,

tenga como referencia a un potencial LJ 12-6 (el cual es un modelo ampliamente estudiado) hacen de la teoria
ANC una buena alternativa para utilizarse en este tipo de sistemas.

La version 2S de esta teoria permite relacionar los volimenes medios de colision b* y A*, (ecs. y pag.
, del sistema de estudio en términos de una referencia. Para valores fijos de p*, a* y T™ del sistema se supone

que tanto la rama repulsiva como atractiva del potencial ¥)gpp son conformales a las ramas correspondientes de

/
ANC

/

1r,3; es decir, del potencial & -

(S = 1). En otras palabras, puede hallarse un potencial ® con parametros
efectivos que sea conformal a un potencial ®gp en un mismo estado.

Debido a que todos los integrantes de la familia de potenciales ¥ han sido construidos de tal forma que
coincidan en su punto minimo, los parametros de energia y distancia (€.t y def) usados para tal efecto forman
parte del sistema efectivo ANC. Por lo tanto, solo se requiere hallar las suavidades que hagan que el potencial
13, tanto en la zona repulsiva como en la atractiva, sea conformal al potencial 1g\p de interés y éstas se

obtienen numeéricamente.
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El procedimiento para hallar Sg y Sa parte de la definiciéon integral de los volimenes reducidos de colision,
ecs (3.23|y 13.24)), de la teoria ANC

1
b= . s / dy yze*'L[’SMP(wa )/T (4.28)
0
* 3 - 2 | a—Ysmp (y,T7)/T"

(4.29)
aplicados al potencial ¥gyp, v asegurandonos que dichos volimenes cumplen las relaciones caracteristicas

b* =

1*SR+SRb6*
A* =

(4.30)
1—SA+Sa A6*

(4.31)
con respecto al sistema de referencia. Las integrales anteriores distinguen dos temperaturas T* y T*; la primera
de ellas corresponde al estado del sistema SMPs que se estudia, mientras que la segunda corresponde a la
temperatura del sistema efectivo ANC que intenta reproducirlolEI Las integrales para los volumenes b* y A* se
resuelven numéricamente mientras que los volimenes de referencia by y Aj" se definen mediante las expresiones
analiticas y dadas en la seccion pag.

Las figuras [£.4] y [£.5] muestran algunos resultados numéricos de Sg y Sa obtenidos por el procedimiento

antes mencionado. En ambos casos se muestra la tendencia de las suavidades cuando la temperatura aumenta
y/o el momento dipolar disminuye.

1.10

1.08 :
A

1
1
1
\
T
= 1.06; ‘- A| Figura 4.4: Comportamiento de los parametros Sr (lineas
_g \ i solidas) y Sa (lineas a trazos) en funcién de la temperatura
g~ x para dos momentos dipolares: p*2 = 2 (W) y u* = 4 (A),
“ 1 *
= | \ | ambas a o =
Z 104 \
\
\
A

0.1. Como puede observarse, la suavidad
para la zona atractiva es mayor que la zona repulsiva. Los
puntos son obtenidos via el procedimiento mencionado en

esta secciéon y las lineas fueron trazadas como ayuda a la
1 vista.

1.00¢

A medida que la temperatura aumenta (6 el momento dipolar disminuye) se tiene que Sg — 1y Sy — 1.

Mientras méas se alejen las suavidades de la unidad, mayor seré la no-conformalidad entre los potenciales ¥gyp

y el 9,. Cotejando las dos figuras simultaneamente se verifica facilmente que para p*? < 1 y temperaturas

T* > 1 los potenciales 1qyp, son conformales a un LJ. Una observacién extra: De las mismas figuras se observa

12De hecho existen distintos sistemas efectivos ANC que pueden reproducir al fluido SMPs a una temperatura dada; sin embargo,
se requiere que ellos cumplan la linealidad hallada en (4.30) y (4.31) exigida por dicha teorfa.
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Figura 4.5: Comportamiento de los parametros Sr (lineas
solidas) y Sa (lineas a trazos) en funcién de la intensidad
3

del dipolo para dos temperaturas: 7 = 1.0 () y 7% = 0.

Suavidad

-
[
(=

(A), ambas a o = 0.1. Los puntos son obtenidos via el
procedimiento mencionado en esta seccién y las lineas fueron

trazadas como ayuda a la vista.

1.05

1.00

que cuando el sistema de estudio se aleja de dicha conformalidad la diferencia entre los valores de Sg y Sa es
muy notoria lo que indica que la teoria ANC en su version 28 resulta adecuada para detectar dichos cambios.
Este método permite corroborar los resultados observados en la ﬁgura Aquellos potenciales 1gyp que
se superponen al potencial v, ; deben tener suavidades préacticamente iguales a la unidad y aquellos casos en
los que ambos potenciales no se superponen se tiene que Sg > 1y Sp > 1. La figura presenta la diferencia

*

entre usar un potencial efectivo LJ y uno tipo ANC para reproducir la funcion @7, ...

4.5. Termodinamica efectiva para un gas SMP

Como ya se ha mostrado, una funcién LJ puede utilizarse como un potencial efectivo para distintos estados
de un sistema SMPs. El método puede extenderse y profundizar gracias al uso de la teoria ANC la cual introduce
el concepto de suavidad que mide cuantitativamente la diferencia entre perfiles del potencial intermolecular con
respecto a uno cuya termodindmica es conocida. En ambos casos el PEC establece que la termodindmica del
sistema SMP esfericalizado puede representarse por cualquiera de estos dos potenciales dependiendo del estado
que se esté estudiando.

Demostrada la conformalidad entre un potencial efectivo y el potencial esfericalizado ®gyp, (promedio
configuracional de la interaccion ®gyp), se propone ahora una equivalencia directa entre los sistemas SMP
y el efectivo (LJ 6 ANC). Con esto, las propiedades termodinamicas obtenidas con el sistema efectivo podran

ser cotejadas con aquellas obtenidas con el sistema SMP original.

4.5.1. Potencial efectivo para un fluido SMP

El método planteado al final de la seccion anterior permite obtener un potencial efectivo que reproduce al
sistema SMP esfericalizado en un conjunto amplio de estados. Esta funcion efectiva puede ser del tipo Lennard-
Jones cuando se utilizan momentos dipolares pequenos siendo necesarios tan solo dos parametros caracteristicos,

€ef ¥ def.- Cuando se trabaja con intensidades dipolares mayores es necesario incluir mas parametros y en este
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----- LI

— SMPs i : ; ; i
Figura 4.6: Potenciales efectivos para fluidos
SMP a T* = 0.3, *? = 4.0 y o* = 0.1. El po-

''''' LJ efectivo

tencial original ®&yp, (linea solida) se compara
. con los potenciales efectivos construidos en es-
-------- ANC efectivo te trabajo. Para intensidades grandes del dipo-
lo, el potencial efectivo tipo LJ con parametros
efectivos €ef y def no es conformal al potencial

que se estudia. Utilizando un potencial efectivo

tipo ANC (curva punteada) con Sg = 1.085 y

-

= Sa = 1.208 se empalman de mejor manera con

h % el potencial esfericalizado. En la misma figura se

-5 L o presenta el potencial LLJ a modo de comparacion.

0.8 1.0 1.2 14 1.6

sentido el potencial ANC cumple ese objetivo usando el parametro de suavidad para relacionar la forma del
potencial de interés con una referencia.

Debido a que se ha considerado a la esfericalizacion del potencial @4, como una funcién representativa de
este sistema, se espera que el modelo efectivo pueda reproducir a un fluido SMP de manera adecuada a nivel del
gas. En este sentido, los resultados obtenidos con nuestro sistema efectivo podran constatarse con los diversos
estudios existentes en la literatura que abordan los sistemas SM y SMP.

De manera general, el potencial efectivo para un fluido SMP estara dado por
cI)ef(r) = (b;Nc (’I“; €ef, 6efa SRa SA) (432)

donde se enfatiza el hecho de que es esféricamente simétrico y depende a lo més de cuatro pardmetros
caracteristicos. La funcién @/, . esta dada por la ecuacion pag. y como ya se ha mencionado es
un caso especial de la teoria ANC. Ademas, cuando los pardmetros suavidad cumplen la relacién Sg ~ Sa ~ 1
el potencial anterior se reduce a una funciéon LJ con una dependencia completa en el minimo del potencial
SMPs.

La aplicacién de esta definicion puede resumirse de la siguiente manera: a un sistema SMP en un estado dado
le corresponde un potencial SMPs representado por la ecuaciéon pag. [50). El minimo de este potencial
esfericalizado (parametros €. y dof) se utiliza para reescalarlo y encontrar su respectivo potencial ¥gyp (ec.
pag. el cual coincidira en el minimo con el potencial ¥ del LJ. En el supuesto de que ambos potenciales
coincidan en su perfil, la ec. (4.32) en su forma Lennard-Jones debera ser suficiente para utilizarse como el
potencial efectivo del sistema original SMP. En caso contrario, cuando los perfiles no se superpongan se sigue el
desarrollo ANC mostrado en la seccion [£.4.6] obteniéndose dos nuevos parametros Sg y Sa por lo cual se debe
usar el caso general del potencial efectivo dado por .

El procedimiento anterior no conlleva complejidad alguna y la obtencién de cada uno de los parametros
efectivos se realiza de forma bastante sencilla. La tinica “desventaja” recae en el hecho de que debe recorrerse
el mismo camino para cada nuevo estado. Esto realmente se supera facilmente creando rutinas bésicas por
computadora que salven ese inconveniente. A pesar de ello, se ha optado por generar expresiones que representen

dichos pardmetros en términos de las propiedades del sistema de estudio; es decir, de la temperatura y de las
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intensidades electrostaticas del sistema dentro de intervalos de nuestro interés. Esto permitirdA manejar a las
ecuaciones efectivas en términos tan solo de parametros macroscopicos, mientras que los microscopicos estaran
presentes de manera implicita en la expresion final. Una ventaja extra en la construccién de estas expresiones
resulta en que pueden analizarse una gran cantidad de estados de manera simultanea. Este tipo de funciones
han sido obtenidas para los parametros efectivos de distancia y energia; es decir, aquellos que ubican el minimo

del potencial esfericalizado y a continuacién son presentadas.

4.5.2. Funciones de escalamiento para sistemas SMPs

La implementacion de funciones que caractericen al minimo, €. vy dof, del potencial ®gyp, permite
implementar técnicas rapidas y sistematicas con las cuales calcular las propiedades termodinamicas del sistema
polarizable en cualquier estado requerido.

Debido a que las cantidades con las que se trabaja han sido reducidas con los parametros del kernel, € y o, la

*

& upe €11 SU punto minimo estard dada por F y F(;E de tal forma que los parametros

coordenada del potencial ®

efectivos tienen la forma

€ef = €Ft (433)
bt = oFs. (4.34)

Entonces, todo recae en la construccion de funciones que reproduzcan estos valores para cualquier estado de
analisis en este trabajo; asi, se partird de un conjunto de datos (F., Fs) obtenidos por minimizacion de la funcion
*
®SMPS
método empleado ha hecho uso de un conjunto de datos discretos en intervalos de 0.5 tanto para p* como para

y posteriormente se buscard un ajuste adecuado basado en la informacion fisica de dichos sistemas. El

T* y de 0.02 para a*. Se ha propuesto que el ajuste para este conjunto de datos sea|E|

F (T, p"0%) = fe+gea® (4.35)
F5(T*7 ,u*: Oé*) = f6 + 9604* (436)

donde las funciones f, representan el minimo para el caso SM y las funciones g, aparecen cuando se incluye la
induccién en la interaccién principal. La inclusiéon de la polarizabilidad se hace en congruencia con la ecuacion
(4.9), donde el cambio en el minimo de la funcién &%

s upe incluye un término proporcional a o*.

Para expresar de manera adecuada estos ajustes, se ha intentado mantener la misma forma funcional de
las expresiones F. y Fjs presentadas en las ecuaciones v (4.24), respectivamente. Notese, ademas, que el
potencial ®&,,p, estd conformado por tres distintas contribuciones energéticas: la del kernel, la cinética 7, y la
electrostatica. Esta tltima maneja la combinacion p*?/T*, la cual mide la razon entre las energias electrostética
y cinética como puede verse de la ec . Sin embargo, el factor extra T* (el cual mide la razon entre la
energia cinética y la energia del kernel) que multiplica al logaritmo natural en dicha ecuaciéon muestra que el
potencial esfericalizado no puede expresarse tan solo en términos de la variable p*?/T* sino que es necesario
incluir coeficientes dependientes de la temperatura.

El primer ajuste realizado fue para el caso SM donde las funciones f, toman la forma

1 *4 T*Q *8 T*4
fo= AT A AT (4.37)
1+A3,U*4/T*2

B 21/6+A4/L*4/T*2+A5/L*8/T*4 138
f6 - 1+A6'U/*4/T*2 ) ( N )

y los numeradores para p*? < 1 son muy cercanos a los encontrados por Avalos et. al. [11]; los denominadores

son necesarios para que el ajuste sea exitoso para p*? < 4. Los coeficientes A; son funciones dependientes de T°*

13Ver seccién
14Para evitar alguna confusién los simbolos F, representaran tanto al dato puntual como a las funciones ahora manejadas; el

contexto indicard cual de los dos conceptos se esta ocupando.
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y su forma exacta se presenta en el apéndice pag. Su comportamiento con respecto a ,u*2 es mostrado
por las lineas continuas de la figura [4.7] para distintas temperaturas. Como puede verse, el cambio tanto en la
energia como en la posicién se acrecenta a medida que la temperatura disminuye 6 el momento dipolar aumenta;

un efecto que es mucho mayor para el primer caso que para el segundo.

L12
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Figura 4.7: Energia relativa €.¢/e y didmetro der/o (recuadro) para un fluido SMP y su dependencia con la
temperatura y el momento dipolar (curvas continuas). El efecto de la polarizabilidad se observa en las curvas a
trazos para un valor de a* = 0.1 y a las temperaturas reducidas: 7% = 0.5 (H), 1.0 (¥), 2.0 (A) y 5.0 (e). Las
lineas provienen de los ajustes mencionados en el cuerpo principal, ecs. y y los puntos son algunos
X

ejemplos obtenidos por minimizacion directa de ®%,... En la misma figura se presenta (curvas punteadas) el
potencial efectivo Lennard-Jones dado por las ecuaciones (4.23) y (4.24) cuando a* = 0.1.

Para el caso polarizable, las funciones g, se construyen tomando en cuenta la dependencia lineal en o* dadas
por las ecuaciones (4.35)) y (4.36). Asi, al conjunto de datos SMP solo le es restado el efecto SM, ecs (4.37) y
(4.38), quedando tan solo con el efecto debido a la induccion electrostatica. De esta manera, el ajuste se facilita

usando funciones de la forma

*2 *4

9o = Bl +Bl (4.39)
Iu*2 lu*4

g = B3 T +B4T*2 (4.40)

donde los coeficientes B; también son funciones dependientes de 7™ y su forma exacta se presenta en el apéndice
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B.3.1], pag. El efecto en el minimo del potencial SMPs al ser sumadas a las funciones f,, ecs (4.33)) y
(4.34)), se muestra en las cusrvas a trazos de la figura para o™ = 0.02. El efecto de la polarizabilidad sobre
el potencial esfericalizado SMP es pequeno para momentos dipolares pequenos, como se muestra en la figura;

*

supe con respecto a la polarizabilidad es muy similar a

el cambio en la energia y posiciéon del minimo de @
como lo hace con el momento dipolar. Debido a que el efecto de las fuerzas electrostéaticas sobre la forma de
Ysur(y) es despreciable para temperaturas grandes y cobra relevancia cuando disminuye la temperatura, las
funciones F. y Fj contienen mucha de la informaciéon acerca de la influencia de la interaccién dipolo-dipolo
sobre las propiedades del sistema. Como ya se menciond, la forma racional de estas funciones y la inclusion
de coeficientes dependientes de T™* fueron necesarias para representar adecuadamente su comportamiento para
valores grandes de p*2/T*.

En la misma grafica se muestran los parametros efectivos para la aproximacion tipo Lennard-Jones dada
por la ecuacion tomando solo los primeros términos del potencial esfericalizado ®3,,... Como se ve,
a temperaturas altas la aproximacion resultante sigue la tendencia correcta; sin embargo, a medida que la
temperatura disminuye (y el momento dipolar aumenta) los valores se alejan bastante de los resultados exactos
ubicados por las lineas continuas.

Las ecuaciones y estan disenadas para localizar el minimo del potencial SMPs para valores
1?2 <4y a*<0.1, por lo que su aplicacién para intensidades mayores tanto en p* como en o* se tomara como

un resultado puramente cualitativo. Con estas nuevas definiciones la ecuacion (4.32) puede reescribirse como
Dop(r; Ty ppy ) = B (75 [€ct], [Oet], SR, SA) (4.41)

donde se enfatiza el hecho de haber incluido las funciones €o y dof. Las mismas consideraciones hechas para
también son aplicables a esta nueva definicién. Estas dos ecuaciones seran utilizadas regularmente cuando
se tengan que hacer célculos de propiedades termodinamicas para distintos sistemas en multiples estados.
Demostrada la conformalidad entre estos dos sistemas (el efectivo y el SMPs) el PEC podria ser empleado
para hallar las propiedades termodinamicas del sistema esfericalizado en términos del sistema efectivo. Sin
embargo, si se propone que el potencial esfericalizado es una excelente representacion del sistema SMP original,
entonces la aplicacion del PEC se enfocaréa en obtener la termodinamica del sistema SMP, de forma aproximada,
a partir del potencial efectivo, ec. . La aplicacién de dicho principio en el calculo de los primeros coeficientes

viriales para el sistema SMP y su extension a densidades mayores se muestra a continuacion.

4.5.3. Segundo coeficiente virial efectivo para un fluido SMP

De acuerdo al principio de estados correspondientes, conocida la forma analitica de Banc en su forma
modificada, ec. (3.48] pag. [40)), solo basta sustituir los parametros moleculares de dicha expresiéon por § — der y
€ — €ef, Obtenidos en la seccién anterior, para finalmente reducir la ecuacion con los parametros € y o del kernel

esférico de la interaccion SMP original; el resultado final seréE

* * F3 * T
ef (T ) = 7%BANC (F) (4'43)

donde B = Bet/0® y Biyo = Baxc/0? y los factores extras provienen de haber reducido con los parametros

efectivos del kernel esférico; por ello la apariciéon de los factores reducidos Fy y F(;E que de manera implicita

15 Este resultado se verifica facilmente al integrar directamente Beg, ec. (2.21)), usando el potencial (4.32)):
Bet(T, p, o [Pef]) = 2#/(17"7“2 [1 — efq)Qf/kBT] , (4.42)

y empleando cualquiera de los métodos desarrollados en el apéndice arrojando la misma expresion presentada en la ecuacion
(14.43)).
°En los casos en que el potencial LJ sea un excelente potencial efectivo la ec (4.43)) se reduce a

* * F3 * T*
Bo(T™) = %BLJ (?) (4.44)
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incluyen el caracter electrostatico del sistema SMP: p* y o*.

La validez de @ como potencial efectivo capaz de reproducir al potencial ®gyp comienza exigiendo que
Bt concuerde con el correspondiente segundo coeficiente virial para el fuido SMP. Datos de simulacion y
expresiones analiticas en forma de series infinitas para el calculo de Bgyp se encuentran disponibles en la
literatura [33-35] y pueden ser comparadas con nuestro resultado efectivo; ejemplos de ello son mostrados en
las figuras (sistema SM) y (sistema SMP) donde se presenta la dependencia con T* para distintos
momentos dipolares.

En el calculo del segundo coeficiente virial para pu*? < 4 se usan las funciones F, y Fj dadas por (4.35)) y
, mientras que para intensidades mayores se utiliza el respectivo minimo de ®§,p. para cada uno de los
estados requeridos; estos ultimos casos sirven para analizar el concepto de conformalidad para sistemas SMP a
intensidades dipolares mayores. En ambas figuras los resultados efectivos son comparados con aquellos obtenidos
via analitica [33] y en el caso SM también se incluyen calculos de Vega et. al. [35] obtenidos via simulacion de
MC de dos centros Lennard-Jones dipolares. Para el fluido SM polarizable Bgyp, se utiliza una polarizabilidad
mediana de o* = 0.1 y el resultado analitico se obtiene con la ec. presentada en el apéndice. Las integrales
angulares h; que aparecen en dicha referencia han sido resueltas como parte de este trabajo y escritas como
una suma infinita, ver ecuacion pag. .

Como puede observarse en ambas figuras, el calculo del segundo coeficiente virial mediante el uso de un
potencial efectivo (ANC) arroja excelentes resultados al compararlos con los obtenidos por medios analiticos y
de simulacion, inclusive para momentos dipolares mayores a los establecidos. Para momentos dipolares pequenos
(u*? < 1) el potencial LJ basta para obtener resultados adecuados; sin embargo, a medida que el momento
dipolar aumenta se comienzan a presentar desviaciones con respecto al dato correcto lo que indica una pérdida
de conformalidad entre el potencial LJ y el SMP. Dicha conformalidad se recupera cuando se utiliza un potencial
efectivo ANC aplicado para el célculo del resto de las curvas (u? > 1) con resultados satisfactorios. Ademas
del momento dipolarﬂ la temperatura es factor fundamental para lograr la conformalidad entre los sistemas
involucrados. Asi, como ya se habia mostrado, la combinacién temperatura baja-momento dipolar grande hace
que se pierda dicha conformalidad, lo que provoca que el potencial efectivo sea cuantitativamente inadecuado.
Lo anterior se ilustra de mejor manera observando la curva extrema derecha (u*? = 25, a* = 0.1) de la figura
para temperaturas grandes el potencial efectivo logra resultados cercanos al analitico lo cual se pierde
cuando la temperatura disminuye, rescatando tan solo el efecto cualitativo.

Si bien en la generacion del potencial efectivo ®¢f, se parte de la igualdad de segundos coeficientes viriales
entre el sistema esfericalizado (vinculado al potencial ®gyp.) v €l sistema de interés SMP (vinculado al ®gyp),
esto no es influyente en los resultados mostrados arriba. Es decir, el hecho de haber construido ®.; partiendo
de la ecuacion tuvo como objetivo principal el eliminar el atributo orientacional del potencial original
y no el de reproducir con exactitud el coeficiente virial estudiado. Sin embargo, si hay algo implicito en tal
ecuacion, el potencial fue disenado considerando tan solo interacciones moleculares por pares. Asi, es de esperarse
que cualquier otra propiedad que involucre las interacciones entre més de dos particulas no sea reproducida
adecuadamente. En las siguientes lineas mostraremos que en el caso del tercer coeficiente virial C(T'), a medida
que la densidad aumenta y/o la temperatura disminuya el presente potencial efectivo no reproduce el efecto
esperado. Sin embargo, dicho resultado abre la puerta a la identificaciéon efectiva de aquél efecto debido a la

presencia de una tercer particula dipolar e incluirlo en nuestro sistema efectivo.

4.5.4. Efecto de frustraciéon

Se puede inferir de lo anterior que la presién de un gas SMP diluido para momentos dipolares pequenos
puede obtenerse adecuadamente con la ayuda del potencial efectivo de ®gyp. Sin embargo, en la construccién

17 Aunque la polarizabilidad también es un factor importante en la existencia de conformalidad entre los sistemas efectivo y real,

su importancia con respecto a u* y T* puede considerarse menor.
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Figura 4.8:  Prediccion de Biyp(T™*) con
interacciones efectivas: (a) a* = 0.0 y (b) " =
0.1. Para ambas graficas, de izquierda a derecha,
w? =1, 2 4, 6, 10, 16 y 25; los primeros
dos casos son obtenidos usando los parametros
efectivos €ef y Jef, €cs. y . En el
resto de los casos se emplean los minimos €er y
def, Obtenidos numéricamente, y posteriormente
se aplica el método explicado en el cuerpo
principal del trabajo. Los datos incluidos en
la grafica provienen de dos fuentes distintas:
simulacion MC realizado por Vega et. al. [35]
del segundo coeficiente virial para dos centros
LJ con dipolos puntuales (puntos) y mediante
la expresion analitica del coeficiente presentada
en el apéndice (cruces) [33,34]. A modo de
referencia, se incluye el segundo coeficiente virial
cuando la interaccion dipolar es nula: p*? = 0

(linea a trazos a la izquierda).
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de este potencial tan solo se han involucrado interacciones entre dos particulas lo que presupone que la presién
debida al sistema efectivo se alejaré de la del sistema SMP a medida que la densidad aumente. Es decir, se
puede esperar que el siguiente término en el desarrollo del virial, el tercer coeficiente virial efectivo Ce¢, obtenido
via el potencial ®.; no arroje el valor correcto en la obtencién de la presion.

Expresiones analiticas del tercer coeficiente virial existen para el potencial LJ. Por lo tanto, el primer paso
conveniente sera el trabajar con intensidades del momento dipolar y temperaturas que permitan que un sistema
SMP sea conformal al potencial LJ. El potencial efectivo tendra esta forma y s6lo seran requeridos parametros de
energia y distancia, € y §, para construirlo. Si se supone que el potencial efectivo reproduce el tercer coeficiente
virial de la misma manera que lo hace para el segundo, entonces Ce puede escribirse de manera similar a la

ecuacion (4.43)); es decir
ef(T i O ) = iCLJ () (445)

donde Cf ; es el tercer coeficiente virial reducido del sistema Lennard-Jones (ver en el apéndice). La figura
@ refleja la inconsistencia al usar el sistema efectivo @ en la construccion de Cyr para un caso SM.

5 —
N L N LJ
4l ]
I ———— LJ efectivo
3
I Figura 4.9: Tercer coeficiente virial pa-
2 . . . .
= — ra un fluido SM: via potencial efectivo,
IS ec. , y el caleulo directo C%,, (li-
1y nea solida), ec. (A.38), para p*? = 1.0.
[ También, a modo de comparacion, la fi-
ol gura incluye el tercer coeficiente virial
I del fluido LJ.
-1l
2L

En dicha figura se observa que C7; ofrece valores muy bajos con respecto al tercer coeficiente virial verdadero
de un fluido SM C%,,, cuya expresion analitica [36] aparece en el apéndice, ec. , y la cual contiene una
contribucion positiva significativa (repulsiva) sobre los valores de la interaccion Lennard-Jones. En términos
cualitativos esto significa que cuando se construye el tercer coeficiente las contribuciones (negativas) sobre
el potencial efectivo son muy grandes para densidades mayores. Esta discrepancia se explica debido a las
correlaciones de largo alcance generadas al involucrar un tercer dipolo, a densidades ya moderadas. A modo de
ilustracion, tomese la configuracion existente entre un par de dipolos en la presencia de un tercero (véase la
ﬁgura; todos con una intensidad dipolar de p*2 = 1.0 y una distancia unitaria entre ellos. La configuracion
maéas estable entre las tres particulas es mostrada en esa figura con un minimo energético, por cada par de
dipolos, de —1.25¢. Este valor es menor a aquél obtenido cuando el tercer dipolo no esti presente con una
energia de —2¢ y un arreglo cabeza-cola entre ellos. Es decir, la configuraciéon mas estable entre dos dipolos se
ve alterada cuando se presenta la tercera particula; a este efecto se le conoce en la literatura como “frustracién”

e incide directamente en distintas areas de la teorfa de fluidos dipolares [37-41] 4un para intensidades dipolares
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moderadas (u*? < 3).

Figura 4.10: Efecto sobre un par de dipolos, p; y to,
debido a la presencia de un tercero, p5. Supénganse las
siguientes magnitudes de los dipolos: pj = 5 = puj =1,
y las distancias reducidas entre ellos: x12 = x13 =
x93 = 1. La configuracion méas estable para las tres
particulas se muestra por las flechas a trazos con energia
\ . de interaccion por pares de —1.25¢, a diferencia de la

L o configuraciéon mas estable entre dos dipolos solitarios

0 2

(dipolos 1 y 2, lineas continuas) con energia —2e.

Dicho efecto de frustracion aparece en cualquier arreglo (no colineal en el caso del ejemplo anterior) por lo
que se puede intuir que el potencial ®«yp,, proveniente de promediar angularmente todas las configuraciones
posibles entre dos dipolos —ahora en presencia de un tercer cuerpo— debe tener una profundidad menor a la
indicada por €, contenido en el potencial efectivo ®e, ec. (4.32)). Esta sobrestimacion del efecto dipolar en
nuestro potencial efectivo, al no incluir la frustracién a densidades moderadas, se refleja en el calculo del tercer
coeficiente virial obtenido arriba.

Asi, el efecto de frustraciéon aparece a nivel del tercer coeficiente virial y para tomarlo en cuenta debe ser
analizado desde otra perspectiva. En este coeficiente se puede separar la contribucion debida a la interaccion
LJ de aquella proveniente de la parte polar, tal que esta segunda parte se haga cero cuando p* = 0. Entonces,
de acuerdo a lo anterior, cuando se toman en cuenta tres o méas particulas la inclusién de la contribucién polar
debe resultar en una repulsiéon extra o una disminucién en la atraccién a la que se obtiene en el caso analizado
en las secciones previas. La manera mas sencilla de considerar esta disminucién en la atraccion es reducir la
profundidad e.¢ del pozo del potencial efectivo de manera tal que el efecto neto sea la reduccion de la interaccion
dipolo-dipolo promedio. Ahora, debido a que la profundidad del potencial efectivo €o¢ se introduce a nivel del
segundo coeficiente virial, se propone que el factor de correccién debe ser proporcional a la densidad por lo que
contribuira finalmente al nivel de C(T"). También se supone que dicho efecto de frustracion debe disminuir o
saturarse a medida que la densidad aumente; esto puede verse por ejemplo, cuando se consideran cuatro dipolos;
ellos pueden asociarse en dos pares, cada uno formado por dipolos antiparalelos.

Asi, se puede suponer que el efecto de frustracién puede ser incorporado incluyendo un factor adimensional
je, dependiente de la densidad reducida, que afecta la energia efectiva dada en la ec. tal que

€t = €F.je (4.46)
def = oFs (4.47)

los cuales adoptaremos, a partir de este momento, como los nuevos pardmetros efectivos sustituyendo a los

definidos en las ecuaciones (4.33) y (4.34).

Puede proponerse un modelo sencillo para j. suponiendo que cuando se esta en la fase del gas dicho efecto

varie linealmente con la densidad y que ademas j. — 1 cuando p — 0; de esta forma la propuesta inicial seréd

Je=1—=ep" (4.48)

donde p* = po? es la densidad reducida del sistema y . es el parametro que, acorde a la densidad, nos indica
la cantidad en que disminuye el factor e, dado por la ecuacion (4.33).
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Ademas, como se ha mencionado anteriormente, existe una razoén para esperar que dicho efecto deba saturarse
para densidades mas altas. Tomando en cuenta ello, se propone una generalizacion a la ecuaciéon anterior, incluso
para estudiar sistemas a altas densidades, dada por

jo=1— k. tanh <p) (4.49)

S

donde k. y p% seran parametros dependientes de la temperatura y del caracter electrostatico del sistema. De
dicha ecuacion se puede comprobar facilmente que a densidades bajas se tiende a la ecuacién de tal forma
que v, = k./p%. En particular, 1 — k. determinara la magnitud méaxima de la frustracion y p* determina la
densidad a la cual el sistema dipolar se satura y el efecto se estabiliza.

En la siguiente seccion se muestra que el potencial efectivo , con la inclusion de un efecto de frustracion,
es compatible con la expresion completa del tercer coeficiente virial tal que la dependencia de v, con p* y T*
puede ser determinada a bajas densidades; esto abre la puerta a la obtenciéon de los factores ke y p% en la fase
gaseosa y su posible extension para el calculo de propiedades termodinamicas del sistema para altas densidades.
El entendimiento de tal efecto intenta dar asi una explicaciéon al mecanismo ejercido por la frustracion y su
responsabilidad en la sobreestimacion del efecto dipolar sobre el equilibrio liquido-vapor de fluidos SM (asi
como de esferas duras dipolares) encontrado con el potencial de Keesom u otras interacciones promediadas

angularmente [9, 31].

4.5.5. Tercer coeficiente virial efectivo

La propuesta matemética para la frustracion dada por la ecuacion (4.48|) puede ahora ser incluida en el

segundo coeficiente virial efectivo, ec. (4.43]), obteniéndose la expresion modificada para este coeficiente

o0 A ‘ 241 .
2 o 27 2j — 1 e\ ? 2j+1
oy () () (- E)

=0
’)/653 6BLJ (T)
T o0/T) p (4.50)

Bmod (T7 P)

= Bu(T) -

donde, como paso intermedio, ha sido utilizada la forma del segundo coeficiente virial dada por la ecuacion
(A.24] pag. |108)). Los parametros € y ¢ son la energia y la posicion del minimo, respectivamente, de la funcion
Lennard-Jones. Para trabajar con esta ecuacién se escribe en unidades reducidas

« (I*

mod(T P )Z \/g LJ E - \/ET* a(l/T*)

€cfsOcf
apareciendo los parametros reducidos de energia y distancia, F. y Fy, y recalcando la constancia de los factores
€etf ¥ et €n la derivada parcial. El primer término del lado derecho de esta expresion es precisamente el segundo
coeficiente virial reducido dado por la ecuacion (4.43) al cual se le resta un término proporcional a la densidad

reducida.

*

Sustituyendo estos dos primeros coeficientes viriales efectivos, B} 4

(primer orden en p), y a C (segundo
orden en p) en el desarrollo del virial, ec. 7 se obtiene la presion hasta precisamente el segundo orden en
la densidad. Tomando en cuenta que la expresion efectiva para el segundo coeficiente virial de un fluido SMP
genera buenos resultados, entonces es evidente que el término extra en la ecuacién anterior debe anexarse a la
ec resultando en una nueva definicién efectiva del tercer coeficiente virial para el fluido SMP. Esto se

expresa matematicamente de la siguiente forma

Fe

* T
N F6 . T* \/§,Y€ 3BLJ ?E
of = 26 Cr; ( ) - ( ) (4.52)

2 T* a(1/T*)

€ef;Oef
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donde Bf; y C}; estan dados por las ecuaciones (A.24]) y (A.37) respectivamente.
De la expresion anterior, 7. es el tinico parametro desconocido y debido a que ésta nueva funcion caracteriza

a la funcién j. su conocimiento a detalle es de importancia para la explicacion del efecto de frustracion.
Cuando se utiliza el caso SM es sencillo encontrar la forma exacta de «y.. Si se supone que C}; iguala al tercer

coeficiente virial “verdadero” de un fluido SM Csy [36], de tal manera que
C:f(T*v B O) = C;M(T*7 ,LL*) (453)

en donde se hace hincapié en que el lado izquierdo se evalia para o* = 0. A partir de esta igualdad y de la ec.
(4.52) se resuelve directamente para . llegando finalmente a

€,0

con una dependencia clara con p* y T*.

Debe recalcarse el hecho de que, aunque el factor ~. se extrajo usando tan solo informacion para el caso
SM, puede ser usado para el caso polarizable. Esto se debe a que 7. es en si mismo un factor de correccién y
cualquier dependencia en a* que tuviese, al ser incluida en la energia , generaria términos de orden mayor

a uno en la polarizabilidad los que, como ya hemos planteado en un inicio, han sido despreciados.

4.5.6. Presion virial efectiva SM

Con expresiones explicitas para el segundo y tercer coeficientes viriales efectivos, la presion virial del fluido

a densidades moderadas se define como

pf;f* =1+ Blip* + Clp*® (4.55)
donde P = P.o®/e y los coeficientes viriales efectivos B y C¥ estan caracterizados por las ecuaciones (4.43))
y . La figura muestra la presion Pgy; del fluido SM en el caso que p*? = 3.0 y T* = 1.8 (cercano
a la temperatura critica) en la region de bajas densidades y calculada para diferentes aproximaciones. En esta
figura se incluyen dos curvas que representan las presiones efectivas obtenidas via la ecuacion ; la primera
considerando términos hasta segundo orden en p* y la segunda hasta tercer orden. Como referencia, se presenta
la presion hasta el segundo Bg,, y tercer orden C§y;, en el desarrollo virial hallados en las referencias [33,34, 36]
y a cuyas expresiones les llamaremos presiones viriales “exactas”. También por comparacion, la figura incluye la
presion del fluido LJ calculada hasta tercer orden; esto es, cuando en la ecuacion se sustituye p* = 0.

Notese de esta figura que la presion virial “exacta” del fluido SM es efectivamente més pequena que la del
caso no polar (el fluido LJ) lo cual significa que hasta tercer orden el efecto neto de las interacciones dipolares
es aun atractiva. Entonces, comparando la presion virial “exacta’ con la presiéon a segundo orden vemos que el
efecto neto del tercer coeficiente virial del fluido SM es positivo; esto es, este coeficiente contribuye efectivamente
con una repulsion neta. El modelo efectivo sin frustracion da resultados muy cercanos al “exacto” calculado a
segundo orden y por lo mismo subestimando la presion. Una vez que el tercer coeficiente virial efectivo es
corregido al incluir el efecto de frustracion, la presion concuerda con el resultado correcto mostrado por la linea
negra soélida en la figura Ademas, como se hara explicito en la siguiente seccion, el modelo con la
frustracion incluida puede ser usado para intentar representar de manera conveniente la ecuacion de estado de
un fluido SMP a temperaturas incluso mayores a la critica.

En la misma grafica se incluyen resultados de dinamica molecular de un fluido SM con momento dipolar
1*? = 3.0, a temperatura T* = 1.8, para todas las densidades alli mostradas. El primer conjunto de presiones
pertenece a Bartke et. al. [33] y el segundo fue obtenido como parte de este trabajo [42]. En especifico, nuestros

datos de presiéon provienen de simular 500 dipolos puntuales durante 5000 colisiones posteriores al equilibro. Los
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dipolos puntuales interaccionan mediante un potencial SM, ec. , por lo que en el cédigo deben incluirse
rutinas que incluyan la anisotropia del dipolo y su interacciéon de largo alcance. Esto significa que, a la par
de la dinamica simple, deben incluirse el algoritmo Verlet dado por las ecuaciones que involucran
la rotaciéon de las particulas junto con el método de sumas de Ewald (véase seccion que considera las
interacciones dipolo-dipolo. Como puede observarse, por debajo de densidades reducidas de 0.1 la presion
obtenida por simulaciéon concuerda con la del desarrollo virial hasta el tercer orden en la densidad; a densidades

mas altas el cuarto coeficiente virial comienza a ejercer un efecto notable sobre la presion del fluido.

4.6. Ecuacion de estado de un fluido SMP

Hasta ahora, se ha establecido que a bajas densidades, y momentos dipolares pequenos, el potencial
esfericalizado ®gyp, es conformal a la funcion LJ y su validez ha sido analizada, con buenos resultados, para
el caso del segundo coeficiente virial. Cuando se intenta extender la validez de dicho modelo a densidades
ligeramente mayores se ha requerido de un factor extra el cual incluye, de manera efectiva, la frustracion
energética entre un par de particulas dipolares cuando se encuentra presente otra del mismo tipo. En vista de
ello, en la seccién anterior se ha realizado una propuesta matematica con la ec. , basada en los aspectos
béasicos de tal fenémeno, con el fin de explicarlo.

Dicha propuesta, aplicada en el calculo de PZ, ha mostrado que es suficiente trabajar con términos de hasta
tercer orden en el desarrollo virial para lograr resultados adecuados; todo ello a densidades moderadas. Sin
embargo, el planteamiento realizado sobre j. para sistemas alejados de la fase gaseosa abre la puerta para el
estudio de tal fendémeno en sistemas més densos. Asi, establecida la forma exacta de 7., mediante la ecuaciéon
7 tan solo queda averiguar el comportamiento de los parametros k. y p que definen la forma general de
Je, ec. (4.49)).

Con la presién efectiva calculada a nivel del virial, un paso consistente a dar es hallar la presiéon completa

del sistema SMP dentro del marco de la conformalidad. Esto es, usando los parametros efectivos €qf y def, €cs.
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y 7 en una expresion conocida de la EDE del fluido LJ obtendremos de manera efectiva la respectiva
EDE del fluido SMP.

Usando ahora el mismo desarrollo empleado con los coeficientes viriales, la presion total efectiva de un fluido
SMP para densidades cercanas a la fase liquida es

: 3 *

(P T) = \/if;f‘kpﬂy <\F/‘§p*, FTJ) (4.56)
en donde se ha usado explicitamente la definicion de la frustracion y el lado derecho corresponde a la forma
analitica de la presion total de un fluido LJ dada por Johnson y cuyas caracteristicas generales pueden hallarse
en la referencia original [43]. Al escribir la EDE-LJ en términos de los parametros moleculares efectivos se
genera una EDE efectiva para sustancias SMP, por la cual a la expresiéon se le ha denominado EDE-SMP.
La dependencia de la presion SMP debida al momento dipolar y a la polarizabilidad es introducida via las
ecuaciones 7 , y el factor j..

La ecuacion para el sistema efectivo no estara determinada completamente debido a que los pardmetros
k. y p¥ declarados en la expresion no son conocidos. Sin embargo, la ecuacion junto con . = k./p%,
reduce el problema a hallar s6lo uno de los parametros requeridos. Datos de simulacién de este tipo de sistemas
hecho por diversos autores son una fuente importante de informacién que se usaré en este trabajo para hallar
as{ la forma de la funcién j..

Como puede observarse a partir de la ecuaciones hasta , el efecto de frustracion sélo tiene una
dependencia directa con el momento dipolar; sin embargo como ya se ha mencionado antes, su construccién
permite emplearlo en el caso de sistemas polarizables. De esta forma la presion P}; dada por puede ser
ocupada directamente para el prondstico de propiedades termodinamicas en sistemas SMP. Resultados tales
como la temperatura critica y el equilibrio liquido-vapor para fluidos SM se obtendran usando en la parte
final de este capitulo y seran comparados con datos de simulacién también reportados por distintas fuentes para
fluidos SMP.

4.6.1. Metodologia

Usando a p} como parametro libre, el perfil de la isoterma PX(p*,T* constante) puede modificarse de
tal manera que, para un sistema dado, se haga coincidir (dentro del error de simulaciéon) con resultados
obtenidos via simulacién; en especifico, se usan las densidades de coexistencia en el gas y en el liquido (p},
y pf, respectivamente), para p* y T* dados. Asi, con la densidad de coexistencia en el gas, pJ, se obtiene la
presién PJ, via la ec. , y con el fin de cumplir el equilibrio termodinamico, esta presiéon debe ser igual
a la de la fase liquida. Con estos dos datos, (P, p;), la ecuacion puede resolverse numéricamente para
obtener la densidad p} adecuada para este estado.

Debido a que el modelo efectivo LJ, ec. , es aproximado para p*? < 4.0 y densidades moderadas solo se
usaran datos de simulacion dentro de este régimen de intensidades del dipolo. Resultados de Smit et. al. [44] y
van Leeuwen et. al., [45] obtenidos con simulacion GEMC, para temperaturas menores a la critica, son utilizados
principalmente debido a su regularidad, al niimero extenso de datos y a que han sido obtenidos para momentos
dipolares menores al del limite aqui planteado; otros conjuntos de datos obtenidos de diversas investigaciones
sobre el tema servirdn como apoyo a los resultados finales.

Un ejemplo del procedimiento antes descrito se muestra en la figura [{.12] para un sistema SM caracterizado
por u*2 = 1.0 y T* = 1.2. En ella se muestran las isotermas generadas por la ecuacién sin incluir el efecto
de frustracion j. = 1, e incluyéndolo j. < 1, y son comparadas con los datos de simulacién correspondientes a
este mismo estado [45]. De la figuras puede observarse que a bajas densidades las dos curvas coinciden con el
punto de simulacién y cuando la densidad aumenta comienzan a separarse. En la zona liquida, cuando no se
incluye la frustracion, la isoterma generada queda muy por debajo del punto simulado y s6lo cuando se incluye

una frustracion de j. = 0.932 la isoterma concuerda con los puntos de simulacion.
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Figura 4.12: Método de obtencién de p} para
un sistema SM, p*? = 1.0 y T* = 1.2. La
curva a trazos muestra la isoterma obtenida
sin el efecto de frustracion. Cuando el efecto
es incluido (curva solida), pf = 0.292, la
isoterma formada concuerda con los puntos

de simulacion.
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El proceso anterior es repetido para el resto de los datos utilizados obteniendo para cada uno de ellos un
valor para la densidad de saturacion p%. Todo este conjunto de datos (ver tabla[4.3)) tiene una dependencia con

la temperatura y el momento dipolar y han sido parametrizados de la siguiente forma

_0.218489 + 01187292 — 0.01296631:* . —0.0168,*8 + 0.00129676,*12

‘(T : 4.57
oL (", T7) - — (457)

cuya validez se limita a los momentos dipolares manejados y las respectivas temperaturas subcriticas.

w2 =1.0 w2 =20 w2 =3.0

T 2 e 2 T P i 2 T 2 e P

1.0 | 0.3167 | 1.34 | 0.2366 || 1.15 | 0.2200 | 1.50 | 0.2155 || 1.40 | 0.1731 | 1.70 | 0.1844

1.05 | 0.2954 | 1.35 | 0.2296 || 1.20 | 0.2276 | 1.52 | 0.2105 || 1.45 | 0.1791 | 1.72 | 0.1827

1.10 | 0.2792 | 1.36 | 0.2249 || 1.25 | 0.2277 | 1.54 | 0.2099 || 1.50 | 0.1833 | 1.74 | 0.1822

1.15 | 0.2855 | 1.37 | 0.2109 || 1.30 | 0.2304 | 1.55 | 0.2100 || 1.55 | 0.1861 | 1.75 | 0.1827

1.20 | 0.2921 | 1.38 | 0.2263 || 1.35 | 0.2321 | 1.56 | 0.2115 || 1.60 | 0.1871 | 1.76 | 0.1834

1.25 | 0.2762 | 1.39 | 0.2224 || 1.40 | 0.2283 | 1.58 | 0.2236 || 1.62 | 0.1873 | 1.775 | 0.1871

1.30 | 0.2520 | 1.40 | 0.2285 || 1.45 | 0.2234 | 1.59 | 0.2828 || 1.65 | 0.1859 | 1.80 | 0.2109

1.32 | 0.2407 | 1.41 | 0.2300 || 1.47 | 0.2206 | 1.60 | 0.1844 || 1.68 | 0.1852 | 1.82 | 0.1831

Tabla 4.3: Datos de densidades de saturacién obtenidas mediante el método dado en esta seccién. Los datos de simulaciéon
usados para su obtencién provienen de los trabajos de Smit et. al. [44] y van Leeuwen et. al. [45]. Las densidades p; y

py empleadas pueden revisarse en dichas referencias.

El cambio de j. con respecto a la densidad se observa en la figura [4.13| para dos momentos dipolares y
distintas temperaturas. Como se muestra en la figura, a bajas densidades . es el factor dominante, ver ec.
, y se modifica rapidamente a bajas temperaturas. Para densidades mayores j. tiende al valor 1 — k. (o
bien 1 — 7.p¥), mientras que p¥ indica la densidad a la cual se inicia dicha tendencia. En este caso se observa
que dicho factor puede reducir la energfa atractiva efectiva hasta un 10 %, a altas densidades. Comportamientos
semejantes se observan cuando la intensidad del dipolo aumenta y la temperatura se mantiene fija.

Antes de retomar la ec. para los sistemas SM a altas densidades y posteriormente aplicarla a sistemas
SMP, es necesario realizar algunas observaciones importantes. Es claro que en esta ultima parte del trabajo
no se ha producido nueva informacién termodindmica. Para un fluido SM a densidad cercana al liquido se ha
rescatado la informacién disponible para construir una funcién LJ, que con pardmetros convenientes, sustituye

el potencial SM (angulo-dependiente) por otro potencial que es esférico.

4.6.2. Temperatura critica

El punto critico del fluido SM se calcula de forma numérica resolviendo simultidneamente las ecuaciones (2.2
y , pag. @ Se utiliza la presion total reducida del fluido SM, P = Peto3 /e, sustituyendo a* = 0 en la
ecuacion , y calculando las dos derivadas con respecto a la densidad p* = po3.

La figura muestra el comportamiento de T¥ como funciéon de p*? para un fluido SM; los resultados de
este trabajo son comparados con resultados de simulacion [33,44-47]. Como se observa en la figura, el potencial
efectivo primitivo (aquel que no incluye el efecto de frustracion) reproduce cualitativamente la tendencia real

de la temperatura critica respecto a p*2; sin embargo, sobreestima el efecto de los dipolos. Cuando la funcién
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Figura 4.14: Temperatura critica para el fluido SM como una funcién de la intensidad dipolar p*. La prediccion
con el potencial efectivo primitivo, ec. (4.32)), (linea a trazos) se compara con los resultados de simulacién: Smit
et al. [44] (o), Bartke et al. [33] (x), van Leeuwen [45](0), Stoll et al. [46] (O) y Scalise [47] (H). La curva solida

se obtiene cuando se incluye el factor de frustracion en e debido al factor j., como se discute en el texto.



4.6. ECUACION DE ESTADO DE UN FLUIDO SMP 71

€ef incluye los efectos de dipolos extras, la temperatura critica T crece acorde los resultados de simulacién con

la tendencia correcta hasta intensidades cercanas a p*? = 3.0.

4.6.3. Coexistencia liquido-vapor para fluidos SMP

En esta seccién se presentan las curvas de coexistencia de los fluidos SMP obtenidas mediante la regla de
dreas iguales de Mazwell [13,48]. La coexistencia de fase, a una temperatura dada T*, requiere se cumplan

simultaneamente las siguientes ecuaciones

et(p0: T) = FPei(pi, T7) (4.58)

V*(PTNT*) = V*(pl*vT*)a (459)

para ambas fases, con P}; dada por la ec. (4.56), v* = v/kgT es el potencial quimico v reducido, y pf y pj son
las densidades del liquido y del vapor del fluido, respectivamente. La ecuacion (4.59) corresponde a una energia
libre de Gibbs constante (dG = 0), por lo que puede demostrarse que el sistema de ecuaciones a partir del cual

se calcula numéricamente la presion de equilibrio P} y las densidades de coexistencia, es [15]

Py = Pi(py,T") = Pi(p;,T7) (4.60)
Pipa(p*, T 11
/ Cf(pf;)dp* e (—) (4.61)
2 P pl Py

Figura 4.15: Curvas ortobéricas para un
fluido SM con p*? = 1.0 obtenidas con el
modelo de potencial efectivo: sin (curva a
trazos) y con frustracion (curva solida). Los
simbolos son datos de simulacién obtenidos
por Smit et. al. [44] (o) y Kiyohara et. al. [49]
(H). La curva restante (inferior) corresponde
a la coexistencia del fluido Lennard-Jones.
Los puntos criticos de los tres casos estan

representados por el simbolo (A).

En la figura[f.15]se presentan las curvas LV calculadas con este método junto con los resultados de simulacion
de Smit et. al. [44] y Kiyohara et. al. [49]. La figura también incluye los resultados de distintas aproximaciones
con este trabajo para p*? = 1.0, obtenida con el potencial efectivo primitivo (j. = 1) y con el factor de frustacion
incluido (0 < j. < 1); como referencia, se ha incluido la curva de coexistencia para el fluido LJ. Al introducir los
efectos dipolares a nivel de dos cuerpos (sin factor de frustracion) se obtiene una curva de coexistencia T — p*
por arriba de las respectivas para el potencial LJ y del fluido SM. Cuando la frustracion se incluye via el factor
je, la EDE genera una curva ortobéarica que desciende con respecto a la original concordando muy bien con los
datos de Smit y de Kiyohara.

Las curvas de coexistencia para fluidos SM para distintos momentos dipolares en el rango 0.0 < p*? < 3.0

son presentadas en la figura [£.16] junto con resultados de simulacién de Smit et. al. [44], Kiyohara et. al. [49] y
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Figura 4.17: Ortobaricas para un fluido SMP
obtenidas con el modelo de potencial efectivo
con efecto de frustraciéon incluido y p*2 =
1.0. De abajo hacia arriba: o = 0.0, 0.03,
y 0.06. Los simbolos (A) son sus puntos
criticos. El resto de los simbolos son datos

de simulacién obtenidos por Kiyohara et. al.
[49].
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Figura 4.16: Curvas LV de fluido SM, para
distintos momentos dipolares, obtenidas via
la EDE-SMP: De abajo hacia arriba: p*? =
0.0, 1.0, 2.0 y 3.0 donde sus respectivos
puntos criticos estan representados por el
simbolo A. Los simbolos restantes provienen
de resultados de simulacion [44,45,49].
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van Leuween [45]. Podemos ver que para p*? = 2.0 la EDE efectiva es capaz de reproducir adecuadamente las
densidades simuladas en la zona del liquido.

Debido a que el efecto de frustracién no incluye dependencia con la polarizabilidad el mismo potencial
efectivo usado en los casos anteriores puede ser usado para corroborar el modelo. Asi, nuestro modelo puede
incorporar los efectos de polarizabilidad a través de las ecs. y . La figura muestra las curvas
ortobaricas para un sistema SMP: *2 = 1.0 y distintas polarizabilidades. Todas las curvas presentan excelente

concordancia con la simulaciéon para una polarizabilidad de 0.06 [49].

4.7. Simulacion de sistemas SMP efectivos

Puede probarse que el potencial efectivo ®e¢, construido en este capitulo, tiene sentido a nivel de estructura
del liquido. Dicha prueba se ha realizado calculando la funcién de distribucién radial de los sistemas efectivo
y SM mediante simulaciones de la DM de los fluidos respectivos. Para el fluido SM, el cédigo de DM aplica
la técnica usual de las sumas de Ewald — ver seccion [2.6.2] - y la resolucion de las ecuaciones de la dinamica
rotacional, ambas con el conjunto de subrutinas extras que implica su funcionamiento. En el caso del fluido
efectivo (un fluido LJ) se utiliza una DM simple lo que intenta ser un ahorro computacional y temporal, con

respecto a la DM anterior, para reproducir al sistema original SM.

2.0t
1.5+
Figura 4.18: Funcion de distribucion radial cal-
culada via dindmica molecular para un sistema
o SM y su equivalente efectivo LJ para p*? = 1.0,
\6’1.0, T" =1.35y p* = 0.6. Los puntos pertenecen al
fluido SM y la linea negra continua (interpola-
cion de los datos de simulacion) al LJ efectivo.
Los parametros efectivos de este tltimo son ob-
o5l tenidos de las ecuaciones and .
0.0

10 15 20 25 30

Todas las simulaciones fueron desarrolladas en la region del liquido, p* = 0.6 a una temperatura subcritica
T* = 1.35 y una intensidad dipolar p* = 1.0. La presion y la funcion de distribucion radial g(r), respectivas
fueron calculadas en el ensamble NVT con N = 500 particulas; se usaron 10000 colisiones para equilibrar los
sistemas y 20000 colisiones adicionales para obtener promedios; el potencial LJ fue truncado a » = 3.50. El
tiempo de simulacion en el caso del sistema LJ efectivo fue aproximadamente 30 veces menor que el de la
simulaciéon SM.

Los parametros efectivos usados en la simulaciéon del fluido SMP efectivo fueron obtenidos directamente de
las ecuaciones y ([£.47). En el estado de simulacién arriba presentado se trabaja con los siguientes valores
numéricos: F, = 1.13 y F5 = 1.11, obtenidos directamente de las funciones y (4.24) con parametros p* y

T* ya definidos arriba. En el equilibrio, el sistema LJ puro alcanza una presion de P* = 0.46905, mientras que
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el fluido SM alcanza una presion mas pequeia P* = 0.31734; esta disminucion en la presion se debe (como ya
se ha mencionado anteriormente) a la fuerte atraccion que surge de la interaccion dipolo-dipolo. Por otro lado,
en el equilibrio en el fluido LJ efectivo se alcanza una presiéon mucho menor que la del LJ estdndar y mucho
mas cercana a la del caso SM: P} = 0.31096.

En cuanto a las correlaciones de estructura presentes, la funcion de distribucion radial ¢(r) para ambos
sistemas es la cantidad que podemos cotejar directamente. Las funciones de distribucion radial obtenidas
mediante las simulaciones son mostradas en la figura Los puntos que ahi aparecen corresponden a la
simulacién del sistema original SM y la linea s6lida corresponde a la simulacién del SM efectivo; es decir, del
potencial LJ con parametros moleculares dados por las ecuaciones y . La concordancia entre las
g(r) del fluido SM y el fluido efectivo LJ son evidentes en esta figura.

4.8. Conclusiones

En este capitulo se ha obtenido un potencial esférico binario efectivo para fluidos cuyas particulas contienen
un dipolo puntual y estan sujetas a la polarizacion entre ellas. La interaccién resultante es un potencial tipo
ANC cuyos parametros de energia €., de distancia def, y de forma Sg y Sa dependen (ademés de las variables
de estado) de las caracteristicas electrostaticas del sistema; de esta forma, el modelo efectivo logra incorporar
en expresiones sencillas las interacciones de largo alcance presentes en sistemas de este tipo.

En la construccion del modelo se ha recurrido al principio de estados correspondientes y a la conformalidad
entre los perfiles del potencial del sistema de estudio con respecto a uno de referencia: dos potenciales conformales
comparten la misma termodinamica. Sin embargo, la dependencia orientacional del potencial hace dificil la
aplicacion de dicho principio por lo que se ha construido, a partir de dicha interaccion, un potencial mucho méas
sencillo e independiente de la orientacion relativa entre moléculas. Este potencial esférico (SMPs) se obtiene
a partir del promedio configuracional del factor de Boltzmann en el ensamble canonico, ec. , y busca
representar al sistema SMP de una manera mucho mas simple. Asi, se ha construido un potencial ANC conformal
al potencial SMPs, pero que en la practica reproduce la termodinamica del sistema SMP a bajas densidades,
generando buenas expectativas para densidades mas altas.

El primer paso de este trabajo consisti6 en esfericalizar el potencial SMP y comparar los perfiles de los
potenciales resultantes SMPs con las funciones LJ y ANC, estableciendo asi la conformalidad entre dichos
potenciales. Asf, para intensidades dipolares pequeinias (1*2 < 1.0) los potenciales SMPs de la gran mayoria
de estados aqui manejados presentan conformalidad con respecto al fluido LJ pero a medida que el momento
dipolar aumenta el perfil de ambos potenciales no coincide por lo que el PEC no se cumple. Este efecto se hace
mas evidente cuando se trabaja a bajas temperaturas. La principal desventaja de este método radica en que las
comparaciones entre los perfiles se realizan cualitativamente y es aqui donde la teoria ANC muestra una mayor
versatilidad: primero, pueden trabajarse sistemas SMP con intensidades polares mayores y, segundo, aportando
un método cuantitativo con el cual se establece la existencia de conformalidad entre dos sistemas. En especifico,
bajo las condiciones T* 5 2.0, y/o w2 Z 1.0, es preferible un sistema efectivo tipo ANC con suavidades distintas
a la unidad; esto significa que en el estudio de este tipo de sistemas polares un sistema LJ solo sera adecuado
para momentos dipolares pequenos.

La conformalidad entre los potenciales ANC y el SMP esfericalizado permite calcular el segundo coeficiente
virial del fluido SMP. Para esto, se emplean los pardmetros efectivos ANC en la expresion analitica del segundo
coeficiente virial ANC (ya conocido) obteniéndose una expresion analitica efectiva de este coeficiente para un
fluido SMP. En la practica, se sustituyen los parametros moleculares ANC por los efectivos correspondientes
a las ecuaciones v (4.34), incluyendo las suavidades obtenidas por el método mostrado en la seccion
[:4:6] Para poder compararlo con el fluido SMP, se reduce la expresion resultante en el paso anterior con los
parametros del kernel. El modelo efectivo es capaz de predecir el segundo coeficiente virial B(T) de moléculas

SM y su variante que incluye la polarizabilidad con excelentes resultados — ver figuras [4.8(a)| para el caso SM y
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para el SMP (pagina f incluso para momentos dipolares mayores a p*? = 4.0, y con polarizabilidades
también altas a* = 0.1. Como ya se ha mencionado antes, cuando se trabaja con intensidades pequenas del
dipolo, #*? < 1.0, una funcién efectiva del tipo LJ es suficiente para reproducir el sistema gaseoso SM; este es
una situacion especial del caso ANC.

Si el procedimiento anterior se emplea para calcular el tercer coeficiente virial de un fluido SMP los resultados
obtenidos no son los esperados; ni siquiera desde un punto de vista cualitativo. Esta contrariedad surge de usar
un potencial de interacciéon binario en un coeficiente donde la presencia de un tercer cuerpo se hace importante,
incluso a bajas densidades, debido a la interaccién de largo alcance entre los dipolos. Para estudiar ese efecto se
ha introducido el concepto de frustracion (j.) el cual aparece cuando la configuracion orientacional de minima
energia entre dos dipolos es perturbada por la presencia de una tercer molécula SMP; esa molécula extra “frustra”
la configuracion entre dos dipolos.

En este trabajo se ha hecho una propuesta matematica que incorpora al modelo efectivo el impacto de
la frustracion a nivel energético, haciendo compatible el calculo exacto del tercer coeficiente virial para fluidos
polares. A nivel del gas dicha propuesta tiene una dependencia lineal con la densidad y esta dada por la ecuaciéon
. Si se considera que el potencial efectivo, con efecto frustrante incluido, reproduce exactamente al tercer
coeficiente virial del sistema SM se puede obtener una expresiéon exacta para j.. Si bien es cierto, que el modelo
propuesto para la frustracion no reproduce el tercer coeficiente virial de un fluido SMP (en el sentido de que no
se esta aportando teoria nueva en lo que respecta a esta propiedad del gas), lo que se logra es conocer la forma
en que este nuevo factor influye en este tipo de fluidos a densidades a las que las interacciones electrostaticas
ternarias comienzan a influir debido a su alcance.

Para densidades mayores, se ha propuesto un j. en el que el aumento de dipolos produce una saturaciéon
electrostatica evitando asi que la frustracion continte aumentando con la densidad. Este nuevo modelo, dado
por , permite usar dicho concepto hasta densidades tales como la critica e incluso mayores al considerar
viable la aplicacion de la teoria de estados correspondientes entre sistemas SMP y LJ; de esta forma la EDE de
un fluido LJ (conocida de antemano) es ocupada para generar la correspondiente EDE de un sistema polar.

Con la informacion ganada al obtener la primera version de j. y con la informacion del equilibrio liquido-
vapor de un fluido SM, se ha construido (en un proceso de retroalimentacion) el nuevo modelo para .
Provenientes de distintas fuentes, los datos de simulacién del equilibrio LV en diversos estados de sistemas SM
y SMP permiten obtener un serie de datos de densidades de saturacion p? para distintos estados los cuales son
parametrizados en funcién de las cantidades reducidas de la temperatura y el momento dipolar, obteniéndose
asi una expresion completa de j.. A partir de este efecto se establece la EDE del fluido efectivo SMP (EDE-
SMP). Como ya se ha mencionado, la polarizabilidad no aparece explicitamente en j. debido a que solo se
han considerado términos de primer orden en a. Sin embargo, esta misma ecuacién puede usarse para sistemas
polarizables. En principio, la validez del PEC solo se da en aquellos estados conformales de las funciones LJ y
SMP por lo que los resultados aqui obtenidos sélo son aplicables para p*?> < 1.0; para intensidades dipolares
mayores los resultados se consideran simplemente como una aproximacion.

La EDE-SMP con el factor de frustraciéon incluido reproduce adecuadamente, como era de esperarse, la
temperatura critica y las curvas ortobaricas SMP para aquellos momentos dipolares en los que la conformalidad
del sistema SMP con el LJ se hace presente. En aquellos estados en los que la conformalidad no es exacta
y que se hallan limitados por los intervalos: 1.0 < p*2 < 2.0 y a* < 0.06, el nuevo modelo efectivo entrega
resultados que concuerdan muy bien con aquellos que provienen de la simulacién del equilibrio liquido-vapor
de estos sistemas polares, — ver figura [£.14] Resulta claro de la figura [I.15] que cuando no se incluye je en
el término energético se obtienen ortobaricas que sobreestiman a las simuladas por otros autores. Esto puede
deberse a que durante el promediado de la interaccion SMP el factor frustrante existente en las interacciones de
largo alcance es eliminado. La figura muestra el buen comportamiento que arroja el sistema efectivo para
estados con distinto momento dipolar, aunque para dipolos con intensidades ;*2 > 2.0 el modelo no reproduce

adecuadamente a las ortobaricas reportadas. Sin embargo, como puede observarse en la figura [4.17], para el caso
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w2 = 1.0, el sistema efectivo incorpora de manera exitosa el efecto debido a la polarizacién molecular.
Finalmente, el sistema SM y su contraparte efectiva son estudiados desde un punto de vista estructural
al calcularse (mediante la simulacion de la dinamica molecular del gas) la funcion de distribucion radial. El
algoritmo utilizado en la dindmica molecular para un sistema SM efectivo es el mismo al de un sistema LJ
(simple y esférico) con interacciones def ¥ €of provenientes de las relaciones efectivas y los cuales
incluyen el efecto dipolar frustrado. Es decir, la simulacién de este sistema es mucho mas sencilla, y con un
tiempo de cémputo mucho menor al compararla con el empleado con el codigo establecido para estudiar las
interacciones de largo alcance y una dependencia angular representativas del potencial SM. Un ejemplo de
la simulacion de estos sistemas se observa en la figura en donde se presenta la respectiva g(r) con una
intensidad del dipolo de p* = 1.0 obtenida para los fluidos de estudio y efectivo. En la figura se observa la

capacidad del modelo efectivo al reproducir la g(r) de manera muy cercana a la del fluido SM original.
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Capitulo 5

Sistemas de moléculas convexas

5.1. Introduccién

Las interacciones moleculares no esféricas suelen emplearse para estudiar sistemas reales anisotrépicos. Su
importancia practica puede observarse en situaciones variadas como la extraccion de fluidos supercriticos [1,2],
en el equilibrio de fases de nematogenos [3,4], e incluso en el anilisis de interacciones del tipo polar [5-7].

Para gases simples, o ligeramente densos, dos potenciales intermoleculares empleados regularmente son el
potencial por pares de multicentros [8,9] y el potencial de Kihara [10]. En el primer caso la molécula es
representada por un conjunto de sitios enlazados que interactian con los sitios de otra molécula; la energia de
interaccion de este modelo tiene una dependencia con la distancia entre sitios y con su orientaciéon relativa. En
el segundo caso la forma de la molécula se establece mediante un cuerpo convezo por lo que la termodinamica de
dichos sistemas es escrita en términos de las caracteristicas geométricas del cuerpo usado. Isihara [11] introdujo
por vez primera este concepto y es desarrollado posteriormente por él mismo et. al. [12,13] y por Kihara [14-17]
para la obtencién analitica de los primeros coeficientes viriales de fluidos formados por cuerpos convexos. La
dependencia tnica con la distancia permite escribir de forma analitica el segundo coeficiente virial y para el caso
de interacciones no aditivas puede hacerse lo mismo para el tercer coeficiente [18,19]; sin embargo, el conocimiento
de coeficientes viriales de mayor orden esta limitado a resultados numeéricos para modelos particulares.

La dificultad matemaética en el calculo exacto de los primeros coeficientes viriales lleva subsecuentemente al
uso de teoria de perturbaciones y a la simulacién de sistemas especificos para obtener expresiones numeéricas
de coeficientes viriales de mayor orden y lograr incluso la construccion de la ecuacion de estado para fluidos
formados por cuerpos convexos de interés; investigaciones en esta direccién han sido desarrolladas por Boublik
et. al. [20-23], Nezbeda [24,25] y Vega et. al. [26-29]. Trabajos recientes de Wertheim [30], han impulsado el
estudio de estos sistemas desde un punto de vista més riguroso cuyo formalismo matematico permite calcular
teoricamente el tercer coeficiente virial, aunque en el calculo numeérico de coeficientes de mayor orden se presentan
inconvenientes computacionales [31].

Desde el punto de vista del principio de estados correspondientes, los modelos esféricamente simétricos han
mostrado una buena eficacia en la fase gaseosa. Muestra de lo anterior se ha hecho patente al estudiar moléculas
simples (Hy, N, COy y CoHy) las cuales no son totalmente esféricas, empleando modelos sencillos como el
potencial LJ [14,32-34]. Sin embargo, dichos modelos esféricos fallan a medida que las moléculas del sistema
se alejan de la esfericidad y/o la densidad del fluido aumenta, lo que origina desviaciones con respecto a dicho
principio. Uno de los primeros intentos en este sentido fue llevado a cabo por Cook et. al. [35] trabajando con
un potencial efectivo obtenido a partir de promediar angularmente una funcién realista y dependiente de la
orientacion de las particulas, y aplicandolo a moléculas con simetria axial.

En este capitulo se presenta el trabajo con sistemas formados por cuerpos convexos en fase gaseosa. Los
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cuerpos interacttian mediante potenciales dependientes principalmente de su elongacion y de la distancia minima
que separa sus superficies. En primera instancia se hace una extension a lo obtenido por del Rio et. al. [36], con
su reinterpretacion del concepto ANC en términos de cuerpos convexos, para hallar nuevos aspectos teéricos y
practicos acerca de la teoria de potenciales efectivos. Se calcula el segundo coeficiente virial para interacciones de
pozo cuadrado convexo y se muestra el comportamiento con respecto a la elongaciéon del cuerpo y su dependencia
con las caracteristicas del nédulo central. Como més adelante se mostrara, se puede establecer una equivalencia
entre este modelo y el de Kihara la cual logra vincular los conceptos de la teoria de Kihara con los voltmenes
reducidos de colision presentes en la teoria efectiva ANC. Posteriormente, empleando una interaccién continua,
también se halla una conexion directa entre la teoria elaborada por Kihara y los parametros ANC. Dicho vinculo
permite encontrar una relacion cuantitativa entre el ntiimero de carbonos que forma una cadena molecular con
la elongacion del modelo ANC [37], y aplicarla a casos reales.

Parte del presente trabajo consistira, precisamente, en retomar esta vision de modelar moléculas mediante
cuerpos convexos. Primero se tomara la interacciéon pozo cuadrado convexo y se comparara con la version
implementada por Kihara para sistemas similares mostrando que ambos modelos tienen la misma base
conceptual. Posteriormente, se trabajara con potenciales continuos del tipo ANC donde el nédulo central
puede ser cualquier cuerpo convexo. Nuevamente se hallardn equivalencias entre esta manera de trabajar
con la termodindmica de cuerpos convexos desarrollada por Kihara; interés especial se tendra para cuerpos
esferocilindricos y elipsoidales, tanto prolatos como oblatos, por su aplicaciéon directa a sistemas gaseosos de

n-alcanos y n-perfluoroalcanos.

5.2. Antecedentes

El potencial Kihara fue introducido como una generalizacion al L], ec. , para el estudio de moléculas
anisotropicas y ha sido empleado continuamente para investigar la termodinédmica, la estructura y las
propiedades de transporte de los fluidos de moléculas representadas por cuerpos convexos. El potencial de
interaccion Kihara incorpora un pozo atractivo suave alrededor del nédulo duro dado por la ecuacion
y con dependencia explicita con la distancia més corta entre las superficies de los noédulos p. Los parametros
del potencial han sido obtenidos para distintas sustancias puras y sus mezclas, utilizando una gran variedad
de cuerpos convexos como noédulo central; dichos parametros logran reproducir el segundo coeficiente virial
experimental y en algunos casos el tercer coeficiente [10].

Interacciones entre cuerpos convexos han sido consideradas desde el punto de vista ANC [36,37] mediante
los siguientes dos modelos: pozo cuadrado convexo y potencial ANC entre cuerpos convexos. Ambos modelos
permiten escribir los volimenes reducidos b* y A*, seccion [3.2.2] en términos de las medidas fundamentales del
cuerpo utilizado. Para ambos casos se ha demostrado que el segundo coeficiente virial tiene una dependencia
explicita con la elongacion de la molécula. Del mismo estudio se encuentra que a medida que la elongacion de la
molécula aumenta las interacciones de tipo atractivo pierden intensidad haciendo que el potencial efectivo sea
mucho mas “duro” que el de referencia, es decir, del esférico. Dicha investigacion sélo fue aplicada a un sistema

formado por esferocilindros prolato quedando pendiente la extension a cualquier otro cuerpo convexo.

5.3. Pozos cuadrados convexos y la teoria ANC

Un cuerpo convexo (CB) estd completamente determinado por sus tres medidas fundamentales [10]: V,
A, y M; volumen, area superficial y radio de curvatura medio, respectivamente. En general, dichas medidas

fundamentales son escritas en funcion del ancho del cuerpo h y de su elongacion £ = L/h, siendo L el largoﬂ

1Un cuerpo convexo se caracteriza como aquél en el que cualquier segmento rectilineo que une dos de sus puntos queda

completamente contenido en ¢él [16,38].



5.3. POZOS CUADRADOS CONVEXOS Y LA TEORIA ANC 81

El modelado de moléculas no esféricas empleando cuerpos convexos requiere de algunos elementos tedricos
presentados en la secciéon del apéndice. Al emplear esta informacion, las propiedades termodinédmicas de un
gas formado por tales cuerpos estaran escritas en términos de las caracteristicas geométricas de los mismos. En
esta seccion se emplea dicho enfoque en gases cuyas moléculas interacttian mediante una generalizaciéon angular
del pozo cuadrado.

5.3.1. Interaccion CSW

Sean hy y hg dos cuerpos convexos del mismo ancho h, y con la misma elongaciéon &, que interactiian
mediante el siguiente potenciaEI

00, r <Ilp(h, &),
q)csw(rv Q) = —€, lh(Q; h,gh) <r< lH(Q; H, EH), (5‘1)
Oa lH(Q;H,gH)<r7

denominado potencial de pozo cuadrado convexo (CSW). Este potencial es una generalizacion angular del
potencial SW dado en la seccion El simbolo €2 representa la orientacion relativa entre las dos particulas
y r es la distancia entre sus centros de masa.

El cuerpo convexo H formado por todos los puntos cuyas distancias desde la superficie de h; sean iguales
o menores que una cantidad po, se llama CB paralelo a h; (véase figura y notacién de la secciéon . Lo
anterior significa que el ancho del cuerpo H es h + 2pg, del cual

po = HTh = g()\o -1) (5.2)
donde \g = H/h define el ancho relativo del pozo del potencial y por lo mismo, la diferencia Iz (2) —1;,(2) = 2po
es constante.

Si se fija el cuerpo H y se desliza a hy alrededor del primero manteniendo una orientacion constante, el
centro de gravedad del segundo forma la superficie de un nuevo cuerpo convexo que se denotarda h + pg + h.
Finalmente, promediando angularmente sobre todas las configuraciones posibles para hs, los correspondientes
volimenes de colision ANC se obtienen sustituyendo el potencial CSW en las ecuaciones y [36]. Los

promedios angulares resultantes son obtenidos analiticamente usando la ecuacion (C.10)); es decir,

20% = 2([;(Q)) = (Visn) (5.3)

2R’ =2 <Z§I(Q)> = (Vitpo+h) ; (5.4)
los cuales pueden ser escritos en términos de los pardmetros h y &, del cuerpo duro central.

Para modelar moléculas, el no6dulo de CSW representara la repulsion o volumen excluido que surgen cuando
las superficies de dos moléculas se acercan la una a la otra; por su parte el cascarén del CSW atractivo es usado
para modelar la atraccién tipo van der Waals entre las mismas moléculas. Con esta imagen el ancho del pozo
atractivo de van der Waals es uniforme alrededor de la molécula.

5.3.2. Segundo coeficiente virial

Combinando los voliimenes anteriores 0 y R? de la interaccion CSW, junto con las ecuaciones (3.11}3.13))
de la seccion [3.2] se obtiene directamente el segundo coeficiente virial

X My Ay, - My Ap M? o .
Besw (T, &) = (Vh + M) /T {Vh + 4 + (Ah + 4—; po + Mhpg + ?’3 (el/T — 1) , (5.5)

2Esta es la definicion presentada por del Rio et. al. [36].
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donde T™ = kgT'/¢, po esta dado por la ecuacion (5.2), y Vi, An vy M}, son las medidas fundamentales del nodulo
central, las cuales introducen la dependencia con su elongaciéon fhﬂ

Usando a % (Vi) como volumen de reduccion, el segundo coeficiente virial, ec. ([5.5)), puede ser escrito como

* * BCSW(T*) * 1/T*
= —_-— = — )\ — .
BCSW(T 7£h) %<Vh+h> 1-V (fha 0) (e 1) (5 6)
donde
V*(€ns ho) = W ~1. (5.7)

La ecuacion (5.6) darda el segundo coeficiente virial reducido para cualquier CB cuyas cantidades
fundamentales sean conocidas. Dicho coeficiente tendra asi una dependencia con la temperatura, la elongacién

del nodulo central y el ancho py del pozo (o Ag, via la ecuacion [5.2)).

5.3.3. Temperatura de Boyle

La temperatura de Boyle se define como aquella a la cual el segundo coeficiente virial es cero: B(Tx) = 0;
es decir, aquella temperatura en la cual el segundo coeficiente cambia de signo. Empleando esta condicién, y
partiendo de la ec. (5.6]), el modelo anterior permite calcular dicha temperatura en funcién de la elongacion del

noédulo duro tal que

Lo |:V*(§h,)\o) + 1}
Tg (gh) vV (ghv )\0)

donde V*(&p,, o) se ha definido en ([5.7).

(5.8)

5.3.4. Funcién suavidad

Para una elongacion dada, la curva paramétrica entre el segundo coeficiente virial ([5.6) con respecto a uno
de referencia (&, = 1) presenta el comportamiento lineal hallado cominmente en la teorfa ANC, figura

Para hallar la relacion matematica entre ambos coeficientes, se propone la expresion
BéSW(T*’ gh) =R+S Bésw(T*v 1) (5'9)

donde Ry S son los parametros caracteristicos de una recta en el plano. Si se usa el hecho de que B, (1%,1) =0

y, usando la temperatura de Boyle para el sistema de referencia, es facil verificar que

V™ (&n: Ao)
R=1-—"F7——+ 5.10
V*(1, )’ (5-10)
a partir de la cual se obtiene
V*(&ns Ao)
S=—"—= 5.11
V(L o) (5.11)
por lo que la ecuacion (5.9) se escribe en la forma final
Biow (T, &) =1—-S+ S B, (T",1) (5.12)

que es similar a la dada por la teoria ANC, ec. (3.26)), correspondiendo el parametro S de la ecuacion (5.11f) con

el de la suavidad. En este caso, B§(T*) = Bl (T*, 1), corresponde al segundo coeficiente virial de una esfera.

3La misma expresion se halla usando un caso especial del potencial de pozo cuadrado usado por Kihara [10,18], y en el apéndice
@ se muestra el desarrollo.
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Figura 5.1: Relacion lineal entre Bl (T*,&,) v el de referencia B, (T*,&, = 1.0). Las distintas curvas
pertenecen a distintas elongaciones y se han construido usando temperaturas reducidas en el intervalo [0.3,

10.0].

5.4. Potenciales ANC para moléculas convexas

El proceso anterior puede ser generalizado a potenciales continuos considerando particulas que interactian
de forma mas realista que el caso CSW. La construccion de los volamenes reducidos b*(T™*) y A*(T*) para esta
nueva funcién potencial permite relacionarla con la teoria ANC y por lo mismo se le asignaré el nombre de
interaccion de cuerpos convexos ANC (CANC). Se plantea el proceso completo para cualquier cuerpo convexo,
y con dicha interaccion se calculan el segundo coeficiente virial y la funcién suavidad tanto para la zona repulsiva
como para la atractiva. Posteriormente se construye una funciéon suavidad que relaciona los segundos coeficientes
viriales de forma lineal, enfocandose el trabajo final en aquellos cuerpos que representen efectivamente a una
molécula lineal. La elongacién, como se vera, se convierte nuevamente en el paradmetro principal en términos del

cual se escribe la termodinamica de aquel gas compuesto de tales moléculas.

5.4.1. Interaccion CANC

El caso CSW revisado en la secciéon anterior se generaliza construyendo una interaccion discontinua entre
dos CB de ancho h y elongaciéon £, ambos con medidas fundamentales: V},, A;, Mj. Este potencial discreto

tiene la forma
00 r <r(Q)
D(r, Q) =1 ¢ 7,(Q) <7 <rp(Q) (5.13)

0 > 7r.(82)
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donde r es la distancia entre sus centros de masa, () la orientacion relativa entre ellos y €, es la profundidad
del respectivo “n-escalon”. Se considerara una zona repulsiva por debajo de un escalén m-ésimo y por arriba de
éste solo intervienen fuerzas atractivas de manera tal que en el c-ésimo escalén la interacciéon se anula.

Para una  fija, la derivada parcial del factor de Boltzmann con respecto a la distancia r puede escribirse

como [36]
Je—®(r)/ksT c
- @@ @ = _ _Sn,/kBT _ _671—1/kBT
5 ng 5(r —rn(Q)) [e e } (5.14)

=0
la cual sustituida en las integrales de ANC (3.9)) y (3.10) (previa integracion por partes) permite escribirlas

como
m

o3ec/kBT _ Z <7’i(9)> {efen/kBT _ e*fn—l/kBT} (5.15)
n=0
y C
RO (5T —1) == 37 (rh(@) e/l e (>16)
n=m-+1

3

El pardmetro <7’n

(Q)) se obtiene de forma similar al caso CSW. Asi, uno de los cuerpos h se mantiene fijo
mientras un segundo se traslada alrededor del primero manteniendo constantes tanto la orientaciéon como la

distancia entre superficies Ap,, = n(r, — rn—1). Asi, el n-ésimo escalon del potencial caracteriza espacialmente

3

3(Q)) = (Vh+ap,+h)- Esto significa que al realizar los promedios

al n-cuerpo convexo paralelo a h; esto es, <7‘
angulares anteriores habra una dependencia tnica con la distancia p entre sus superficies. Posteriormente, al

tomar los limites: n — oo, Ap, — 0, y Ae — 0, las sumas anteriores pueden escribirse como

po Oe—®(p)/ksT
203/ kBT — / dp Vit p+n) ¢ (5.17)
0 Ip
Y ®(p)/knT
° Qe~=p)/iB
3 ( .e/ksT _ _ _
2R (e 1) /p O Ao Vieps) =5 (5.18)

donde el potencial ®(p) es un potencial esférico continuo dependiente de la minima distancia p entre las
superficies de los cuerpos convexos. pg identifica la posicion del minimo, tal que ®(py) = —e y se ha hecho
coincidir con r,, = 41 del potencial discreto, quedando todo en términos del nédulo central h.

Mediante una integraciéon por partes las dos ecuaciones de arriba pueden expresarse como

Po
203/ kBT — <Vh+p0+h> [ee/kBT — 1] + (Vhgn) — / dp <Ah+p+h> [eié(p)/kBT — 1] (5.19)
0
y o0
2R? [ef/kBT - 1} = (Vi posn) [ee/’“BT - 1} + [ dp{Anppen) [&‘NP)/’“BT - 1} (5.20)

Po
cuya combinaciéon ANC de acuerdo a (3.3]) permite recuperar al segundo coeficiente virial obtenido por la teoria
convencional de cuerpos convexos, ec. (A.28] pag. [109)).

La forma exacta de (Viypin) ¥ (Antprn) aparecen en las ecuaciones (C.10) y (C.11) del apéndice Si
el potencial ®(p) es del tipo LJ 1) las integrales involucradas tienen solucién analitica dependiente de la

temperatura. Introduciendo las cantidades reducidas T* = kgT/e y ®* = ®/e es sencillo demostrar que los

didmetros de colision pueden escribirse como

= Wb ™ b W) (1- )
2 T 3
—e T {(Ah + i‘f;) po (Dy(T*) = 1) + Myp (Da(T*) — 1) + 2228 (Dy(1*) 1)} (5.21)

4Es decir, el potencial de Kihara.
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1 En -1 M? . o 2m .

R = 3 (Vitpot+n) + (eT* - 1) {(Ah + 47};> po&1(T*) + Myp3&a(T™) + EPSES(T )} (5.22)
donde las integrales Dp(T™*) y &(T*) son las mismas que aparecen en la seccién de la teoria ANC, y su
representacion semianalitica para ambas integrales ha sido planteada y resuelta como se muestra en el apéndice
B.2.2] pag. Como puede observarse, estos volimenes tienen dependencia con la temperatura, las propiedades

geométricas del nédulo central h, asi como del minimo, pg y €, del potencial continuo.

5.4.2. Volumenes de colisidén

Considérense dos cuerpos convexos paralelos entre si, separados una distancia pg de sus superficies. El
cuerpo central (ancho h) modelara la molécula y el cuerpo paralelo externo (ancho H) se ubica precisamente
a la distancia donde se halla el minimo energético del potencial ®(p); es decir, H = h + 2pg. Al primer cuerpo
se le denominara cuerpo h y al segundo cuerpo H. Si se introduce la razéon A\g = % > 1 y por simplicidad se
emplea el volumen %’%3 como unidad de reduccién, entonces los voliimenes y (5.22)) se escriben de forma

adimensional
3
o
b* f— =
s
(Vign) 21 + (Vh+po+h) (1 ) -2 {<Ah+%¢> ()‘0 1) (D1(T*) — 1)
= po e TF p —e TF —e po 1 —
s = ze )
My (Ao —1\2 Ao —11°
Ll ( 0 ) (DQ(T*)—l)—i—( : ) (Ds(T%) = 1) (5.23)
Fh\ 2 2
y
RS
A* = —_—
2
2
Vit o) 1 Ap+ 22\ a1 O A
= %ﬂph"s +eT1*—1 %’Th; 5 51(T)+2%;L 5 Ex(T™)

+ (AOQ_ 1>353(T*)} (5.24)

dejandolos en funcion de la elongacion &, del ndédulo central y del pardmetro Ag.

5.4.3. Segundo coeficiente virial

El método anterior puede emplearse para cualquier cuerpo convexo cuyas medidas fundamentales sean
conocidas. El segundo coeficiente virial de este tipo de interacciones se obtiene combinando las ecuaciones
y con la ecuacién pag. . Como posteriormente se demuestra, el comportamiento del
segundo coeficiente virial CANC (para cualquier elongacion y para cualquier CB aqui empleado) con respecto
al coeficiente virial de la referencia es aproximadamente lineal tal como lo establece la teoria ANC. A modo de
ejemplo, en la figura se presenta un conjunto de datos B*(T*, &) vs Bi(T*), para distintas temperaturas y
elongaciones, de un sistema de elipsoides prolato. Como se observa en la figura para elongaciones grandes y/o
a temperaturas bajas (conjunto de puntos extremos superiores) la linealidad entre ambos coeficientes ya no es

exacta; sin embargo, se considerara la relaciéon lineal como una aproximacion.
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Figura 5.2: Comportamiento lineal entre los coeficientes viriales con distintas elongaciones y la referencia esférica
para un elipsoide prolato: & = 1.0 (e), 2.0 (V¥), 5.0 (A) y 10.0 (H). Los puntos superiores pertenecen a

temperaturas bajas. Las lineas rectas a trazos son para ayudar a la vista.

5.4.4. Suavidad repulsiva y atractiva

Para hallar de manera explicita expresiones para las suavidades (Sr y Sa) en funcion de la elongacion de la

particula se usan las relaciones lineales aproximadas dadas por

e_l/T*Dl(T*) = o —I—Oége_l/T*Dg(T*) (525)
YT Dy(T*) = Bi+4 Bae VT Dy(T*) (5.26)
para la parte repulsiva, y
. -1 . -1
[el/T - 1] E(T*) = az+au [el/T - 1] (T (5.27)
. -1 . -1
[el/T 71} E(TY) = B3+ b [el/T 4} &(T) (5.28)

para la atractiva, ver ﬁgura donde «; y B; son parametros (ver tabla[5.1]) que ajustan a una serie de puntos
obtenidos por parametrizacion de ambas cantidades en el intervalo de temperatura: 0.3 < T* < 10.0.

Tabla 5.1: Parametros «; y 5; para suavidades repulsiva y atractiva.

[ Q; Bi

1| -0.021 | -0.018
2 | 0.452 | 0.775
3| 0.059 | 0.082
4 | 0.150 | 0.432

Sustituyendo estos ajustes en las ecuaciones (5.23) y (5.24)), y después de un proceso algebraico sencillo,
los volumenes de colisién reducidos pueden presentarse en una forma muy similar a las ecs. (3.23) y (3.24)
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Figura 5.3: Relacion lineal entre e /7 Dy (T*) vs e /T D3(T*): k = 1 (M), k = 2 (A). Un comportamiento

similar se halla para el caso atractivo. Los puntos superiores corresponden a temperaturas bajas y las lineas

rectas a los ajustes (5.27)) y (5.28).

pertenecientes a la teoria ANC:

b (T, 8) = b?“ — 11— frlEn)] — Sa(6n) + Sw(€n)b(T) (5.29)
y
Non(T".6) = g1 = 1+ Fa(60)] = Sa(6) + Sa6)0(T°) . (5.30)
donde wro v Vigpotn)
by, (&n) = Timpz (5.31)
3

con una dependencia extra en \g, y la forma exacta del resto de los términos se presentan en las siguientes

lineas.

Suavidades CANC. Las funciones que determinan la suavidad para las zonas repulsiva y atractiva estan

definidas mediante las siguientes dos ecuaciones

r M2 -

Ap+ == 2 3
1 h Ty Ao —1 My (Ao—1 Ao—1
S = T T 5.32
r(En) b () =5 ( 5 ) s + =, 5 B2 + 5 (5.32)
- M2 -
Ap+ =2 2 3
1 ht o (A —1 My, [ Do —1 Mo —1
S — 48 . 5.33
A(&n) b7 (€) 2 ( 5 ) Oy + =), 2 B+ 5 (5.33)
Voliimenes de referencia CANC. Los volimenes b§ y Af se definen como
1 D5 (T™)
by (T = 1- 5.34
0( 75}1) bZ(fh) |: el/T* :| ( 3 )
1 &(T)
AS(T™ = 1 . 5.35
0( agh) bZ(Eh) I: + el/T* _ 1 ( )
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que son precisamente los volumenes ANC de referencia, en su version modificada, ya presentados en la seccion

3.5.4] ecs. (3.49) y (3.50).

Funciones extras. Las funciones

1 [An+ 25 rx -1 My (Do —1\2
- m Zh 5.36
fr(én) b | = < 5 >041+ Q;h< 5 >51 (5.36)
y
1 Ah+]f'2t Ao —1 My (Ao —1)\2
m Zh 5.37
ne = e | M (M) ootz (M) o (5.37)

estan constituidas por términos que pueden ser despreciados en la mayoria de los casos. Por ejemplo, en el caso
del esferocilindro prolato estos dos factores tienen valores maximos de fr(&n) = —0.02 y fa(&n) = 0.03 para

una elongacion §, = 1.0y A\g = 3/2.

5.5. Aplicaciéon a cuerpos convexos especificos

Todas las propiedades arriba definidas son aplicables a cualquier cuerpo convexo cuyas medidas
fundamentales sean conocidas y se expondran sus comportamientos con respecto a la elongacion del nédulo
central, &,. Los cuerpos convexos aqui estudiados, junto con sus medidas fundamentales y algunos de sus
pardmetros importantes son incluidos en el apéndice[C] tabla[C-I} Dichos cuerpos se identificaran de la siguiente
manera: Esferocilindro prolato (PSC), esferocilindro oblato (OSC), elipsoide prolato (PEL), elipsoide oblato
(OEL), esferocono (EC) y doble-cono (DC).

En especifico, el interés se centrard en aquellos CB que tienden a una esfera cuando &, — 1, la cual sera
el modelo de referencia; en este grupo caen los esferocilindros y elipsoides. Por su sencillez funcional, el caso
prolato para el esferocilindro ocupa gran parte del material aqui presentado, ver tabla En lo que sigue, los
célculos de las propiedades se haran empleando el valor A\g = 3/2, el cual es ampliamente utilizado en el estudio

de estos sistemas para gases nobles [10].

5.5.1. Potencial CSW

Se usaran aquellos cuerpos cuerpos convexos mostrados en la tabla[C.1} En particular, para el ancho de pozo
Ao = 3/2, las ecuaciones (5.6) y (5.7) dan como resultado las siguientes cantidades

61 e oen 125 —61eM/T”
= By(T") = —————,
64

donde se ha empleado también la informacién proveniente de la tabla[C.2] En la figura[5.4]se presenta el segundo
coeficiente virial CSW de un cuerpo convexo PSC para distintas elongaciones del cuerpo central.

La temperatura de Boyle y la “suavidad” de este sistema pueden ligarse partiendo de las ecuaciones y
respectivas. Ambas ecuaciones estan relacionadas por el volumen V*(&;,, \g) por lo que T7 puede escribirse

T3 () = {hl (1 - mgftmﬂl

en términos del parametro S del sistema CSW. Esta altima relacion se encuentra ilustrada en la figura [5.5] en

como

la cual se han graficado (usando la misma escala) las dos propiedades en funcion de la elongacion del nodulo

central.
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Figura 5.4: Segundo coeficiente virial CSW para un cuerpo convexo PSC con distintas elongaciones. En todos

los casos se empled A\g=3/2.

Figura 5.5: Temperatura de Boyle Ty (&)

(curvas superiores) y S(&) (curvas inferio-
res) para un fluido CSW en funcion de la

elongacion &;,. Para ambas propiedades se

tiene que:

y en todos los casos se ha empleado A\g=3/2.
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5.5.2. Potencial CANC

Debido a la sencillez de las medidas fundamentales del cuerpo PSC, la mayoria de los resultados aqui
presentados se han enfocado al caso prolato del esferocilindro; sin embargo, en algunos casos se presentan
resultados para otros CB también de interés. Al igual que en el caso CSW, se ha empleado \g = 3/2, para

mostrar las propiedades caracteristicas de este sistema.

Volumenes de colision

El comportamiento con respecto a la elongaciéon y a la temperatura para ambos voliimenes reducidos se
presenta en las figuras|.6(a)|y [5.6(b)| usando esferocilindros y elipsoides prolatos; el comportamiento es similar
al obtenido por Ramos et. al. [36] para el primer cuerpo.

1.00
PSC

1.15+
098
0.96 110, §

3 3

0.94

1.05+

-------------- PEL
0.92 | o~ omL
0905 2 4 6 8 10 9% 2 4 6 8 10
T T

Figura 5.6: Dependencia de los volimenes de colisién con respecto a la temperatura. La elongacién se mantiene
fija: &, = 2.0.

Segundo coeficiente virial

El segundo coeficiente virial CANC reducido se obtiene combinando las ecuaciones (5.29) y (5.30) con la
ecuacion pég.[33). Dos ejemplos de este coeficiente son mostrados en las figuras[5.7(a)|y[5.7(b)| para cuerpos

convexos elipsoidales (prolato y oblato, respectivamente); para cuerpos esferocilindricos el comportamiento es

muy similar.

Suavidad repulsiva y atractiva

La funciéon suavidad (repulsiva y atractiva) tiene una dependencia tnica con la elongacion de la particula.
Para los cuerpos convexos empleados prolato y oblato, tanto la suavidad repulsiva como para la atractiva son
obtenidas sustituyendo las cantidades fundamentales respectivas en las ecuaciones (5.32) y (5.33) y para el caso
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Figura 5.7: Segundos coeficientes viriales para interacciones CANC, PEL (a), OEL (b), para distintas

elongaciones.

Ao = 3/2 se muestran algunos ejemplos en las figuras y para los esferocilindros prolato y oblato,
respectivamente.

5.6. Aplicacién a sistemas reales

En las secciones anteriores se han introducido modelos ANC generales para el estudio de moléculas convexas
y se ha revisado el efecto de la elongacion sobre el segundo coeficiente virial. En esta seccion se aplicaran
dichos resultados al estudio de fluidos reales; en especifico, con moléculas consideradas lineales tales como los n-
alcanos (nA) y los n-perfluoroalcanos (nPA). Las caracteristicas “geométricas” de estas moléculas se consideraran
similares a las de un cuerpo convexo del tipo esferocilindrico prolato, por lo que la elongacién de dicho modelo
puede vincularse al nimero de carbonos de la cadena principal de la molécula real. Establecido este vinculo se
construye un modelo ANC que reproduzca la termodindmica de los gases de dichas moléculas.

Empleando el modelo ANC, Ramos et. al. [37] realizaron la inversion de datos experimentales del segundo
coeficiente virial de las familias nA y nPA, obteniendo parametros ANC (¢,d,S) para cada uno de los primeros
elementos de ambas familias y cuyos suavidades se hallan en la tabla[5.2] En particular, el cambio de la suavidad
en términos del nimero de carbonos de la cadena principal de cada elemento de una familia, es similar al que se
presenta en la figura[5.8} es decir, al de la suavidad del sistema de cuerpos convexos con respecto a la elongacion
de los mismos. En general, se busca una relacién directa entre los datos experimentales del segundo coeficiente
virial de la sustancia real con los parametros efectivos de la teoria ANC.

La teoria ANC relaciona linealmente al segundo coeficiente virial ANC con uno de referencia, ec. ,
donde la suavidad S es precisamente la pendiente de dicha funcién. Para el caso de cuerpos convexos, y en
especifico para el PSC, este comportamiento lineal se visualiza en las graficas de la figura La funcién

suavidad que relaciona ambas cantidades puede elegirse igual a la forma funcional de las suavidades Sg 6 Sa,
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Figura 5.8: Suavidades repulsiva Sg(L*), atractiva Sa (L*) para una interaccion PSC y para una OSC.

Familia 1 2 3 4 5 6 7 8
nA 0.9073 | 0.8088 | 0.7008 | 0.6148 | 0.5503 | 0.5119 | 0.4693 | 0.4388
nPA 0.6558 | 0.5742 | 0.4943 | 0.4382 | 0.3946 | 0.3584 | 0.3294

Tabla 5.2: Suavidades para la familia de n-alcanos y n-perfluoroalcanos obtenidas por del Rio et. al. [37] mediante
la inversion de datos experimentales del segundo coeficiente virial.
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es decir,
2

S = ) AH% N1\ My (A1 2 (Mot 3 (5.38)
h) — b;;(éh) 2%]12 2 Uit Q%h 2 T2 2 .

donde ahora K, n1, 2 y Ap son parametros libres. Si ademés se supone una dependencia lineal de la elongacion
del cuerpo convexo que modela la molécula con el niimero de carbonos n, se tiene para el caso del esferocilindro
prolato que

L' =(n-1)K (5.39)

donde L* = &, — 1 y la constante de proporcionalidad K mide la elongacién de una fraccién de la cadena
correspondiente a un carbono.

Los mejores parametros del modelo anterior que ajustan los datos de suavidad de la tabla [5.2] aparecen en
la tabla y sus respectivas curvas en la figura 5.9} En dicho ajuste no se consideraron los primeros elementos
de cada familia (CHy y CF4) debido a su ligera desviacion cualitativa con respecto a los otros elementos. Sin
embargo, la forma en la que esta escrita la ecuacién permite extrapolar la suavidad para el caso de la
elongacion nula (n = 1). Para el caso de los alcanos la suavidad extrapolada es S = 1.0, el que supera ligeramente
al del metano (S = 0.9073); mientras que para los nPA es de S = 0.738, superando de la misma manera a la
sustancia CFy (S = 0.6558) — ver tabla[5.2]

Familia Ao N1 N2 K

nA 1.742 0.453 11.129 0.456

nPA 1.312  1.328 22.641 0.452

Tabla 5.3: Parametros ajustados de las suavidades en la tabla segun el modelo (5.38]).

La constante de proporcionalidad para los n-alcanos obtenida en este trabajo (K = 0.456) es muy similar
a la longitud de enlace reducida L* = 0.4123 utilizada por Vega et. al. [29], en el estudio de coeficientes
viriales de alcanos. Esta longitud es muy cercana a la razén entre la longitud de enlace C-C: | = 1.54 A y el
pardmetro de longitud en una interaccion sitio-sitio Lennard-Jones: d = 3.70 A. Para el caso nPA, la constante
de proporcionalidad obtenida es muy distinta a la de Ramos et. al. [37], mientras que en este trabajo es de
K = 0.452, lo que indica un tamano reducido por carbono muy similar al de los alcanos; el obtenido en dicha
referencia es mucho menor, K = 0.2. Es decir, aunque los tamanos absolutos para ambas moléculas sean
distintas, debido al cambio de los a4tomos de hidrégeno por fludres, la elongacion de moléculas de distintas

familias con nimero igual de carbonos serd muy similar.

5.7. Conclusiones

Este capitulo se ha centrado en la construcciéon de un potencial efectivo del tipo ANC que reproduce la
termodindmica de un gas formado por moléculas convexas. El capitulo inicia estableciendo una relacién directa
entre la vision ANC y el trabajo desarrollado por otros autores al modelar a una molécula mediante un cuerpo
convexo. Para ello se ha empleado un potencial CSW que es una extension al de un pozo cuadrado pero con
una dependencia en la orientacién angular relativa entre las moléculas; el limite impenetrable consiste en un
CB y el alcance del pozo corresponde también a un cuerpo convexo paralelo al central. Utilizando este nuevo
potencial se obtienen formas analiticas para el segundo coeficiente virial y la temperatura de Boyle, escritas en
funcién de las medidas fundamentales del CB empleado.
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Figura 5.9: Dependencia de la suavidad con respecto al nimero de carbonos de la molécula usando un cuerpo
PSC. Las curvas solidas corresponden al ajuste hecho a la ecuacion (5.38) empleando los datos experimentales
dados por Ramos et. al. [37]: nA (4), nPA (x).

En esta parte del trabajo se ha considerado un conjunto amplio de cuerpos convexos: esferocilindros (prolato y
oblato), elipsoides (prolato y oblato), esfero-cono, doble-cono, tetraedro regular y octaedro regular, presentando
todos ellos un comportamiento similar cuando la elongaciéon se modifica. El comportamiento del segundo
coeficiente virial B¢gy con respecto a la elongacién de la molécula es presentado en la figura @ En dicha
figura se muestra la dependencia de este coeficiente con respecto a la temperatura para distintos valores de
£ y de nuevo para distintos CB. En todos los casos se observa que cuando el cuerpo convexo se aleja de la
esfericidad comienza a cobrar mayor relevancia la parte atractiva del coeficiente, es decir, el término negativo
de la ecuaciéon . El resultado anterior se verifica més facilmente observando el comportamiento de la
temperatura de Boyle, ;. Esta temperatura corresponde a aquella en la que el segundo coeficiente virial se
hace cero, por lo que al darse el efecto arriba descrito la interseccion con el eje de la temperatura se corre
hacia la izquierda dando como resultado la disminucién mostrada en la figura [5.5l El conjunto de resultados
presentados concuerdan con trabajos de otros autores, mostrando que la elongacion efectiva £ de la molécula
influye en el ancho del potencial efectivo haciéndolo méas atractivo cuando el cuerpo se elonga. Al final de la
seccion [5.3] se hace referencia al calculo del segundo coeficiente virial de cuerpos convexos, realizado por Kihara,
que interactian mediante un potencial de pozo cuadrado (ligeramente distinto al aqui encontrado) y en dicha

seccion se ha analizado su equivalencia con el coeficiente virial obtenido.

El siguiente paso consiste en un replanteamiento del modelo anterior el cual permite obtener formas analiticas
de los voltumenes de colision y escribirlos en términos de un potencial continuo (radialmente simétrico) y con
una dependencia explicita con la distancia entre los nédulos centrales p de los cuerpos convexos. El potencial del
que se parte es, especificamente, una funciéon discreta en la distancia r (la distancia entre centros de masa de los
cuerpos convexos) y en funciéon de la orientacién angular, ec. . Esta dependencia permite que la energia
de interaccion entre dos moléculas convexas se mantenga constante mientras la distancia entre sus noédulos

centrales se encuentre fija; dicha caracteristica es la que permite escribir de forma analitica las cantidades fisicas
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calculadas y en términos del covolumen formado por los dos cuerpos interactuantes. Asi, los volimenes de colision
(al igual que el segundo coeficiente virial) logran ser expresados en términos de funciones gamma incompletas
con una dependencia explicita en la temperatura y en las medidas fundamentales del cuerpo convexo utilizado;
expresiones totalmente analiticas.

El potencial continuo incorporado en las expresiones anteriores ha sido del tipo ANC por lo que, lo mismo que
en el caso polar, los parametros efectivos incorporan las caracteristicas de la molécula modelo. Los parametros
de suavidad y diametro efectivos son escritos en funcion de las medidas fundamentales del CB empleado; caso
especial se da para el parametro efectivo de la energia el cual, como ya se ha establecido, por sus caracteristicas
especiales se mantendra independiente de la elongacion del cuerpo convexo y del estado del sistema.

El trabajo se concentré en aquellos cuerpos convexos cuyo limite en la elongacion es la unidad correspondiente
a una esfera: esferocilindros y elipsoides, ambos del tipo prolato y oblato. En las figuras [5.6] se observa el
comportamiento de los volimenes de colisién en términos de la temperatura reducida y de la elongacion & del
cuerpo convexo. Como puede observarse, los resultados son similares al caso CSW: a medida que la elongacion del
CB aumenta el potencial efectivo del que parten dichas expresiones se hace mas atractivo. La comparacion entre
los volimenes de colision con sus respectivos volumenes de referencia (aquellos generados a la distancia p = pg
del minimo del potencial) permite la obtencion de las funciones suavidad, Sg y Sa, para las zonas repulsiva y
atractiva del potencial, respectivamente. Ambas suavidades para el caso prolato y oblato del esferocilindro se
muestran en la figura[5.8} ahi se visualiza de mejor manera el comportamiento del potencial efectivo con respecto
a £: las suavidades en ambas ramas disminuyen rapidamente a medida que el cuerpo se elonga mostrando que el
potencial efectivo se hace mas suave. Obsérvese en la misma figura que para elongaciones grandes la suavidad
tiende a un valor constante y el mismo comportamiento se halla para las suavidades en el caso oblato, Fig.[5.8(b)
aunque dichos parametros caen mucho mas réapido con £ en comparaciéon al caso prolato y para elongaciones
grandes sus valores son cercanos al cero.

El segundo coeficiente virial para el gas formado por las moléculas convexas se presenta en la seccion [5.5.2
figuras y de la pagina en dichas figuras se muestra el comportamiento de este coeficiente con
respecto a la temperatura reducida y para distintas elongaciones de los cuerpos PSC y OSC, respectivamente.
Los resultados son muy similares a los hallados en el caso CSW aunque en este caso se tiene en Sy y en Sp
dos parametros que miden numéricamente cuanto se suaviza el potencial efectivo involucrado. El calculo del
segundo coeficiente virial para otros cuerpos convexos (por ejemplo, el resto de cuerpos mencionados en la tabla
6 aquellos que aparecen en las referencias en el capitulo |4) puede hacerse de forma directa sustituyendo sus
respectivos volumenes de colision en la expresion dada por la ec. ; es decir, el método puede aplicarse, en
principio, a cualquier CB bien caracterizado.

Cuando se utiliza el potencial LJ 12-6 en las expresiones y , y haciendo uso de las ecuaciones
(3-11), (3.12)) y (3.13), resulta facil demostrar que el segundo coeficiente virial es el mismo que se halla en la teoria
ANC en su version modificada, ec. , seccion m El desarrollo empleado para obtener los parametros Sg
vy Sa del potencial efectivo para estos sistemas nos ubica en la version ANC 2S.

La aplicaciéon de estos resultados a sustancias reales se presenta en la seccion En ella se plantea una
equivalencia entre la elongaciéon del cuerpo convexo con la de la molécula real. Se han elegido dos familias de
sustancias que por sus caracteristicas permiten vincular el tamano de sus cadenas principales con la elongacion
del cuerpo convexo que lo representa: los n-alcanos y los n-perfluoroalcanos; asi, la elongaciéon del cuerpo convexo
se puede escribir en funcién del namero de carbonos de las moléculas. Los parametros ANC 1S para cada uno
de los integrantes de estas dos familias de sustancias existen en la literatura y el comportamiento del parametro
suavidad con respecto al niimero de carbonos de la cadena principal es muy similar al que realiza la funciéon
suavidad del modelo generado con respecto a la elongacion, figura 5.8

Los cuerpos prolato han sido empleados en diversos trabajos de esta indole y aqui, en particular, se ha
empleado el esferocilindro ya que con él se tiene la ventaja de obtener expresiones analiticas mucho mas

sencillas. La forma funcional de la suavidad se ha elegido similar al de las suavidades repulsiva y atractiva
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encontradas en el caso 2S, y siendo ajustada a los datos de suavidad de las dos familias. Una caracteristica
importante se rescata de estos resultados: El parametro K es muy parecido para los dos casos, lo cual significa
que la elongacién carbono-carbono es muy similar para las dos familias. Esto no significa que los tamanos entre
moléculas de distintas familias, pero con igual ntimero de carbonos, sean iguales sino que la razén largo-ancho

(carbono-carbono) de las moléculas es muy similar para ambas familias.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

Conclusiones

En esta tesis se han construido potenciales efectivos esféricos para dos fluidos cuyas particulas interactian
mediante un potencial anisotrépico: el primero formado por dipolos puntuales y el segundo por cuerpos convexos.
Los sistemas efectivos son del tipo ANC con parametros que pueden incluir una dependencia explicita del
estado y de las propiedades moleculares intrinsecas del fluido estudiado; asi, en el primer caso, dependeran de
la intensidad del dipolo de la particula y, para el segundo, de la forma geométrica de la misma. El analisis
de este tipo de fluidos suele ser complejo y generalmente se realiza via teoria de perturbaciones o mediante
simulaciéon computacional, por lo que estas interacciones efectivas aportan una herramienta simplificada con la
cual estudiarlos, ademés de generar una comprension mas amplia de la fisica del fluido.

Para ambos fluidos se han obtenido expresiones explicitas del segundo coeficiente virial (B), al igual que de
la temperatura de Boyle (Tg), y solo en el caso de los fluidos polares se ha trabajado con densidades mayores a la
critica, planteandose incluso una ecuacion de estado (EDE) para fluidos Stockmayer (SM) polarizables (SMP).

Aunque el concepto de potencial efectivo es el mismo para ambos sistemas, el hecho de usar diametros de
colision en la teoria ANC (capitulo , sumado a la funcionalidad de los respectivos potenciales, ha hecho que
nos inclinemos por metodologias distintas en su obtenciéon. Asi, para un fluido Stockmayer no se calculan de
inicio los didmetros de colisién, sino que primero se realiza un promedio angular del potencial SMP, mientras
que en el caso de los cuerpos convexos dichos didmetros si son obtenidos de inmediato. Es importante notar
que, aunque distintos los planteamientos de ambos potenciales efectivos, el objetivo final es alcanzado: obtener
efectos promedio representativos, incluidos en una funciéon potencial, que permitan reproducir propiedades
termodindmicas de los sistemas de estudio.

El capitulo [4] se concentra en el estudio de fluidos polares cuyas particulas interactian segin el potencial
SMP. Estas particulas consisten en un centro Lennard-Jones con un dipolo puntual incrustado y que estéan
sujetas a la polarizacion, seccion .4 En busqueda de efectos promedio, una primera simplificaciéon del potencial
se ha logrado promediando angularmente al potencial SMP usando el marco del ensamble canénico, obteniendo
con ello un potencial esfericalizado (SMPs), seccion Este nuevo potencial funciona muy bien a altas
temperaturas, bajas densidades e intensidades pequenas para el dipolo. El principio de estados correspondientes
(PEC) ha sido fundamental en este capitulo; basandonos en dicho principio una segunda simplificacion se
ha logrado al introducir un potencial efectivo del tipo ANC que reproduzca la funcionalidad del potencial
SMPs: si ambos potenciales son conformales dichos sistemas comparten la misma termodinamica, seccion [£.4.5]
Comprobado esto ultimo para un conjunto de estados bien determinados, la propuesta principal del trabajo
consiste en suponer que el sistema efectivo es una buena representacion del sistema original SMP.

Este procedimiento entrega excelentes resultados a bajas densidades, como puede verse en la seccion [4.5.3
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en especifico, en la reproduccion del segundo coeficiente virial y de la temperatura de Boyle. Estos resultados
dependeran de la intensidad del dipolo: a mayor momento dipolar mas dificil es encontrar un potencial efectivo
que sea conformal con el potencial SMPs. Asi, se ha demostrado que para momentos dipolares pequefios y,/o
temperaturas grandes el potencial Lennard-Jones 12-6 funciona adecuadamente como un potencial efectivo,
pero para condiciones distintas (en especifico momentos dipolares mayores) un potencial ANC resulta una
mejor eleccion.

Para densidades mayores, se incorpora un factor extra (denominado “efecto de frustracion”) en el parametro
energético del potencial efectivo, seccion [£.5.4] Este efecto de largo alcance surge de introducir una nueva
particula en la interaccién binaria de dos dipolos. Para su construccion se ha considerado, ademés del principio
de estados correspondientes, el tercer coeficiente virial de un fluido SMP hallado en la literatura.

Una EDE efectiva para un fluido SMP se ha construido usando el factor de frustracion anterior y asignando
de forma efectiva toda la informacion del liquido a los primeros dos coeficientes viriales, seccion [£.6] Para ello
se ha empleado informaciéon extra hallada en trabajos independientes (simulaciones de sistemas SM) y la EDE
correspondiente al fluido LJ 12-6. Asi, segtin el PEC esta tltima EDE con parametros efectivos reproducira los
resultados de un fluido SM; por ello a esta ultima expresion efectiva se le asigna el nombre de EDE de un fluido
SM. Esta EDE entrega resultados adecuados para densidades por arriba de la critica, temperaturas subcriticas
y momentos dipolares iguales o menores a la unidad, correspondiente a las curvas liquido-vapor de un sistema
SM; para momentos dipolares mayores la EDE se emplea de forma aproximada. Esta ecuacién se ha usado para
construir la curva ortobarica de sistemas SMP que concuerda con los resultados obtenidos por otros autores,
seccion m El efecto de polarizabilidad (obtenida a primer orden a nivel del segundo coeficiente virial) dentro
del modelo puede aplicarse para fluidos SMP con momento dipolar pequeno y polarizabilidades altas.

En el capitulo [5] se han obtenido potenciales efectivos que reproducen la termodinamica basica de sistemas
formados por cuerpos convexos (CB). Todo ello en términos de sus propiedades geométricas V', Ay M conocidas
como medidas fundamentales, las cuales son escritas, a su vez, en funcion de la elongacion del cuerpo. El potencial
efectivo se ha construido para dos interacciones entre CB’s: el pozo cuadrado convexo (CSW) y el ANC convexo
(CANC), que es una extension continua del potencial inmediato anterior.

El potencial de pozo cuadrado convexo es una variante del pozo cuadrado ya estudiado por Kihara, aunque
en este caso se establece una relacion entre el segundo coeficiente virial de un fluido CSW con respecto al
respectivo coeficiente CSW esférico tomado como referencia, seccién Se demuestra que la relacién entre
ambos coeficientes es lineal por lo que se ha introducido, a similitud de la teoria ANC, un parametro suavidad
dependiente de la elongacion de la particula, seccion [5.3.4] El resultado anterior se extiende a un caso continuo
obteniéndose de forma analitica los didmetros medios de colision o y R (seccion para cualquier cuerpo
convexo y cuya combinacion segun la teorfa ANC lleva al segundo coeficiente virial comin en la termodinamica
de cuerpos convexos. Nuevamente, al igual que el caso CSW, el segundo coeficiente virial de un fluido CANC
cumple una relacion lineal con el respectivo coeficiente virial de un fluido CANC esférico. Dicha relaciéon lineal,
escrita en la forma ANC, permite hallar la forma exacta de los parametros de suavidad (repulsivo y atractivo)
en términos de la elongaciéon de la particula.

Particularmente se ha trabajado con esferocilindros prolatos (por la sencillez funcional de sus medidas
fundamentales) para modelar moléculas lineales, tales como los n-alcanos y n-perfluoroalcanos, seccion Se
han obtenido expresiones para los parametros efectivos de la suavidad repulsiva y atractiva para el potencial
ANC. Estos parametros son escritos en funcion del nimero de carbonos de la cadena principal de la molécula
acorde a los resultados obtenidos por otros autores; sin embargo, el método no permite hallar el parametro
energético ya que éste permanece constante.

Los resultados presentados en el capitulo 4 (Sistemas Polares) han sido publicados en la referencia [42]:
Rocha-Ichante A., del Rio F., Avalos E., “Equation of state and liquid-vapor equilibrium of polarizable
Stockmayer fluids”, J. Chem. Phys., 133, 2010.

Por tltimo, paralelo a este trabajo, se han encontrado expresiones analiticas para los volimenes de colisiéon
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de referencia ANC. Los volimenes b§(T*) y A§(T™*) (en sus versiones 2S original y modificado) son escritas en
términos de funciones gamma incompletas. Estas nuevas formas analiticas se han empleado en los capitulos [4]
y [p] logrando expresiones matematicas mas compactas, y rutinas computacionales mucho més sencillas. Estos
hechos, y los recientes trabajos en proceso, muestran que la teoria ANC es un excelente modelo efectivo para

trabajar este tipo de fluidos.

Perspectivas

En cuanto a sistemas efectivos polares. La construccion de un modelo efectivo ANC, que reproduce la
termodindmica de sistemas SM y SMP, se ha hecho via el principio de estados correspondientes. Esto significa
que existe conformalidad entre nuestro potencial modelo y un potencial SM promediado sobre todas las posibles
configuraciones de los dipolos, es decir, un potencial esfericalizado. Para magnitudes pequenas del dipolo la
conformalidad se logra directamente con un potencial L.J 12-6; sin embargo, cuando dicha magnitud es mayor,
el potencial ANC modificado ha sido requerido. El parametro suavidad de nuestro modelo es el que permite que
la conformalidad entre ambos potenciales se mantenga, aiin para sistemas con dipolo grande. Un primer intento
se ha realizado con este trabajo y es aqui, precisamente, donde quedan dos grandes objetivos pendientes:
i) formalizar el modelo efectivo ANC modificado e ii) introducir el modelo ANC original para un estudio
cuantitativo de este tipo de sistemas. Intentos en esta dltima direcciéon ya han sido realizados, como ya se
mencion6 en el cuerpo principal de la tesis; sin embargo, sélo se han logrado para intensidades bajas del dipolo.

Un punto importante revisado en este trabajo ha sido el efecto de frustracién dentro de los modelos efectivos
LJ y ANC. Este factor es un intento por interpretar como la interaccion (de largo alcance) entre dos particulas
SMP se ve afectada por la presencia de una tercera. Este factor reduce el parametro efectivo de energia (la
profundidad del pozo del potencial efectivo), y su efecto a bajas densidades aparece a nivel del tercer coeficiente
virial. Un analisis desde el punto de vista de potenciales efectivos deberd incorporar maéas elementos que lo
sustenten, por ejemplo, via simulacién molecular 6 métodos perturbativos, especialmente a densidades grandes.
Sin embargo, el hecho de que un potencial tipo ANC reproduzca el segundo coeficiente virial de fluidos SMP (atn
para momentos dipolares considerados grandes) indica que sus parametros efectivos incorporan adecuadamente
las caracteristicas del fluido polar, lo que da un peso importante al uso de este tipo de potenciales. Su aplicacion
a sistemas de mayor densidad esta sujeto al conocimiento de una ecuaciéon de estado de sistemas ANC, lo que
hasta el momento so6lo se tiene parcialmente.

Finalmente, como se ha mencionado en la seccion [£.3] ya que los fluidos SMP son ampliamente usados
en aquellos sistemas que mantienen una equivalencia con los polares (tales como los fluidos ferroeléctricos,
magnetoreologicos y en el autoensamblaje en polimeros), se abre la posibilidad de introducir un modelo efectivo
ANC, similar al construido en este trabajo, que intente reproducir las caracteristicas principales de todos esos
sistemas equivalentes.

En cuanto a sistemas formados por cuerpos convexos. Para los modelos efectivos de pozo cuadrado y ANC,
hasta el momento se tienen expresiones analiticas para los volimenes de colision, el segundo coeficiente virial y
los pardmetros de suavidad ANC, todas ellas en términos de las caracteristicas de la elongaciéon de la molécula
y demés caracteristicas geométricas. En principio, cualquier cuerpo convexo cuyas medidas fundamentales sean
conocidas puede emplearse, por lo que su aplicacion a fluidos reales puede realizarse considerando la geometria
aproximada de la molécula, y cuyo tamano relativo puede relacionarse con la elongacién del cuerpo convexo

empleado en dicho desarrollo.
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Apéndice A

Conceptos extras de Fisica Estadistica

A.1. Integrales de configuraciéon

Trabajando en el ensemble gran canoénico, el factor de compresibilidad esta definido mediante la relaci()rﬂ

T InZ=. (A1)

donde = es la funcién de particion del gran canoénico. Para fluidos puros esta dltima funciéon estéa dada por
E= Y Qn(N,V,T)eN/FsT (A.2)
N=0

con Qn como la funcién de particién candnica de un sistema de N moléculas y v el potencial quimico por
molécula del fluido.

La evaluacion de la funcion de particién canonica se encuentra sujeta a la energia del sistema termodinamico.
Si dicho sistema estd compuesto de particulas identificables e interactuantes, su energia en el i-ésimo estado

cuantico puede expresarse como
Ei(N,V,T)=E; +¥(ri,r2,--- ,7N) (A.3)

donde el primer sumando identifica a la energia correspondiente para un conjunto hipotético de particulas
independientes y ¥ denota a la energia de configuracion de las N particulas a nivel macroscopico. Sustituyendo

esta energia en la definicion de la funcién de particion canonica se obtiene

(N V1) Zexp( kBT) Z Xp( kT) VN/ /_qj/kBTdﬁ” (4-4)

por lo que la ec. (A.1) es escrita como

14+ > Qn(N,V,T)AN
N=1

=In

(A.5)

PV
ksT
y A = exp[v/ksT)]. En el caso de moléculas monoatomicas la funcion de particion canoénica contiene tan solo

contribuciones traslacionales y (A.2)) puede ser escrito como

ASN

QN(N V, T)eNv/keT (A.6)

LVer referencias [1-3].
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A 7h2 A
T\ 2rmksT (A7)

donde m es la masa de la molécula y h la constante de Planck.

con la funcion A definida por

El término QY es la funcién de particion configuracional

Q%:/"'/e_q)(rl’r2"”’TN)/kBTdrN (A8)

para un sistema puro formado por N moléculas monoatomicas en el volumen V.
Si hace un desarrollo del factor de compresibilidad en términos de la actividad absoluta (a = A=3e*/*87T) se
obtiene, la ecuacion (A.1)) toma la forma

pV ;
= V bia/Z A.9
DY (A9)

el cual puede ser comparado con la expresion mostrada en (A.6) al desarrollar el exponencial del factor de
compresibilidad (A.1]) en la siguiente forma

epV/kBT _ eV it biat _ HeVbiai _ H Z (Vbiai)mi (AlO)

i>1 i>1 m;!

y comparando los respectivos coeficientes de este tltimo desarrollo con aquellos de la ecuacion (A.6) para igual

nimero de moléculas se encuentra que

QR = Vi
QY = (Vb)2+2Vh,
QS = (Vby)® +6V2biby +6Vbs

(A.11)

lo que indica que los coeficientes b; pueden expresarse asi en términos de las integrales de configuracién a partir
de 1 hasta las N molec¢ulas de tal forma que se encuentren solas en el volumen total del sistema, es decir, a
densidad cero. Tales arreglos son conocidos como racimos moleculares y por ello a los términos b; se les llama
integrales de racimo.

Una forma de eliminar la actividad absoluta a del procedimiento anterior es encontrar una relaciéon entre este

parametro y la densidad p. Para tal efecto se parte del nimero de moléculas que existen en el gran candnico,

In= In=
N = kT (E)n) - <8 - ) (A.12)
v TV Jdlna TV
y reordenando se logra una relaciéon entre los dos pardmetros de interés
a 8(pV/kBT)> o
p=—= < = ibja (A.13)
|4 da TV ;

lo que permite expresar a la actividad absoluta en términos de la densidad como

a=Y e (A.14)

Jj=1

cuya comparacion con los coeficientes de la ecuacion (A.2)) se tiene

C1 = 1/b1
Cy = —ng/bi
cs = —3by/b] +8b3/b5

(A.15)
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por lo que la ecuacion virial se escribe finalmente como

PV V .
Z = = — b g
Nk, T N; i
Lot (b /by — 200 /) + (SB3/bE — 3by b} — B3/ + b fb) 2 - (A.16)

A.2. Expresiones analiticas de B(7T) y C(T') para sistemas especificos

A continuacion se presentan el segundo y tercer coeficiente virial analiticos (seccion pag. para
algunos potenciales de interés en esta investigacion. Algunas de las integrales que aparecen en estos calculos

sirven de base para aquellas que aqui han surgido, en especial aquellas que involucran el potencial Lennard-Jones

12-6, ec. (2.12)).

A.2.1. Integrales Fi(T) y H,(T) en la literatura
Formas integrales F(T)

Las funciones Fy(7T') surgen en el estudio de cuerpos convexos y su forma integral esta dada por

Fi(T) = / (1 - efq)O(z)/kBT) da® (A.17)
0
la cual puede ser resuelta utilizando la técnica de Lennard-Jones [4,5]. En el caso que ®g = Py se tiene
kSN2 (65— k =3
j— €
T)=—-—— —r Al
FeT) = =73 = ! ( 12 > (kBT> (A.18)

que puede ser generalizada facilmente para potenciales tipo Mie [6].
La integral (A.17) puede ser resuelta de manera cerrada de diversas maneras [7-9] y expresarse en términos
de funciones especiales como

k

6+
2¢ 12 6—k €
Fill) = (k:BT> r [6} exp {2kBT] x

{<k213})_é (66k> D_szpr 1= <k]2:T)l . [ (k2B€T>2 } (A.19)

en términos de funciones cilindrico-parabolicas [10], D,[z]. Una nueva presentacién de Fi(T') ha sido obtenida

|
| IS
\
S
‘@

durante la investigaciéon y en la siguiente seccidén se muestran los principales célculos.

Formas integrales M, (T)

La solucion analitica H,,(T') fue introducida por Buckingham et. al. [11] para lograr mejores resultados
(desde el punto de vista numeérico) a los obtenidos originalmente por Stockmayer [12] y Rowlinson [13], en sus

estudios de fluidos polares. La integral que involucra esta funcion esta dada por

> —-n o (I)O 2 _ 1 _3-n kBT
/0 T exp[ kBT] ridr = {50 1 Hn(T) (A.20)

para el caso en que &g = Pr,j, v en las referencias citadas se demuestra que H,,(T') esta dada por

15—n %)

m/2
4e 12 1 4e 6m+n—3
Hn(T) = <M> mZ: ol (kBT> r {m} : (A.21)

0

Para el caso general, ®g = Ppjie, ec. (2.14), la integral (A.20)) se resuelve de manera similar siendo reportados

por diversos autores [14].



108 APENDICE A. CONCEPTOS EXTRAS DE FISICA ESTADISTICA

A.2.2. Segundo coeficiente virial
Esferas duras

Para este potencial, ec. (2.10)), la integracion es directa

o 2 3
Bus(T) = —1 /0 (~)amr2dr = 277 (A.22)

el cual resulta independiente de la temperatura. El valor de este coeficiente es cuatro veces el volumen de una

esfera con didmetro o.

Pozo cuadrado

Para el potencial SW, ec. (2.11)), el segundo coeficiente virial se escribe en la forma

o Ao
27 {/ r2dr + / (1 — eﬁ/kBT> rzdr}
0 o

bo [1— (A = 1) (/5T —1)] (A.23)

Bsw(T)

donde el volumen b es el segundo coeficiente virial de la esfera dura, ec. ((A.22)) y se tiende a este valor a medida
que se cumple el limite A — 1 o ¢ — 0. El comportamiento de Bsw a temperaturas bajas e intermedias es

(cualitativamente hablando) bastante cercano al que tipicamente muestra el experimento de dicha propiedad,

figura [2.4] pagina[14]

Lennard-Jones

Para el caso del potencial LJ, ec. (2.12)), el segundo coeficiente virial en términos de o puede ser escrito en

la siguiente forma [4]

Buy(T) = 20" Fy(T) (A.24)

donde la integral F3(T") forma parte de las ecuaciones (A.18). Esto es, el segundo coeficiente virial en forma

semianalitica es

Buy(T) = —%o i ifr <2j4‘ 1) <k,:T) : (A.25)

y en forma cerradaP|

7T3/2 € 1/4 €
B (T) = 3
LJ( ) 3 \4/50' <kBT) CXp<2k’BT) X
1/2 i 1/2
€ 8e \ 2 €
{D% [‘ () |~ (a) - [‘ (sre) } )

Cuando el potencial LJ elegido tiene la forma de la ec. (2.13] pag. el respectivo segundo coeficiente virial
resultante puede obtenerse sustituyendo simplemente el valor de o por 27/6§ en las ecuaciones (A.25-|A.27)

2El procedimiento completo puede revisarse en la referencia [9].
30tra manera de escribir el segundo coeficiente virial del potencial LJ es el dado por la ecuacién

BrL3(T) = 2%03 [H12(T) — 3H6(T)] (A.27)

con las funciones H,(7') definidas por (A.21), y utilizadas ampliamente en el caso de sistemas polares.
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Kihara

La dependencia angular, implicita en este potencial, hace que el calculo del segundo coeficiente virial parta de
la ecuacion (2.20] pag. . La geometria de cuerpos convexos (seccion permite que la integracion de esta
ecuacion sea analitica y liga el segundo coeficiente virial con el covolumen generado por dos de tales cuerpos.
Sustituyendo el potencial de Kihara , el cual depende de la distancia mas corta p entre las superficies
de dichos cuerpos, se puede demostrar que el segundo coeficiente virial de un sistema formado por moléculas

convexas esta dado por [15]

2B(T) = Vi) + [ (1= 0T (Ui} dp (A.28)
0

donde h representa al nédulo de la molécula y el término general (Vi1 ,45) puede ser escrito en términos de
los pardametros del cuerpo convexo central My, S, v V, (ec|C.10) permitiendo escribir finalmente al segundo
coeficiente virial en la forma

27 M? MpA
Bi(T) = 5 AFAT) + M) + (An + 52 ) (1) + (Ve ) (A2
donde Fi(T) (k = 1,2,3) son las integrales dadas en la seccion La ecuacion (A.29) se reduce al caso LJ

12-6 (A.24) cuando el volumen del cuerpo convexo central tiende a cero.

Pozo cuadrado Kihara

El caso mas general de un potencial de pozo cuadrado convexo, en términos de la distancia mas corta p entre

los n6dulos duros, es escrito como
®(p) = Psw(p) (A.30)

donde ®gw es la interaccion tipo pozo cuadrado convencional dada por la ecuacion (2.11] pag. . El parametro
de distancia o se ha empleado para reducir las integrales Fy(7T'), (ec.[A.17)), obteniéndose

Fe(T*) =14 (1 —e/T)(NF —1)

donde A = p/o, por lo que el calculo del segundo coeficiente virial (ec. pag. [109) es directo. El caso
particular de este potencial con A = 2 es resuelto por Kihara en las referencias [15, 16].

Cuando la parte impenetrable del potencial corresponde exactamente con el n6dulo duro (o = 0) se obtiene
la version del potencial CSW que aqui se ha manejado, ec. pag. , ahora escrita en términos de la

distancia minima p entre superficies de los CB

00, p >0,
Posw(p) =1 —e, 0<p<po, (A.31)
07 po < P,

donde pg es el ancho del pozo y la integrales arriba presentadas se reducen todas ellas a la forma simple
Fk =1- el/T* .

El segundo coeficiente virial obtenido mediante este camino tiene la forma

. MA M? 9 2T 4 17"
BCSW(T ,fh) = (V + 471_) - {(A + 47‘(‘) Lo + Mpo + 3p0} (e — ].) (A32)

que es el mismo dado en la expresion (5.5)) en la pagina
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Stockmayer

A pesar de que el potencial SM tiene una forma analitica méas compleja que las funciones LJ 12-6 o Kihara,
la obtencion del segundo coeficiente virial para este fluido se logra mediante un procedimiento muy semejante a
los ya revisados. Esto es, se desarrolla el exponencial positivo del factor de Boltzmann y la integracion se realiza
sobre el término general dentro de la serie resultante.

El resultado final mediante este procedimiento puede ser escrito de diversas maneras [11-13] siendo todas
ellas equivalentes. Una forma clasica de expresarlo es la siguiente [11]

3 0 2n—1 2 n
- o nasom [ A€ (24)!
Be() = B - TS e (20) |G }j g (A.33)

n=1 =

donde
2

"
2 = A.34
/8ea3 ( )

y Hn(T) estéa definida por la ecuacion (A.21)). Como puede verse el término del lado derecho contiene al segundo
coeficiente virial del potencial Lennard-Jones el cual esté definido por cualquiera de las formas (A.25]-|A.27).

Stockmayer polarizable

El segundo coeficiente virial para un fluido Stockmayer polarizable puede expresarse de la siguiente manera

x? xt
Besu(T, p*,a) = Buy(T)+ S+ oehe + o
4 3
+ (thl + %hg + ) a+0(a?) (A.35)
con z = p?/ksT y donde la integral
o , d
h;(T) = —271'/ dr r*~%exp {— LJ} (A.36)
) ko T

se resuelve numéricamente en [17] y en la misma referencia se hallan términos adicionales. En la siguiente seccion

se presenta una solucion analitica para h;(T).

A.2.3. Tercer coeficiente virial
Lennard-Jones

Un procedimiento similar al calculo del segundo coeficiente virial de este potencial es aplicado para la

5 e \/2> j/2
CLJ(T):97T206<I€BT> Z% 12) ( ) . (A.37)

El procedimiento completo puede revisarse en las referencias [6, 18]; ahi mismo se presentan los calculos

obtencion de C(T'), dado por

numéricos de las integrales dobles ;(12).

Stockmayer

El calculo del tercer coeficiente virial para un fluido SM conlleva el mismo método utilizado para el coeficiente

anterior y tiene la siguiente forma

o n n /142 1
Csm(T) = Cry(T Z:z; 2n+41+2 (l) (2\/§€U3> Qn,l (A.38)

donde los coeficientes numéricos @,,; pueden ser consultados en la cita original [19]. Este coeficiente se escribe
en términos del tercer coeficiente virial de un fluido LJ, CL3(T), ec. (A.37).




Apéndice B

Integrales y ajustes numeéricos extras.

B.1. Simplificacién a la forma cerrada de F (7))

La expresion mostrada en (A.19) puede simplificarse de sobremanera. Introduciendo el cambio de variable

w(T) = k2B€T y reacomodando los indices en k, la expresion se escribe como

Foll) = —w(T)%T [66]‘3} o {(’6“ - 1> D, {—M(T)%} +w(T)iDs {—w(T)%} }

1/2

Ayudéandonos de las definiciones z = —w(T)Y4, p = % — 1, y usando las férmulas de recurrencia de las

funciones cilindrico-hiperbolicas [10,20], la expresion entre corchetes se reduce a

N|=

Dy, [~w(T)}] = pDyil2] - 2Dyl

= —Dpplz].

<’g _ 1) D: [—w(T)ﬂ +w(T)

Por lo tanto, la ecuacion (A.19) se escribe finalmente como

2¢ 1 6—k € 2€ 3
A = (25) e [55 o [] 21 |- ()

(B.1)

B.2. Evaluacién analitica de integrales

B.2.1. Potencial esfericalizado SMP

El potencial esfericalizado de un fluido PSM (seccion [4.4.2)) involucra el calculo de la siguiente integral

L fop (- 2 SN AR SN AN
sr \" P\ kT )/, ml \ kT ) i\ kT ) [

[e%e] m—4+n 2\ m+n
Z 1 (1 M- (E)n<gmhn,>
, min! kT r3 73 R

m,n=

111
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donde las funciones ®%¢ <I>d’ y ®. son los potenciales dados por las ecuaciones , y -,

150
respectivamente. El calculo de la integral angular se presenta por separado

1 m n
(gihis)g = g/d§2(2cos0¢cos0j—sen@isenﬁjcosgza) (2 + 3cos? ; + 3 cos® 0;)

1 m B n
= & dQ Z <7Z) (2cos6; cos ;)™ ¥ (— sen 6; sen 0; cos ©)" Z (7) 213" (cos® 0; + cos? Qj)l

k=0 =0

1 m _ n
= & dQI;) <TI::L> (2cosb; cos ;)™ ¥ (— sen b sen 6, cos )" 2 (l)2" I3! qzo < ) cos2? ; cos?!~

m n l
_ 1 m\ (1 (1N om—ktn—t kol
> <k>(l>(q)2 (18
k=0 1=0 q=0

T ™ 2
X / cos™ k249, sen* 1 9, d0; / cos™ Tk H2—2q 0; sen®t! 0;d0; / cos” pdp
0 0 0

donde se ha empleado de forma reiterada el teorema del binomio [21]. Obsérvese que la ultima integral se hace
cero para valores impares de k; por lo que, m debe ser par. Las integrales que aqui aparecen pueden expresarse

usando la funcién beta [10,20]
/2
B(x,y) = 2/ sen®* 1 p cos® L pdyp
0
lo que permite escribir finalmente

k42 m—k+2q+1) B (k+2 m7k+2l72q+1> B (k 1 ;)
2 12

), — S (1) () ()P -

k=0 1=0 g=0

recordando que sblo valores pares son permitidos para ky m.

B.2.2. Evaluacioén analitica de Dy (T) y & (T)

Los volimenes de colision, ecs. (3.11] pag. , contienen integrales que para resolverlas han sido

reescritas de la siguiente manera:

1 1 1
/ e_‘I’ZNc-zs/T*dey — / e_‘I’ZNc-zs/T*dey = Sr(1 —a) |:(l2/ e~ L/ T" gy
0 Yo 0
1 2 1
+a(l - a) / e /T gy? 4 d-af / e—‘biJ/T*dYﬂ
0 3 0
(1-a)?
— Sp(1—a) [a2D1(T*) +a(l — a)Ds(T7) + Dg(T*)} (B.4)

donde yo = [1+ Sr(a® — 1)] 13

/Oo (e_(I’ZNC-ZS/T* _ 1) y2dy — ]_ — a |:a2 /OO —®7,/T" _ ]_) dY
1 1

—l—a 1—a / (e 2Ly /T —1)dY2
/ (e*‘biJ/T* - 1) dY3]

= Sa(l—a) {aQ&(T*) +a(l — a)&(T*) +

(1—a)

S| (B)

donde, para ambos casos, se ha empleado el cambio de variable: Y = i—‘;, tal como se ha indicado en la secciéon
9.0.2)

2q 0]_

(B.2)
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Analiticamente, y de manera similar a Fj(7), las integrales Dy (1) y £,(T") pueden escribirse en términos de

funciones gamma incompletas. La forma integral de las funciones gamma incompletas estan dadas por [10,20]

vla,z] = /Ox t*tetdt (B.6)
y

Tla,z] = /OO t*tetdt (B.7)
que se relacionan con la funcién gamma

[[z] = /OOO t"te t dt (B.8)

de la siguiente manera

T'lv] =T[v,a]l + vy, al.

Con ayuda de las definiciones anteriores, la integral Dy (T*) se puede desarrollar de la siguiente forma

Dy(T™) (B.9)

Il
c\
2.
@
>
o)
/T\
32
N~
ISW
~
ol

I
S—
A
[©]
>
ko)
/-\/T\/—\
S|
*| =
[\v]
N——— |
[©]
>
ko)
N
[N}
] lae
*1
(=2}
N—
ISH
~
>

X 1 /2y 6\7
> Z — <T*> dy’*® (Desarrollando la exponencial positiva)

j 1 —12

Y )
: e -y Sigy*
[eo(-5)

= — : T**%/ exp (ft)t¥*1dt (Empleando t = Y ~12/T%)
1T

Il
C\,_.
(e}

G

ol
!
[T

I
H'Mg
SR

y usando la ecuacion (B.7) se tiene finalmente que

o k=2 65—k 17, sitx
Dk(T)zﬁzoﬁr [HT}T | (B.10)
=

Para la segunda integral se sigue un camino similar

E(T*) = / exp (— ?L*‘]) — 1} dy’*® (B.11)
1L
oo T Y712 2}/76 5
= /1 _exp(— T >exp< T >—1] dy

> Y2\ &1 2y 6!
_ _ — —1|dy*
[ )5 ()

L J=0
[e%) 2] /oo < Y—12> 6 X e’} X
= e exp | ———— | Y 7dY —/ dYy
ko= 2 6tk /UT* 1
= — — T 1= exp(—t)t 1= dt+1
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y con la ayuda de la forma integral se tiene

oo

k 2 65—k 1 _ 6tk
TH)=1+ — — — | T . B.12
EW(T") +12§%j!7[ | T (B.12)

Jj=

Las expresiones (B.10) y (B.12]) se emplean dentro de la teoria ANC en el célculo analitico de los volimenes
de colision de referencia, ecs. (3.23|y pég. [34).

Nota. Debido a que

[ oo (5) = ot -mur - nis

entonces se cumple

Fp(T*) =1 [Dp(T™) + E(T7)] (B.14)

que relaciona las integrales y (B.11)) con (A.17).

B.2.3. Evaluacién analitica de h;(7T)

A continuacién se muestra la resolucion de la integral (A.36]) de h;(T). El potencial empleado es el LJ 12-6
dado por (2.13) por lo que dicha integral puede escribirse de la siguiente manera

hi(T™)

I
|
[\
)
Q
w
&
S—
3
S
Y

) 4 4
6
Jexp [_T*zu} exp [T*zﬁ} dz

I oo 4
2-6;—61 _ d
) /o z exp { T*zm] z

1
|
[N~}
3
Q
w
2
NE
=~
7 N
3w

Il

|

I3

qOJ

&
NE
==
3

1 i 1721'721 . 9420 — 1
T* 4

]

0
_ T (AN L (AN T [t
- 6’ (T> 2alw) T (B.15)

donde se han empleado unidades reducidas T* = kzT/e, z = r/o y se ha empleado el cambio de variable

intermedio s = z7'2. Al igual que en otros casos al final se ha empleado la definicién integral de la funcién

gamma [10,20], ec. (B.8g).
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B.3. Ajustes numéricos

B.3.1. [Escalamiento potencial PSM: Coeficientes para F. y Fj

A continuacién se presenta la forma de las funciones dependientes de la temperatura A;(T*) (caso SM) y

B;(T*) (caso PSM) que aparecen en las ecuaciones ([4.37] pég. [57):
-Ai (T*) N (AMT* + AiQT*3/4 + .AigT*l/z)
BiaT* + BigT** + BisT* + Bia

Bi(T*) = T*
con
0, i= 1,3,4,6 1, i= 1,3
b= y Y 4=
92, i= 2.5 92, i= 2,4
, L 1 2 3
(2
1 -0.044057 | 0.393265 | 0.16051864
2 0.005260116 | -0.01516189 | 0.01217602
3 -0.12202235 | 0.1902944 | -0.0543076
4 0 0.2807762 | -0.13674715

Tabla B.1: Coeficientes A;;.

Los coeficientes de estas funciones estan dados en las tablas (B.1]y [B.2) y son validos en los intervalos:
T* € [0.3,10.0], u* € [0.0,2.0] y a* € [0.0,0.1].

_ J 1 2 3 45 6 7 8
1
1 1 -1.053332 | 0467631 | 0 | 1| -0.229426 | 0.195709 0
2 0 0.6562554 | 0.0129494 | 0 | 1 | -0.068386 | 0.23084 0
3 20122634 | -0.33913 | -0.271577 | 0 | 1| 4.9155 | 1.83045 | -0.1306995
4 0.008203 | -0.0121586 | 0.00850234 | 0 | 1 | -0.838778 | 0.6513865 | -0.0429287

Tabla B.2: Coeficientes B;;.
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Apéndice C

Cuerpos no esféricos

C.1. Dinamica de cuerpo rigido

Angulos de Euler

La orientacion de un cuerpo rigido puede especificarse completamente considerando un sistema de
coordenadas fijo a él. Es necesario especificar la relacion entre un sistema de ejes fijos en el espacio y uno
fijo en el cuerpo. Se puede construir la transformacion entre estos dos sistemas con tres rotaciones virtuales
sucesivas del cuerpo rigido; de esta manera se introducen los angulos de Euler [22]. Los angulos de Euler ¢, 6
y 9 especifican la orientacion del sistema fijo al cuerpo relativo con respecto al sistema fijo en el espacio, y por
lo tanto, actiian como tres coordenadas generalizadas. La transformacion del sistema del laboratorio al sistema

del cuerpo puede lograrse a través de la matriz de transformaciéon A, dada por

cos ¢ cos ) — sen ¢ cos 0 sen 1) sen ¢ cos Y + cospcosfsentyy  senfsent)
A= | —cos¢sent) —sengpcosfcost) —sengsenth+ cospcosfcostyy senbcostp | - (C.1)
sen ¢ sen 6 —cos¢sent cos 6

Es una ventaja tomar como ejes del sistema del cuerpo los ejes principales; es decir, los ejes para los cuales
el tensor de inercia I es diagonal. Adicionalmente, el eje de simetria es uno de los ejes principales y sera escogido
como eje z del sistema de coordenadas fijo al cuerpo. Para el movimiento rotacional sobre un punto fijo, el uso

de la segunda ley de Newton nos lleva a un conjunto de ecuaciones conocidas como las ecuaciones de Euler [23]

Ilwl — WaWws3 (I2—13) = Nl
dL dL
(dt) - (dt) toxL = hep-ww(b-N) = N (C2)
I3z —wiwp (Iy —I2) = Nj

donde L es el momento angular del cuerpo, y w su velocidad angular.
Los subindices ¢ y e indican el marco con respecto al cuerpo e independiente de él, respectivamente y los w;

vy N;, medidos en el sistema del cuerpo. El cambio en los angulos de Euler esta dado por

sen ¢ cos wo cos ¢ cos + ws, 0 = w1 cos ¢ + wy sen ¢, P =w sen ¢ —w cos ¢ (C.3)
S

9=-w en 6 Zsend

sen 6 sen 6

donde las velocidades angulares son medidas en el sistema del espacio.
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Ecuaciones de movimiento para sistemas lineales

Sea N la torca sobre una particula dada por
N=sxG (C.4)

donde s es un vector unitario que indica su orientaciéon y G el campo aplicado a ella que la rota. En el caso
lineal el momento angular es simplemente L = Jw donde I es el momento de inercia y w es la velocidad angular.

Las ecuaciones de movimiento para esta particula son

Iw sx G (C.5)
S = wxs (C.6)

y de este par ecuaciones de primer orden se puede obtener una ecuacién de segundo orden al eliminar a w

§ = wxstwxs=I'(sxG)+wx (wxs)

- I"'G- (1—1(s-G) +s'2) s (C.7)

donde se ha usado w -s = 0 y §2 = w?.

C.2. Teoria basica de cuerpos convexos.

Un cuerpo convexo puede caracterizarse por tres medidas fundamentales [15] V', A, y M las cuales identifican
su volumen, su area superficial y el radio medio de curvatura. Este tltimo parametro se encuentra mediante la

M:;//<A+PD¢4 (C.8)

donde Ry y Rs son los radios principales de curvatura.

siguiente integral

Dichas medidas fundamentales generalmente se escriben en funcién del ancho del cuerpo h y de su elongaciéon
&, la cual esta definida como la razon entre la zona mas ancha y la mas angosta, £ = L/h. En la tabla se
muestran algunos ejemplos que seran empleados en ese trabajo junto con sus medidas fundamentales [7,24,25].

Las etiquetas manejadas para estos cuerpos se dan en el cuerpo principal de la tesis, seccion [5.5

Cuerpo convexo Medidas Fundamentales Geometria

M = wh(€E+1)
PSC A = m¢h?
v

yo~ ThE=D ok D

8 2
0SC . Th? [€2 + (7 — 2)ém + 3]
B 2
Vo Th? [6¢% + (3™ — 12)€ + 10 — 3]

12
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Tabla C.1: Continuacion

_h In((€ ++/€2—-1) \
M = 4l§+ Zo1 ] |
PEL L [1+§20051§1] v
2 21
— T3
Vo= céh

n[1, geos1/g)
v L* 52_1]

OEL wh?

1+5%1 1n[5+\/§27—1}

h _
M = 1(5-1-51)

DC

EC

wh?

A = —(E+E

2
wh3

Vo= e+

12

Th 1

- 2<2§+1+2g—1>
1

- (2§+1+2§_1)

1
- e )

55 C

Tabla C.1: Cuerpos convexos usados en el calculo del segundo coeficiente virial para interacciones tipo
CSW y CANC, y sus medidas fundamentales M, A, y V. Ancho del cuerpo (h) y razén ancho/largo
(€). Las medidas fundamentales tienen unidades de distancia (M), area (A) y volumen (V).
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CB (Vitn) /4ER3
PSC 1+ 3L+ 2L
0sC 1+ 37l + (8 + %) L*2 4+ ZnL*

G, 3 §oos g In(en+VE 1)
PEL L+ KH Jaot &n+ e

OEL | § + o8 [ V& — T+ cos™ ] [n/E =1+ In (6 + VG —1)]

3¢ +26 — &
4(1 — 2¢,,)?

EC

3+ 28, + 667 + 263 + 3¢}
16¢7

DC

Tabla C.2: Volumenes (Vj,44) de algunos de los cuerpos empleados en el presente estudio. Para los dos primeros
casos L* =&, — 1.

Cuerpo convexo paralelo

Considérense dos cuerpos convexos tal que uno cubra por completo al otro y que la distancia p entre sus
respectivas superficies se mantenga constante, ver figura El CB central, de ancho hy y largo L;, tiene
medidas fundamentales Vi, A; y M; y se le denotarda como cuerpo 1 con centro de masa en O;. Las medidas
fundamentales del cuerpo externo (cuerpo paralelo a 1) de ancho H = hy 4 2p y elongacion Ly pueden ser

escritas en términos de las respectivas medidas del cuerpo central

4
Vie, = Vi+Aip+ Mip* + §7T,03
A1+p = A]_ +2M1p+47'('p2 (Cg)
My, = M +dnp

y son conocidas como relaciones de Steiner [16]; a este tltimo cuerpo se le ha denotado como 1+ p, segin la
notacion acostumbrada en teoria de cuerpos convexos [24].

Covolumen de un cuerpo convexo

Manteniendo fijo el cuerpo 1+ p arriba definido, ahora se desplaza alrededor de él un cuerpo 2, caracterizado
por Ms, Ay y Vo, manteniendo fija su orientacion, figura[C.I} El centro de gravedad, O de este nuevo CB forma
la superficie de otro cuerpo convexo que denotaremos por 1+ p + 2. Si esta operaciéon se repite sobre todas las

posibles orientaciones de 2, y se promedian angularmente, se obtiene el cuerpo convexo (1 4 p + 2), con medidas
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fundamentales promediﬂ

1
(Vigpy2) = Vi+Va+ In (M1 Az + MAy)
1 4
+ <A1 + Ay + 2M1M2) P+ (M1 + Mg)p2 + gﬂ'p3 (ClO)
1
<A1+p+2> = A+ A+ %Mle + 2(M1 + Mg)p + 7Tp2 (Cll)
<M1+p+2> = M1 —|—M2 —|—47T'p (012)

escrito en términos de las medidas fundamentales de los dos cuerpos rigidos y donde () indica el valor medio
sobre todas las orientaciones.

Cuerpo 2

Cuerpo 1+ p
Cuerpo 1

L~ TCuerpo 1+ p+2

Figura C.1: Cuerpo 1+ p+2 (linea punteada) formado por dos cuerpos convexos 1 y 2 cuyas superficies siempre
se encuentran separadas una distancia p.

Para el caso en que los nodulos 1 y 2 se tocan (p = 0), el volumen obtenido por (C.10) se le conoce
comunmente como covolumen. Esta cantidad corresponde, cuando se aplica al modelado de gases, precisamente
al volumen ocupado por dos moléculas el cual debe excluirse del total sobre el que se pueden mover el resto de
ellas.
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