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1.

Notacion

En este trabajo de tesis utilizamos algunos simbolos y notaciones mas co-
munes y/o generales que se encuentran en la literatura, sin embargo aqui se
describen de manera breve los simbolos no estandar que se utilizaran a lo largo
de la exposicién matematica.

0 - Variacion.

(M, Tam) - Espacio Topoldgico. - Definicion Bl

(U, %) - Carta Coordenada. - Definicién BI1

An - Atlas. - Definicion B T.10

D - Estructura Diferenciable. - Definicion B 111l

(M, Dpq) - Variedad Diferenciable. - Definicidn

C (M, N) - Espacio de funciones continuas de M a N - Definicién

C*k(M,N) - Espacio de funciones k-veces diferenciables de M a N. -
Definicion BIT4

Kp(M) - Conjunto de Clases de equivalencia de Curvas Tangencialmente
Equivalentes en p - Proposicion B.211

T, M - Espacio Tangente en p € M - Definicion B2IyB2Z2

Ep(U) - Conjuntos de Germenes (Clases de equivalencia) de funciones de
U a R - Proposicion [3.2.2

£(A, B) - Espacio de Transformaciones lineales de A a B.

TM - Haz Tangente - Definicion

m: TM — M - Proyeccién del Haz Tangente - Definicion

X(M) - Espacio de Campos Vectoriales de M en T M - Definicion B3l
[X,Y] - Bracket de Lie - Proposicion

df (v) = v(f) Diferencial de Una Funcién - Definicion

Ty M - Espacio Cotangente en p € M - Definicion

T*M - Haz Cotangente - Definicion B34l

gp(*, %) =< *,% >, - Métrica Riemanniana - Definicién B3l

(M, g) - Variedad Riemanniana - Definicion [B.4.4



9ij =9 (8%1-’ 8%1-) - Coeficientes de la Métrica - Definicion
G - Matriz de Coeficientes de la Métrica - Definicion

g - Coeficientes inversos de la Métrica - Definicion

v(f) = g(grad f,v) - Gradiente - Definicion

12(v) - Longitud de Arco - Definicion B.4.1

V - Conexion - Definicion y Definicion [B511

Ffj - Simbolos de Christoffel - Definicion

% - Derivada Covariante - Proposicion

R(X,Y) - Operador de Curvatura de Riemann - Definicion B.G.Il
RL,. - Coeficientes de la Curvatura - Definicion

Ksee(X,Y) - Operador de Curvatura Escalar - Proposicion
Kseo(o) - Curvatura Escalar - Definicion

Ric(a%i) - Curvatura de Ricci - Definicion B.6.4

K (p) - Curvatura Escalar - Definicion

g - Métrica Conforme - Seccion [

V - Conexién Métrica Conforme - Teorema E01] y 6111

ffj - Simbolos de Christoffel de Métricas Conformes - Corolario Il

di; - Delta de Kronecker.
I~(S€c(a) - Curvatura Seccional Métrica Conforme - Corolario E.2Z1l

RNic(a%i) - Curvatura de Ricci Métrica Conforme - Lema E3T1

K (p) - Curvatura Escalar Métrica Conforme - Corolario EZ1
K. (o) - Curvatura Seccional Métrica Conforme a la Métrica Euclidiana
con factor A - Corolario M211

Rick(ﬁ) - Curvatura de Ricci Métrica Conforme a la Métrica Euclidiana

con factor A - Lema 2RI

K*(z) - Curvatura Escalar Métrica Conforme a la Metrica Euclidiana con
factor A\ - Corolario ATl



2. Introduccién

Este trabajo representa el esfuerzo del autor por entender las ideas y prin-
cipios que dieron lugar a los fundamentos e inspiracién para la construcciéon de
la Métrica de Jacobi-Maupertuis, para ello se hace uso del analisis en
variedades, la geometria Riemanniana y diferencial para estudiar algunas
propiedades asociadas a esta métrica por ejemplo sus curvaturas y geodésicas.
Por otro lado también se hace una pequena discusién para clarificar la relacion
histérica de la Métrica de Jacobi-Maupertuis con la Mecanica Clasica
ademads de estudiar algunos casos particulares que abordan fenémenos fisicos de
interés para la Mecanica Clasica.

En el presente capitulo vamos a hacer un pequeno recuento histérico asocia-
do con las leyes fundamentales de la fisica clasica, en particular de la Me-
canica Clasica y llegaremos hasta la discusién asociada al Principio de
Minima Accién y su relacién con un caso particular de este principio, da-
do por Pierre Louis Maupertuis el cual lleva su nombre y se conoce como
Principio de Maupertuis que da lugar a la formulacién de La Métrica de
Jacobi-Maupertuis hecha por Leonhard Euler que ha sido reformulada y
re-entendida en tiempos recientes por algunos autores que han visto en esta
métrica una herramienta ttil para abordar y estudiar algunos problemas tanto
en mecdnica clasica como en las teorias mas modernas de la fisica.

También para contextualizar vale la pena comentar que La Métrica de Jacobi-
Maupertuis tratada con las herramientas clasicas de la geometria diferencial,
el calculo variacional y un poco el lenguaje contemporaneo de la geometria dife-
rencial nos permite obtener y abordar algunos problemas de interés fisico y unos
tantos no tan interesantes para la fisica, pero si para las matematicas, en ese
sentido gran parte de los resultados y estudios hechos a lo largo de esta tesis se
enfocan en hacer un estudio un poco exhaustivo de estos problemas de interés
para el autor.

Continuando con la introduccién resta comentar que la subsecciéon siguiente da
una mirada general a toda la tesis.

2.1. Introduccion a la Tesis

A continuacién daremos un pequenio repaso y listados de los capitulos que
concierne a la presente tesis.

e [[- Notacién:
Este capitulo presenta algunas notaciones usadas en el trabajo matemati-
co, ademas de la referencia al interior del documento donde se define tal
notacion.

e - Introduccién:
Este capitulo hace una introduccion a la tesis, desde el punto de vista his-
térico y a nivel matematico ademés de hacer un repaso de los antecedentes
que conciernen al tema central de la tesis.



¢ [3- Preliminares Matematicos:
Este capitulo hace una introduccién breve pero suficiente del Anélisis en
Variedades, Geometria Diferencial y Riemanniana para poder dar
una base sélida a la teoria matematica utilizada en la presente tesis.
Cabe resaltar que se intenta ser lo més autocontenido posible, sin embargo
se hace referencia a los resultados y ejemplos importantes presentes en
otros textos que sirvieron de referencia para el autor.

e [- Métricas Conformes a la Métrica Euclidiana:
En este capitulo se estudia con cierta profundidad las llamadas Métricas
Conformes en particular las que son conformes a la Métrica Euclidiana
pues estas seran parte central de la tesis.

e [B- Preliminares Fisicos:
En este capitulo se hace una introducciéon tedrica y conceptual de las
herramientas de la fisica que seran utiles para el desarrollo de la tesis,
cabe resaltar que aqui se desarrolla el Principio de minima Accién de
Maupertuis con mayor precisién para asi establecer la conexién entre
este principio y la conocida como Métrica de Jacobi-Maupertuis.

e [6- La Métrica de Jacobi-Maupertuis:
En este capitulo se estudia y exploran algunos de los resultados clasicos,
ademaés de derivar otros més haciendo uso de lo expuesto en los capitulos

dyAE

o [[- Resultados y Conclusiones:
Para finalizar, en este capitulo se resaltan algunos resultados derivados de
lo hecho en el capitulo Bl ademds de otros méas inspirados en los siguientes
trabajos matematicos [Pin75], [Pol76] , [Lau65] y [LLBP7S].

2.2. Introduccién Histérica

Comenzamos la introduccién histérica comentando algunos antecedentes re-
levantes para la formulacion del Principio de Minima Accién, para ello cabe
resaltar que la discusién alrededor de la formulacion de este principio conlleva
los intentos de varios grandes filésofos naturales de los siglos XVI-XVIII, en este
periodo de tiempo, contemporaneos a la formulacién de las bases de la mecéani-
ca y el calculo dadas por Newton en su famoso libro Philosophie naturalis
principia mathematica [New(2], estos personajes histéricos intentaron en-
contrar principios fundamentales que permitieran entender el mundo fisico en
algunos casos prescindiendo de la formulacién en términos de la Fuerza dadas
originalmente por Sir Issac Newton, sin embargo este camino conllevé largas
discusiones, articulos, cartas e incluso disputas por la autoria de alguna idea o
incluso acusaciones de plagio.

Podemos hacer una breve lista de algunos de los participes de este periodo de
investigacién en busca de los principios que pudieran describir la realidad, en-
tre ellos tenemos a Simon Stevin, Christiaan Huygens, Pierre de Fermat, John



Bernoulli, Gottfried Wilhelm Leibniz, René Descartes, Leonhard Euler, etc.
Un recuento histérico bastante completo donde se describe con mucho detalle
las discusiones, problemas e ideas que estos personajes hicieron a lo largo de
los siglos XVII-XVIII puede encontrarse en los siguiente libros [Cool7], [RB18],
[Dug89].

Haciendo un breve resumen de lo expuesto en las muy buenas resenas historicas
previamente citadas, tenemos que los siguientes principios, ideas y problemas
fueron los que se discutieron antes de poder llegar a la formulacién correcta del
Principio de Minima Accién.

e Principio de Fermat: Pierre de Fermat en una carta fechada el 1 de
enero de 1662 enviada a Cureau de la Chambre expresé lo siguiente:

“La naturaleza opera por medios y maneras que son mas faciles y
rapidos.”

En otra parte de la misma escribe

“del principio, tan comun y tan bien establecido, de que la Naturaleza
siempre actiia en los caminos més cortos. ”

Estas ideas llevaron a la formulaciéon del Principio de Tiempo Mini-
mo que establece una respuesta parcial para explicar algunos fenémenos
Opticos tales como la refraccién, ademéas de ser una respuesta incompleta
como principio fundamental de la naturaleza. Una buena discusién e intro-

duccién asociada a este principio se pueden encontrar en [Dug89, Capitulo
5].

¢ Solucién del problema de la Braquistécrona: Otro de los problemas
importante que contribuyeron en cierta medida y a su vez tiene cierta
conexion con el Principio de Tiempo Minimo y sirve como antecedente
para su formulacién.
Una de las formulaciones del problema que da como solucién la curva
Braquistécrona es la siguiente

“Dado dos puntos A y B en un plano vertical, ;Cudl es la curva que
traza un punto que viaja de A a B bajo accién de la gravedad en el
menor tiempo?.”

La formulacién anterior fue dada originalmente por Johann Bernoulli y dis-
cutida por varios filésofos naturales entre los cuales se destacan Gottfried
Leibniz, Sir Issac Newton, Johann y Jacobo Bernoulli los cuales hicieron
contribuciones a la solucién y formulacién correcta del problema.

Entre lo que podemos destacar es que ese problema llevé a la formula-
cién y aparicion del calculo variacional, pues el problema al plantearse
matematicamente, se convierte en un problema de minimizacion.

1(in 1662, in a letter to de la Chambre) Goldstine H, History of the Calculus of Variations
from the Seventeenth through the Nineteenth Century, Springer-Verlag, New York (1980).



e Principio de minima Resistencia: Alrededor del ano 1682 Gottfried
Leibniz hace una modificaciéon al Principio de Fermat agregando un
supuesto mas, el cudl expresé de la siguiente forma en el articulo donde
postulo su principio

“La luz hace una eleccién entre optimizar el tiempo u optimizar las
distancias.”

Tal afirmacién constituye el Principio de Minima Resistencia, una
breve descripcién de este principio se puede encontrar en [Dug89, Pagina
260].

e Principio de minima Accién de Maupertuis: En la década de 1740-
1750 Pierre Louis Moreau de Maupertuis entré en accién para poner en
discusién y formular su Principio de minima Accidén cuestionando y
completando las visiones dadas por sus predecesores Leibniz, Fermat y
demas corrientes de pensamiento que estaban en busca del principio fun-
damental de la realidad.

Maupertuis formulé de manera parcialmente correcta el principio que hoy
conocemos como Principio de minima Accién en la fisica, pues si bien
éste era correcto al considerar el trabajo de Newton (las 3 leyes de New-
ton), no tenfa un fundamento matemadtico claro, recurrfa a argumentos
esotéricos y religiosos para justificar el principio.

El Principio de minima Accién de Maupertuis aparece en una de
las publicaciones de Maupertuis en la siguiente forma:

“en la Naturaleza, la cantidad de accién necesaria para el cambio es la
mas pequena posible. La accién es el producto de la masa de un cuerpo
por su velocidad por la distancia que se mueve”

Como podemos ver en esta afirmacién aparece por primera vez el concepto
de accidn, sin embargo no aborda de manera adecuada el principio pues
no hace uso de alguna herramienta matematica que pueda dar cierta pre-
cision a la afirmacién siendo asi que no es tan consistente con las ideas de
Newton al no hacer uso del calculo.

Posterior a las afirmaciones y de postular su principio por parte de Mau-
pertuis, el gran mateméatico Leonhard Euler dio la correcta formulacién a
nivel matematico del principio dado por Maupertuis y con ello empezar a
construir las bases conceptuales para las formulaciones de la Mecanica
Lagrangiana y Mecanica de Hamilton.

Para mas informacion y consulta de los datos histéricos se pueden leer en
[Dug89, Pagina 260-274] , [CoolT, Pagina 27-30] y [RB18, Pagina 59-65].

Para concluir esta subseccion del capitulo vale la pena comentar que la in-
formacién y el seguimiento historico del desarrollo del Principio de minima
Accidn es bastante mas extenso que el pequeno resumen ofrecido aqui, pues aun
falta agregar las aportaciones dadas por William Rowan Hamilton, Joseph-Louis



Lagrange y algunos otros personajes histéricos que construyeron las formulacio-
nes mas acabadas de la mecanica las cuales son conocidas como Mecanica
Lagrangiana y Mecanica de Hamilton, ademés de los principios de Mini-
ma Accién (El caso més general y usado en la fisica moderna) y Conservacién
de la Energia (Caso particular relacionado con el Principio de minima Ac-
cién de Maupertuis), en ese sentido, las referencias bibliograficas ttiles para
el autor de esta tesis son las siguientes. [RB18, Capitulo 4] , [Cool7, Capitulo
1-7] y [Dug89|, Parte 3, Pagina 231-347].

2.3. Introduccion Matematica

En la presente subseccion del capitulo vamos a hacer una introduccién ma-
tematica partiendo de la formulacion matematica basada en el calculo varia-
cional que permite desarrollar la Métrica de Jacobi-Maupertuis y utilizar
el Principio de Minima Accién de Maupertuis, sin embargo en capitulos
posteriores vamos a hacer algunas distinciones y precisiones respecto al Prin-
cipio de Minima Acciéon de Lagrange el cual es la forma més general del
Principio de Minima Accién.

Siguiendo el Principio de minima Accién de Maupertuis formalizado por
Leonhard Euler tenemos que originalmente Maupertuis definié la accién de la
siguiente forma

ty
S() :/ mu dl.
t

0

Considerando a esta accién sujeta a y(tg) = qo v v(t1) = g1 en donde v es
la velocidad de la curva v C R™ y m su masa, en ese sentido el Principio de
minima Accién de Maupertuis interpretado por Euler nos lleva a la siguiente
condicién para formular de manera adecuada este principio [RB18| Pagina 66].

t1
521/\1}1 S(v) = %1/\131{ . mu dl} . (2.3.1)

Aqui considerando M := { y(t) CR" | v(to) = qo y v(t1) = @1 }-

Posterior a esto y con el
trabajo hecho por otros perso- 5
najes histéricos, tenemos que
Jacobi reformulé esta condi-
cion y la reinterpreté en el
lenguaje de la geometria dife-
rencial, ademéas de hacer uso
de otra cantidad fisica co-
nocida como Energia Total \ J
H(t,y) = K@) + V() que
de manera equivalente cumple Figura 2.3.1: Curva de minima Accion.

con el principio formulado por
Hamilton, conocido como Principio de Conservacién de la Energia en el
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cual tenemos que en condiciones ideales la energia total es constante, es decir
h = K(t) + V(t), en donde el término K (t) = m% es conocida como Energia
Cinética y V(t) es conocido como potencial de fuerza sujeto al tipo de fend-
meno fisico que se intenta describir.

Dicho lo anterior, la forma en la que Jacobi reformulé el Principio de minima
Acciéon de Maupertuis consiste en despejar el término de velocidad y llevarlo

a la siguiente forma.
2
v=vvZ=4/—(h=V)
m

sustituyendo en la integral de Accién y dividiendo entre la raiz del valor de
masa, considerando que es constante, tenemos lo siguiente

S7)_/ttlmvdl_/tlm,/3(h—1/)dz_\/ﬁ[lmdz
;»50(7):73 mdl

Ahora, considerando que en una superficie el diferencial de longitud se puede
expresar de la siguiente forma dl = \/g(%,%) dt, con esto podemos de manera
equivalente formular el Principio de minima Accién de Maupertuis dado

en 2371

min S(y mln{/ mu dl}
v 0

m’yinSo(”y) :In’yin/t V2(h—=V) dl:n{yin/t 1 V2(h = V)\g(%,%) dt

Con esto llegamos a la formulaciéon dada por Jacobi que se reinterpreta como
encontrar las curvas que minimizan la métrica ds®> = 2 (h — V') g que en el con-
texto de la geometria diferencial es equivalente a encontrar las curvas geodésicas
de esta métrica, que en términos del cdlculo variacional se escribe como sigue.

5So(1) =6 [ 2 —V)v/gGA) dt =0,

to

Con esto tdltimo llegamos a la formulacién moderna y conocida cominmente
como la Métrica de Jacobi-Maupertuis, sin embargo ésta no es la forma
en la que se presenta en algunos otros textos, para ello vamos a formalizar y
abordar con mayor formalidad en el capitulo

11



3. Preliminares Matematicos

En esta seccién vamos a introducir algunos conceptos y definiciones preli-
minares, necesarios para el desarrollo de la teoria en los capitulos posteriores,
en particular comenzaremos con todo lo concerniente a dar las bases necesa-
rias para lo que necesitaremos del Andlisis en Variedades, la Geometria
Diferencial y Riemanniana.

3.1. Variedades Diferenciables

Para comenzar, en esta subseccién tenemos algunas definiciones preliminares
de ciertos aspectos relacionados con la Topologia bésica de las Variedades
Diferenciable.

Definicién 3.1.1. Espacio Topoldgico:
Sea M un conjunto, T C P(M) se dice una topologia si:

e MeT.

. U Vo € T para cualquier conjunto de indices ).

aG/\

o ﬁVkET.

k=1
A la dupla (M, T) se le llama espacio topoldgico.

Definicién 3.1.2. Base de un Espacio Topoldgico:
Sea (M, T) un espacio topoldgico, a un conjunto B C T se le llama base del
espacio topoldgico si cumple las siguientes propiedades:

o YU €T, Existe S C B tal que U = U W.
wes

e Dados Uy, Uy € Bype U NUs, existe U € B tal quep e U C Uy NUs.

Definicién 3.1.3. Espacios Segundo Numerable:
Sea (M, T) un espacio topoldgico, este se dice, segundo numerable si este
tiene una base numerable.

Continuando con la exposicién, tenemos que las siguientes tres definiciones
son fundamentales para dar la definicién de Variedades Topolégica.

Definicién 3.1.4. Continuidad:
Sea (M, T) y (M',T") un par de espacios topoldgicos y f : M — M’ | una
funcién, esta se dice continua si: f~1(U) € T',VU € T.

12



Definicién 3.1.5. Espacios tipo Hausdorff o Ts:
Sea (M, T) un espacio topoldgico, este se dice espacios tipo Hausdorff o
T2 Si:

Vp,q € M con p#q, U,V €T tal que
UNV=0conpelUvyqeV.

Definicién 3.1.6. Homeomorfismo:

Sea (M, T) y (M',T") un par de espacios topoldgicos y f : U C M —V C M/,
una funcion continua, entonces f se dice un homeomorfismo entre Uy V si
existe una funcidn continua g tal que g : V C M’ — U C M | es decir, g es
una biyeccion entre los elementos de Uy V con g = f~ 1.

A continuacién damos una definicién fundamental para entender las Varie-
dades Topolégicas y como consecuencia, las Variedades Diferenciables.

Definicién 3.1.7. Espacios Localmente Fuclidianos:

Sea (M,T) un espacio topoldgico, este se dice localmente euclidianos si,
Vp e M, 3U € T y un homeomorfismo ¢ : U — (U) con ¢(U) abierto en
R™.

A la dupla (U,%) se le llama carta coordenada y a la dupla (1(U),p~1)
parametrizacion.

Figura 3.1.1: Carta y Parametrizacién.

Definicién 3.1.8. Variedad Topoldgica:
Una Variedad Topolégica es un espacio topolégico M localmente eucli-
diano, Hausdorff y con base numerable, conformado por la siguiente dupla,

(M, Tm).-

13



Estando en este punto, s6lo resta un par de definiciones que nos daran lo
necesario para poder llegar finalmente a la definicién de una Variedad Dife-
renciable.

Definicién 3.1.9. Cartas Compatibles:

Sea (M, T) un espacio topoldgico, localmente euclidiano, dadas dos cartas
(Uy, 1) ,(Us,1b2) tales que Uy MUy # ¢, estas se dicen C*-Compatibles si los
stguientes mapeos:

o Yoy i (UnUz) = 1 (U NUs)
. 1/)2 Ol/);l :1/)1(U1 ﬁUQ) — 1/)2(U1 ng)

son C*-Diferenciables (de clase C*). Ambos mapeos son llamados Mapeos
de Transicion o Cambios de Coordenadas entre las cartas.

Figura 3.1.2: Cambio de coordenadas o Mapeo de Transiciéon.

Definicién 3.1.10. Atlas:
Un Ck-Atlas para un espacio topolégico localmente euclidiano (M, T), es
una coleccion A = {(Un, ¢o)} de cartas coordenadas C*-Compatibles tales que

M= Ua.

14



Definicién 3.1.11. Atlas Maximal o Estructura Diferencial:

Sea (M, T) un espacio topoldgico, localmente euclidiano, un C*-Atlas Ma-
ximal o CF-Estructura Diferencial para el espacio topoldgico, es un C*-
Atlas D tal que, dada una carta (Uy, ¢o) arbitraria, si esta es C*-Compatible
con cualquier carta (Uy, ¢o) € D, entonces (Up, ¢g) € D.

Finalmente tenemos lo necesario para la siguiente definicién

Definicién 3.1.12. Variedad Diferenciable:

Una Variedad Diferenciable de dimensidn n y grado k, es una dupla (M, Dpy),
conformada por una variedad topolégica (M,Tn), equipada con una C*-
Estructura Diferencial Dyq, Localmente FEuclidiana a R"™.

Para més informacién, revisar [GN14, Secciones 1.1 y 1.2] y [Tulll, Seccién

).

3.1.1. Funciones en Variedades

A continuaciéon damos algunas definiciones bésicas del Analisis en Varie-
dades empezando por funciones continuas y diferenciables en Variedades.

Definicién 3.1.13. Funciones Continuas:
Sean (M, D) y (N, Dyr) dos variedades diferenciables, de dimension, m y n
respectivamente.

e Una funcién f: M — N es continua en p € M si y sélo si, existen dos
cartas (U,m) € D y (V,¥n) € Dy tales que, p € U, f(p) € f(U) CV
y la funcién pro f o 1/)/_\/[1 UM (U) = Yar(V) es continua en Yaq(p) = 0.
e Una funcién f : M — N se dice continua en M si y solo si, f es continua

Vp € M.

e Si f es continua se puede escribir de la siguiente forma: f € C(M,N)

Definicién 3.1.14. Funciones Diferenciables:
Sean (M, D) y (N, Dyr) dos variedades diferenciables, de dimension, m y n
de grado l,s > k respectivamente.

e Una funcion f: M — N es diferenciable de clase C* en p € M si y solo
si, existen dos cartas (U, op) € D y (V,nr) € Dar tales que, p € U,

f(p) € fU) CV yla funcion Yy o f oy + vm(U) = Ya(V) es
diferenciable de clase C* en yr(p) = 0.

e Una funcion f : M — N se dice diferenciable de clase C* en M si y sélo
si, f es diferenciable de clase C* Vp € M.

e Si f es diferenciable de clase C* se puede escribir de la siguiente forma:

feCHMN)

Para mds informacion, revisar [GN14), Seccion 1.3] y [Tulll, Seccién 6].
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Figura 3.1.3: Funciones Diferenciables en Variedades.

3.2. Espacio Tangente

En esta subseccién construimos algunos objetos matematicos que usaremos
para definir el espacio tangente y los campos vectoriales.

Proposicion 3.2.1. Curvas Tangencialmente Equivalentes:
Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension n con p € M. Dado el
conjunto ICp, de curvas que pasan por p ent =0, es decir

Kp(M) ={y € C=((—€,€), M) : 7(0) =p}.
Tomando «, B € Kp(M) se dicen Tangencialmente Equivalentes, o ~ (3, si
(¢oa)(0) = (40B)(0) e R™

Para alguna carta (¢,U) con p € U. Notemos que ~ es una relacion de equiva-
lencia.

Definicién 3.2.1. Espacio Tangente:
Sea (M, Daq) una variedad diferenciable de dimension n con p € M. Definimos
al espacio tangente como el conjunto de clases de equivalencia

T,M = Kp(M)/ ~ .

Donde ~ es la relacion de curvas tangencialmente equivalentes y sus ele-
mentos son clases de equivalencia [¥(0)] € T, M que llamaremos vectores tan-
gentes en p. En adelante consideraremos unicamente a los representantes de
cada clase de equivalencia en T, M.
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Figura 3.2.1: Curvas Tangencialmente Equivalentes.

Una definicién alternativa para el espacio tangente que nos sera de mayor
utilidad se construye a continuacién.

Proposicion 3.2.2. Germen:

Sea (M, Dprq) una variedad diferenciable de dimension n con p € M fijo. To-
mando f,g € C°(U,R) con U vecindad de p. Definimos una relacion f ~y g si
y solo st f = g en alguna vecindad V- C U de p. Notemos que ~y es una rela-
cion de equivalencia y la clase [f] la llamaremos germen de f en p, al conjunto
de todas las clases de equivalencia la denotamos por E,(U).

Definicién 3.2.2. Espacio Tangente(Segunda Version):
Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension n con p € U C M con
U vecindad de p. Definimos al Espacio Tangente de M en p como

ToM = {v € £(&U),R): v(f-g)=glp)v(f) + f(p)v(g) }

Donde v es un operador lineal llamado Vector Tangente y la operacion v(f)
con f € E,(U) es llamada Derivacion.

Proposicion 3.2.3. Derivaciones:

Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension n con p € M. Dado
veT,Myun f € &ENU) arbitrario, entonces existe una curva vy : (—e, €) = M
tal que v(0) = p y [¥(0)] = v y expresamos a la derivacién de v como sigue

o) =4O)() = S (7o) (©0) = 2| F+(1).

La demostracion de esta proposicion se puede encontrar en [Jal0, Seccién 2.2].
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Figura 3.2.2: Espacio Tangente.

Proposicion 3.2.4. Caracterizaciones del Espacio Tangente:

Sea (M, Dprq) una variedad diferenciable de dimensidn n con p € M fijo. Sea
v tangente en p, es decir existe una curva diferenciable v : (—e,e) = M y sea
(U,9) € Dam una carta coordenada con p € U, sea f € E,(U) entonces v se
puede caracterizar de la siguiente forma

v= Y i'(0) 3o;

=1 P(p)

Considerando que f = foy™!, a(t) =or(t) y ¥(p) = 2(0), aqui usando
de manera indistinta las siguientes notaciones x;(t) = z'(t).

Demostracién. _
Consideremos f € E,(U), las definiciones de f = fop™1 yx(t) = o~(t), con
ello tenemos lo siguiente

oW =3 e =2 GovTeToam)
t=0 t=0
d - a| - " 9f da
= | (Foattn=F| Fatt) =35 GOIFO




Lema 3.2.1. Base del Espacio Tangente:

Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension n, p € M y (U,v) € Dy
una carta coordenada alrededor de p con T, M el espacio tangente en p, entonces
cualquier elemento v se puede escribir como combinacion lineal de las siguientes
bases

TpM = span 3 ,i=1,..,m p = span 88 i=1.,n
x; Uqg
¥(p) p
con f: M — R diferenciable y
9] ~ 9] _ 9]
Oz (f):[)x- (for 1)5% (f)-
v 0! “Ip

Recordemos que f y x; son las coordenadas de la curva x dadas en la caracte-
rizacion de la Proposicion [3.2.7)

Con esto ultimo podemos definir a la variedad diferencial que llamaremos
Haz Tangente.

Definicién 3.2.3. Haz Tangente:
Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension n y p € M un punto

fijo. Definimos el haz tangente como la union de todos los espacios tangentes
a cada punto en M, es decir:

TM = U ToM = {(p,v) : v e T,M}.

peEM
De manera alternativa podemos usar la siguiente notacion v, = (p,v) para
elementos del Haz Tangente, en algunos casos se omite escribir explicitamente

la dependencia de v respecto a p como elementos del haz tangente.
Asi podemos definir la siguiente funcion w: TM — M como

7(vp) = 7(p,v) = p, Yo € TpyM.

Notemos que 7= (p) = TyM y

TM= ] = '(p).
peEM

Cabe resaltar que el haz tangente admite también una estructura diferencial.

Para més informacién, revisar [GN14, Seccién 1.4] , [Tulll Seccién 8] y
[SMPVQT7, Seccion 1.2]
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Figura 3.2.3: Campo Vectorial.

3.3. Campos Vectoriales

Definicién 3.3.1. Campo Vectorial:
Sea (M, Dp) una variedad diferenciable y sea p € M. Se define un campo
vectorial en el punto p como sigue

X M—=TM
p— X(p) =X, e T,M

El campo vectorial se dice diferenciable si, el mapeo es diferenciable, el conjunto
de todos los campos vectoriales en M es denotado por X(M).

Proposicion 3.3.1. Caracterizacion de Campos Vectoriales:

Sea (M, D) una variedad diferenciable, p € M y X(p) € T,M un campo
vectorial en el punto p, por la proposicion y el lema [T 21 sabemos que
X (p) se caracteriza como sigue

X(p)=>_ Xi(p) 8?”

i=1 »

Definicién 3.3.2. Curvas Integrales:

Sea (M, Dpy) una variedad diferenciable, sea X € X(M) un campo vectorial el
M. Sea I C R un intervalo abierto tal que una curva v : I — M es llamada
una curva integral de X si satisface la siguiente ecuacion

Y(t) = X (v(t))
Vtel.

20



Figura 3.3.1: Curva Integral.

Proposicion 3.3.2. Bracket de Lie:
Sea (M, Dp) una variedad diferenciable y sean X,Y € X(M), existe un unico
campo vectorial Z € X(M) tal que

Zf = (XY - YX)f

para toda funcion diferenciable f € C°(M). A este campo vectorial se le llama
Bracket de Lie y se denota como sigue

Z=[XY].

Proposicion 3.3.3. Propiedades del Bracket de Lie:
Sea (M, Dpq) una variedad diferenciable y sean X,Y,Z € X(M) entonces el
Bracket de Lie tiene las siguientes propiedades

(i) Bilinealidad: Para todo «, 5 € R.

[aX +B8Y,Z] =X, Z]+ BY, Z]
(X, oY +8Z] =a[X,Y]|+B[X,Z].

(i) Antisimetria:
[X,Y]=-[Y,X].
(iii) Identidad de Jacobi:
(X, Y], 21+ (Y, 2], X] + [[2, X], Y] = 0.
(iv) Regla de Leibniz: Para todo par f,g € C*(M)

[FX,9Y] = fg[X, Y]+ f(X(9)Y —g(Y ()X

21



Figura 3.3.2: Diferencial y Espacio Cotangente.

Definicién 3.3.3. Diferencial de una Funcién y Espacio Cotangente:
Sea (M, D) una variedad diferenciable, con v € TyM y p € M fijo. Sea
f € CYM,R) arbitraria entonces se define la diferencial de df, € T; M como
una transformacion lineal df, : Tp,M — R tal que

dfp(v) = v(f).

El conjunto Ty M es conocido como el Espacio Cotangente en el punto p,
definido como

TyM = {dfp|f cC'M,R) y peM fijo}.
El Espacio Cotangente es el espacio dual del Espacio Tangente.

Definicién 3.3.4. Haz Cotangente:

Sea (M, D) una variedad diferenciable, con p € M. Sea f € C1(M,R) arbi-
traria tal que el diferencial df, € T; M entonces se define el Haz Cotangente
como

T*M= | TyM = {(p,dfy) : df, € TyM, Vf € C'(M,R) y Vpe M}
pEM

Nuevamente cabe resaltar que el Haz Cotangente admite una estructura dife-
rencial pues a su vez es una variedad diferenciable.
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Corolario 3.3.1. Bracket de Lie Nulo:
Sea (M, Dp) una variedad diferenciable de dimension n, conp € U y (U, ) €
D una carta coordenada, entonces dada una base de T, M, tenemos que

[ o 0

—,7—| =0 Vi,j=1,..
8UZ’8UJ:| ) 2] ) ) TV

Demostracién.
Dado (M,Dp), p € U y (U,%0) € Dy una carta coordenada, con T,M el
espacio tangente en p, por el lema[3 21 y la definicion [3.2.3 obtenemos que

o o2

e (foy™)

¥ (p)

Ahora, tomando %, % € X(U) operadores de la base del haz tangente para

cadape U y0# f e &, (U) entonces calculamos su Bracket de Lie

050 O = () = 3, () 0

S B LA RV
o 6:@8% 8(,6](95[:1
% (p) »(p)
9% f 9% f

= uom, V) ~ gy W) =0

Lo diltimo pues la funcién 0 # f = foy~1: PY(U) = R, donde »(U) C R™ K.

Para més informacion revisar [PAC92, Seccion 5, Capitulo 0], [GN14] Secciéon
1.6] y [WRAS20), Seccién 2.4].

Figura 3.3.3: Métrica riemanniana.
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3.4. Meétrica Riemanniana

Definicién 3.4.1. Producto Interior Euclidiano:
Sea u = (U1, ..., Un),v = (V1,...,0,) € R", el producto interior euclidiano se
define como sigue

n
u-v = E U;V;
=1

Definicién 3.4.2. Producto Interior:
Sea V' un espacio vectorial, una funcion {,) : V. xV — K se dice que es un
producto interior si cumple con las siguientes propiedades:

e Bilineal: para todos u,v,w €V y a,f € K.
(v, 0u + pw) = (v, au) + (v, fw)
(o + Bu,w) = {aw, w) + (Bu, w).
e Simétrica: para todos u,v € V. (v,u) = (u,v).
e Definida Positiva: Yu € V' \ {0}, (u,u) > 0.

Definicién 3.4.3. Métrica Riemanniana:
Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension ny sea p € M. Se define
una métrica riemanniana como una funcion g diferenciable tal que

gp(x, %) = (x, %), : LM X T,M - R Vpe M
Donde g, es un producto interior y adicionalmente definimos la longitud o nor-
ma de X € T,M como || X| := gp(X,X)%.

Definicién 3.4.4. Variedad Riemanniana:
Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable (M, Dag) con una
métrica riemanniana. Una variedad riemanniana se denota como (M, g).

Definicién 3.4.5. Coeficientes de la Métrica:

Sea (M, g) una variedad riemanniana, (U,v) € Dy una carta coordenada y
TpM el espacio tangente con p € U, entonces localmente los Coeficientes de
la Métrica se definen como

g 0 Vi
PRES — i, ]
gZJ g (’“)xl ) a{y] ) yJ
Ademds existe una representar matricial que opera sobre las coordenadas de los
campos, denotada por G y conocida como Tensor Métrico

gir gi12 - Jin

g21 g22 - gon
G= . )

dni gn2 dnn

Finalmente hay que destacar que G es invertible y los coeficientes de la matriz
inversa se denotan como G=' = (g;;)™' = (¢%), Vi, j.
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Definicién 3.4.6. Campo Gradiente:
Dada una variedad riemanniana (M,g) ,con p € M y sea f : M — R,
entonces, se define el inico vector gradiente grad f, Yv € TM,, como

v(f) = dfp(v) = g(grad f,v).

Definicién 3.4.7. Longitud de Arco:
Dada una variedad riemanniana (M,g) ,con p,q € M y sea 7y : (a,b) = M,

una curva tal que y(a) = p y v(b) = q entonces la Longitud de Arco de la
curva 7y se calcula como sigue

b
ke = [ I

Para més informacién, revisar [GN14, Capitulo 3] [Lee97].

7~

b
I (y) = / ()|t

w(p)' ¥(q)
T,M

Figura 3.4.1: Longitud de Arco.

3.5. Conexién de Levi-Civita

Definicién 3.5.1. Conexion Afin:

Sea (M, D) una variedad diferenciable de dimension n, una conexion afin V,
es un mapeo V : X(M) x X(M) — X(M) definido como (X,Y) — VxY el cual
VXY, Z € X(M) y f,g € C®(M) satisface las siguientes propiedades

a) VixtgvZ = fVxZ 4+ gVy Z.
b)) Vx(Y +2)=VxY +VxZ.
¢) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.
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Definicién 3.5.2. Conexion de Levi-Civita:
Sea (M, {,)) una variedad Riemanniana, la conexién de Levi-Civita V en la
variedad es una Conexién Afin que satisface las siguientes propiedades

a) Simetria:
[X,Y] = VyY — Vy X,

b) Compatibilidad con la Métrica:
XY, Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ).

Adicionalmente como consecuencia de la linealidad, la compatibilidad con la
métrica y la simetria de la Conexion de Levi-Civita tenemos la Formula
de Koszul

2(Z,VyX) =X (Y, Z)+Y (Z,X) — Z(X,Y)
+(2,X],Y) +([2,Y], X) - ([X,Y], Z).

Definicién 3.5.3. Simbolos de Christoffel:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n, con la conexién de Levi-
Civita V, dada (U, ) € Daq una carta coordenada y tomando T, M como en el
lemalF 20, para algin p € U, entonces los Simbolos de Christoffel se definen
como

Vo axJ ZFU For (3.5.1)

Proposicion 3.5.1.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n, con la conexién de Levi-
Civita V, dada (U, ) € Daq una carta coordenada y tomando T, M como en el
lemalm para algin p € U, entonces los Simbolos de Chmstoﬁel I‘k tiene
la siguiente forma

1<~ [0ga | Ogqi; Ogji
k _ = J J Ik
i = 2 g {8:17] ox; ox; g (3.5.2)

Mas atin, sila base es ortogonal, es decir g;; = g = 0,Vi # j entonces

1 [0gik | Ogr; 0Oy
Fk i J ZII kk.
[axj + ox; oxy,

La demostracion de estas afirmaciones es rutinaria y se pueden encontrar en
|GN1}|, Teorema 3.2, Capitulo 3].

De ahora en adelante daremos por hecho que cuando trabajemos con una
variedad Riemanniana M estard equipada con la conexién de Levi-Civita.
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3.5.1. Derivada Covariante

Proposicion 3.5.2. Derivada Covariante:

Sea (M, (,)) una variedad Riemanniana. Ezxiste una unica correspondencia que
asocia el campo vectorial V a lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M con
un campo vectorial Z¥ llamado la derivada covariante, tal que

a) %(V+W):%+%.

b) % (fv) = %V + f%y, donde, V' es un campo vectorial a lo largo de ¢ y

f es una funcion diferenciable a lo largo de I.

c) stV es inducido por un campo vectorial Y € X(M), es decir V() =
Y (c(t)), entonces ¥ =VaY(c(t)) = Va V(t).

Corolario 3.5.1. Compatibilidad con la Métrica:

Sea (M, (,)) una variedad Riemanniana entonces la derivada covariante es
compatible con la métrica; es decir, para cualesquiera campos V-y W a lo largo
de una curva diferenciable ¢ : I — M

d DV DW
P (VW) = <W’W> + <V7 e >

para todo t € I.

Proposicion 3.5.3. Derivada Covariante en un Marco Local:
Sea (M, {(,)) una variedad Riemanniana, (U,v¢) € Dy una carta coordenada,
c(t) € U una curva y un campo vectorial V(t) =Y (c(t)) con una base de Te;)M
como en el lema 321 entonces la derivada covariante localmente es

DV ") doy, - r dx; 0
- = . Thy. 2200 2
dt kz::l dt + ”2::1 ZReawT Oy,

La demostracion de esta proposicion esta en [PdC92, Pdgina 52].

3.5.2. Geodésicas

Definicién 3.5.4. Geodésica:
Dada una variedad Riemanniana (M, {,) = g), una curva parametrizada =y :

I — M se dice geodésica en ty € I si 2 (%) = 0 en el punto to. Siy(t) es

geodésica V't € I entonces decimos que ¥(t) es una geodésica.

Una consecuencia de la definicién anterior es que dada v geodésica entonces

d [dy dy\ 9 d’y d’y
dt \dt’dt ) dt dt)’ dt
lo que implica que H || = constante.
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Figura 3.5.1: Geodésica.

Corolario 3.5.2. Ecuaciones de la Geodésica:

Dada una variedad Riemanniana (M, (,)), (U,1) € Dy una carta coordenada
yvy: I —= MNU una curva geodésica ¥t € I entonces cumple las siguientes
ecuaciones diferenciales

d2xk - dCCj d:l?l k
dit? + L~ dt dt Y 0
1,j=1
en donde (x1(t), ..., xn(t)) = z(t) = Y o y(t) es la expresion local de v(t) € U.

Demostracion.

Empecemos tomamos la definicion de la geodésica para utilizar la expre-
sion de la curva geodésica en términos de la derivada covariante y usando la
proposicion [T5.3 obtenemos que

s ey The

D (dy\ DV - du dei | 0
E(E)_dt_; +ZF gt (oo "

ahora, tomando la expresion local de x(t) = 1 o y(t) = (x1(t),...,zn(t)) y el
campo ' (t) = (2 (t), ..., 2, (1)) = (v1(t),...,vn(t)) obtenemos que

23]

n

D d’}/ _DV_ dwk kdacjd:vi 0 .
dt (dt) Tdt _; + Z ij dt dt o7 =0 (3.5.3)

Dado que ai es una base de Ty M por lo tanto cada uno de los coeficientes
oy del3.5.3 53 debe ser 0, lo cual nos lleva al resultado deseado R
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3.6. Operadores de Curvatura

En esta subseccién abordamos el estudio de algunos de los operadores de
curvatura basicos para la geometria Riemanniana que nos daran la herramienta
méas importante para el desarrollo de la tesis.

3.6.1. Curvatura de Riemann
Empecemos por estudiar el Operador de Curvatura de Riemann.

Definicién 3.6.1. Operador de Curvatura de Riemann:

Dada una variedad Riemanniana (M, (,)), el operador de curvatura de Rie-
mann es un mapeo R(X,Y) : ¥(M) — X(M) que para cada par X,Y € X(M)
se define como

R(X, Y)Z =VyVxZ -VxVyvZ+ V[ny]Z, Z € %(M),
Donde V es la conexion de Levi-Civita.

Proposicién 3.6.1.
Sea M, g una variedad Riemanniana y dados X1,X2,Y1,Y2, ZZW € X(M) y
Vf,g € C®(M), el tensor de curvatura de Riemann cumple las siguientes pro-
piedades
i) Bilinealidad:
R es bilineal en X(M) x X(M) es decir
R(fX1+gX2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

it) Para un par X,Y € X(M), el operador de curvatura R(X,Y) : X(M) —
X(M) es lineal tal que

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ RX, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
Definicién 3.6.2. Coeficientes del Operador de Curvatura:
Sea (M, (,)) una variedad Riemanniana y dada (U,v) € Dy una carta coorde-

nada, entorno a p € M tenemos que dada una base = {a%k,k =1,2,..n}y
dados X,Y,7Z € X(M), con expresiones locales de la forma

. 0 - 0 - 0
X:;’uza—xz, Y:;’Uja—xj, Z:;wka—xk

Entonces por linealidad del operador definimos los coeficientes del operador
de curvatura Réjk como sigue

2 0
_ . !
R(X,Y)Z = y ,% > uzv]kaijk—axl
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En donde Réjk se puede expresar en términos de los simbolos de Christoffel
como Ssigue

S 5 6 S a S
ik = E {T), }+ ik T p ik (3.6.1)
€ i

Demostracion.

Sea (U, ) € Dayq una carta coordenada para una vecindad de p € M y tomando
una base de Ty M de la forma dada en el lemal3 21, calculamos los simbolos de
Christoffel Ffj. Calculando la curvatura para aimi,a%j Y %’ tomando en cuenta
la definicion del operador de curvatura y sus coeficientes tenemos lo siguiente

9 9\ 9 .. 9
R(@;@)(?—M—;Rijka—%

0 0 0
R zjvazl 8:Ek —V v z 5 8:Ek L*%]&zk
(3.6.2)

Tomando en cuenta la definicion de los simbolos de Christoffel, tenemos que

0 - 0
! — =y Tt — 6.
Bzw (%c;C Z s 6:10; V% oxy, Z % Oy (3.6:3)

Sustituyendo [T6.3 en [F6.2, usando las propiedades (b) y (c¢) de la definicion

[Z521 de conexion afin y que [%, %] =0 por el corolario [Z.3 1), tenemos que
i J

8 9\ o K., d
R(a—%,%j)a—%—;}%ka—%

- 0 0 0 0 0 0
_ il AU a1} Yt 2
B Z k V32 51 dz; + Oz L oxy Tin vV 2 ox; Oux; Lk oxy

Nuevamente usando la definicion de los simbolos de Christoffel en los términos
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marcados con (1) anadiendo el indice s en la suma obtenemos lo siguiente

o o\ 0 .. 9
R(%’@)TM_ZRUW_%

n n a
_z[ Sarrc rikax]

0
_;[ kZlea F]kaxl]

Distribuyendo las sumas y reorganizando los términos obtenemos

8 o\ o .. 9
R(a—m’a—%)a—u—ZRwa—xs

s=1
:ZZ [Fikril F]krzl} p)
s=11=1 s
2
"o, o.,10
a ; [(’“)—ijZk Oz L Oz

Intercambiando los indices | — s en el término marcado con (2) y factorizando
obtenemos que

8 9\ 0 .. 0
R(a_xi’a_xj)a_xk_Z_:R“’“a_xs

— nzs_lsinis—isi

s=1 =1 s=1
Ny 0] 0 9]
_ ! ! s s
B Z [Z [F R =T szl] ox. kT %ijl Oz
s=1 Li=1 J ‘ s
ahora, dado que {ag ,s=1,2,.., } conforma una base, podemos entonces no-

tar que por independencia lineal

S - a S 6 S
ijk — ; [FlkF FlkF ] 8—:15 ik — 8—:171 gk

lo cual es el resultado deseado B

Para més informacién, revisar [PdC92, seccién 2, capitulo 3 |
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3.6.2. Curvatura Seccional

Proposicion 3.6.2.
Sea 0 C T, M un subespacio de dimension 2 del espacio tangente T, M, sea
X, Y € 0 dos vectores linealmente independientes, entonces

(R(X,Y)X,Y)

Ksec X7Y -
&Y = RV = (%, v

no depende de la eleccion de la base de los vectores X,Y € o. Para ver la
demostracion [PdC92, pagina 94].

Definicién 3.6.3. Curvatura Seccional:
Dada un punto p € M y un subespacio o de dimension 2 entonces el niumero
real Kgee(0) = Ksee(X,Y) es llamado Curvatura Seccional, donde {X,Y}

es base de o.

Corolario 3.6.1. Curvatura Seccional en Coordenadas Locales:
Sea (M, (,)) una variedad Riemanniana, dada (U,¢) € Day una carta coor-
denada entorno a p € M, con B = {%,k = 1,2,..,n} base de TyM vy

oij = span{a%i, %} C TpM entonces la curvatura seccional Kge.(oi;) tiene

la forma
o 9 ZRfjigkj
Ksec [%) :Ksec a v a :L V', :1, . i
o) <8Ii 8%‘) 9iigj — (9ij)? “J ncon i # j

(3.6.4)

Mas aun, sila base 8 es una base ortogonal la curvatura seccional toma la forma

o 0 Rl
Ksec %) :Ksec 3 4o | — ZJl- .0.
(71s) <5$i 3%‘) Yii (3.6.5)

Demostracion.

Sea (M, {(,)) una variedad Riemanniana, dada (U,1)) € Dy una carta coor-
denada, 8 = {a%k,k = 1,2,..,n} base de T,M y dados los subespacios o;; =
gen{a%i, %} C TpM, calculamos la curvatura seccional Ksec(o;)

o 0 ) (R(33: 507 oo o)

Ksec(aij) - Ksec <_ 5 | =
Oz;" Ox; oo 1252 112 = (a2 2272

Usando la definicion 362 sabemos que R(+2-, -2 )8% =3 Rt 52 yla de-

Doy Bz, i1 an
finicion de los coeficiente de la métrica[3.4.9), al sustituir y usar las propiedades
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de linealidad de la métrica Riemanniana tenemos que

- o 0 - o 0
R0 0 R (e )
X < 9 0 > _ <; Tt Oz, 8Ij> B 1; T\ Oz’ Ox;

Ox;" O 91955 — (95)2  9igjj — (gi5)?

n
k
Z Riji9k;
k=1

99— (9i)*
Asi obtenemos la primer formula. Para la sequnda formula, si B es una base
ortogonal entonces g;; =0 Vi # j, usando la primer formula tenemos que

K (i i) _ R-z]ﬂg]] _ R’ZJZ ]
sec ) - -
Ox; Ox; 9iiGjj Gii
Corolario 3.6.2. Curvatura de Gauss:
Sea (M, g) una superficie de dimension 2 entonces la curvatura seccional Kge.(012) =

Koee(TpM), tomando 8%1 Y 8%2 como base del espacio tangente entonces defi-
nimos la Curvatura de Gauss.

g12R12) + g22R1y,

KSeC SeC T M
(012) = ( )= g11922 — (912)?

Si 8%1 Y 8%2 son ortogonales, entonces
g 0 R?
Ksec (—7 —) 121
8$1 8172 gi1

Demostracion.
Usando el primer resultado del corolario [3.6.1] obtenemos

2
K (i i) _ 2kt Riy1 912 _ Risy1912 + Riy1 920
e 3$1’ O0xa 911922 — (912)2 911922 — (912)2

lo cual es el primer resultado. Para el sequndo resultado usamos la sequnda

formula del corolario [F6.1], ast

0 0 R?
Ksec a._ v 49 121 .
<5£C1 5£C2> g11

3.6.3. Curvatura de Ricci

Definicion 3.6.4. Curvatura de Ricci:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea B = {8%7 | = 1,...,n} Cc TpyM

una base ortonormal de Ty M, tomando 5~ € 3, entonces tenemos que la Cur-

vatura de Ricci en direccion de % se deﬁne como
J

. AN
817] B n—l 817] 8171 dz;’ Oz,
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Lema 3.6.1. Curvatura de Ricci(2):

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea B = {8%,2' = 1,...,n} c TpyM
una base ortonormal de TyM, tomando a € 3, entonces tenemos que la Cur-
vatura de Ricci en direccion de a— tiene la forma

) 1 &
Ri = Ksec ij
* (ax) (n—1) 4 (74)
j=1
Demostracion.

Usando la formula de la definicion [3.6.4) tenemos que

. 0 1 - o 0 o 0
Ric <axi) =T ¥<R <ax%> %%>

Ahora, recordando la férmula de la curvatura seccional de la proposicion [3.6.2,
la definicion [3.6.3 y dado que 8 es una base ortonormal tenemos entonces que

g 0 g 0
(R (5 ) ) = Kovelow)

con esto tenemos finalmente que

Ric (8(271) =

Hmﬁ

o 0 L,
R(axl ax>a7a_> con j 7

Ksec(aw) n

<.
Il
—

||
M:

-1
J

Il
A

Resaltemos que VX € T,M podemos construir una base ortonormal o« C
TpM, tomando X,V € acon X = m entonces como consecuencia de la
proposicién B.6.2 la Curvatura Seccional K..(0) = Kg.(W, Z) no depende
de la eleccién de los elementos W, Z € 0 = span{f(, Y} C T, M por lo tanto por
el lema B.6.1] la curvatura Ric (X) no depende de los elementos que se utilicen
para construir una base de 7}, M mientras la base sea ortonormal.

3.6.4. Curvatura Escalar

Definicién 3.6.5. Curvatura FEscalar:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana y sea § = {%,i = 1,...,n} c TyM

una base ortonormal de T, M, tomando % € 3, entonces tenemos que la Cur-
vatura Escalar se define como
0
8:@» '

K(p) = %im(
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4. Meétricas Conformes a la Métrica Euclidiana

En este capitulo desarrollamos algunos resultados asociados a las conocidas
meétricas conformes, en particular las métricas conformes a la métrica Eu-
clidiana, todo ello como pieza fundamental de esta tesis pues, algunos de los
resultados que se presentan en el capitulo [y [[ son derivados de lo expuesto en
esta seccion.

Teorema 4.0.1. Conexion Métrica Conforme:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana, dotada con una conexion de Levi-Civita
V. Tomando g = \g una métrica conforme a g, entonces, para todo par de
campos vectoriales X, Y € X(M) la conexién de Levi-Civita para (M,q) estard
dada por:

6XY:VXY—|—AXY donde

AyY = % (AA(X)Y + dA(Y)X — g(X,Y)grad ).

glu.v) Ag(u,v)

Figura 4.0.1: Métrica Conforme.

Demostracién.
Escribamos la formula de Koszul[Z5.2 para la conexion V
+9([X, Y], Z) + 9([Z, X].Y) + 9([Z,Y], X) (4.0.1)

para la conexion V es de la forma

(7) ii iii iv

— ~( ) ~( ) N( )

29(VxY,Z)=Xg(Y,2)+Yg(X,Z) - Zg(X,Y)
(v)

+9([X,Y],2)+9([Z,X],Y)+4([Z, Y], X) (4.0.2)
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Desarrollando de (i)-(v) tenemos que
(i) 23(VxY, Z) = 2Xg(VxY, Z)
(ii) Xg(Y,Z) = X(\g(Y, Z)) = X(N)g(Y, Z) + AXg(Y, Z)
(iii) Y§(X,Z) = Y(Mg(X, 2)) = Y(Ng(X, Z) + \Yg(X, Z)
(iv) ZG(X,Y) = Z(\g(X,Y)) = Z(A\)g(X,Y) + AZg(X,Y)

(v) 9([X, Y], 2) +9([2, X],Y) _ )\{g([va]aZ)+g([Z7X]7Y)}

+9(12,Y], X) +9(12.Y], X)
Usando los términos desarrollados de (i)-(v), en[{-02 obtenemos que
209(VxY, 2) =X (Ng(Y, Z) + Y (Ng(X, Z) = Z(N)g(X,Y)

(6)

+ )\{ Xg(Y,Z)+Yg(X,2Z) — Zg(X,Y)+ }
9([X,Y],Z2) +9((2,X],Y) + 9([2, Y], X)

Usando [£.01] en los términos marcados con (6) obtenemos

(7)
Wg(VxY, Z) =X(Ng(Y. Z) + Y(Ng(X, Z) — ZO) g(X.Y) + 20g(V Y, Z)

Dividiendo entre 2\ y usando la definicion [34.6] del vector gradiente en (7)
Z(A\) =d\NZ) = g(grad X\, 2)

Obtenemos lo siguiente
~ 1
9(VxY, 2) = g(VxY, 2) + o {X(N)g(Y: 2) + Y (Ng(X, Z) = g(grad A, Z)9(X,Y)}

Ahora, agrupando todo dentro de la métrica usando su linealidad tenemos

9TV, 2) = (VXY + S (XY + Y)X — g(X, V) grad A}, 2)

Finalmente usando que X(\) = dA\(X) , Y(X) = dA(Y) obtenemos la siguiente
iqualdad

~ 1
VxY =VxY + ﬁ{X()\)Y +Y(MNX —g(X,Y)grad A}
=VxY + %{d)\(X)Y +dAY)X — g(X,Y)grad A}

Por lo tanto, queda demostrado el lema. B
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4.1. Simbolos de Christoffel

Corolario 4.1.1. Simbolos de Christoffel de Métricas Conformes:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n, con una conexién Levi-
Civita V, dada la métrica g = A\g conforme a g, tenemos que para (M,3) y la
conezién V conforme los Stmbolos de Christoffel son

) ) N

- 1 &
Tk =1k 4 — il —— = — e 4.1.1
b=+ 5y l; [glaxj g, ~ g | 9 (4.1.1)

donde I‘fj y gij son los simbolos de Christoffel y términos de la métrica origi-
nales.

Demostracion.

Sea (U, 1)) € Dap una carta coordenada para una vecindad de p € M y tomando
una base de TyM como en el lema [321] dada la métrica conforme g = Ag
y los coeficientes de la métrica g;; = Agi; para todo i, j, también sabemos que

(9i;)"r = (g¥) = (%) Calculando los simbolos de Christoffel para la métrica

g usando la formula dada de la definicion [3.5.3 obtenemos

L 8$j 8IEZ 8:El

DN | =
(7=

Tk [0gi | Oqi (9%1} 1k
ij

I
-

_ }z": [9(Agar) n I(Agyy) 3()\93‘1')] g"*
2 ~ | Ox; o0x; ox; A
ro1 2 1 2 1 2
I~ |.0 oN 0 o 0 ox | gt
_ 4 gil oA gij OA 1 0Gji  OA | g™
2 Z )\(’“)xj + i Ox; +A ox; t 9 ox; A ox; 9ii dx; | A

Il
-

Agrupando y factorizando X\ en los términos marcados con (1) y agrupando los
términos marcados con (2) tenemos que

k
rk

pr A~ [99a 99y 93] 9"
2 — Oz ox; ox; | A

{_8/\ O __@} tk
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Figura 4.1.1: Métrica Conforme a la métrica Euclidiana.

Corolario 4.1.2. Simbolos de Christoffel de Métricas Conformes a la
métrica Fuclidiana:
Sea (R™,g) una variedad Riemanniana de dimension n, dotada con una cone-

xion de Levi-Civita V y una métrica conformes a la métrica Fuclidiana g =
AOi_, dz}), entonces los Stmbolos de Christoffel para (R",g) tienen las
siguientes 5 reglas de cdlculo.

a) Sii#j#k entonces ffj =0.

b) Sii=j#k entonces ff] =Tk = —

c) Sii=k# j entonces ffj = fzj -5

d) Sik=j#i entoncesfszfng%g)‘-

e) Sii=j=k entoncesffj Zféiz %3

Demostracién.
Empecemos utilizando el resultado del corolario[{.1.1] Tenemos que los Simbolos
de Christoffel para la métrica conforme son de la forma

~ 1 & X o)) o\
Ik =1k 4+ — Al NN AN LY
I * + 2\ =1 l:g ! 8$j + It 611@ 9i 6%’1
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Tenemos que g;; = 0;; Yy I‘fj = 0 pues son los Simbolos de Christoffel y los
coeficientes de la métrica Euclidiana, por tanto

1 o\ oA oA

i 51'/@8—%_ +5kja—xi - 5jia—xk .

—_

i =
Tomando en cuenta todas las posibles combinaciones con repeticion de {i,j, k =
1,2,...,n}, los cuales representan n® posibles combinaciones, para calcularlas
tenemos 5 casos posibles:

a)
Si i # j # k tenemos que en (4.28) 0ir, =0, d0x; =0 y d;; = 0 por lo tanto

ffj =0, lo que representa n(n — 1)(n — 2) = n® — 3n? + 2n términos.

b)
Sii=j#k tenemos que en (4.28) dir, =0, d0x; =0 y d;; = 1 por lo tanto

2

Tk _Tk _ _ 1 09X _ L
I =15 = —3x 54, lo que representa n(n — 1) =n® —n términos.

c)
Sii=k+# j tenemos que en (4.28) dir, =1, d0p; =0 y d;; = 0 por lo tanto

2

Tk _ i _ 1 9\ _ L
U5 =T = 3x 9z, lo que representa n(n — 1) = n* — n términos.

d)
Si k= j #1i tenemos que en (4.28) dir, =0, d0p; =1 y d;; = 0 por lo tanto

2

Tk _ T3 _ 1 ax - ..
L% =15 = 5555 lo que representa n(n — 1) = n® — n términos.

¢)
Sii=j =k tenemos que en (4.28) 6y, =1, 0kj =1 y 6, = 1 y debido a
que los indices son iguales, haciendo la suma total sélo queda un término,
por lo tanto I‘fj =TI = %%, lo que representa n términos.
Finalmente hacemos la suma de los términos en a), b), ¢), d) y e), lo cual nos
da n® términos. W

Corolario 4.1.3. Simbolos de Christoffel de Métricas Conformes a la
métrica Euclidiana en R?:

Sea (R?%,g) una variedad Riemanniana con una métrica conforme a R?, es decir
g = Mda? + dx3) entonces tenemos que los Simbolos de Christoffel para
(R2,G) cumplen la siguiente relacion:

1 oA
1—‘%1 = 1—‘%2 = 1—%1 = _Péz = ﬁa—xl
1 O\
2, =T}, =T} =-T% = 3 9oy (4.1.2)

Demostracién.

Usando el resultado del corolario anterior [{-1.9 y el hecho de que n = 2, ob-
tenemos que hay 23 = 8 términos y correspondientemente 8 combinaciones de
(1,7, k), por tanto tenemos lo siguiente:
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a)
Sii # j # k entonces Ffj = 0, pero no hay combinaciones de i,j y k en
las cuales los 3 sean distintos indices.

b)

Si i = j # k entonces 1"’“ = l"k = _%6?_ para este caso tenemos 2
posibles combinaciones (1, 1, 2) y(2,2,1), a
1 oA 1 oA
2, =—-——-"=" (i 1L —_ =7
11 I\ Oy (i) 22 2 Oy (i)

c)
fo2

Sii =k # j entonces fl = 1” = 55—, para este caso, tenemos las

1
~ 2X Oz;
siguientes 2 combinaciones (1,2, 1) (2,1 2), ast
1 oA 1 oA
rh,=—=— (i 3 = —~-—— (i
12 = 9y Dy (i) 21 = oy Oz (i)
d)
Si k = j # i entonces Ffj = F] = %881);’ para este caso, tenemos las
siguientes 2 combinaciones (2,1,1) y (1,2,2), asi
1 oA 1 oA
Fl _ - 9r .. 2 _ - 9n .
21 = 5y Dy (i) 12 = 9y Oz (i)
¢)
Sii = j = k entonces Ffj =Tt = % ., bara este caso, tenemos las
siguientes 2 combinaciones (1,1,1) y (2, ,2), asi
1 oA 1 oA
Fl = —— ) F2 - <V A 1
11 2\ a.’Ifl (Z) 22 2\ ax2 (Zl)

Finalmente agrupando los términos marcados en (i) y (ii) obtenemos el resultado

deseado. R

Corolario 4.1.4. Simbolos de Christoffel de Métricas Conformes a la
métrica Euclidiana en R3:

Sea (R3,9) una variedad Riemanniana con una métrica conforme a la métrica
Euclidiana g = \(dz? + da3 + dz3) entonces los Stmbolos de Christoffel para
(R3,9) cumplen la siguiente relacion:

1—‘12 = 1—‘13 = 1—‘21 = 1—‘23 = 1—‘31 = 1—%2 =0.

1 oA
[} =T3, =T = —Tg =T =T3 = T3 = 2\ Oz1

1 0A
5y =Ty = Fg3 =T} == F§2 = —F§3 - 2\ Dy’

1 0A
[y =03 =I5 =-T15 =03 =T =-I7 = 2\ dx3”
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Demostracién.

Usando el resultado del corolario[{.1.9 y el hecho de que n = 3, notamos que hay
33 = 27 términos que corresponden a 27 combinaciones de (i,j,k), por tanto
tenemos lo siguiente:

a)
Si 1 # j # k entonces ff] =0, lo que nos da 6 combinaciones posibles de
i.j y k las cuales son (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) y (3,2,1),
por tanto tenemos que

1—‘12 = 1—‘13 = 1—‘21 = 1—‘23 = 1—‘31 = 1%2 =0. (O)

b)

Sii = j # k entonces Fk = Fk = 21)\ 681 , para este caso tenemos 6 po-
sibles combinaciones (1, 1 ,2),(2,2,1), (1,1,2), (2,2,1), (1,1,2) y (2,2,1)
ast
1 O\ 1 oA 1 oA
F2 - F3 _ - Fl - .
11 22 ax2 (Zl) 11 2\ 8$3 (ZZZ) 22 22 6$1 (Z)
1 O\ 1 O\ 1 oA
Fg __ - 9r Fl __ - 9r . 2 __ -9 ..
22 22 81'3 (7””’) 33 2\ axl (7’) 33 22 ax2 (Zl)
¢)
Sii =k # j entonces Fk = I” = %—, para este caso tenemos 6 posibles
combinaciones (1,2,1), (1,3,1) (2,1 2), (2,3,2), (3,1,3) vy (3,2,3) as?
1 0 1 0 1 0\
rl, = ji ', =—=—(iii rZ =—— (i
127 5y 3362 (i) 137 5 D3 (dii) 21 7 9y o021 (4)
1 0 1 0\ 1 0
1—\2 _ P3 - - . 3 - - ..
23 = 5y D3 (4ii) 317 oy D21 (4) 32 7 9y D (i)

d)
, para este caso tenemos 6 posibles

) (2,3,3), (3,1,1) y (3,2,2) as?
1 ox . 3 1 ox . 1 1 oA

Stk = j # 1 entonces ffj = fj] = 21>\
combinaciones (1,2,2), (1,3,3), (2,1

i, =—-- == = === (ii
12 = 9y O () 137 9y O () 21 7 5y Dy (i)
1 0\ 1 oA 1 oA
F3 _ - 9r .. Fl _ - 9n F2 _ - 9A
237 9y D (i) 317 9y D4 (444) 327 oy D (444)
e)
Sii=j =k entonces l"fj =Ti = 21/\ 55 bara este caso tenemos 3 posibles
combinaciones (1,1,1), (2,2,2) y (3,3,3) asi
1 oA 1 oA 1 0\
rto— - 9% 2 _ L OA 3 _
11 22 6$1 (7’) 22 22 8$2 (Zl) 33 — 2)\ 8 T3 (ZZZ)

Finalmente agrupando los términos marcados en (i), (i) y (iii) obtenemos el
resultado deseado. B
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4.2. Curvatura Seccional

Corolario 4.2.1. Curvaturas Seccionales Métrica Conforme a la Mé-
trica Fuclidiana:
Sea (R",q) una variedad Riemanniana con § = A(Y_,_, dx3) conformes a la
métrica Buclidiana, entonces para una base (3 ortogonal del espacio tangente las
curvaturas seccionales Kgec(0ij) = Ksec(%, %) son

i J

fo (2 00\ _Auba VAR VAR
see 6:@’89@ - 2\ 4)\3 4)\3
~ Agh  [[VA2 3] ViAlR
== Ksec(aij) - - 2;2 - H 4)\3” + || 4;3 H (b) (421)

Vi # j donde Ay :82+612 yvzjz(%vaixj)'

Demostracién.
Empecemos a demostrar (a), haciendo uso de la formula [(360) del corolario
[Z6.1, asi tenemos que gz =\ y

T 0 0 Riﬂ Rggz
Ksec (8_1171, 8—%> 5” A (422)

Calculando el coeficiente del operador de curvatura Ei usando la formula [T 6.1

ji
de la definicion[36.2 tenemos que

o @) 3)
Z 0 0 =~
131 {Fizrjl Fl Fjl} + 1—‘] 8$F§l (423)

Ahora, los términos T son los simbolos de Christoffel de la métrica conforme a
la métrica Fuclidiana que calculamos usando las reglas de cdlculo del corolario
{13 asi los términos marcados con (1),(2) y (3), se desarrollan como sigue

(1) Para estos términos, la suma tiene la forma

" 1<i<n
Z{Filrgl Ji zl} - Z {Fizrjl Fl Fjl}
I#i#]
=1 l=j
ST, T+ T, - T, (2

Calculando los simbolos de Christoffel con las reglas de cdlculo para el caso
Il =1 y tomando en cuenta que i # j tenemos que

PO ~~ = 2 2
1 oA oA
J — i Moy — —_— -
{ FJZ Fzz } 4\2 ( <6(Ez > + ((%c] > )
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Para el siguiente caso tenemos con las reglas de cdlculo para el caso l = j
y tomando en cuenta que i # j tenemos que

N~ = ,./\ ,./\ 2 2
~ . ~ . ~ . ~ . 1 8)\ 8/\
rr M -1 1Ml=__" hddl

Sustituyendo en ([{.27]) obtenemos que

n 1<i<n
Z{Fliil—‘;l - Fé‘il—‘fl} = Z {Féirj‘l - Fé’irgl}
=1 I#i#]

e (Y (2)) - () (2))

1<i<n 1<I<n 1<i<n

= > (PLE -TLE) = Y TAE - Y TLE (29)

1] 1] 1]

Calculando los simbolos de Christoffel de la primera suma siguiendo las
reglas de cdlculo y dado que l # i # j tenemos lo siguiente

1ox = 10X

no_ - Yn o
Fii a 2\ &El Jt 2\ 8:El'

Para la sequnda suma siguiendo las reglas de cdlculo y dado que | # i # j
tenemos lo siguiente

~ ~.

;=0 Iy, =0

Por tanto, la seqgunda suma se anula y la primera se escribe continuando

en ([{.2.3]) como sigue

noo_ o 1<i<n o . 1§l§n~ . 1gl§n~ o
Z{Péil—‘;‘l - Fé‘il—‘gz} = Z {Fliil—‘;‘l - I‘é-il"f b= Z Péil—‘;‘l - Z Fé‘irzl
1=1 I£i#] I£i#] I£i#]

jﬁf’“fl = 1§f"< 1 ax) ( 1 8)\>
- LT = AT Y Al
I It 2\ 8:cl 2\ 8:cl
1 1§§" ( OX )2
=—— g2
4N Ikt 8:cl

(2) Para el término marcado con (2) tenemos que calcular el simbolo de Chris-
toffel T, el cual con la regla de cdlculo nos permite obtener lo siguiente

0 =, 0 1 0\ 1 0?
—TI=— (- )=\
oz; " Oz; ( 2\ (%cj) 2 023 nA
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(8) Para el término marcado con (3) tenemos que calcular el simbolo de Chris-
toffel F i, €l cual con la regla de cdlculo nos permite obtener lo siguiente

= 0 (1 0A 162
8xirﬁ_8xi<ﬁa_xi> 2321A

Hecho esto, podemos terminar de calcular el coeficiente del operador de curva-

tura joi continuando lo hecho en {{.2.3)

S ) (3)
2 0 0
Rzgz = Z{Fizl—‘;l Fé le} + 1—‘] 817 FJ
=1
1 1Sl§"(aA>2 1321 NI
Y 9. T o952 AT 55
4X ryw Oz 2 0 2 Oz;

. Ve . 2 2 .
Factorizando los términos como operadores de % Y % y asociado a A;j te-
nemos que ' !

1<i<n

2
1 02 1 02
“: ———=InA—==—=1InA
J 4)\2 l; (8@) 2 83:? 2 0x?
1<i<n 2
oA 0? 02
= e Z (—> < + ) In A
4 oref ox; dz? = Ox? 7
1<l<n 2
1 oA
= __Aij 1I1)\ 2 Z (—)
2 )\ Ikt 8:cl

Asi continuamos con el cdlculo de la curvatura seccional hecho en ([§-2.2)

2

1<i<n { 8

I"(’, 0 o szz . _%Aij InA— 4)\2 Zl;él;éj (8_)
see 6,@1', 6,Tj DY A

A o 1 1<I<n ﬂ
2)\ g 4)\3 It 8$l

Finalmente, intercambiamos | por k, ademds de sumar y restar los términos que
faltan en la dltima suma, para los casos de k =1 y k = j, asi obtenemos

1<k<n 2
~ o 0 1 1 = oA
Ksec <_;—> :__AijlnA_—z% Z (—>

Ox; Ox; 2\ 4\ ¥ oxy,
2

2N
2)

LAy —IVAI? + (
= .

2\

4/\3
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2 2
Ast, obtenemos el resultado en (a) definiendo |V \||? = (a)‘) + ( BA) .

oz, dz;
Para la férmula (b) tenemos que usar las siguientes identidades
2
22X oA
KGN (8””) N g A2
0z? D) A2 " D) A2
Usando esto en el resultado anterior tenemos lo siguiente
= 1 1 2, VAl
KSBC(O'U):—ﬁAijln)\—mHV)\H +T
1 1 1 IV A2
= ——— A A+ || Vi A|]? — == [|[VA||? + —L
A+ g Vi = o IVAI + 8
1 1 3|V All?
= ——— A d— — || VNP +
2)27Y 4N3 IVAIE+ 43

Asi, obtenemos el resultado deseado. B

Corolario 4.2.2. Curvatura Métrica Conforme a la Métrica Euclidia-
na en R?%: Sea (M, g) una variedad riemanniana con métrica g = \(dz? + dz3)
conforme a la métrica Buclidiana en R?, entonces la curvatura seccional (Cur-
vatura de Gauss) IN{SGC(Ulg) = IN(SGC( 90y — l?sec(TpM), tiene la siguiente

Dz Dzo
forma
o 9
_ _ Aln (8_12_ + 8_902_) InA
Koo = Kgoo(T, = - = — L 2 4.2.6
Demostracion.

Usamos el corolario [{.21] tomando i = 1, j = 2 yn = 2, lo que hace que la
formula (£-Z1}a) tome la forma siguiente

~ a 0 1 1
Ksec (8—3;1’ 8—,@) = —%Alg ln/\ = —ﬁAln/\ . (427)

4.3. Curvatura de Ricci

Lema 4.3.1. Curvatura de Ricci para Métricas Conformes a la Métri-
ca Euclidiana R": Sea (R™, §) una variedad riemanniana con g = \(}_;_, dz?)
y sea B C T, M una base ortonormal de T, M entonces tenemos que la Curva-

tura de Ricci en direccion de % tiene la forma
(0 Aln A (n—2) 02
Ric| — ) =— - ——1nA
' ((’“)xl> 2(n— 1A 2X\(n—1) 022 .

(n—2) 2 (n—2) o)) 2
C4X3(n—1) IVAIF+ 4X3(n—1) <%> (a)

B AN _ (n—-2) @
2(n— 1A% 2(n —1)A\2 9a?

(n—4) 3(n—2) (A’
~ T VAP (aT:) (®)
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Demostracién.
Usando la formula del lema 361 y sustituyendo la formula del corolario [{.2-]]
de las curvaturas seccionales, tenemos

1<j<n

. 0 1
e <a.’L’l) o n—1 Z Ksec(o'ij)
J#i
_ 1 1§J§n CAylnd VA2 . (({;’9_92\1_)24_(aa_gc,\j)2
T n-—1 oy 2\ I YBE
(1) )
e 1<j<n
[VAl®
—3x Z Ajjln A — Z e
- — i i
n-1 3)
1<j<n 9 3
e > ((2) < (2
P 2 o 5

Calculando individualmente los términos marcados con (1),(2) y (3) tenemos
que

(1) Para el término marcado con (1) calculamos la suma asociada al operador
2 . .
A = a%g + a%f lo que nos lleva a lo siguiente
i i

1<j<n ISi<n [ g2 g2 ISi<n go 1Si<n g
> s 3 (atag) = % aet 3 o
i i : J e N

La primera suma que no depende de j, entonces se suman (n-1) veces el
/ . 2 , N 2
término aa—xg. En la sequnda suma, sumamos y restamos el término 5%5 lo
2 2
que nos lleva a lo siguiente

1<j<n 1<j<n 1<j<n

Yoa=y Ly 2
Aij: —2+ 2.2
i L
02 92 02
—n-D5e+2 52 52
4 =1 7 i

62

En la 4ltima linea tenemos finalmente A como se define usualmente.

(2) Para la suma (2) tenemos que no hay dependencia de j por lo tanto tene-

mos que
1<5<n
55 HVAW47(<_UHVAW
e " )3
Jj#i
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(8) Para la suma marcada con (3) tenemos lo siguiente

6:51- 6,Tj - 6:51- al'j

J#i J#i J#

En la primera suma tenemos que no depende de j entonces hay (n-1) veces
(22)2. En la sequnda expresion sumamos y restamos (22)? asi obtenemos

E(@)-@) F @) @)
i Oz Oz, 7 \Ozi iz N0z

oo (@) R ) ()

N\’ )
—(-2) () +I9A

Continuando con el cdlculo original, sustituimos los resultados de las sumas en
(1) (2) y (3)
(1) (2)

1<j<n 1<j<n Hv/\”2
_% Z Aij In\— Z 4A3
Ric 0 = . g !
8171' n—1 X
1<j<n 2 2
o\ oA
+o5 D v
aN or. ox;
por ' ’
5 2
(& (AmAr+(n- 2)5—131113) - (- DI
n—1 + 5 ((n -2) (%) + |V/\||2>

Ahora, haciendo dlgebra y distribuyendo los términos tenemos lo siguiente
0 1 n—2 0?2
Ric| — | =—————AlnA— ——-=InA
e (8171) 2A(n — 1) . 2X\(n — 1) dx? .

(n=2VAI2  (n—2) (oA’
A3 (n—1) +4/\3(n—1) (8171-)

Ast obtenemos el resultado para (a). Para (b) usamos las siguientes identidades

2

2 O\
—82 InX = gT?’ - (BT) = Aln ) = A [V
z? A A2 A A2

y haciendo un poco de dlgebra en la férmula (a) obtenemos (b). B
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4.4. Curvatura Escalar

Corolario 4.4.1. Curvatura FEscalar para Métricas Conformes a la
Métrica Fuclidiana en R":

Sea (R™,g) una variedad riemanniana, con g = \g, siendo g la métrica usual de
R™ y sea f C TpM una base del espacio tangente T, M como en el lema[3.2.]),
entonces tenemos que la Curvatura Escalar para Métrica Conforme a la
Mgétrica Fuclidiana en R" tiene la siguiente forma

K@) =S am -2 Dyoye ()
1, -0
— - e )

Demostracién.
Usando la formula de la definicion y las expresiones para la curvatura de
Ricci del lema[£.3] obtenemos lo siguiente

n Aln ) (n—2) 2111/\

1 _. 0 1 T2(n—DA ~ 2X(n—1) 922
Kp)zgglRlC(%):EZ (n—2) (n 2) (8)\)2

o \~ ooV + oo (5

Distribuyendo la suma obtenemos que

1 Alma 5
K@) ==3 ; 2(n — 1)\ 4n)\3 Z VAl
(n—2) <« a_ (n—2) Z”: o\’
~ 2nA(n—1) Ox? AnA3(n —1) Ox;

=1

Las dos primeras sumas no depende de © asi tenemos n veces las expresiones su-
madas, por otro lado las dos sumas restantes tienen como resultado el laplaciano
y la norma al cuadrado del gradiente, por tanto

nAln A n(n — 2)

_ 2
2n(n—1A  4nX3(n—1) VAl

K(p) =-

7271(7;( ))m A+ (;( 2) )Hwn?

Factorizando términos comunes y haciendo dlgebra obtenemos

KO) = - g2 - 02w - )
~ 2(n—=1)AlnXA n(n-1)(n-2) 2
e

Alnx  (n—2)
e
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Finalmente obtenemos la primera formula. Para la sequnda formula, calculamos
Aln X como sigue

2 2
(R [oRY (oD FoD)
e o (B _E-(B) 82 (8)
z? T o \ N ) A2 DY A2
Con este cdlculo obtenemos lo siguiente
2
22X [oD)
n 82 o oOx2 (8:6»; )
Aln\ = W In\ = : b\ — )\2

2
n 92 n o\
Yl e Zizl(a—xi) AN ||V

A A2 A A2

sustituyendo en la primera suma obtenemos

(n—2) 2 L (AN [V (n—2) 2
VAf=—— | — — — VA

ndA3 VAl nA \ A A2 ndA3 VAl

_ﬂ Hv/\HZ _ (n_2)”v)\|‘2__£_ (TL—G)
nA2 n3 n4\3 B

1
K(p) = ——Aln )\ —
(p) —~ n A\

VA1

ni\2 nd\3

Ast, hemos llegado finalmente al resultado de la férmula (b). B

4.5. Resultados Preliminares

Ejemplo 4.5.1. Geodésicas para Métricas Conformes a la Métrica Eu-

clidiana en R?:

Sea (R?,q) una variedad riemanniana con métrica conforme a la métrica Eu-
clidiana, entonces las ecuaciones de las geodésicas para las métricas con-
formes en un sistema de coordenadas son de la forma

d2$1 1 d,Tl 2 dl‘g 2 1 d,Tl d,TQ
az Pl ) ~ ) ) ey g =0
d2$2 dl‘g 2 d,Tl 2 dl‘l dl‘g

2, ((=2) - (=2 or?, —1 2 —
az (( dt dt BRI

Demostracién.
Usando los resultados del corolario[{.1.3 tenemos que los Simbolos de Chris-
toffel para (R2,q) cumplen la siguiente relacion:

) 1 oA
(i) T}, =T3,=T3 =Ty = VT
.. 1 O\
(i) F§2 = 1—‘%2 = F%l = _F%I = 5—8@'
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Usando la férmula para las ecuaciones de las geodésicas del corolario que
son de la forma

2y, 2 dx; dx;
dt? + — dt dt Y ’ ’

4,j=1

Asi la ecuacion geodésica para el indice k =1 se ve

:d2:vl+ 2 %dwi 1
dt? — dt dt Y

4,j=1

0

(@) (@) (i4) (i4)
e (@)2 e (dx2)2 T day dry T day darg

=— F _ _— -
az T\ 2\ qt 2 gt dt g dt

Identificando los simbolos de Christoffel marcados con (i) notamos que cumplen
la siguiente relacién Tl = —T'3,. Los términos marcados con (ii) cumplen que
I}, =T, Sustituyendo T3, por Tl y T'l, por T3, obtenemos lo siguiente

o=fr g (0" g (dea\T o deidey | dede
dt? WA dt A dt 2°qt dt 2qt at

d2$1 d,Tl 2 dl‘g 2 d:zcl dxg
= I‘l _ 2F1
gz Tu <( dt dt LT

Ast tenemos la primera ecuacion geodésica.
Continuando con los cdlculos, ahora con k = 2, tenemos lo siguiente

:_d2$2_|_ - %dwi 2
dt? — dt dt Y

i,j=1

0

(i1) (i1) (@) (@)
:d2172 +F2 dIl 2 +F2 dIQ 2 ‘F2 dIl dIQ F2 dCCl dCCQ
dt? 1 2\ at 2odt dt 2oat adt

dt

Identificando los simbolos de Christoffel marcados con (i) notamos que cumplen
la relacion T35 = I'3,. Los términos marcados con (ii) cumplen que I'3y = —T'3,.
Sustituyendo T3, por T'35 y T3, por T2, obtenemos lo siguiente

d2I2 2 <d$1>2 2 (d$2)2 2 dCCl dCCQ 2 dCCl dIQ

O:—— _— _— _—
dt? 2\ a4t 2\ dt 2o Ty

d2$1 d,TQ 2 dl‘l 2 d:zcl dxg
= I‘2 _ 2F2
az T <( dt dt LT

Por tanto, tenemos la seqgunda ecuacion geodésica. B
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Ejemplo 4.5.2. Geodésicas para Métricas Conformes a la Métrica Eu-
clidiana en R3: Sea (R®,§) una variedad riemanniana con métrica conforme
a la métrica Fuclidiana, entonces tenemos que las ecuaciones de las geodésicas
en un sistema de coordenadas son de la forma

d2$1 dl‘l 2 d,TQ 2 dCC3 2 d,Tl d,TQ dl‘l d$3
—— 41! ) - (=) - (= orl, -2y opt, 2 22—
@ u (( dt dt t R T T T
Pay gy ((d22)*_(don)’_ (das\*\ o derdey o deadag
dt? 2 dt dt t 2 gt dt Bat dt

d2$3 d$3 2 dl‘l 2 d,TQ 2 dl‘l d$3 d,TQ dCC3

rs — ) - — - — o, —= 2 4 ord, =2 —
gz T <( dt dt dt 2y g Ty g =0
Demostracién.

Empecemos usando los resultados del corolario asi tenemos que los sim-
bolos de Christoffel para (R?,g) cumplen la siguiente relacion:

(0) 1—‘?2 = ng = Fgl = Fég = 1—%1 = lesz =0

) 10X
() F%l = F§2 = Fi’3 = —F%2 = F%l = Fgl = —F§3 = ﬁa—xl
.. 1 OA
(i) 1—‘52 = F%l = 1—‘23 = _1—%1 = 1—‘}2 = I‘§2 = _F§3 = ﬁﬁ—xg
1 O\
(444) F§3 = 1—‘1131 = F§2 = _F§2 = F%3 = 1—‘%3 = _Fiﬂ = 58—353

También usando la formula para las ecuaciones de las geodésicas del corolario

[2.5.2

d%xy, > dx; dx;
— ——TI7 =0, k=1,2,3 4.5.1
3 +1-- = L =0 2, (4.5.1)

La ecuacion geodésica para el indice k =1 es la siguiente

(1) (1)
d2$1 3 d,Tj d:vi 1 dle /1\ dl‘l 2 /1\ dl‘g 2 /1\ dCC3 2
dt? +ij_1 @ @t T ge Tl (dt) + 1 (dt) T (dt)
+ Ty @@‘F 1 @@‘F 5 day iy
dt dt dt dt dt dt
D i e 2
+ Ty da, drs §1%@+ 3 s dry
dt dt dt dt dt dt

Identificando los simbolos de Christoffel marcados con (0) notamos que cumplen
la siguiente relacion T'y; = T'3, = 0. Los términos marcados con (i) cumplen que
I't, = -T'l, = —T'i;. Los términos marcados con (i) cumplen que '}, = T3,.
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Para los términos marcados con (ii) cumplen la relacién T}, = T'l;. Final-
mente, sustituyendo T'3, , T35 por Ty, Ty por T3, y T3, por T'l; obtenemos lo
stguiente

Py S~ drgdny P dodes o de do
dt? " = dt di U2 125t at Bqt dt

i,j=
1 d:zcl 2 dl‘g 2 dxg 2
Frul(l—= ) =) — (= =0
dt dt dt
Asi tenemos la primera ecuacion geodésica.
Continuando con los cdlculos, ahora con k = 2, tenemos lo siguiente

) 3 ) (i1) 5 (i1) 5 (i1) 9
d i) dCCj dIl 2 d i) _ dCCl _ dCCQ _ dIg
z2 2 22T - r = T il
e — dt dt VA i) Trelw ) Tie g

1,]=

(i) (0) (i)

T dnydry N deydrs | TN de dey
12 g dt B oqe dt g dt

(44) (0) (44)

ST dradny | T duydn | TN doy dry
Boat dt Loq dt 24t dt

+

Identificando los simbolos de Christoffel marcados con (0) que cumplen la rela-
cion T3, = T2, = 0. Los términos marcados con (ii) cumplen que I3y = —T'3; =
—T'%,. Los términos marcados con (i) cumplen la relacion T3, = I'3,. Para los
términos marcados con (i) cumplen que '3y = I's5. Sustituyendo '3, T35 por
I'%,, T2, por I'3; y '35 por T'3, obtenemos lo siguiente

d2$2 + - de dIl 2 7d2172 + 2 dIl dIQ + 2 dCCQ dCCg
dt? — dt dt T dt2 2q de Bt dt

7,7=1
+ F2 dIQ 2 dCCl 2 dIg 2 -0
2\ dt dt dt B
Asi tenemos la seqgunda ecuacion geodésica.
Continuando con los cdlculos, ahora con k = 3, tenemos lo siguiente

P . , h) , ) , ) )
3 dz; da:irg _ d*x3 ’Fg‘(d:cl) ” 3‘(d:cg) ” 3‘(%)

i@ e d i ae e ) TR e

(0) (2) (0)
dt dt dt dt dt dt
(i) (4) (i7)
dt dt dt dt dt dt
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Identificando los simbolos de Christoffel marcados con (0) cumplen la relacidn
I'$, =T3, = 0. Para los términos marcados con (iii) cumplen que 33 = —T'3y =
—TI'3,. Los términos marcados con (ii) cumplen que I's; = I's,. Por dltimo para
los términos marcados con (i) cumplen la relacién Ty, = I'$5. Sustituyendo T'3,,
I3, por s, T3, por T3, y T3, por T'3; obtenemos

Py | g~ dujdeipy  Pay | g duadey | oy doy day
dt2 o dt dt Y de? 2 dt dt Bat dt

1,j=1
cpe (s (e (d\
33 dt dt dt -

Ast tenemos la ultima ecuacidn geodésica. B

Ejemplo 4.5.3. Curvaturas Métricas Conformes a la Métrica FEucli-
diana en R?: Sea (R?,§) una variedad Riemanniana con métricas conformes a
la métrica Fuclidiana, entonces la Curvatura de Gauss cumple los siguiente

=~ =~ . 0 ) 0 ~ Aln )\
Ksee(012) = Kgee(o21) = Ric (8—) = Ric (8—) =K(p)=- 22 .

T T2

Demostracién.
Usando las formulas del corolario[{-2.1), el lema[£.3.1]y el corolario[{.4.1} tomando
n = 2, tenemos para la primera formula
oA 2 O \2
7 o Ayla wAR GG
weloy) = — =~ e 3
Ahora, tomando n = 2 obtenemos dos curvaturas seccionales asociadas a dos
subespacios de T,M es decir, 012 ,091 C T, M, generadas por la misma base,
{8%1, 8%2}, también tenemos que el operador A;; es simétrico, por tanto Az =
Aoy = A, ast los ultimos 2 términos de la suma se anulan debido a la definicion
de |VA||? = (%)2 + (%)2 lo que nos da finalmente
i J

~ ~ Aln A
Ksec(012) = K560(021) = 2\

Ahora, trabajando con la formula del lema[{.3.1] que corresponde a la curvatura
de Ricci, tenemos

. 0 Aln A n—2 02
Rie (a7> =T 3m—Dr Do ™

n—2 9 n—2 oA\ 2
C4X3(n—1) IVAIF+ 4X3(n—1) <%>

(4.5.2)

Dado que n = 2 los ultimos 3 términos de la formula se anulan por tanto
obtenemos finalmente que

) 0 . 0 Aln A
Ric (8—171) = Ric (8—172) = —T
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Para terminar tomamos la férmula (a) del corolario [{-4-1] lo que nos da

K(p) = ——Aln/\

o W ||V)\H2 ——Aln/\

2
Ast finalmente obtenemos el resultado deseado, al considerar el resultado de los
cilculos en las 3 curvaturas. B

Ejemplo 4.5.4. Métricas Conformes a la Métrica Euclidiana para
maltiplo de funciones: Sea (R",g) una variedad riemanniana con g = A\ Aag,
siendo g la métrica usual de R™ y A\, Aa : R® — R tales que \;y > 0 y Ay >0
entonces los Stmbolos de Christoffel y las Curvaturas para la métrica Con-
forme en TR} tienen la siguiente forma

Simbolos de Christoffel:

a) Sii#j#k, l"k-—O

b) Sii=j#k T =Tk=—;LoM Lok
¢) Sii=k#j,Th=Tj = -2 4+ 1%,
d) Sik=j#i Th =T} = L2 Lo
¢) Sii=j=k Tf=T}=2 Lok

Curvatura Seccional:

KM (0" ) K2 (U ) VA1 -V 1 OA1 0o OA1 0o
Ksec i sec\~ ] sec\Yij _ L .
() ==t =% oex T oxenz \x, 0w | Ox, Oz,

Curvatura de Ricci:

mie (2 = (%) e () m-2va-va | (232
ox; ) Ao A1 2(n — 1))\%/\% 2(n — 1))\%)\% .

Curvatura Escalar:

KNG) |, K@) (=2

Kp) =— N NI

VA1 - Vs.

Siendo Ks(;)c(aij) Rict )( =)y KO)(p) las formulas de las curvaturas asocia-
das a las métricas \1g y /\Qg respectivamente.

Demostracion.

Empecemos por calcular los simbolos de Christoffel usando la regla de cdlculo

del corolario [{- 1.2 tomando el factor conforme A = A1 A\ asi obtenemos que
Lox 1 0(MA) Ay O\ A1 O 1 0N 1 09

Xa_iﬂl a /\1/\2 8{EZ o /\1/\2 8:171 + )\1)\2 8{EZ a /\_1 8{EZ )\_2 8IEZ
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Sustituyendo en las reglas de cdlculo de corolario [{.1.9 obtenemos el resultado
deseado. Para obtener las formulas primero hacemos los siguientes cdlculos para
A=A

ox | 0N OAs
a—% = )\25)—% + /\16—%

AN A N 20 . A OXs

o (3 (@) (G - (3))-

M\ (o)’ OM Oda DN ONg
2 il T il T il T
)\1 <<6wl> + (6:57 + 2/\1)\2 6:51- 6:51- + al'j al'j

(i) VA2 = MBIVAR + AV + 20 A0 VA - Vag

. 0 0 0
(Z) a—%ln/\—a—%lnz\l—l—a—%ln/\g
(i) AjjInd=A;In A +Aj1In Ay
(i4) AlnA=AlnA; +Aln X,
)

Continuando con el cdlculo, empezamos con la formula para la curvatura sec-

cional dada en el corolario [{.2.1]

Ronon) = o (2 00— _Aular VNP GE)* G)”
seelTul T e\ Oy 0y ) 2A e IPE

Usando (ii), (vi) y (vii) en la formula obtenemos que

~ Al VA2 G
Roeelow) == —3—~ " e
(1) @) (1) (@)
CAGIn A Aynd MVAP MV
Dhe 2\ AN AN
(1)

(3) 2 2
—_—— A2 [22NY oA
_ 2201 A1 VA1 -V, 2 ((axl) + (sz)
NN AN
(2)

(3

2 2
A2 (”2) n (%) 0M1 DX L M DA

+
A3 A3

+

Agrupando y simplificando los términos marcados con (1), (2) y (3) obtenemos
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lo siguiente

K (0is)

2 2
(22NN (oD%
Rceloy) = | Bulnds VAP ((‘"’) +(8%‘)) L VAV
sec\0ij) = 2/\1 4/\? 4/\? )\2 2)\%/\%

A
K2 (0ij)

2 2
922 92z AL AA AL OX
Aijln/\g B HV/\2||2 <(617) +(611) > i_’_ (3_113_963—’_8_96;8_15)
2 3 3 ¥ ININZ

Identificando los términos marcados con K}\.(0:;) y K22.(0;) los cuales son

las curvaturas seccionales del corolario [{.2-1] aplicado a los factores conformes
A1 Y A2, esto nos lleva a la siguiente expresion

OA1 O OA1 O
I? ( ) Ks)\elc(aij) n K?gc(crij) VA1 -V n (811 Bzf + B_zjaxj)
sec\0ij) = -
J o M INIAZ INIAZ

Asi obtenemos el resultado deseado para la curvatura seccional.
Continuando con el cdlculo usamos la férmula del lema[3.6.1] para la curvatura
de Ricci y la formula anterior para obtener lo siguiente

AP N LS e o (221 ?“Z—Ajgﬁj)
CTERTEES R
ox; n—1) &~ J n—1) 4~ Y -
% ( ) i ( ) i _"_Kse;\(la”) _ vg\ifygq
Distribuyendo la suma y agrupando obtenemos lo siguiente
Ric™ (52-) Ric*2 (52-)
1 1<j<n 1 1<j<n
A A
-1 Y Klioy) CE) > KX(0i))
Fie (2 = 4 . 7
al'i )\2 /\1

()

1 lgin O OAg i %%
VA -V (D) dx; dw; ' Oz, Ox;

_|_
INN TN

Identificando Rich(%) Yy Rich(a%i) las curvaturas de Ricci del lema [3.6.1]
correspondientes a los factores conformes A1 y A2, a continuacion desarrollamos
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el término marcado con (*)

1<j<n

1 1527%" O\ DXy DA N\ DA OXs 1 OMy O\
(n—1) dx; Oxr; = Ox; 0x;) Ow; dx;  (n—1) oy dz; O
M Z M Dhe NN
8171 8171 8Ij 8.Ij 8$Z 8171

7(11—2)%% V/\l-V)\g
"~ (n—1) 0x; Ox; (n—1)

Sustituyendo el calculo anterior obtenemos finalmente el resultado deseado.

<A o <A 9
(00 _fe” (aT) . Ric™ (aT) VA VA  (n=2)FFE VA VN
o1, o M 2N 2n— DA 2(n— DAIAZ

. o . [s]
_Rie™ (o) | e (%) m-2vn . va | -2)quo
N A2 A 2(n — 1)A\2)\2 2(n — 1)A2)\2

Asi hemos llegado al resultado deseada, sin embargo haciendo los cdlculos par-
tiendo de la formula dada en el lema[{.3-1 podemos notar que obtendriamos el
mismo resultado.

Continuando con los cdlculos, usaremos ahora la formula dada en en la defini-
cion 305 en resultado anterior para obtener la curvatura escalar, lo que nos da
lo siguiente

KM (p) K22 (p)
A2 Al
1 n 1 n ,RZ'C)\1 (32) 1 n R’LC>\2 (i)
1 2

1 z": n—2 )V VA 1 z": (n—2) G52
n < (n—1)A\2\3 n =\ 2(n— 1A\
Nuevamente identificando K™ (x) y K*2(z) correspondientes a las curvaturas
escalares como en la definicion [Z6.0 aplicadas a los factores conformes, dividi-
dos entre Ay y A1 respectivamente, por otro lado las sumas marcadas con (1) y

(2) se calculan a continuacion

1 Z": 2)VA1 - VA2 n(n—2)VA - Vg
(n —1)A2X3  2n(n— 1)A32N3

i=

1 Z =G5 | (= 2)VA- Vi
n (n—1)A2)3 2n(n — 1)AI\3

=1
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Subtituyendo y calculando finalmente obtenemos

_ KM(p)  K*M(p) nn—2)VA -V (n—2)VA -V

K —
) =— "+, on(n — HAIAZ 2n(n — 1)A2AZ
_ K™ (p) n K*2(p) n (1 —=n)(n—2)VA; - Vs
/\2 )\1 2n(n — 1))\%)\%
_ K™ (p) N K*2(p) ~ (n=2)VA -V
)\2 )\1 2TL)\%)\%

Finalmente hemos obtenido el resultado deseado. B

Ejemplo 4.5.5. Variedades de Curvatura Constante:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n con curvatura constante
K, podemos caracterizar estas variedades en 3 grupos importantes de la siguiente
manera

K <0 Espacios Modelo hiperbdlicos.
K=(K=0 Espacios Modelo Euclidianos.
K>0 Espacios Modelo a la Esfera.

El estudio de las curvaturas, simbolos de Christoffel y geodésicas para los
espacios de curvatura K = 0 correspondientes a espacios modelo Fuclidianos,
todo ello se reduce a considerar que los simbolos de Christoffel son l"fj =0 lo
que tmplica que solucion de las ecuacion geodésicas dan como soluciones rectas
en R™.

Continuando con las demds variedades las podemos caracterizar usando una
métrica conforme a la métrica Fuclidiana usando la n-esfera como espacios
modelo (K > 0) y el Disco de Poincare (K < 0), para estos casos usaremos
una métrica auziliar que mos permitird hacer los cdlculos para las curvaturas
y corroborar que son constantes con el signo correspondiente, ademds de que
podremos calcular los simbolos de Christoffel y las ecuaciones de las geodésicas.

Esfera S"™ Espacio Euclidiano Disco de Poincaré H"

K=0 K <0

Figura 4.5.1: Espacios de Curvatura Constante.
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Antes de empezar cabe resaltar que esta métrica auziliar esta basada en la

métrica obtenida gracias a la proyeccion estereogrdfica, las referencia para obte-
ner las métrica que inspiran el factor conforme que usaremos se pueden encon-
trar en [CFK' 97, Seccién - Hyperbolic Geometry], [Leeld, Seccién 3 -Spheres]
y [Leeld, Seccion 3 - Hyperbolic Spaces].
Para comenzar usaremos una métrica auziliar que involucra el uso del pardametro
s, el cual dependiendo de su signo permite obtener los casos de curvatura posi-
tiva o negativa respectivamente, asi tenemos (M, g) una variedad de curvatura
constante K con la métrica conforme a la métrica Fuclidiana.

<Zd )_ AC% (0 da?)  AC? (X, da?)

(C + s||z||?)? (C'+$(ZZ L x7)?)?

Entonces podemos usar las formulas del corolario[{.1.9 para calcular los simbolos
de Christoffel, el corolario[{.2.1}, lema[§.31| y corolario[{.4.1] para las curvaturas
Seccional, Ricciy Escalar respectivamente. Calculando para la funcion conforme

2 . .
Az) = W lo siguiente

O\ 4%25C%x; sTiA\2
) - = — ¢ = — v C 2
O T TPy oz (C+slzll”)
17 —_— = —
Oz; (C + s]|z]2)° c?
45>
(i) VA2 =
. D 652 sA\?
() gz = crtiX = Gz (O +sllall)
O\ oA 48203 5,
(’U) (6901) + <6_$J) =z (Ii —I—:Ej)
; 25\2
) A= (e +8) = 2 )

Con esto calculamos la curvatura seccional del subespacio o;; C T'M partiendo
de la formula del corolario [{-2-1] ademds de usar (iit), (v) y (vi) obtenemos lo

stguiente
2 2
ox K28
~ IAVFD ||V)\H2 3 ((811> + (8%) )
Kueelow) = =55 =T +1 JE
B _652/\2(1712 + %) N 25N (C +sllz[®)  4sA3||]? %452/\3(3312 + %)
B 2022 202)2 40273 4 C2\3
352 s2
= @+ ) + G(C +slel?) - Cﬂlﬁ+——@r+w)
=5
- C
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Asi hemos obtenido que IN(sec(oij) = %, Vi, j,continuando usamos los resultados
del lema [3.6.1] para la curvatura de Ricci

9 1 1<j<n 1 1<j<n s s
) a. | = 7T Koeeloij) = - = =
Rie (8:@) (n—1) ; (03) (n—1) ; c C

Nuevamente tenemos que Ric (8%) =
dada en la definicion [3.6.7]

I ~,. (0 1
K(p)_E;RZC<8xZ—)_E

Por lo tanto obtenemos

& » Vi, a continuacion usamos la férmula

S S
> ¢

i=1

n

~ ' b B s
Ksec(oij) = Ric (81:1) =K(p) = oK

Para todo 1,7, con este resultado podemos caracterizar los dos grupos de varie-

dades de curvatura constante considerando C' > 0 e intercambiando de signo del
pardmetro s = —1,1.

| K>0=s= | K<0 =s=-1 |
402 402
)\ = A 1o\ )\ =
‘“)<0Hﬂm2 @) = ey
| Keeloy) =% | Keeloy)=-% |
| Rie(Z) =% | Ric(&)=-% |
| Kw=% | EKm)=-%

Ahora pasamos al cdlculo de las ecuaciones geodésicas para los casos de di-
mension n=2,3. Empezaremos por el siguiente cdlculo usando (i)

1 0\ STiN? ) ST\ )
ﬁaxi __2/\02(O+S”IH )—_202 (C + E|lz||?)
B _4SIiOQ(O+SHIH2) _ 2sm (45.3)
202(C +sllz[2)2 O+ sz|? o

Para el caso de dimension n=2, los simbolos de Christoffel de acuerdo al coro-

lario[f1.3 y a [.5-3) son de la forma siguiente

1 oA 2sx1
My =Th=0%=Th=gr—="F"—"70
11 12 21 227 9N\ 0z C + sz||?
1 O 2
[ =Ti, =0y =-T] = - rr

22 0ry  C + sz
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Usando el ejemplo [{-5.1] las ecuaciones geodésicas con estos simbolos de Chris-
toffel para la primera ecuacion se ven asi

d2$1

doy\° dzy\° dzy dz
1 ariy [ 422 1 &1 82
Cdr? +F11((dt> (dt>>+2F12 dt dt
_ oy 2wy (fdn )P (dea\T) | dszy doidams
Cdt2 C+ s|x|? dt dt C +s|jz||2 dt dt
d?xq 2s dxry 2 dxo 2 49 dry dxo
= — — ) - | = x To—— ——
a2 C + sz|2 dt dt P T
Para la sequnda ecuacion tenemos lo siguiente
d2$2 2 dCCQ 2 dIl 2 1 dCCl dCCQ
0="g2 T2 (E) - <E> 2y
7d2x2 255 dxa 2 dzrq 2 4sx1  dxq dxo
Cdt2 C+ s|x|? dt dt C + s|jz||? dt dt
ey 2 dwa\* _ (de )7\ o duide
N EEE dt dt 2T dt

Hecho lo anterior, para espacios de curvatura constante K > 0 es decir s = 1
obtenemos lo siguiente

. d2$1 2 d:zcl 2 dl‘g 2 dl‘l dl‘g

O 7 ~ T (((E) _<E Sl i Tl
d2$2 2 dxg 2 dl‘l 2 dl‘l dl‘g

ji - —2) (=2 21—~ =2 =0

(@) 2 C + |z|2 ((( dt > ( dt T2 A

Para espacios de curvatura constante K < 0 es decir s = —1 obtenemos lo
stquiente

. d2£L'1 2 d:zcl 2 dl‘g 2 dl‘l dl‘g

) +c_|x||z(<(ﬂ> _<E w1t 2o ) =0
d2$2 2 dxg 2 dl‘l 2 dl‘l dl‘g

y dra\*  (da 5 da1dea ) _

@) 3z * e e ((( di ) ( @) |y

Continuando con el caso de dimensién n=38 nuevamente usando [4.5.3) y el
corolario con esto tenemos que los simbolos de Christoffel cumplen lo si-

0
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guiente

F?z = 1—‘%3 :1—%1 = 1—‘%3 :1—%1 = 1—%2 =0

1 O\ 2sxy
Dl =T =Ty = Ty =13, =Ty = Ty = g3 = — 5

1 0A 2sx9
D5 =Ty = Doy = —Th =Th =T, = T = 55= =~ i

1 0A 2sx3
Dfy =Ty =D =I5 =I5 =Ty = Th = 5155 =~

Ahora usando el ejemplo [{-0-2 y haciendo cdlculos similares al caso para n = 2
obtememos que las ecuaciones geodésicas con estos simbolos de Christoffel son

d?xy 2s dzq 2 dxo 2 dxs 2 i dxry dxo Lo dxq drs _0
a2 C+ s|z|]? dt dt dt AR T A ) T
A2z 2s dzs 2 dxq 2 dzs 2 dzry dxo drs dxs

— — ) =) - | = 200— —— 4+ 23— —— | =0
a2 C+ s|z|]? <<( dt dt dt Tt A YA T
A2z 2s dzs 2 dxy 2 dzs 2 dry dxs drs dxs

— — ) - =) - | = 20— —— 4+ 22— —— | =0
a2 C+ s|z|]? <<( dt dt dt Ts Ay YA
Hecho lo anterior, tenemos que para espacios de curvatura constante K > 0 es

decir s = 1 tenemos

() d2I1 2 dIl 2 dCCQ 2 dIg 2 + 9 dIl dIQ dCCl dCCg 0
i — — ) -] - | = x x —— ] =
ez C+ |z|? dt dt dt PUERA at Sdt dt
iy Loz 2 doo\* _ (de ' (dag\T\ o deidmy o dwadas)
a2 C+ |z|? dt dt dt 2T dt dt dt )
i S dag\* _ (de )" (dw\P\ o deides o dwadas)
a2 C+ |z|? dt dt dt ST dt >dt dt
Finalmente para espacios de curvatura constante K < 0 es decir s = —1 obte-
nemos
d2I1 2 dIl 2 dCCQ 2 dIg 2 dIl dIQ dCCl dCCg
] — ) -] - | = 2 ——1=0
O 7 T e <<< dt> (dt) <dt> Tt AT STat dt
d2I2 2 dIQ 2 dCCl 2 dIg 2 dIl dIQ dCCQ dCCg
%) — ) -] - | = 2 ——1=0
@) = * e e <<< dt> (dt) <dt> R T STat dt
d2$3 2 d$3 2 dl‘l 2 d,TQ 2 d,Tl d$3 dl‘g dCC3
— ) - =] - | = 201 — ——1=0
(W) 7+ T ((( dt dt a ) | w ST

Con esto concluimos el ejemplo para variedades de curvatura constante.
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5. Preliminares Fisicos

Definicién 5.0.1. Sistema Mecdnico Simple:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y V : M — R una funcién diferencia-
ble llamada Funcién Potencial entonces llamaremos a la tripleta (M, g, V)
Sistema Mecdnico Simple. A la variedad M se le llama Espacio de Con-
figuracion, al haz tangente TM se le llama Espacio Fase o Espacio de
Estados. Un punto (p,v) € TM es un estado del sistema mecdnico el cual
involucra la posicion y velocidad de una particula en el sistema mecdnico.
Empecemos definiendo la Energia Cinética K : TM — R de la siguiente
forma

1
K(vp) = §gp(v,v) Y, € TM.

Con esto se puede construir la cominmente conocida como Energia Total
del sistema F : T M — R como

E(vp) = K(v) + V(n(vp)) Yo, € TM.

También podemos definir la funcién Lagrangiano £ : TM — R que tiene la
forma

L(vy) = K@) —V(n(v,) Vv, € TM (5.0.1)

Hay que resaltar que en el caso méas general estas funciones pueden explicita-
mente depender del tiempo, sin embargo en nuestro caso estas depende implici-
tamente del tiempo por lo cual agregamos la palabra "Simple". Ahora vamos a
definir las Orbitas o Trayectorias Fisicas, asi podremos diferenciar los crite-
rios y condiciones a cumplir para considerarlas soluciones del sistema mecanico.

Definicién 5.0.2. Trayectorias Fisicas:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana y (M,g,V) un Sistema Mecdnico
Simple. Una Orbita o Trayectoria Fisica es una curva v : (a,b) = M que
satisface la ecuacion de movimiento (Sistema Dindmico)

Z5(0) = Vaari(t) = ~(grad V), (50.2)

Con esta definicién de Trayectorias Fisicas tenemos lo necesario para de-
sarrollar la parte central de este trabajo, cabe resaltar que esta definicion es
consistente con el Principio de Minima Accién de Maupertuis y el Prin-
cipio de Conservacién de la Energia.

Continuando con esta exposicién vamos a dar una pequenia demostracién del
Principio de Conservacién de la Energia.

Proposicion 5.0.1. Conservacion de la Energia:

Dada (M, g,V) un Sistema Mecdnico Simple y v(t) una trayectoria fisica
entonces la Energia Total es constante a lo largo de vy, dicho de otra forma
E(yy) =C.
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Demostracion. Supongamos que Y(t) es una trayectoria fisica del sistema me-
cdnico simple (M, g, V), tenemos que la funcidn de energia en esta trayectoria
tiene la siguiente forma

E(1,(t) = K(¥(t) + V(r(1,(1) = K(7(8)) + V(v(1)))-

Calculando la derivada respecto del tiempo de la funcion de energia tenemos los
sitguiente

& B (0) = S (KG(0) + V(1)

- 4 (30500 + v

Dado que la Conexién de Levi-Civita es compatible con la Métrica Rieman-
niana (Corolario [3.51) y dada la definicion[54.0 del campo gradiente tenemos
lo siguiente

GE0) = 5 (59,6050 +V6w)

— 5 (330,30 + v 6(0)
=5, (Z30:50) + 6y (arad V), 5(0)

Haciendo uso de la definicion[5.0.2 de Trayectoria Fisica tenemos finalmente

G0 = 9y ( 30.50)) + gy (grad V), 3(0)

= gp (=(grad V),,74(t)) + gp ((grad V),,5(t)) = 0
Con esto concluimos que la funcion de energia total es constante. B

A continuacién podemos hacer una distinciéon de la regién en la cual la
funcién de energia total tiene sentido, es decir dado E(v) = h siendo h un valor
constante de energia, entonces tenemos que dada (M, g, V) y el valor de energia
constante tenemos que

1
h=K+V=h-V=K=9g>0=V<h

Con esto podemos definir lo que conoceremos como la cerradura del h-Espacio
de Configuracién siendo de la siguiente forma

My ={xeM:V(z) <h}.
Dado que g es no degenerada tenemos que el h-Espacio de Configuracién es

Mp={zreM:V(x)<h}.
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Lo cual representa una Subvariedad de M.
Denotaremos a la Frontera del h-Espacio de Configuracién como

OMp={zeM:V(z)=h}.

En algiin momento vamos a hacer uso de la Frontera del h-Espacio de Con-
figuracién pues bajo la definicién de la Métrica de Jacobi-Maupertuis ésta
sera degenerada.

5.1. El Principio de Maupertuis

Ahora tenemos lo necesario para justificar y construir adecuadamente la
que conoceremos como métrica de Jacobi-Maupertuis y senalar las diferen-
cias entre el principio de Maupertuis y el principio de minima accién
de la mecanica clasica, pues la formulacion matematica de principio de
Maupertuis es un caso particular dentro de las formulaciones Hamiltonia-
na y Lagrangiana de la mecanica, para ello definimos de manera general la
formulacion de la mecanica Lagrangiana, para senalar finalmente las limita-
ciones o restricciones bajo las cuales trabajaremos con la métrica de Jacobi-
Maupertuis.

Definicién 5.1.1. Sistema Mecdnico Lagrangiano:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana yV : M — R una funcién potencial,
se define un Sistema Mecdnico Lagrangiano como la dupla (M, L), siendo
L una funcion Lagrangiano definida con la ecuacion [50 1

Definicién 5.1.2. La Accion en Sistemas Mecdnicos Lagrangianos:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana, V : M — R una funcién potencial
y (M, L) el Sistema Mecdnico Lagrangiano asociado, definimos asi la Ac-
cién de una curva v : [a,b] = M como

Definicién 5.1.3. Principio de Minima Accion:

Sea (M, L) un Sistema Mecdnico Lagrangiano, una curva o : [a,b] = M,
se dice que es un extremal de la accion si esta curva minimiza el funcional S es
decir

b b
min S(v) := Inin/ E("y(t))dt:/ L(a(t))dt.

yeEM yeEM
A esta afirmacion se le conoce como el Principio de Minima Accion.

Para més informacién sobre la formulacién matematica moderna en términos
del célculo variacional se puede consultar [Arn97, Capitulo 3], [LLBP7S8, Capi-
tulo 1, Seccién 2] y [AKN10, Seccién 1.2 ]. Una forma equivalente del Principio
de Minima Accién se expresa mediante las ecuaciones siguientes.
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Definicién 5.1.4. Las Ecuaciones de Fuler-Lagrange:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n, V : M — R una fun-
cién potencial , (M, L) el Sistema Mecdnico Lagrangiano asociado y
¥ € D una carta arbitraria (o cartas) que contiene a vy, entonces se dice
que v cumple con el Principio de Minima Accién si y solo si, la curva
x(t) = 1 ov(t) satisface las Ecuaciones de Euler-Lagrange

oL  d oL

0 i=12...n

Aqui consideramos &(t) = dipy o (t).

Definicién 5.1.5. Accion Reducida o de Maupertuis:

Sea V : M — R una funcién potencial con (M,g,V) el sistema mecdnico
simple asociado y dada una curva -~ : [a,b] = M, se define la Accién Reducida
(o Accion en el sentido de Maupertuis) como sigue

$00) = [ VERG) = [ VA=V,

Esta definiciéon estd motivada al hacer una analogia a lo hecho en la sub-
seccion 23] sin embargo debido a que estamos trabajando en el haz tangente
tenemos que el diferencial de longitud es dl = ,/gdt y si consideramos un valor
de energia fijo h el hamiltoniano del sistema mecanico a lo largo de la curva es

h=E() =K@ +V(r(h) = h=V((n) =K@ ¥ € LM CTM.
Despejando obtenemos la expresiéon que aparece en la segunda integral.

Proposicién 5.1.1. Principio de Minima Accién de Maupertuis:

Sea (M, g,V) sistema mecdnico simple, dada una curva « : [a,b] - M y la
Accién Reducida de la curva, entonces a es una Trayectoria Fisica si mi-
nimiza la Acciéon Reducida es decir

min Sy(y) := min / \/2(h—V)g,dt = /a V2(h = V)gadt.

yYEM yeEM

Esta afirmacién es una parafrasis del Principio de Minima Accién de
Maupertuis expuesto en el capitulo 2y con mas énfasis en la secciéon
Para mas informacién respecto a la formulacion matemética de este principio
revisar [Arn97, Capitulo 9, pagina 245] , [Pin75, Seccién 1.2] y quizds la re-
ferencia con mejor explicacién fisica [LLBPT78| Capitulo 7, Seccién 44, pagina
169].

66



6. La Meétrica de Jacobi-Maupertuis

6.1. Generalidades de la Métrica de J-M

Definicién 6.1.1. Métrica de Jacobi-Maupertuis:
La métrica de Jacobi-Maupertuis g, : TM x TM — RT correspondiente a un
valor de energia h, de un sistema mecdnico (M, g,V) es dado por

gn(vp) = 2(h = V)g(v),.

Aveces usaremos la abreviacion J-M para referirnos a Jacobi-Maupertuis.

Espacio T ; sicas -
Espacio Tangente y Geodesicas de g spacio Tangente y Geodesicas de g(h — V)
Misma variedad pero distintas geodesicas

@f@

Metrica g Metrica de J-M g(h — V)

Figura 6.1.1: Métrica de Jacobi-Maupertuis

Lema 6.1.1. Conexién Métrica Conforme(Sequnda Version):

Sea (M, g) una variedad Riemanniana, dotada con una conexion de Levi-Civita
V. Tomando §,(v) = €**(») g, (v) una métrica conforme a la métrica Rieman-
niana g, entonces, para todo par de campos vectoriales X, Y € X(M) la conexidn
de Levi-Ciita para (M,q) esta dada por

VxY =VxY + AxY  donde
AxY =dp(X)Y +dp(Y)X — g(X,Y) grad p

Demostracién.
Utilizando la formula del lema [{-0.1] tenemos

VxY =VxY + AxY donde

AxY = % (AAX)Y + dA(Y)X — g(X,Y) grad \)

Tomando \ = €2°(*») | tenemos que d\ = 2e*(")dp y grad \ = 2e2°(¥») grad p
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ast, tenemos que

AxY = % (AAX)Y + dA(Y)X — g(X,Y) grad \)

2¢2p(vp)
- 262P('Up)
=dp(X)Y +dp(Y)X — g(X,Y)grad p

(dp(X)Y +dp(Y)X — g(X,Y)grad p)

Finalmente obtenemos el resultado deseado.
ﬁxY: VxY + AxY donde
AxY =dp(X)Y +dp(Y)X — g(X,Y) grad p. |

Teorema 6.1.1. Teorema de Jacobi:
Las trayectorias fisicas de (M, g, V) de energia total h, son geodésicas de la
variedad Riemanniana (My, grn) donde gp, es la métrica de Jacobi-Maupertuis.

Demostracién.
Usando e*’ = 2(h — V) tenemos que

e*Pdp = —dV

por lo tanto tenemos que dada la definicion [3.4.6] de campo gradiente asociado
a la métrica g aplicada a un vector tangente arbitrario, tenemos por tanto

2(h—V)gradp = —gradV (6.1.1)
Ahora, sea v(t) una trayectoria fisica de energia h, es decir
Vywy (t) = —gradV (6.1.2)
tenemos también que la energia cinética es
2K (y(8) = g(+'(£),7'(#)) = 2(h = V(v(1))) (6.1.3)
Usando el lema[6.11] , tenemos que

Vo' (0) = Vo' (8) + 2dp(y' () (8) = g(7/(8), 7' (1) grad p
Por (€111 , (61.2) y (61.3) tenemos que

VoY (t) = —grad V + 2dp(y/(t))7' (t) + grad V

por lo tanto

Vo' (t) = 2dp(y' ()7 (1) (6.1.4)
Ahora haciendo una reparametrizacion por longitud de arco, tenemos que

t—r(s)

s—r (1)

t

s=r"l(t) = /t 2(h — V(y(r)))dr = / e dr.

to to
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Por el teorema de la funcidn inversa y derivando h(s) tenemos que
dr 1 1
R S CTON)

Ahora derivando la curva reparametrizada por longitud de arco, tenemos que

d (())_drd’y_ 1 dvy
ds "N T s T e dt

(6.1.5)

Calculando la derivada covariante de ’;—Z(r(s)) respecto a st misma y usando las
propiedades (a) y (c) de la definicion de conexion afin[351), tenemos que

~ dy = dr dy
Vs (s [d_s(r(s))] = Ve dy [d_sE]
dr (= dr dry
=5 (%5 [54))
d d ld d d : d
_arpleyfany ey ary 4y
T ds [ t ( s)] t + dsv% dt (6.1.6)

utilizando [6.1.0 en 1 y 2 tenemos que
dy (dr _ dry
22 ) = dle 2P 2L
dt <ds) (™) <dt>

dre dy 1 &5 dy
ds wdt e @ dt
Sustituyendo en[6.1.6] tenemos que

dry _dr ({dy (dr\|dy  drs dy
() [ds (T(S))] T ds ([dt (dsﬂ it s R

1 1 dv\ | dvy 1 =~ dvy
= (‘— [de (E)] @ _V—E)

1 dy\|dy =~ dy
— (= l2dp (Z) | E + VL) =0
e4p( [ p<dt>] a " ‘Zi—tdt>

Finalmente utilizando[6.1.4) obtenemos la dltima igualdad. Por lo tanto, tenemos
que

\Y

V() [E(T(S))] =0.

Es decir, la curva 3(s) = v(r(s)) parametrizada por longitud de arco, es geodé-
sica con la conexién asociada a la métrica gn(vy) = 2(h—V)gp(v), por lo tanto,
cualquier trayectoria o curva fisica de energia h en (M,g,V) es geodésica en

(Mvgh)' u
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Lema 6.1.2. Parametrizacion por longitud de arco:
Como consecuencia de la demostracion del teorema de Jacobi, tenemos que la
reparametrizacion por longitud de arco es la siguiente.

S dT s dT
r(s) :/0 2o (7 (7)) :/0 2(h— V()

Continuando con los resultados derivados de la seccién Ml y Bl tenemos lo
siguiente.

Corolario 6.1.1. Simbolos de Christoffel Métrica Jacobi-Maupertuis:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n > 1 y la métrica de
Jacobi-Maupertuis g, = 2(h — V')g, entonces los simbolos de Christoffel de la
métrica de J-M dependen unicamente del potencial V', los coeficientes de la
métrica y los simbolos de Christoffel de la métrica g con la forma

= - oV oV
Ty =T+ 50— Z {gﬂ i~ iy g*. (6.1.7)
=1

Mas atn si g es la métrica Euclidiana, entonces los simbolos de Christoffel son
de la siguiente forma

a) Sii# j#k entonces ffj =0.

b) Sii=j#k entonces l"k = 1"’“ = 2(hl—V)g_x€'

¢) Sii=k# j entonces ff] = fzj = —ﬁg—;.

d) Sik=j#1i entonces Fk = I‘] = —m%.

e) Sii=j =k entonces ffj = f; = —ﬁg—;.
Demostracién.
Usando las formula (€17) y ({-1-1) ademds del corolario[{ 11y A =2(h—V)
obtenemos que 5> ‘9)‘ = %2(h—V) = —2%, al sustituir en ({.1.1) demostramos

la primera aﬁrmacwn y la formula.

Para la sequnda afirmacién usamos el corolario 1.9, A =2(h—V) y 55 22 =
1.9 19V _ 1 av
2X Oz, 2(h’ V) T Xoz; —  2(h—V) 0z - u

Como consecuencia del capitulo @l podemos obtener expresiones para las
curvaturas seccionales, de Ricci y escalares para la métrica de J-M en R”.

Definicién 6.1.2. Curvaturas Mecdnicas de la Métrica de J-M.

Sea (M, g) una variedad Riemanniana de dimension n > 2, dada la métrica de
Jacobi-Maupertuis g, = 2(h — V)g se definen las Curvaturas Mecdnicas de
la Métrica de Jacobi-Maupertuis K?é?iv) seccionales, Ric2"=V) Ricci Y
K2(=V) escalar respectivamente como las curvaturas seccionales, Riceiy escalar

de (Mp, gn)-
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(h=V)g

Figura 6.1.2: Métrica de J-M conformes a la métrica Euclidiana

Corolario 6.1.2. Curvaturas Mecdnicas de la Métrica de J-M confor-
mes a la métrica Fuclidiana:

Sea (R}, gn) una variedad Riemanniana de dimension n > 2, con la métrica de
J-M gn, = 2(h — V)g, con g la métrica usual de R™, entonces las curvaturas
mecdanicas son

(i) Curvatura Mecdnica Seccional:

gan-v) (00 0N _ _Agla(h=V) VVIP ViV (a)
see Oz’ Ox; Ah—V) 8(h—V)  8(h—V)3
Ai' 2 y 2
_ iV IVVIE L 8IVsVl 0

Ah—V)2 8h-V)3  Bh-V)?

(i) Curvatura Mecdnica de Ricci:

Ric2(h=V) 9\ Aln(h—V) (n— 2)8%2? In(h = V)
ic (3—331) T An-1)(h-V)  4An—-1)(h-V)
2
-2y | -2 (F)
a 8(n—1)(h=V)3 * 8(n—1)(h—V)3 (a)
_ AV (n— 2)88;§V
A —-1)(h-V)? * An—1)(h—V)2
2
m-npvve | Se-2(E)
_S(n—l)(h—V)S +8(n—1)(h—V)3 (b)
(6.1.9)
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(iii) Curvatura Mecdnica Escalar:

n(h — n— 2
K00 = - Azyll(;h_ xy)) - 8n(}2z)|_vv‘;3“ (@)

___ AV (n—6)[|VV|?
T 2(h—V)2  8n(h—V)3 (0) (6.1.10)

Demostracién.

Empecemos considerando que (R}, gn) es una variedad Riemanniana con métri-
ca de J-M conforme a la métrica Fuclidiana e identificamos el factor conforme
como A = 2(h — V) calculamos lo siguiente

o\ oV 9%\ oV
o, - lom, @ ==z O

3 3

n2(h=V)=In(h=V) (d)  [VAI>=4[VV[* (e)

Sustituyendo (a), (b), (d) y (e) la formula ({21} (a)) del corolario [{-2-1] obte-

nemos

AN = =2AV (¢)

Ayl VAR (522 + ()
%) A3 N3
_ Aym(h-V)  4VvE AGE) +AGE)
Ah—V) 42— V)? 42k -V))3
Ayln(h—V)  |VVI2 (G + (5
 4h=V)  8(h—V)? 8(h—V)3

K™ (o) =

sec

Ast obtenemos (i-a), la formula (i-b) es consecuencia de la identidad dada en el

corolario [{.2.1)
Para (ii-a) usamos (a), (b), (d) y (e) en la primera formula del lema[4-3-1]

_ 2
Ric2(h_v) (ai) _ Aln)\ n 2 8 1n)\
T;

20n— 1A 2A(n —1) 922
n—2 9 n—2 oA\ 2
©4X3(n— 1)”W” + AX3(n —1) (%)
Aln(h —V) n—2 0?

ST InonGov) im—Dnom e V)

4(n —2) 4(n—2) av\?
- TV T e (o)
Aln(h —V) n—2 0?

T An-D(h-V) 4n- 1)(h_V)a_xgln(h_V)

n—2 n—2 av\?
S DA s ()
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La formula (i-b) es consecuencia del lema [{.3-1].
Para (iii-a ) usamos (a),(b), (d) y (e) ademds de las férmulas del corolario[§-4.1]

obtenemos

K20V (p) = —ni/\Aln)\ ~ Z;AEHWIF
_ —mAIH(h V) - W_fv))ylllvw\2
:_Zm%jaAmm—vy—gﬁE%ﬁﬂVWP
Para (iii-b) usamos (c) y (e)
K0V (p) = — A= DD oA e

B 1 AV T 6
~ 2n(h— V)2 8n(h —V)

2
sIVVI

Con el ultimo calculo hemos obtenido las formulas deseadas. B

Ejemplo 6.1.1. La Métrica de Jacobi-Maupertuis y la Particula Libre:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana coneza de dimension n, dada la métrica
de Jacobi-Maupertuis g, = 2(h —V')g, consideremos el caso asociado a la parti-
cula libre, es decir, el caso en el cual un cuerpo se encuentra libre sin la accion
de alguna fuerza externa actuando sobre €l, esto es equivalente a considerar que

V,Y/(t)"yl(t) = — gradV =0.

La ecuacion anterior nos dice que la funcion potencial V' es igual a una cons-
tante, lo que implica las siguiente afirmaciones

a) Las trayectorias fisicas son las geodésicas de (M, g).
b) Las curvaturas mecdnicas son proporcionales a las curvaturas de (M, g).

Demostracion.

Comencemos con —gradV = 0 que implica que el potencial es V = C € R
constante, por lo tanto la Métrica de J-M es de la forma gn = 2(h — C)g.
Renombrado 2(h—C) como C = 2(h—C) y calculando los simbolos de Christoffel
usando el corolario [{-11] con el factor conforme A = 5, tenemos que g—gﬁ‘i =0
para todo i =1, ...,n, por lo tanto los simbolos de Christoffel de (M, gp) son de

la siguiente forma

~ 1 — I\ O\ 1))
Tf =T8H+ <> |gus— + 95— — giin— | 9% =Tk 1.11
K it gy P {gl&vj + 9 oz, Vo, | Y K (6 )
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Asi tenemos que las ecuaciones de las geodésicas coinciden con las del corolario
[2.5.2 por tanto las geodésicas de (M, gn) son las mismas que (M, g), esto de-
muestra la afirmacion (a).

Para la afirmacion (b) usamos la definicion de los coeficientes del operador de
curvatura de la definicion y la ecuacion (611 con lo cual obtenemos
que éfjk = Rj};,. Considerando que 5{3 = CN'gij y la formula (3.63) del corolario
[ obtenemos la curvatura seccional

Z Rz]zgk] 5 Z Rfﬂgk] 1
K20V y= k=t T k= DR (04
(@31) gz‘igjj — (i) C2 | 9iig9j; — (945)? C (i)

Continuando con los cdlculos y usando el lema 6.1 para la curvatura de Ricci
obtenemos lo siquiente

Ric2th=v) (90) 2 L 1S§nK2<h V)(oi5) 1<§n — Kyee(04j) = L pic (2
ox; T n-1 oy sec A o sec ” _5 ox;

Usando la definicion de la curvatura escalar dada en la definicion [3.6.0 tenemos
que
n

K2V (p ZR 2(h~ V)( 0 ) lz%mc(; ) :%K(p)
T; n L

i=1

Asi hemos demostrado que las curvaturas mecdnicas son proporcionales a las
11
curvaturas de (M, g) con factor = =m0 |

T e

M — Disco de Poincaré

M, — Disco de Poincaré

gn=2\h-V) <Zn: da:f)

i=1

Figura 6.1.3: Métrica de J-M de espacios de Curvatura Negativa.
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Ejemplo 6.1.2. La Métrica de Jacobi-Maupertuis en Variedades de
Curvatura Constante:

Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimension n, de curvatura
constante. Sabemos que estas variedades se pueden modelar como en el ejemplo
[£-370 ademds podemos calcular las curvaturas mecdnicas utilizando los resul-
tados del ejemplo [{-5-4) sin embargo el caso de curvatura cero se aborda en el
corolario [6.1.2, entonces continuamos con los casos de curvatura positiva y ne-
gativa usando las funciones A1 (x) = % y A2 =2(h = V) como factores
conformes para construir la métrica de Jacobi-Maupertuis g, = A1A2g con g la
métrica Fuclidiana, asi las curvaturas mecdnicas son

i) Curvatura Mecdnica Seccional:

Ko™ 0 9 5 (C + sll2l*)? oo
2X(h—V) _ AV
e (aﬂfi7 8Ij) 2C(h—-V) + 402 sec (0i5)

s(C+slzl|?) oV oV
Tt —ve o5 T o, VY )
ii) Curvatura Mecdnica de Ricci:
oan-v) (9 s (C +sll=l*)? . snvy (O
2A(h—V) _ 2h—V) (9
Ric (axi) Ch—v) T acz e s
s(n —2)(C + s|jz||?) [0V _
=D - V) \ag i~ YV e )

11i) Curvatura Mecdnica Escalar:

“2C(h—V) aC?
s(n —2)(C + s|z|?)

T aa—vye Vo

K20V () 8 i (C + sllz]*)? K20V ()

Donde K?é?iv)(aij), Ric2(h=V) (ai) Yy K2(h_v)($) son las formulas del

T
corolario [6.1.2 y el pardmetro toma los valores s = 1 para curvatura positiva,
s = —1 para curvatura negativa.

7

ds? =Y da? \/\ g = 2(h — V)ds?

Figura 6.1.4: Métrica de J-M en R”™.
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Demostracion.

Usando las funciones A1 (x) = W’ Ao(z) = 2(h—V) y del ejemplo[{.5.7]
tenemos lo siguiente
. 0 0 s . OM STiN?
K)\l R R — _ 17\ 2
() K 2 B%J : (i) S = 2+ sfalP)
, 0o oV
(tit) VAL = 02 (C+ sl|z)|?) (iv) P —28—%
(v) VA= —2VV (6.1.12)

Usando la formula del ejemplo y los cdlculos anteriores obtenemos

KX (055)  KX.(0i) VAL -V 1 (0N Oha 0N OA
Ksec(au) sec(oj) + sec(U]) _ 12 5 2 3 1 2 4+ == 1 2
)\2 )\1 2)\ )\ 2)\1)\2 8:51 8:51 6$J 6$J
s (C + sllz)?)? 2(h-V)
= K
20h—v) T dce (35)
2EH (O sllaAVY w2 (C ot sl (v oV
2X24(h — V)2 2X24(h — V)2 \9z;" " Oz’
5 (C +sllz)*)? an-v)
= K 1,
O —v) T dcr e ()
s(C + s||z||?) [oV ov
Tacm—ve a5 T e, VY e

Ahora usando el ejemplo[[-59) y los resultados de[6.1.19 obtenemos

rie () = Ric () | Rie“()  (n-2)VA -V (0= 255

axi 6:67;
6:51- )\2 )\1 2(7’L — 1)/\%)\% 2(7’L — 1)/\%)\%
s (C+ 5172 - sy (0
vy T acr e oz,
2 - 2)2(C +s]z)?) 2(n — 2) 9 (C + sllz]?) @

3= 1)eath = v VT T m e V) axixi
S

_ (C+slzl?)? . oy (O
“2cm-v) " 402 Rie oz,
s(n —2)(C + sll=|*)
V.
4(n —1)C?(h —V)? 3 i -V
Finalmente usamos el ejemplo y obtenemos lo siguiente

EM(z) K@) (n—2)
Kp)=——+—x vaxl Vs

s (C +sll2l*)? an—v 2(n — 2)%% H(C + s|jal?)
= K _ )
2cth—v) T ace () 2n)\24(h A
$ (C +sllzl*)? an—v s(n —2)(C + s=|?)
= K — : m
2C(h—V) AC? () mer(h—vye VUl
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TR® — R2"

gn=2XMh—V) (Z dz?)

Figura 6.1.5: Métrica de J-M en espacios de curvatura positiva.

Continuando con el ejemplo tomamos (i) y (iv) de (6.1.12) para calcular lo
stquiente

oM 1o T Casle]?) | 23
2/\1 8131 2)\2 8:171 o 2/\1 4(h — V)
__smaCslel?) &
N 202 2(h —V)
__swdAC(C sl &
2C2(C + s||z||?)? 2(h—V)
oV,
o 2say o

(C+slzl?)  2(h=V)

Ast, usando el ejemplo concluimos que los simbolos de Christoffel son
Simbolos de Christoffel:

a) Sii#j #k entonces Ik =0

1J

b) Sii=j#k entonces ffj =Tk = (Ciz‘ﬁ:’z”z) + 2(2?\/
OV
c) Sii=k+#j entonces ffj = fij = —(szﬁ;”z) - Q(Zijv)
~ .y v
d) Sik = j#1i entonces I‘fj =Ty = _(szﬁéllz) _ 2(23/)
- . 1A%
e) Sii=j=k entonces I}, =T} = —(Cfiﬁ;”2) - Q(Sfiv)
Aqui recordemos que s = 1 para curvatura positiva y s = —1 para curvatura
negativa.
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Ejemplo 6.1.3. La M¢étrica de Jacobi-Maupertuis en Variedades de
Curvatura Constante de Dimension 2:
Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimension 2, de curvatura

constante, tomamos nuevamente los factores conformes A\ (z) = % Y
Xo(z) = 2(h — V), para construir la métrica de Jacobi-Maupertuis g, = 2(h —
V)g =21 (h — V)(dx? + dx3) para la variedad (Mp, gp).

Empecemos por calcular las curvaturas tomando en cuenta los resultados de los
ejemplos y[4-5.3, asi tenemos que la curvatura seccional, Ricciy escalar,
coinciden

K)\1>\2 (0_12) Ric>\1)\2 (ai

sec .rl

) = KM (g) = 2O(hS_ = n (C +4SC|Y\25€|| )? K20V ()

Haciendo uso del corolario tenemos que K*"=V)(z) es la curvatura me-
cdnica para la métrica euclidiana en R2, lo que nos lleva a lo siguiente

s C + s||z]|?)? B
K@) = 5o, = 4(,Uz B gzt
5 (C + sl=||*)?
- Aln(h —

20—V ecEm v mt V)

s (CHselP? o €l o

= AV + — " ||IVV

sotn—v) T o — vt e v VY

Con esto hacemos la siguiente tabla para caracterizar las curvaturas mecdnicas

Curvatura Positiva
=K>0 = s=1 )\(x)—4702
— — _ ' ‘Xc;mu>
KOV (x) = goriy, + SO AV + Sy IV P
Curvatura Cero
K=0 |
K”‘l(h*V)(x) = = V)zAV-F T v)%”VVHQ
Curvatura Negatlva
=K<0 = s=-1 )\(x)—4702
— — _ ' _(CCMWF
F0) = iy + AV + T TV

Figura 6.1.6: Curvaturas Mecanicas de la Métrica de J-M.

De los ejemplos [{.5.0] y[4-1.3 tenemos los simbolos de Christoffel.

2511 oV
ox
P =T = T8 =T = (o)~ 20 V)
ov
2529 Dy

3, =T, =013 =-T% =— -
22 12 21 11 (C—I—S”,THQ) Q(h—V)
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Notemos que estos simbolos de Christoffel describen los 8 casos, pues en el caso
de curvatura 0, basta tomar s=0.

Para concluir calcularemos las geodésicas , usando el ejemplo [[-0.2 y los Sim-
bolos de Christoffel calculados, asi tenemos lo siguiente

o Tm 1 day\*_ (dez)*\ OV OV doydms
dt2 2(h—V) t dt 8171 8%2 dt dt
2s d 1 2 d,TQ 2 d,Tl d,TQ -
NeEIEE (((E) - (E) Tt 2oy ) =0
das\* _(dmi\*\ OV 0V dry da,
t dt 6$2 (91:1 dt dt
2s dza 2 dry 2 dr1 dxo
—_—_— _— —_ _— 2 _— =
C+k||:v|2<<< dt) (dt) 220 g | =0

Finalmente podemos caracterizar cada caso, s = 1 para curvatura positiva, s =
—1 para curvatura negativa y s = 0 para los espacios Euclidianos.

Ejemplo 6.1.4. La Métrica de Jacobi-Maupertuis en Variedades de
Curvatura Constante de Dimension 3:

Nuevamente sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimension 3, de
curvatura constante con factores conformes a la métrica euclidiana \(x) =
% y A2(x) = 2(h—=V) para construimos la métrica de Jacobi-Maupertuis
para (Mp, gn)-

De nuevo calculamos las curvaturas mecdnicas, para espacios K = 0 partiendo
del corolario sustituyendo n = 3

. .. . 2(h—V
i) Curvatura Mecdnica Seccional Kséc ):

wenvy (9 9N Aglm(h-v)  VVR G+ (50
sec 6:101-’6%» B

4(h=V) 8(h = V)3 8(h—V)3
i) Curvatura Mecdnica de Ricci Ric?("=V):
ok ov \?
e (D) _Abg=v) gtV eve ()
Ric — | =- - — — +
Ox; 8(h—V) 8(h—V) 22(h—=V)3  42(h—-V)3
iti) Curvatura Mecdnica Escalar K*"=V):
_ Aln(h—-V) [VV]?
K2(h V) — _ _ 1
() sn—v) _uam—vp W
AV IVV]?

(2)

=V T ’h—v)p
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Ahora, tomando los ejemplos[4.5.5] y las curvaturas Kﬁé?*") (04), Ric2(h=V) (821)
Y K2(h_v)(x) para expresar las curvaturas mecdnicas en los casos de curvatura

positiva y negativa

i) Curvatura Mecdnica Seccional:

K o 9 s (C + sllz]*)? _
A1 A2 _ 2(h-V) .
see (83@-’ 8xj) 2C(h—V) + 102 K20 (o45)

s(C + s||z||?) (6V v

10T —vE \om i T a1 VY x)

ii) Curvatura Mecdnica de Ricci:

RicMA2 < 9 ) = 207 5 + (C+SH$”2)2RZ'02(}I*V) < 0 >

dx; h—V) 402 o;
2
L) (2.
iii) Curvatura Mecdnica Escalar:
KM () :2C(hs_ - n (C +4SC|'|2IH2)2 K20V () — Zg&ﬂﬂ? YWz (1)
:20(;_ - L © +4sc||;:|\2)2 K2 0=V) () Z(CC; (+h sixvll;g Wer (2)
Para describir las curvaturas tomamos s = 1 para curvatura positiva y s = —1

para curvatura negativa.
Continuando con el cdlculo de los simbolos de Christoffel usando el ejemplo

[4-573 y el corolario [{.17) tenemos lo siguiente.

1—‘?2 :1?3 = Fgl :P53 = 1—%1 :lesz =0

ov

Pho=Th =T = —Th =8 =% = = fsjfxn% -0
2sx oV

[3, =Ty =I5 =-T7; =T}, =T5 = - (C+ s|\2x||2) - 2(h8m_2V)
2sx oV
Fgg = Fél = F§2 = —F§2 = Fgg = I‘ig — _ 3 . Ox3

(C+sllzl?)  2(h=V)
Cabe resaltar que estos simbolos de Christoffel describen los 8 casos, pues en el

caso de curvatura 0, basta tomar s = 0.
Para concluir calculamos las geodésicas usando el ejemplo [£.5.2 y los simbolos
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de Christoffel calculados

d’zq 2s dxq 2 dxo 2 dxs dxq drg dxr dzs

j - — — (== Qg ——= —= 4 Qpz—— =

O TE R s B P <<< dt > ( dt ) < dt > TR E T YA
1 dIl 2 dCCQ 2 dIg 8‘/ + 9 8V dCCl dCCQ + 9 8V dCCl dCCg -0

2(h —V) dt dt Ory Oz dt dt Oxs dt dt |

. >z 2s dxo 2 dzq dxs dxy d:vg dzrs dxs

TR G B P (((E) (dt d— R T e
L (A (dan T oy OV OV duidus OV duadas)

2(h—V) dt dt Oxy  ~Oxy dt dt Oxs dt dt |

o d%xs 2s dxs 2 dzq dxo dxq d:vg dzrs dxs

W) S~ Tr s (((E) (dt d— T3+ 2o e+ 2o e
! dag\* _ (dz " ey OV OV deiday OV dasdrs) _

2(h—V) dt dt Oxz  “Oxy dt dt Oxg dt dt |

Con esto ultimo podemos expresar las geodésicas para los 3 casos s = 1 para

curvatura positiva, s =0 curvatura nula y s = —1 curvatura negativa.

6.2. Ejemplos y Aplicaciones

Para comenzar con los ejemplos y aplicaciones presentamos al oscilador ar-
moénico simple, el cual es un sistema mecanico que es muy utilizado en fisica y
sirve para describir el movimiento de un péndulo con longitud de cuerda fija y
oscilaciones angulares pequefias o de manera equivalente también el movimiento
de un resorte.

Ejemplo 6.2.1. Oscilador Armdénico Simple:
El problema con condiciones iniciales asociado al oscilador armdnico simple estd
descrito por las siguientes expresiones.

i+alz=0
.I'(to) = X9
’U(fo) = i‘(fo) = 70.-

Donde o estd asociada al valor de la amplitud de onda de las soluciones. Las
soluciones de este sistema de ecuaciones estan dadas por

x(t) = zoCos(at) + @Sen(at)
«

v(t) = —axoSen(at) + voCos(at).

81



Las funciones lagrangiano y hamiltoniano del sistema estdin dadas por los si-
guientes términos

Ve . . ’ . 2 pe .
El término asociado a la energia potencial es 0‘7:102, finalmente la métrica de

Jacobi-Maupertuis asociada a este sistema mecdnico es

gn(v) = 2(h — a’2*)g(v).

Ahora, redefiniendo los valores de xo y 2

tenemos que

en términos de una variable angular

02
xo = \|z2 + —gS’en(@

% _ a3 + 28 Cos(g)
z(t) = /23 + —g(S’en(@Cos(at) + Cos(p)Sen(at))
v

= 3+—2C03(at+¢)

=14/
2, Vb
v(t) = —« x0+¥5’en(o¢t—|—¢).

Renombrando A = \/ 23 + U“ tenemos que las soluciones del sistema en el ha-
miltoniano y el lagmngmno toman la forma.

z(t) = ACos(at + ¢)
v(t) = —AaSen(at + )
H(t) = 2(v + a?2?)
_ oA (Sen?(at + ¢) + Cos?(at + ¢)) = aQZAQ =h
L(t) = %(v - a’r?) = oA (Sen®(at + ¢) — Cos*(at + ¢))
= & Cou2(at + ¢).

La métrica de Jacobi-Maupertuis a lo largo de una solucion toma la siguiente
forma

gn(v) = 2(h — a%)g(v) = v*g(v) = A%aSen*(at + ¢)g(v)
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y calculando la reparametrizacion por longitud de arco para la métrica de Jacobi-
Maupertuis

S dT s dT
R e e i e ey

S

= ﬁ /SO Csc*(ar + ¢)dr = —ﬁCot(on' + )
S0

Ejemplo 6.2.2. Problemas de Fuerza Central y la Métrica de Jacobi-
Maupertuis en R} :
En este ejemplo estudiaremos algunos casos particulares de potenciales conoci-
dos como Potenciales de Fuerza Central, los cuales histéricamente estdan
relacionados con el llamado Problema de Kepler el cual es un caso particu-
lar del problema de 2 cuerpos para la mecdnica Newtoniana, es decir uno de
los cuerpos esta estdtico en el centro coordenado y sometido a la atraccion pro-
ducida por el Potencial de Fuerza Central, en ese sentido, estudiaremos
este problema considerando la siguiente familia de potenciales tomando a w y «
como parametros que posteriormente nos serviran para particularizar ejemplos
historicamente muy importantes

w w w
= = — = —. 6.2.1
EER A (6.2.1)

Calculando sus derivadas parciales, su laplaciano y la norma del gradiente ob-
tenemos lo siguiente

V(x)

(a) ov awx; awx;
a _ = — —
o, ([z[[oF2 rat2
) 0%V _ ala+ 2)wr? _ow ala+ 2)wr? . aw
A N L B
av\? ot dPwiad
(c) or; ) |z[2atd — p2o+d
2.2 2.2
,  wiat Wi
(d) A ||||2e+2 T 2042
wala+2—n)

Calculemos la curvatura mecdnica escalar para este potencial usando el corolario
[6.1.2 para los espacios de curvatura cero, es decir para la métrica de J-M en R}

K2(h=V) (z) = AV . (n—6)|[VV]]?
oan(h— V)2  8n(h—V)?
 wala+2—n) (n — 6)w?a?
C 2nret2(h— V)2 8pr2at2(h — V)3
2Eligiendo w = —mMG y o = 1 nos permitira abordar el problema de Kepler.

83



Para continuar calculamos lo siguiente

1 1 1 rla

(h—V) ~ (h— =)~ ool ~ (hro — )

r la

Con esto continuamos y obtenemos lo siguiente

2=V () — wala+2—mn) (n — 6)w?a?
(z) = 2nret2(h — V)2 8nr2at2(h — V)3
war?®(a+2 —n) (n — 6)w?a?r3®

2nrot2(hre — w)? - 8nr2et2(hre — w)3

war®2(a+2-n) (n—6)wa?re?

2n(hr06 — w)Q 871(}”«1 _ w)g
wor®2 N
= Bl — o) (4(hr® —w)(a+2 —n) — (n — 6)wa)
a—2 (*)
:% dhr*(a+2—-—n)—w((n —6)a+4(a+2—n))

Haciendo dlgebra con el término marcado con (x) tenemos
n—6)a+4(a+2—n)=(n—6)a+4a+4(2—n)
=n-2)a—4(n—-2)=(n—2)(a—4)
Sustituyendo en el cdlculo anterior, finalmente llegamos a lo siguiente
Q(n,a)
war®2

K0 (@) = gty (hr (a2 = n) —w(n = 2)(a—4))  (6:2.2)

Con esto resulta interesante identificar algunos casos particulares haciendo va-
riacion de los pardmetros o y m, para ello necesitamos estudiar la siguiente
expresion que obtenemos en la curvatura escalar.
1)
——~—
Q(n,a) =4hr® (a+2—n) —w(n — 2)(a —4)
En uno de los casos nos conviene expresar o en funcion de n partiendo del
término marcado con (1), tomando o = n — 2 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.2.1.

Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracion de dimension n, conn > 2, con
métrica de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

w w w

T S

Entonces, la curvatura mecdnica escalar es

w?(n —6)(n —2)2rn—4
8n(hrm=2 — w)3

V(x)

K2(h7v) (I) - _
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Demostracién.
La curvatura mecanica para la métrica de Jacobi-Maupertuis asociada al poten-

cial (@21) tiene la forma dada en (6.2.2)

a—2

S Q(n,a)

KQ(h*V) (I) = 78/”(}17.& — w)

pero sabemos que o =n — 2, asi sustituyendo obtener lo siguiente

K2(h*V) (I) Sn(a;Lo;Zaf )
w(n —2)r"
8n(hr” 2 w)?’
(
(

w(n —2)r"
m (~w(n —2)(n—6))

B w?(n —6)(n — 2)2rn—*
T 8n(hrm=2 — w)3 .

Con el corolario anterior encontramos dos casos particulares, cuando n = 2
que al substituir su valor para o en el potencial, regresamos a un caso abordado
en el ejemplo [6 11 El siguiente ejemplo importante es para el valor n = 6.

Corolario 6.2.2.
Sea (RS, gn) un h-Espacio de Configuracion de dimension 6, con métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

Vo 4w

el (i a2

FEntonces la curvatura mecdnica escalar es cero. B

A continuacion tenemos otros dos casos particulares, cuandon =2 y o =4
que nos permiten escribir el siquiente par de resultados.

Corolario 6.2.3.
Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracién de dimension n, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

w w w
[E SO D S

Entonces la curvatura mecdnica escalar es de la siguiente forma.

2hw(6 — n)r®

K20(2) = n(hrt —w)3

(6.2.3)

Demostracién.
Tomando la curvatura mecdnica para la métrica de Jacobi-Maupertuis asociada
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al potencial (621 con la forma dada en (GZ2) y considerando que o = 4
obtenemos lo siquiente

_ 4oord=2
K2h=V) () = 78n(hr4 — )
- dwr? (
~ 8n(hrt —w)3
~ 2hw(6 —n)rd
 n(hrt —w)3

Q(n,4)
4hr* (6 — n))

A continuacion abordamos el caso mds importante de este ejemplo, cuando
n = 2 pues se estudiard con mds detalle en los ejemplos posteriores.

Corolario 6.2.4.
Sea (RZ,gn) un h-Espacio de Configuracién de dimension 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

w w w

V(x)

T el T @ +adE e

Entonces la curvatura mecdnica escalar es de la siguiente forma.

hwa?r2e—2

K0 = qhe =y

Demostracién.
Comencemos la curvatura mecdnica escalar calculada en (6222) para los poten-

ciales (621]) y considerando n = 2

war®™?

K2(h=V) (z) = WQ@’ )

war®=2

16(hre — w)3 (
hwalr2a—2

S SEE—— ]
4(hre — w)3

4hra)

Para concluir este ejemplo revisaremos el dltimo caso de interés para este
trabajo, cuando n = 3, pues por razones de interés fisico es obligado su estudio.

Corolario 6.2.5.
Sea (R3,gn) un h-Espacio de Configuracién de dimensién 3, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial

- w - w w
BERNGCECET ET

V(zx)

Entonces la curvatura mecdnica escalar es de la siguiente forma.

war®2

K2V () = T — (4hr®(a — 1) — w(a — 4))
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La demostracion es similar a las anteriores al considerar n = 3 y sustituir
QB,a)=4hr*(a—1) —w(a—4) en (22). A

Ejemplo 6.2.3. Curvaturas Mecdnicas para Funciones Armodnicas:
En este ejemplo empezamos a analizar las funciones armonicas en R™ y usare-
mos estas funciones para describir las curvaturas mecdnicas. Una funcion ar-
monica es una funcion V : R™ — R solucion de la siguiente ecuacion diferencial
parcial.

AV =S == =o. (6.2.4)

Para solucionar esta ecuacion diferencial hacemos el cambio de variable v =
VD oh_y T2, con esta variable calculamos lo siguiente

) or T;
?r 1 x?
@ Sh=l-%
Ox; ror
or\? x?
(#i1) <8:Ei> = (6.2.5)
BV PV (0N v
ox?  or2 \ Oz, or Ox?
v or |I? [|z||2
O 1= |G| el - e
Considerando que sélo tenemos la variable radial podemos expresar ?91‘2/ =
Cﬁ;‘; ="y %—Y =4V =/ con esto calculamos lo siguiente

"L 92 . (92V [ or\® oV o
AV_ZW_Z<W<6_;@> +Ea_x§>

k=
Or ? " 627' / = sz " 1 sz /
(8_171> v+ 8—{E12U = ; ’I”_2U + ; - ’I”_B v

k=
2 2
-1
_T_v//+(E_T_>v/_v//+(n )’UIZO.
r

[
M=
/~/ N Q

Solucionando esta ecuacion diferencial tenemos lo siguiente

<

MU/:O = l:_n_l

r v’ r

vl/ +

Integrando tenemos que para alguna constante b

"
—1
In(v') = / —U/ dr = — / L A In(r~ =1 +b.
v

r
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Despejando e integrando tenemos

bln(r) + ¢ (n=2)

b
v(r) = v’dr:/—dr = u(r)=
U/ r(n=1) ) —(b2)—|—c (n>3)
rin—

Para ¢ = 0 la funcidn potencial satisface la ecuacidn diferencial (6.27), susti-
tuyendo en la formula para la curvatura escalar del corolario y tomando

b(n—2
en cuenta que v’ = — T((Z—l)) obtenemos

_ _ AV n—6)|VV]?
K@) = KO0 @) = 50—y - (8n(h)ﬂ V)?!

(n—6IVV]* _ (n-6)()

sn(h—V)3 —  8n(h—V)3
n— 212
. (n— 6)% - (n—6)(n— 2)2[)2,’,.3(7172)
r(n—2)_p)3 n—2) _ T
s P T3(7l72)b) 8n(hr(n=2) — p)3p2(n—1)
_ (n _ 6)(7’L _ 2)2[)270(37176) . bQ(n _ 6)(” _ 2)2,,,(7174)
~ 8n(hr(n=2) —p)3pn=2) 8n(hr(=2) — p)3

Asi podemos mejorar el corolario [6.2.1), al incluir el caso n = 2 excluido en el
corolario y a su vez agregando la propiedad de armonicidad a los potenciales de
fuerza central (@21 con a = n — 2, sin embargo, ain necesitamos calcular el
cason = 2 para las funciones armdnicas, es decir con el potencial v(r) = bln(r),
calculando la curvatura escalar usando el corolario [6.1.2 tenemos lo siguiente

) AV (n —6)||VV|?
K2h=V)(g) = K2=V)(g) = 2n(h — V)2 8n(h— V)3
__CIvVP _ wP
16(h— V)3~ 4(h —bln(r))3
[ b?

A(h—bln(r))®  4r2(h—bln(r))®
Finalmente podemos reformular el corolario [6.2.1] en la siguiente forma.

Corolario 6.2.6.

Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracion de dimension n, con n > 2,
con métrica de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial armonico de
fuerza central.

wlIn(r) (n=2)
Viz) = :.;72 (n>3)



Entonces, la curvatura mecdnica escalar es

w2

4r2(h — wln(r))3
—w?(n —6)(n —2)2rn—*
8n(hrn=2 — w)3

(n=2)
K2(h7V) (I) _

(n>3)

La demostracion es inmediata tomando los cdlculos de este ejemplo y el

corolario[6.2.1. A

Ejemplo 6.2.4. Problemas de Fuerza Central y la Métrica de J-M en
R2:

Continuamos los casos particulares de Potenciales de Fuerza Central abor-
dados en el ejemplo[6.2.2 Del corolario[6.2-4] tenemos que la curvatura mecdnica
Gaussiana asociada a la métrica de Jacobi-Maupertuis para el potencial

w w w
V = = = = —
S T D Py
es
K2(h_V)(:1?) _ hwa?r2e—2
4(hre — w)3

Con esto podemos abordar los siguientes casos, considerando o = 1.

(1) Problema de Kepler:
Considerando w = —mMG donde m y M son las masas positivas del
cuerpo en atraccion y el central respectivamente, ademds de que G es la
constante de gravitacion.

(2) Potencial Electrostdtico de Coulomb:
Considerando w = qQK, donde QQ y q son un par de cargas en atraccion
o repulsion dependiendo del signo de las cargas, aqui @ es la carga central
y K la constante de Coulomb.
Este ejemplo considera q,Q € R\ {0}, en ese sentido el producto qQK
depende del signo de las cargas q y Q.

Con esto podemos obtener los siguientes resultados.

Corolario 6.2.7.
Sea (R%,gp) un h-Espacio de Configuracién de dimension 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial gravitacional.
mMG mMG mMG
V(LL') = - = - T = —
[|z]] (22 + 23)2 T

FEntonces la curvatura mecdnica escalar es
hmMG
4(hr + mMG)3

La demostracion es inmediata al usar el corolario y tomando los valores
de los pardmetros en (1), es decir w = —mMG ya=1. R

KQ(h*V)(x) - _
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Continuando con el caso (2) obtenemos

Corolario 6.2.8.
Sea (R%,gp) un h-Espacio de Configuracién de dimension 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis asociada al siguiente potencial Coulombiano.

qQK qQK qQK

Il (@2 +ad)z v

Vix) =

FEntonces la curvatura mecdnica escalar es

_ hqQK
KQ(h V) [ i Sl
) = T — e
Nuevamente usando el corolario [0.2-4] y los valores de los pardmetros en (2) es
decir w = qQK y a =1 obtenemos el resultado deseado. B

En los siguientes ejemplos se analiza con mayor profundidad estos casos
particulares de potenciales Gravitacional y Coulombiano, sin embargo para con-
tinuar vamos a calcular las ecuaciones geodésicas asociadas a esta clase de po-
tenciales de fuerza central, usando el ejemplo [1.3 tenemos lo siguiente

(a) ov awT awry
a _ = — — —

on el e

() 6_V __awry  owmy

O [[z][oT2 rat2

Asi tenemos que las ecuaciones geodésicas toman la forma
x4 aw dxy 2 dzo 2 dry dxo
. dry \"  (dra 9, dE1 AT )

TR — ((( it a ) |ty | =0
d?xs aw dzo 2 dry 2 dr1 dxo

%) — ) - — 20— —— | =0

@) 37 * 32 e —w) <<( dt ) < dt > R T,
A continuacién usamos el ejemplo anterior para abordar los espacios de cur-

vatura constante y después nos concentraremos en los casos particulares relativos
al Problema de Kepler y Potencial Electrostatico de Coulomb.

Ejemplo 6.2.5. Problemas de Fuerza Central y La Métrica de J-M en
Espacios de Curvatura Constante n=2:
Para los espacios modelos (M, g) de curvatura (K = &) constante positiva y
negativa, tomando los ejemplos [[.5.3], [6.1.3 y el corolario tenemos que la
métrica de Jacobi-Maupertuis para el h-Espacio de Configuracion (My, gp)
asociado al siguiente potencial

w w w

V(x)

T el T @ +adE e
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es decir con g, = 2(h — V)A\(dx? + dx3) y MNz) = %, entonces la
curvatura mecdnica Gaussiana es

K2(h—V))\(0,12) — Ric2(h—V))\ (i) _ K2(h—V))\(I)

sec axl
s (C+slzl?)? o
pu— K
2Cth—v) T ace (=)
sre hwa?r22=2(C + sr?)?

2C (hre — w) + 16C2(hre — w)3

Usando los ejemplos[6.1.3 y[6.2.4] tenemos que las ecuaciones geodésicas asocia-
das a esta métrica son

x4 aw 2s dxy 2 dzs 2 dzry dxo
) — — ] - == 200——— | =0
@) = + (2r2(hra — ) C+sr2) <<< dt > ( dt ) R TR

Az aw 2s dzs 2 dxry 2 dr1 dxo
1 - — ) - == 20— —— | =0.
() =+ <2r2(hra — W) C+sr2> <<( dt ) < dt > R T

Ejemplo 6.2.6. La Métrica de J-M y el Problema de Kepler en Espa-
ctos de Curvatura Constante n = 2:

Continuamos con el desarrollo hecho en los ejemplos Y podemos
extender los resultados a espacios de curvatura constante y el Problema de
Kepler .

Sea (M, g) una variedad Riemanniana conexa de dimension 2, de curvatura

.z 2
constante entonces tomamos la funcién \(x) = W como factor confor-

me y tomamos el potencial V : R? — R

V(a) mMG mMG mMG
xr) = — = — T = —
[|]] (22 + 23)2 r

Con esto construimos la métrica de Jacobi-Maupertuis gy, = 2\(h—V)(dz?+dx3)
para el h-Espacio de Configuracién (Mp,gy). Del corolario tenemos
que la curvatura mecdnica para (R?,gp) es

hmMG

2h=V(y _pe2(h=V)( \ _ _
K@) =K @) =~ T miicy

Haciendo uso del ejemplo [6.Z.0] tenemos que la curvatura mecdinica para los h-
Espacio de Configuracion asociados a los espacios de curvatura positiva y

negativa tomando a =1 y w = —mMG tienen la forma
- C+s)zl*)® o
F2Ah=V) _ S ( K2(h=V)
@) =sem- T ac (@)
B sre N hwa?r?2e=2(C + sr?)?
- 20(hre — w) 16C2(hro — w)3
sr hmMG(C + sr?)?

2C(hr + mMG) — 16C%(hr + mMG)?
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Con esto podemos hacer la siguiente tabla.

Curvatura Positiva

4C7
F=K>0=s=1 | A2)= 53
¢ 7 S\fG—(i_CLLxU;)z
K21 () = setirtmrey ~ 070 im o

Curvatura Cero

K=0
— _ hmMG
KV (z) = ~ Ahr+mMG)3
Curvatura Negativa
4C?
—L=K>0 = s5=-1]| \Ma)= —
“ (€ — ||lz]?)?

— - —_hmMG(C—r?)?
2C(hr+mMG) 16C2(hr+mMG)3

K2A(h=V) (I) _

El siguiente paso es obtener las ecuaciones geodésicas, partiendo del ejemplo
6227 con a« =1 yw = —mMG podemos escribir las ecuaciones geodésicas para

(R, gn)
- d?r mMG dxq 2 dxo 2 dx1 dxo
(i) — — | = | = 1 +220———— | =0
dt2  2r2(hr + mMG) dt dt VTR ar |
o d2xs mMG dxo 2 dxq 2 dx1 dxo
(i) +2 0
) — — | = | = T T)—/——— | =
dt2 2r2(hr + mMG) dt dt S

Para espacios de curvatura constante positiva usamos el ejemplo[6.2.5 y tomado
s =1 las geodésicas de (Si,gn) son

(i) d>z; mMG n 2 dxq 2 dxo 2 49 dzry dxa
) — — | === T To————
d? 2r2(hr + mMG) = C + r2 dt dt VTR ar
oy Loz _(__mMG 2 dug\*_ (dna\*\ o doides

d? 2r2(hr + mMG) ~ C + r2 dt dt S

Para espacios de curvatura constante negativa usamos el ejemplol6.2.9 y tomado
s = —1 las geodésicas de (H3,gn) son

d’z; 2 mMG dxq 2 dxo 2 dxr1 dzo
() = + <C—r2 2r2(hr+mMG)) <<< di > ( di ) w2y | =0
o dPxs 2 mMG dxo 2 dxq 2 dxq1 dzo
() G + (c_ra - 2r2(hr+mMG)) (((E) - (E) w220 | =0

Con esto concluimos este ejemplo que corresponde al inciso (1) de[6-27).

0

0
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Ejemplo 6.2.7. La Métrica de J-M y el Potencial Electrostdtico de
Coulomb en Espacios de Curvatura Constante n = 2:

Finalmente desarrollamos el inciso (2) de[6-2-4] y hacemos uso del ejemplo [6.2.7]
para extender los resultados a espacios de curvatura constante en el problema
de dos cargas bajo un Potencial Electrostdtico de Coulomb.

Ahora, sea (M, g) una variedad Riemanniana coneza de dimensién 2, de curva-
tura constante. Tomando nuevamente la funcion \(x) = % como factor

conforme y tomamos el potencial V : RZ2 = R

qQK qQK qQK

VZC: = =
@ = T “ @12t v

Para construir la métrica de Jacobi-Maupertuis gy, = 2X\(h—V)(dx? +dx3) para
el h-Espacio de Configuracion (Mp,gn). Del corolario[6.2.7) tenemos que la
curvatura mecdnica para (R7,gp) es

hqQ K

K20=V) () — 2=V () —

) N ((TRTO Sk

De nuevo haciendo uso del ejemplo [6.2.9 tenemos que la curvatura mecdnica
para los h-Espacios de Configuracion asociados a los espacios de curvatura
positiva y negativa tomandoa =1 y w = qQK tienen la forma

_ 5 C + s|jz]|?)? _
K2)\(h V) (x) _ 2C(h — V) + ( 4C|!2 H ) K2(h V)(SC)
s N hwa?r?*=2(C + sr?)?
2C (hre — w) 16C2(hro — w)3
sr hqQK (C + kr?)?
2C(hr — qQK) = 16C2%(hr — qQK)3

Variando el parametro s = 1, —1 obtenemos la siguiente tabla

Curvatura Positiva

407
L=K>0=k=1 | \No)= ——=
¢ (ERRE
Kz,\(hfv)(x) _ hqQK(C+r”)

£ +
— 2C(hr—qQK) 16C2%(hr—qQK)3

Curvatura Cero

K=0 |
= — haQK
K2 (@) = — i Saowy
Curvatura Negativa
L=K>0 =k 1| Ma) 4c”
—_——_— = = — r=-—-—-————-
< (C — ||lz|?)?

hqQK(C—r?)?

2A(h—V _ T
K2V (z) = T 3CGr—q0R) T T6C2 (hr—qQK)?
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Finalmente las ecuaciones geodésicas a partir del ejemplo[6-24) con a =1y
w = qQK las ecuaciones geodésicas para (R3,gp) son

o d’r qQK dxq 2 dxo 2 dx1 dzo

O Tz T 22mr —gory \\\ ) ~\@ ) o e ) =0
o d2axs qQK dxo 2 dxq 2 dx1 dzo
) Tz T amgr g0\ ) "\ ) |22 ) 70

Para espacios de curvatura constante positiva usamos el ejemplo[6.2.5 y tomado
s =1 las geodésicas de (S}, gn) son

o d?z qQK 2 dxq 2 dxo 2 dx1 dxo

(D) 2 +(2r2(hr—qQK)_C+r2 ) \a ) )ty ) O
Ao qQK 2 dxo 2 dxq 2 dx1 dxo
() <2 +(2r2(hr—qQK)_C+r2 w ) ) |ty | 70

Por dltimo para espacios de curvatura constante megativa usamos el ejemplo
6.2 y tomado s = —1 las geodésicas de (H3, gn) son

- d?z 2 qQK dxq 2 dxo 2 dx1 dzo
() 2 +(o_rz+zrz<m_q¢m ) T \ar ) |ty g ) 7Y

o d2as 2 qQK dza 2 dry 2 dr1 dxo
() Gz * <C—r2 + 2r2(hr—qQK)) ( dt ) < dt > 220 g | =0
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7. Resultados y Conclusiones

Para concluir esta tesis, presentaremos algunos de los resultados que a juicio
del autor, vale la pena resaltar y describir.

7.1. Resultados Generales

La siguiente afirmacién es una consecuencia directa del corolario B.1.2 lo
cual nos permite dar una primera clasificacion del signo de las curvaturas al
menos a nivel local (puntos criticos) en R™.

Proposicion 7.1.1. Curvaturas Mecanicas de métricas conformes a R™
en puntos criticos:

Sea (R}, gn,) un h-Espacio de Configuracién de dimension n > 2, con métri-
ca de J-M gn, = 2(h — V)g conforme a la métrica euclidiana, tomando ro € R™
punto critico, es decir VV (rg) = 0 entonces las curvaturas son

i) Curvatura Mecdnica Seccional:

gen-vy (9 9\ AV
sec 8:@»’ 6,Tj 4(]7, — V)2

it) Curvatura Mecdnica de Ricci:

*v
Ric2h-v) (9 _ AV P
Ox; dn—1)(h=V)2  4(n—-1)(h-V)?

11i) Curvatura Mecdnica Escalar:

AV

K?(h—V) ((E) _ KZ(h—V)(x) _ 5 (h V)Q
n(h —

Ademds podemos dar ciertas condiciones para determinar el signo de la Cur-
vatura Mecdnica Seccional.

i-a) st Aj;V(rg) > 0 entonces Kfe(?‘v)(aij) > 0.
i-b) si A;V(ro) < 0 entonces Ksze((]ffv)(aij) < 0.
i-c) si AV (ro) =0 entonces Ksze((]ffv)(aij) =0.

Continuando con la Curvatura Mecdnica de Ricci.

ii-a) si AV (ro) + (n — 2)2ZY (ry) > 0 entonces Ric?"=V)(2) > 0.

X

i
&

2

ii-b) si AV (rg) + (n — 2)687‘?/'(T0) < 0 entonces RicQ(hfv)(a%i) < 0.
ii-c) si AV (ro) + (n —2) ?91‘?’/ (ro) = 0 entonces RicQ(h*V)(%) =0.

i
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y para la Curvatura FEscalar.

iii-a) si AV (rg) > 0 entonces K2h=V)(rq) >
iii-b) si AV (ro) < 0 entonces K*=V)(rg) <

0.
0.
iii-c) si AV (ro) = 0 entonces K2"=V)(rq) = 0.

A diferencia de la proposicién anterior, en el caso de funciones potenciales
armonicas podemos hacer una clasificacién del signo de las curvaturas en funciéon

de la dimensién del espacio asociado a los sistemas mecanicos que describe.

Proposicion 7.1.2. Curvaturas Mecdnicas Escalares en R" y Poten-
ciales Arménicos:

Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracion de dimension n > 2, con la mé-
trica de Jacobi-Maupertuis g, = 2(h —V')g conforme a la métrica usual en R™,
suponiendo que V : R™ — R es un Potencial Armdnico, es decir AV = 0,
entonces las siguientes afirmaciones se cumplen para la curvatura Mecdnica Fs-
calar.

e K2=V) >0 para n < 6.
e K2(=V) <0 para n > 6.
e K2=V) =0 para n = 6.

La demostracién es inmediata, haciendo uso de la férmula dada en el coro-
lario
AV (n=6)VV]? _ (n—6)|VV]?

K2h=V) () = am(h—V)2  Sn(h-V)® — 8n(h—V)3

Por otro lado, también se puede demostrar haciendo uso de la férmula de Cur-
vatura Mecanica Escalar calculada en el corolario [6.T.2] .

Este es un resultado particular de uno maés general presente en [Pin75l, Pégina
291]

Proposicion 7.1.3. Curvatura Mecdnica en espacios de curvatura K
constante de dimension 2:

Sea (Mp, gn) un h-Espacio de Configuracion de dimension 2, de un espa-
cio de curvatura constante, con factor conforme A(z) = % a la métrica
euclidiana y con V : R? — R funcidn potencial para la métrica de Jacobi-
Maupertuis gn, = 2X\(h — V) (dx? + dx3).

Como consecuencia del ejemplo [61.3 en la tabla [6.1.6] tenemos expresiones pa-
ra las curvaturas mecdnicas en términos del potencial, con esto hacemos una
clasificacion de la curvatura mecdnica a partir del signo de la curvatura de la
variedad original.

Corolario 7.1.1.

Sea (S3, gn) un h-Espacio de Configuracién de un espacio de curvatura cons-
tante positiva con métrica de Jacobi-Maupertuis g, = 2\(h — V)(dz? + d23), si
V es un potencial arménico o bien AV > 0 entonces K**("=V)(z) > 0.
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En el caso del h-Espacio de Configuracion de un espacios de curvatura
negativa el andlisis es un poco mds complicado lo cual nos lleva solamente a
poder analizar de manera sencilla los puntos criticos del potencial.

Corolario 7.1.2.

Sea (H2,gn) un h-Espacio de Configuracién de un espacio de curvatura
constante negativa con métrica de Jacobi-Maupertuis gy, = 2\(h—V)(dz?+dz3),
tomando xo un punto critico del potencial, si V es armdnico o bien AV (xg) <0
entonces K2*h=V)(z4) < 0.

Finalmente recordemos que en el ejemplo el pardmetro s en el fac-
tor A toma los valores —1 y 1 para espacios de curvatura negativa y positiva
respectivamente.

7.2. Potenciales de Fuerza Central

A continuacién, resaltaremos algunos de los resultados de mayor interés fisico
que son consecuencia de lo calculado en los ejemplos del capitulo anterior.

7.2.1. Curvatura Mecénica en R}

En esta subsecciéon vamos a abordar de manera particular algunos resultados
calculados principalmente en el ejemplo[6.2.2] también sintetizamos y resaltamos
algunas propiedades de las curvaturas mecanicas consecuencia de los corolarios
obtenidos en este ejemplo.

Teorema 7.2.1.

Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracién de dimensién n, conn > 2, con
Métrica de Jacobi-Maupertuis g, = 2(h — V)(Y_i_, dz?) asociada al siguiente
potencial

w w w

el (S e e

Entonces la Curvatura Mecdnica Escalar es de la forma

Vix)

war®—2

K0V (@) = g e+ 2= m) —w(n = 2)(a = 4)

La demostracion de este teorema se sigue de los cdlculos hechos en el ejemplo

622

Hay que resaltar que la expresion para la Curvatura Mecanica Escalar del
teorema [T.2.1] depende de 4 pardmetros n, h, w y «.
A continuacién vamos a hacer un pequeno estudio paramétrico variando sola-
mente n y « lo cual nos permite obtener algunos resultados interesantes.
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Teorema 7.2.2.
Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracion dimension n > 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis gy, = 2(h — V(3.1 , 27) asociada al siguiente potencial

w w

" e T e

V(z)

Entonces la curvatura mecdnica escalar es de la forma
i) Sia=n—2, entonces

w?(n —6)(n — 2)%rn—*

K2h=V) (x) = — 8n(hr"—2 — w)?’

Demostracion: Corolario [6.21]
ii) Sin =6y a =4 entonces la curvatura mecdnica escalar es
K*hV)(z) =0
Demostracion: Corolario
iii) Si o =4 entonces

_ 2hw(6 —n)r®

K2(h=V) (z) n(hr4 — w)?’

Demostracion: Corolario [6.2.3
i) Sin =2 entonces
hwa2r2a—2

KHw) = A(hre — w)?

Demostracion: Corolario
v) Sin =3 entonces la Curvatura Mecdnica Escalar es

war®=2

K20V () = Sihre o (@ —1) —wla-4)

Demostracion: Corolario [6.2.0)

En las siguientes subsecciones veremos casos particulares de mayor interés
como los potenciales armoénicos y los potenciales en dimension n =2 y n = 3.
7.2.2. Potenciales de Fuerza Central Armédnicos

Como resultado del ejemplo 623y el corolario[6.2.6] podemos hacer algunas
clasificaciones de las curvaturas haciendo variar los pardmetros w, h y n, a
continuacion presentamos teoremas en el cason =2y n > 2
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Teorema 7.2.3.
Sea (R?,g) un h-Espacio de Configuracién de dimensién 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis gn, = 2(h — V) (dz? + dx3) asociada al siguiente potencial

V(z) = wlin(r)

con curvatura mecdnica escalar

2(h—V) w?
K (z) = 4r2(h — wln(r))3

Entonces las curvaturas mecdnicas escalares se clasifican de la siguiente manera

n =2 h>0 h<0 h=0
w>0 | K2=V) 5 | K26-V) <o | K2(-V) <
w<0 ]| K2=V) 5o | K2-V) <o | K2(=V) 5

La demostracion es inmediata haciendo uso del corolario [6.2.0l

Teorema 7.2.4.
Sea (R}, g) un h-Espacio de Configuracién de dimension n > 2, con Métrica
de Jacobi-Maupertuis gp, = 2(h — V) (>, dx?) asociada al siguiente potencial

con curvatura mecdnica escalar
w?(n —6)(n —2)2rn—1

KQ(h*V) (I) = — 8n(h7an—2 — w)?)

Entonces las curvaturas mecdnicas escalares se clasifican de la siguiente manera

n <6 h>0 h <0 h=0
w>0 | K2V >0 | K20-V) <o | K2-V) <0
w<0 | KXV > 0 [ KV <0 | K207V >0
n>6

w>0 | K*-V) <0 | K20V >0 | KXV > 0
w<0 | K2V < | K20-V) >0 | K2-V) <0

La demostracion es inmediata haciendo uso del corolario [6.2.0l.

7.2.3. Problema de Kepler y Coulomb en R? y R3

Para terminar en esta subseccién vamos a clasificar el tipo de geodésicas
que genera la métrica de Jacobi-Maupertuis en el plano, haciendo variacién del
pardmetro de energia como resultado de usar los corolarios [6.2.7] y y la
clasificacién dada en [Pol76], cabe resaltar que estos resultados son un poco
méas generales comparados al resultado dado en [Pin75, Seccién 2.2], para ello
tenemos el siguiente par de teoremas.

99



Teorema 7.2.5.
Sea (R?,gn) un h-Espacio de Configuracién de dimension 2, con Métrica de
Jacobi-Maupertuis gn, = 2(h—V)(dz? +dx3) asociada al potencial gravitacional.

mMG mMG

e
Con curvatura mecdnica Gaussiana
hmMG
2(h—V _
K20(a) = " 4(hr + mMG)?

Entonces las geodésicas se clasifican de la siguiente forma

Energia | Curvatura Geodésica
h>0 | K>"=V) <0 | Orbita Hiperbélica
h=0 | K2>"»=V) =0 | Orbita Parabdlica
h<0 | K2»=V) >0 | Orbita Eliptica

La demostracion de este teorema esencialmente es aplicar la variacion de
signos de h al corolario [6.270 y usar la clasificacién hecha en [Pol70, Capitulo
1, Seccion 7-10]

Teorema 7.2.6.
Sea (R?,gn) un h-Espacio de Configuracién de dimensidn 2, con Métrica de
Jacobi-Maupertuis g, = 2(h—V)(dz? +dz3) asociada al potencial Coulombiano.

Vi) = QK QK
||l r
Con curvatura mecdnica Gaussiana
_ hqQK
KQ(}'L V) (CE) = —4(hr — qQK)3

Entonces las geodésicas son clasificadas de la siguiente forma

®q >0 | Energia | Curvatura Geodésica
h>0 | K2=V) >0 | Orbita Eliptica
h=0 | K>»=V) =0 | Orbita Parabdlica
h<0 | K2®=V) >0 | Orbita Eliptica

QRqe<0

h>0 | K2=V) <0 | Orbita Hiperbélica
h=0 | K2"=V) =0 | Orbita Parabdlica
h<0 | K>"=V) <0 | Orbita Hiperbélica

La demostracion de este teorema esencialmente es aplicar la variacion de
signos de h al corolario y usar la clasificacién hecha en [Pol76, Capitulo
1, Seccion 7-10]
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Finalmente resta calcular y clasificar el caso n = 3 para el potencial de fuerza
central.

Teorema 7.2.7.

Sea (R}, gn) un h-Espacio de Configuracién de dimension 3, con métrica
de Jacobi-Maupertuis g, = 2(h — V)(dx? + da3 + da%) asociada al potencial de
fuerza central.

VO =l = o, at

Entonces el potencial es un potencial armonico y la curvatura escalar es de la
forma

w w w
r

w2

K2(h=V) () = 781"017’ — 7

La demostracion es inmediata partiendo del teorema[7.24) y tomando n = 3. Es-
te resultado también se puede obtener derivado del teorema (.22 - v) tomando
a=1.

7.3. Comentarios Finales

Aqui resaltamos algunos aspectos y temas que quedaron pendientes de es-
tudio, pues, debido a que estos temas hacen necesario extender mucho mas este
trabajo y debido a la falta de espacio y tiempo es necesario dejarlos como pen-
dientes o estudio a futuro.

A continuacién se hace una breve lista de estos temas pendientes, ademas de
una breve descripcion.

e Meétrica Braquistécrona:
Existe una forma de relacionar el problema de la Braquistécrona con la
Métrica de J-M, algunos resultados asociados a este y que se pudieron
explorar se encuentran en [Lau6d, Seccién 14.4].

o Estabilidad de las Geodésicas:

A lo largo de los capitulos[@ y [ se estudian distintos tipos de curvaturas,
sin embargo, la utilidad de esto y las conclusiones finales nos pueden llevar
a hacer un estudio dindmico asociado a las Geodésicas de la Métrica
de J-M, pues se puede estudiar la estabilidad asintética de las mismas,
sin embargo en el caso de variedades de dimension 2, basta con fijarse en
el signo de la Curvatura Gaussiana, todo ello gracias a los Campos
de Jacobi.

Algunos resultados y discusiones al rededor de la estabilidad de las geo-
désicas se pueden encontrar en las siguientes 2 referencias [Lau65, Seccién
14.5] y (|[GLHP)).

e Encajes de Sistemas Mecanicos en Superficies de Revolucion:
Usando la Métrica de J-M en R? se puede construir un encaje que nos
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permite construir una parametrizacién de un Superficies de Revolu-
cion, siendo asi, es posible estudiar en algunos casos también el compor-
tamiento de las geodésicas y algunas otras propiedades.

Algunos resultados y referencias relativos a este tema se pueden encontrar
en [Pin75, Seccién 2.3] y [Moel§].

Como conclusién final, podemos ver que el estudio de la Métrica de Jacobi-
Maupertuis es relativamente poco conocido, sin embargo se podria considerar
como una formulacién alternativa para la mecdnica clasica que puede tener
cierta utilidad e incluso dar una perspectiva mas geométrica comparado a las
formulaciones mas estandar utilizadas por los fisicos, tales como la formulacion
Hamiltoniana y Lagrangiana de la mecénica, sin embargo, el estudio hecho aqui
es parcial y solo se enfoca a las curvaturas pues como se explica en la lista de
temas pendientes a estudiar, las implicaciones dindmicas haciendo uso de los
Campos de Jacobi nos permitiria al menos saber el comportamiento asinto-
matico que seguirfa una particula sometida a algtiin potencia de fuerza y con
ello describir algunos comportamientos dinamicos de interés fisico lo cual com-
pletaria aun maés los pendientes de este trabajo de investigacién relativo a la
Meétrica de Jacobi-Maupertuis.
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m ACTA DE EXAMEN DE GRADO

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA No. 00217
Matricula: 2182800668

4 N N

La Métrica de

Jacobi-Maupertuis, su Con base en la Legislacién de la Universidad Autdnoma
Relacidén con la Geometria Metropolitan, en 1la Ciudad de México se presentaron a las
Riemanniana y sus 16:00 horas del dia 25 del mes de mayo del afio 2021 POR
Aplicaciones a la Mecéanica vIA REMOTA ELECTRONICA, los suscritos miembros del jurado
Clésica. designado por la Comisién del Posgrado:

DR. OSCAR ALFREDO PALMAS VELASCO
DR. JOSUE MELENDEZ SANCHEZ
DR. JOSE ANTONIO GARCIA RODRIGUEZ

Bajo 1la Presidencia del primero y con caracter de
Secretario el Ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacidén aparece al margen, para la
obtencidén del grado de:

MAESTRO EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

DE: LUIS ENRIQUE ASCENCIO GOROZPE

y de acuerdo con el articulo 78 fracciédn III del
Reglamento de Estudios Superiores de 1la Universidad

A5ce\nc(o 60’(0ch L.(/lls 1=y Autonor.na Metropolitana, los miembros del jurado
resolvieron:

LUIS ENRIQUE ASCENCIO GOROZPE
ALUMNO 1
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Acto continuo, el presidente del jurado comunicéd al
interesado el resultado de 1la evaluacidén vy, en caso

aprobatorio, le fue tomada la protesta.
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