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1. INTRODUCCION

Una ecuacion No Lineal de Schrodinger es un modelo no lineal que describe sistemas
fisicos. Este tipo de ecuaciones aparecen en hidrodindmica, éptica, acustica, condensados
cuanticos, pulsos de calor en sélidos y en otros diversos fenémenos fisicos.

La ecuacién no lineal de Schrodinger tiene la propiedad de integrabilidad, es decir, permite
utilizar la teoria de la dispersién inversa con el fin de resolverla. Este enfoque utiliza el sistema
Zackarov-Shabbath, en el cual se lleva la ecuacién a una ecuacién de evolucién ver [ZABST2].

La ecuaciéon de Schrodinger no lineal fue investigada numéricamente por Karpman y
Krushkal [KK69], Yajima y Outi [YO97], Satsuma y Yajima [SY74], Tappert [T81] y Hardin
y Tappert [HT73]. En estos dos tltimos trabajos la ecuacién NLS fue integrada por el método
de Fourier split-step.

La nocién de un conjunto regular, que aparece en este documento fue dada por Livsic
en [Ls01]. Estd estrechamente vinculado con el estudio de un par de operadores compactos
de desplazamientos no autoadjuntos [Ls95] con partes imaginarias no nulas. Estos concep-
tos aparecieron por primera vez en [Ls78|. Los origenes de esta teoria se encuentran en la
obra fundamental de Livsic y Brodskii, donde se estudia la relacién entre operadores no
autoadjuntos y funciones meromorfas en la mitad del plano superior.

Este trabajo, cuenta con tres capitulos. En el primero se describen elementos de Espacios
de Hilbert y de los Operadores Lineales en estos espacios.

El segundo capitulo se basa en el articulo [Meld], donde se muestra el desarrollo de la
teoria de conjuntos regulares Uy s para demostrar la existencia de la solucién a la ecuacion
de evolucion no lineal de Schrodinger. Asi mismo se muestra la construccién de un ejemplo
para ((x,t) a partir de las condiciones de Vessel.

En el tercer capitulo se muestran algunos ejemplos explicitos y se obtiene una féormula de

inversion para un operador del conjunto regular Uy s.
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2. PRELIMINARES

2.1. Introduccion a espacios de Hilbert

Definicién 2.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Una norma sobre K es una

funciém || - || : X — R tal que para todos z e y en X y o € K,
1. J|z|| > 0y ||z|| = 0 si y solo si z =0,
2. |az|| = laffl],
3. [lz +yll < flll + lyll-

Teorema 2.1.2. Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado sobre K. Sean {x,} y {yn}
sucesiones en X que convergen a x,y € X respectivamente y sea {a,} una sucesion en K

que converge a o € K. Entonces:
LAl ]l = Nyl < = =yl
2. Mmoo [|2n | = ],
3. 1y, oo (n +yn) = + ¥,
4. lim, o apx, = ax

Demostraciéon:

1. Por la desigualdad del triangulo, ||z|| = ||(z — v) + y|| < ||z + y|| + |Jy|| y también

]l = llyll < [l =yl

Intercambiando z y y se obtiene ||y|| —[|z[| < ||y —||. Como ||z —y| = [(=1)(y —2)|| =
|y — z||, se obtiene

—llz =yl < llzll = Nyl < lle =yl

Por lo tanto [z —[ly[[| <[l —yl.
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2. Dado que lim, sz, = x y |||z]| — ||zall| < ||z — .|| para todo n € N, se sigue que

My, o0 [|Z0]| = 2|

3. Debido a que lim,, soo v, = x, lim,, soo ¥ =y, v

[(@n +yn) = (@ + ) = lzn = 2) + W = I < llzw — 2] + Iy —yll,
para todo n € N, se sigue que lim,, (2, + yn) = = + .

4. Se tiene que la sucesién {a,} es convergente por lo tanto es acotada, asi existe una

constante C' > 0 tal que |a,| < C para toda n € N. También,

lan®, — ax|| = [|an(z, — 2) + (0 — )z
< |an|“$n - JZ” + o — O‘|”$”

< COllzn — z|| + |ow — af||z],
para toda n € N. Por lo tanto lim,,_, a,x, = ax.

Definicién 2.1.3. Un espacio vectorial normado X se dice que es completo si toda sucesion
de Cauchy en X es convergente a un elemento en X. Es decir que si ||z, — z,|| — 0 cuando
m,n — 00, entonces existe un z € X tal que ||z, — x| — 0 cuando n — oo. Un espacio

vectorial normado completo es llamado espacio de Banach.

Definicién 2.1.4. Un producto escalar sobre un espacio vectorial V' es una funcién (-, -) :

V x V — K tal que para cualesquiera x,y,z € V y o, 8 € K,

(a) (z,2) >0, (z,z) =0 siy solosiz =0,

(b) (azx + By, z) = a(x, 2) + B(y, 2),

(c) (v,y) = (y,2)

De (b) y (c) se sigue que para cada z € V, la funcién y — (z,y) es conjugada lineal , i.e.,

(z,y) = a(x,y).

Ejemplo 2.1.5. Considérese el espacio ls que consiste de todas las sucesiones complejas

x = {x,} tales que Y = |z,|? es convergente.
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Definase el producto escalar en ly, como sigue. Si x = {z,} y v = {y,} estdn en [y,

(2,9) = > Tntn
n=1

Primero se mostrara que el producto escalar esta bien definido. Para esto se prueba que

entonces

el producto escalar es una serie convergente que tiene como suma un nimero complejo.

Por la desigualdad de Cauchy, tenemos

n n /2 /4 1/2
Z 2G| < (Z |xi|2> (Z |1‘z‘|2>
=1 =1 =1

. 1/2 /o 1/2
(£) ()
=1 =1

Dado que Y o7 |zn? ¥ D07 |yn|? son convergentes, la sucesién de sumas parciales de la

serie Y oo, |2;7;| es una sucesién mondtona decreciente acotada por arriba.

De esta manera, la serie Y | |2,9n| es convergente. Por lo tanto >~ x,¥, es absolu-

tamente convergente, la cual tiene como suma un nimero complejo.

Con lo cual se concluye que la serie que define al producto escalar es convergente, asi el

producto escalar estd bien definido. Las propiedades del producto escalar se siguen facilmente.

Teorema 2.1.6. Si V,(-,-) es un espacio con producto escalar, entonces

(@) [(@ )] < ) I,  zyeV,
(b) ||z|| = (x,2)"? define una norma || - || sobre V para la cual
lz+yl* + o =yl =2(l=* + lylI*) . zyeV .y

(c) el producto escalar es continuo de V- x V en K.

Demostracién:
(a)Siy =0, ||y|| = 0y porlo tanto |(z,y)| = 0, de esta manera ambos lados de la desigualdad

se anulan y por tanto es verdadera la desigualdad. Por lo cual astiimase que y # 0 y témese
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cualquier escalar A € C. Entonces se tiene que
0< [l = Myl* = (z = dy,z — My).
Pero

(= Ay, z = Ay) = (2,2) — (v — Ay) — Ay, 2)(Ay, \y)
= (z,2) = Mx,y) — Mz, y) + A\(z,y)
= |Jz]]* = My, z) = Az, y) + [P ly] >

Por lo tanto se obtiene que ||z||> — Ay, 2) — Az, y) + |A?||y||> > 0.
(v,

z) = (2,y).

Como y # 0. Elijamos \ = h’; ﬁ’g y usando

Se calcula que,
H H2 ( )(l‘ y) (xay>(mvy>HyH2>0
[ly|I? [yl|* T
|(z,y)]

IIyH; > 0, de donde se obtiene que

lo cual muestra, ||z|* —

(@, y)] < [, 2)[ [I(y, vl
(b) Utilizando (a) se tiene que:

Iz +ylI* = [l2]* + 2Re((z, ) + lly]I*
< ll2ll* + 21l= /[l + Iy
= ([[l1* + [lyl*)*.

Los axiomas de norma restantes se siguen facilmente de las propiedades de producto escalar.

Ahora, para probar la identidad del paralelogramo se calcula que:

para cualquiera x,y € V', se obtiene que

|z +yll* = (¢ +y,2+y)

= (z,z+y)+ (Y, +y)

= (z,z) + (z,y) + (v, 2) + (¥, 9)
= |

2| + (2, 9) + (y,2) + |lyll*

Similarmente ||z — y|| = ||z]|* — (z,y) — (y,z) + ||y||?, entonces sumando los dos resultados
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anteriores se tiene ||z + y||* + ||z — y||* = 2(||=[]* + ||yl]?).

(c) Calculamos que

(@ )| = (@, 9)] = (@0 Yn) — (20, y) + (20, y) — (2, 1)
= (@, yn — y) + (T0 — 2,9)|
< |(@n, Yo — Y| + (20 — 2, 9)].

Por (a), se tiene |(zn, yn — y)| < [|znl[ [|yn — |
v [(en =z, 9)| < e — 2] {lyl]-

Entonces se obtiene que
(@ yn) = (2 9)] < Mlzall [lyn = yll + (@0 = 2)[] [|y]].

Dado que z,, >z y yp = ¥, ||zn — || = 0y ||y — y|| — 0.

Ademads como {z,} es una sucesién convergente, esta es acotada, entonces ||x,|| < M para
toda n y alguna constante M. Por lo tanto (z,,y,) — (x,y) cuando n — oc.

Es decir el producto escalar es continuo de V' x V' en K. O

Un Espacio de Hilbert es un espacio con producto escalar para el cual el correspon-

diente espacio normado es completo.
Ejemplos

Nétese que el ejemplo (2.1.5)) es un espacio completo con producto escalar, ya que Il es un

espacio de Banach.

(a) Defina L?[a, b] como el conjunto de funciones medibles a valores complejos en [a,b], que

satisfacen fab |f(z)]*dx < co. Definimos el producto escalar como

b
(f.9) = / f(x)g()da

(b) El conjunto de todas las sucesiones z = {z, } tal que z,, es cero a partir de cierto n es un

espacio con producto escalar no completo, el producto escalar es inducido por ls. Por ejemplo
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2(n) — 121 100...
- 72737 7n777

converge en [y pero su limite contiene términos no cero.

la sucesién

Definicién 2.1.7. Sea H es un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y norma || - ||.
Un operador A en L(H) se denomina operador de Hilbert-Schmidt si la traza de A*A es

finita. Es decir,
o

tr(A*A) =) (g, A"Ap,) < o0,

n=1

para alguna base ortonormal {¢,} de H. Este conjunto serd denotado por HS.

2.2, Ortogonalidad

El producto escalar nos da una nocién de angulos entre los vectores. De la desigualdad
de Cauchy-Schwarz para espacios con producto escalar real, tenemos que si x, y son vectores

no cero, entonces
(z,y)
= [zl

y asi el angulo entre z y y puede ser definido como

= cost (50,

Definicién 2.2.1. Sea V un espacio con producto escalar. Los vectores x,y € V son orto-

<1

Y

gonales si (z,y) = 0.

Definicién 2.2.2. Sea V un espacio con producto escalar y sea M un subespacio de V. El

complemento ortogonal de M es el conjunto

Ml:{xGV:(:v,y):0 para todo yEM}.

Lema 2.2.3. M* es un subespacio cerrado de V- y M N M+ = {0}.

Demostracién: Sean y,z € M+, a, 3 € Ky x € M. Entonces

(ay + Bz,2) = a(y,x) + f(z,z) =0,
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asi ay + Bz € M+, y por lo tanto M~ es un subespacio lineal de V. Ahora, sea {z,} una

sucesién en M+ convergente a # € V. Entonces para cualquier y € M se tiene

0= lim(x —x,,y) — lim (z,,y) = (z,y)
—00

n—o0 n

(ya que (x,,y) = 0, para toda n). Asi, x € M~*. Esto implica que M+ es cerrado. Aho-
ra, supongase que x € MNM=, entonces (z,z) = 0y asf # = 0, por loque MNM~+ = {0}. O

Un conjunto K en un espacio vectorial V' es convero si para x,y € K y 0 < a < 1, se
tiene ax + (1 — a)y € K. Es decir, si un par de vectores estd en K, entonces también lo esta

el segmento de linea que los une.

Teorema 2.2.4. Un conjunto convexo no vacio S del espacio de Hilbert H tiene un elemento

de norma minima.

Demostracion:

Sea d = inf{]|z|| : x € K}, se puede encontrar una sucesién x,, € K para la cual ||x,| — d.
Como K es convexo tenemos (1/2)(x, + z,,) € K para m,n > 1. Por lo tanto usando la

definicién de d, se obtiene

H%(an +xm)|* > d lo cual da

| T + zn|| > 2d.
Del Teorema ([2.1.6]) (b) se obtiene que

o = 2mll? = 2all + 2@m]2 = [2m + 2all? < 2jea]2 + 2 ? - 4

Ademas ||z,||, ||zm| — d, cuando n,m — oo, entonces se tiene que ||z, — z,[> — 0
cuando m,n — oo.

Por lo tanto {x,} es de Cauchy. Debido a que S es un subespacio cerrado de un espacio
completo, S es completo. Por lo tanto la sucesién de Cauchy {z,} en S converge a un punto
x € S. Ahora como el producto escalar es continuo la norma también lo es, asi se obtiene

que ||z|| = || limy, o0 T, || = lim ||z]| = d. Asi x es un vector de norma minima.

Para probar la unicidad, sea y € S otro elemento con ||y|| = d. Entonces (1/2)(z+y) € S

y el Teorema ([2.1.6) (b) da,
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1 x Y 1
156+ 9l =250+ 212 l5( - )
B ?  d? 1 I

5 +§—H§(l’—y)

1
=& = |5 -yl

por lo tanto ||3(z —y)||* < d?, lo cual contradice la definicién de d, ya que 1(z+y) € S. Por

lo tanto x € S es Unico. O

Teorema 2.2.5. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces H =
M M+

Demostracién: Como M N M+ = {0}, es suficiente mostrar que cada z € H puede ser
expresado de manera tnica como ¢ = y + 2z, donde y € M y z € M*. La unicidad se tie-

ne ya que si x = m; +n, conm; € M, n; € M+, entonces mi—m =n—n; € MNM+ = {6}.

Para establecer la existencia de y € M y z € M~ tal que x = y + 2, dado que x € H,
r—M ={r—m:m € M} es un conjunto no vacio convexo de H. Por lo tanto por el
Teorema (2.2.4)), existe un z € v — M tal que ||z|| = inf {||2']| : 2’ € 2 — M}.

Sea y = x — 2. De la definicion de M, y € M y x = y + 2. Por lo que basta probar que
2z € M*. Como en el caso de la desigualdad de Cauchy- Schwarz para cualquier w € M y un

nuamero arbitrario complejo a,

(2 — aw, z — aw) = ||2]|* — a(z,w) — a(w, 2) + |a]*|w]]*.

ﬁffHUQ) en la ecuacién anterior y simplificando, obtenemos

Eligiendo a =
Iz = awl|*[lwl* = [l2*[lw]* = |(z,w)[*,

Asi

|z w)|* = Iz [lwll* = llz — awl]*||wl]]*. (2.1)

Ahora z —aw =x —y — aw € x — M. Dado que z tiene norma minima, se obtiene que

Iz = awl]* > ||| (2.2)
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Usando (2.2) en (2.1, se calcula que |(z,w)[* < [Jw[|*||2[|* = [[2[]*[lw]|* = 0. Lo cual implica
(z,w) =0, es decir z € M+ asi que H = M @ M+, O

Ejemplo 2.2.6. Considere el espacio de Hilbert H = I3 con el producto escalar definido en
(12.1.5)).

Sea M el subespacio lineal de [, de todas las sucesiones que contiene solo una cantidad
finita de términos distintos de cero. Entonces M es un subespacio de [y, pero no es un subes-

pacio cerrado como se puede ver enseguida.

Si x = {z,} € Il donde x, # 0 para algin n, sea 2 = (2,,0,0,0,---) 2? =
(xlax270707"'> x(n) - (.1'1,[['2,"' 7xna0707"')'
Entonces la sucesién 2V, 22, ...z ... pertenece a M. Pero 2™ — z cuando n — oo

en norma y x ¢ M. Por lo tanto M no es un subespacio cerrado de ls.

Se mostrard que M+ = {0}. Para esto sea y = {y,} € M+, donde y;, # 0 para cualquier
k y se probard que y = {0,0,---,0,---}. Dado un entero positivo k, se define x;, = 0 para

todo k # ny x, = 1 para k = n. Entonces {z,,} € M. Dado que {xx} L {yx}, se obtiene que

0= ({o&}, {un}) = Zﬂfky_k = Yn

De esto, se tiene que y,, = 0 paran =0,1,2,3,---, asi que {y,} = {0,0,0,---}.
Dado que cualquier y € M~ es cero entonces M-+ = {0}. Por lo tanto se ha probado que
M @& M 1#1,. Asi el Teorema ([2.2.5) falla si M no es un subespacio lineal cerrado de H.

Definicién 2.2.7. El espacio L(H, C) es llamado el espacio dual de H y se denota por H'.

Los elementos de H’ son llamados funcionales lineales continuos.

Definicién 2.2.8. Sea f un funcional lineal en un espacio de Hilbert H, su norma en H’

esta dada por

11— sup @)
o el

Teorema 2.2.9 (Riesz-Fréchet). Sean H un espacio de Hilbert y f un funcional arbitrario

en H'. Entonces existe un unico vector y € H tal que

fx) = (z,y)
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para todo x € H y ademds || f|| = |ly||

Demostracién:

(a) (Existencia). Sea f(x) = 0 para todo x € H entonces y = 0 por lo que se cumple el
Teorema. Ahora, sea f # 0; como f es continua ker f es un subespacio cerrado de H y dado
que f # 0, ker f # H entonces por Teorema (ker f)+ # {0}. Por lo tanto existe un
yo # 0 € (ker f)1. Definase para cualquier x € H arbitrario.

z = f(z)yo — [(yo)z.
Ahora f(z) = f(x)f(yo) — f(vo)f(x) = 0. Esto implica que z € ker f. Notando que y, €

(ker f)*, se obtiene que

0= (2,9) = ((f(x)yo — f(yo)f(x))7,90) = f(x)(¥0,v0) — f(¥o) (%, Yo)-
Por lo que se calcula que
f(@) (Yo, yo) — f(yo)(z,y0) = 0. (2.3)

Nétese que (yo,50) = [|yoll* # 0, de (2.3) se obtiene que,

_ (1),

Se puede escribir (2.4)) como

1%l

fz) = < Lﬂ)y) |

ﬁgﬁ% Yo como y, se tiene establecido que existe un y tal que f(x) = (z,y)

para cualquier x € H.

Ahora tomando

(b) (Unicidad) Supdngase que y no es unico. Es decir, supéngase que para todo = € H,

existen y1 y v tales que f(z) = (z,41) = (z,2).
Entonces (z,y1) — (z,y2) = 0 lo cual implica que (x,y; —y2) = 0 para todo x € H. Elijase

a x como y; — Yo, asi pues

(Y1 — Y2, 91 — v2) = ||y1 — 1=2||* = 0.

Por lo tanto y; — yo = 0 asi que y; = ¥ lo cual prueba que y es tnico.
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() (JfIl = llyll)- De la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

[f @) = (z, y)] < llzllllyll

Esto implica que sup,_, ‘chl(j\)l < ly]l-
Usando la definicién de la norma de f, se obtiene que || f|| < ||y||. Para probar la desigual-

dad inversa, témese x = y en f(z) = (z,y), entonces se calcula que
lyll* = (v, 9) = £ < I £yl

Como y # 0, se obtiene que |ly|| < ||f]]-
Por lo tanto se tiene || f|| = ||y||- O

Ejemplo 2.2.10. Considérese el subespacio M de [, que contiene a todas las sucesiones
finitas. Esto es el conjunto de todas las sucesiones escalares con términos cero después de un

factor finito.

Este es un espacio con producto escalar no completo con el siguiente producto escalar

(x,y) = any_n para todo x,y € M

n=1

Ahora definase f(x) = > " 2= cuando z = {x,} € M. f es lineal y por la desigualdad
de Holder,

) () (£

n=1 n=1
w2 72 9 =1 2
< g(%x) = €||$|| ; ya que nzz:lﬁ -5

de modo que f es un funcional lineal continuo en M.
Ahora se probara que no existe y € M tal que f(z) = (z,y) para toda = € M.

Toémese x = ¢, = {0,0,---,1,0,---} donde 1 se encuentra en la n-ésima posicién. Usando

la definicién para f, se obtiene que f(z) = % Supongase que existe un y € M que satisface
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las condiciones del Teorema, entonces se tiene que
f@)=(2,9) = 2uln = Vn
n=1

De esta manera el Teorema de Riesz-Fréchet es vélido si y sélo si y, = 711 # 0 para toda
n.
Por lo tanto y = {y,} ¢ M.

Esto prueba que no existe y € M tal que f(z) = (x,y). Por lo tanto la hipdtesis de

completitud de M no puede ser omitida.

2.3. Bases ortonomales

La sucesién {v;} de vectores en H es llamada ortogonal si (v;,v;)y = 0 para cada par
i,j con i # j. Sean {v;} una sucesién de vectores no cero y u € H. Para cada j se definen
los coeficientes de Fourier de u con respecto a v; dada por ¢; = (u,vj)u/(vj,vj)y. Para
cada n > 1 se sigue que Z?Zl c;v; es la proyeccién de u en el subespacio M,, generado por
{v1,v9,...,v,}. Esto se sigue del Teorema notando que u — Z?Zl cjv; es ortogonal
para cada v;, 1 < j < n, por lo tanto, pertenece a M:>I. Se llamard a la sucesién de vectores

ortonormal si es ortogonal y si (v;,v;)g = 1 para cada j > 1.

Teorema 2.3.1. Sean {v;} una sucesién ortonormal en un espacio de Hilbert H y u € H.

Los coeficientes de Fourier de u estdn dados por ¢; = (u,v;)n y satisfacen

Do lelP < lul? (2.5)
j=1

También se tiene que u = Z;; cjv; siy solo si se cumple la igualdad en (22.5)).

Demostracion:
P n , .
Sea u, = ijl CjVj, N = 1. Entonces v — u,, L u,, asi se tiene que

lull = llu = wall* + ual*,  n>1. (2.6)

Pero [lu,||* = 377, [¢;]?, esto se tiene dado que el conjunto {v;,...,v,} es ortonormal, de
este modo se obtiene que Y77, [¢;|* < [lu[|* para todo n, por lo tanto (2.5]) se cumple. Se
sigue de (2.6 que lim,,_, ||u — u,|| — 0 si, y solo si la igualdad se cumple en (2.5)).
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La desigualdad ([2.5)) es conocida como desigualdad de Bessely la correspondiente igualdad
es se llama ecuacion de Parseval. La serie Zj; c;v; anterior es la serie de Fourier de u con

respecto ala sucesién ortonormal {v;}.

Teorema 2.3.2. Sea {v;} una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H. Entonces
cualquier elemento de H es igual a la suma de su serie de Fourier si, y solo si {v;} es un

base para H, esto es, su respectivo espacio generado es denso en H.

Demostracion:

Supongase que {v;} es una base y sea u € H. Para cualquier € > 0, existe un n > 1 para
el cual el espacio lineal M generado por el conjunto {vy,vs,...,v,} contiene un elemento el
cual se aproxima a u via €. Esto es, inf{|ju — w|| : w € M} < e. si u, esta dado como en
la demostracién del Teorema , entonces se tiene que u — u, € M*. Por lo tanto, para

cualquier w € M se calcula que
lu = wn* = (u = wn, w = w) < flu = wnl| [lu = wl|
por lo tanto u, —w € M. Tomando el infimo sobre todo w € M se tiene que
lu — || < ff{jju —w||:we M} <e. (2.7)

Asi, lim,, o u, = u. Lo implicacién contrario se sigue facilmente.

2.4. El adjunto de un operador

Teorema 2.4.1. Sean V y W espacio de Hilbert y sea T € L(V,W). Entonces eziste un
unico operador T* € L(W, V) tal que

(Tz,y) = (x, T"y) (2.8)

para todo x € V y todo y € W

Demostracion:
Sean y € Wy f: W — K definida por f(z) = (Tz,y). Entonces f es una transformacion
lineal y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (2.1.6)) (a) y la continuidad de 7" se tiene que

[f (@) = [(Tz,y)l < [[Tz|[llyll < [Tyl
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Por lo tanto f es acotada y utilizando el Teorema de Riesz-Fréchet ([2.2.9) existe una
tnica z € V tal que f(x) = (z, z) para todo x € V. Definase T*(y) = z, asi se tiene que 7™

es una funcién de W a V' tal que
(Tz,y) = (x,T"y) (2.9)

para todo x € V y todo y € W. Entonces T* es una funcién la cual satisface la ecuacion
(2.8). Ahora, se mostrara que T* € L(W, V).
Sean y1,y2 € W, a, 8 € Ky x € V. Entonces por (2.9)),

(2, T"(ayr + By2)) = (T'(x), ayr + By)
a(T(x),y1) + B(T(x), )
a(z, T*(y1)) + Bz, T*(y2))
= (z,aT"(y1) + BT (y2))-

Por lo tanto T*(ayy + By2)) = oT*(y1) + BT*(y2), es decir T* es una transformacion lineal.
En seguida se obtendra que T™ es acotado. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se

tiene que

IT*W)II* = (T"(y), T* () = (TT*(y),y) < ITT* ) Iyll < ITINT* W)yl

Si ||T*(y)|| > 0 entonces dividiendo la desigualdad anterior por ||T*(y)||, se obtiene que
NIl < IIT)|]ly]|.- Mientras que si ||[T*(y)|| = 0 entonces trivialmente ||7*(y)|| < || T|l||lv]|-
Por lo tanto para toda y € W,

1= < 17Nyl

y asi T* es acotada y ||| < ||T].
Finalmente, se tendrd que T* es tinica. Supongase que T y Ty estdn en L(W, V) y que

paratodox € Vyye W,
(Tz,y) = (z,T7y) = (z,T5y).

Por lo tanto Ty = T5y para todo y € W, lo que implica que 17 = T3 y por lo tanto 7™

es unico O

Ejemplo 2.4.2. Sea M un subespacio de [y que consiste de todas las sucesiones reales, que

cada una contiene solo un nimero finito de términos no cero. M es un espacio con producto
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escalar no completo con el mismo producto escalar que /s dado por

(2,9) = ) Tl
n=1

para cada x € M, definase

Entonces para z,y € M, se tiene que,

o0

x
T = =,
( [L’,y) hn n
n=1
Ahora, sea e, = {0,0,---,1,0,---} donde 1 se encuentra en la n-ésima posicion.

Entonces, se obtiene que

(Ten,el):yze"jﬂzyi.

Se vera si existe un 7% el cual es el adjunto de 7.
Ahora se tiene que (e,,T*(e1)) = T*(e1) - e, donde el lado derecho se obtiene del producto
escalar. Ahora como T*(e1) € M, T*(e1) - €, no puede ser igual a L paran=1,2,3,---.

Esto muestra que no existe 7" en M tal que
(T'(en), €1) = (en, T"(e1)).
Por lo tanto la completitud no se puede omitir en las hipdtesis.

Definicién 2.4.3. Si V' y W son espacios de Hilbert y 7" € L(V, W), el operador T* cons-
truido en Teorema ({2.4.1)) es llamado el adjunto de T

Definicién 2.4.4. Si A = [a; ;] € M,,,(K) entonces la matriz [a;] es llamada el adjunto de

Ay denotado por A*.

Ejemplo 2.4.5. Sea H un espacio de Hilbert. Si I es el operador identidad en H entonces
=1

Esto se prueba de la siguiente manera.
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Si xz,y € H entonces
(z,y) = (z,y) = (=, Iy).

Por lo tanto por la unicidad del adjunto I* = I

Teorema 2.4.6. Sean U,V y W espacios de Hilbert, considérese Ty, Ty € L(U,V) y T €
L(V,W). Sea a € K. Entonces

(a) (oTy + BTy)" = aTy + BT,
(b) (NT2)" = (T3T7).

Demostracién:

(a) Para todo = € U y todo y € V, se obtiene que

(z, (@1 + B13)"y) = ((oTh + BT2)z,y)
oTvz,y) + (BTez,y)
(6% Tlxa y) + S(Tgﬂf, y)

(
oz, Tiy) + Bz, Ty y)

= (
= (

= (z,a(Tyy)) + (z, B(T5y))
= (z,a(Tyy) + B(Ty)).

Entonces considerando la unicidad de el adjunto, se tiene que (a1} + fT5)* = aT} + 3T5.
(b) Para todo x € U y todo y € V, se tiene que

(z, (I1T2)"y) = (T112)z, y)
= (Tv(Txx),y)
= (Tox, TTy)
= (

z, (T317)y)
Por lo tanto utilizando la unicidad del adjunto, (1T77%)* = (T517). O

Lema 2.4.7. Si H es un espacio de Hilbert y'T' € L(H) es invertible entonces T es invertible
y () = (1)
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Demostracion:

Como TT~!' = T7'T = I, si se calcula el adjunto de esta ecuacién se obtiene que
(TTYY* = (T~'T)* = I* entonces utilizando Teorema (2.4.6) y el Ejemplo ([2.4.5) se tie-
ne (T-1)*T* = T*(T~1)* = I. Por lo tanto T* es invertible y (T*)~! = (T1)*. O

Definicién 2.4.8. Un operador T en un espacio de Hilbert H es llamado autoadjunto si
T=T*

2.5. Analiticidad

Sea B un espacio de Banach y D una regién en el plano complejo. Considérese x : D — B

una funcién del plano complejo un espacio de Banach, dada por A — z(\).

Definicién 2.5.1. La funcion x(\) se dice que es analitica en D si para todo Ao, el limite

z(\) — x(No)
A— X

existe en el sentido de la norma de B

Este limite si existe es llamado la derivada de z(\) en Ao.
Sea f € B'. Entonces f(x(\)) estd bien definida como una funcién a valores complejos de
una variable compleja. Si puede ser considerada como una funcién de D en D, se tiene que

el siguiente teorema.

Teorema 2.5.2. Si z(\) es una funcion analitica en D como una funcidn vector-valuada,

entonces f(x(X)) es también una funcion analitica en D

Demostracion:

Para demostrar esto, se debe probar que f(z(\)) posee derivadas en cada punto de D. Ahora
como f es lineal y continua, tenemos, basta probar analiticidad en algin elemento de D.
Ahora, se tiene que

= f(@'(X))-

o X — X

flaN) = flz(h) f (x(A) - x(%))
A— Ao

Esto prueba que f(z) es analitica en D.
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2.6. Operadores compactos

Definicién 2.6.1. Un subconjunto A de un espacio lineal normado N se dice que es pre-

compacto o relativamente compacto, si su clausura A es compacta.

Definicién 2.6.2. Un operador lineal T" de un espacio normado X en un espacio normado

Y es llamado operador compacto si lleva conjunto cerrados de X en conjuntos precompactos

en Y. Estoes T : X — Y es compacto si para cualquier conjunto acotado B C X, T'(B) es

compacto en Y.

De la definiciéon anterior se tienen las siguientes propiedades.

1. Sea T': X — Y un operador compacto. Entonces T' es un operador acotado (continuo).

Mostremos que T lleva conjuntos acotados en conjuntos acotados. Sea B un conjunto

acotado en X. Como 7' es compacto, T'(B) es compacto en Y.

De esta manera T'(B) es completo y totalmente acotado en Y. Ahora como un conjunto

totalmente acotado siempre es acotado, T'(B) es acotado.

Como un subconjunto de un conjunto acotado también es acotado de esta forma 7'(B)

es acotado. Esto prueba que T es un operador lineal acotado y por lo tanto continuo.

2. Sea T un operador lineal en un espacio de dimension finita X. Entonces T es un

operador compacto.

Dado que X tiene dimensién finita y 7" es lineal, 7'(X) es de dimensién finita. Ademas
cualquier operador lineal en un espacio de dimensién finita es acotado, T(B) es un

subconjunto acotado de T'(X) para cualquier B C X.

Ahora si T(B) es acotado, T'(B) también es acotado y cerrado. Como T'(X) es de

dimension finita, cualquier cualquier conjunto cerrado y acotado de T'(X') es compacto.

Por lo cual T'(B) es compacto, y es un subconjunto cerrado y acotado de T'(X).

3. El operador 0 en cualquier espacio lineal normado X es compacto.
Porque lleva cualquier conjunto acotado al conjunto {0} cuya clausura es {0} el cual

es compacto.

4. Sila dimension de un espacio X es infinita X, entonces el operador identidad I : X — Y

no es un operador compacto.
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Considérese la esfera cerrada unitaria S = {x € X : ||z|| < 1}. Entonces S es acotada.
Por otra parte X es de dimension infinita, /(S) = S = S no escompacto. Por lo tanto

I : X — X no es un operador compacto.

Teorema 2.6.3. Un conjunto A en un espacio normado X es precompacto si y solo si toda

sucesion de puntos en A contiene una subsucesion convergente.

Demostracién:

Astimase que A es precompacto. Dado que A C A, cualquier sucesién en A es también
una sucesiéon en A. Ahora, como A es compacto tal sucesién en A contiene una subsucesién
convergente. Por lo tanto toda sucesion en A tiene una subsucesion convergente.

Ahora considérese que toda sucesién en A contiene una subsucesion convergente y mos-
tremos que A es compacto.

Sea {y, } una sucesién de puntos en A. Puesto que A es denso en A, existe una subsucesién

de puntos {z,} en A tal que

1
|0 = ynl] <~
n

Usando la hipétesis, se puede seleccionar una subsucesion {z,, } de {z,} tal que
Tp, =+ T E A.

Por lo tanto se encuentra una subsucesiéon {yy,, } de {y,} tal que

Hynk —IL"|| - Hynk = Ty, + Ty, _$H

IN

Y, — @n, || + |0, — || = 0 cuando k — oo.

De esta manera A es compacto. ]

Teorema 2.6.4. Sean X y Y espacios lineales normados y T : X — Y un operador lineal.
Entonces T es un operador compacto si y solo si para cualquier sucesion {x,} en X, la

sucesion {Tx,} en'Y tiene una subsucesion convergente.

Demostracién:
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Sea T : X — Y un operador compacto y {z, } una sucesién acotada. Entonces {Tx,} en Y

es precompacta. Por lo tanto por Teorema ({2.6.3)), {7z, } tiene una subsucesién convergente.

Ahora, asumase que cualquier sucesién acotada {z,} contiene una subsucesién conver-
gente {z,, } tal que {T'x,, } converge en Y. Sea B C X cualquier conjunto acotado y {y,}

cualquier sucesién en T'(B). Entonces y,, = Tz, para algina x, en B.

Puesto que B es acotado {z,} C B es también acotada. Por hipétesis {1z, } contiene
una subsucesion convergente. Por lo tanto por Teorema ([2.6.3), T'(B) es precompacto. Por

lo tanto 1" es un operador compacto. O

2.7.  El espectro de un operador
Definicién 2.7.1. 1. Sean H un espacio de Hilbert complejo, I € H' el operador identi-
dad y T € H'. El espectro de T, denotado por spec(T') o o(T'), esta definido como

o(T)={A € C:T — Al es no invertible} .

2. Si A es una matriz cuadrada entonces el espectro de A, denotado por o(A), es

o(A)={A e C:A— Al esno invertible} .

Ejemplo 2.7.2. Sean H un espacio de Hilbert y I el operador identidad en H. si z es
cualquier niimero complejo entonces o(z1) = z.

Esto se puede ver ya que si w € C entonces wl es invertible menos en w = 0. Por lo que

o(zI) ={X € C:zI — Al es no invertible}
={A e C: (2= A)I esno invertible}

= {z}.
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2.8. Integracion en espacios de Hilbert

Definicién 2.8.1. Sea f una funcion del intervalo cerrado [a,b] a un espacio de Banach B,

decimos que f es Integrable en el sentido de Riemann si y solo si

lim Z f(&)Ax; converge, donde Ax; = x; — ;4

IlP[|—0

En tal caso se tiene que

b
/ fl)de = ln 3 f(E)Aw,

[1P]|=0

Es decir Ye > 0 36 > 0 tal que V||P|| < ¢ se tiene

I/ ' Fayde - > fE)As,

<,
B

donde ff f(z)dx € B y P es una particion para [a, b].

Teorema 2.8.2. La integral de una funcion f entre a y b (a < b) existe siempre que f sea

continua en el intervalo cerrado [a,b]

Demostraciéon:

Considérese S,, = {w,,x1,...,2,} una particiéon para [a,b], la fineza de la particion
serd medida mediante el maximo valor de los Azx; = x; — x;_1, la cual se denominara la
“longitud” de S,,.

Una suma aproximada basada en la particion S,, se obtiene eligiendo un valor &; en cada

intervalo [z;_, x;] y formando

n

Fo=> f(&)Ax;

i=1

Se debe probar que para una sucesion de particiones .S,, con longitud tendiendo a cero, las

sumas F}, convergen hacia un limite que sera igual a fab f(x)dx, y que el valor de este limite
no depende de la particién y de puntos intermedios &;.

Se compararan los valores de F,, y Fy correspondientes a las particiones S, y Sy, donde

la longitud de S,, es menor que 0 y la particién Sy es un “refinamiento” de S, ; esto es, todos

los puntos de la particion S, se encuentran entre los de Sy.
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Es decir se tiene

N
Fy =Y fn)A,,
j=1

donde y; son los puntos de la particién de Sy, y Ay; = y; — yj—1 vy n; estd situado en
el intervalo [y;_,y;]. Dos puntos z;_1 y x; de la particién de S, aparecen entre los valores
y;. Por ejemplo, x;_1 = y,_1, ; = ys. En Sy el intervalo [zs_1, ;] es cortado en intervalos,

“[nyla yr‘]> [yT7 yr+1]7 sy [ysfla ysr’a donde
> Fmi)(y; = yi-)
j=r

es el aporte total a Fly. Se compara éste con el aporte a Fly del intervalo [z;_1,z;], dado por

f(&)(z; — x;_1), el cual puede ser escrito como

Z FE) Wi —yj—1),
j=r
y se encuentra que para la norma en el espacio de Banach B de la diferencia de los aportes

s

H Z (f(ns) = £(&)) (g5 — yj—l)HB < Z e(y; — y;_1) por continuidad uniforme de f
j=r

j=r

= 6(1’,’ — -Ti—l)-

Por lo tanto, sumando las diferencias de los aportes a F}, y Fy para todos los intervalos

[z;_1,2;] de S,, se encuentra la estimacién

|y — Fulls <3 elw; — 2i1) = (b — a),
=1

siempre que S, tiene una longitud menor que §(¢) y Sy sea un refinamiento de S,,.

Ahora considérese S,, y S,, dos particiones cualesquiera de [a,b] y sea Sy la particién
formada por todos los puntos de las particiones S,, y S,,,. Entonces, Sy sera un refinamiento
tanto de S,, como de S,,.

Supéngase que S, vy S, poseen longitud menor que d(¢). Eligiendo cualesquiera puntos

intermedios 7; de los intervalos de Sy para definir Fiy, se encuentra
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| Fn — Fnlls = |(Frn — Fn) + (Fv — ) |ls
< 2¢(b—a),

para n y m suficientemente grandes. De esto se sigue que la sucesion F), es una sucesién

de Cauchy; consecuentemente

lim F, = F

n—00
existe.

Queda por probar que el valor de lim,, ., F}, no depende de las particiones y de los puntos
intermedios.

Para esto sea S, denota cualquier otra sucesién de particiones cuyas longitudes tiende a

cero, entonces la correspondiente FTIL posee un limite F'. Ahora como
|E, — F.llg < 2¢(b— a)

siempre que las longitudes de S,, y S;L sean menores que J(e), de igual forma se tiene que
paran — oo ||F — F'|| < 2¢(b—a). Ademéds como € es un niimero positivo arbitrario, se sigue
que F' = F.

Por lo tanto, el limite F', que se denota por fab f(z)dz, estd determinado de manera

Unica. O

2.9. Integral exponencial

Definicién 2.9.1. La funcién integral exponencial se define por la integral indefinida
x et

para todo x # 0. En = = 0 no esta definida.

Cuando el rango del integrando incluye ¢t = 0, la integral es interpretada como el valor

principal de Cauchy, es decir
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T _t
lim (Ez’(—e) +/ e—dt) . 2>0 e>0.
e—0 . t

Proposicion 2.9.2. Se tiene la siguiente igualdad

eb:):Jrc

iEz(b:r; +c) = P YA

pi para b y ¢ escalares con b # 0
x

Demostracién:

Se tiene que

x et c et ;L’et
—dt = —dt —dt
/oo ' /oo ' +/c e

donde si “c” es negativa el integrando del primer factor no tiene singularidad en cero.
De tal forma que al derivar ambos lados respecto a x y utilizar el Teorema fundamental

del célculo, se tiene

d [* €
— —dt ——E — —dt
de J_ t dx ie) + /

_ <

oz

t t
c e—s o0 e—s cC et x et

— ds — ds + —dt + —dt

€ S C S € t C t
/ e / s / e_du)
€ u C u C u
= lim (/ ialu) —/ e—du + e—du.

e—0 € u c Uu c u

Por lo tanto derivando ambos lados se tiene que
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x t cC U _ ,—u oo —u T u
i 6—dt:i(hm (/ ¢ ¢ du)—/ —du+/ 6—du)
dr |_ dr \ =0 \ J, u . u . U
_€
- —

De esta forma siguiendo los mismos pasos se prueba que

ebx—i-c

iEz’(b:z: +c) = T3 (o)

dx

2.10. Metodo del problema de dispersion inversa y su relacion con

ecuaciones de evolucion

Definicién 2.10.1. Una ecuacién de evolucién es una ecuacion diferencial parcial para una

funcién u(zx,t) de la forma

du/ot = S(u), (2.10)

donde S (u) generalmente hablando es un operador diferencial no lineal en x.

Ejemplo 2.10.2. 1. La ecuacién de Korteweg-de Vries

ou ou OPu

o TUar Tam Y

2. La ecuaciéon No Lineal de Schrodinger

Ou  *u 9
za+w+2|u| u=0

Un ejemplo es considerar una onda que viaja y en cierto momento choca con un objeto
el cual es el dispersor, mediante los datos que se obtengan de la onda dispersada se buscara

obtener informacion del dispersor.

En el problema inverso de la dispersion, se desconoce la forma del dispersor y mediante el
conocimiento de las particulas incidentes y sus propiedades fisicas (energia, momento lineal,

espin, etc.) y mediante las medidas experimentales del comportamiento de las particulas dis-
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persadas, se trata de obtener la maxima informacién posible sobre el dispersor.

El método del problema de dispersién inversa se aplica a ecuaciones de evolucién (2.10)),

las cuales pueden ser asociadas a una ecuaciéon de la forma

OL/ot = L, Al (2.11)

para algunos operadores diferenciales L y A que contienen a la funcién buscada u(z,t). La
expresion [L, A] = LA — AL es el conmutador de L en A.

A (2.11)) se le conoce como ecuacién de movimiento de Heisenberg la cual describe la

dindmica de un sistema por medio de la evolucién temporal de los operadores (ver [DS13]).

Si una ecuacién de evolucién puede ser relacionada con una ecuacién del tipo (2.11)),
entonces el espectro del operador L no depende del tiempo, y las caracteristicas asintéticas
de las funciones propias se pueden calcular facilmente en cualquier instante de tiempo para
sus valores iniciales. La reconstrucciéon de la funcién u(x,t) en un instante arbitrario de
tiempo se realiza resolviendo el problema inverso de la dispersién para el operador L.

Por ejemplo, considérese la ecuacion de evolucion

Ou  0u )
i—r + 5+ ulfu=0.
ot Oz
Se puede verificar que la esta ecuacién se puede escribir en la forma (2.11)), definiendo los
1+p O

0 0 u* 2
— + , A= T,
0 1+p |0z u 0 1+p

A:—pll 0] 82+[|u]2/(1+p) i ]

0 1| 0z —iu, —|ul2/(1 = p)

operadores L y A como sigue

A

=1

2.11. Matrices de funciones racionales

Una matriz de funcién racional W (z) es una matriz de tamafio n X n para la cual sus

elementos son funciones racionales de variable compleja z.
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Se presentan nociones que conciernen a la realizacién de matrices de funciones con entra-
das racionales de tamano n x n. Usualmente asiimase que las matrices de funciones racionales

son regulares, es decir con determinante distinto de cero.

Considérese la matriz de funcién racional W (z). Asumiendo que W (z) es finita o infinita,

es decir para cada entrada % de W (z),el grado del polinomio p;;(z) es menor o igual que
ij

el grado de ¢;;(z), definase una realizacion de W(z) como una representacién de la forma

W(z)=D+C(zl,, — A)'B, z¢o(A), (2.12)

donde A, B,C, D son matrices de tamanos m X m, m X n, n X m, n X n, respectivamente.
Observese que lim, (2] — A)™' = 0. (Para verificar esto, asumase que A esta en su forma
de Jordan, o use la expansién en serie de Neumann.) Asi necesariamente D = W (o0), y se
puede identificar una realizacién con la terna de matrices (A, B,C) (para W (z)). Las

matrices de funciones racionales las cuales son finitas o infinitas son llamadas proper.

Teorema 2.11.1. Cualquier matriz de funcion racional W (z) de tamano n x n , la cual es

finita o infinita admite una realizacion.

Para su demostracién ver [BGRI().
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2. Preliminares




3. TEORIA DE CONJUNTOS REGULARES EN RELACION CON LA
ECUACION DE EVOLUCION NLS

En esta parte se muestra una aplicacion de la teorfa desarrollada en los articulos [Meld,
[Mela] y [Melb]. Este enfoque es similar al enfoque clésico de Zakharov-Shabat para la solu-
cién de la ecuacién de evolucién NLS, con la ventaja de que aparecen férmulas mas simples

por medio de nuevas técnicas en la construccion de las soluciones a la ecuacién NLS.

Las ecuaciones de evolucion no lineales de Schrodinger juegan un papel especial en ma-

teméticas y fisica. Un ejemplo es la siguiente EDP no lineal.

Y + Ve + 2lyPy =0,  y(z,0) = B(z), (3.1)

donde y = y(z,t) es una funcién compleja de dos variables reales x,t y y(x,0) = () es la

condicién inicial, definida sobre un intervalo I C R.

Esta ecuacién tiene la propiedad de integrabilidad, la cual permite utilizar la teoria de
la dispersién inversa para resolverla. Existen varios enfoques numéricos para la obtencién de

soluciones, entre los que se puede mencionar el método split-step (Fourier).

SE va a presentar una generalizacién del método de Zakharov-Shabat |[ZABS74] con la

introduccién de operadores asociados a la ecuacién de evolucion NLS.

Las técnicas que son indispensables para el desarrollo de esta metodologia son las re-
lacionadas a la teoria de operadores en espacios de Hilbert. Vale la pena senalar que uno
puede también generalizar esta teoria a operadores no acotados (como se hizo en [Mela] para

operadores de Sturm-Liuoville).

Se introducen los siguientes parametros que son relevantes en el desarrollo del estudio de

ecuaciones de evolucién con esta metodologia.
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10 11 o 00
o1 = , Oy = — , Y= .
! 0 1 7200 -1 =10 o

Definicién 3.0.2. Un conjunto regular Uyrs es una coleccion de operadores y espacios:

Q]NLS = (Av B(SL’), X(‘T>7 01,02,7, 7*(‘7;)7 H7 CQ? I)? (32)

donde o1, 09,7 son los parametros NLS, I es un intervalo cerrado. Los operadores A, X : I —
L(H,H), B:I— L(C? H) son acotados para x € 1. El operador X(x) es invertible en I. Los

operadores estan sujetos a las condiciones Vessel o de desempacamiento:

= i(B(a:)) + AB(z)09,

o= (3.3)
0 — AX(z)+X(2)A" + B()B" () (3.4)
%X(m) — B@)oB(x) (3.5)
(@) = 0B @)X (2)B(z) — B ()X~} (2) B(x)o, (3.6)
X*(z) = X(x), (37)

Una ecuacion NLS Vessel es una ecuacién de evolucién NLS asociada a un conjunto regular

Unrs-

Para cada ecuacién NLS Vessel existen tres nociones, las cuales juegan un papel esencial

en el desarrollo del método.

Definicién 3.0.3. Para un conjunto regular Uys se definen la funcién de transferencia

S(A, z), la funcién tau 7(z) y la funcién beta f(x) como sigue:

S\, x) = I—B*(2)X )\ — A)'B(z), (3.8)
T(z) = det (X (z0)X(2)), (3.9)

B(z) = [1 0}%(:5)[2] :[1 o}B*(x)x—l(x)B(x) 2] (3.10)

En la definicién (3.9) la funcién tau esta determinada por el determinante de la matriz
X~ (x9)X (), para x, fijo, en la siguiente subseccién (3.0.1]) se mostrard que esta funcién esta
bien definida.



37

Ademas la definicién de f(z) puede ser considerada como excesiva, porque de hecho,
usando (3.6, la matriz(funcién) ~.(z) satisface

) = 0 Blx)
Y« () [—5*(3:) 0 ]

Atn asi, se van a utilizar estas dos nociones ampliamente, por lo que se han definido ambas.
Nétese que S(\, x) es de 2 x 2, cuyos polos y singularidades con respecto a A estan determi-

nadas solo por el operador A ya que S(\, x) tiene el factor (A — A)~1.

Ahora dado que los operadores involucrados en la definicién de S(A, z) son todos acotados,
se puede asegurar que S(A, x) es analitica en A para todo x € 1. Esto da como resultado, que

se pude calcular su serie de Taylor

SO\ ) =1 — B*(z)X " (2)(A\ — A)"'B(x)oy = I — Z }iﬁ)al,

la cual es convergente al menos para A > ||Al|. Asi definase los momentos como sigue:

Definicién 3.0.4. N-esimo momento de vessel Vg €s
H,(z) = B*(x)X ! (x)A"B(x).

3.0.1. La funcién de transferencia y la funcion tau de un conjunto regular Uy s

La funcién de transferencia S(A,x) lleva soluciones llamadas de entrada de la EDL con

parametro espectral A:

0
Aoy — 2w +yu(A,z) =0 (3.11)

a soluciones de salida de la EDL con el mismo parametro:
0
Aoy — S + vJy(\, ) =0, (3.12)

donde y(\, z) = S(A, z)u(A) y sumando ambas expresiones se obtiene la siguiente ecuacién

diferencial. 5
%S(A, 7) = o7 (oA +7.)S — Sor oA + 7). (3.13)
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Teorema 3.0.5. Considérese un conjunto reqular Unrs, definido en (3.2)) y que u(z, ) =
ul()‘>$)
UQ()‘V,E)

] es una solucion a la EDL de entrada (3.11])

Aogu(A, x) — 01§u()\, z) +yu(A, x) =0,
X

entonces y(A, x) = S(\, x)u(A) es solucion a la EDL de salida (3.12)):

0
)‘JQy(/\a l’) - Ulay(/M l’) + 7*(x)y(>‘7 (L’) = 0.

Demostraciéon: Sustitiyase la expresion
y(\, ) = SO\, z)u(N) = (I — B* ()X H2)(A — A) ' B(x)o)u(\, z)

en (3.12) para todo A & spec(A)f| Denétese G(\, ) = B*(2)X~(x)(M — A)~"'B(z), entonces
para todo x € Iy X & spec(A)

L ver seccién
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0
)‘0-2y(/\7x) — 015~ /\,I) +7*(x)y()‘7x)

&ry(

donde para obtener (3.14) se uso (3.11)).

(AUZ (1 — GO\ 2)on)u(\, 2)]

0
—01%[(1 — G\, x)oy)u(A, x)]

. (2)(I — GO\ 2)oru) (O, x))
<)\02u()\, ) — Aos GO\, 2)oru(\, )

0 0
—0y 8_xu<)\’ x)+ 01%[6’()\, z)|oru(A, x)

—01G(\, x)oy (%u()\, z) + Y (T)u(A, )

()G, z)ru(, x)>
( — AoaG(\, z)opu(A, x)

+01%[G()\, x)]oyu(A, )

—01G(\, z)oy %u()\, x)
+(7s(z) = Y)u(X, x)
(@) GO\ ), x)) ,

Se va a diferenciar la expresién oG (A, x)o; usando las férmulas (3.3)) y (3.5)):

(3.14)
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0 0
015G\ 2o = = (1B ()X (2) (M — A) 7' B(x)oy)

= (= @B @A — B @)X (@) - 4) ' B(x)oy
—01B*(2)X Y (2)B(2)0yG(\, )0,
+01B" (@)X (2)(A — A)" (~AB(2)z — B(x))

- (_023*<x>A*x Yx)A — AL B(x)o; — vG(\, )
— 01 B (2)X () B(2)02G(\, z)on
— 0 B* ()X M (x) (A — A" AB(x) 2—01G()\,x)7>

- (—azB (2)(-X ! (2)A
—XY2)B(x)o, B* ()XY (2)) (M — A)"'B(x)0,
—vyG(\, z)o1 — o1 B*(2)X N (2) B(2)0oG(\, 7)oy
— o1 B (2)X L (x) (M — A)LAB(z)os — o1 GO, x)fy> (3.15)

- (UQB*(x)X_l(x)(A + MM — A) "L B(z)oy
+0yB*(2) X H2) B(x)o1G(\, z)oy
—vG(\, 1)oy — 01 B* ()X (2) B(2)02G (A, 7)oy
— o1 B ()XY (2) (M — A) YA+ M) B(2)os — 01GA, :B)7>
- ( — 0, B*(2)X () B(z)on
+A02G(\, 1)y + 09 B*(2)X (7)) B(2)oyG(\, 1) oy
—vG(\, 1)oy — o1 B* ()X (2) B(2)02G(A, )0y
+01B*(2) X H2) B(z)oy — Ao1G(\, 7)oy — 01G(), x)v), (3.16)

donde, para obtener (3.15)) se uso (3.4) en A*X~!(x).
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Introduciendo (3.16)) en la ecuacién (3.12]) y cancelando algunos términos, se obtiene

Aoay(\, w) = o1 g y(N, @) + v (@)y (A, @)

= <— Ao G(A, 2)ou(N, 2) + 012 [G(A, 2)|oru(N, z) — 01G (A, 2)or Zu(A, x)
+ (1 (z) = Vu(A, ) — ()G, x)oru(A, )

= ((—023*(@551(90)3( Jo1 + 01 B*(2)X7(2) B(z)o1 + 7.(z) — y)u(A, x)
+(02B*(2) X7 () B(z)o1 — 018" (2)X 7 (2) B(x )01+%( ) = 7)GA w)oru(A, x)

+ G\ 2) (01 2u(A, ) — Asyu(), z) —|—’yu()\,x))>

donde se uso la condicién (3.6]) y la ecuacién (3.11)). O

Ahora se verd el siguiente significado de la funcién tau 7(x), definida en (3.9)). De la

condicién vessel (3.5)), X(x) tiene la férmula

T

X(z) ZX(on/B(y)azB*(y)dy?

y como resultado
X

X o)) = 14X z0) [ Bly)oB ()
xo
Dado que o9 tiene rango 2, esto es que la expresién anterior es de la forma I + T, para un

operador de traza finita 7"y ya que Xy = X(z) es un operador invertible, existe un intervalo

no trivial (de longitud a lo menos sobre el cual X(z) y 7(+) estdn definidas.

HX61H)

Recordando que una funcién F(-) de (a, b) en el grupo G (conjunto de operadores inver-
tibles acotados en H de la forma [ + T', para operadores T' de traza finita, véase [IG69]), se
dice que es diferenciable si F'(-) — I es diferenciable como un funcién dentro de los operadores

de traza finita. En este caso,

(X’l(xo)X(x)) = X’l(xo)iX(:c) = X Y(x0)B(z)oB*(z)

d
€T dx

existe en norma traza finita. Israel Gohberg and Mark Krein [IG69] (férmula 1.14 en p.

163) demostraron que si X !(x¢)X(x) es una funcién diferenciable en G, entonces 7(z) =
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sp(X~(20)X(z)) [ es una funcién diferenciable en C con
= o (6 a0) (67 an)(2)) ) = (K% 0)
= sp(B(z)o2B*(2)X () = tr(o2:B*(z)X" ' (2)B(z)). (3.17)

Una pregunta mds importante, en relacién con esta teorfa es qué clases de [3(+) son obte-

nidos. Esta pregunta se responde en el siguiente teorema.

Teorema 3.0.6. Sea Vs un conjunto reqular, definido en (3.2)). Entonces la funcion B(-)

es analitica en el intervalo 1.

Demostracién: Utilizando (3.3)) y aplicando el método correspondiente para la EDO resul-
tante, se obtiene que B(x) es analitico en x. Ahora como X(z) es invertible en I, el operador

X~1(x) es también analitico en z, ya que se tiene la férmula

DX (@) = X (@) Ba)oaB (1)K (2)

Asi B(x), definida por (3.10)) es analitica en I. O

Teorema 3.0.7 (Condiciones de Permanencia). Considérese un conjunto reqular Uy, en-

tonces

1. si la ecuacion de Lyapunov (3.4) se cumple para un punto fijo xo € 1, entonces se da
para todo x € 1,

2. si S*(=\, 20)o1S(\, z0) = 01 entonces
S*(=\, 2)o1S(\, x) = oy, (3.18)
para cualesquiera x € 1,

3. det S(A\,x) = det S(A, xg) para cualesquiera xo,x € 1 y todo punto fijo de A-analiticidad
de S(\, x).

Demostracion: Diferenciando la ecuacion de Lyapunov y usando las condiciones de vessel

2 sp - siglas de la traza en espacios de dimensién infinita.
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(13-3), (3.5)), se obtiene que

ALK (@) + K ()AL (B(2)B* (1) + B(x) - B ()

= AB(z)o9B*(z) + B(x)oaB*(x) A" + (—AB(z)o9)B*(z) + B(x)(—02B*A*) =0, (3.19)

por lo tanto la derivada de la ecuacion de Lyapunov es cero, es decir la ecuacién de Lyapunov
para x € I es constante y utilizando la hipdtesis se sigue la permanencia de la ecuacién de
Lyapunov. Similarmente, diferenciando S*(—\, x)o1S(\, ) y usando (3.13) se obtiene que

%(S*(—X,x)olS()\,x)) = (S*(—S\,x)m%S()\,x)+S(A,x)01%5*(—5\,x)>

S* (=X x)o1 (07 (02X + 7:)S — Sor (02X + 7))
+S(\ @) (0718 (@3(=X) +7) = (3(-X) + )87 ) )
= (S*(—X, z)o1 (07 '02\S + 07178 — Soy oo — Sop ')
+5(0 1)1 (0718 (03(=X) = %) — (73(=A) +1)S"07") )
— (5*(4, 2)o1 (07 09\ + 07 7.8 — Saytoah — Sor ')
+S(\, x)o1 (=07 S 09X — 07 S Y, + 02 AS ot — ySFor ) )
= 0.

Esto se debe a que SS* = S*S, lo cual se prueba posteriormente, asi se tiene que se

cumple ([3.18]). Para el ultimo apartado, usando (3.13]) y calculando para A & spec(A)

%det S(\, ) X 9

tr(STHN, 2)[(02A + 7 (2))S(N, ) — S(A, @) (g2\ +7)])
tr(oaA + 7:(x) — (02A + 7)) = tr(y.(z) — v(z))
tr(B*(2)X ' (z)B(z)oy — 02 B*(2)X(2)B(z))
0

donde se uso
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(ver [IG69] (férmula 1.14 en p. 163)) para algin operador A. Dando asi que det S(A\,z) = ¢ # 0

entonces al evaluar en xy se tiene que ¢ = det S(\, zg), es decir lo que se buscaba. O]

3.0.2. Momentos

Las siguientes propiedades de los momentos H,(:) definidos en (3.0.4) de un conjunto

regular Uy g, se dan mediante la definicién de los coeficientes de

de S(\, z).

R en la serie de Taylor

Teorema 3.0.8. Consideremos un conjunto reqular U nrs. Entonces sus momentos satisfa-

cen las ecuaciones

d
01_102Hn+1 - Hn+10201_1 = %Hn - Ufl’Y*Hn + Hn’}/Ul_la (320)
Hyppr + (-1)"Hyyy = Y (=17 H,_jo1H;. (3.21)
j=0

Demostracién: Sustituyendo la expansién de Taylor en la formula (3.13) e igualando los
. 1 . . , , .
coeficientes de o e obtiene la primera férmula (3.20)). La segunda férmula es obtenida de

la manera siguiente:

entonces

H, ;o H! = B*(2)X () A" B(z)o, B*(2)X () A" B(z) (3.22)

y por otra parte
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B(z)o,B* ()X 1(z) = —AX(2)X (z) — X(z)A*X?

= —A - XAX " (z)
= —A - AX(2)X (2)
= —2A

Asi, reemplazando esta igualdad en (3.22)) se obtiene que

H, joH; = —2B*(x)X ' (z)A"*' B(z)
= _2Hn+1 ([E)

entonces cuando n es par se tiene que

n

Z(_l)ﬂlHn*leHf =2H, 41

J=0

por otro lado

Hyr + (=1)"Hy, 1y = 2Hp i

Para el caso n impar se realiza similarmente, con lo que se tiene (3.21)). O

Resulta que utilizando dnicamente la ecuacién diferencial (3.20)) se puede crear una férmula

Hll H12
recursiva para las entradas de H, = [ HZ . H;LQ ] como se sigue
( d
HE = () - pH,
x
d
H%? = %(Hrlf—l) - 5H22—17 (3.23)
i (Hll) — ﬁHQl '
dcf n n
| (2) = —pHp
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mientras que el primer momento Hj se encuentra de la condicion (3.6))
Hll
HO = 0 /8 )
6* Hg2
y sus entradas H}', H3? se encuentran usando la ultimas ecuaciones de (3.23):
d
¥

el

(H{Y) = BHZ = BB,
Hi?) = -3 H? = —B" 5,

Como un resultado colateral, se obtiene una ecuacién para las funcién tau (3.17)) como sigue:

/

T; = tr(oyB*(2)X ! (z) B(x))
= tr(o9Hy)

1
= §(H31 — H3?)

— %(Hgl(()) — HZ(0)) + /x 1B(y)[*dy.

Por ejemplo, si se eligen los pardmetros iniciales H}'(0), H2%(0) iguales entre si, se obtiene

que bajo la normalizacién 7(xy) = 1:

T(z) = efeo oo 19WIPdyt. (3.24)

3.1. Ejemplos de construcciones de conjuntos regulares Uy

3.1.1. Construccién de un conjunto regular U yps a partir de una funcion realizada

Construccién de un conjunto regular Uy s a partir de los datos de dispersién (condicion

inicial S(xg, A)). Suponga que la funcion S(A, zg) se realiza (ver seccién [2.11]) como sigue:
S(l’g, )\) =1- ngal()\] — A)ilB()O'l,

satisfaciendo adicionalmente AXy 4+ XoA* + ByB; = 0 y X = X,. Estas condiciones son

requeridas por las condiciones de permanencia (Teorema (3.0.7)) y se mantendra para todo
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x por construcciéon. Entonces se define B(z) como la solucién de (3.3) con valor inicial By:

0= %(B(m)) + AB(2)0s, B(0) = B. (3.25)

Se tiene
X(z) = Xo + / B(y)os B (y)dy, (3.26)

z0
y definase 7. (-) (y por lo tanto 5(-)) usando (3.6)). Es sencillo verificar que se cumplen todas

las condiciones de vessel:

Teorema 3.1.1. Sea la funcion
S(z0,A) = I — BeXg (A — A) ' By,
donde se esta usando un espacio auxiliar de Hilbert H y los operadores actian como sigue:
AXg:H—=H, By:C*—=H

y satisface AXy + XgA* + ByBy =0 y X = Xo. Usando las formulas (3.25)), (3.26) v (3.6),
definase una coleccion de la forma (3.2)

SIINLS = <A7 B(:U)7 X($)> 01,02,7, 7*(33), Ha C2)

Entonces esta coleccion es un conjunto reqular Lnrs, el cual existe sobre un intervalo 1

sobre el cual el operador X(x) es invertible.

Se muestran dos ejemplos especiales, que surgen de esta construccion para casos especiales

de la eleccién de H.

3.1.2.  Construccion de un conjunto regular Uyps con espectro sobre una curva I’

Sea una curva fija continua y acotada I' = {u(t) | t € [a,b]} (i.e. u(t) es continua) y defina
H=1L*T)={f(n) | f |f(u(t))]?dt < oo}, de esta forma los elementos en H se denotaran
como “f(u)” con u € I'. Se supone sin perdida de generalidad que xg = 0 y construyase un

conjunto regular U g, existente sobre un intervalo I incluyendo el cero.

Sea A = 2ul, i.e. es un operador actuando sobre L?(T'). Resolviendo la ecuacién diferencial
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(3.3)) se obtiene que

B(z) = | e by (p) e“”bz(u)]a bi(p), ba(p) € H. (3.27)

Ahora, se calculard el operador B* : H — C?, como sigue:

(B)(21).7) = (a0 + 2200, )

2
b
= [ (21677 D1(p) + 226"bo (1)) f (1) dps

(i)
() mev)

Por lo tanto

Este es un operador bien definido, ya que por la desigualdad de Cauchy-Schwartz las

integrales son finitas.
De igual forma el operador X(z) se obtiene como sigue:

Para cualquier f € H, nétese que X(z)f es una nueva funcién en H, para la cual se

presenta su valor en un punto p = u(t) € T

Asi, utilizando los operadores B(z), B*(z) y

1 0
0 —1 |’

se calculard el siguiente operador f;;(B(y)UQB*(y))(f(y))dy.

1
0225

Se tiene que
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0 —1/2 | \ [} eby(s)f(s)ds
— [p—nry ehy f e_sybl (8)f(s)ds
[ bl(ﬂ’) b ( ﬂ (_% fb esbe(S)f(3>d5)
= % (/ by ()b (s)e™ WY — by (1)by(s) el Ho) ) f(s)ds

Entonces

[ oy = 3( [ (one [ ey

Por lo tanto se obtiene que

P (bu(p)by (p(s))em DT by ()b el

! ()
) ) = — [ (Pe EEEE DT s

Este operador satisface las condiciones (3.4)) y (3.5)). Para la ecuacién de Lyapunov, se

debe ver que cumpla:
(AX(z)f) (1) + (X(2)A"f) (1) + (B(z)B(z)*f) (1) =0

Dado que A = 2ul se obtiene que A* = 2pl, entonces
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(AX(2)f) (1) + X(@)A*f) (n) = 2(u+7(s)) (X(2)f) (1)

Con lo cual se satisface (3.4]). Ahora, se probard que

%X(w)f) (1) = (B(x)oaB*(2) ) ().

Se tiene que

= (B(z)o2B*(x) ) (1)-

Por lo tanto se cumple . Solo existe un problema, que surge del cero del denominador
u(t) + i(s) = 0. Este se puede superar al requerir que I' N (=T) = (), o by, by son funciones
de Holder y by (uu(t))by(p(s)) + bo(p(t))ba(pa(s)) = 0, cuando u(t) + fi(s) = 0 (asi que el cero
del denominador se cancela por el numerador).

Se hara la siguiente hipétesis de la curva, para simplificar argumentos:
Definicién 3.1.2. Supéngase que I' N (=I'*) = (), donde —I™* = {—f(¢) | t € [a,b]}.

Entonces se tiene que para cada f € H el operador X(z) esta dado como sigue
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e HT b s e*’(s)z eHT bz s e’(s):p
(8(0) 1)) =~ [P sy - U [P )
’ ’ (3.28)
Notése que esta expresién puede ser presentada como
(X (@) f) (1) = bre ™ er(p) + bae* ca(p),
donde las funciones
_ L hi(p(s))e e _ 1 P by(p(s))er
) = =5 [ IS (s, i) = = [ LI )

son analiticas de p en C\(—I"*). Notése también que I' C C\(—I"*) por la asuncién sobre I'.

Asi las funciones ¢ (1), c2(u) pueden tener ceros aislados en I' o ser idénticamente cero.

Para simplificar la demostracion de que X(z) es un un operador invertible, supéngase que

b1 = by y que son funciones analiticas de p. Entonces la igualdad X(z)f = 0 es equivalente a

e [PRGET Rs)e
‘ /a [+ i(s) J(als))ds + /a 1+ a(s) flu(s))ds =0

Tomando aqui p alrededor de infinito tal que e™* es muy pequeno en valor absoluto y e**

es muy grande se obtiene que

/b bu(p(s)) ")

(s _
) f(u(s))ds = 0.

Inversamente, eligiendo e#* pequeno y e #* grande tal que la expresion

R

p+ (s

también debe anularse. Finalmente, considerando valores de p — 0o, desarrollamos la serie

de Taylor siguiente:
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sustituyendo esta expresion en

f(u(s))ds

[ hltee s

o+ A(s

b1 S eﬁ(s)z
/ Dull)T b (5)ds,

1+ i(s)
se obtiene que los momentos de la funcién by (p(s))e™ ) f(u(s)) deben ser cero para todo

s, 0 que la funcién by (u(s))et ) f(u(s)) es ortogonal a un subconjunto denso {u"(s)} de

L*(T). Asf f(u(s)) es idénticamente cero y X(x) es invertible para todo .

Lema 3.1.3. Sean I' una curva continua acotada, que satisface T' N (=T*) = § y X(z)
el operador definido en (3.28), usando la analiticidad de las funciones by(pn) = ba(p), se

satisface que X(z) es un operador acotado e invertible para todo x € 1.
Finalmente, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4. Suponga que I' es una curva continua acotada, satisfaciendo T'N(—T*) =0,

definimos una coleccion ([3.2))

mNLS = (A’ B(Qf), X(ZE), 01,02,7, ’7*({E), Ha C2)7

donde H = L*(T), A = 2ul, X(z) y B(x) estin definidos por (3.28) y por (3.27) para
|()|? + |u(s)|* # 0. Entonces la coleccion Unrs es un conjunto reqular existente sobre 1.

Demostracion: Por construccion los operadores estan bien definidos y satisfacen las condi-

ciones de vessel. Dado que el operador X(z) es invertible para todo z € I.

3.1.3. Construccién de un conjunto regular U s con un espectro discreto

En estéa seccion se quiere mostrar como construir un conjunto regular Uy g, cuyo espectro
es un conjunto de nimeros D = {2, }. Definimos H = 2, el cual es el conjunto de sucesiones
infinitas, sumables en valor absoluto al cuadrado. Ahora podemos imitar la construccion de

un conjunto regular U s sobre una curva I' usando discretizacién como sigue.

Definimos primero el operador A = diag(2u,1) y para que este operador sea acotado, tenemos

que requerir que la sucesién D sea acotada por abajo y por arriba.
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Definicién 3.1.5. La sucesién D es llamada acotada si existe M > 0 tal que |u,| < M
para i, € D. Es llamada separada de cero si existe m > 0 tal que 0 < m < |u,| para todo
tn € D.

En la siguiente definicién se considera al operador X(z) como una matriz infinita con

entradas m, n denotada por [X(x)],m:

B(x) = | e by, ey, | {bind, (b} € K, (3.29)
bln[_)lme_(ﬂn'f'ﬂm)»"t + b2nl_)2me(un+ﬂm)x

A& nm = = - 3.30

X(a)] o 530

También asimase que

b1nbim — banbom,
[X([L‘)]n,m — 1 1 2 2 2

x, siempre que [, + [y = 0.

El hecho que B(z) sea un operador bien definido es inmediato de la definicién. Dado que
la sucesién p, es acotada, el término e*#* es uniformemente acotado en valor absoluto por
eMe_ El hecho de que el operador X(z) es acotado se sigue de las definiciones y de la asuncién
sobre D:

IX ()] <

€2Mx |bln61m| + |b2n62m| 62Mz
| - I < ——(llbrall* + [1b2]1*) < o0
2 o, + o 2
Bajo la condicién de que Xy = X(0) es invertible, existe un intervalo no trivial (de longitud

al menos m) sobre el cual X(z) es también invertible. As{ se obtiene el siguiente teorema.
0

Teorema 3.1.6. Considérese un conjunto {u,} acotado, separado de cero y dos sucesiones

{b1n}, {ban} en (2. Definase una coleccion
Vnrs = <A7 B(l‘), X($)> 01,02,7; 7*(‘7:), H, C2)7

donde H = (2, A = diag(2u,1), X(x) y B(x) estin definidas por (3.30) y por (3.29) para
|ttn| + |ptm| # 0. Considérese que el operador X(0) sea invertible. Entonces la coleccion Vs

es un conjunto reqular sobre un intervalo no trivial I “incluyendo el cero” de longitud a lo

menos ———--
IXg "
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3.2.  Conjunto regular de evolucion Ugpns

Se presentard una construccion de soluciones de la ecuacién (3.1)) la cual tiene valor inicial
B(x,0) que surge de un conjunto regular Yy 5. Para esto se va a insertar la dependencia de

la variable ¢ dentro de los operadores vessel y postular los operadores de evolucién B(z) y

X(z) con respecto a t. Esto se realiza en la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1. La coleccién

Q]E'NLS = <A7 B(SL’, t)u X(SE, t)v 01,02,7, 7*(‘]7)7 H7 C2)7 (331)

es llamado un conjunto regular de evolucion Uy s si adiccionalmente a las ecuaciones

(13.3), (3.4), (3.5)), (3.6) los operadores satisfacen también las ecuaciones de evolucién

0 0
EB(x,t) = ZA%B(x,t), (3.32)
%X(m,t) — iABoyB* — iBoyB* A", (3.33)

Teorema 3.2.2. Los momentos Hy(x,t) de un conjunto regular de evolucion UVgnps satis-
facen la siguiente ecuacion de recurrencia

0 .0 .0
aHN(x, t) = Z%HN_H(Z', t) + Z%Ho(af, t)O'lHN.
y la funcion de transferencia satisface

9] L0 0
aS(x, t) = @)\%S(ac, t) + Z%HQ(ZE, t)o1S(z,t). (3.34)

Demostracion: calculamos las derivada de Hpy usando las condiciones de vessel:
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%HN(x,t) — g( B*X 1AV B)
= g( )i 1ANB+B*§t( NAYB + B*X AN =B
— (; X 1'ANB — B*X~ (ZABJQB*
—iBoyB*A*)X AN B + B*X AN (iA) aax ) (3.35)
_ (i(%(B (XA +X'Boy BX 1AV B
—iB*X'ABoyB*X 'AYB — iB*X ' Bo, B* (X!
+X'Bo B*X YAV B +iB* X"t AN ai (3.36)
- (z’(%(B*)XlAN“B — B*X"'ABo, B*X"' AN+
+z‘B*X1AN+1a%B) ~iB'X"'BoyB'X ' Boy B'X ' AVB)
- (i%(HNH) + i%(B*)XlBJIHN + B'X"' —BoyHy
+B*%(X‘1)BalHN) (3.37)
- j (Hx ) + i (o),

donde para obtener se uso - ) v ( - para ( se utilizo ) v para (3.37)) se

uso . ) v la deﬁnlclon de momentos.

La féormula para %S (x,t) es consecuencia de la representacién en serie de S, usando los

momentos e igualando las potencias de A.

]

Teorema 3.2.3. Sea Vpyrs un conjunto reqular de evolucion, entonces B(x,t) definida en

(3.10) satisface la ecuacion de evolucion NLS (3.1)).

Desmotraciéon: Considérese la igualdad de las derivadas mixtas

0 0 0 0
——5==—=5
Ox Ot ot Ox
Sustituyendo (3.13]) y (3.34]) en la expresién exterior y la representacién de S como serie de

momentos se tiene

oz 0 ox

0 <z)\25(x,t) + iﬁ(Ho)(x,t)mS) = % (o7 (02X +7.)S = Sor (02X + 7)) .



56 3. Teoria de conjuntos regulares en relacion con la ecuacion de evolucién NLS

Ahora, considerando ambos lados de esta igualdad y tomando los coeficientes libres, se obtiene

que
2

%) . ‘ .0
prat (x,t) = —ZV*%(HO)O'l + wlw(ﬂo)al + 201%(]-]0)7*. (3.38)

Finalmente de definicién (3.6

7:[ 0 B(x,t)]
" —B(x,t) 0 |’

B 5B(x,t)
a%g *(fL’, t) - |B|2
“12” es trasladada en la ecuacion (3.1) para §(x,t), definida por (3.10)). m

Asi para resolver ([3.1)) con valor inicial 5(x,0), la cual surge de un conjunto regular Uy s,

y usando la féormula para %Ho(x, t) = [ , se obtiene que la entrada

es suficiente afiadir la dependencia de ¢ de manera que B(x,0) = B(z), X(z,0) = X(z) y las
ecuaciones diferenciales (3.32)), (3.33]) se cumplan. Se mostraran algunos ejemplos.

3.3.  Ejemplos de construcciones de soluciones de la ecuacion de evolucién
NLS

Se presentan ejemplos de soluciones de la ecuacién de evolucién NLS (3.1)) cuando para
el valor inicial ¢ = 0, B(x) es analitica en R y surge de un conjunto regular Uy rs. Se mos-
trard como construir un conjunto regular de evolucién Ugy g, coincidiendo con el conjunto

regular a partir de una funcién realizada, dicha coincidencia sera §(z,t) = f(x) para t = 0.

La funcion beta resultante de los operadores de este conjunto regular de evolucién Ugnrs

es solucién de (3.1) con valor inicial.

3.3.1. Construccion de una solucion para el conjunto regular de evolucion Ugnrs a partir

de una funcion realizada

Suponga que () fue construida a partir de una funcién realizada como en seccién m
S\, o) = I — BiXg (A — A)" ' By.

Entonces la construccién puede proceder de los siguientes pasos, cada uno requiere una so-

lucién de una ecuacién diferencial lineal con valor inicial. Construyase B(x) y X(x) por las
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formulas (3.25)) y (3.26]). Entonces resolviendo se tiene que:

0 ) :
EB(x,t) = ZA%B(x,t) =i{A(—AB(x,t)os), B(z,0) = B(z).

Finalmente, definase
t
X(z,t) = X(x) +/ [iAB(x,s)oeB*(x,s) —iB(x, s)oeB*(x, s)A*]ds.
0

Todas las condiciones de vessel se satisfacen por contruccion.

3.3.2. Solucion de la ecuacion de evolucion NLS con espectro sobre una curva I’

Si se da f(x), la cual surge de un conjunto regular sobre una curva, se puede solucionar

explicitamente las ecuaciones para B(z,t) y X(z,t) como sigue:

B(z,t) = | exp(—pz — 2ip*t)bi(p) exp(px + 2ipt)b(11) ] ;o bi(p),ba(p) € Hoo (3.39)

Esta funcion coincide con B(z) para t = 0 y satisface (3.3) y (3.32). La férmula para X(z, )

estd dada como sigue:

(K1) 1) () = 1 / b1 ()b (11(s)) exp(=(p + a(s))x — i(p + @*(s))t) Fu(s))ds

2 p+ fa(s)
_1 P by (1) ba (pe(s)) exp((p + i(s))x + i(p? + p(s))t) s
2/a 1+ fi(s) f(u(s))ds.  (3.40)

Por lo tanto basdndose en el Ejemplo (3.1.1)) es posible obtener B*(z,t), con lo cual se
construye una solucién de (3.1)) con valor inicial S(z) derivado de un conjunto regular Uy s

con espectro sobre una curva I'.

3.3.3.  Solucion de la ecuacién de evolucion NLS con espectro sobre un conjunto discreto

Similarmente a el caso de espectro continuo se define

B(x,t) = | exp(—pnx — 2ip2t)b1,  exp(pn® + 20p2t)bay, |, {bin}, {b2n} € H, (3.41)
blnglm6_(”n+ﬁm)z_2i(/~‘%+ﬁgn)t -+ b2n62me(ﬂn+ﬁm)$+2i(/~’%+p‘$n)t

2(:“71 + ﬂm)

X(z,t)]pm = — (3.42)
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o bln[_)lm - b2nl_72m

5 (x + 2ip,t), siempre que fu, +

Del mismo modo astmase que [X(x,)],m
fim = 0.
3.3.4.  Solitones

También podemos considerar el caso dimensionalmente finito: dimH < oo. Tomando
que H = CV y fijando valores no cero pi, o, . .., iy, satisfaciendo p; + ji; # 0 para todo
1 <1,7 < N, se pude obtener que

exp(—mx — 2ipft)byy  exp(p + 2ipit)by

exp(—pipx — 2ip3t)b1y  exp(pai + 203t )bas

B(z,t) = , (3.43)

exp(—pun® — 2ipit)bin  exp(un + 2ipit)bay
y el operador X(z,t) es una matriz de N x N, definida por la férmula (3.42)). Entonces la

funcién

0
Bty =1 0| B, X (@, 0B 1) [ ) ]
es un Solitén, el cual es solucién de (3.1]), porque se construye a partir de las condiciones de
vessel.
3.4. Ejemplo para ((x,t)

Se presentara el siguiente ejemplo, el cual se construird a partir de las condiciones de
vessel, para simplificar notacién de los operadores usados, en ocasiones se omitira la depen-

dencia de sus parametros.

El espacio de Hilbert que consideraremos para este ejemplo es H = C2. Retomando que

1/2 0
O3 = )
0 —1/2
y eligiendo b1y = bia = by; = bay = 1 en ([3.43)), se tiene que

€<—u1*x—2i*u12*t) e(ul*x+2i*u12*t)
B[x,t,ul,,uZ] - e(—u2*m—2i*,u22*t) e(u2*z+2i*u22*t) ’

de esta forma tomando la transpuesta conjugada de B se obtiene
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— gl 2itpl” — a2+ 2t 2’

B[z, t, ul, p2] = ¢

— o2 —5 6. 52
empl—%t*ul em,u2—2zt*u2

y entonces

(BB*)11 (BB*)i9

BB*|x,t, ul, u2] =
[,t, ul, p2] (BB')y (BB)a

donde para simplificar notacién se usa que

. 2 T o2 o o 2,7 =2
(BB*>11 — ex,ul+21t,u1 +apul—2itul Te cpl—20tpl*—epl+2itpl

Y

D e S e 12 T o2
(BB*>12 — ex,ulJert,ul +rpu2—2itp2 Te pl—20tpl —p2+2itp2

Y

02 T o2 B o 02 T T2
(BB*>21 — ex,u2+21t,u2 +axpu2—2itpl Te cp2—20tp2%—rpl+2itpl

Y

(BB*)gs = ea:,u2+2it,u22+:rﬁf%tﬁ2 4 ef:qufZityQwaﬁ+2itﬁ2
Por otra parte se tiene que

(BJQB*)H (BO'QB*)lg

BoyB* [z, t, ul, u2] =
2 [ s HJ] (BO'QB*)Ql (BO'QB*>22

9

(BUQB*)ll — _lexﬂl—i-?it;tl?—i—wﬁ—QitﬁQ + %e—xul—%tﬂ12—xﬂl+2it/ﬂ2’
(BoyB*)19 = _lexul+2itu12+xﬁ—2itﬁ2 + %e—xul—2itul2+—;ﬂ+2itm27
(BoyB*)a1 = _lexu2+2iw22+xﬁ—2itﬁ2 I %6_IM2_2itu22_x/ﬂ+2itm27
(BoaB*)gs = _lexu2+2itu22+xﬁ—2itﬁ2 + %e_xug_gitMQQ_x/lz+2it/L22‘

Recordando que

X(z,t) = X(xo,t) +/ B(y,t)oeB*(y, t)dy.

o

Entonces
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Sz
[

BoyB*)11(y)dy [ (BoaB*)12(y)dy
BoyB*)ai(y)dy [, (BoaB*)(y)dy

T

O

X[QJ, Zo, t,,ul, MQ] = X(‘rO) +

(
(
donde

X(xo): aix a2

I

Q21 A22

de esta manera para elegir los términos de X(xy) = X, elijamos zg = 0 de estéd forma se

debe cumplir que

AX(0) + X(0)A* = —BB*(0). (3.44)

2
- pul 0 7
0 2u2

Ahora como
entonces

2ul 0 ap; ap
0 2#2 a1 Q929

0 2u2 Q21 QA22

4 2ul 0 ][all a2

)

[ danpl  2an(pl + p2
_ a11jt arz(pl + pi2) ’ (3.45)
I 2a91 (ul + p2) dago 12
y por ({3.44), esta matriz debe ser igual a
2 2
— BB*(0) = — ) 3.46
O [ s ] (3.46)
De esta manera de (3.45)) y (3.46) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

4(111,[11]_ = -2 2&12(#1 + ,u2) = -2
2a91 (pl 4+ p2) = =2 dagou2 = —2

donde eligiendo ay; = 1 y ags = 3 se obtiene que ul = —1/2, u2 = —1/6 y con estos

-1 0
0 —1/3 |’

valores aj3 = ag; = 3/2. Entonces

Xo_[ 1 3/2]’A_
3/2 3
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y considerando el valor de A, se tiene que

Xz, 0,t, ul, p2] = i * fOZ(BUQB:)“(y)d?J 5+ f(i(Bng:)lz(y)dy |
7t fo (BoyB*)a1(y)dy 3+ fo (BoyB*)a2(y)dy
Cosh 3 4+ 3Sinh [2
X[2,0,0,-1/2, ~1/6] = oshlr] 5+ 38inh [5]" |
3 4 3Sinh [£]” 3 +6Sinh [2]”
[ -1 h 3 nlz1? ]
AKXy XoA" = 0 N[ Coshla] &+ 3Sinh ]
| 0 —1/3 | [ 2+3Sinh[g)’ 3+681nh B
N [ Cosh|z] 3 + 3Sinh [%] 0 |
| 4+3Sinh [2]” 3+ 6Sinh [2]" | | 0 _1/3_
T _ et _e—22/3 _ o223
_ _67295/3 _ 62:Jc/3 —67m/3 . 6‘76/3 )

por otra parte

_6—250/3
BB = |
—€

e—x/3

_ 6290/3
_ ez/S ’

De igual manera para comprobar la ecuacién (3.32)), se tiene que

Con lo cual se cumple la condicién (3.4)).

6_%—’—% e%_%
B[$7t7_1/27_1/6] = it x it x
e" 1876 e18 6
Entonces se obtiene que
0 _Lie=3+5  Llig¥—3
—B[SL’,t,—l/Q,—l/G] = 12 . it | @ 12 it _x )
ot —ﬁze TG 1—82618 6

por otra lado se obtendrd —iAZ B(x,t) =
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—ZAaaxB(x t) = —iA*B(x,t)02
B —i 0 e~5t: er % /2 0
a 0 —Li || e ®¥6 er s 0 —1/2
+

it
[ —%@ 2 % %7,@5 % ]
- _l it + L it g )
18@@ 18 18[618 6

es decir se cumple que 2 B(z,t) = —iAL B(z,t).
Ahora por la condicién ([3.33)) se tiene que %X(x, t) = iABoyB* —iBoyB*A*, por lo cual

se calculard el término de la derecha en dos partes, es decir,

t t t

) 3 —1 0 e*%+% e%*% % 0 e%Jr% eﬁJr%
iABoyB*(x,t) = 1 _itis  it_a 1 _it_z  _it_&
0—51 e 1876 e18° 6 0—5 e~ 272 e 18 6

r _ . 44t 2 . 4it 2

e e Liew =% — Lie= o +%

- 4zt_22cv 12 4it 2x 2 1 - 3 21 3 9 (347)
Gle 0 —gzeT+? sle z/ —gze’”/

similarmente

—iBoyB*A*(x,t) =

| —
g ~
('bl o
|
Bl vl
+ o+
oy NI8
~.
.
o Q.
slx (S
|
ols gy
| I |
| ——

4it 2z 44t T
—Ljemm ¢ = % (— ies 3 +gie ot ) (3.48)
dit _ 2 .o4it | 2 ) :
—lze_ 5 3 + %@e o T% % —%Ze_x/g + ;Z@x/g)

entonces sumando (3.47) y (3.48)), se obtiene que iABoyB* — iBoyB*A* esta dado por

3

. 4it 2 8it
0 Lie=% —% (e% — 64”"/3)
. 4it 2z 8it
%@e 9 3(—1—|—€9+ > 0

Ahora se obtendra f(f((iABagB*—iBagB*A*) (z, z))dz, para esto hagamos que (iABoyB*—
iBoyB*A*) = C(x, 1),

donde, se utilizara que
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entonces

t
/ ((tABoyB* —iBoyB*A*)(x, 2))dz =
0

donde

C, = —3Sin {%] Sin E(t + 32x)] :

/ 2t 2
Entonces se obtiene que

Xz, t] = X[z, 0] —i—/o [iAB(z, s)oeB*(z,s) —iB(x, s)oa B (x, s)A*]|ds
|+

De esta forma se puede obtener la matriz X[z, t], la cual esta dada por

Cosh|z] 2 + 3Sinh [ }2

3 Cy Oy
3 4 3Sinh [£]* 34 6Sinh [Z]?

’ /
CZ 1 022




64 3. Teoria de conjuntos regulares en relacion con la ecuacion de evolucién NLS

3+6Sinh[ 2]’ —3435in[2]Sin[2 (t43ix)| ~3Sinh[ 2]’
-1 _ — D D
X w1 = —3438in[2]Sin[2 (t3iz)| -3Sinh[ 2] Coshla] ’
D D

6 2 9
) r72 3 2t L |2 ‘ i x72
+3Sinh [g] ) (5 — 3Sin {5] Sin {g(t + 3130)] + 3Sinh [g} ) .

Entonces sustituyendo las expresiones obtenidas para Blz,t], B*[z,t] y X~ ![z, t], se tiene

D = Coshla] (3 + 6Sinh [fr) _ <§ _ 3Sin E} Sin [g(t _ 32';5)]

que

Bl ] = [ 10 ] B*X'Blz, 1] [ (1) ]

it 8it | 2 8it | 4
29 T (1—3e%+%+621—3e%+%)

(3.49)

Una gréfica para el cuadrado de la amplitud (Re(3)* 4+ Im(3)?) de la funcién (3.49)), esta
dada por

Lo cual es un solitéon como se menciona en ((3.3.4)).

Ahora la ecuacién no lineal de Schrodinger (3.1]) esta dada por
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0 0? Ni[z,t]  Nplz,t]  Nsz,t]
i— B[z, t] + == Blx, t] + 2 t)|*B[z, t] = 22— ’ : :
donde D; = (—3Cos [%] + 4Cosh [%I] + Cosh [%D ,
it it x i 2 4
Ni[z,t] = 2ieo™® ( — e T T (1+ 62””/3) (3005 [% — 4Cosh [Ex} — Cosh {g})
it T it x -St 2 4
—1 <1 — 3 e 36%+%> (—3COS 5] 4Cosh {g} + Cosh {g])
+24 (1 —3e VT 42 — 36%“%) Sin |
9 | )
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No[z,t] = Ny[z,t] + Ny [z, t] y

8Cos [é]

9 (—3Cos [%] + 4Cosh [?“’] + Cosh [4{])2

3 (—3Cos [¥] + 4Cosh [2] + Cosh [%])2
8e~2%/3Cos [ } Cos [ }
( 3Cos [St] + 4Cosh [2’”] + Cosh [%])
8e*/3Cos [ & } Cos [¥]
3 (—3Cos [¥] + 4Cosh [%] + Cosh [%])2
86495/3(]08[ } COS[ }
3 (—3COS [&] + 4Cosh [2“] + Cosh [4%])2
8Cos [L } Cos [Bt]
(—SCOS [&] + 4Cosh [2””} + Cosh [%""DQ
de=2*/3Cos [ £ } Cos [¥ }
(—3Cos [&] + 4Cosh [zﬂ + Cosh [%})2
4e*/3Cos [ L } Cos [¥ }
(—SCOS [%] + 4Cosh [2;} + Cosh [%DQ>7
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. 2 o sit | do 8Cos [1]2
= 469 <1*3€9 3 4e —3e9 5) ]t x 4z7)2
9 (—3Cos [§] + 4Cosh [?] + Cosh [%£])

N 8Sin [£]?

9 (—3Cos [%] + 4Cosh [%’E] + Cosh [4%])2
N 4e~2%Sin [3}2

9 (=3Cos [&] + 4Cosh | ] + Cosh [4])?

4e27Sin [E

N |©

“‘§ LD | U2 ol wn coffy wn “\a — “\§

( 3Cos[ ]+4COS [

8 —41/3008 [%

]
3 (—3Cos [#] + 4Cosh |2

]

[

| + Cosh [4])°
in [£]
] + Cosh [%])2
in [§ ]
+ Cosh [5])?
[]°

+ Cosh [])?

Se 721/3008 [%
( 3Cos [ ] + 4Cosh
8e2*/3Cos [gt]
( 3Cos [ ] + 4Cosh [
8e*/3Cos [%t] in [5]2
3 (—3Cos [%] + 4Cosh [2] + Cosh [4])*
8Cos [5]2 Sin [é]
(—3Cos [¥] + 4Cosh [2£] + Cosh [%])
4e=2%/3Cos [Bt] Sin [ ]
( 3Cos [ ] + 4Cosh [%””] + Cosh [4%])2
4e2*/3Cos [%] Sin [3]2
( 3Cos [St] + 4Cosh [2””] + Cosh [%])2
8Cos[ ] Sin [%]
( 3Cos [St] + 4Cosh [2:’5] + Cosh [%"])2
e=2%/3Cos [ ] Sin [ }
( 3Cos [St] + 4Cosh [2"’3] + Cosh [%])
462“:/3Cos[ ] Sin [%t]
( 3Cos [St] 4 4Cosh [276] + Cosh [%])
SSln[ ] Sin [ ]2
( 3Cos [St] + 4Cosh [2’”] + Cosh [%])
N 4e 2”3/38111[ ] Sln[g]2
(—SCOS [&] + 4Cosh [2"’5] + Cosh [%])2
4¢2%/3Sin [ ] Sin [ ] ))

(—3Cos [%] + 4Cosh [2%] + Cosh [%])2

]
]

2

2
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it it 1t x 4
Nalz, 1] = 25 (16 (1 —3eHHE 42 gV ) Cosh {—x} + Cosh {?ID
-8t- -2 T -4 T 4 it 2x 6 7 4x
(—3COS 5 4 4Cosh Ex + Cosh Ex -9 (—5689+3 1 4 — 3 et s

—3Cos 9 + 4Cosh + Cosh

8it | 4x

—9(1—3&?*3 4?35

+18< 25 +E | 962 46%“””)
—3Cos | —| +4Cosh | —| 4+ Cosh | — )

_ t: o :4 -
—3Cos % + 4Cosh il + Cosh il

Cosh Er (—SCOS {% + 4Cosh %”} Cosh { . D Sinh [g]

x it T 3 8t 2
—192 (1 — 36 ot T 4 e2 3e%+4 > Cosh E] (— 3Cos [5} + 4Cosh [Ex]

Slt

1192 (—Qe%J“% 4962 _ g )

7~ N\
| %
NE
ol §
N—— — N P
no

7~ N~/
w
w

4 it x
+Cosh [ﬂ )Sinh [g] =32 (1+¢27) (1— 36345 — 2o/8 4 o10/3)

2 427\
2Sinh Sin .
Reduciendo la expresion (3.50) se obtiene que esta es cero.

Por otra parte, se define para Sz, y] (3.49), la ecuacién

2

+ a—2ﬁ[x, t] + 2|8z, t]|* Bz, 1], (3.51)

0
NLSeqlz,t] = Zaﬁ[x,t] 5

entonces se obtiene que

N LSeq[100000, 10000] = 0. + 0.,
N LSeq[.0000001, 0000001] = —5.32907 * 10~ — 6.35275 % 10~2%,
N LSeq[.0000001, 10000] = —5.55112 % 10~'% — 6.59195 % 10~ 74,
NLSeq[100,.00001] = —1.2819 % 107*° — 1.50463 * 10~%%.

Un esbozo puntual de la grafica para N LSeq[z,t] (3.51)), est4 dado por
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4. FORMULA DE INVERSION PARA X(X) DEL CONJUNTO
REGULAR

En este capitulo se estudiara el operador X(z) mostrado en (3.28)), con la finalidad de

conocer, cuando y cémo es su inversa o en qué dominio vive la misma.

Unicamente para simplificar la notacién vamos a suponer que la curva I' es el intervalo

cerrado [a,b]. El cual cumple que I' N (—=I'*) = &. Entonces tenemos que el operador X(x)

(3.28) cumple lo siguiente.

Proposicién 4.0.1. El operador X(x) es un operador compacto

Demostraciéon:

Tenemos que

0 = / K (1, 5) f(3)ds + / Koy, 5)  (5)ds

bi(p)bi(s o (11)ba(s
Ki(p,s) = %e—““*@ v Ka(u,5) = %emww

donde,

Entonces tenemos

S i ) (K s)Pds = [ |ba()[? [ |2 e sy
b b e~ z(pts
= [ 1B [ by ()2 <= P,

ahora ya p y s son mayores o igual que a, se tiene

|efz(u+s)|2
lp+s]?

IN

ﬁ‘e—ﬁlaxp

= M, para z fija,

donde M, = %‘ e 49 Asf se tiene que
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[ [0 G s)Pds < M J2 a2 o) P
< M, < oo,ya que by € L*(T).

Del mismo modo ya que p y s son menores o igual que b, se tiene
|e/\(u+8)|2
lu+s|?

donde M, = ﬁe‘“"”. Por lo cual

< Ms, para z fija,

Sy dp f7 1Ko, 8)Pds < My [} [ba()? [, [ba(s) [Pdsdp
< M, < oo, ya que by € L*(T).

Entonces por [RS72](Teorema VI.23 p. 210), X(z) es un operador de Hilbert-Schmidt y por

lo tanto compacto. O

De esta manera se ha probado que el operador X(x) es compacto. De igual manera nétese
que H = L?[a,b] es un espacio de dimensién infinita, por lo que X(z) no puede ser invertible
de L?[a,b] en L?[a,b]. Esto es, a pesar de que el autor del articulo estudiado demuestra que

bajos ciertas condiciones sobre by y by, X(x) es inyectivo.

Para ilustrar lo mencionado anteriormente, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.0.2. Témese el operador K sobre el siguiente espacio de Hilbert H = L?(—1,1)

definido como

(Kv)(z) = /_ wl, v (t)dt,

1

donde la funcién u es una funcién medible a valores complejos que satisface

1 1
M? = / dx/ lu(z,t)]2dt < oo. (4.1)
-1 -1

Por [RS72](Teorema VI.23 p. 210), se tiene que el operador K es Hilbert-Schmidt y por

lo tanto compacto. De la desigualdad de Schwarz,
IKv]] < M]|z|],

donde ||-|| denota la norma en #H. Sea {7, } una base ortonormal de vectores en H. Se puede

probar que el conjunto ortonormal de vectores {n,,(z)n,(t)} en L?>((—1,1) x (=1,1), dzdt) es
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una base ortonormal para este espacio (ver [AR97] p. 78). Por (4.1)) se tiene

u(@,t) = 3 emitm(@m(®; M2 =3 el
m,l

m,l

Comt = /1 N () d /1 ne(t)u(x, t)dt.

1 1

Toémese u definido por
1, >t

u(x,t) =
(%) {O, r <t.
Se probard que o(K) = {0}. Sea0# X € Cy n € Ker(K — AI) con

t
[ atsyds = o)
-1
Esto implica que 7 es absolutamente continua y derivable excepto en un conjunto de medida
cero (ver [AR97] p. 107). Si se derivan ambos lados de la ecuacién anterior, se obtiene
n(t) = A (t) para casi toda t € (—1,1).

Esta igualdad significa que 7’ también es absolutamente continua (redefiniéndola en un
conjunto de medida cero si es necesario) y derivable excepto en un conjunto de medida cero.
Procediendo iterativamente, se concluye que n tiene derivadas de todos los érdenes. Es decir,

1 es una solucién clasica a la ecuacion diferencial ordinaria

Por lo que 1 = 0; por consiguiente, Ker(K —AI) = {0}. Para probar que Ran(K — \I) =
H, es suficiente con ver que el rango es denso en H; debido a que el rango es cerrado (ver
[AR9T7] p. 173). Sea v € C§°((—1,1)). La solucién a la ecuacién

/ " (s)ds — n(t) = w(t)

1

[S]
t

n(t) = )x‘let/’\/ v(s)ds € H,

-1
es decir, (K — A\)n = v, lo cual muestra que el rango es denso. Por lo tanto, A ¢ o(K) si

A # 0. Por el Teorema de Liouville, el espectro de un operador acotado nunca es vacio (ver
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[AR97 p. 187).

Necesariamente,

o(K) = {0}.
De hecho,

t

RanK = {nn(t) = / v(s)ds para alguna funcién v € H}.

-1
Este espacio no puede ser todo H, pues en H hay funciones que no son continuas. Se

deduce que o(K) = {0}. Este tinico elemento en o(K) no es un eigenvalor. Si Kv = 0, se

obtiene que

asi

d 1

7 v(s)ds = v(t) = 0 casi donde quiera.
-1

Entonces 0 no es eigenvalor de K. Ahora utilizando que o(K) = {0} es equivalente a que K
sea inyectivo, entonces se ha probado que este operador es inyectivo pero no es sobreyectivo
es decir no tiene inversa de su dominio en su codominio. Pero si existe su inversa si se le da

como codominio el RanK, la cual esta dada por

K 'v(t) = %V(t).

Otra forma de ver lo mencionado anteriormente es suponiendo que RanK = H, entonces
si consideramos la funcién sin(nt) la cual es continua en L?(—1,1), entonces al aplicarle el

operador K1 se obtiene

— sin(nt) = ncos(nt),

dt

entonces considerando la norma en L?(—1,1), se obtiene que n cos(nt) no esta acotado es

decir
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1
][ncos(nt)HQ:/ In cos(nt)|dt

-1
1

= ]n]Q/ | cos(nt)|*dt
-1

= |n|* = +oo, sin — +oo,

con lo cual se concluye que K~! no es acotado por lo tanto no es invertible de L?*(—1,1)

en L*(—1,1).

Esto nos lleva estudiar el inverso del operador X(z), para justificar rigurosamente las

férmulas del autor en el caso concreto que el muestra.

Lo que se presenta adelante es que, bajo ciertas condiciones X(z) tiene inversa si se le da

como dominio L*[a, b] y como codominio el Ran(X(z)).

Es decir X : L?[a, b] — Ran(X(z)), con la misma regla de correspondencia que X, serd un

operador biyectivo, y por lo tanto existira su inverso.

Recordando asi, que (3.28)) muestra lo siguiente

’ by (1u(s))e HHEET o (1) by(1u(s))eHHEE)e
(K@) )() = -2 / )b (p(s) b (1)ba(u(s))

2 4 i(s) o+ i(s)

Entonces derivando ambos lados con respecto a la variable x, se tiene

donde ¢ () = f; )

Es decir
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considerando by = by = bs.

Asi se tiene

2 0 e
b3 (1) o (X(2)f) (1) = ca(—2)e S (2)el.

Nombrando a n(z, u) = b3%ﬂ 6% (X(2)f) (),

lo que es lo mismo

~

Entonces

% (1 1)) = & (—ea—)e ™ — eala)eb)
es decir

23 (0o 0) = (~ea—)e ™ = cx(a)er)

Por lo tanto, se tiene

o) + 3 (0l ) = ~2ealz)et” (4.2

De esta forma

= (e + 35 o)) = ato),

Por lo tanto se tiene que la funcién ¢ depende del operador X(x).

Para verificar esta férmula basta derivar ambos lados respecto a p, es decir

0

%m(w’“)) = —z (e2(—z)e " + (7)) .

Asi

0872(77(11, ) =2 (ca(=a)e " = ca(w)e)

Por lo cual



7

2
+)\€2M (co(—z)e ™ — co(w)et)
Le H 2 —ur nx
—;_ 5 (2” (co(—)e co(x)e))

De esta forma se tiene la validez de la ecuacion (4.2)).

Ejemplo 4.0.3. Considérese b3(t) = t, f(t) =1+t +t* a=1y b= 2. Entonces tenemos

que
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% 1 (2 pe—(uts)x . 2 1 (2 pelvts) . 2
DN = 5 [ s+t — 5 [ ()1 s+ s
1

= ﬁ/ﬁ<—€(“+s) (24 (-14+2s+p)z+ (1+s+5"—p—ps+ p?)z’)

fe(nto)T <2 + (1425 — )z + (14 5+ 5> — p— ps + p?)r?

et (1 — p + ) Bi(—(u + s)x))

s=2

(1 = p+ i) Bi(p + 8)%))

s=1

_ H —(pt+s)z I (p+s)z W —(p+s)z 12 (p+s)z @ —(p+s)x
= (z T g T et T e

2 2
I (T N B 7 R (7 I s (e N R (TR

2 222 202 2x %6
2 2 2
+§e*(u+8)w _ ?e(w)x i F;_Sefws)z _ l;_semﬂ)m _ g_efows)x
xr T X xr xr
B2 e S e BS s L B (uree _ B (uree
—|—2—e“ 5. K —|—2—e” —|—2—6 K —2—6“
X X xr xr T
s=2
1 —(p+s)x et 1 (uts)z et
+5 (0 =+ ) / —dt+ S (= i+ ) / —dt ||
—00 —0o0 =1

donde se uso la definicién de Ei (2:9.1). Para simplificar cdlculos, se obtendrd 2 (X(z) f)(u),
donde se utilizara la Proposicién ([2.9.2) para derivar la funcién FEi y posteriormente se

evaluara en los correspondientes limites de integracién, es decir

5=2 1
= ( - ﬁe_(’”s)‘”,u (6 + (2 +65) + (1 + 25 + 35?)2?
x

+(s+ 82+ 8%+ p— 4+ pt)zt + 62(“+5)$< —6+ (24 6s)x

—(1+28+352):L’2+(s+82+33+u—u2+u3)x3>>
+1( 2 84 4)( (1 + 5) e~ (uts)z )
— p— p— S—
5 (™ =t R
1 (p+s) o=
e S)xT
o =+t +5)———
S0 =i+ (G0 >(M+S)x)> )
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Entonces

0 1
—(X(z)f)(n) = ﬁe’(““)lﬂ( — 6 — 142 — 1727 — 142°
T

ox
+e22HT (6 — 140 4+ 1727 — 142°) + eBT27 (-6 4 8z — 627 + 32°)

+e*(6 + 8z + 6x% + 31:3)).

Por lo tanto

77(55:#) = p 974

2( 1
(—6_(2+")‘”u< — 6 — 14z — 172% — 1423
+e2FT(6 — 14x 4 172% — 14a%) + eBT202(—6 4 8z — 62% + 32°)

+e®(6 + 8z + 622 + 3953)))

14

( — 6 — 14z — 172 — 1423 4 2@HW2(6 — 14z + 172 — 142%)
+eBHT(6 4 82 — 627 + 32%) + ¢ (6 + 8z + 62> + 33:3)).

De esta manera

10 1 [ erme ,
——n(z,p) = — 3 (6 — 14z + 172° + e *(—6 + 8 — 62° + 32°)
xou x x

—e~ BF22(6 4 82 4 62 + 32%) + e~ @6 4 142 + 172° + 14353))) :

Con lo cual se obtiene

i 19 -
‘ ( ) = 5 (6-8z+627 - 307
T

te?(—6 + 14z — 1722 + 1491:3)).

Por otra parte
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2
co(z) = / e (s + 52 + 5°)ds
1

— (6 — 8r+ 627 — 30 + €*(—6 + 14z — 172* + 142%)) .
i

Es decir

o+ M) e

Con lo que se muestra que la funcién ¢, depende del operador X(x).

4.1. Caracterizacion del operador X~ 1(z)
Por la seccion anterior considerando b; = by = bs, se tiene que

c2(1:):/ e*by(s) f(s)ds.

Es decir
b
/ e z(s)ds = (ex(’), z(-))LQ[aM = co(x), donde z(s) = bs(s) f(s)

Ahora utilizando la expansiéon de Maclaurin para cy(x), se tiene

ea(r) = ¢(0) + 2ch(0) + =} (0) + - - -

- /abz(s)ds b o (/b sz(s)ds) +%2 (/b s2z(s)ds> T

Nétese que {1,z,2?, ...} es la base candnica para el conjunto de los polinomios y ademés
es un conjunto denso en L?|a, b].

De esta manera utilizando el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt se puede

obtener un conjunto {v;, vy, vs, ...} el cual sea un conjunto ortonormal y denso en L?[a, b].

Ahora por el Teorema ([2.3.2)) se sabe que
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Entonces

(XM @) f) () = b7 (p) (Z ai; (171 2(p) (Z Oéijﬂi_1>) - (4.3)

Ejemplo 4.1.1. Considerando el Ejemplo (4.0.3]), se obtuvo que para bs(t) = t, f(t) =
1+t+t2,a=1yb=2.

o) = % (6 — 8z + 62% — 32® + €*(—6 + 14z — 172” + 142°))

Por proceso de Ortonormalizacién de Gram-Schmidt se obtiene que la base ortonormal

para {1,t,t%,...} con el producto interior

(f.9) = / f(Hg(t)dt,

esta dada por

{1,@(t—g>,\/5<6t2—18t—6(§—g)),f?(20t3—90t2+132t—63),...}.

Por otra parte encontrando la expansién de Taylor en = 0 de cz(x), se tiene

2127 60 40 140

Para simplificar notacién se hara que

x3+

(XN (2)X(2)) (2(t)) = W(2(t)), donde z(t) =1+t +t2
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Entonces

W) = o

( Viz (1= 3 ) ) viz (¢ 3)
+( (Gtg_l&_ (g‘g)),z(ﬂ)ﬁ(atz_lgt_6(§_§)>
(Ve
0

+ (V7 (206 — 90> + 132t — 63) , 2(¢ )) VT (2067 — 90¢% + 132t — 63) )

~ | =

( (.2(0) - @(Lz(t») vi2(1-3)

+ (6\/5(t2, +(1)) — 18V5(t, 2(t)) — 6v/5 (g _ g) (1,z(t))) ﬁ(&?

18t — 6(% - g)) + (ﬁ(zo(t3,z(t)) —90(£2, (1)) + 132(t, 2(1))

—63(1 + z(t)))) VT (2068 — 901 + 132t — 63) )

(e () ) (-
(0 (3) - (3) -0 5-3) (3) o
—18t — 6 (g - g) ) (20f (140) —90V/7 (42009) +132V/7 (737)
—63V7 (%) )\/7 (203 — 902 + 132¢ — 63) ) (4.4)

1
= g(z&+1&2+ti"’)
= 1+t+¢,

donde para obtener (4.4)) se usaron los coeficientes de la expansién de Taylor para ¢y en ¢t = 0.

De esta manera se tiene que W(z(t)) = I(2(t)), es decir

Con lo cual se cumple que el operador mostrado en (4.3)) es el inverso de X(x) para by = by.



5. CONCLUSIONES

. Se estudio el método desarrollado por Andrey Melnikov, para resolver ecuaciones no
lineales. Este método tiene algunas similitudes con el de Zackarov-Shabbath en teoria
de la dispersion inversa. Fue necesario completar los argumentos del articulo para desa-

rrollar de manera concreta las condiciones explicitas que definen a un conjunto regular

VnLs-

. Una vez que se analizaron las condiciones que definen un conjunto regular Uy g, fue
posible calcular explicitamente soluciones a la ecuacién no lineal de Schrédinger (NLS).
Estas soluciones estan asociadas a solitones, que en la fisica se estudian por estar

asociados a fenémenos interesantes.

. Se obtuvo una férmula del operador inverso para la familia de operadores integrales

(3-28).

. Como trabajo futuro se buscarda ampliar la férmula (4.3)), involucrando la dependencia

en la variable temporal.

. Otro posible tema futuro es el determinar si es posible generalizar el procedimiento

usado para familia (3.28]) en otros casos.
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