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CAPITULO 1

INTRODUCCION

El célculo fraccionario (cdlculo de las integrales y derivadas de orden real o complejo

arbitrario) ha alcanzado mucha popularidad e importancia durante los dltimos afios, debi-
do principalmente a sus aplicaciones en numerosos campos de la ciencia y la ingenieria.
El célculo fraccionario proporciona varias herramientas ttiles para solucionar ecuaciones
diferenciales e integrales y varios otros problemas que involucran funciones especiales
de la fisica matemadtica, asi como sus extensiones y generalizaciones en una y mds varia-
bles. Ademas, tiene aplicaciones en las teorias de diferenciacion, ecuaciones integrales e
integro-diferenciales. Se han obtenido resultados importantes en el analisis numérico y en
diversas dreas de la fisica. Por ejemplo, en campos como la viscoelasticidad, electroqui-
mica, procesos de difusion ([16], p.169).
La derivada fraccionaria describe con precision los fendmenos naturales que se producen
en problemas de ingenieria comunes como la trasferencia de calor y el comportamiento
del electrodo ([16], p.303). Ademas, el cdlculo fraccionario encontré muchas aplicaciones
en fendmenos de escala, asi como en la mecdnica clésica ([16], p.113) y teoria de control
([16], p-417).

Actualmente en la literatura encontramos una gran cantidad de articulos que muestran
algunas aplicaciones del calculo fraccionario; entre los que consultamos se encuentra el
trabajo “SEMI-INTEGRALS AND SEMI-DERIVATIVES IN PARTICLE PHYSICS” ([16],
p-139), el cual hace una pequefia resefia sobre la aplicacion de semi-integrales del tipo de



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION
trasformadas integrales de Abel con kernel (12 — xz)’l/ 2 y las propiedades de esta impor-
tante trasformada integral. Se demuestra su aplicacidn prictica para la instrumentacion en
la fisica de aceleradores para determinar la densidad de haces de particulas en el espacio
face trasversal en un sincrotén de particulas en el espacio fase trasversal en un sincrotén
para el CERN sincrotén de protones de refuerzo (PSB) Bamscope. Este dispositivo per-
mite la observacion directa de la distribucion de amplitud de las oscilaciones betatron. Se
trata ademds de una descripcion del espacio como de la funcién de onda de las particulas
de spin-media dentro de la imagen de Schrodinger, uno de los més famosos de los fenéme-
nos no enteros en la fisica. Este articulo muestra que suponiendo la existencia de derivadas
un medio las funciones de onda para spin-1/2-particulas se pueden derivar exactamente de
la misma manera que para el momento angular normal. Estas funciones cumplen las ecua-
ciones de valores propios de espin 1/2, asi como el cambio del estado de espin aplicado a
los operadores de creacidn y aniquilacion. Estas funciones de onda muestran directamen-
te el observado 4 Pi simetria de tales particulas. Esta descripcién es complementaria a la
descripcién comun el uso de matrices de Pauli y espinores. Los detalles se muestran en el
citado articulo.

Se cree popularmente que el concepto de célculo fraccionario surgié de una pregunta
formulada en el afio 1695 por el marqués de L’Hopital (1661-1704) a Gottfried Wilhelm
n

Leibniz (1646-1716), acerca del significado de la notacién de Leibniz, d—y para derivadas
xl’l

de orden n, entero positivo, cuando n = % La respuesta que Leibniz escribi6 a L’ Hopital
(30 de septiembre de 1695) dice:
“Se trata de una aparente paradoja de la que, un dia, se extraerdn consecuencias utiles.”

Existen diferentes definiciones de derivadas fraccionarias, algunas de las més conoci-
das son las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, Caputo, Erdélyi-Kober, Hada-
mard, Griinwald-Letnikov y Riesz. Algunas de estas definiciones serdn presentadas en los
preliminares de esta tesis.

Las derivadas fraccionarias también fueron mencionadas por Euler en 1730, Lagrange
en 1772, Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liouville en 1832, Riemann
en 1847, Greer en 1859, Holmgren en 1865, Griinwald en 1867, Letnikov en 1868, Sonin
en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krug en 1890, y Weyl en 1917. En el
libro de texto de 700 paginas, titulado “Traité du calcul différentiel et du calcul intégral”
(Segunda edicién; Courcier, Paris, 1819), S.F. Lacroix dedica dos paginas (pp. 409-410)
al célculo fraccionario, mostrando eventualmente que

d'? 2
— V= —.
dv'/? Nz



El primer libro de texto dedicado al célculo fraccionario es de Oldham y Spanier [7], publi-
cado en 1974. En el articulo [11] de B. Ross se presenta la historia del calculo fraccionario
hasta 1900.

El objetivo principal de esta tesis es desarrollar métodos operacionales para resolver
ecuaciones en derivadas fraccionarias utilizando la teorfa general del calculo operacional
introducido por G. Bengochea y L. Verde-Star en [1]. Dicha teoria es una alternativa uni-
ficada a los métodos tradicionales basados en transformadas integrales. En el articulo [1]
se presenta un ejemplo de aplicacion de la teoria para resolver ecuaciones lineales con
derivadas fraccionarias de Liouville, que son un caso muy particular de las derivadas de
Riemann-Liouville. En esta tesis presentamos un método operacional para resolver ecua-
ciones en derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville. También obtenemos la represen-
tacion integral de la convolucion de funciones que extiende la multiplicacién de las series
formales asociadas con los operadores de diferenciacion fraccionaria. Tal representacion
integral nos permite resolver una clase muy extensa de ecuaciones lineales no homogéneas
en derivadas fraccionarias.

En el capitulo 2 presentamos el material preliminar, que incluye las definiciones y
propiedades basicas de las funciones relevantes en nuestro desarrollo y de las derivadas
fraccionarias. En el capitulo 3 presentamos la teoria algebraica de los métodos operacio-
nales introducida en [1] y la manera en que se aplica para resolver ecuaciones diferenciales
y en diferencias finitas. E1 método operacional para las ecuaciones en derivadas fraccio-
narias se presenta en el capitulo 4, donde también se obtiene la representacion integral de
la multiplicacién de los generadores asociados con los operadores de Riemann-Liouville
y se presentan algunos ejemplos.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES

2.1. Definiciones

2.1.1. Funcion Gamma

La funcion Gamma de Euler I'(z) estd definida por la integral
I'(z) =/ e dt, (Re(z) > 0)
0

para todo complejo z tal que Re(z) > 0.

La férmula de reduccion

[(z+1)=2(z),  (Re(z) >0)

(2.1.1)

(2.1.2)

se obtiene de (2.1.1) por medio de integracién por partes. Usando esta relacion la funcién

gamma de Euler se extiende al semi-plano Re(z) < 0 por

[(z) = , (Re(z) > —n; neN; z € Zy :={0,—1,-2,...}). (2.1.3)
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Aqui (z), es el simbolo de Pochhammer, el cual esta definido para complejos z y ente-

ros no negativos n por
(Ro=1y (@n=2(z+1)...(z+n—-1) (neN).
De las ecuaciones (2.1.2) y (2.1.4)obtenemos

['(n+1)=(1),=n!, (n € Np).

2.1.2. Funciones de Mittag-Leffler

(2.1.4)

2.1 Definiciones. Una funcién f(z) es llamada entera si tiene una representacién de la

forma

- k
f@=Y a, |z <ee.
k=0
El orden de una funcién entera f(z) no constante estd definido por:

In(In||f]

W,B,)

Y

—1i
p=limsup ==

donde B, es el disco de radio r y || f||- 5, denota la norma suprema de f(z) en B,.

Si 0 < p < oo, definimos el tipo de f(z) como:

1 o
r—yoo rP

La funcion de Mittag-Leffler Eq(z) definida por

Zk

Ea(Z> = k;)m, (Z e C,; RE(OC) > 0),

(2.1.5)

fue introducida por Mittag-Leffler, de ahi el nombre. Las propiedades basicas de esta fun-
cién fueron estudiadas por Mittag-Leffler y por Wiman. E4(z) es una funcion entera de z

con orden [Re(a)]~! y de tipo 1. En particular, cuando @ = 1 y & = 2 tenemos

E\(z) =€ y Ex(z)=cosh(y/7z).

(2.1.6)
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La funcién de dos pardmetros del tipo de Mittag-Leffler juega un papel muy importante en
el cdlculo fraccionario y fue introducida por Agarwal. Muchas propiedades de esta funcién
fueron obtenidas por Humbert y Agarwal usando la técnica de transformada de Laplace.
Esta funcién podria ser llamanda funcién de Agarwal. Sin embargo, Humbert y Agarwal
mantuvieron la misma notacion usada para la funcion de Mittag-Leffler de un pardmetro, y
ésta es la razén por la que ahora la funcion de dos pardmetros es conocida como la funcién
de Mittag-Leffler.

Una funcidén de dos parametros del tipo de Mittag-Leffler estd definida por la expansion
en serie de potencias

oo k
Z
Eug(2)=Y ————, (a>0,8>0). (2.1.7)
o.p ,;)F(ock-i—ﬁ)
Se sigue de la definicion (2.1.7) que
=Y s = L=
Ey1(z) = =) —=¢, (2.1.8)
= Tk+1) =k
oo k oo k o _k+1 z
z Z 1 Z e —1
Eip(z) = = =- = : (2.1.9)
,g)l“(k+2) k;)(kJrl)! zk;,(lwrl) Z
o k 00 k oo k+2 Z
Z Z 1 Z e—1—z
Ei3(2) = = == = . (2.1.10)
,{Z'OF(kJrB) k;)(k+2)! zz,;o(k+2) 2

y en general

-2 _k
Eym() = —— eZ—mZZ— @.1.11)
,m —1 k_ok! . S %

Zm
Ademas
) i 2k i 22k "
E> 1(z7) = —_ = —— =cosh(z), (2.1.12)
=0 I'(2k+1) =0 (2k)!
oo 2% o 2k+1
z 1 z sinh(z)
Ep()=) = =— = . (2.1.13)
/ kz;)r(zlwrz) zkzo(zkﬂ)! z
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Las funciones hiperbdlicas de orden n, las cuales son una generalizacion de las funciones
seno y coseno hiperbdlicos, también pueden ser expresadas en términos de la funcion de
Mittag-Leffler como sigue

i an+r71

h =y _ = 7 E (£ =1.2.... 2.1.14
r(zn) lcgt)(nk+r—1)! (), (r=1.2,m), 2.1.14)

asi como las funciones trigonométricas de orden n, que son una generalizacién de las
funciones seno y coseno

') (_1>jznj+r—l

k =Y " = E, (-7 =1,2,...,n). 2.1.15

r(Z,l’l) jg) (n]—l—r—l)‘ < n,r( < )7 (I" )<y 7”) ( )

Para 3 = 1 obtenemos la funcién de Mittag-Leffler de un parametro definida en (2.1.5):
=) Zk

E =) — =Ey(2). 2.1.16

aJ(Z) k;)l—‘(ak—i—l) (X(Z) ( )

2.1.3. Funciones del tipo de Mittag-Leffler

En esta seccion presentaremos la generalizacion de las funciones de Mittag-Leffler, las
definiciones y propiedades bdsicas de algunas funciones que se expresan en términos de
las funciones de Mittag-Leffler Eq ¢(z) y la funcién z% 1.

2.2 Definicién. La generalizacion de la funcion de Mittag-Leffler definida para comple-
jos;z€C, a, B, p € CyRe(a) > 0 esta dada por:

P < () AR | (P, 1)
Ea’ﬁ(z) '_I;)F(Olk—Fﬁ) k! plqll (B, a) “ b @.1.17)

donde (p) es el simbolo de Pochhammer definido en (2.1.4). Esta funcién fue introducida
por Prabhakar y es una funcién entera de z de orden [Re(co)] ™.
En particular, cuando p = 1, coincide con la funcién de Mittag-Leffler 2.1.7:

Eé‘ﬁ (z) = Eqp(2), zeC.

Para la generalizacion de la funcion 2.1.17 se tienen las siguientes formulas:

d\" )
(d_z) [Eg’ﬁ(z)]:(P)"E%mn(Z), neN (2.1.18)
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o,f—n

Consideramos una funcién definida en términos de la funciéon de Mittag-Leffler 2.1.5
por

Eq(Az%), z€C\{0}; A€C; Re(a)>0. (2.1.20)

Las siguientes féormulas de diferenciacién con respecto a z son validas para esta funcién

(a%) [Eq(Az%)] =2 "Eq1-n(A2%) (2.1.21)
y

J " a anpn+1 a

o2 ) [EaA®)] = nie™EGl,  (A2%). (2.1.22)

donde Ey(Az%) es la generalizacién de la funcién de Mittag-Leffler y n € N.

Considerando ahora una funcién, mas general que en 2.1.20, definida por
PE (A7),  zeC\{0}; X €C; Re(a)>0. (2.1.23)

Las siguientes féormulas, andlogas a 2.1.21 y 2.1.22, son vélidas

2 \"
(&_Z) [Zﬁ_lEa»ﬁ(Maﬂ =P Ey g (22%), (2.1.24)
9 \"

((9_2> [Zﬁ—lEaﬁ(?LZa)] :n!zan—kﬁ—lEgj—aanrﬁ()Lza)' (2.1.25)

Para el caso especial de la funcién 2.1.23 cuando 8 = a. Esta funcién especial, la cual

denotaremos por eﬁf es llamada la funcién o-exponencial y esté definida por

A= % Eg 0(A2%), (2.1.26)
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donde z € C\{0}, Re(ax) >0y A € C.

De acuerdo con 2.1.7, eéf es una serie de la forma

ak

ehi =79 127L’< G Dal Re(a) > 0. (2.1.27)

Por lo tanto e es una funcién analitica para z € C\{0} y

lim[z' "%} = —— R 0. 2.1.28
liml=! o) = prgy Relo) > (2.1.28)
En particular tenemos
_ 1
lim [(x—a) "% =~ Re(a)>0. 2.1.29
Jim [(x—a)™%e™ ] Fa)’ e(a) > ( )
Cuando o = 1, de acuerdo con 2.1.16 y 2.1.6, e*% coincide con la funcién exponencial
Az
e

i=et zreC (2.1.30)

Por lo tanto, la funcién en 2.1.26 puede ser considerada como una generalizacién de la
funcién exponencial, y por eso llamamos a e%f la funcion a-exponencial.

2.1.4. Coeficientes binomiales

Los coeficientes binomiales se definen para o« € Cy n € Ny :={0,1,2,...} por medio
de la férmula

(a) =1 (oc) - sl laontl) (n €N). (2.1.31)

0 n n!

En particular, cuando o = m, (m € Np), tenemos

(m) = _m (m,n € No;m > n) (2.1.32)

n n!(m—n)!’

(m> =0, (mneNy0<m<n) (2.1.33)
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Sia¢Z™ :={-1,-2,-3,...} =1 Z; /{0}, (2.1.31) es representado mediante la funcién
gamma por

o IMNo+1) _
= ; 7" ;n € Np). 2.1.34
(n) nl'(aa—n+1) (@eCag n € No) ( )
Esta relacion se extiende de n € Ny a un complejo arbitrario S por medio de
o IMNo+1) _
= a,BeCagZ ). 2.1.35
(6) - ta=prirEry  (@PeCesn) 2139

2.2. Derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville

Sea Q = [a,b], con (.0 < a < b < o), un intervalo finito en el eje real. Las derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville DF,y y D y de orden ¢, donde (Re() > 0), son
definidas como sigue

Dgyy = (%)n(lé’ﬂy) (%)

(n=[Re(t)]+1; x > a) (2.2.36)

Dy y := (%) (1,=%) (x)
_ 1 d\" (b y(t)dt
- rora (i) [ e
(n=[Re(a)]+1; x < b) (2.2.37)

respectivamente, donde [Re(ot)] es la parte entera de Re( o). En particular, cuando a =n €
Ny, tenemos;

(D9,y) (x) = (D)_y) (x) =y(x);  (Dly)(x) =y"(x),
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(Dp_y) @) =(-1)"y"(x), neN, (2.2.38)

donde y™ (x) es la derivada usual de y(x) de orden 7. Si 0 < Re() < 1, entonces

0 1 d o y(@)dr _

(Da+y) (X) = ma/a (x_t)a—[Re(a)]’ (O < Re(Oc) <l;x> Cl), (2.2.39)
0 1L d P y(r)dr _

(Db—y) (X) = ma/}c ([ _x)oc—[Re(a)]’ (O < RE((X) < 1, x < b) (2240)

Cuando o € R™ las ecuaciones 2.2.36 y 2.2.37 toman las siguientes formas

(DFy) (x) = ﬁ (%) /:(x—yit)%’ (0<[a] <1; x>a), (2.2.41)

(DE_y) (x) = ﬁ (-%) /xb%, (0< [a] < 1: x < b),(2.2.42)

mientras que 2.2.39 y 2.2.40 estan dadas por

a _ 1 i ¥ y(e)dt .
(0£) )= =g </ aoge O<a<ixsa, 24
(Do‘y)(X)Z;i/bM (0<a<1;x<b) (2.2.44)
b= T(1—a)dx/)e (1—x)* ’ ’ -
respectivamente.

SiRe(a) =0y (o # 0) entonces las ecuaciones 2.2.36 y 2.2.37 son derivadas fraccio-
narias de orden puramente imaginario

(Dﬁ,‘b) (x) = ﬁ% /a ’ ( j @:;f 5 (0eR/{0kix>a) (2245
. b
(D2 5) () = ﬁ% / (tyf’l‘)” o (BER/{0)x<b),  (2246)
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SiRe(ar) >0y B € C, con Re(f) > 0, entonces las ecuaciones 2.2.36 y 2.2.37 toman la
forma

(Dga (1 —a)ﬁ—l) (x) = %(x—a)ﬁ_a_l, (2.2.47)
y
(Dg‘,(b—z)ﬁ—1> (x) = %(b—x)ﬁ_a_]. (2.2.48)

En particular, si f = 1 y Re(a) > 0, entonces la derivada fraccionaria de Riemmann-
Liouville de una costante, en general, no es cero.

(D;ﬂl)(x):%; (Dg‘_l)(x):%; 0<R(a) <1. (2.249)

Por 2.2.36 y 2.2.49 tenemos que para alguna constante C € R;

(b—x)~*

(Dg:C) (x) = Crizal T—a)

(Dy-C)(x)=C (2.2.50)

Por otra parte, para j = 1,2,...[Re(a)] + 1,
(D& (t—a)* /) (x)=0; (DE(b—1)*7)(x)=0; 0<R(a)<1. (2251

De 2.2.51 obtenemos los siguientes resultados.

2.3 Corolario. Sea Re(a) >0y n=[Re(a)]+ 1.

» La igualdad (Dg‘+y) (x) =0 es vdlida si y solo si;

y(x) = ilc,«x—aw
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donde cj € R (j=1,2,...,n) son constantes arbitrarias.
En particular, cuando 0< Re( ) <1, la relacion (D;ﬂy) (x) = 0 se cumple si'y solo
Si
Y =clx—a)* !,
con algiin c € R.

» Laigualdad (Dg, y) (x) =0 es vdlida si y solo si;

x) = i:ldj(b—x)“j,

donde dj € R (j=1,2,...,n) son constantes arbitrarias.
En pamcular cuando 0< Re( ) <1, la relacion (D y) (x) = 0 se cumple si y solo
si

y(x) =d(b—x)*",
con algin d € R.

La férmula siguiente relaciona la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville con las
funciones de Mittag-Leffler

(Da+ (t—a)P'E, A (s —a)“]) (1) = (x—a)f % E, p_o[A(x—a)"], (22.52)
con A € C,Re(ax) >0,Re() >0yRe(u)>0.

En particular, cuando B = u = «, podemos aplicar la bien conocida férmula

1
Iim —— = 2.2.
I vy = (2.2.53)

para obtener de 2.2.52 la siguiente propiedad de la funcién ea( %) definida en 2.1.27
(Dg‘+ o= “)) (x) = 2L Re(a) >0, A € C. (2.2.54)

Cuando 8 =1y u = a, entonces de 2.2.52, en concordancia con 2.1.7 y 2.1.16 se
obtiene la siguiente férmula para la funcién de Mittag-Leffler 2.1.5

(D | Eq At a)’l]> (x) = AEg[A(x—a)%], Re(a) >0, A€C.  (2.2.55)
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2.3. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

En esta seccion discutiremos la existencia y unicidad de las soluciones de un problema
de valor inicial de una ecuacién diferencial de forma general, en términos de las derivadas
fraccionarias secuenciales de Miller-Ross [ver Podlubny]. Debido a las relaciones entre las
derivadas fraccionarias de Miller-Ross, Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov y Caputo,
los resultados siguientes pueden ser usados para dichas definiciones.

Consideremos el problema de valor inicial

02 y(t) = f(t,y), (2.3.56)

[027y(1)],_y = b, (k=1,2,...,n), (2.3.57)

donde;
Ok __ O k-1 ar,
a-@t = 4D/* D, caDf

o—1 oy —1 O o .

WD = D DD
k

o =) a;, (k=1,2,...,n);
J=1

O<aj<1, (j=1,2,...,n).

Supongamos que f(z,y) estd definida en un dominio G de un plano (z,y), y definimos
la regién R(h,K) C G como el conjunto de puntos (7,y) € G, que satisfacen las siguientes
desigualdades;

n tGi_Gl

0<t<h 7oy -V b
<t<h, Y1) = Lbirigs

<K, (2.3.58)

donde & y K son constantes.

2.4 Teorema. Sea f(t,y) una funcion continua con valores reales, definida en un domi-
nio G, que satisface la condicion de Lipschitz con respecto a y, es decir;

|f(t,31) — f(t,y2)| < Aly1 —yal,

tal que
[f(t,31) = f(t,y2)| <M <o paratodo (t,y) € G,
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MhGn—GH—l
>
B F(l—l—O'n)

Entonces existe en la region R(h, k) una vinica solucion continua y(t) del problema (2.3.56)-
(2.3.57). Ver [8] p.127.

En algunos casos, el Teorema (2.4) puede ser usado directamente como un método para
la solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias. Ilustraremos esto con dos ejemplos.

2.5 Ejemplo. Consideremos el problema de valor inicial em términos de derivadas frac-
cionaras secuenciales (la notacion es la misma que en el Teorema (2.4)).

oD (1) = Ay(t) (2.3.59)

[on k’ly(t)]tzo =by, (k=1,...,n). (2.3.60)

En este caso tenemos f(¢,y) = Ay. En concordancia con la demostracién del Teorema (2.4)
[Podlubny p.128].

Sea

yo(t) = _Zbirwi), (2.3.61)

ym(t) = yo(t)_kﬁ/ot(t—r)o'nlym_l(r)d’b'

= yo(t) +AoD; P ym_1(2), m=1,2,3,....

(2.3.62)

Usando (2.3.61) y (2.3.62), y aplicando la férmula para la diferenciacion de la funcién
de potencia

DP((t—a)¥) = (t—a)’~P (2.3.63)
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[Podlubny p.72], obtenemos

oi—1
yi(t) = yolt)+2AoD; ™ <Zb ;(Gz))

1
{Ont0i— 1

B +AZ I(0,+0)’

y2(t) = yo(t)+AoD; “yi(t)

thJrG, 1
_ —Op
D ( Ea Z 6n+01)>

i=1"

on—i-o, t26n+(7, 1

— +7LZb +7L2Z o, 7o)

no 2 lktkd,ﬁa, !
- Zbiz T(k AN
= & koy+ o)

y se demuestra por induccién que

Tomando el limite de (2.3.64) cuando m — oo, obtenemos la solucién del problema (2.3.59)-
(2.3.60):

th 1 Eg 6(A1%), (2.3.65)

donde E, g(z) es la funcién de Mittag-Leffler (subsecci6n 2.1.2).
Sin=1y a; =1, entonces (2.3.59)-(2.3.60) toma la forma

Y(t)=Ay(r),  y(0)=by (2.3.66)

y, tomando en cuenta la relacion (2.1.8), la férmula (2.3.65) nos da la solucién clésica del
problema (2.3.66):
y(1) = b1Ep 1 (Ay) = M.
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2.6 Ejemplo. Condideramos el siguiente problema de valor inicial en términos de deri-
vadas fraccionarias de Riemann-Liouville:

oDfy(t) =1%y(t),  [oDF Y1), =P (2.3.67)

donde 0 < @ < 1.

En este caso f(z,y) = t%y. En concordancia con la demostracion del Teorema 2.4 to-
mamos

ta—l
yo(t) = br( ) (2.3.68)
_ tail 1 ! o—1 .o _
ym(t)—bm—f—m/o(t—r) Py (DdT,  m=1,2,.... (23.69)

Usando (2.3.61) y (2.3.62) y aplicando la férmula de diferenciacion de la funcién de
potencia (2.3.63), podemos mostrar por induccidon que

m(0) fa ] + Z 40‘) T'(2ka) fo(2kt1)=1
T (2ko+ a) ’
m=1,2,..., y tomando el limite cuando m — oo d4 la solucién
po—1 o kK T(2jo
y(t) =b +b 11 [2je) 1 *2k+1)=1 (2.3.70)

Cla) ST T(2jo+a)



CAPITULO 3

METODO OPERACIONAL

3.1. Propiedades de algunas funciones

En esta seccién mencionaremos las propiedades de algunas funciones que utilizare-
mos mas adelante para el método operacional. Construiremos el campo .% y daremos sus
propiedades.

3.1.1. Series formales de Laurent

Sea {py: k € Z} un grupo con multiplicacion pyp, = piin., para n,k € Z. Denotamos
por .# al conjunto de todas las series formales de Laurent de la forma

a= Z ai Pk,

keZ

donde a; es un nimero complejo para cada k € Z y, o bien, todos los a; son iguales a
cero, o existe un entero v(a) tal que a; = 0 siempre que k < v(a) y a,(q) # 0. Paraa =0
y definimos v(0) = . La suma y la multiplicacién por nimeros complejos en .% estdn
definidas en la forma usual.
Definimos la multiplicacién en .# extendiendo la multiplicacion del grupo {py: k € Z}
como sigue.

Paraa =Y aipr y b =Y bypi elementos de .# definimos la multiplicacién ab =Y ¢y py,

19
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donde
Cl = Z akbn_k.
v(a)<k<n—v(b)

Notemos que v(ab) = v(a) +v(b) y p_, es el inverso multiplicativo de p, paran € Z.
Esta multiplicacion en .% es asociativa y conmutativa y p es el elemento unidad. Decimos
que los elementos p, son los generadores de .% .

Para n € Z definimos .%, = {a € .% : v(a) > n}. Es claro que .%, es un subanillo de
F.

Para x € C se cumple que

(po—xp1) Y X" pn = po, 3.1.1)
n>0
y
(p—k(po—xp1)*™ Y (Z)x”kpn = po. (3.1.2)
n>k

Denotamos la serie Z XK Pk Por ey o que es llamada la serie geométrica asociada a x. Ge-
k>0
neralizando la construccion de la serie geométrica obtenemos los inversos multiplicativos

de elementos no cero de .%.
3.1 Proposicién. Sea .7 como antes, entonces ¥ es un campo.

Demostracion. Sea hun elemento no cero de .%;. Entonces v(h) > 1 y asi v(h") = nv(h) >
n, paran > 1y tenemos que
W' = Z (hn)kpk

k>n
Por lo tanto

po+ Y W' =po+ Y, Y (Whpk=po+ Y, Y, (W)ipx

n>1 n>1k>n k>11<n<k

es un elemento bien definido de .%, y ademas es el inverso multiplicativo de pg — h. Esto
significa que cada serie a € .% con v(a) = 0 es invertible, ya que es de la forma ag(po — h),
donde h € # y ag # 0.

Sea b un elemento no cero de .%, entonces

b=Y bpk="Pup) Y, DkPioviv) = Poiv) Y, Djsv(p)P)-
k>v(b) k>v(b) Jj=0
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Dado que b,y # 0, la dltima suma es de la forma b,,;,) (po — h), con h € F y es invertible
por lo anterior. Por lo tanto b es invertible y hemos mostrado que .% es un campo. [

A cada serie no cero b le corresponde el mapeo multiplicacién que manda a a ab.
Este mapeo es lineal e invertible. El mapeo multiplicacién que corresponde al elemento
p1 es llamado el desplazamiento a la derecha y es denotado por S. Su inversa S~! es
llamado el desplazamiento a la izquierda. Notemos que {S*: k € Z} es un grupo isomorfo
a{pr: keZ}.

Denotamos por P, la proyeccién sobre (p,), el subespacio generado por p,. Si a € F
entonces P,a = a,p,. Es fécil verificar que

SKPSF=P.i,  knel. (3.1.3)

Definimos el operador L en .% como sigue. Lpy = S~ ! py = pi_1 parak # 0y Lpy = 0.
Entonces, para a en .# tenemos

La=1L Z akpk:S_l(a—aopo) :S_](I—Po)a, (3.1.4)
k>v(a)

donde I es el operador identidad y Py es la proyeccion en el subespacio (po).

Sea .Z_ el conjunto de todos los a € .# tal que a, = 0 para n > 0. Entonces .% =
F_ @ Z¢. De la definicién de L es claro que los subespacios .#_ y .%( son invariantes
bajo L. Notemos que la restriccién de L a .%_ coincide con la restriccion de S~! a .%_. Es
claro que la imagen de L es el conjunto de todas las series a en .% tal que a_; = 0, el cual
es el kernel de la proyeccién P_;. De 3.1.4 obtenemos L = S~! (I — R), y usando 3.1.3
tenemos

LS=S'I—-P)S=I-S"'RS=1-P_,,

y por induccién tenemos que
LK =T— (P +Po+...+Py), k>1. (3.1.5)
Usando 3.1.3 de nuevo obtenemos
k k k—1
Lr=s*1-8*Y P is* ) =s*I-Y P_;|=5*1-YP|, k>L
j=1 j=1 J=0

De esta identidad vemos que el kernel de L* es igual a laimagen de Py+ P +...+ P,
que es el subespacio (pg, p1,...pk—1), y la imagen de L¥ es igual al kernel de P_; + P_5 +
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P

Una importante propiedad de L, que se obtiene de 3.1.1 identificando S~ con la mul-
tiplicacién por p_ e I con la multiplicacién por pg, es que

L*=p_(po—P—Pi—...—P1), (3.1.6)

Sea g un elemento de la imagen de L*. Por 3.1.5 tenemos que L¥S¥g = (I — (P_; +
P_y,+...+P_;))g = g pues g estd en la imagen de L*, la cual es igual al kernel de P_; +
P_+---+ P_;. Por lo tanto S¥g es una solucién particular de L¥f = g y por lo tanto
tenemos

{feF: L'f =g} ={mg+h:he(po,p1,....pe-1)}.
Ahora vamos a determinar como actda el operador L sobre la multiplicacion de 7.
Sean a y b elementos de .%. Dado que La = S~!(a — Pya) tenemos
bLa = S '(ab—agh)
= S Yab— Py(ab) + Py(ab) — agh)
= L(ab) — S~ (agh — Py(ab))
= L(ab) —s5! (aob —aobopo + apbopo — Po (ab))
L(ab) —agLb+ s! (Py(ab) — apbopo)-

Por lo tanto

L(ab) = bLa + aygLb — S~ (Py(ab) — apbopo). (3.1.7)

De 3.1.7 obtenemos
(a—aopo)Lb = (b —bopo)La.
Si Py(ab) = Py(a)Py(b) entonces 3.1.7 se convierte en L(ab) = bLa+ agLb. En particular,
este es el caso si a 'y b estan en .. Si a y ab estan en el kernel de Py entonces tenemos
L(ab) = (La)b.
Ahora consideremos algunos polinomios simples en L. Sea x un nimero complejo no cero.
Entonces

L—xI=S"'"I-P)—xI=S"'I-xS—R). (3.1.8)

Por lo tanto a € .7 estd en el kernel de L —xI si y solo si (I —xS)a = Pya = appy. Entonces
(po —xp1)a = appo, y despejando a tenemos

a=ao(po —xpl)*1 = apex,0 = ao Z xkpk.
k>0
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Por lo tanto el kernel de L — xI es el subespacio generado por la serie geométrica ey o, €l
cual es denotado por (e, ).

Ahora daremos una caracterizacién de la imagen de L —xI. Sean f € F y g = (L—
xI) f, entonces

g=S5"NI—xS)f—PRof) = p-1((po—xp1)f — foro),

y entonces
piexpg = [ — foexo.

Por lo tanto Py(p1ex08) = 0, pues Poex o = po.
Denotaremos el kernel de la proyeccién Py por .#|o). Entonces hemos demostrado que la
imagen de L — x/ estd contenida en el conjunto {g € 7 : piex o8 € Fg}-

3.2 Proposicién. La imagen de L —xI es igual al conjunto {g € F : piexog € F|g}-

Demostracion. De 3.1.8 vemos que la restriccion de L —xI a .| o] coincide con la restric-
cién de S~1(1—xS) a Fo- Sea g € F tal que prey g € F|o. Entonces

(L—xI)(piexog) =S~ (I —xS)(prexog) = &-
Por lo tanto g estd en la imagen de L — xI y entonces
Im(L—xI) ={g € F: prexog € Fg}-
O]

Sig= Z gkPk- donde v(g) < 0, entonces la condicion pjeyog € f[o] es equivalente
k=v(g)
aP_i(ex0g) =0,y estoes
g 1+g ox+g 3x +... +gv(g)va(g)’1 =0.

Notemos que el subespacio .%( estd contenido en la imagen de L — xI.

Hemos pobado el siguiente teorema.

3.3 Teorema. Sea x un niimero complejo no cero. Entonces si g estd en la imagen de
L —xI tenemos (L —xI)(piex0g) = g y por lo tanto

{feZF: (L-xI)f =g} ={piexog+ e o: o € C}.
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Sea x un niimero complejo no cero y sea f un elemento de Ker((L —xI)?). Entonces
(L—xI)f estd en el kernel de L —xI'y (L —xI)f = ey para algin nimero complejo
a. Esto significa que p_1((po —xp1)f — fopo) = ey o. Resolviendo para f tenemos que
f=op; (exp)2 + foex 0. Por lo tanto f estd en el subespacio (ex o, pi (ex70)2>. Procediendo
inductivamente es facil ver que

Ker((L—xI)""") = (ex0,p1(ex0)* P2(€x0); -, Pm(ec)™™"),  m>0. (3.1.9)

Para k > 0 definimos e, ; = pk(ex’o)kH. Usando induccién en k y la recurrencia para los
coeficientes binomiales es facil ver que

n _
ek =Y (k>x" kD, k> 0.

n>k

Notemos que v(ey ;) = k y entonces e, x € F. Notemos que eq = pi para k > 0.
Usando la notacién introducida, 3.1.9 se convierte en

Ker((L—xI)™1) = (€x0,€x.1,---s€xm), m>0.
Con un simple cédlculo se obtiene
0, si k=0,
(L—xl)exx = (3.1.10)

exi—1 Si k>1.

Para k > 0 definimos F|g ;) = Ker(Py+ P + -+ + P). Si k = 0 escribimos Z | en lugar
de y[() 0]

3.4 Lema. Sea m > 0y sea x un niimero complejo no cero. Entonces

(L_xl)m—H :S—m—l ((1 )CS m—+1 ( ZP) +Z Z (l’l’l+1) )m—i-l kP>

Jj=0k=0

y por lo tanto, para todo f en el subespacio ﬂ[o,m} tenemos

(L—x)" =8I —x8)" f = p_ui(po—xp1)" " f.
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Demostracion. Usando la formula binomial y 3.1.1 obtenemos que

(L_XI)erl _ nfl (I’I’L+ 1) (_x)erlkak

k=0 k
m+1 1 k—1
= (—x)™ 4 Z (m;: )(—x)mH_kS_k (I— ZPj) :
k=1 =0

Por lo tanto
m+1
+1
SN L —xr)™t = (—xS)’"“+kZl(mk )( —x)" k( ZP>
m—+1 1
— ([—xS)m+1— Z (m;: )(—XS)m+1_kZPj
j=0

k=1
m+1
— (I—xS)"! f i <m+1> x8)"™H—kp,
=0k=j+1
— (I_xS)m+1 . Z <(I_xs)m+l . Z (m;: )(_xS)m+lk> Pj-
j=0 k=0

Si f € F|o,y entonces P;f =0, para 0 < j <m, y entonces (L —x[)"H = sl —
xS)m“f.
]

3.5 Teorema. Seam >0y sea x un niimero complejo no cero. Entonces una serie g € %
estd en la imagen del operador (L —xI\"™ ! siy solo si p1exmg € Flom- Mas aiin, para
todo g en la imagen de (L — xI)"™*" tenemos que

(L—xD)" " (p1)exmg =g

Demostracion. Sea g = (L—xI)"*! f para algiin f € .%. Por el Lema 3.4 tenemos

m ] 1
&=P-m-1 ((po—xm ) ( me;) +Y ) (m+ ) = pm—H—kfjpj) :

j=0k=0

Entonces

| m+1 _
Pmi1(ex)" g =f— Zf,p, exo’"“ZZ( N )(—X)””1 Pmi1-ifip).

Jj=0 Jj=0k=0
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Notemos que el dltimo sumando estd en .%,,, 1. Por lo tanto p,, | (ex,o)m+1 g = P1exmg €S
un elemento de 7 ,,. Ahora sea g € F tal que prexmg estd en 7, . Por el Lema 3.4
tenemos

(L—xI)" " (prexmg) = p—m—1(po —xp1)" ' pi1(ex0)" g =g, (3.1.11)

y esto muestra que g estd en la imagen de (L —xI)"*!. 0

3.6 Teorema. Sea m > 0y sea x un niimero complejo no cero. Sea g un elemento de la
imagen de (L —xI)"*1. Entonces tenemos

{fe7: (L—xl)m“f: gt ={piexmg+h: he (exo,ex1,....,exm)}-

Demostracion. De 3.1.11 vemos que piey g es una solucion particular de la ecuacion
lineal (L —xI)"*!f = g. Por lo tanto, toda solucién de esta ecuacién es de la forma
Piexmg + h, donde h estd en el kernel de (L —xI)™*1, que es igual a (€x.0,€x,15---1€xm),
como hemos demostrado anteriormente. 0

3.1.2. Ecuacion lineal w(L)f =g

En esta seccion consideramos ecuaciones de la forma w(L) f = g, donde w es un poli-
nomio, g es una elemento dado en la imagen de w(L) y f es un elemento no conocido de
Z . El caso w(L) = (L — xI)*! fue estudiado en la seccién anterior, donde encontramos
que las series ey x juegan un papel muy importante en la descripcion del kernel y la imagen
del operador w(L). Obtenemos primero las siguientes propiedades basicas de las series e, x
que seran usadas en el estudio de la ecuacién w(L) f = g.

Recordemos que e, o = Z X"py es el reciproco de pg — xp1 y

n>0
_ Pk _ k+1 _ (") n—k
exk = ———— 7 — Prlexo —E X , k> 0.
K o —aprert P (¢x0) nsk \K .

Escribimos D, para denotar al operador de diferenciacién con respecto a x. Dado que
D ]; n N\ n—k
— | x = X" ", entonces
( k! k

—xex70 = ek, k> 0. (3.1.12)
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Dado que e, = pof())cm , para x # y tenemos
Do po (x—y)p1
€x,0 — €y0 = - = )
po—xp1 po—yp1  (po—xp1)(po—yp1)
y entonces
€x0—€y0
pwm@pzij;fﬂ XFY. (3.1.13)

Notemos que pieypex,o = ex,1-

Si x # yy my n son enteros no negativos, usando 3.1.12 obtenemos

n I

Dy Dy DDy (exp—ey

Plexm€yn = Pl—rex0—rey = ——— | ——— |.
m! xX—y

n! m! n!
Usando la regla de Leibniz para la diferenciacion con respecto a los pardmetros x y y
obtenemos

. (nﬁ)(_l)iex,m—i u (m;'rj)(_l)jey,nfj

precmes =Y~ NP My

- (3.1.14)
P ()C _ y) 14+n+i =

Notemos que pjey ey, es un elemento del subespacio generado por {e,;: 0 <i <
m}U{e,;j: 0<j<n}.
Seax € Cy m > 0. Dado que v(ey;) =i para i > 0, es claro que {e,;: 0 <i <m} esun
subconjunto linealmente independiente de .% .

3.7 Teorema. Sean xyy niimeros complejos distintos y sean m y n enteros no negativos.
Entonces el conjunto {ex;: 0 <i<m}U{ey ;j: 0 < j<n} es linealmente independiente.

m n
Demostracion. Supongamos que Z oey i + Z Bjey.j = 0. Aplicando el operador (L —
i=0 j=0

v )”le a esta combinacion lineal, y usando 3.1.10, obtenemos

m
(L—y])n_H Z oiex; = 0.
i=0

Escribiendo L — yl = (L —xI) + (x — y)I obtenemos

r 1 .
(L—yD)"ei=Y <”+ )(x—y)"“fex,,-j, 0<i<m, (3.1.15)
=0\ J
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donde r = min{i,n + 1}. Entonces, (L — yI)"*! mapea (eyx0,ex.1,...,€xm) €n si mismo
y la representacion matricial es una matriz triangular superior con todas las entradas
de la diagonal iguales a (x —y)"*!. Esto significa que la restriccién de (L — yI)"*! a

(ex0,€x.1,---,€xm) s un isomoefismo y entonces todos los ¢o; deben ser iguales a cero,
porque {ey;: 0 <i<m} es linealmente independiente. Ahora, por la independencia lineal
de {,0,€y.1,...,€yn} concluimos que todos los f3; son cero, y esto completa la prueba. [

La idea de la demostracion del teorema anterior puede ser extendida para probar el
siguiente resultado.

3.8 Corolario. El conjunto {exy € % : x € C, k € N} es linealmente independiente.

3.9 Teorema. Sean x y y niimeros complejos distintos y m y n enteros no negativos.
Entonces

Ker (L—yI)"™ (L —xI)"*") = Ker (L —yI)"™") @ Ker (L—xI)™*"). (3.1.16)

Demostracién. Dado que los operadores (L —yI)" ™!y (L—xI)™*! conmutan, es claro que
el conjunto en el lado derecho de 3.1.16 estd contenido en el conjunto del lado izquierdo.

Para la otra contencién; sea f en Ker (L — yl)" ™ (L —xI)™ ) y sea g = (L—xI)" ! f.
Entonces es claro que g estd en Ker ((L—yI)"™!) y también en la imagen de (L —xI)"*!.
Aplicando el Teorema 3.6 vemos que f = pjey g + h, donde h € Ker ((L — xl)m“). Pero
g es una combinacion lineal de los ey, para 0 < k < n y entonces, por 3.1.14 vemos que
P1exmg estd en

(ey0,€y.15-- €yn) D (ex0,€x1,...,exm) = Ker ((L—yl)"“) @ Ker ((L—xl)'"H) ,

y por lo tanto f también est4. [

3.10 Teorema. Sean x y y niimeros complejos distintos y m y n enteros no negativos.
Entonces g estd en la imagen de (L —yI)" "\ (L —xI\"™*! si y solo si

P1exmpPi1éyn8 € ﬂ[07n+m+1]. (3.1.17)
Ademds, si g satisface 3.1.17 entonces

(L_y1>n+] (L_XI)m+1 (plex,mpley,ng) =8 (3.1.18)
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Demostracién. Mostremos primero que todo g en la imagen de (L — yI)"t! (L — xI)"*+!
satisface 3.1.17. Sea f € .# y escribimos f = f_ + f1,con f_ € F_y fi € .%j. Definimos
h = (L—xI)"* f. Dado que .%_ y .%; son invariantes bajo L — xI tenemos h = h_ + h
donde ho = (L—xI)"" f € F_yhy =(L—xI)"'f, € F.
Dado que f- € F| ], por el Lema 3.4 tenemos h— = p_,—1(po —xp1)"*1 f_ y entonces
plex,mh— =/
Entonces piexmh = f— + prexmhy y prexmh estden %, 1 yaque hy € %.
Ahora sea g = (L —yI)"*'h. Por el mismo argumento usado antes tenemos
P1€yn8 = P1€yn8—+ P1€yn8+ = f- + Prexmpieyng+-
Entonces
P1éxmP1€yng = plex,mh— + PlréxmP1€yn8+ = f— + Pl1éxmP1€yng+-
El término anterior estd en %, ,12, entonces tenemos piey upPieyng € §[07m+n+1].
Supongamos ahora que g es una serie que satisface 3.1.17. Como F (g 4 n41) C F[o m]>
por el Teorema 3.5 tenemos
(L— XI)mH (P1exmp1€yng) = P1€yng.
Notemos que

preynag = (P—m—1(po—xp1)"™ ™) (Prexmpieyng) = Preyng),

m+1

y el primer factor en el lado derecho tiene la forma Z o;p— ;. Dado que el segundo factor
j=0

estd en F|g 441> €l producto debe estar en F 1, y por el Teorema 3.5 tenemos

g=(L—yD)"  (preyag) = (L—yI)" ™ (L—xI)" ! (prexmpreyng).

Esto muestra que 3.1.18 se cumple y también que g estd en la imagen de (L — yI)"+! (L —

xI)m N
Sea
-
w(t) =[]t —x;)™, (3.1.19)
Jj=0
donde xp,x1,...,x, son nimeros complejos distintos, mg,my,...,m, son enteros no nega-

tivos y establecemos n+ 1 = Z(m j+1). Entonces definimos

J

w(L) = (L—xol)" " (L—x )™ (L=, )" (3.1.20)
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3.11 Teorema. Sea w(L) definido en 3.1.20. Definimos

dy = Pr4-1€xg,mo€xy,my ** * €x,m,

sz<exj,i:: 0<j<r0<i<mj).
Entonces g estd en la imagen de w(L) si y solo si
dwg € Fig, 3.1.21)
K,, = Ker(w(L)), y para todo g € Im(w(L)) tenemos w(L)(d,,g) = g y entonces

{feZ:wlL)f =g} ={dwg+h: he K,}. (3.1.22)

Demostracion. Notemos que la prueba del Teorema 3.9 se puede extender al caso de ope-
radores que son el producto de un nidmero finito de factores (L — x;I)™*! y entonces tene-
mos que K,, = Ker(w(L)). Notemos que la dimension del Ker(w(L)) es igual an+ 1.

Usando induccién en r y la idea usada en la demostracién del Teorema 3.10 podemos
mostrar que 3.1.21 se cumple. Entonces, aplicando el Teorema 3.5 repetidamente obte-
nemos w(L)(d,g) = g para todo g en la imagen de w(L). Esto significa que d,,g es una
solucion particular de w(L)f = g y por lo tanto 3.1.22 se cumple. O

Notemos que dy, € F+1 C F|,- Entonces F estd contenido en la imagen de w(L).
En particular py € Im(w(L)) y por lo tanto w(L)d,, = po. Usando 3.1.14 repetidamente
escribimos d,, como el producto de p; por una combinacién lineal de ey;; y entonces
p—1dy € K,,.
Definimos el operador M,, : Im(w(L)) — .% por M,,g = dg, para g € Im(w(L)). De el
teorema anterior se obtiene que w(L) = M,, es el mapeo identidad en Im(w(L)), es decir;
M,, es un inverso derecho para w(L).

3.12 Corolario. Dados g € Im(w(L)) y nimeros complejos Py, P, . .., By entonces existe
un vnico f € F tal que w(L)f =gy

Pif = Bxpr, 0<k<n. (3.1.23)
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Demostracion. Por el Teorema 3.11 la solucién particular dy,g estd en F|y ,) = Ker(Py+
Py + ...+ P,). Por lo tanto, con el fin de encontrar una solucion f que satisface 3.1.23 es
suficiente encontrar un 4 € K,, tal que

Pch = Bpr, 0<k<n. (3.1.24)

Es obvio que & debe tener la forma

r mj

h= Z Z ;. i€x,is

Jj=0i=0

donde los o ; son nimeros complejos, y entonces

r mj
Ph=Y Y ojiPex,i= Z Z Qaj, 1( ) “'pr.

j=0i=0 j=0i=

Por lo tanto 3.1.24 es equivalente al sistema lineal de ecuaciones

iZ]%z() AL 0<k<n (3.1.25)

j=0i=0

Para cada j tal que 0 < j <rsea Bjlamatriz (n+1) x (m;+ 1) cuya entrada (k,i) es
() para0 <k <ny0<i<m;.

Definimos la matriz por bloques V,, = [By B; ...B,|. Entonces 3.1.25 es equivalente a

(BosBi -, Ba)T = Vil 00.05- -+, Qoumgs -+ 005+ 5 O, ) - (3.1.26)

La matriz V,, es la matriz confluente de Vandermonde asociada con las raices del po-
linomio w. Es bien conocido que V,, es invertible. Ver [15]. Por lo tanto 3.1.26 tiene una
solucidn dnica y consecuentemente, existe un tnico /4 € K,, que satisface 3.1.24. Entonces
f =d,,g+ h eslanica solucién que satisface 3.1.23. [

Notemos que d,, es la tnica solucion de w(L) f = po con condiciones iniciales P f =0
para 0 < k < n. Llamaremos a d,, la solucién fundamental asociada con el operador w(L).
Ahora presentaremos una construccion alternativa de d,, es términos de los coeficientes de
w. Escribimos

w(t) =" by byt 4 by,

y definimos el polinomio invertido w* por
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w(t) = 14+byt+byt> +... + by ™. (3.1.27)

Sea h(t) = ho+hit +hyt*> + ... el reciproco de w*(t), es decir; h(t)w*(¢) = 1. Entonces
tenemos

m
Y bjhm—j=6mo, m>0. (3.1.28)
Jj=0

Como bg = 1, tenemos que iy = 1 y podemos resolver para 4, en 3.1.28 para obtener
la relacién de recurrencia

m—1
hw=—Y bjhm_j,  m>1. (3.1.29)
j=1
Definimos
f= Z iPins1- (3.1.30)
k>0
Entonces
n+1
wL)f =Y h Y prvj= Y, Y hmjbjpm = po.
k>0 =0 m>0 j>0

La dltima igualdad se sigue de 3.1.28. Por lo tanto f satisface w(L) f = po, y dado que
Pjf =0 para 0 < j <n, concluimos que f = d,,, la solucién fundamental asociada con el
operador w(L).

Usando la formula multinomial obtenemos la siguiente expresion

hm:Z( i )(—l)j'b{lb£2~--b£"${, (3.131)

j17j27"'ajn+1

donde la suma corre sobre los multi-indices j = (ji, j2,---, jnt1) con coordenadas no
negativas tales que j; +2jo+3j3+...+ (n+1)j,+1 = m. Recordemos que |j| esté defini-
dapor [jl = ji+j2+ jz+-.. 4 jnt1-
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3.1.3. Ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes

El primer ejemplo que veremos de una realizacion concreta de .# nos da un método
simple y directo para la solucion de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con
coeficientes constantes.

Sea ¢ una variable compleja y definimos p; = Z—k, para k € Z, donde k! estd definido
para k negativo por

e (_Ufkfl

m, k<O0. (3.1.32)

Con esta eleccion para los generadores py el desplazamiento modificado a la izquierda
L se convierte en diferenciacion con respecto a ¢, el cual denotaremos por D. La serie
geométrica e, o se convierte en la funcién exponencial ¢ y

j "
exm = —= Dy Xt_Z( )xJ ml _ —e xeC,m>0. (3.1.33)

j>m m!
Estas funciones generan el espacio vectorial & de cuasi-polinomios, o polinomios ex-
ponenciales.
Denotamos por * la multiplicacion en la realizacién concreta del campo .% . De esta manera
evitamos confusion con la multiplicacion “natural” de series consideradas como funciones
de r. Llamaremos a * el producto convolucion.

Entonces tenemos

tn lk tn—i—k
—x— = keZ. 3.1.34
0T e MRS 3.1.34)
De 3.1.13 obtenemos
Xt Vit
e”*ey’:t_l*(e ¢ ), xFy. (3.1.35)
X=Yy

Ahora veremos un ejemplo simple que ilustra como se usa el Teorema 3.11 para re-
solver ecuaciones diferenciales. Sea w(z) = (z —x)(z —y) = 2> + b1z + by, donde x y y
son niimeros complejos distintos. Entonces w(L) = w(D) = D?> 4 b1 D + b,1, su kernel es
(ex0,ey0) = (e7,€"), y dy = paexpey0 = (t2/2!) x e x eV,

Sea 51 _1 {
§= 3+ bl + b2 +e"
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y supongamos que u # x y u # y. Entonces

g§=p-3+bip_2+brp_1+e,0=p_3(po—xp1)(po—yp1)+euo-

Con un simple célculo obtenemos

2
t
dwg = P—1+ P2ex0€y0€u0 = S (5) e ke x et
Dado que d,,g estd en .Z|y ;) vemos que g estd en la imagen de w(D) y por el Teorema
3.11 la solucién general de w(D)g = f es de la forma d,,g + h, donde h € K,, = (e, e").
Usando 3.1.13 obtenemos

B €x,0 —€y0
P2€x0€y0€u0 = Pllu0\ —— .
X—=y
- 1 €u0 —€x0  €u0d €0
x—y U—x u—y
€x,0 €y.0 €u,0

=y)x—u)  =—x)—u) (u—x)(w-y)
Entonces tenemos
. pd By P
TG0 00w —x)u—y)

dyg =t

Notemos que no aparecen productos de convolucién en el lado derecho de esta dtima
ecuacion.
En caso de que u = x usamos pjey ey o = ey 1, 1o que nos da ¢ x e x e =te".
Notemos que, una vez que tengamos g = p_3+byp_» +byp_1 + e, podemos resolver
la ecuacién w(L)f = g usando solamente la notacién asociada con .#, es decir, usando
elementos tales como py y e, y la multiplicacion en .%, y solamente al final escribimos
la solucién en términos de funciones de ¢.

Podemos encontrar una solucion que satisface algunas condiciones iniciales usando el
Corolario 3.12 para encontrar un elemento de K, con las condiciones iniciales dadas. Esto
es lo mismo que resolver el sistema 3.1.25, que depende solo de las raices de w y de los
datos iniciales dados, pero no de la naturaleza de los generadores py.

Si g es una funcién de ¢ que se puede expresar como una serie de Laurent y w es un
polinomio entonces podemos determinar si g estd en Im(w(D)) o no, y si estd, entonces
podemos resolver la ecuacién w(D) f = g, con cualquier condicién inicial dada.
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En esta realizacion concreta del espacio .# el producto convolucion de los generadores
tiene la representacion integral siguiente.

m zuk (t_u)m tk—l—m
x— =D — du = .
m! f/o Kooml T ktm)!

£k
k!
Es facil comprobar que tal representacion integral es valida también para el producto con-
volucién de funciones de la forma (™ /m!)e™, que corresponden a las series geométricas

exm €N .F.
Usando la representacion integral del producto convolucién podemos definir

Xt tu’n XU
—e"xg(t)=D; | —e"g(t —u)du,
o m!

para cualquier funcién g(7) tal que la integral esté bien definida. Por ejemplo, g puede ser
una funcién continua por trozos, definida en la recta real.

Notemos que los elementos que denotamos por d,,, son un producto de convolucion de
series de la forma (" /m!)e™ y por lo tanto son combinaciones lineales de tales funciones,
es decir, son polinomios exponenciales. Por lo tanto, si g es una funcidn tal que su producto
de convolucion con un polinomio exponencial cualquiera estd bien definido, entonces d,, *
g es una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea w(D)f = g. Asi es
que la representacion integral nos permite extender el método operacional para resolver
ecuaciones w(D) f = g, donde la funcién g no es necesariamente un elemento del campo
F.

3.1.4. Ecuaciones diferenciales con coeficientes variables

Sea t una variable compleja y consideremos el operador D, donde D denota diferen-
ciacion con respecto a f. Sea log? la rama principal del la funcién logaritmo, con parte
imaginaria en [0,27). Por la regla de la cadena tenemos

(logt)*  (logt)*!

Ry ey k0, (3.1.36)

y esto es valido para todos los valores enteros no cero si usamos la definiciéon 3.1.32 para

k
el factorial de enteros negativos. Por lo tanto, tomando p; = % el desplazamiento a la

derecha modificado de .% se convierte en L = tD. La serie geométrica ey o se convierte en
exlogt — tk y
9

DS? X (10gt)mexlogt

€xm = ' "
m! m:

xeC,m>0. (3.1.37)
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Estas funciones generan un espacio vectorial que denotaremos por .Z .
En este caso los operadores w(L) son ciertos operadores diferenciales con coeficientes
variables. Por ejemplo, la ecuacién de Euler (¢2D?> +4tD +2I)f = e~ puede escribir-
se como w(L)f = g, donde g =e¢~', L=tD y w(L) = (L+1)(L+ 2I). Entonces tene-
mos que Ky, = (e_1,0,e_20) = (t=1,+72) y usando 3.1.13 obtenemos d,, = Pre_10€_20=
pi(e_10— e_270). Ya que k= ex,0 podemos escribir

_ —1)k
g=e ’=Z( ) €x.0;

=0 k!
y entonces
dyg = _y
wg=rile_10—e20)g=) i pile—10—e—20)ekp-
=0 K
Por 3.1.13 tenemos
pile to—e 20)e _ G010 e0—€20 _ €0 _e-10 €20
HE-1075=2,0/%0 k+1 k+2 (k+1D)(k+2) k+1  k+2

Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion anterior, escribiendo e; g,e_1,0,€_2 0 en tér-
minos de #, obtenemos

N G R G ) LN C ) o
dwg—lgz)(k+2)! lgz)(k—l-l)!_'_t ké‘bk!(k—FZ)'

Observemos que dy,g =t 2e~' 4+ at~! + Bt~2, donde & y B son constantes. Notemos
también que ¢ 2e ™" es una solucién particular de w(L)f = g.

Este ejemplo aparece en [6], donde es resuelto por el método de transformadas de Me-
llin, que en este caso requiere el uso de la funcién Gamma.

Podemos generalizar la construccién previa como sigue. Consideremos el operador
diferencial a(r)D+ B(¢)I, donde a y B son funciones definidas en algiin dominio abierto
% C C,y tales que existen funciones u y v tales que aDu = 3 y ooDv = 1 en el dominio
de 7 . Definimos

k
Pp = e“<f>vk—(f), ke (3.1.38)

Esta construccion es bastante general y nos permite resolver un gran niimero de ecua-
ciones diferenciales con coeficientes variables. Incluso cuando 3 = 0 el operador L =
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o(t)D, para un adecuado «(r), produce una extensa familia de ecuaciones w(L)f = g
que son importantes en numerosas aplicaciones. Podemos resolver ecuaciones como las
siguientes:

Y +Qa+B)y +oat(at+B)y=0,
" + (> — 1)y +y =0,

/!

t2_1/ 2 2
y +T)’ Ty =17,

7z

1
y' 4 (cost)y — Z(sent)(sent +2)y=0,

n

y (’Z) (ct)kD"*y = 0.

k=0

3.1.5. Ecuaciones en diferencias

Consideremos ahora el andlogo discreto de la construccion presentada en la Seccién
3.1.3, donde el desplazamiento a la izquierda modificado era la diferenciacién con respecto
a la variable 7. Denotamos por A al operador de diferencia hacia adelante que actia en
funcién de valores complejos de la variable entera k y estd definido por Af(k) = f(k+
1) — f(k) para k € Z.

Para n > 0 el coeficiente binomial (ﬁ) es un polinomio en k de grado n. La relacién basica
de recurrencia para los coeficientes binomiales nos da

A<k>:( k >, n>1. (3.1.39)
n n—1

Es claro que A(S) = (. Definimos el coeficiente binomial para valores negativos de n por

KY (=D Y(=n=-1)!
(”)_(k+1)(k+2)...(k—n)’ n<0, ke (3.1.40)

Notemos que esta funcion es el reciproco de un polinomio en k de grado —n, que tiene
sus raices en —1,—2,...,n. Usando la definicion 3.1.40 es facil verificar que 3.1.39 vale
para n negativo. Por lo tanto, si los generadores de .# estan definidos por

o= <k) nez, (3.1.41)

n
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entonces el operador de diferencia A se convierte en el desplazamiento modificado a la
izquierda L. El producto de convolucion es

(k)*(k):( k ), n,m € 7. (3.1.42)
n m n+m

Las series geométricas e, o son en este caso las sucesiones

k
ex,OZan( >:(1+x)k, xeC, keZ, (3.1.43)
n>0 n
y
Dxm k k—m
exm = —rex) = (I+x)"™ xeC, meN, kecZ  (3.144)
n: m

Estas sucesiones generan el espacio vectorial .’ de sucesiones lineales recurrentes.
El producto de convolucion de la ecuacion 3.1.42 estd bien definido para cualquier par
de sucesiones f (k) y g(k) por

k
(f*g)(k) = ;)f(j)g(k— J)-

La ecuacion 3.1.42 es la conocida formula de convolucion de Vandermonde.



CAPITULO 4

ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS

En este capitulo presentamos la construccion de una realizacién concreta del cédlculo
operacional general que sirve para resolver ecuaciones lineales con derivadas fraccionarias
de Riemann-Liouville. También construimos una representacion integral de la multiplica-
cién de los generadores que permite extender la clase de ecuaciones que se pueden resolver
por el método operacional.

4.1. Ecuaciones diferenciales fraccionarias

La ecuacién 2.2.54, que describe la manera en que la diferenciacion fraccionaria de
Riemann-Liouville actia sobre la funcidén -exponencial, sugiere la siguiente construccion
de una definicion algebraica de la diferenciacion fraccionaria. Sea ¢« un nimero complejo
no cero. Definimos primeramente que el operador de diferenciacion fraccionaria DY de
orden ( respecto a t actda sobre las funciones o-exponenciales como sigue

D™ = g ehli=) @.1.1)

Recordemos que la funcion o-exponencial se definié en 2.1.27. Podemos reescribirla
como
k plktl)a—

Z k+1) 7 (4.1.2)

39
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Vamos a construir una realizacion concreta de .% en la cual L = D¥. Para que se cumpla
que (L —xI)e, o = 0, definimos

— -
0= e ,;0 T((k+1)a))

Dado que e, = Z Xk Pr, entonces debemos definir los generadores

k>0
pk+1)a—1
P T((k+ 1))
y por lo tanto definimos
o tocfl
D =0 4.14
y
D1 fha—1
D¢ = k#0. (4.1.5)
"AT((k+1)a) ko)’
Para B # a — 1 definimos
P B-o

D¥ - .
rg+1) Ir(p—a+l)
Estas definiciones son consistentes con las propiedades de la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville presentadas en el Capitulo 2.
Notemos que si & = 1 entonces los generadores /(t) se convierten en X /k!, y éstos
son los generadores en el caso en que L es la derivada ordinaria D;, como vimos en 3.1.3.
Las series geométricas ey, estdn dadas por

D? > [k o t(k+l)0€—l
= _ E— 4.1.
Com = "y €0 ; (m)x T((k+ )a) (4.1.6)

Dado que L = D¥, si w es un polinomio de grado n+ 1 podemos escribir

n+1
w(L) =Y cx(DF), 4.1.7)
k=0



4.1. ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONARIAS 41

donde los ¢, son coeficientes complejos. Por lo tanto, en esta realizacion concreta del
campo .% podemos resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias de la forma w(L) f = g,
donde g es un elemento dado de .%#. Como veremos mas adelante, la multiplicacién en
% tiene una representacion integral que nos permite considerar ecuaciones en las que la
funcion g no necesariamente pertenece a .% .

4.1.1. Ejemplos

4.1 Ejemplo. Mostraremos la manera en la que el método operacional nos permite re-
solver la ecuacion en derivadas fraccionarias

(D** —4D* +41) v(t) = (1),

donde s(r) es una combinacion lineal finita de los generadores p; = h;(t) definidos en
n
4.1.3.Seas(t) = Z Ajh;(t) y consideremos las condiciones iniciales Poyv = coho(t) y Piv =
i=0

c1hy(t), donde c{y c1 son numeros dados. La ecuacion se puede escribir en la forma
2 n
(D*—20)"v(r) = Y Ajhj(2),
j=0

la cual se traduce en

n
(L— 2])2\/ = Z A,jpj,
j=0
en términos de Ly los generadores p;. Ahora, por 3.1.6 tenemos que L>=p_5(po—Py—
P)yL=p_i(po—P).

Siv= Z v;pjentonces L2v=p_»(v—vopo—vip1) y Lv=p_1(v—vopo),y porlo

J=w()
tanto tenemos

n
(p2a—4p_1+4po)v=Y Ajpj+vop-2+vip_1—4vop_1.
j=0

Como Pyv = copo y Piv = c1 p1 obtenemos

n
(p—2—4p_1+4po)v=Y Ajpj+cop—z+ (c1 —4co)p—1. (4.1.8)
j=0
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Multiplicando por p, ambos lados de 4.1.8 obtenemos

n

(po—4p1+4p2)v=Y Ajpjt2+copo+ (c1 —4co)pi. (4.1.9)
j=0

Observamos que py —4p1 +4p> = (po —2p1)? y su inverso multiplicativo es (e0)? =

p—1e2,1, por lo tanto

n
y = (Z ),jpﬂ-l +cop—1+ (Cl —4co)p0> €21-
Jj=0

En términos de funciones de ¢ la solucion es
n t(+2)a—1 ro—1 oo pk+la—1
v(t) = l-++cot_l+(c1—4co)— | A —
(ng T((j+2)a) I'(a) kg L((k+1)o)

4.2 Ejemplo. Consideremos la ecuacién
Dta V(t ) = e/olcta
Donde ef}f es la funcién a-exponencial definida anteriormente. Supongamos que Pyv = cpg

donde ¢ es un nimero dado. Entonces
oo pok+1)—1

Divi) = kzo)“kr(a(kﬂ))

= Z )Lkpk.
k=0
Luego

Ly =
k

A pr,
=0
por3.1.6 L= p_i(po — Py), entonces

p-1(po—PR)v=Y A'p.
k=0

Como Pyv = vopg = cpo, tenemos

A prs1 +cpo.
0

V=
k=

Entonces
oo tk+2)a—1 po—1

V() = E)lkr((ku)a) ey
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4.2. Convolucion

Recordemos que los generadores p; del campo .% son en este caso las funciones de ¢
definidas por

a1
hk(t) - m, k € Z

4.3 Proposicion. Sean py y p, generadores de .7, entonces la convolucion py * py, de
estos elementos es

Pk+m = hk+m(Z) = (hk *hm)(Z) = Dza /OZ hk(t)hm(z—t)dt. (4.2.10)

Demostracion.:

Primero demostraremos que 4.2.10 se cumple para o = 1,2,3,...

Primero veremos que se cumple para o = 1.

)m
dt
Fk—i—l m+1)

&

|-
c\N
™=

I\

I
Pl
< -
c\N
~
> It
Ne— ——~ o
~. 3
\_/
\..
~
<
J’_
~.
I\l
E
&.
QU
o~

.‘_

. . 2 .
mf(—l)f/ *tidr
0

ket jt1
m Zm—j(_l)jL
J k+j+1

Il
=
S
ID:
VRS
~. 3

I
E

|-
s

T
(e

Usando la identidad

ﬁ‘, (") (—l)jrij — ”éi::r;?' 4.2.11)
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haciendon =my r = k+ 1 obtenemos;

Zh A p Zm+k+1 m'k!
D t —t)dt = D
Z/O k() m(z ) z{ k! (m—i—k—i—l)!}

Zm—O—k—l—l
= D _—_—
Z{(m—HH— 1)!}

Zm—l—k Zm—l—k
= = = hism(2)-
(m+k)!  Tmtktl)

Ahora demostraremos que se cumple para o = n. Para simplificar la notacién definimos

1 1
7 Tt D)Tln 1))~ (ka1 am -+ n— 1)

M, <n(m+_1)—1>

J
Luego tenemos

Z tn(k+1)71 (Z_t)n(erl)fl z n(m+1)— o '
= n(k+1)—1 Jein(m+1)—1—j
) T D) Ta(m 1) dt C/O t Z M( 1)/t/z dt

n(m+1)— oz )
- C Z M( 1) n(m+1)— 1—]/0 tn(k+1)—l+jdt

(m+1 w(mt1)—1— Zn(k+1)+j
= C Z s FEaES
= C (mi IM( 1) ; n(m+k+2)—1

nlk+1)+j

( (k+1)_1)'( (m+1)_1)! Zn(m+k+2)71
(n(m+1)—1+4+n(k+1))!
n(m+k+2)—1

z
(n(m+k+2)—1)!"

Aplicando D7 a ambos lados de la ecuacién obtenemos

7 pnlk+1)—1 (Z_t)n(erl)fld Zn(m+k+1)71
D! =
o Tk + 1) Tmr1) o~ lmrk+ 1) —1)!

= Mk (Z) :
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Nos falta demostrar que la férmula integral de la convolucién es valida para cualquier
o; para esto vamos a demostrar que la identidad 4.2.11 se extiende reemplazando n por
o(m+1)—1yrporalk+1)ynosda

g (¢mt )= 1 T(am+1)I(ak+1))
,Zb( j )(_1)Jj+a(k+1)_ RO (4.2.12)

Si ¢ es un entero positivo esta ecuacion es la identidad 4.2.11. Como ambos lados de
la igualdad son funciones analiticas de & en el semiplano Re(a) > 0 y como ya hemos
demostrado, coinciden en la sucesion 1,2,3,..., que tiene al infinito como punto de acu-
mulacién, entonces coinciden en todo su dominio, el cual se puede extender al dominio de
la funcién I" usando las propiedades de ésta.

Definimos
1

Tak+1)T(o(m+1))

Vamos a demostrar ahora que la férmula integral de la convolucion es valida para cualquier
.

G .=

o(k+1)— (Z_t)oc (m+1)—
/ .
T(a(k+1)) F(a(m+1))

— G tOt k+l —1 i (a m+1 1> (_1)J.Z»J.Za(m+l)7lfjdt
0

S (m+1)—1) a(m1)—1—j '/Z a(kt1)—1+]
=G) " I(=1) | ¢ Jdt
~ ( J : =D 0

= (a(m+1)—1 jza(kﬂ)w(mﬂ)fl
( )(_) alk+1)+]

_ o(k+m+2)—1 o (a(m+1) =1\ 1
: Gy (“V T ey,

J o(k+1)+j

T(a(m+1)T(alk+1))
T(a(m+k+2))

o(k+m+2)—1

Q

=2z

Aqui hemos utilizado la serie binomial y la identidad 4.2.12. Notemos que el intercam-
bio de la integral con la serie estd justificado porque la funcién que se estd integrando es
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analitica. Aplicando D% con respecto a z obtenemos

o Talkt 1)) Tlamt1) ° T(a(m+k+2))
Za(k—l—m—i—l)—l

= Takemgn) ~ em):

DO‘{ 2 polk+1)—1 (Z_t)a(mﬂ)q } (k1) +a(m+1)-1
t

Con esto completamos la demostracion de 4.2.10.

La representacion integral de la convolucion nos permite definir el producto de convo-
lucién de un elemento f del campo .%# por una funcién g(z) por medio de

(F+9)@) =D [ s=1sw)ds

si la integral es una funcion bien definida de z. Por ejemplo, g puede ser una funcién
acotada y continua por secciones. Para encontrar una solucién particular de la ecuacién
w(D%) f = g es suficiente que el producto de convolucion de g con las series ey , esté bien
definido. La expresion explicita para la serie ey, estd dada en 4.1.6.

4.4 Ejemplo. Sea c una constante, entonces

k+l
(c*h)(z) = DY /chk = cDa/ F kDo
(k+1)

*k+ Doal((k+ Da)
k+1)a

:cD

o
T((k+ Do+1)

czka

T(ka+1)

= CDO‘

4.5 Ejemplo. Sea x; una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales con xoy = 0.
Consideremos ahora la funcién escalonada f(z) definida por f(t) =0sit <0y f(t) = cxy1
sixy <t <Xxg41, parak <0, donde las ¢, son constantes dadas. Entonces, si x, <z < X4+
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tenemos
x+1
(le+g)(z) = (Z 0,+1/] )dt)
n—1 x(k—i—l) _x('k—H)a .
— D J+1 J D(X/ "
ZC]+1 T(k+)a+1) +D; x,,,lc Iy (t)dt
o Z] e _ (e )a o[- sk Da
T Tl-a) &M T((k+Da+1) "\ T+ Da+1)
k+1)a k+1
BN IF  a= C
HT((k+Da+1) T(k+Dat+l) | Tha+l)

Para calcular el producto de convolucién de A (t) con funciones como, por ejemplo,
g(t) = cos(z) se puede utilizar la transformada de Laplace para encontrar la integral

/ th(t)g(z—
0

En [5] se presentan varios ejemplos de ese procedimiento.
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CAPITULO b

Conclusiones y perspectivas

5.1. Conclusiones

En este trabajo presentamos la teoria basica de las derivadas de orden fraccionario y
las funciones asociadas a ellas, como son las potencias complejas de una variable com-
pleja ¢, las funciones de Mittag-Leffler y las o-exponenciales. Para la construccion de las
derivadas fraccionarias utilizamos las integrales de Riemann-Liouville, porque es la cons-
truccion usada mas frecuentemente en los libros y articulos sobre el tema, aunque existen
diversas definiciones de derivadas fraccionarias que son ttiles en la modelacién matema-
tica de diversos fendmenos fisicos.

En el capitulo 3 presentamos los fundamentos del célculo operacional en un espacio
abstracto de series formales de Laurent que nos da un método general para resolver ecua-
ciones funcionales. Para cada especificacion particular de los objetos y operadores en la
teoria abstracta obtenemos lo que llamamos una realizacion concreta del calculo operacio-
nal. Nuestro principal objetivo en esta tesis es la construccion de una realizacion concreta
que sirva para resolver ecuaciones con derivadas fraccionarias. Tal construccion se presen-
ta en el capitulo 4. Debemos mencionar que esa construccién no solamente corresponde a
las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, tambén se aplica a cualquier operador
DY que satisfaga las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5), independientemente de la manera en que
se haya definido.

Una contribucién importante es la construccion de la representacion integral del pro-
ducto de convolucién, pues esto permite extender considerablemente la clase de ecuacio-
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nes en derivadas fraccionarias que se pueden resolver con el método operacional.

Cabe mencionar que la teoria que obtuvimos es una extension natural de la teoria
cldsica de las derivadas ordinarias de orden entero. Tomando limites cuando ¢ tiende
a 1, los resultados sobre derivadas fraccionarias y la convolucién se convierten en los
correspondientes para derivadas ordinarias y la convolucion usual.

5.2. Perspectivas

Debemos mencionar que las representaciones integrales del producto de convolucién
son muy importantes porque permiten utilizar el método operacional general para resolver
ecuaciones en las que la funcion de excitacién no pertenece a la realizacién concreta del
campo abstracto .# . Por eso es importante encontrar tales representaciones integrales para
otras realizaciones concretas asociadas con diversos tipos de derivadas fraccionarias, como
las de Caputo, Weyl, Liouville, Griinwald y Ortigueira. Intentamos el caso de Liouville,
que corresponde a la derivada de Riemann-Liouville con integracién de menos infinito a
x, pero resultd ser un problema dificil, en el que seguiremos trabajando.

También intentaremos construir realizaciones concretas para los diversos tipos de de-
rivadas fraccionarias que no satisfacen las ecuaciones (4.1.4) y (4.1.5). Esto solamente
requiere encontrar los generadores p; adecuados en cada caso.

Otro tema de investigacion es la extension de los métodos operacionales para resolver
también ecuaciones no lineales. Se puede hacer usando expansiones de Adomian, como
lo ha hecho G. Bengochea para varias realizaciones concretas del Célculo Operacional en
articulos recientes.

La extension de los métodos operacionales al caso de sistemas de ecuaciones lineales
en derivadas fraccionarias es otro tema importante de investigacion, asi como también en
ecuaciones en diferencias.

Dado el gran interés y el uso cada vez mas generalizado de las derivadas fraccionarias
en diversas dreas de la matematica aplicada, consideramos importante estudiar las mane-
ras de aplicar nuestros métodos a problemas concretos que han surgido de las diversas
aplicaciones.

La relacion de los productos de convolucidn y sus representaciones integrales con las
transformadas integrales es otro tema importante que debemos considerar.
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