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4. introducción. 

- 

Los materiales p o r o s d s  e n  c o n t a c t o  con  f l u i d o s  se e n c u e n t r a n  

p r e s e n t e s  e n  una  g r a n  v a r i e d a d  d e  sistemas de i n t e r é s  c i e n t l f i c o  y 

t e c n o l ó g i c o  Son ejemplo, el p a s o  d e l  agua a t r a v é s  de a r e n a  o 

tierra, d e  i m p o r t a n c i a  paria l a  a g r i c u l t u r a ,  man tos  a c u l f e r o s  y d e  

(1) 

( 3  

h i d r o c a r b u r o s  q u e  subyacen  e n  l a  corteza terrestre, materiales 

c a t a l l t i c o s  ( z e o l f  t a s )  y t y a n s m i  s i ó n  s i n á p t i c a .  

En todos estos sistepas,  el e s t u d i o  d e  l a  e s t r u c t u r a  y 

p r o p i e d a d e s  d e  t r a n s p o r t e  de un f l u i d a  en  med ios  porosos e5 d e  l a  

mayor r e l e v a n c i a .  En p a r t l c c i l a r ,  el e s t u d i c  de s o l u c i o n e s  

e l e c t r o l l t i c a s  e n  p o r o s  c f i l i n d r i c o s  e5 i m p o r t a n t e ,  t a l  e5 el caso 

o de l o s  c a n a l e s  i ó n i c o s  e n  bas membranas c e l u l a r e s  . CI manera  .de 

ejen?lcl  p e r m i t a s e n o s  d e s t r i b i r ,  h revernec tc ,  el p a p e l  d é  3 ac 

s o l u c i o n e s  e l ec t ro l l t i ca s  en los  c a n a l e s  i b n i c o s  de l as  n e u r o n a s .  
- 

Los c a n a l e s  ión icos  s o n  poros m a c r o m o l e c u l a r e s  en: l a s  
... 

membranas c e l u l a r e s  y s o n  los e l e m e n t o s  d e  e x c i t a c i ó n  f u n d a m e n t a l  

más o b v i o s  e n  las  membranap de l a5  c d l u l a s  e x r i t a b l e s  ( n e u r o n a ) .  

D e n t r o  d e  la5 f u n c i o n e s  máb c o n o c i d a s  d e  l o s  c a n a l e s  i ó n i c o s ,  se 
- 

i n c l u y e n :  el e s t a b l e c i m i e n t o  de p o t e n c i a l e s  de membranas,  

intercambio de sefiales e lék t r i cas ,  p o r t o n e s  d e l  f l u j o  de iones 

m e n s a j e r o s  de Caz+!, contra]/ d e l  volumen c e l u l a r  y l a  r e g u l a c i ó n  d e  

f l u j o s  n e t o s  de  i o n e s  a t r 4 v é s  d e  l a s  c e l u l a s  e p i t e l i a l e s .  

CI pesar de que l a  t e o k f a  de p o r o s  e n  membrana5 se i n i c i a  con  

los  t raba jos  de E r n e s t  Brukkem e n  1845, h a s t a  a n t e s  d e  l a  decada 
I 

‘de l o s  c i n c u e n t a s  esta teotfla era c o n s i d e r a d a  como una  h i p ó t e s i s  

ma5 e n t r e  a l g u n a 5  o t r a s  y 4610 d e s p u e s  d e l  a d v e n i m i e n t o  d e  l a s  



t r a z a s  r a d i a c t i v a s  se h a  p o d i d o  r e s p o n d e r  al r e s p e c t o  d e  s u  

e x i s t e n c i a .  L a  membrana se p r e s e n t a  como una r e d  o m a t r i z  d e  

l í p i d o  con  d i f e r e n t e s  s i t i o s  d e  t r a n s p o r t e ,  "por  os 'I y 

" a c a r r e a d o r e s "  o "bombas". El  e s t u d i o  d e  estos mecanismas d e  

t r a n s p o r t e ,  a p e s a r  d e l  a v a n c e  e n  b i o q u l m i c a  d e  membranas s i g u e  

e s t a n d o  b a s a d o  e n  m e d i c i o n e s  casi e x c l u s i v a m e n t e  d& $ l u j o s  . Un 

sistema ud hoc p a r a  v i s u a l i z a r  los  d i f e r e n t e s  mecanlsmas de 

t r a n s p o r t e  y e n  e s p e c i a l  l o s  c a n a l e s  iónicos es l a  neurona  . 

- 

U) 

(4) 

El f u n c i o n a m i e n t o  d e l  c e r e b r o  depende  d e l  f l u j o  de 

i n f o r m a c i ó n  a t r a v e s  d e  e l a b o r a d o s  c i r c u i t o s  c o n s i s t e n t e s  d e  r e d e s  

d e  n e u r o n a s .  La i n f o r m a c i ó n  p a s a  d e  una  c g l u l a  a otra  p o r  p u n t o s  

d e  c o n t a c t o  e s p e c i a l i z a d o s  l l a m a d o s  s i n a p s i s .  En u n a  s i n a p s i s  el 

ax& s u e l e  d i l a t a r s e  p a r a  f o r m a r  un b o t ó n  t e r m i n a l ,  que es l a  

parte de l a  u n i ó n  que l i b e r a  l a  i n f o r m a c i ó n .  CI l a  l l e g a d a  d e  u n  

i m p u l s o  n e r v i o s o  al b o t ó n  t e r m i n a l ,  a l g u n a s  d e  l a s  v e s í c u l a $  

d e s c a r g a n  su CGRtenidO e n  l a  es t recha h e n d i d i i r a  q u e  separa el 

b o t ó n  d e  l a  membrana d e  o t r a  d e n d r i t a  c e l u l a r ,  d e s t i n a d a  a r e c i b i r  

el m e n s a j e  q u l m i c o .  

- 

- 
La membrana d e  l a  n e u r o n a y  como l a  membrana e x t e r n a  d e  t o d a s  

l a s  c é l u l a s ,  t i e n e  un e s p e s o r  d e  u n o s  c i n c o  n a n ó m e t r o s  y cor,sta de 

d o s  capar;  de m o l é c u l a s  l l p i d a s .  L o  que hace a una membrana c e l u l a r  

d i f e r e n t e  d e  o t r a  s o n  l as  d i v e r s a s  p r o t e í n a s  e s p e c f f i c a s  q u e  e s t á n  

a s o c i a d a s  con  l a  membrana: bombas, c a n a l e s ,  r e c e p t o r a s ,  e n z i m a s  y 

p r o t e i n a s  e s t r u c t u r a l e s .  L a s  c d l u l a s  s o n  c a p a c e s  d e  mantener  e n  su 

i n t e r i o r  un l l q u i d o  cuya  compos ic ión  d i f i e r e  marcadamente de l a  

de l  l i q u i d o  exterior. En l a  neur0r .a .  la d i f e r e r . c i a  rAs i m p o r t a n t e  

se d a  con  r e s p e c t o  a l a s  c o n c e n t r a c i o n e s  de  l o s  i o n e s  d e  sodio y 

p o t a s i o ,  el medio e x t e r n o  es alrededor d e  10 v e c e s  más r i c o  e n  

sodio  que el  i n t e r n c ,  y el m e d i o  i n t e r n o  es unas 1C v e c e s  más r i c o  

4 

- - 



I 

a t r a v t b  de los  p o r o s  d e  l a  niembrana c e l u l a r ,  de modo q u e  ha d e  

h a b e r  una bomba que t r a b a j e  cariirifiuñmente p a r a  i n t e r c a m b i a r  i o n e s  

s o d l o  q u e  hen  e n t r a d o  en l a  célula por i o n e s  p m t a s i a  q u e  estan 

fuera d e  e l l a .  Las p r o t e l n a s  q u e  s i r v e n  como canales s o n  

e s e n c i a l e s  e n  muchos a s p e c t o s  d e  l a  f u n c i ó n  n e u r o n a l ,  en 

p a r t i c u l a r  p a r a  el impu l so  nervioso y l a  t r a n s m i s i b  s i n á p t i c a .  
- 

c 

1;lOURA i. MEYDRANA DEL AXON. 

* 

. Cuando un impu l so  nervioso empieza en el o r i g e n  d e l  axón, l a  - 

d i f e r e n c i a  d e  v o l t a j e  a t r a v é s  de la membrana d i sminuye  

localmente. Inniedia~añrneritE!,por d e l a n t e  de la rGi6n a l t e r a d a ,  

eltbctricamente se a b r e n  105 c a n a l e s  d e  l a  membrana, p e r m i t i e n d o  

que los  i o n e s  sodio e n t r e n  a r a u d a l e s  e n  el a?c6ni Los i o n e s  s o d i o  

q u e  e n t r a n  cambian el p o t e n c i a l  i n t e r n o  d e  l a  membrana (-7OmV) de 

- 

n e g a t i v o  A p o s i t i v o .  La brusca carga p u n i t i v a  p r i m e r o  y n e g a t i v a  

después se conoce como el p o t e n c i a l  de a c c i h  y es l a  

m a n i f e s t a c i 6 n  e l éc t r i ca  d e l  imprrleio n e r v i o s o .  En l a  f i g .  2 se 

i l u s t r a  el p r o c e s o  d e  p ropagnc idn  d e l  i m p u l s o  n e r v i o s o .  

En c u a n t o  a l a s  p r o p i e d a d e s  d e  los  c a n a l e s  e n  l e  a c t i v i d a d  

eléctrica d e  las n e u r o n a s  podemns senalar dog: s u  s e l e c t i v i d a d  y 

s u  a c t u - a c i ó n  c o m o  compuer ta .  Los c a n a l e s  s o n  s e l e c t i v a m e n t e  

5 



un tipo de canal deja pasar ionas sodio y e:tcluye en su mayor 

1 

permeables y las selectiviüadec varían ampliamente. For ejemplo, 

- - - 
FIOURA 2. PROPAOAOION DEL I M P U L S O  NERVIOSO A LO L A R O O  DIEL 

AXON. 

parte a los iones potas io ,  m i e n t r a s  que otro tipo de canal hace 

contrario.  El mecanísmo de compuerta que regula la apertura 

1 0  

Y 

cierre de los canales de las membranas adopta dos .formas 

principales. Un tipo de canal, mencionado anteriormente en la 

descripción del impulso nerviosop se abre y cierra en respuesta de 

diferencies de voltaje a través de la membrana celular Eopuerta 

operada por voltaje). El segurido tipo de canal se gobierna 

químicamente, especlf icamente, 512 abren cuando una mol6cula 

6 



p a r t i c u l a r  - t r a n s m i s o r -  se u n a  a u n a  r e g i ó n  r e c e p t o r a  de l a  

p r o t e i n a - c a n a l ,  estos c a n a l e s  se e n c u e n t r a n  e n  l a s  membranas  

receptoras de l a  s i n a p s i s .  

E n t r e  l o s  factores q u e  c o n t r i b u y e n  e n  el t r a n s p o r t e  i ó n i c o  a 

t r a v é s  d e  l o s  c a n a l e s  podemos mencionarm l a  i n t e r a c c i ó n  de  105 

i o n e s  e n  l a  s o l u c i ó n  d e n t r o  y fuera-del ax&x,-deshidratación a l a  

e n t r a d a  d e  io5 c a n a l e s ,  a c o p l a m i e n t o s  de  f l u j o s  p o r  e x c l u s i 6 n  y 

f u e r z a s  imageries. D e  a q u í  p u e s  q u e  el e n t e n d i m i e n t o  d e  l a  

e s t r u c t u r a  d e  l o s  l l q u i d o s  e n  g e n e r a l  y d e  105 e lec t ro l i tos  e n  

p a r t i c u l a r  sea i m p o r t a n t e  p a r a  este sistema. 

- 

- 

En esta tesis e s t u d i a r e m o s  la e s t r u c t u r a  d e  un e lec t ro l i to  e n  

un poro c a r g a d o  de  geometrla c i l í n d r i c a ,  a t r a v e s  d e  l a  e c u a c i b n  

de  c a d e n a  hiper te j ida/eífér ica  media fHNC/MS) S i n  

embargo, d i fe r i remos  para un t raba jo  p o s t e r i o r  a p l i c a c i o n e s  de 

esta t eo r l a  al problema de 105 c a n a l e s  i ó n i c o s  e n  n e u r o n a s .  

En el c a p i t u l o  11, se p r e s e n t a  e1 modelo y .se d e r i v a n  las 

e c u a c i o n e s  d e  HNCíMS para un e lectrol i to  erc un poro c a r g a d o  d e  

qeometrl a c i l l n d r i c a ,  y asimismo se a n a l i z a n  a l g u n o s  casos 

l l m i t e s .  En el c a p l t u l o  111 se p r e s e n t a  el m6todo numhr ico  de 

s o l u c i 6 n  d e  l a5  e c u a c i o n e s  o b t e n i d a s  e n  11. Los r e s u l t a d o s  son. 

p r e s e n t a d o s  y a n a l i z a d o s  e n  el c a p i t u l o  I V .  F i n a l m e n t e ,  se 

p r e s e n t a n  c a n c  1 u s i  ones .  

- - 

7 



11.1. Ecuación de cadena bipertqjida para M poro cilíndrico. 

restringido fRPMlCCU. En este modelo se consideran a los iones de 

la solcrción electrolítica como esferas duras con carga, inmersos 

en un medio continuo de constante dieléctrica E.  Concretamente, el 

patencia1 

I 

de interacción entre parejas de iones se expresa como I 

Dos de los parhetros más relevantes en la estructura de un 

c 

donde e es la carga eléctrica, z la valen‘cia de los iones de la 

especie le y a el diámetro de 105 ianes. Es decir, a diferencia del 

modelo primitivo (PM),  todas las  especies-ibnicas 5e consideran de 

tamaño igual, 

k 
- 

- - 

Por .otra parte,- el -capilar es considerado de longitud- 
- 

infinita, y grosor d ,  de tal forma que su5 radios interno y 

externo son t+u /2  y t+d+u/2 respectivamente. Las paredes del. 

capi 1 ar se consi deran rígidas, uni formes y cargadas, con 

densidades de carga superficial interna ot y externa o ambas 

uniformes. Como se muestra en la fig. 1 estas condiciones definen 

cinco regiones electrostáticas diferentes: 

O’ 

1 : O S x I t  

11: t S x I t+a /2  

SII: t+a/2 S x I t+d+a/2 



I V I  t+d+a/2 5 x S t+d+a ' r", I 

P 
f 

1 

c ! 

t '  

x 

I 
I 

/se--- = --a 

I 
I 
I - - - -  +- ----=/ 

F I O U R k  i. CAPILAR CItfNDRICO- 

.. 
En una i n t e r f  ase el ectrol i to/s61 i d o ,  se p r e c e n t a  Una 

d i s t r i b u c i ó n  de carga e n  el e lec t ro l i to  como r e s p u e s t a  a l  campo 

eléctrico p r o d u c i d o  por l a  c a r g a  e n  l a  s u p e r f i c i e  d e l  s ó l i d o .  A 

esta d i s t r i b u c i ó n  inhomogenea d e  carga en. el electolita, en  la 

v e c i n d a d  d e l  sc3liclo, ea a l o  q u e  se l e  conoce como doble capa 
- 

d 6 d r i c n 4 @ .  La c t o r í e  mas an . t i yue  y s e n c i l l a -  de la d o b l e  c a p a  

f u e  o b t e n i d a ,  p a r a  una s o l u c i b n  d e  i o n e s  p u n t u a l e s  a l r e d e d o r  de 

una s u p e r f i c i e  p l a n a  cargadab p o r  Gouy y Chapman'", a l r e d e d o r  d e  

1910. Esta, al  i g u a l  que la teor ía  de Uebye-Hückel p a r a  una 

s o l u c i h  de i o n e s  p u n t u a l e s  e n  el b u l t o ,  está b a s a d a  en l a  

solución a la ecuación de Fois~ion-BoltI!mannte'. 

CI p a r t i r  d e  l a  decada d e  los 79'c se p r e s e n t 6  un g r a n  i n t e r h  

por e x t e n d e r  l a s  teor ias  d e  l í q u i d o s  e n  el b u l t o t m a l  caso d e  

l í q u i d o s  eñ campos e x t e r n o s ,  t a l  es el caso d e  l a s  e c u a c i o n e a  



i n t e g r a l e s  p a r a  l l q u i d o s  e n  el b u l t o  d e  Eorn-Green-Yvonuo' (BGY),  

K i r k w o o d U U  (K)  9 Poi sson-Bol ttmann- (PB) , Hyper n e t t e d  

C h a i n u m  (HNC) y ~ e r c u s - ~ e v i c k ~ "  (PY) e n t r e  otras. La 

o b t e n c i 6 n  de e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  para l l q u i d o s  e n  campos 

e x t e r n o s b  puede lograrse p o r  d i f e r e n t e s  metodos. De a c u e r d o  c o n  l a  

c l a s i f i c a c i 6 n  de  Lozada-Cassouum, c o n s i s t e n  b i s i c a m e n t e  e n  tres 

métodos: el de primeros p r i n c i p i o s  (FPM), el a s i n t 6 t i c o  (AM) y el 

d i rec to  (DM). F1 c o n t i n u a c i á n  n o s  limitaremos a p r e s e n t a r  l o s  p a s o s  

para obtener e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  para e lectrol i tos  a t r avés  d e l  

MD cerca d e  un electrodo* dado q u e  los electroli tos s o n  el i n t e r é s  

de es ta  tesis y p o r  ser el MD el ma5 s imple  d e  u t i l i z a r :  

< 3  

1. El  sistema se visual i ra  como un f l u i d o  c o n s t i t u i d o  por N 

p a r t l c u l a s  c a r g a d a s  (n especies d i f e r e n t e s  d e  i o n e s )  y una  

p a r t l c u l a  d e  e x t e n s i 6 n  i n f i n i t a ,  d e  t a l  forma q u e  l a5  N+1 

p a r t l c u l a s  se e n c u e n t r a n  i n m e r s a s  e n  .un s o l v e n t e  de c o n s t a n t e  

d i e l é c t r i c a  t. 

2. El p o t e n c i a l  de i n t e r a c c i 6 n  d e l  sistema se e x p r e s a  coma 

d o n d e  U e5 el potenc . ia1  d e  i n t e r a c c i 6 n  e n t r e  las  p a r t l c u l a s  i y 
ii 

J =  

3. Se s e l e c c i a n a  l a  e c u a c i 6 n  d e  c u a l q u i e r  teor la  de 

s a l u c i o n e s  e lectrol l t icas  e n  el b u l t o  y se toma el l i m i t e  en  el 

que l a  c o n c e n t r a c i 6 n  de la especie q u e  r e p r e s e n t a  a l a s  psrt ículas 

d e  e x t e n s i 6 n  i n f i n i t a  t i e n d e  a c e r o 5  D b t e n i e n d o  con e l l o  :a 

c o r r e s p o n d i e n t e  t e c r l a  parw l a  d o b l e  capa. 

4. F i n a l m e n t e  se sustituye el p c t e n c i a l  de i n t e i a c c i b n  entre 

el Z-esimo i o n  y l a  " p a r t í c u l a  g i g a n t e  de forma z r b i t r a r i a " .  

10 



Las líneas generales para la obtención de la ecuación HNC/MS 

para I t  d o b l z  capa son las siguientes: Para un sistema 
U 8  

multicocasnente de P especies la ecuación de Orstein-Zernike ; I  

- establece que, 
O 

; 3 
(r 1 es la función de distribución radial I 

gw = donde h !r ) + 1 = 
ay s2 

de l a s  Fs'tlculas 1 y 2 de la5 especies a y y respectivamente, 

c ?a función de correlación directa entre las particulas 2 

y 3 de 12s especies m y y ,  y p, la concentración de la especie 1. 
my 

La ozuación 0-2 por si sola no es suficiente, mientras no 

contemos con otra relacih independiente. entre h (r-1 Y 
4(y 

c tr 1 .  La aproximación HNC consiste en aceptar como válida la 

siguientr re1 ación: * 

w e  

donde u fr ) es el potencial de interaccih directa entre las 

par-tlculas 1 y 2 de las especies a y 7, respectivamente. Por su- 

construczi6n, e5 de esperar que l a  ec. ( 3 )  de mejores resultados a. 

- a ? =  

- - 

coneentrsziones no muy altas. Sustituyendo la ecuacibn anterior en 

la de C-Z se obtiene la ecuación HNC para un sistema 

mu1 ti t o m :  mente, 

Sup=?iendo que en la ecuacián anterior la especie a 

represenza capilares cargados muy diluidos 'pa =C O )  y la y a los 

11 
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' i o n e s ,  ob tenemos  las e c u a c i o n e s  Ip(c para l a  d o b l e  c a p a  c i l f n d r i c a  

( 5 )  

- 

donde I, x y y t i e n e n  el s i g n i f i c a d o  o b s e r v a d o  en  l a  f i g .  1. 

Si e n  l a  ec.(J) t a m b i h  u t i l i z a m o s  l a  ap rox imac ión  HNC para 

c (r-1 t e n d r e m o s  l o  q u e  e n  l a  l i t e r a t u r a  se conoce  como l a  

ecuación HNC/HNCU3>. S i n  embargo es p o s i b l e  u t i l i z a r  a l g u n a  o t r a  

f!3 

-7 

c e r r a d u r a  p a r a  l a  f u n c i ó n  d e  correlación d i r e c t a  e n t r e  los  i o n e s .  

Por e j e m p l o  l a  ap rox imac iún  esférica media (MS); c u y a  e x p r e s i o n  es 

-. l a  s i g u i e n t e  

.. 
donde c.(@) y cu(s) e s t a n  dadas  por:  d - 

12 

' $ s a  

t a l  que c.(s) = cgr(s) = O para s > a, donde d 

( 8 )  

I 
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definiendo 

n - 

la ec. (10) toma la format 

La ec. (12) se conoce como l a  ecuación HNC/MS. Esta ecuación 

y electrolito en el . tam se ha demostrado, en l a  doble capa 

bulto , ser mejor que la ecuaci6n HNC/HNC. explicacibn de 

% pwquócdel'h%ko--ña 'scdo dada ,, p w .  D. - R o n i s - .  En cuanto al 

potencial electrostitico capilar-ion, haciendo uso de la ley de 

Qo> 

- ~ -. _*.- 

kLfc.-Ic- __-_. ~ 

__A_ .I" -- - - .-- 

Gauss tenemos que (ver  apendice E): 

13 



x L t+d+a/2 t 

(13a) 

De aqul que, dependiendo del valor que tome x ,  se tendrán dos 

expresiones para l a  g (XI. Rntes de s u s t i t u i r  estas expresiones 

en l a  ec. (121, pondremos de forma mars e x p l f c i t a  l a  ú l t i m a  
er). 

in tegra l  que aparece en e l l a  y que denotaremos por I 
O* 

Haciendo uso de coordenadas c i l lndr icas  para dv y s, io toma l a  

forma 2w Q, 
/ / 

entonces: 

14 e 
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Por l o  t a n t o ,  s u s t i t u y e n d o  l a s  ecs. (13a) y (17) e n  l a  ec. 

(12) , 

Haciendo uso d e  l a  ec. (31) d e l  Apéndice A, e n  el segundo término 

d e  l a  exponencia l  

- 
Los. t e m i n o s  que c o n t i e n e n  al tratad en l a  ec. (18) se cance lan  

exactamente,  Pbteniendo para x 1 t+d+u/2 

S u s t i t u y e n d o  las  ecs. (13b) y (17) en la ec. (121, y 

procediendo dlf.,forma enteramente i g u a l ,  tenemos que para O 5 x I 

I 
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(21  1 

- fibordemos ahora los t6rminos  i n t e g r a l e s  que cont i enen  a l a s  

f u n c i o n e s  d e  c o r r e l a c i ó n  d i r e c t a  c (o) y cm’(s) en l a s  ecs. (20) y d 3 
( 2 1 ) .  Denotemos por: 

I 

Y 

Como rf=~*+xz+y2-2xyCesp y haciendo uso d e  l a s  ecs. ( 7 )  y ( 8 ) ?  

A s i  que para  x? y? y p dadas 

-.t:r t 2, 
D e  forma similar, para  x y y dadas ta l  que z=O 

por l o  t a n t o  

Y 

(22) 

(23) 

(25)  

(26)  

(27 )  

(28) 

Cabe selíalar que l a s  ecs. (25)  y (27) son v á l i d a s  s i e m p r e  y cuando 

x # O y y # O. Los casos en que x = O y / o  y = O se desarrollan 

e n  el h p h d i c e  D. 

16 



I r: 
' i  
I 

S u s t i t u y e n d o  las ecs. (25) y (27) e n  l a  ec. (221, y haciendo i 
uso d e  ¿V en coordenadas c i l á n d r i c a s  tendreaios 

I 
Como iiñ l a  ec. tila), g- (y) = O V t I y 5 t+d+u, debido a que 

e n  esta zona n o  se t i e n e  electrolito, tendremos que paan (y) toma 
i P 

l a  forma: 

hac iendo  uso d e  e s ta  expresidm e n  l a  ec. (ZE? tendremos: 

t 

y d e f i n i e n d o  K(x,y) por 

O L 

I 

17 



Sustituyendo l a s  ecs. (25) y ( 2 7 )  en la ec. (23) y expresando I 
I 

a dV en coordenadas c i l lndr icas ,  tendremos que I 

(34) 

Con l o s  mismos argumentos u t i l i z a d o s  en l a  obtencTh- de l a  ec. 

(301, y haciendo uso de l a  condición de electroneutral idad 

macroscópica, l a  expresión de p,(y) en l a  ec. ( l l b )  toma l a  

que a l  s u s t i t u i r l a  en l a  ec. (34) se obtiene, 

.. 

i), b 

y definiendo L(x,y) como 

t 

( 3 6 )  

O 

(38) 

i 8  



Antes de proseguir'con e l  desarrol lo de l o s  kerneles K ( x , y )  y 

L(x,y), observemos que, a pesar de que IAe It aparecen en €Iw ( x )  

tanto para x 1 t+d+u/2 como para O 1s x S t + d 2 ,  sus expresiones 

W-"iompt ~lphqtari as-. 

Para x 1 t+d+a/2, l o s  t k m i n o s  integrados de O a t en l a  ec. 

1 2 0 1 ,  se anulan para cualquier valor de x y y que se tomen en esta 

d -b O 5h región, ya que aun en e l  caso l l m i t e  en que 

sat isface que Ix - y1 3 a. Valores para los  cuales l o s  kerneles 

K ( x , y )  y L(x,y) son nulos. De aqul que Ii e It expresados 

13 

queden 

como 

donde CICx) es 

9 

t+d+ A 

f 

I 

(39a) 

(39b) 

Para 0 I x I: t+u/2 ,  por e l  contrariio, l o s  términos 

integrados de t+d+u a rn en l a  ec. (2119 se anulan para cualquier 

-valor de x y y que se tomen en esta región; por l a  misma razón 
- - 

anterior. De aqui que Ii e I4 queden expresados como 

t 

O 

t#- 
donde A' ( x )  representa: f 

t 

19 
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MIS a6n,  eh los  ”casos limites” e n  que los i o n e s  5e e n c u e n t r e n  en 

contacto con  l a s  pareúeci i n t e r n a  y e x t e r n a  d e l  tendremos  

q u e  m o d i f i c a r  los l i m i t e s  de i n t e g r a c i d n  de 6 ( x )  y A ’ ( x )  

c a p i l a r ,  
! 

, ,  

depend iendo  de l a  p o s i c i h  x de 105 ionec; e n  c a d a  caso: I (  
1 En l a  f i g .  2 se muest ra  la s i f u a c i d n  d e  los l i m i t e s  de I 

i n t e g r a c i d n  que a p a r e c e n  en  R ( x I F  haciendose e v i d e n t e  el hecho 

que de acuerdo a l a  d e f i n i c i h  d e  K(x,y) 

de 
_ _  

i 

O 

donde  Rz = t+d+a/2 r e p r e s e n t a  a 

L 

rad,o e x t e r n o  d e l  c a p i l a r .  

FIOURA 2. 

En l a  f i g .  3.se i l u s t r a  la s i t u a c i h  e n  q u e  el i o n  x n o  se 

encuent ra  e n  contacto con l a  pared e x t e r n a  d e l  c a p i l a r ,  p e r o  x < 
R +30/21 por l o  t a n t o  5e o b s e r v a  que n e c e s a r i a m e n t e  el v a l o r  

m l n i m o  d e l  limite i n f e r i o r ,  ymin, d e b e  ser %-u y n o  L ,  pare que 

.. 

2 

20 
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. .  

Similarmente, en la f i g .  4 se muestra l a  s i t u a c i 6 n  de l a s  

l í m ’ i t e s  de i n teg rac ión  que aparecen en A‘ ( X I .  De acuerdo a la 

def in ic ión de K ( x , y )  

- - 
donde Ra = t + a / Z  representa a l  r a d i o  i n t e r n o  d e l  c a p i l a r .  

En l a  f i g .  5 se i l u s t r a  - la Eiituacióri- en que e l  ion x no - se 

encuentra en contacto con l a  pared in te rna ,  pero x > Rs-3a/2. Por 

l o  t a n t o  es c l a r o  que necesariamente e l  va lo r  máximo de l  l í m i t e  

super i or ,  y,, debe ser x+a y no 

- 

í+d+a, para que R’ ( X I  # O. -* 

Por  lo tanto,  R ’ ( x )  en la ec. (42 )  t o m a  l e  forma: 

x t 4  

(46) 

2 1  



. I  

FXOURA 4. 

I 

FXUURA 5.  

Obten idas  l a s  expresiones finales para n(x1 y A "  ( X I ,  

(7) regresemos a los kerneies K ( x , y )  y L ( x , y ) .  Sustituyendo la ec. 

en la ewpresion de K ( x , y ) ,  ec. (321, tendremos 

O o 

En donde 

O 

22 
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Entonces, K ( x , y )  toma l a  forma: 

O 

O > X + Q  

En cuanto a l a s  integra les  que aparecen en L ( x , y ) ,  

sustituyendo en Osta l a  ec. (81, 

donde 
c 

Entonces 

4. 
f 

O 

L ( x , y )  toma l a  forma: 

ec. (37 

O 

Haciendo l a s  integrales indicadas en l a s  ecs. (48a)-(48c) y 

(51) obtenemos, (ver Aphdice Cf 

23 



Con-ocidos todos y cada uno de 10s términos que aparecen en 

los kerneles, volvamos a las expresiones generales para g ( X I .  
ay 

Sustituyendo las ecs. (39a-b) y (40) en la ec. 

tendremos que para x 1 t+d+a/2 

d, 

f 

Sustituyendo las ccs. (4ia-b) y (42) en la ec. 

tendremos que para O S x I t+a/2: 

2 4  



i 1 
t f t  

Estas dos ecuaciones son de importancia ya que nos permi t i ran  

conocer l a  es t ruc tu ra  del  l l q u i d o  dentro y fuera del  cap i la r .  Como 

puede observarse se encuentran expresadas en t6rminos de l a s  

densidades de carga super f i c i a l  u. y ut. Además, y en raz6n de sus 

di1 t i  mos t 6 r m i  nos en 1 as exponenci a l  es9 ambas expresi ones están 

acopladas. Es decir ,  para conocer l a  es t ruc tu ra  de l a  doble capa 

i n t e r n a  a l  c a p i l a r  necesitamos conocer l a  doble capa externa a él,  

y viceversa. 

I 

I i Q  

Lo que haremos ahora es reexpresar l a 5  ecs. (54) y (55) en 

t&rminos de los potenciales e lec t ros tá t i cos  promedios en l a s  

paredes del  cap i la r ,  o bien, en t e m i n o s  de combinaciones de 
* 

potenci  a l  es y densi dades de carga. - 

Haciendo uso de l a  ec. (57-A)  CEc.(57) de l  Apendice A l ,  en 

.ec. (5419 d 

l a  

( 5 6 )  

agrupando e l  primer y ú l t i m o  t&rmino de l a  exponencial, 

recordando que para t I x I t+d+u, pod (y) = O, tendremos que 

25 
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En cuanto al 

y O S y S t ,  

_ -  
OD 

(58)  

primer término de l a  exponencial, como x L t+d+a/2 
2 2 entonces I X  - y21 = x - Y Y 

luego entonces g (XI se reduce a: 
ayl 

d 1 

i 

1 t i d  +& 

Sumandc y restando la EC. (53-(.I y agrupando térmlnos, obtenemos  

36 
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\ 1 

Y 

pars 0 I x I t + a l 2  

donde 

Y 

Las ecs. (60 )  y (631, al igual que l a s  ecs. (54) y (55 )  no5 

permitirán conocer la estructura d e l  líquido en las vecindades d e l  

capilar, sin embargo a diferencia de 65tas, la5  ecs. I60) y (63) 

estan desaccpladas. es dzcir, cada una depende de su p r o p i a  

27 



región. Como veremos en e l  capí tu lo  i i i ,  estar; serán l a s  

expresiones con l a s  que trabajaremos para conocer l a  estructura 1 

del e l e c t r o l í t o  en e l  i n t e r i o r  del capi lar .  

‘I Podemos obtener di ferentes expresiones para l a s  QoY.(x) ’s, - 

dependiendo del  conjunto de parámetros que se escojan. E l  
- 

procedimirnto es esencialmente e l  mismo que e l  mostrado 

anteriormente y no se desarrol lar& aquí. CIlgunas de l a s  

expresiones que se pueden obtener se incluyen en e l  resumen 

presentado a l  f i n a l  del  capítulo. Sin embargo en este t raba jo  nos 

l imitaremos a l  caso de l a s  ecs. (60) y (63). 

iLz 

11.2. El caso límite de io- puntuales. 

En esta seccidn mostraremos que al considerar los iones 
.‘ 

como puntuales, l i m i t e  a -. O, la d is t r i buc ión  de iones alrededor 

de l a s  paredes in ternas y externas al capi lar ,  se reducen a las 
- 

( zp>, (8  correspondi entes ecuaci ones no-1 i neales de PB 

En e l  l í m i t e  de u -. O, ver ecs. (32), (371, (40) y (421, 

pi(x) = CI’ ( x )  = K ( x , y )  = L ( x , y )  = - O .  Por l o  tanto l a s  ecs. (54) y 
- 

- 

(55 )  se reducen a: 

28 
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Las e c u a c i o n e s  a n t e r i o r e s  6e pueden  reescribir C o m o ,  

d) 

.- 

t - -  

.t 

- 

F i n a l m e n t e ,  u t i l i z a n d o  las  [ICS. ( 4 7 - A )  y (51-fi) se obtiene 

t 

11.2. E l  COLO líndte de  M capilar d e  radio infinito. 
- 

- 
- - 

En esta s e c c i ó n  mostraremos que para el caso l i m i t e  de 

capi la res  m u y  gré .ndes ,  Rae Q) , los perfiles d e  d e n s i d a d  las 

r e g i o n e s  i n t e r n a  y e x t e r n a  de l  cap i la r  se r e d u c e n  a el p e r f i l  e n  

l a  v e c i n d a d  de una s u p e r f i c i e  p l a n a  . 

para  

<u> 

De las  ecs. (60) - (62). para x L t+d+a/2 l a  e x p r e s i ó n  d e l  



(72) 

En l a  f i g .  6 se muestra un c0rt.e t r a n s v e r s a l  d e l  c a p i l a r  y en 

el Be motiva el s i g u i e n t e  cambio d e  v a r i a b l e s :  -- - 
Y 
f 

i ---ín 

I 
, I 

I 

IrIOURA 6. CORTE TRANSVERSAL DEL CAPILAR Y C A W O I O  D E  VARIAQLPS PARA 
LA *REOION EXTERIOR A t  CAPXLAR. 

Primeraniente, como eri l a  c-c. (72) las términos  que- cont i enen  a 

los k e r n e l e s  K ( x , y )  y L(x,y) dependen bás icamente  d e  l a  - forma que 

tome l a  e x p r e s i d n  para l a  d i s t a n c i a  i n t e r i ó n i c a  SI en la geometrla 

del problema Lees. (321, (37) y ( ' F Q ) l ,  - para mostrar qüe d i c h o s  

t é r m i n o s  se reducen A los correspondientes t é r m i n o s  del p l a n o  e n  

.el límite R=-. a0 , basta  mostrar que, 

- -. 

- 

(73) 

denotan a s para el c a p i l a r  c i l l n d r i c o  y el p l a n o  
y =P 

donde see 

respectivamente. Como sabemos, 

39 
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haciendo e l  cambio de var iables mentianado anteriormente, 897G93 

expresando a l  Costl/ tRs+y' 1 3  en su expansi6n en s e r i e  

orden y desarrollando tendremos: 

a segundo 
_. 

_ -  

~ 

Sustituyendo e l  desarrol lo binomial para (1+x' /Rz)- '  hasta 

orden y agrupando, 

L 

Finalmente, tomando e l  l l m i t e  RI+ m, obtenemos l a  expresifin 

p r  i mer 

de s 

en coordenadas rectangulares, es deci r  l a  correspondiente. 

e x p r e s i h  para s , 
P 

(78)  

Luego entonces, res ta  por demostrar s i  l a  i n t e g r a l  que contiene al. 

logar i tmo en l a  ec. (721, se reduce correctamente en e l  l i m i t e .  

Haciendo uso del cambio de var iab le  propuesto, 

00 
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Sustituyendo el desarrollo binomial de los términos (1+x' /R2)-*  Y 

( l+y '  !R2)-' a primer orden, desarrollando y agrupando, tenernos 

luego entonces, 
d) .. 

y en el limite Ra+ m9 
d, 

I 

Sustituyendo estas expresiones asintbticas en la ec. (721, tenemos 

00 
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E s t a  es l a  e x p r e s i ó n  par-a el p e r f i l  _ _  de rc- &?si~:-- d e  un e lec t ro l i to  
L 

e n  l a  v e c i n d a d  d e  una- s u p e r f i c i e  p l a n a  

En las  ecs. ( 5 5 )  y ( 5 4 c - A ) ,  para O I x I: 2 + u/- el perf icg de 

d e n s i d a d  toma l a  forma: 

O 

En l a  f i g .  7 se m u e s t r a  un corte t r a n s v e r s a l  d e l  c a p i l a r  y “n 

el se mot iva  el. s i g u i e n t e  cambio d e  v a r i a b l e s :  

i 
I 

romo puede  o b s e r v a r s e .  el cambio de v a r i a b l e s  para l a  r e g i ó n  

Tmtirior es el m i s m o  que e n  el caso para x 2 t+d+a/2 , só lo  que 

3y 



la izquierda del origen de coordenadas. Nuevamente, los .términos 

que contienen a los kerneles se reducen a los correspondientes 

términos para el caso del perfil de densidad del plano, de tal 

forma que basta mostrar aue la integral que contiene al 

en la ec. (85)  se reduce correctamente en el limite RI-. m. 

logaritmo 

- 

Sustituyendo el cambiz -de variables en la integral del 

logaritmo, ésta toma la forma 
; 3  

Desarrollando y agrupando thminos, 

Haciendo un desarrollo del logaritmo a primer orden, 

- PI 

luego entonces, 

34 
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Sustituyendo es .a expreciones asintbticas en la et. (851, tenernos, 

- 943 

Esta es la expresión para el perfil de densidad del alectrolito en 

las vecindades de una superficie 
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RESUMEN DE ALOUWAS EXPJtESioNEs PARA Lo6 PERFILES DE m b A D  

F o r m  generals 

Para O I x S t + d 2 :  

donde: 4 t d t q  



J 

y con v,  2, f (x,y) y f ' ( x , y )  de acuerdo a 105 s i g u i m e s  casos, - -  

segun las  ecuaciones de l  Apéndice A empleadas: 

_-  



I 

I V .  

_ -  

Usando las  ecs 
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111. W t d o  Wrtrusríco. I 
I 

J 

Corno p u e d e  o b s e r v a r s e  d e  las  e x p r e s i o n e s  p a r a  105 p e r f i l e s  d e  1 

I d e n s i d a d  p r e s e n t a d o  en el resumen d e l  C a p i f u l o  11, é5tas son 

e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  n u - l i n e a l e s  y su s o l u c i ó n  r e q u i e r e  d e l  u150 

de metodos num&ricos.  Como veremos  poster i  orKefitE en  n u e s t r o  
- 

sistema p a r t i c u l a r  u t i l i z a r e m o s  el metodo d e  e l e m e n t o  f i n i t o  (MEF) 

e n  l a  v e r s i ó n  d e  c o l o c a c i 6 n .  La convenient'= d e  este método en l a  

s o l u c i ó n  d e  e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  s i m i l a r e s  h a  s i d o  d e m o s t r a d o  en  

el pasado 0.(24> 

111.1. Método de elemento finito. 

E x i s t e n  d i  f e r e n t e s  c a m i n o s  para r ~ ~ o l  ver e c u a c i  ones 

i n t e g r a l e s  aproximadas que s i r v e n  ccmo base d e l  MBtodo d e  Elernc-hto 

F i n i t c  (MEF?. Y e n t r o  d e  estas  a l t o r c a t i v a s  pbdemos.  mcnci m a r -  
.. 

es> 
- 

el mdtodo de R a y l e i g h - R i t z ,  el c u a l  se basa e n  el c á l c u l o  de 

w r i a c i o n e s ,  o b i e n  el método d e  G a l e r k i n ,  el c u a l  e5 un caso 
- 

p a r t i c u l a r  d e  un método m á s  g e n e r a l  conocidci  como el Método de  

Residuos Pesados, La e s e n c i a  d e l  MEF,a traves d e l  - M&odo de 
- 

R e s i d u o s  P e s a d o s ,  c o n s i s t e  e n  r e d u c i r  un sistema de e c u a c i o n e s  

i n t e g r a l e s  o d i f e r e n c i a l e $  a un sistema de e c u a c i o n e s  a l g e b r a i c a s ,  

m e d i a n t e  l a  d i v i s i ó n  d e l  d o m i n i o  d e l  p rob lema  e n  un c o n j u n t o  d e  

subdominio% o eloriientos, e l e g i d o s  c o n v e n i e n t e m e n t e  y b a j o  c i e r t o s  

cri terios que sjefialamos a c o n t i n u a c i 6 n .  

C c n s i d c r e m o s  l a  s i g u i e n t e  e c u a c i 6 n  g e n e r a l ,  
A 

A 

d e f i n i d a  sobre el domin io  acotado B, y donde L es un operador 
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que  act6a sobre cierta f u n c i ó n  d e s c o n o c i d a  u(%) p a r a  g e n e r a r  l a  

f u n c i ó n  c o n o c i d a  fh). 

Sea Ce.3 un c o n j u n t o  completo d e  f u n c i o n e s  b a s e  l i n e a l m e n t e  

i n d e p e n d i e n t e s  q u e  s a t i s f a c e n  l a s  c o n d i c i o n e s  a l a  f r o n t e r a  
L 

homogeneas, con las c u a l e s  c o n s t r u i m o s  l a  f u n c i ó n  p r u e b a  

s i g u i  e n t e :  

(2) 

Si proponemos a esta f u n c i h  como s o l u c i ó n  al problema 
4 

p l a n t e a d o  e n  l a  ec. (11 ,  e n  v i s t a  de q u e  u(%) es sólo una 

combinación parcial de los  e l e m e n t o s  d e  l a  base, d i c h a  s o l u c i ó n  

será aproximada. Luego e n t o n c e s  
E 

o b i e ñ ,  si d e f i n i m o s  a XCx) como el r e s i d u o  d e  l a  e c u a c i 6 n ,  

t end remos  : 

(3) 

, Obviamente, si l a  f u n c i ó n  prueba. f u e r a  l a  s o l u c i 6 n  exacta, d i c h o  
- - 

r e s i d u o  se a n u l a r í a ,  l o  c u a l  seria p o s i b l e  si l a  combinac ión  - 

l i n e a l  p r o p u e s t a  e n  l a  et. (2) f .uese comple ta .  

E l  método d e  r e s i d u o s  pesados, c o n s i s t e  e n  f o r z a r  a que el 

residuo R ( x )  se a n u l e  en prosedio d e  a c u e r d o  a ciertas f u n c i o n e s  

peso,  que  denotaremos  por w. ( X I ,  d e n t r o  d e l  dominio  d e  definition 
L 

B. Es decir, 
I 

d e  donde t endremos  M e c u a c i o n e s ,  q u e  j u n t o  con las c o n d i c i o n e s  a 

l a  f r o n t e r a ,  e n  p r i n c i p i o  n o s  p e r m i t i r á n  o b t e n e r  los v a l o r e s  de 
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los coeficientes ai de la combinación lineal en la ec. (21, y con 

ello la solución aproximada al problema. 

Podriamas decir que lo anterior es en términos generales la  

esencia del MBtodo de Resi duos Pesados. Sin embargo, dependiendo 

de la selección de las funciones peso,tendremos diferentes 

versiones de dicho método-, dentro-de las cuales se encuentran 
- 

las siguientes: 
, a  

f1Versión de coiocación: Consiste en seleccionar M puntos  xi 

en B y considerar como funciones peso a las funciones delta de 

Dirac en dichos puntos,, a saber: 
~ 

l a s  cuales tienen la propiedad de reducir el problema a evaluar 

10s residuos sólc en los puntos-de colocación xi. 

i t ?  Versión de Mínimi Cuadrados: Consiste *en seleccionar 

ccmo funciones peso 1 a5 si qui entes, 

- donde p < x )  es una funcion definida positiva arbitraria. E s t a  
- - 

versión tienella peculiaridad de 5er equivalente a minimizar el 

integrando con el cuadrado del residuo, respecto a los 

coeficientes ki de la función prueba. 

f i t )  Version de Galerkin:  Consiste en seleccionar como 

funciones prueba, precisamente a las funciones base de la 

combinación lineal de la ec. (2): 

c s ; C X ) =  + p c )  ( 7 )  

que en- otra interpretación, e5 equivalente a pedir la 

ortogonalidad del residuo R ( x )  con todas l a s  funciones base 
+i 
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1 

1 
: i r 1 9 2 9  - e e ,MI e 

c a La i d e a  c e n t r a l  d e l  XEF, es que  

as func iones  base puedan ser d e f i n i d a s  po r  pedazos sobre 

iubregiones d e l  dominio llamados deri6ntor finitos. Y que sobre 

:ada subdominio, l a  func ibn  base tome una forma muy s e n c i l l a ,  como 

iron los  polinomios d e  p r i m e r o s  ordenes.  Para c o n s t r u i r  l a s  

I I c 
I 

Funciones bar,-, primeramente se d i v i d e  el dominio B de l a  func ión  

En un cierto número finito de elemntos d e  l o n g i t u d  arbitraria,  y 

cuya selección dependerá del problema c o n c r e t o  a r e s o l v e r .  A los  

Duntos d e  p a r t i c i h  d e l  dominio se les denominan nodos- y al 

conjunto d e  e l e m e n t o s  y puntos  nodales ,  que  c o n s t i t u i r á n  el 

dominio d e l  problema aproximado, se l e  conoce como malla del 

elewnto finito. En l a  f i g -  1 se i l u s t r a n  las  d e f i n i c i o n e s  

a n t e r i o r e s .  

6 c 

Cons t ru ida  l a  malla en c u e s t i ó n ,  se c o n s t r u y e  un con jun to  de 

func iones  base bajo l o s  s i g u i e n t e s  craterios fundamentales:  

$1 L a s  f u n c i o n e s  base se gene ra rán  a t r a v é s  de f u n c i o n e s  

s e n c i l l a s  d e f i n i d a s  por  pedazos -elemento por elemento- d e  la 

arlla. 
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L L )  Las funciones base se seleccionan de tal forma que los 1 

A 

I 
con los valores de la solución exacta en los nodos de la malla. I 

coeficientes u. que definen la solución aproximada u ( x ) ,  coincidan 
c 

Con estos criterios, e5 relativamente sencillo construir la5 - 

funciones base deseadas. Usual mente se selecci onan de tal forma 
- 

que estas sean polinomi- de algun orden, generalmente los mas 
I 

sencillos. En lo que a nuestro trabajo se refiere, se han 

seleccionado funciones base cuadráticas, obtenidas de proponer un 

polinomio de segundo orden para cada elemento, y definir un punto 

auxiliar dentro del elemento en cuestión, con el objetivo de poder 

evaluar las tres constantes que aparecen en la forma general de un 

2 polinomio de orden dos (y=a+bx+cx 1.  Especlficamente, haciendo uso 

de la coordenada local C definida como, 

( 8 )  

donde xx y xp representan las posiciones de los nodos izquierdo y 

derecho que delimitan al elemento finito en cuestion, ver fig. 2a, 

las funciones base cuadráticas para cada elemento finito que 

conforme 1 a mal 1 a se1 ecci onada son 1 as si qui entes-' 
- - - 

- - 

I 

donde, -1 I C I 1. En la fig. 2b se muestran las  gráficas 

correspondientes a las funciones base especificadas en la ec. ( 9 ) .  
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Paeemos ahora a aplicar todo lo anterior al sistema de 

ecuñciones para el capilar cilíndrico, dejando para una sección 

posterior la construcción concreta de la malla a nuestro problema. 

.. 

111.2. Aplicaciói idel  m4todo de elemento flníto a la ecuacidn 

de cadena JiLpertejlda. 
- 

. - En el capítulo 11, obtuvimos: 
- 

t ' t  

44 



1 

\ 

donde todas las cantidades que en ella% aparecen fueron definidas 

en el capitulo anterior. 

Como puede observarse estas dos ecuacionas tienen un aspecto 

similar,_de tal forma que haremos un 

aplicaci6n del MEF, haciendo uso de las 
- 

tratamiento ánico de la 

siguientes definiciones: 

Con estas definiciones podemos escribir de forma. compacta el 

perfil de densidades, como 

Sustituyendo las ecs. (II-8a) y (II-8b) en la ec. (11) y 

recordando que h ( x )  - ( X I  + l y  tendremos: 
4yl - g4yl 

4 5  

, _... 



e' n (12) 

- 

la cual hace evidente el hecho de que conocer h ( x )  implica 

resolver un sistema de ecuaciones integrales no-lineales, lo cual 

no es un problema sencillo ni la ruta para obtener la solución es 

única. cI1 respecto aquí se aplicará eapecificamente el MEF con el 

criterio de colocación. 

Oir 

Supongamos que h (XI se puede expresar como una combinación w 
lineal delas funciones base # ( X I  

y sustituyendo en la ec. (141, tendremos: 
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1 T o m o  de acuerdo al criterio o método de colocaci6n'?C>, habría que 

multiplicar por lei delta de Dirac e integrar en el 

correspondiente, tendremos 
I 3 

dominio 

i 18) 

donde se ha hecho uso de que #ke (x,) = 

La ecuaci%n anterior muestra el hecho mencionado en la 
.. 

introducción del capitulo al respecto de que el MEF permite 

reducir el sistema de ecuaciones integrales no-lineales a un 

sistema de ecuaciones algebraicas no-lineales L para los 

coeficientes o de la combinación lineal. cI1 resolver dicho 

sistema alqebraico, conoceremos los vaiores de la funcibr de 

distribucibn h ( x ?  en los nodos de la malla selecionada y de lo 

cual hablaremos posteriormente. Observemos que en la ec.(18) 7 y 1~ 

varían dependiendo del número de especies diferentes en el 

solvente. En nuestro caso particular nos reduciremos a s610 dos 

espociesr iones positivos y negativos. Por o t r a  parte, k y k* 

variarórn dependiendo del número de nodos de la malla. 

- 

- 

Yk - 

ay 
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111.3. Sistemas de Ecuacionms kigirbraicrs. 

Para obtener la solución numérica del sistema de ecuaciones 

no-lineales al que hemos llegado, ec, (181, aplicaremos el Mbtodo 

de Newtonad> para sistemas no-lineales que en general establece 

- 

__ 
_ _  10 que se señala a continuacih. 

Sea el sistema no-lineal de ecuaciones el siguiente: 

I 

I 
I 

I 
/ 

1 

(19) 

donde cada función fi transforma el espacio n-dimensional Rn, en 

la recta real R. 

Resulta conveniente reescribir el sistema anterior d e  forma 

vectorial. Sea F(xA,:.:  t r . . . x  1 t a l  que, n 
1 

y x = ( x  9xz,m.=9x 1 ,  entonces el sistema de ecuaciones (19) 
i n 

queda expresado como, - - 

(21 

El m6todo de Newton, que es iterativo, establece que los 

valores de las variables xi en la r-&sima iteraci6n eatAn dados 

por: 

Donde, 9(xw-") es la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones 

no-lineales, evaluada para. los valores correspondientes de las 
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i 
s o n  los  v a l o r e s  d e  1 

1 
<ri> v a r i a b l e s  e n  l a  (r-l)-4sima‘iterrci6f3, y x 

l as  v a r i a b l e s  e n  l a  (r-1)-+sima i t e r a c i ó n .  

Como el algoritmo d e  l a  ec, (22) r e q u i e r e  l a  i n v e r s i ó n  d e  l a  

m a t r i z  J a c o b i a n a  e n  cada i t e r a c i ó n ,  y esto r e q u i e r e  mucho t i empo  I 
d e  c6mput0, r e s u l t a  c o n v e n i e n t e  e x p r e s a r  d i c h o  a l g o r i t m o  d e  forma 

mAs adecuada. Definamos al  v e c t o r  y(y,,yz, . . . ,yn) t a l  que,  - -  

(23) 

Luego e n t o n c e s  el sistema d e  e c u a c i o n e s  (22) queda  e x p r e s a d o  como: 

En s l n t e s i s ,  p a r a  r e s o l v e r  el sistema d e  e c u a c i o n e s  

n o - l i n e a l e s  ’(21) p o r  el método d e  Newton, se r e q u i e r e  q’ue en  l a  

(rF+1,) +sima i t e r a c i b n  se c f e c t u e n  l o s  s i g u i e n t e s  d o s  - pasos: 
- 

i 1 R e s o l  v e r  el si stema 1 i n e a l  : 

- 
- f i ) E f e c t u a r  l a  suma: 

- 

(26) 

En n u e s t r o  caso p a r t i c u l a r ,  el sistema n o - l i n e a l  d e  

ecuaci o n e s  es el s i g u i  e n t e :  

. 
., . , 
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I el cual fue desarrollado de la ec. (18) y en donde hemos denotado 

Obsérvese que en las dos últimas ecuaciones ya se ha hecho uso 

explicit0 de que nos estamos restringiendo a dos especies. 

-3 

- 
t e n d r h o s  que la ec. (29) toma la siguiente Eorma compacta 

O bien, definiendo 

tendremos que, e J(W) =o 

(29)  

- 1  

(30) 

. (31) 

(32) 

(33) 

O&s&rve5e que la ec. (33) representa un sistema de 2N ecuaciones 

SO 



I - I  
1 097693 

i con 2N incógnitas, donde N representa h3 nomero total de nodos de 

la malla seleccionada. 

Aplicando el algoritmo iterativo de Newton, ecs. (25)  y (261, I . 
I tendremos que el valor de la variable w en la (r+l)-ésima 

iteración será 
._ 

4 

c Y ‘7’ 4 2 cvj  
cc)cyii’ - - 

- --(34) 

donde, 

Sustituyendo la ec. (321, 

tendremos : 

. .  
- a9 

Como la matriz unitaria U e< :ai que OW&’= W ?  

escribir la ecuación anterior como, 

(38) 

podemos . 

D e f  i ni endo 

tendremos, 
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1 

I que const i tuye en s i  un sistema de eeuaciones l i nea les  para l a  

var iab le  w en l a  (r+l)-+sima i terac ión.  

# i Denotemos por I ,  a l o s  elementos de l a  Jacobiana, t a l e s  que: 

- a h ( ,  I (42) 
c iba, 2 q" - 

I 

HaCi6ndo uso de l a  ec. (321, tendremos que 

! 

donde 

la cual se calcú la explicitamente en e l  Rphd ice  E. 

Regresando a l a  ec. (41), ésta es equivalente a [ZN ecuacioneci 

de l a  forma: 
2u 

De t a l  forma que para una f dada, podemos escr i t? i r lw  torno, 
- - - (46)  

donde - 

Sustituyendo l a  ec. (441, tendremos: 
arr 

(48) 

U 

Como veremos posteriormente, la ec. (48) será una primera versi6n 

de l a  e x p r e s i h  f i n a l  que usaremos en l a  obtencidn de l a  soluci6n 

del MOltodo de Newton. Por e l  momento expresemos de forma e x p l l c i t a  

el término JiW, De l a  ec. (471, tendremos que para la i-ésima 
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component e : 

(49) 

Luego e n t o n c e s ,  h a c i e n d o  u s o  d e  l a  ec. (401,- 

2u 

y s u s t i t u y e n d o  l a  ec. (4419 
2bJ 

De t a l  forma que: 
2f.I 

Sea yr el p o t e n c i a l  en  l a  s u p e r f i c i e  d e l  c a p i l a r  y al  c u a l  

c o r r e s p o n d e  l a  s o l u c i ó n  IU@*). Si l o  tomamos como p a r á m e t r d  de 

cambio, podemos o b t e n e r  una e s t i m a c i 6 n  d e  y - para un 

p o t e n c i a l  d i f e r e n t e  y' > v  e n  base a l a  " c o n v e r g e n c i a  

->acobiana"q6', q u e  establece l o  s i g u i e n t e :  

.. 
ir-> 

- 

Obsérvese q u e  el p r imer  término de l  miembro derecho c o i n c i d e  con 

g( r  1 .  En c u a n t o  al segundo t e r m i n o ,  como d e  l a  ec. (281, (r> 

su d e r i v a d a  respecto al  p o t e n c i a l  y es: 



0 

donde vi = -@sLr= De forma compacta: 

Sustituyendo y l a  ec. (56 )  en l a  ec. (531, tendremos: 
3 

que por componenetes y para una i dada toma l a  forma: 

Sustituyendo l a  ec. ( 4 7 )  , tendremos, 

Def i n i  endo 

tendremos, 

( 5 5 )  

(56 )  

(58 )  

O bien, susti-uyendo la ec. (44) ,  
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Comparando l a 5  ecs .  (48)  y (621, obse rvamos  que t i e n e n  l a  

m i s m a  forma g e n e r a l  : 
P d  

donde:  
- - - af resolver el sistema d e  

'* iZN+l '  
-Si a = 2N + 1, 3', 

q u e  sm l o s  v a l o r e s  d e  

h(x) e n  105 n o d o s  de l a  malla p a r a  el p o t e n c i a l  e n  l a  s u p e r f i c i e  

&+U 
U e c u a c i o n e s ,  o b t e n d r e m o s  w " * ~  - - 

:1 

d e l  c a p i l a r .  

a l  resolver el sistema d e  

q u e  s e r l a n  l o s  v a l o r e s  d e  

9 

-Si u = 2N + 2, j = 
iU 

= u &+l> e c u a c i o n e s  o b t e n d r e m o s  E 

h(x) e n  l o s  n o d o s  d e  l a  malla p e r o  p a r a  el p o t e n c i a l  y P s  c e r c a n o  a 

y ,  en l a  s u p e r f i c i e  del  c a p i l a r .  

E s t a  s i t u a c i ó n  n o s  s u g i e r e - s i n t e t i z a r  ambas e c u a c i o n e s ,  ecs. 

(48)  y (621, er: u n a  sola  e c u a c i ó n ,  c 

l o  c u a l  es m o t i v a d o  e x c l u s i v a m e n t e  p o r  v e n t a j a s  e n  l a  m a n i p u l a c i b n  

num&rica ,  además de que p e r m i t e  t raba jar  el sistema como de 2N 
- - 

ecctacionec; cOn 2N + 2 i n c ó g n i t a s  y en SLJ . d e b i d o  momento tornar 

f 0 3- i g u a l  a cero p a r a  o b t e n e r  l a s  
i-+á i , ~ n + Z  

r e s p e c t i v a m e r í t e ,  s e g u n  sea el caso de i n t e r é s .  

FI1 r e s p e c t o  de I C  a n t e r i o r  cabe senalar que 

p r o c e s o  i t e r a t i v o  r e q u i e r e  d e  un criterio de 

d i c h o  c r i t e r io  se establece r e s p e c t o  a w tr+l> 

W + l >  caso, a l  converser  el a l g o r i t m o  pa ra  W 

lr+l> n i n g u n a  manera  que t a m b i é n  l o  h a y a  hecho y . 
recj03vemos el s i s t e m a  de e c u a c i o n e s  para y' 

I 

I 

(r+l> &+l> 
O w ,  

como t o d o  

convergenciaz si 

q u e  será n u e s t r o  

n o  i m p l i c a r á  d e  

S i n  embargo,  si 

y t o m c m o s  como 
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ir +L> va lo res  de entrada a l a s  y anter iores,  l a  convergencia de 

l a  nueva w será mucho mas rápida. Lo cual  es sumamente &+a) 

apreciado en cuanto a tiempo de c6mputo se r e f i e r e .  

Lo que hemos logrado hasta aquí es reduc i r  e l  problema 

o r i g i n a l  de reso lver  i te ra t i vamente  un sistema de ecuaciones 

no- l ineales,  a l  de resolver ,  en cada paso i t e r a t i v o ,  un sistema de 

ecuacioner; l ineales, ,  además de l a s  venta jas obtenidas con l a  

in t roducc '~6n de l a  convergencia Jacobiana. 

En l o  que r e s t a  de l a  sección obtendremos l a  so luc ión  de l  

s istema l i n e a l  de ecuaciones (641, haciendo uso de l  M+todo de 

El im inac ión  Gaussiana=". 

Como l a  ec. (64) deberá reso lverse  de i g u a l  forma en cada 

i t e r a c i ó n ,  omitiremos por senc i l l ez  l o s  super ind ices que aparecen 

en e l la , ,  además, reetiquetaremos l o s  coe f i c ien tes  de la s igu ien te  

forma: sean b.. t a l e s  que, 
i J  

* 

- parar . i I 2N h.,Lu+r = J++a - 

- 

luego entonces e l  sistema de ecuaciones a reso lve r  toma l a  f o r m a :  

1 
I 

I 
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Como sabemos, e l  MBtodo de El imfnación Gaussiana consiste en 

l o g r a r  paso a paso l a  t r i a n g u l a c i h  de l  sistema de ecuaciones. 

Procediendo en ese sentido, a l  terminar dicho proceso, tendremos 

donde 

D , '2 ' , 
(68 )  

representa e l  número de términos  en el rengl6n ( t - 1 1 ,  y 

(69) 

(70) 

con i = 1, 2,...,2N y j = i+l ,  t+2,...,2N+2, representa al 

caiof ic iente de w .  en l a  i -es imaecuac ih .  Tal que 
- - - 

J 

(71) 

E l  cá l cu lo  de 105 coef ic ientes que aparecen en este cociente 

se evalúan tomando en cuenta l o  s iguiente:  s i  observamos 

detenidamente el sistema tr iangul izado, ec. (681, vemos que la 

numeración de cada ecuaci6n está acompañada de un super lndice 

C ( l A ) ,  (91, ...II (ti), ..., ( 2 f l 1 3 ,  Oste i n d i c a  e l  número de 

pasos requer idos para terminar l a  e l iminac ión Gaussiana de la 
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ecuación correspondiente. A s í ,  la ec. (68-1) requiere 1 paso, la 

ec. (68-2) requiere 2 pasos,..., la ec. (68-i) requiere i pasos, 

etc.. Este significado del superlndice es extensivo al lndice k 

que aparece en los coeficientes bij, los cuales son tales que, - k 

3 

donde: t = 1, 2, 3, m m m  y 2N 

J = i y  i + l ,  i+2, 2N+2 

k = i - 1 ,  i - 2 ,  ... y 2, 1 

A continuación y partiendo del sistema de ecuaciones (681, se 

iniciará el proceso de sustitución inversa con el cual se finalizá 

el tratamiento matemático del sistema de ecuaciones ( 6 7 ) ,  

obteniendo con ello la solución y los valores de las d o .  Sin- 

embargo antes de abordar' este proceso, cabe senalar que es 

precisamente en Bste punto donde dividiremos nuetros resultados: 
.. 

- 
;L )Sean: 

V i = 1, 2 y  m m . 9  2N 
- - 

en el sistema de ecuaciones ( 6 8 ) .  Entonces dicholsistema nos dará 

las 0'0 . correspondientes al potencial 1y en la superficie del 

capi 1 ar . 

ii)Sean: 

V i = 1, 2, ..., ZN 

en el sistema de ecuaciones ( 6 8 ) .  Entonces dicho sistema nos dará 

las e ' m  correspondientes al potencial yP- en la superficie del 

capi 1 ar . 
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Tomando en cuenta estas considfwaciones y recordando que 

o = o  = -l,ecs.(47) y ( 6 0 ) ,  tendremos de l a  ec. 2 p  que: 
2N+i 2N+2 

E2N-i 9 I , obtendremos o Y 
PN-I 

sust i tuyendo en l a  ec. (2N-1) 2N-i 

respectivamente2 

De t a l  forma que a1 cont inuar es ta  sus t i t uc ibn  inversa y para l a  

estará dada por l a  s igu ien te  expresión: L i-esima ecuación, l a  

Similarmente, para l a  o.: * 
'L 

a d  

en l a s  cuales i = 1, 2, ..., 2N. 
- 

Las ecuaciones, (77) y (78) nos 'proporcionarán 105 valores de 

h(xi) en cada paso i te ra t i vo ,en  cada nodo de l a  mal la  ( i= l ,  

2,...,N) y para cada una de l a s  especies, p o s i t i v a  o negativa, 

segun sea e l  taso. 

111.4.. Constuccibn de l a  nalla de rleirento finíto para 61 

sistema, 

Como de l a s  condiciones generales de nuestro problema se 

espera que los p e r f i l e s  de densidad tengan m a s  es t ruc tu ra  sn las 
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inmediaciones de l a s  paredes del capi lar ,  y que conforme n o s  

alejemos de e l l a s  h ( X I  + -1, o equivalentemente g&x) -# 1, 
41y 

construimos l a  malla t a l  que l o s  elementos f i n i t o s  en l a s  

vecindades de l a s  paredes sean y de IC)- tm que l o s  

correspondientes a distancias lejanas. 

41y w Como e l  dominio de g ( X I ,  10 h (%)I, es no-acotado--en e l  

ex te r io r  del  cap i l a r  (t+d+u/2 I x I m), l a  p a r t i c i ó n  del dominio 

culminará a una d is tanc ia R de l a  posic ión de m á x i m o  

acercamiento de l o s  iones (a /2  de l a  pared), suficientemente 

le jana como para suponer que g ( x )  + 1. En e l  cap í tu lo  siguiente, 

en e l  cual presentamos l o s  resultados numéricos, podremos ver que 
w 

R dependerá de var ios factores. Entre e l los ,  l a  concentración de 

l a  solución, e l  potencial e lec t tos tá t i co  en l a  pared del  cap i l a r  y 

l a  Valencia del e l e c t r o l i t o .  Sin embargo, en condiciones extremas 

e l  va lor  de R' m á 5  grande es del orden de 400 rad ios i ó n i c o s  

( u / Z ) .  Seleccionada R, procedemos a d i v i d i r l a  en intervalos de - 
acuerdo a l  c r i t e r i o  mencionado en e l  párrafo anter ior .  

En cuanto a l  i n t e r i o r  del capi lar ,  como e l  dominio de g w ( x )  

e5 acotado ( O  I x I t+o /2 ) ,  dividiremos dicha región en tantos 

intervalos como sea necesario parra cubr i r lo .  S i n  embargo, y de 

acuerdo a l  c r i t e r i o  de cor te  mencionado para l a  región externa, e l  

capi lar  más grande (gigante) que se tons ide ra  se toma de r a d i o  

i n te rno  i g u a l  a R. 

- 

Como l a s  regiones in terna y externa del cap i l a r  son 

independientes para e l  caso estudiado, e l  grosor d del cap i l a r  

(d = Ra - RII es i r re levante;  de aquí pues que se h a l l a  

seleccionado arbitrariamente igua l  a 10 d 2 .  independientemente de 

los  d i fe ren tes  taman05 del capi lar .  

En- l a  f i g .  3 se i l u s t r a  l o  anter ior  para el caso e x t r e m o  de 
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c a p i l a r  g i g a n t e ,  en donde se observa que  los iiiLervalos s o n  der  

380, 8,  6 ,  3 ,  2, 1, 2, 3, 6, 8 ,  y 3üO a/2. übtenier ido  a51 una 

malla s imét r ica  r e s ipec to  a las paredes del c a p i l a r .  Coma en este 

t raba jo  nos r e s t r i n g i r e m o s  a l a  p a r t e  i n t e r n a  d e l  c a p i l a r ,  I 

- 
para el caso extremo de l a  f i g .  3 la malla estar la  formada 5610 , 

por los p r i m e r o s  5 i n t e r v a l o s .  I 

~~~~~3 
- _  

I 3 

Poster i or men t - se 

elementos f i n í t o s  tie i g u a l  

Fff3UnA 3. 

rocede a d i v i d i r  c 

tamarjo, co locando  mák 

.. 
da i n t w v a l o  en 

elementos e n  los 

m 4 s  pequerios. E s p e c i f i c a m e n t e ?  2 ( d e  190 d 2 . 1  en I, e Xu; 2 por 

a12 en It e Iio9 4 por  crl2 e n  IB  e Ip, -10 por a / Z  en X4 20 

por a12 en Is e I,. Fina lmen te  1 (de 12 a / Z )  en  I b  y -e l  c u a l  

c o n s t i t u y e  la regiln d e  s e p a r a c i ó n  e n t r e  el i n t e r i o r  y exterior 

del c a p i l a r .  Err esta  zona  no se t i e n e  electroli to.  En resumen, se 

t i e n e n  un total  d e  221 e l e m e n t o s  f i n i t o s ,  112 e n  cada r e g i ó n ,  y 

226 nodos, 113 en cada r e g i ó n .  E l  número de nodos de cada r e g i 6 n  

es impar ,  d e b i d o  a que se u t i l i z a  i n t e g r a c i b r i  numér ica  de 

S y r n p ~ o n ~ ~  e n  1 a e v a l u a c i ó n  de los kei -ne les  Kk, ( X I  

- - 

e I;, - 

y Lk. ( X I .  

Para c a p i l a r e s  de menor tamafío, 5e procede a e l i m i n a r  los 

i n t e r v a l o s  e x t r e m o s  de cada r e g i ó n .  í l  b i e n  si el r a d i o  i n t e r n o  no 
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lo permite, se eliminan tantos elementos finitos, del tamano 

correspondiente al intervalo extremo, como sea necesario. Es 

conveniente, por sencillez, mantener la sirnetria de la malla, 

aunque no es necesario. Por último, se defipen las  funciones base 1 
cuadriticas en cada elemento finito. 

_. 

_- - 
1 

. 
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I V .  Análisis de Resultados. 

En este capitulo presentamos algunos de io5 resultados 

obtenidos al resolver la ecuación HNC/MS para un electrollto en el 

interior de un capilar cillndrico cargado, ec. (63-11), para 

diferentes concentraciones, valores del radio interno del capilar 

y del potencial en su superficie interior. L o s  cálculos se 
2 

realizaron para el MPR de un electrollto l : l ,  T = 298 K, L = 78.5 

y u = 4.25 A. La constante dielectrica del capilar se tom6 igual a 

la del solvente para evitar el potencial imagen. Especificamente 

calculamos io5 perfiles de densidad, g T ( x )  , el potencial 

electrostático promedio en el interior del capilar, y l (x ) ,  la 

densidad de carga inducida en la superficie interna del capilar, 

u 'el potencial electrostático promedio a la di'stancia de máximo 

acercamiento de los iones a la pared interna, ylM, y la adsorción 

isotérmica de carga, q+ y 9. Para, la presentaci6n de resultados 

t' .. 
- 

se han dividido éstos en tres grupos: u)Comp>ración HNC/MC y PB 

como función de la concentraci6n en el bulto, figs. 1-10; 

b)Comportamlento HNC/MS como #unción del tamaño del capilar, figs. 

11-16; y c)Comparación HNC/MS .y PB como función del potencial e n  

la superficie interna de un capilar pequeno, figs. 17-28. 

- - 

En las figuras se hace uso de escalas lineal y de Arcsenh, 

tanto para abscisas como ordenadas y sus combinaciones segun se 

consider6 conveniente. El radio  interno d e l  capilar se denota por 

R y se expresa en diámetros u o radios r iónicos. La escala de 

posicibn se expresa en radios i6nicos medidos a partir del origen 

ubicado sobre la superficie interna del capilar. Los potenciales 



._-_ i 

1 \ 

I 

I y(%) y vm se h a n  e x p r e s a d o  en mV. l a  d e n s i d a d  d e  c a r g a  s u p e r f i c i a l  I 

2 
o y l a  a d s o r c i b n  isotermica d e  c a r g a  e n  C/m . 

L 

‘ I  

I En l a  f i g .  1 se p r e s e n t a n  -los p e r f i l e s  d e  d e n s i d a d  r e d u c i d a  

de coiones y c o n t r a i o n e s ,  o .b t en idos  a p a r t i r  d e  las e c u a c i o n e s  
- 

HNC/MS y PE p a r a  un e l e c t r o l l t o  í:T.a 0.01, 0.1 y 1.0 M en el 

i n t e r i o r  de un c a p i l a r  de r a d i o  i n f i n i t o  y p o t e n c i a l  e n  su 

superficie d e  95 mV. Como era de  e s p e r a r s e ,  a b a j a s  
3 

c o n c e n t r a c i o n e s  l a s  c u r v ñ ~  PE y HNC/MS c o n c u e r d a n  r a z o n a b l e m e n t e .  

Cabe menci  mar q u e  comparamos estas c u r v a s  con 1 as 
i 

c o r r e s p o n d i e n t e s  p a r a  una  p l a c a  e n  un e l ec t ro l i t o  y l a  

c o n c o r d a n c i a  es completaa7’. Dado q u e  a su VEZ se ha 

d e m o s t r a d o  q u e  la e c u a c i ó n  HNC/MS t i e n e  un e x c e l  e n  t e  uP).uI)> 

a c u e r d o  c o n  d a t o s  d e  Monte Ca r lo  (MC) p a r a  este sistema, hemos 

demostrado que, al menos e n  el l ímite  de radios d e l  c a p i l a r  

g r a n d e s ,  nuestra toorf  a da I c s  rcsu1tadDs cor-re=tos. 

En l a s  f i g s .  2 y 3 SE: m u e s t r a n  105 resL;:tados par-a l a s  m i s m a s  

c o n d i c i o n e s  d e  l a  f i g .  l 3  5dlvo que para r a d i o s  d e l  c a p i l a r  
- - 

c i l í n d r i c o  pequcfiDc, i.e., R = 4 a  y la r e s p e c t i v a m e n t e .  C&RO puede 

o b s e r v a r s e ,  c o n f o r m e  se r e d u c e  el r a d i o  d e l  c a p i l a r ,  aumenta  la 

c o n c e n t r a c i d n  de los  cmtraimes a l o  largo S e  todo el p e r f i l .  Lo 

cual trae como c a n c e c u e n c i a  q u e  la c o n c e n t r a c i ó n  p r o m a d i c  er? PI 

i n t e r i o r  d e l  c a p i l a r  aumente .  

En las f i g s .  4, S y 6, 5e muestra el comportamiento d e i  

pa tEr i c i a1  e lec t ros tá t ico  proinedio en el i n t e r i o r  del c a p i l a r ,  

ec. (SlrFI) para las c o n d i c i o n e s  c ~ r r e s p o n d i e n t e s  a las de lac, 

f i g s .  1, 3 y 3 r e s p e c t i v a m e n t e .  Comc puede  o b s e r v a r s e ,  para  b a j a s  
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concentraciones la concordancia entre los resultados para Y 

HNC/MS es excelente, sin Embargo conforme se incrementa la 

concentración, estas di screpanci as son significativas. 

Particularmente en las figs. 4 y S,-para 1.0 M se observan zonas 

para las cuales el potencial electrostático promedio obtenidos con 

HNC/MS toma valores negativos mientras que los correspondientes PB 

mantienen su comportamiento monotónico decreciente. Por o t r a  parte 

obsOrvese como la derivada tiende a un valor practicamente 

- 
_ -  

constante e igual a cero para radios muy pequenos. 

La densidad d e  carga superficial inducida en la superficie 

interna del capilar esta dada por 

t 

obtenida de la ec. (54b-FI! bajo la condición .V t  - VOY Y a  que de 

exclusivamente del 
L 

10 contrario no es posible conocer U 

conocimiento del perfil de densidad en el interior del capilar.. 

- 

como 

funci6n del radio interno del capilar, para la5 condiciones 

U 
t 

En la fig. > s e  muestran los resultadcts para 

electrostáticas -?!e las; fig. 1-3. Nuevamente la concordancia entre 

105 resultados HNCIMS y PE a bajas concentraciones es completa. 

Por otra parte y de acuerdo a lo esperado, conforme se aumenta el 

radio del capilar la densidad de carga superficial se incrementa 

hasta un valor constante, Por el contrario, en el límite R + O ,  

la densidad de carga ce anclz,lo cual es congruente con el 

comportamiento de la pendiente mencionado en la descripción de l a  

f i g .  6. 
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E l  potenc ia l  e l e c t r o s t á t i c o  a l a  d i s tanc ia  de máximo 

9 acercamiento de l o s  iones a l a  pared in te rna  del  cap i la r ,  ec. i 

I (55-c5), puede ser i d e n t i f i c a d o  con e l  potenc ia l  C. Este potenc ia l  

es de l a  mayor relevancia en e l  cá l cu lo  de propiedades de 

t ranspor te  u> . En l a  f i g .  8, se muestran l o s  resul tados HNC/MS y I 

de l  c a p i l a r  3 Se observa e l  comportamiento c rec ien te  de %a 

PB para dicho potenc ia l  como funci6n del  inverso del  r a d i o  i n te rno  

11 
conforme se reduce e l  r a d i o  i n te rno  del  cap i la r ,  siendo & t e  más I 

agudo para a l t a s  concentraciones. 

La adsorción isotermica de carga se def ine  como: 
t 
í .  

En l a s  f i g s .  9 y 19 se myestran respectivamente l o s  

resul tados para adsorción de contraiones, q-, y coiones, 9, . Como 

puede observarse en l a  f i g :  9, a 0.01 M el acuerdo en t re  HNC/MS < y  
- - 

PB es razonable. S in embargo, para Oil M y 1.0 M, l a s  d i fe renc ias  

son apreciables.  i!lo así para los coiones en l a  f i g .  10, donde - l a s  

d i f e renc ias  para ambos resul tados e s  so lo  apreciable a 1.0 M. Por 

- 
- 

o t r a  p a r t e  y de acuerdo a l o  esperado, l a  suma de l o s  valores para 

l a s  adsorciones de coiones y contrar iones para un mismo rad io"  de l  

c a p i l a r  y concentración coincide con l a  correspondiente densidad 

de carga superf i c i  a l  . 

D e  este conjunto de grá f icas  observamos l a s  s igu ientes 

ca rac te r l  s t i c a s  general es: 

- Al aumentar la concentración en e l  bu l to ,  se- reduce el 



\ 

e s p e s o r  d e  l a  d o b l e  capa ,  se i n c r e m e n t a  l a  d e n s i d a d  ‘ d e  c a r g a  

i n d u c i d a  e n  l a  s u p e r f i c i e  i n t e r n a  d e l  c a p i l a r  y po r  t a n t o  t a m b i e n  

l a s  a d s o r c i o n e s  isotdrmicas d e  c a r g a .  Por  el c o n t r a r i o ,  se r e d u c e  

el p o t e n c i a l  electrostático - promedio vm a l a  d i s t a n c i a  de máximo 

acercamiento de  los  i o n e s  con l a  p a r e d  i n t e r n a  d e l  c a p i l a r .  A S 1  
- 

m i s m o  se i n c r e m e n t a n  l a s  - d i f e r e n c i a s  e n t r e  los  r e s u l t a d o s  

o b t e n i d o s  d e  HNC/MS y PB e n  t o d a s  l a s  c a n t i d a d e s  most radas .  
1 

i n d e p e n d i e n t e m e n t e  d e l  v a l o r  d e  l a  c o n c e n t r a c i ú n  e n  el 

b u l t o ,  se o b s e r v a  q u e  l o s  v a l o r e s  d e  l as  d e n s i d a d e s  d e  c o n t a c t o  

son  mayores e n  HNC/MS que  los c o r r e s p o n d i e n t e s  v a l o r e s  d e  FE, l a  

d e n s i d a d  d e  c a r g a  s u p e r f i c i a l  i n d u c i d a  sobre l a  p a r e d  d e l  c a p i l a r  

es mayor e n  HNC/MS que  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  d e  Pa. Por el c o n t r a r i o ,  

l o s  p e r f i l e s  d e l  p o t e n c i a l  electrostático promedio d e  PB se 

e n c u e n t r a n  p o r  encima d e  los  c o r r e s p o n d i e n t e s  HNC/MS, i g u a l m e n t e  

p a r a  el p o t e n c i a l  electrostático promedio vm. Fina lmen te ,  el 

e s p e s o r  de l a  d o b l e  capa  o b t e n i d a  d e  PB es mayor que  el 

c o r r e s p o n d i e n t e  HNCíMS, obse rvandose  m a 5  d e s t a c a d a m e n t e  p a r a  a l t a s  

c o n c e n t r a c i o n e s .  

- - 
- - En l a s  f i g s .  1 1 3  12 y 13 se - muest ran  los  p e r f i l e s  d e  d e n s i d a d  - 

d e  c o i o n e s  y c o n t r a i o n e s  p a r a  d i s t i n t o s  radios d e l  c a p i l a r ,  R = 1, . 

4, 1.0 y 200 u, y un p o t e n c i a l  e n  l a  s u p e r f i c i e  i n t e r n a  d e l  c a p i l a r  

d e  QS mV. La  c o n c e n t r a c i d n  d e  c o n t r a i o n e s  se i n c r e m e n t a  confo rme  

d i sminuye  el radio i n t e r n o  d e l  c a p i l a r .  La c o n c e n t r a c i ó n  de 

c o i o n e s ,  p o r  el c o n t r a r i o ,  disminuye.  E s t e  compor tamiento  se hace 

mas e v i d e n t e  conforme se disminuyen l a s  c o n c e n t r a c i o n e s  d e l  

e lec t ro l i to  en el b u l t o .  F i n a l m e n t e  o b d r v e s e  que  p a r a  c a p i l a r e s  

pequeños la concentración de b u l t o  no se a l c a n z a  en el i n t e r i o r  

d e l  capi lar .  
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En las figs. 14, 15 y 16 SE: muestra el potencial 

el ectrostático promedio para diferentes radios del capi 1 ar e 

iguales condiciones electrostáticas a las de las figs. 1 1 ,  12 y 13 

respectivamente. Para capilares pequeños y bajas concentraciones, - 

fig. 14 y 15, ~l potencial electrostático promedio en el interior 

del capilar no se anula. Para altas concentraciones s u  

comportamiento deja de 5er nonotónicc, presentando oscilaciones 

alrededor de O mu, f i g x  16. 
$ 3 

De estas figuras comparativas en función de las dimensiones 

del capilar, se obtienen la5 siguientes caracterlsticas generales: 

- Conforme se disminuye el radiG internc del =c~ilar!, se 
incrermnta la densidad F r m e d i c  y ~l potencial electrostático 

pt-crizdio en sit interior, 

- Las densidades 'do ror,tacto varlan muy poco t 3 3 % )  al 

pasar dc c n  c a p l l s r  de radic - mL8y g r a n d e ,  R = 0 0 ,  d L:ZC p e q u e R o 5  R 

d 

= 4a. Sin embargo, EEjtas diferencias se intensifican para radiD5 
- 

scrmamente pfqüenos, R == 4 a  + lu, principalmente para  altas 

ccncentraci ones, 
- - - 

- Para capilares grandes y altas cckentraciones el 

potencial. electrostático promedio presenta oscilaciones alrededor 

de cero. 

En ? E S  figs. 17 y 18 sa muestran los resuitados HNC/MS y Pi3 

para los perfiles de densidad y potenciwl electrostático promedio, 

respectivamente, paro una c o n c e n t r a r i b n  de 0.1 M en el interior d a  

un capilar de r a d i o  R = .a y diferentes pctenciales en la 

superficie i n t e r n a  d e l  capilar, 95, 160 y 215 mV. Las difercncias 

entre los perfiles de d e n s i d a d  de Ics contraiones HfZC/MC y PS S E  
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hacen mas significativas conforme se incrementa el potencial en l a  

superficie interna del capilar. Por el contrario, los perfiles de 

los coiones en ambas teorf as son practicamente identicos, 

constantes -e iguales a cero. 

~ 

_ _  
En la fig. 18 se muestran los perfiles del potencial 

electrostático promedio correspondiente a la fig. 17, en donde 5e 

observan diferncias significativas entre los perfiles HNC/MS y PE 

solo a 215 mV. 

3 

En la fig. 19 se muestra la adsorci6n isot6rmica de coiones y 

contraiones como función del radio del capilar-, para un 

electrollto a una concentraci6n de 0.01 M y potencial en la  

superficie- interna de 160 mV. Como puede observarse, y de acuerdo 

a lo mencionado en la fig. 9,- se presentan diferencias apreciables 

entre l a s  adsorcioncs de los contraiones HNC/MS y PB. Por el 

contrario las adsorcicnes de los coiones en ambas teorlas s a n  

practicamente indistinguibles (ver fig. 9 ) .  

- - 
En la fig. 20 5e.muestra la densidad de carga superficial 

inducida en la pared interna del capilar como función de su radio 

para diferentes potenciales en la superficie. Obsérvese 4ue p a r a  

PS mU el comportamiento de las curvas e5 similar al presentado e n  

la fis. 7. Sin embargo, conforme se incrementa el potencial 

superficial, las diferencias entre ambas teorías se hace cada vez 

mas evidente. Se muestra interesante el comportamienta que 

presenta para 213 mV en capilares cuyo rad io  =e encuentra entre 2 

y 6 r. En la figura se ha interrumpido la curva en R 2.52- p o r  

razones de precentaci6n, ya que para este tamaño del capilar l a  
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d e n s i d a d  de c a r g a  s ~ i p e r f i c i a l  toma Lth v a l o r  de 1,s C/m2. Cabe 

menc iona r  que este c c m p c r t a m i e n t o  y a  ha s i d o  o b s e r v a d o  e n  un 

<u> e lec t ro l i t o  i n m e r s c  e n t r e  d o s  p l a c a s  p l a n a s  c a r g a d a s  . 

En l a  f i g .  21 se m u e s t r a  el p o t e n c i a l  electrost.ático promed io  

como f u n c i ó n  d e l  i n v e r s o  d e l  raciio i n t e r n o  del c a p i l a r ;  p a r a  

l a s  m i s m a s  c o n d i c i o n e s  electrostáticas de l a  f i g .  30. Nuevamente,  

- 

Iys 

hay d i f e r e n c i a s  s i g n i f i c a t i v a s  e n t r e  l o s  r e s u l t a d c ~  HNC/MS y FB 

confo rme  se i n c r e m e n t a  el p o t e n c i a l  s u p e r f i c i a l .  O b s e r v á n d o s e  una  

c a l d a  d r á s t i c a  d e l  p o t e n c i a l  para UT! p o t i - n c i a l  e n  l a  s u p e r f i c i e  de 

215 mV y r a d i o  d e l  c a p i l a r  pequellos.  c \1  i g u a l  q u e  e n  l a  f i g .  20, 

p o r  r a z o n e s  de p r e s e n t a c i ó n ,  se i n t e r r u n p i o  l a  c u r v a  a i r = d e d o r  d c  

l/(R/r) = 0.0, e n  donde  yl toma un v a l o r  de -5OOmV. 
Ii 

En la f i g .  22 SE m u e s t r a  le; d e n s i d a d  de carga s u p e r f i c i a l  

rcmc l ~ r = i ó -  c l ~ l  r z d i o  d c l  c a p i l a r  ;z.rz L r  elecrclitc .I. *. !" C!P 

f 

.. 

concertrsciór y d i f e r e n t e s  p o t e n c i a l e s  s u p e r f i c i a l e s .  LSC 

- 
d i f e r e n c i a s - e n t r e  l o s  r e c u l t a b o s  HI\!C/MS y PE s o n  más evidentes 

confo rme  se i n c r e m e n t a  el p o t e n c i a l  s u p e r f i c i a l ,  61 i g u a l  que en 
- 

l a  f i g .  2(3,-se m c r c s t r a ,  aunque  de fo rma  m á s  s u t i l ,  u n a  d i s t o r c i ó n  ! 
1 

. d e  l a  c u r v a  para p o t e n c i a l e s  g r a n d e s  y c a p i l a r e s  pequeños .  f 

En l a  f i g .  23 se m u e s t r a  el p o t e n c i a l  Electrostát ico promedio ! 

t o m 5  f u n c i ó n  d e l  i n v e r s o  d e l  r a d i o  d e l  c a p i l a r  para l as  m i s m a s  

c o n d i c i o n e s  e l ec t r a s t á t i ca s  d e  l a  f i g .  2 2 .  Nuevaner.te, la¿ 

d i f o r e n c i a s  entre 105 r e s u l t a d o s  HNC,'MS 'r' PD SE hacen K I S  

e v i d e n t e s  conforme se incrementa E! p o t e n c i a l  sc:,i;a-f i c i a l .  Para  

150 mV, y a l  i g u a l  qi:S en  IC: - f i c .  21 l a  curva pr-cc,er.ta u n a  

d e s v i a c i 6 n  de su comportamiento mcrn6tano c r e c i e n t e  p a r a  rc'di os 

7c 
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pequefios ,  aunque  d e  forma menos e v i d e n t e .  

En l a s  f i g s .  24 y 25 se mues t r an  los p e r f i l e s  d e  d e n s i d a d  y 

p o t e n c i a l  e lectrostát ico promedio  d e  un e lec t ro l í to  a una 

c o n c e n t r a c i b n  d e  1.0 M e n  el i n t e r i o r  d e  un c a p i l a r  c i l l n d r i c o  de 

- r a d i o  i g u a l  a 4u p a r a  d i f e r e n t e s  p o t e n c i a l e s .  En l a  f i g .  24, l a s  

d i f e r e n c i a s  e n t r e  105 r e s u l t a d o s  HNC/MC Y PB s o n  

s i g n i f i c a t i v a m e n t e  d i f e r e n t e s  t a n t o  p a r a  c o n t r a i o n e s  como p a r a  

c o i o n e s .  E s t a  d i f e r e n c i a  es aún mayor e n  los  p e r f i l e s  d e l  

p o t e n c i a l  elect.rostático promedio  d e  l a  f i g .  25. En c o n t r a s t e  con  

el c o m o r t a m i e n t o  monótono d e  l o s  p e r f i l e s  o b t e n i d o s  d e  l a  t e o r í a  

d e  FB. los c o r r e s p o n d i e n t e s  a HNC/MS p r e s e n t a n  leves . o s c i l a c i o n e s  

alrededor d e  O mV, m á s  p r0nunc iada . s  confo rme  se i n c r e m e n t a  el 

I 

I 

II 
1 

/ I  

, I 

I 

I 

i 

I 
1 

! 
1 

p o t e n c i a l  s u p e r f i c i a l .  

- 5 -  l a s  f i g s .  26 y 27 se p r e 5 e n t . m  l a  densid-kd d e  carga 

s u p e r ' i c i a l  Q y el p o t e n c i a l  e lectrostát ico p romed io  vH como 

f u n c i 6 q  de l  tamano de l  c a p i l a r ,  p a r a  las: c o n d i c i o n e s  

- 
t 

- 
electrDstát icas  d e  l a s  f i g s .  24 y 25 a n t e r i o r e s .  La5 d i f e r e n c i a s  

e n t r e  l o s  r e s u l t a d o s  - o b e t e n i d o s  d e  HNCfMS y PB se E5 

d e  n o t a r ,  s i n  embargo,  q u e  a p e s a r  d e l  compor t amien to  r e g u l a r  de 

magnif i c a n .  
- 

l a  d e r . s i d a d  d e  c a r g a  p a r a  un p o t e n c i a l  s u p e r f i c i a l  d e  95 mV, l a  

c o r r e r r o n d i e n t e  c u r v a  d e l  p o t e n c i a l  d e  m á x i m o  a c e r c a m i e n t o  d e  los 

si m a n t i e n e  el c o m p o r t a m i e n t o  s e f í a l a d o  i o n e s  3 l a  p a r e d ,  

a n t e r i o r m e n t e  e n  las f i g s .  21 y 25. 

'vd 

F i n a l m e n t e ,  e n  l a  f i g .  28, se p r e s e n t a  l a  a d s o r c i 6 n  

i s o t e - i c a  d e  c o i o n e s  y c o n t r a i o n e s  como f u n c i b n  d e l  radio d e l  

c a p i l e -  para una  c o n c e n t r a c i 6 n  d e  1.0 M y p o t e n c i a l  e n  la 
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s u p e r f i c i e  i n te rna  de 20 mV. Como puede observarse l a  d i f e renc ia  I 
i 

en t re  l o s  resul tados HNC/MS y PB t an to  para l a  adsorción de 

coiones como de contraiones es apreciable, pr incipalmente en esta 1 

- ú l t ima.  

- 
De este ú l t i m o  conjunto de f i g u r a s  comparativas observamos l o  

s iguiente:  

- Conforme se incrementa e l  potenc ia l  e l e c t r o s t á t i c o  en 

l a  s u p e r f i c i e  i n te rna  del  cap i la r ,  aumentan l o s  valores de l a  

densidad de contacto, a s i  como tambien se incrementa l a  densidad 
~ i 

de carga s u p e r f i c i a l  y e l  potenc ia l  e l e c t r o s t á t i c o  promedio vm. ‘ I  

- Para a l t o s  potenciales y drásticamente para bajas 

concentraciones, se observa un comportamiento i r r e g u l a r  t a n t o  de 

l a  densidad de carga s u p e r f i c i a l  como del  potenc ia l  e l e c t r o s t á t i c o  

promedio y, en cap i la res  muy pequenos. t 

SI 

- A l  incrementar e l  potenc ia l  superf  ic ia.1 aumentan l a s  

d i+erenc ias en t re  l o s  resul tados HNC/MS y FB. 

De todo l o  an te r io r  concluimos que para a l t a s  

concentraciones, a i t o s  potenciales y capi  1 ares pequeños 1 as - - 

d i f e renc ias  en t re  l o s  resul tado HNC/MS y PB son s i g n i f i c a t i v a s .  
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- Se d e r i v a r o n  l a s  e c u a c i o n e s  p a r a  l a  electrostAtica de 

un f l u i d o  c a r g a d o  e n  l a s  v e c i n d a d e s  d e  un capilar de  g e o m e t r í a  
- 

c i l d n d r i c a ,  asi como las  e c u a c i o n e s  Msc/)(s y PB p a r a  d e s c r i b i r  l a  

e s t r u c t u r a  de d i c h o  f l u i d o .  
3 

Se desarrolló un  p rograma  c o m p u t a c i o n a l  d e  E lemen to  

F i n i t o  p a r a  r e s o l v e r  l o s  Sistemas d e  e c u a c i o n e s  i n t e g r a l e s  

o b t e n i d a s  a p a r t i r  d e  l a  teoría. 

-Se r e s o l v i e r o n  estas e c u a c i o n e s  p a r a  un f l u i d o  d e  i o n e s  

p u n t u a l e s  y p a r a  el WPR d e  un e l e c t r o l l t o .  

-Se a n a l i s 6  l a  d e p e n d e n c i a  de l a  e s t r u c t u r a  d e l  f l u i d o  

como f u n c i ó n  d e  l a  V a l e n c i a  d e l  e lec t ro l l to ,  s u  c o n c e n t r a c i ó n ,  y 
- 

como f u n c i b n  d e l  radio y l a  d e n s i d a d  de c a r g a  i n t e r n a  d e  c a p i l a r .  

Se o b s e r v a r o n  i m p o r t a n t e s  d i f e r e n c i a s  e n t r e  l a  t eor ía  PB y HNCVHS. 

-. 

E s t n s  d i f e r e n c i a s  e s p e r a m o s  mod i f iquem d e  manera ,  q u i  sas 
- 

i m p o r t a n t e ,  r e s u l t a d o s  establecidos p a r a  el t r a n s p 0 r t . e  d e  f l u i d o s  

c a r g a d o s  e n  c a p i l a r e s  c i l l n d r i c o s  a p a r t i r  d e  l a  ecuaci6n d e  PB. 

En el f u t u r o  es n u e s t r a  i n t e n s i ó n  u t i l i z a r  l a s  f u n c i o n e s  de 

d i s t r i b u c i ó n ,  a q u í  ob t . en idac ,  para c a l c u l a r  p r o p i e d a d e s  de 

t r a n s p o r t e .  S i n  embargo  queremos  h a c e r  n o t a r  q u e  el mero c á l c u l o  

d e  l a  e s t r u c t u r a  d e l  f l u i d o  e n  una  c a v i d a d  c i l í n d r i c a  es 

a c t u a l m e n t e  d e l  mayor i n t e r é s  e n  el campo de l a  Teoría  d e  F l u i d o s ; .  

Cons ideramos  PUBS, el c d l c u l o  de un f l u i d o  en  el i n t e r i m -  de una 

c a v i d a d  c i l í n d r i c a  una  c o n t r i b u c i ó n  i m p o r t a n t e  e n  sí miSr ; . .&.  
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APENDKr=EA 

Potencial electrostático p r o d i o  (O),(tP> 

para el capilar cilíndrico. 

- 

Notación: 

D e  a c u e r d o  a l a  f i g .  (1 ) :  

Región  V: x 1 t + d + a 

Región  IV:  t + d + a/2 I x t + d + a 

Región  111: t + a/2 1 x I t + d + a/2 

Región  11: t I x I t + a/2 

Región  I: O I x I t 

Par á m e  t r os : 

u : D i á m e t r o  i 6 n i c o .  

d : Grosor d e  l a  p a r e d  d e l  C a p i l a r .  

t t D i s t a n c i a  d e  m á x i m o  a c e r c a m i e n t o  a l a  p a r e d  

d e l  c a p i l a r .  

E : C o n s t a n t e  d i e l é c t r i c a  d e l  s o l v e n t e .  

o : Densidad  d e  c a r g a  s u p e r f i c i a l  en  l a  p a r e d  e x t e r n a  
O 

d e l  c a p i l a r .  

o : Densidad  de carga s u p e r f i c i a l  e n  l a  p a r e d  i n t e r n a  
t - - 

del. c a p i l a r  . 
: P o t e n c i a l  .electrostático e n  l a  p a r e d  e x t e r n a  d e l  Y3 

c a p i  1 ar. 

vt : P o t e n c i a l  electrostático e n  l a  p a r e d  i n t e r n a  d e l  

c a p i  1 ar. 

e : C a r g a  d e l  e lec t rh .  

p,, : P o t e n c i a l  e lec t ros tá t ico  a un r a d i o  i ó n i c o  de l a  

p a r e d  e x t e r n a  d e l  c a p i l a r .  

: P o t e n c i a l  e lec t ros tá t ico  a un r a d i o  i ó n i c o  de la 'h 

1 

i n t e r n a  



pared interna del capilar. 

vd : Potencial electrostitico en e! centro del capilar. 

: Carga en la superficie externa del capilar. 

Q~ : Carga en la superficie interna del capilar. 

qin : Carga del electrolito int.erior al capilar (DC). 

: Carga del electrolito exterior al capilar (DC) 

90 

Qex 

Funciones: 
5 

yri(x) : Fotencial electrostático promedio en la t-ésima 

regi6n (i=1,2,3,4,5). 

( x )  : Perfil de la densidad de carga de la doble 
~a(d 

capa del capilar. 

Operador e s  : 

T? : Laplaciano en coordenadas cilíndricas con simetrla 
axial: 

La ecuacion de Poisson se aplica en ras regiones 

exista electrollto. (Regiones V y I ) :  - 

La ecuaci6n de Laplace, en las regiones donde no 
electrollto. (Regiones IV, I 1 1  y 11) .  

( 1 - A )  

donde 

- 

exista 

( 3 - A )  

Regi6n V: De l a s  ecs. ( I - A )  y (2-&), con las condiciones a la 

frontera 

2 



5e obtiene 

Integrando de x a QT y haciendo uso de (V. t i ) :  
~ 

Integrando de nuevo, de x a QT y haciendo uso de ( V . t ) :  

W .c, 

( 5 - A )  

(6-A)  

(7-A)  

Integrando por par tes  e l  miembro derecho de l a  e c u a c i h  anter ior ,  con: 
1- 

(8-A) 

tenemos 

D e i a r r o l l  ando tenemos f i n a l  mente 

R e g i 6 n  IVs  De l a s  ecs. ( I - A )  y (3441, con l a 5  condiciones a 
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la f rontera  

Integrando l a  ec. de Laplace tenemos 

Integrando de nuevo 

d x  

( I V .  i )  

( I V .  i i )  

i 

( 1 2 - A )  

(134) 

Haciendo uso de ( I V . d ) ,  ( 1 V . i i )  y la ec. (12 -A)  tenemos 
O0 

00 

Q 

Finalmente 

í 1 8 - A )  



Como ve = v4(x=t+d+a/2) : 
a0 

( 1 9 - A )  

Expresemos a v ( x )  en términos de otros parámetros. De la ley 

de GaussQU: 

4 

3 

( 2 0 - A )  

Haciendo uso de la ec. ( 1 6 - A ) ,  en términos de las densidades de 

carga u y o obtenemos 
O t 

Como bP& (Y )  es la densidad de carga volumétrica del 

Sustituyendo en la expresih para el campo eléctrico y de la ec. 

t 

Haciendo uso de la ec. ( 1 2 - A )  para x = t+d+u/2 e integrando de t 

+ d + a/2 
t 

Tengamos presente que por electroneutralidad 9; +qt +qin +qox= O ;  
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o b i e n ,  e n  términos d e  l a s  d e n s i d a d e s  d e  carga S u p e r f i c i a l :  
od 

f 

(25-A)  

I - 

I 
Regícln 111% D e  las  ecs. (1-A)  y ( 3 - A ) ,  c o n  las  c o n d i c i o n e s  a 

-- - l a  frontera 

D e  l a s  ecs. ( 1 2 - A )  y ( 1 6 - A ) ,  tenemos  que 

00 

I n t e g r a n d o  d e  t +d + al2 a x ,  y h a c i e n d o  uso d e  (111 .  t )  

- tcdta  
S u s t i t u y e n d o  l a  ec. ( 1 9 4 )  y agrupando t e r m i n o s  - 

6 

( 2 8 - A )  

( 2 9 - A )  

€ 
o e v a l u a n d o  e n  l a  ecs. (28-CI) y ( 2 5 - A )  obtenemos r e s p e c t i v a m e n t e  

6 

I 



I 
m 

- -  - 
y como en la región t I x I t+d+tz , p c d ( y )  = O, la ecuacibn 

i 
anterior toma la forma - 

t 
(32 -A)  

Reg16n I I t  D e  l a s  ecs. (1-a) y ( 3 - A ) ,  con las condiciones a 

la frontera 

Sustituyendo la ec. ( 2 6 - A )  evaluada en x = t + u12 en la ecuación 

ant er i or - 
- - 

l a 

Haciendo uso de la ec. (25 -A)  tenemos, 

Considerando que en la región t I x I t+d+a, p,,(Y) 0: 

7 

(35-A) 



I n t e g r a n d o  l a  ec. d e  L a p l a c e  y h a c i e n d o  uso d e  l a  e c u a c i ó n  

t 

F i n a l m e n t e ,  i n t e g r a n d o  d e  x a t + u/2: 

,i 
<' 2 

( 3 7 - A )  

í 3 8 - A )  

f r o n t e r a  

Región I t  D e  l a s  ecs.  ( 1 - A )  y ( P A ) ,  c o n  l a s  c o n d i c i o n e s  a l a  

( I .  i )  

( I .  i f )  

- 

tenemos:  . 

I n t e g r a n d o  l a  e c u a c i b n  d e  Poisson d e  x a t y s u s t i t u y e n d o  l a  

ecuac ib  a n t e r i o r  

t 

8 



Integrando nuevamente de x a t :  

Integrando por par tes  l a  ú l t ima i n t e g r a l  de l a  ecuaci6n a n t e r i o r ,  
I 

con: 

f t memos 

Desarro l l  ando y sust i  tLyendo (I i )  t 

- 
Finalmenite agrupando t4rminos: .I 

fi continuación se presenta un resumen de expresiones. 

( 4 3 - A )  

I 

. 



Res-n del  A p e n d i c e  A. 

;L- 

P= 

L 

(t+J+") X 

.o 
r 

t 
I 

3- 
3 

f 

10 

c 47-A) 

- 

c48-A) 

c &-A3 

c 51 -A) 

C S 2 - A )  

c 53-A) 



L 

C 54b-A3 



I - '  

APENDKXB 

P o t e n c i a l  el ectrostát f co capi 1 ar -i on. 

- I. Región x 2 t + d + a/2 : 

De la Ley de Gauss-': _- - 

Como además, 

x 

Sustituyendo e integrando, tenemos finalmente: 

Como se observa de la f i g .  1 . A ,  y aplicando la Ley de Gauss 

en las  regiones A, E y C ,  

(3-E) 

12 



(4-8) 

i 

FiíJURA A. A. 

Como en este  caso 0 I x I t + a /2 ,  dividamos la integral 

Süstituyendo l a s  expresiones de E Em y Ec9 A '  
r j c d d  "/z 

Integrando y agrupando términos tenemos finalmente: 

13 



1 I 
i 

Motacióm 
Y 2  s = rz* +x= + y= -sxycosp1 

2 A = x 

e = ta  - x -y + Sxycospl 

+ y* - SxycOSp 

a / 2  
O 

I t  
O 

ou 

Denotando 

* 

Eva1 uemos - 

O 

Por I' tenernos: 
O 

T m 

5 
<+e primeramente la i n t e g r a l  respecto a z 

Luego entonces:-, , rn 

Denotando por a ' y  b' a : 

tenemosa*, 

14 

1 
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Sustituyendo en I: y ésta en I tenemos finalmente: 
O' 

J I  
O 

'2 

Directamente tenemos: 

(2-C) 

! 

aa ~ 

J, = O [sd. 

Haciendo uso de fA e integrandoq9, 

15 



'2 

Agrupando, tenemos finalmente: 

20 

J,- \e 
s 

Sustituyendo la expresi6n de s y utilizando la definición 

anterior de 6 ,  se tiene que: 
,¿o 

Integrando-, 

Evaluando y agrupando, tenemos finalmente: 

J, = O \ ~ 3 &  

Sustituyendo s y haciendo uso d e  A: 

O 

16 

(4-C) 



r 

Integrandoue, 

Evaluando . I  

Agrupando t&rminos, tenemos finalmente: 

17 
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KCx,y> y LCx,y> en los casos iíndtest 

x - O  y/o y m 0  

Como 5e mencionó e n  l a  o b t e n c i 6 n  d e  los  límites de 

i n t e g r a c i ó n  t y po tecs. (21) y (2211, i n v o l u c r a d o s  e n  l a s  

e x p r e s i o n e s  d e  los  k e r n e l e s  K ( x , y )  y L ( x , y ) ,  debemos t ra ta r  de 

- 

- 

O 

5 

fo rma  e s p e c i a l  los  casos -0 y í o  y=O, por  l a  s i g u i e n t e  razón:  

estos k e r n e l e s  t i e n e n  l a s  fo rmas  g e n e r a l e s  de l a s  ecs. (26) y 

(31) , donde p es t i  dado por 
O 

1 

Como se h a  c o n s t r u i d o  una -malla cuyo o r i g e n  se e n c u e n t r a  

p r e c i s a m e n t e  e n  el c e n t r o  d e l  c a p i l a r ,  e x i s t e  la* p o s i b i l i d a d  de 

que x y i o  . y s e a n  nulas, en cuyo caso p0 p r e s e n t a r í a  una 

d i v e r g e n c i a  matemática, e s p e c i f i c a m e n t e  e n  el c á l c u l o  d e  g w ( x )  

p a r a  l a  r e g i ó n  i n t e r n a  d e l  c a p i l a r .  Abordemos el problema por  

casos: 

Este caso se mues t r a  e n  l a  f i g .  l . D ,  en  donde se o b s e r v a  que: 

2 (1-D) de  aqui que l a  c o n d i c i d n  5' 1 a imp l iqua  q u e  z, este dado 

por:  

en l a  c u a l  ha desaparecido l a  d e p e n d e n c i a  e n  p. Denotemos por I. a 

l a  i n t e g r a l :  

18 
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.. . 

FI(IURA LD. 

Sustituyendo 1~ ec. (41, 

d@l  Observese que en e l l a  aparecen l a s  in tegra les  Jo, f a  Y Jb. 

Clphdice C. Retomando dichas expresiones y evaluandolas para se de - - 

20 

, _  

tenemos: 
*O jdP = J-. 

O 
?O 

O 



S u s t i t u y e n d o  estas i n t e g r a l e s  e n  l a  ec. (3-D), t e n e m o s  que: I 1 

_ _  
S u s t i t u y e n d o  I, en K ( x , y )  

3 <-a 
(4-D) 

o 
C o m o '  puede  o b s e r v a r s e  t a n t o  I como K ( x , y )  son  f u n c i o n e s  

e x c l u s i v a s  d e  l a  v a r i a b l e  y ;  e n  c u a n t o  a l a  i n t e g r a l  e n  p 

volveremos  a e l l a  m á s  d e l a n t e .  

Denotemos po r  I: a l a  i n t e g r a l :  

z e  

1:' cd'(s)dt 
a 

S u s t i t u y e n d o  l a  ec. (51, 

Obsérvese  q u e  e n  e l la  a p a r e c e n  l a s  i n t e g r a l e s  Jo. Ji Y Js del 

Apgndice C ,  y d e  l a s  * c u a l e s  l a s  d o s  p r i m e r a s  ya se u t i l i z a r o n  p a r a  

l a  e v a l u a c i ó n  d e  I ; re tomando d i c h a s  e x p r e s i o n e s  y eva luando  

p a r a  I dado  p o r  l a  ec. (2-D) t e n e m o s :  
Jz m 

O 
30 

\$ = 
O 

S u s t i t u y e n d o  es tas  i n t e g r a l e s  e n  l a  ec. (S-D), 

'i 



Sustituyendo I d  en L ( x , y ) ,  o 

o r 

/ 
Obsérvese que al igual  que en I Imr es función exclusiva de y .  

e' 

Para concluir este primer caso, obordemos l a s  integra les  en 

p. Como se observa en l a  f i g .  2.D' independientemente del  valor 

que tome la 

P Y interseccibn entre  los iones ex is te  para todo valor de 

además (os cínica; luego entonces p O = n.  Haciendo uso de este 

ys siempre y cuando sea t a l  que y < as el "área" de 

r 

hecho, las expresiones ( 4 - D )  y (&als I-e~ernos 

K ( x , y )  y L(x,y) toman la forma: - 

finalmente que 

FIOURA 2 . D  

2 1  



E s t e  caso se mues t r a  en l a  f i g .  3.D, e n  donde se o b s e r v a  que, 

d e  a q u í  que  l a  c o n d i c i ó n  s I CY i m p l i q u e  que  z este dada  por: 
O 

Observando l a  s imetr la  e n t r e  l a s  ecs. (1-D) y (9-D), (2-D) y 

(lO-D), conc lu imos  que  l a s  i n t e g r a l e s  Is e Ir c o r r e s p o n d i e n t e s  a 

este caso, s e r á n  i g u a l e s  a l a s  d e l  caso a n t e r i o r ,  s610 hay que  

cambiar  y p o r  x ,  

t 

y e n  p r i n c i p i o ,  

o / 
pero como e n  este caso y= O, 

i 

22 



-.- I 

1 

v x  
: I  

- I  
2 

;1 ____c .:? 

de aquí que l a  c o n d i c i ó n  s I a, i mpl i que que z o 

(14-Dl 

este dada por, 

Retornando la definición de I., ec. (3-1)) , y en vista de que se 

t i e n e n  i n t e g r a l e s  d e  polinomios m u y  sencillas, d i r e c t a m e n t e  

obtenemos: I 

s i n  embargo, al igual que e n  el caso a n t e r i o r ,  

. 
23 



(16-Dl , 

para x = y e  

Retomando l a  d e f i r i i c i h  de iy9  y de l a s  ecs. (14-D) y ( í e J - D I p  

tenemosp 

y al eva luar la ,  

La divergencia observada en e l  Ctltimo término no genera ningun 

problema, ya que al s u ~ i t i t ~ i r  en L(x,y) 

qufe 

Lec. (6-DI3, y en v i s t a  de 

y = O, tendrlnmos un término de la fo rma O i n ( r ) )  = L n ( O o )  

tnt l )  = O, luego entonces: .. 
- 

(17-DI 

para x=y=Q 

FXCSURA 4.0.  

I 
4 '  

I 
i . 



1 

diferentes de cero sólo en el caso en que y # O, lo cual es 

congruente en el sentido de que sblo en el primer caso l o s  "iones 

I y I* contribuyen a la función de distribución "radial" g w ( x ) .  Por 

otra parte, hemos mostrado que l a s  aparentes divergencia no +ueron 

tales, por el contrario en Bstos casos límites los  kerneles tienen 

formas perfectamente bien definidas. 
- 

__ - 

. 

i 

25 



ApENolcE E 

Cálculo de f l j .  

f r k  
De las ecs. (111-28) y (111-301, sabemos que w,- f y 

est ln dadas por: 
~ 

-- - 

-7 

Luego entonces, como: 
d 

En v i s t a  de .que tanto o. como f .  dependen de 

ecuaci6n -anter ior  es equivalente a, 
- 1 L 

Derivando, 

(3-E) 

(4-E) 

dos indices, la 

- 

(5-E) 



1 r 
1 

Efectuando l a s  sumas, tenemos finalmente: 

(8-E) 

-1 

Ahora bien, a l  u t i l i z a r  l a  expresión an te r io r  en l o s  cá lcu los 

de cómputo deberemos tener presente e l  juego de ind ices  s igu ien te  

, de las ecs. (1-E) y (2-E): 

- S i  f i  es impar a = 1 y (3 = (t+1)/2 

- Si f i  es par a = 2 y (3 = i / 2  

Similarmente, 

- S i  o. es impar s = 1 y L = ( j+1) /2  

- S i  a. es par s = 2 y L = j i 2  
J 

J .. 
- 

Luego entonces, para las  combinaciones pos ib les de índ ices 
- 

tenemos l a s  s igu ientes reglas: - - 

1. V t , j  impares: 

2. V t, j pares: 

1- a_ 
a 

3. V t impar y j par: 

A=&- * & I ;  S = a  
/ 

4. V t par y j impar: 

/ P =  5- 
27 
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