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i
j. Introduccién.

Los materiales porosgs en contacto con fluidos se encuentran
presentes en una gran variedad de sistemas de interés cientifico y

9, Son ejemplo, el paso del agua a través de arena o

tecnulégi:o‘
tierra, de importancia paria 1la agringtura, mantos acuiferos y de
hidrocarburos que subyacenjen la corteza terrestre, materiales
cataliticos (zeolitas) y transmisién sinaptica.

Eh todos estos sistehés, el estudio de la estructura vy
propiedades de transporte de un'fluido en medios porosos es de la
mayor relevancia. En particular, el estudic de soluciones
‘electroliticas en poros ciﬁindricos es importante, tal es el caso
de los caﬁales idnicos en ﬁas membranas celularesa% A manerg .de
ejemnlo permitasenos desrcribir, brevemente, €! pape! de lac
soluciones electroliticas én los canales idnicos de las neurénas.

Loe canales iénicos, son poros macromoleculares en- las
membranas celulares Yy son 105 elementos de excitacidédn fundamental
mas obvios ?n las membranaé de las célulag excitables (neuron;).
Dentro de las funciones mié conocidas de los canales iénicés se
incluyen: el establecimiénto de potencial es de membranas,
intercambio de sefNales eléttricacs, portones del flujo de iones
mensa jeros de Ca2+, controi del volumen celﬁlar Y la‘regulaCibn de
flujos netos de iones a tr%vés de las celulas epiteliales. |

A pesar de gue la teo%la de poros en membranas se inicia con
los trabajos de Ernest Bru&kea” en 184=, hasta antes de 1la década

de los cincuentas esta teoria era considerada como una hipdétesis

mds entre algunas otras y $6lo despues del advenimientq de las

| =
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trazas radiactivas se ha .podido responder al respecto de su
existencia. La membrana'se presenta como una red o matriz de
lipido 'con-' di ferentes sitios de transporte, "poroé" Yy
"acarreadores"” o "bombas”. El estudio de estos mecanismos de
transporte, a pesar del avance en bioquimica de membranés sigue
estando basado en mediciones casi exclusivgéente de— £1ujosan Un
sistema ad hoc para Qisualizar los diferentes mecanismos de
transporte y en especial los canales iénicos es la neurona“ﬂ

El funcionamiento del cerebro depende del flujo de
informacién a través de elaborados circuitos consistentes de redes
de neuronas. La informacidén pasa de una célula a otra por puntos
de contacto especializados llamados sinapsis. En una sinapsis el
Aaxén suele dilatarse para formaf un botédn terminal, que es la
parte de la unidén que liberg la informacién. A la 1llegada de un
impulso nervioso al botédn terminal, algunas -de las vesiculas
descargan. su contenido en la estrecha hendidura que separa el
bot;n de la membrana de otra dendrita celular, destinada a recibir
el mensaje gquimico.

La membrana de la neurona., como la membrana externa de todas

las células, tiene un espesor de unos cinco nandmetros y consta de

dos capas de moléculas lipidas. Lo gue hace a una membrana celular
diferente de otra son las diversas proteinas especificas que estan
asociadas con la membrana: bombas, canales, receptoras, enzimas vy
proteinas estructurales. Las células son capaces de mantener en su
interior un liquido cuya composicidn difiere marcadamente de 1la
del liquide exterior. En la neurona, la diferencia m&s importante
se da con respecto é las concentraciones de los iones de sodio v
potasio, el medio externc es alrededeor de 10 veces m&s rico en
_sodio que el internc., ; el medio interno es unas 10 veces ma&s rico
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a través de. los poros de la membrana celular, de modo que ha de
haber una bomba que trabaje continuamente para intefcambiar iones
sodio que han entrado en la célula por iones potasio que estan
fuera de ella. Las proteinas que sirven como canales son
esenciales en muchos aspectos de la {funcién neuronal, en

particular para el impulso nervioso y la transmisién sinaptica.
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FI1OURA 1. MEMBRANA DEL AXON.

-

Cuando un impul so nervioso empieza en el origeP del axdén, 1la
diferencia de voltaje a través de la memhrana disminuyé
localmente. Inmediatamente,por delante de 1la regién alterada,
'eléctricamente se abren los canalés de la membrana, permitiendo
gque los iones sodio entren a ragbaleé en el ax6én. Los iones sodio
que entran cambian el potencial interno de la membrana (-70mV) de
negativo a positivo. La brusca carga positiva primero y negativa
después se conoce como el potencial de accién Yy es la
" manifestacién eléctrica del impulso nervioso. En 1la fig. é se
ilustra el proceso de propagacién del impulso nerviosa.

En cuanto a las propiedades de los canales en 1la actividad

eléctrica de las neuronas podemos seffalar dost su selectividad vy

su actuacién comd compuerta. Los canales son selectivamente
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perﬁeables y las selectividades varfian ampliamente. FPor ejemplo,

un tipo de canal deja pasar iones sodio y excluye en su'maynr
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FIOURA 2. PROPAGACION DEL IMPULEO NERVIOSO A LO LAROO DEL

AXON. -

parte a los iones potasio, mientras gyue étro tipo de canal hace lo
contrario. El mecanismo de cbmpuerta que regula la apertura vy
ﬁierre de los canales de las membranas adopta dos vformas
principales. Un tipo de canal, mencionado anteriormente en 1la
descripcién del impulso nerviosd, se abre y cierra en respuesta de
diferencias de voltaje a través de la membrana celular  (EbﬁUéfta
operada por voltaje). El segundo tipo de canal se gobierna
guimicamente, especificamente, se abren cuando una mol écula
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paiticular ~transmisor—- se -una a una regién receptora de 1la
proteina—-canal, estos canales 'se encuentran en las membranas
recéptoras de ;a sinapsis.

Entre los factores que contribuyen en el transporte idnico a
través de los canales podemos mencionar® 1a interaccién de los
iones en la solucién dentro y fueré;del axén, deshidratacién a 1la
entrada de los canales, acoplamiéntos de flujos por exclusion vy
fuerzas imégenes. De aqui pues que el entendimiento de 1la
estructura de los liquidos en genéral.y de los electrolitos en
particul ar sea importante para este sistema.

En esta tesié estudiaremos la estructura de un electfolito en
un poro cargado de geometria cilindrica, a través de la ecuacidn

de cadena hipertejida/esférica madia {HNC/MS) . Sin

embargo, diferiremos para un trabajo posterior aplicaciones de

. esta teoris al problema de los canales iénicos en neuronas.

En el capitulo II, se presenta €l modelo y se derivan las

ecuaciones de HNC/MS para un electrolito en un poro cargado de

geometria cilindrica, vy asimismo se analizan algunos casos

limites. En el capitulo 1I1I se presenta el método numérico de

solucién de las ecuaciones obtenidas en I1. Los resultados son.

presentados vy analizados en el capitulo 1IV. Finalmente, se

presentan conclusiones.
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II. Teoria.
II.1. Ecuacién de cadena hipertejida para un poro cilindrico.

Dos de los pardmetros mas relevantes en lé estructura de un
electrolito, son su tamafo y su carga. En este trabajo
consideramos al® electrolito a través del modelo primitivo
restringido (RPM®. En este modelo se consideran a los iones de
la solucién electrolitica como esferas duras con carga, inmersos
en un medio continuo de constante dieléctrica &. Concretamente,iel
potencial de interaccién entre parejas de.iones se expresa :omo-

0. ) Yela

(/{<Yc:)'—"- 2
| €2 vasa
. € Y.
donde e 25 la carga eléctrica, z, la valericia de los iones de 1la

especie R y a el diametro de los ianes. Eé decir,'a dife?encia del

modelo primitivo (FM), todas las especies_iénicas se consideran de

tamafio igual.

Por otra parte,; el .capilar es considerado de longitud _

infinita, y grosor d, de tal forma que' sus radios interno vy

externo son t+a/2 vy t+d+a/2A respectivamente. Las paredes del .

capilar se consideran rigidas, uniformes Y cargadas, con
densidades de carga superficial interna o, v externa o s ambas
uni formes. Como se muestra en la fig. 1| estas condiciones definen
cinco regiones electrostéticas diferentes:

I: 0 £ x £ t.

1I: &t € x £ t+a/s2

111: t+a/2 £ x £ t+d+a/2

8
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IVt t+d+a/2 S x S t+d+a Ll

Vi x 2 t+dta e
-~ 2

FIOURA 4. CAPILAR CILINDRICO.

En una interfase electrblito/sélido, se presenta una
distribucién de carga en el electrolito como 'respuesta al campo
eléctrico producido por la carga en la superficie del sdélido. A

esta distribucién inhomogenea de carga en. el electolito, en 1la

vecindad del sélido, e5 a lo que se le conoce como doble capa
eléctrica'®, La‘ééoria mas antigua y sencilla de 1la dbble‘~capa
fue obtenida, para una solucidén de iones puntuales alrededor de
una superficie,ﬁiana cargada, por Gouy y Chapmanwn alrededor de
1910. Esta, al igual gue 1la teoria de Debye-HUckel para una
solucién de iones puntuales en el bulto, est4 basada en la
solucidén a la ecuaciénrde‘Poissun—Bnltzmann“”x |

A partir de la década de los 70's se breﬁenté un gran interés
por extender las teorias de liquidos en el ~ bulto*al caso de

liquidos en campos externos, tal es el caso de las ecua;iones

9
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integraies para liquidos en el bulto de Born-Green-Yvon“® (BGY),
_ Kirkwood“® (k) ., , Poi sson-Fol tzmann“® {(PB) , Hypernetted
chain® (HNC) y  Percus-Yevick™®  (PY), entre . otras. La

obtencién de ecuaciones inteqrales para liquidos en campos
externos, puede lograrse por diferentes métodos. De acuerdoc con la
clasificacidn de LozadaFCassou“w, consisten basicamente en tres
métodos: el de primeros principios (FPM), el asintético (AM) vy el
directo (6&). A continuacién nos limitaremos a presentar los pasos
para obtener ecuaciones integrales para electrolitos a través del
'MD cerca de un electrodo, dado que los electrolitos son el interés
de esta tésis y.por ser 21 MD el mas simple de utilizar:

i. El sistema se visualiza como un fluido constituido por N
particulas cargadas {(n especies' diferentes de ionés) Yy una
paftlcula de extensidén infinita, de tal forma que las N+1
particulas se encuentran inmersaé en ‘un solvente de constante

-

dieléctrica &.

2. El potencial de interaccién del sistema se expresa como
N+i

U’:Z U«.a
ted .

1)

donde Ui es el potencial de interaccién entre las particulas ¢ Yy

J
Je

3. Se selecciona la ecuacidn de cualquier teoria de
soluciones electreoliticas en el bulto vy se toma 1 1limite en el
que la concentracidén de la especie que representa a lés particulas
de.exténsiéh infinita tiende a céros Dbtenfenda con ello 1la
correspondiente teocria pare ;a doble capa.

4. Finalmente se sustituye el petencial de interaccién entre

el i-esime ion y la "particula gigante de forma arbitraria”.

10
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Las lineas generales para la abtencién de 1la ecuacién HNC/MS

para 1z doblz capa son las siguientes: Para un sistema

multicorconente de P especies la ecuacién de Drstein—Zernike“a

establece que,

hag (1) = Car (x) + Z: /i SA,M«..scm(r,,)dﬁ

. _ o
donde h_r ) + 1 =g (r ) es la funcién de distribucién radial
ay 12 oy 12
2

de las pa~ticulas 1 y de las especies a y § respectivamente,

cmr(rz’) la funcidén de correlacién directa entre las particulas 2

y 3 de l2s especies my . Y P, la concentracidén de la especie m.

La =2zuacién O0=-2 por si sola no es suficiente, mientras no

contemaos con otra relacién independiente: entre hay(rsz
Car(rxz)' La aproximacién HNC consiste en aceptar como valida 1a

siguients relacidn:? : .

) Y

C.w (Y:,) = l"*" <Y'=) ""I/ng“ (Y») - (.5 Uar (Y:a)

donde uar(r‘zr es el potencial de interaccién directa entre las
barficulas 1 yv 2 de las especie§ ay 7. respecti#amente; Po; su”
construczidédn, es de esperar que la ec. (3) de mejores resultados a.
caoncentr:=-iones no muy altas. Sustituyendo la ecuacién anterior en

la de C-Z se obtiene 1la ecuacién  HNC para un sistema

multicomoonente,

ga:(Y:a)“ Cx/) -@Uu(ﬂa) +me gi)dm(f:s)()m;(ﬁs)c‘v (8)

Supcniendo que en la ecuacién anterior la especie o
representa capilares cargados muy diluidos (ph 2~ 0) vy lay a los

11
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"iones, obtenemos las ecuaciones HNC para la doble capa cilindrica

9,,(x -—-%{ Fm,(x) +megh (3)&»(5)61\/} )

M)

donde s, x yy tienen el significado observado en la fig. 1.

Si en la ec.(5) también utilizamos lé aproximacién HNC para
(icmr(rz.) tendrémos lo due en la literatura se conoce como la
ecuacisdn HNC/HNCY?, sin embargo es posible utilizar alguna otra
cerradura para ia funcién de correlacién directa entre los iones.

Por ejemplo la aproximaciédn esférica media (MS5)§ cuya expresién es

la siguienteuuz

SGnls)= ¢ (S)+Z,ZmSCL (s) {ge‘Zme szo (@

/

-

donde c, ($) vy c (s) estan dadas por:

pg(‘s(s)-?*cus —457(,’5"—/-7({35,’ ,'Ssa YA
, ol

(8)

$ CJ(s) --—e_—é/;{f-zr’ 8+ s Sca
| (1+7a) (1+/%) S

tal que c.(s) = c:r(s) = 0 para s > a, donde

7Z= _LT/'CL mz_f (9a)
C = (s +J>Z)7(/->? )? 76

(Pc)

2 ==(/+ '/.773)%((/-.7)"

© e o ——————




C /e | (9d)

ﬁ& =-% +Z}~//+a/<a (Fe)

\ P %ﬁnzl | | (94)

sustituyendo las ecs. (7) y (8) en la ec. (6)

%..Q(,XF exp {—(w..od + m'fMShm G (S)CW"Z.Z Z (0

Skm (4) Cts)dlV- Z pea2. fmjkm(_g);_ d V}

definiendo

ﬁs(?) Z_fm ¢ | (11a)
ﬁu ((‘3) =me?m L\.‘m (g) (11b)

la ec. (10) toma la format

g.,,.Zx)é exp {—(bu..(x) %Jcscs)f.,s(g)o/w o= (12)
 a)Cepa - g (L]

La ec. (12) se conoce como la ecuacién HNC/MS. Esta ecuacién

se ha demostrado, en 1la dable capa“m' y electrulitp en el

<c0)

bulto , Ser mejor qgque la ecuacién HNC/HNC.;iUnQ‘;gxplicacién de

Ezgfﬁorqui de éiﬁEfHSUBIQéiéiééw“ﬁérv~D.~'Runisa”. En cuanto al
potencial electrostatico capilar-ion, haciendo uso de 1la ley de

Gauss tenemos que (ver Apendice B):

13




Uer(x)= ~4IT g2x [(¢+2/5)Ge + (t+d+34)] Inx

x Z t+d+a/2

+ 4ileZs [('U’Q/z)@ + ({*c/+a/7—)6;][/”°‘ (132)
=

o) == t162 [osh) O Cerdh RG]t

- ‘1/7662r G (b +dd+8/s) In [({v‘cf*'a/z)/{(;#‘/z)]o S xS tres

(13b)
TR 10/ )4 (s )0 o

De aqui que, dependiendo del valor que tome x, se tendran dos
expresiones para la gar(X)‘ Antes de sustituir estas expresiones
en la ec. (12), pondremos de forma mas explicita la dltima

infegral.que aparece en ella y que denotaremos por IDI

.L S "?’ _ld(g)d\/ ' (14)

Haciendo uso de coordenadas cilindricas para dV vy s, I° toma 1la

- dJ( ) d SCJ¢‘S <J£
L jf [ '3_ _‘39 A ;]Zz.;.xa.;:g*_,;xg C'osc( i - (15

Como {(ver Apéncide C)

S dz _ Ln[-z+Jz‘+x‘+ta‘—_2ng’os;X (16)
| th—x’ﬁaz—ax% Cos ¢ '

entonces:

. - g Byl -y
1°= Wﬂmwogﬂa(a)zdg —,;ﬂo[én[x lj&/ ?}F"(ﬂ)ﬂdﬁ (17)

14
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Por lo tanto, sustituyendo las ecs. (13a) v (17) en la ec.

12y,

Jo )= exp [ T2 (42 Sh)0, # (1 941 bt =
MEEL (£ +9h)dk +(4+d+ /Y|l os + — -
SCS(S)ﬁs(g)JV+ ZYSCJ'(s)JZa(g)o/V +

b ey M )

- Haciendo uso de la ec. (31) del Apéndice A, en el segundq términao

de la exponencial

.ejof.(d(g)go/«dlmw B (19 |

Los términos que contienen al lan(w en la ec. (18) se cancelan

665??62&2;

exactamente, obteniendo para x 2 t+d+a/2
?«xCX)= exf[‘/” :2’ [(f*“/z)df+ é€+d+“/z)6;][mi +

(e + 2dcafu)dv e o

ez ey

) -]
~ Sustituyendo las ecs. (13b)Y vy ((17) en la ec. (12, vy
procediendo dé. Jorma enteramente igual, tenemos que para 0 S x =

F !’
t+a/2 f: Y

g,,oq =ex P{“é—‘ [(ua/z)m» (brd+%2)0, | In E+%) +

15
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aTBe2 (brelr %), bt rorah)/Cerah)] +

S‘?S(S)/ZS«a)CJVh+ 2}'§CL{($)JQJC?)(JW/ -+ (21)

__ﬁ_C;_Z_a_ S[,,,, x+3+/X¢JﬁJ&3) 30/53

—Abordemos ahora los términos integrales que contienen a las
funciones de correlac16n directa cgfs) Yy c T(s) en las ecs. (20) vy

(21). Denotemos por:

L

I

L Z» SC:P(S)ﬁJ(g)o/V | - (23)

Como s'sz?+x?+y:-2xyCosp Yy haciendo uso de las ecs. (7) y (8),

(24)

7 < Jas- (x+y*- XYy losp) = 2o

Asi que para x, vy, Y ¢ dadas )
-—2.¢2 &7, (25

De forma similar, para x y y dadas tal que z=0

. ' X‘-/-g“_—axg &57’ sof (26

< Cos' (L‘.‘i‘i:'_a% =4 | (27)
axy °

Os-{féy" (28)

Cabe seflalar gque las ecs. (25) y (27) son validas siempre y cuando

por lo tanto

x# 0 y y» 0. Los casos en que x = 0 y/0 y = 0 se desarrollan
en el Apéndice D.

16
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Sustituyendo las ecs. (25) y (27) en la ec. (22), ¥y haciendo

uso de dV en coordenadas cilindricas tendreesos

Yo 2o
- | I, =4 j g g('s(s) .,s(g)u 30/2 0/5” 29)
o o /!
Como en.la ec. (11a), 9 om (y) =0 ¥ t <y < t+td+a, debido a que
en esta zona no se tiene electrolito, tendremnos que pm(y) toma
la format

L3 4]

ﬁls(%) — f—"me ;'t&gsf#_c/_fw

ﬁsta) ," de I" Cor\?lrar;o
haciendo uso de esta expresién en la ec. (29 tendremos:
f. 20
Sﬂm(?)gdﬂ g d S(’ (s)dz +
tra-z o 3D
jﬂs (3)13 o’y gdq S(’(S)o/?? - ‘7905//7 yd?) Cels)ole .
trdta
. y definiendo Ki{x,y) por -
o 4 g<x a_
B Yo 2o
K(X (a)s sd‘fs C'r(S)de “-az 2;’- X+ a (32)
O y q>xra
tendremos finalmente que I‘ toma la format
t+d+a -
Klx,y) fs () d SK(X' )CJ g )P )C’/ (33)
5 f g g f (a u)ua. %ﬁ ? Z
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. Bustituyendo las ecs. (25) y (27) en la ec. (23) y expresando

a av en coordenadas cilindricas, tendremos que
“ Y €.

L - 42‘5 g.(Cf'(s)j;(?)yc/ya’cfa/e ) (34)

o -]

Con los mismos argumentos utilizados en la obtencién de 1la ec.
(30), y haciendo uso de 1la condicién de electroneutralidad
macroscédpica, la expresién de pad(y) en la ec. (11b) toma 1la

siguiente forma:

o) ) L« 3$ {+d+au

ﬁu (‘a) i (35)
‘ﬁd(g) /' cle /o C’o.-,-/,a,,,'a

que al sustituirla en la ec. (34) se obtiene,

< 4 Z.

l. = t/z;g i) d gcjfs}c,/z L :
: :f 7 ? z5¢?°éo - (36)
. G | Pacyy oy (ere)de
y definiendo L(x,y) ::::a' 4 ° i
' B © y 9<x—a,
| _ 9, ;." . s s
%‘\_(Xlg)f ‘agd(rojc.‘(s)dz , x-afycs o o

0 / ?>x+a

tendremos que Iz toma la forma:s

+d+a

Leflogpipdy 2\ Lophpdy

i8




Anteé de prgseguir'con el desarrollo de los kerneles Kix,y) Yy

- L(x,y), observemos que, a pesar de que I‘e ;z aparecen en gay(x)

tanto para x 2 t+d+a/2 como para 0 S x = t+a/2, sus expresiones
§6n complementarias..

Para x 2 t+d+a/2, los términos integrados de O a t en la ec.

(203, se anulah para cualquier valor de x y y que se tomen en esta

regién, ya que aun en el caso limite en que d -+ o se

o :

satisface que |x - y| > a. Valores para los cuales 1los kerneles

Kix,y) vy L(x,y) son nulos. De aqui que I‘ e Iz gueden expresados

L ?i;«""ﬂﬂ (%)J? + Alx) ‘_ | - (39a)
[, A Loay) futpdy

donde A(X) es tdio

- A(X)c—/’g K(x,%)d«a ] (40)

Para 0 € x £ t+a/2, por el contrario, los términos
integrados de t+d+a a @ en la ec. (21), se anulan para cualquier

wvalor de x y y gue se tomen en esta regién; por la misma razén

anterior. De aqui que I e I, queden expresados como
L = 5 K(X:lg)ﬂ, (z)c/? + A (x) t41a)
L =—.Z'S LCX'?)ﬁd(z)d(a ' a1

donde A’ (x) representa!

A'(x) = —f K(X:%XJ% | (42)

¢
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. MAs adn, en los "casos limites” en que los iones se encuentren en
contacto con las paredes interna y externa del cépilar, tendremos
que modificar los limites de integracién de A(x) y A’ (x)
dependiendo de la posicién x de los iones en cada casos

En la fig. 2 se muestra la situacién de 1los iimites de
integracién que apargceh en A(x),'haciendose evidente el hecho de

que de acuerdo a la definiciéon de Kix,y)

AGy=0 ¥ x>R+ga @

donde R; = t+d+a/2 representa al radio externo del capilar.

ton X
.__-.imy

- FIGURA 2.

En la fig. 3 se ilustra la situacién en que el ion x no se
encuentra en cont;cto con la pared externa del éapilar, pero x £
Rz+3a/23 por lo tanto se observa que necesariamente el valor
minimo del 1imite inferior, Yoin® debe ser x-a y no t, para que
ALD = 0. |

De todo lo anterior se concluye que A(x) en la ec.(40) toma

la formas

20




; !

41d+a.

A(X) = ;'f K(Xr(b/)fla / R+a <xg /ﬁ*g'a,

xX-a.

‘ P PRI ;ﬁf’ﬂ—\\\\
\
/ \
—\, .

¥

| \ t
J

| ~ 4
o

(44)

Y

J
1
[ — Y N Y U |
\J/
f—'-\-}—' My = j ' ' l
— s N
x - 3 l ——=-gon q
;.__x“_.nﬂ-;:m R
FIQURA B.

Similarmente, en la fig. 4 se muestra la situacién de los
lim'ites de integracién que aparecen en A°(x). De acﬁerdu a la
definicien de Kix,y) o

Aexy=0 < x<R-34 s
. 2
donde ‘R‘ = t+a/2 represeﬁta al radio i;\terno del capilar.

Ep la fig. 5 se ill.lstra la situaciéh‘ en que el ion x no se
encuentra en contacto con la pared interna, pero x >'R‘-3a/2. lé'or
lo tanto es claro que necesariamente el valor maximo del limite
superior, Yax debe ser x#a y no t+dta, para que A’ (x) # O.

Por lo tanto, A’ (x) en la ec. (42) toma la forma:

xXt+e

'A'(x)f’fj/«x.aﬁ"d L e




MR

¥
|
\I
b Y-t !
I
1
e {492 "] |
! - I ton X
e Y. - t+o — A ——--tony
P
FIGURA 4. a
PR N - N
/ o \
:o /V I { L '] 1 \. >
x
; Keasn N \ : I /s | ,'
| \| /"( _l ’/
b x - !
1 ¢ | |
9. = + .
:"—"““J...,,, | ton X
k . 3,"‘,‘ A "'-"'"'l'oﬂa
]
FIOGURA 5.
Obtenidas las expresiones finales para A{x) Y A7 (),

regresemos a los kerneles K(x,y) vy L(x,y). Sustituyendo la ec. (7)
en la expresidén de Kix,y), ec. (32), tendremos

- ¢, z.

o ‘
Jcp G(S)c.)z = — HC’ J+é7/ C,d+ i?dl]c’if' (47)

o
[ ] o

En donde . 2

-),, = \dz& | | (48a)

]

2o |
J = ,Sc/& ' (48b)
! .

[ ]

»)
N




Q\

Ji

.aa
S S’de - (48c)

(-]

11

Entonces, Ki(x,y) toma la forma:t

' O

) Y At

K(x"j) = ﬁ'ﬁ‘d{ﬁ[al-’fé']&l+;’—7a‘]:]d‘f )47"&5?5 x+a (49)

' > xta
L 0 g 3

- En cuanto a las integrales que aparecen en Lix,y), ec.(37),

sustituyendo en ésta la ec.(8),

gi&)o (2:&)&— ep ﬂ J -~ o+~ [ 1J,] dy (50)

(H—l"a) (1+ra)

donde

_ .
| ' ~ -
JzE 3 EJZ . (51)

Entonces, L(x,y) toma la forma!
- . _ .
. O _ - ) 3 <X~

To.

L(x,g) = ) 4}38 5[ J. (lf'ﬂa)J +(' Fh) }Jcr wasyexsa

L 0 ; 31>x+a,

Haciendo las integrales indicadas en las ecs. (48a)-(48c) vy

(51) obtenemos, (ver Apéndice )

T, = N@ e granyCa

(53a)

: J'_._ _621_\]03,#.3‘-4- Zkta Cos<f’ k -+ (53b)

-
23




L (X‘+'g‘-2x? Coscp) Ln ’—‘IQ‘-X‘-':i +ng'&s‘f'+01
&‘4’3 JXaeostf
J‘ Lﬂ [an+¢a‘x.;1+zx5<%sfj | (53c)

Ux + yi-2xy Cosy

(53d)

Ja = %T[O.H %(x‘-ua‘_ax%dmf)h a’- xl-g’u— ny C'oscpﬁ

+ 2 (X‘+‘a axy Goup) Lﬂ{a‘*Ja -x-4 +2>6005£J
\jx‘+l:j‘ ax«a('osnp‘

Conocidos todos y cada uno de los términos que aparecen en
.los kerneles, volvamos a las expresiones generales para gar(’d'
Sustituyendo 1las ecs. (39a~b) y (40) en la ec. (20),

tendremos que para x Z t+d+a/2

@,cx)= exP{ 41T, é).Zx [(f,«%)@.p. (H#,‘a/z)o';] Inx +

SK(X %f«la\da +Alx) + 2« S L (x, 'ﬂ)f““’(ﬂ )J‘a (54)

2

-

+ ?.TTEZ‘ZX § (,,,[xuﬂw lxz_q‘qﬂ"(‘ﬂ)‘adz}

Sustituyendo las ecs. (4la-b) vy ((42) en 1la ec. (211,

tendremos que para 0 £ x £ t+a/2:

%uv (X = cxP { 4iTpeéx [(é+a/z)6; +(-{; +o]+a/2)0:}1,,,({+0/2)

1+44/2
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t
/
+ 2774 € 2r SL,,, X+ Y+ /xt‘fy/ﬂ.ulg) 4 0/2- l
€ = ]

Estas dos ecuaciongs son de importancia ya que nos permitiran
conocer la estructura del liquido dentro y fuera del capilar. Como
puede cbservarse se encuentran expresadas én términos de las
densid;;es de carga superficial % Y 9, Ademas, y en razon de sus
Gltimos términos en las exponenciales, ambas expresiones estan
acopladas. Es decir, para conocer la estructura de la vdoble capa
interna al capilar necesitamos conocer la doble capa externa a é1,
y viceversa.

Lo que haremos ahora esvreexpresar las ecs. (54) vy (55) en
términos de los potenciales electrostaticos promedios en las
paredes del .capilar, o bien, en términos de combinaciones de
potenciales y densidades de caréé.

Haciendo uso de la ec. (57-A) [Ec. (57) del Apendice Al, en la

2C. (54) s . Py =

g0l g * Ko ftg)dy.
4 Alx) + &» S LO"?)/Q“*(Q)Jﬂ + - (56)

Tl [in [t ), oy

€

agrupando el primer y Gltimo término de la exponencial, vy

recordando que para t £ x £ t+d+a, p_, (V) 0, tendremos que

25
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\

' ? (x)= ex/:{é‘_,é__—”; Zn z+7 *}x gjﬁ./(?)yd7+

" g + x4l
%ﬁﬁ‘"" Ei PV A

Ky Yost)dy + Atx) +2, \LOy) furty)d
t+-§+a ﬁ/p ?)3-’- ' 2{#5-#& / 2 ﬁ}

En cuanto al primer término de la exponencial, como x 2 t+d+a/2

y 0 =Xy =t, entonces x -yl =x" -y vy
L«, [X’+‘ﬂ°+ /x*>=9° | o (58)
ax?®
luego entonces gar(.x) se reduce at
- 0
] omped 304 Y4 /X7Y J
| owé)(): ex/a{Q// = .r S J 1 ﬁ‘J(ﬁ)ﬂd‘ﬂ
- At
00 .
+ SK(X,%)ﬁS[Z)CJZ +HAm) =9
trd to o - )

+ 7y SUW%(@’J‘;} }

t1d ta

Sumande y restande la ec. (§2-R) y agrupando términos, obtenemos

tidta t’*dfa

g e el [opgply e fiogpn o).,

i et b




donde -FO‘/?) / g L XA |
é;fzxvé7)=: LCX’?)‘+'fZX%7) ; x?aEQ%7£:)b+CL’ 61)
| fo,?) VY ki -

‘F(’X vl 52 (f+d+a/z)4(x’+gh/x°—g2) (62)
Z ;X‘% a

Haciendo uso de la ec. (57-A) en la- ec. (S5, similarmente

para O £ x £ t + a/2

gax(ﬁ): exp {— e/sz. %__-i*og/\/ (&9 )ﬁs(? )clg + Z':S:f(%? ﬁ(?)c) g + ﬂ '(X)} 6T

donde = ' 7('()(,2) 'A 3()(’0&
- - of(x,g e )+f(x,?)}x-a474x+a/
{ij) / Y>x+0

(64)

v Y. aTpe” X'+ 5ﬁ/x°—£ﬁ’/’l
f()f,?)' __g_ ?[’”[ Py rTyA T (65

Las ecs. (60) y (&%), al igual que las ecs. (54 y (55, nos
permitiran conocer la estructura del liquido en las vecindades del
capilar, sin embargo a diferencia de é_stas, las ecs. (&0) vy (67)
estan desacopiadas, es decir, cada una depende de su propia
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regién. Como veremos eﬁ el capitulo 1III, estas serin las
expresiones con las que trabajaremos para conocer la estructura
del electrolito en el interior del capilar.

Podemos obtener diferentes expresiones para las gar(x)’s,

dependiendo del conjunto de parémetros que se escojan. El
b;ocedimrentc es esencialmente el mismo que el mostrado
anteriormente y rno se desarrollard aqui. - Algunas de las

o
expresiones que se pueden aobtener se incluyen en el resumen

presentado al final del capitulo. Sin embargo en este trabajo nos

limitaremos al caso de las ecs. (60) y (63).

I1.2. El caso limite de iones puhtuales.

En esta seccidén mostraremos gque al considerar a 1los iones

como puntuales, limite a » 0, la distribucidén de iones alrededor

de las paredes internas y externas al capilar, se reducen a las

. . ’ . 2L
correspondientes ecuaciones no-lineales de Pp**

En el limite de a » 0, ver ecs. (32), (37), (40 vy (42),
Alx) = A’ (x) = KOx,y) = Lix,y) =-0. Por lo tanto las ecs. (S4) vy

(95) se reducen a:

o

84:67() exp {9 peer gbﬂ[;(’+z?:,lx"gz/]ﬂ“‘(?)z J?} (66)

td+a

+ x 2 t+dras?
v a 52 Ix’_ﬂ""/ _ .

' gdxéx) 6273{ ce SW[X;L{?:AL/;)* ]ﬂc’[a)z‘lg +Q_Lé@;_e__2_’x

} «QS% 3Vt ydly + L (rdn o) 0o

(67)
t+d+ab
el vy 0 < x < t+as2

P




Las ecuaciones anteriores se pueden reescribir como, -

g'"’ (x )"' exP{: ‘}77667'&:5 n (;)ﬁd(g)z 6?7} ‘ (68)

x2{+d+ %A

g,., (x)= ex +47€ /n(%fé)fﬁd(ﬂ)adxg (69)

[
¢ e x¢tt %
Ly) .

g)futg%

Finalmente, vtilizando las ecs. (47-A) y (S1-A) se obtiene

ga(x): exp {—e(j&;%(w)} (707

3(;{ﬁcﬁ+“%&

] | L ()= expé—ep%:%(x)} e {4;2)

II.2. El caso limite de un capilar de radio infinito.

En esta seccidn .mostraremos que para el caso limite de
capilares muy  grandes, R‘¢ o , }os perfiles de densidad para las
regiones interna y externa del capilar se reducen a el perfil en
la vecindad de una superficie planaaz

De las ecs. (60) - EbZ). para x & t+d+a/2 la expresidn del

perfil de densidad toma la forma'

Jor (X)=exp { e +9f'_é€ s 1 +a/,)‘(xw’f/x:g>/>j y

¢id+a 3>(Z

faly ey + S/«x,g)/za(g)dg +

ttdta




Zy L(x-,72/_,d%)ql7 + 4&). S 4 (7;)
Lt ' ' :
En lé fig. 6 se muestra un corte transversal del capilar y en

el se motiva el siguiente cambio de variables:

FIOURA ©. CORTE TRANSVERSAL DEL CAPILAR Y CAMBIO DE VARIABLES PARA
LA ’RIOION EXTERIOR AL CAPILAR.

-

Primeramente, como en la ec.(72) los términos yue contienen a

los kerneles Ki(x,y) y L(x,y) dependen basicamente de la forma que

tome la expresién paré la distancia interidénica s en la geometria
del problema [ecs. (32), (37) y (44)1, para mostrar que dichos

términos se reducen a los correspondientes términos del plano en

al limite R:+ 0w 4 basta mostrar qgue,
° ' : (73)
éUYY) éic -_— E;p )
R;"’ b
- donde s Y sP denotan a s para el capilar cilindrico y el plano
respectivamente. Como sabemos,

Gue = X#y +27= axy Cos ¢

(74)
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haciendo el cambio de variables mencionado anteriormente, {597093

5 (X'+172.) +(9 +/?,)+Z -2 (X +/2, 74—,@,)[705 (y ~5 ) ;75)

expresando al CosCl/(R +y')] en su expansién en serie a segundo

orden y desarrollando tendremos$

-S’“=Z’+-2,[/+9 x +/+9% %] .
él/?,’(/+")/+g,>+(/+x / %—)X

-1

Sustituyendo el desarrollo binomial para (1+x' /Rz) hasta primer

orden y agrupando,

Go= 27+ (x”wf axZ,

[/+ L (x- 7) ‘ﬁ' 77

Finalmente, tomando el limite Rz+ o, cbtenemos la expresién de s

en coordenadas rectangulares, es decir la correspondiente

) expresidén para sp,

Zl/;)ﬂ 3: = Z:‘:"— (’X'_gl)a-f_/a = S | : . (78) .

/?3'9 -0

Luego entonces, reéta por démostrar si la integral gue contiene al
logaritmo en la ec. (72), se reduce correctamente en el limite.

Haciendo uso del cambio de variable propuesto,

79

il +%/. Y+ (1+ 9/p) +[(1+ X//?) (1+4/k) H(g*’%f (2 )y’

/ 2(1+X/R)(1+ y/e.)

X
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Sustituyendo el desarrollo binomial de los términos (1+x'/l‘\‘z)"z y

(1+y‘/R’z)'z a primer orden, desarrollando y agrupando, tenemos i

.SL,,[I ( "—*-2—) / (X*éf )+/(__7_J /(x 3)/}(4’*3 ﬁsl;})o/g(.go»
2, ’ iﬁ(ﬁ ') oy )Olg

Expresando al logaritmo en su desarrollo en serie a primer orden?t

o0

| [t(x'fg')+2_;,}(x¢7»)+/./.(x7')+A(x lECER M,
N + [OR)fely )y

. 'Luego entonces,

](”L;?") (5)0}3
+ f Jz) /,szﬁ )0/3 .

g < e g

as

S[w +4' + /%'~y /Jﬂs (4 )0/3 <esi

Sustituyendo estas expresiones asintéticas en la ec. (72), tenemos

90:2; ()= €X/9{— e/&Zr%+ Zgé—‘gz&’j/[x'fg’+ /X’—y'//ﬁs/g,)o/g an

(84)
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K¢ ). Ao (x/ . (84)
j jg/(g) g+ ﬂx)-f

Z, fuvg)ﬂgz?)o/g,

Esta es la expresidn pafé el perfil dgfg*na;ffﬁ de un electrolifo
en la vecindad de una superficie plana:
En las ecs. (55) y (54c-A), para 0 £ x £t + a/Z el perfi® de

densidad toma la forma:

j 22y Yo 1= 511
G0 (x) =X {'e('k‘ 2.4, +2Tpes Ln‘x;, ?H%)’ Jﬁ'[? d

4+ 5t/<[x'3)ﬁ“[9)“/g + A (@5

+Zz§LCX—/%))Q‘J /?)‘3’2 v

En la fig. 7 se muestra un corte transversal del capilar y en
el se motiva el siguiente cambio de variables:
| . -
. | X =
b -

’

>l><4,

-

LZU?OL.

X
_,I
7=

) %

d

FIGURA 7. CORTE TRANSVERSAL DEL CAPILAR Y CAMBIO DE VARIABLES PARA
LA REGION INTERIOR AL CAPILAR.

%

*SQ:‘Q

lg::
E

~omo puede observarse, el cambio de variables para la regién

‘Tntéfior'es el mismo que en el caso para x 2 t+dta/2 , s&lo que

-
3=




la izquierda del origen de coordenadas. NueQamente, loé "términos

que contienen a los kerneles se reducen a los correspondientes

- términos para el caso del perfil de densidad dél. plana, de tal

forma que basta mostrar que la integral que contiene al iogaritmb
en la ec. (835) se fgduce correctamente en el limite R‘¢ [

Sustituyendo el cambio de variables en 1la integral del

logaritmo, ésta toma la forma

ftﬁ[ G2 (e |02 o) 8] ]/’?'*ﬁ)/xgao/i

e

-R,

/ (86)
e
vDesarrollandn y agrupando t‘rminbs,
YA :
] , INYIL) (x*- L(x
jlnlhé(x,»gr)qta-’;—?f(x-fﬁ ) /3——@-)‘+ (7( /]’P//"y’)/d(j)(‘;%)

Haciendo un desarrollo del logarxtmn a pr1mer orden,
- ‘/2

{{ﬁ (X’f?j') (x+g" ’L/R: (" 3/*’ &=y )//?(H’%)/H@Mg
o [0y '

 lusgo entonces, h
ﬂ(?(#ﬁ -—(x yv) / )+l e 7>):k/+% 'H(ﬁ )O/Z .o,

_y tomando el limite R, + m, +’j @(/?,")/&0;[3 ')o/ﬂ
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[y o bl futyidy:

Sustituyendo esta expreciones asintéticas en la ec. (85), tenemos,

-a/fs -

ax(")— exp(-ep b *4’7@5—’?’ ﬁmyf/x yUflyidy

“€(91)

4/{0«,7 )/;scg,)o/éuz& LG %(;)o/g At ]

Esta es la expresién para el perfil de densidad del electrolito en

las vecindades de una superficie gﬁianag?
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RESUMEN DE ALGUNAS EXPRESIONES PARA LOS PERFILES DE DENSIDAD

Forma general:

Para x 2 t + d + a/2:

%aﬁﬁ Cxp{—e‘('}?w(% f/ﬂ’(x 7ﬂ,(9)cly+ Er Sof(k ?)ﬂd (};)Cj + /Mﬁ()ls

i
]

£Ex=st+ a/:.': .
?.u(x 2 epZ,X+ g K(x )ﬁ,s(?)dr Z,JX(x,g)ﬁd(@)dﬁ +H (x)%

donde* ) Ardva

ﬁ(x)—- SK(X'g)ch | "‘\JL/@a/,sx;/a»*%a

/I'(x)='f$/<0¢3)¢l7 VR,-J/;asxs/?,—%

o J Z‘x a.
K(.x:z) SLC \L+é7GJ+9']GJ}J({ jx-at Yyt e xta

O / 13)')(4‘&

%O , Y axX- o

LO{’Z) = %‘47 S[J*‘(%)J (/rf’a : J""f’/ Y-afy £ X+A

‘F(Y '3) ’ Iﬂc X—a

a\la(x,g) = Lbfﬂj)'h(c’ ‘g ) A-a ¢ Y x40
(“ 3) y g>x+a/
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( _f‘:('x,% ) | ; g < x-a
LCX’?“ Tr'("lg) x-a Ly L Xt

f'(xfg) =

—

L Aeq)

y con y, xs f(x,¥) v f7(x,y) de acuerdo a 1los siguieﬁtes casos,
segun las ecuaciones del Apéndice A empleadast

1. Driginales:

(7L 4//{({+a/,)€+[%+d+%)0“] 1€ jlm Xed +/x gjf 2aly)4 ;
X -— z///za +3/)J+(é+c,l+a/lbjbo [{+ q/ 4// 7 (4+o+ %)IM %;j: )

- a7 g e 1 [ty gy

F(x, =
f’fxfg)

. Usando las ecs. (57-A), (53-A) y (54c~A):

§- 4
x= % | |
flay )= e, [éf rele ) (o ip 11X )J?

Qx‘%‘
f’(x, )= BE", I [x’+e)‘+/><"ﬂ‘/]
7 c ¢ 20++%6 )"
111. Usando las ecs. (S54a-A) & (S54b-A): ) )

e (- )- 220 (el %) b (o de5] 1o
Ko ) mj = N
flug)- agaey bo PR
7C(X' "%’ﬁ‘;f &q[ ;ufﬂ/;g /]




I1V. Usando las ecs (52-A) y (55-A)¢

/- @
X =%

1o+ (P94 X 2/)
f 0"7) = ¢ Ln[ * a)dx’ 2 ]
e s u/x -4
flg)- <y b [z
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III. Método Numérico.

Como puede observarse de las expresiones para los perfiles de
densidad presentado en el resumen del Capitulo Ii, éstas son
ecuaciones integrales no-lineales y su solucién requiere del uso
de métodos numéricos. Como veremos ﬁ;steriofﬁéﬁte en nuestro
sistema particular utilizaremos el método de elemento finito (MEF)
en la versién de colocacién. La convenienci= de este méfodo en 1la
solucién de ecuaciones integrales similares ha sido demostrado en

23,(24)
el pasado .

II1.1. Método de elemento finito.

Existen diferentes caminos para resol ver ecuaci ones

integrales aproximadas que sirven como base del Método de Elemcnto

-

. ' . @5 .
Finitc (MEF?. Dentro de esstas alternrnativas podemos - mencionar

el método de Rayleigh-Ritz, el cual se 4basa en el céalculeo de
éériaciones, o bien o]l método de Galerkin, el cual es un caso
particular de un métcdo mas general conocido como el Método de
Residuos Pesados. La e;enéia del MEF,a través del-_Método de
Residuos Pesados, consiste en reducir un sistema de ecuaciones
integrales o diferenciales a un sistema de ecuaciones algebraicas,
mediante la division delldominio del problema en un conjunto de
subdominios o elemsptos, elegidos convenientemente y bajo ciertos
cfiterios que sefialamos a3 continuacidén.
Consideremos la siguiente ecuacién general,

L ux) = ;(X)

(1)

~

definida sobre el dominio acotado B, y donde L es un operador

39
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que aﬁfaa sobre cierta funﬁién desconocida wu(x) para generar la
funcién conocida f(x).

Sea {¢ﬁ} un conjunto completo de funciones base linealmente
independientes que satisfacen las condiciones a 1la frontera

homogeneas, con las cuales construimos la funcioén prueba

siguiente: M
A ——
Ux) = Z__, Wi C#-(x) . 2)
(2 l:"'

Si proponemos a esta funcién como solucién al problema

.
planteado en la ec. (1), en vista de que uilx) es sélo una
combinacién parcial de los elementos de la base, dicha solutién

sera aproximada. Luego entonces
A
L G —f#+0

o bief, si definimos a R(x) como el residuo de 1la ecuacién,

[&Cx) - .{Cx) = ,j{(x) (3)

tendremos:

. Obviamente, si la funcién prueba fuera la solucién exacta, dicho

residuo se anularia, lo cual seria posible si 1la combinacién

lineal propuesta en la ec. (2) fuese completa.

£l método de residuos pesados, consiste en forzar a que el
residup R(x) se anule en promedio de acuerdo a ciertas funciones
peso, que denotaremos por uk(x), dentro del do@inio de definicién

B. Es decir,

K(’OM;(X)C’X =0 / (=03, )M 4)

8
de donde tendremos M ecuaciones, que junto con las condiciones a

la frontera, en principio nos permitiridn obtener 1los valores de

40
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los coeficientes W, de la combinacién lineal en la ec. (2), con

ello la solucidén aproximada al problema.

P

Podriamas decir que lo anterior es en términos generales 1la |

esencia del Método de Residuos Pesados. Sin embargo, dependiendo

de 1la seleccién de las mfunciones peso, tendremos di ferentes }
-versiones de dicho métqducun, dentro de las cuales se encuentran
las siguientes:

{)Versidn de colocacidén? 6cnsiste en seleccionar M puntos xin }
en B y considerar cémn funciones peso a las funciones delta de )

Dirac en dichos puntos, a saber:

e (X) = §(x-%) @

laz cuales tienen la propiedéd de reducir 1 problema a evaluar
los residuos sélc en los puntos de colocacién X, -
{t) Versidén de Minimos Cuadrados: Consiste “en éeleccionar

comp funciones peso las siguientes,

We (x) = PX) QJR(X) (&)

aw;

donde p(x) es una funcidn definida positiva arbitraria. Esta
versién ti;neila peculiaridad de ser equivalente a minimizar el
integrandb con el cuadrado del residuo, respecto a loe @
coeficientes Lﬁ de la funcidén prueba.

i) Qersién de Galerkin: Consiste en seleccionar como
funcioqes_ prueba, ﬁrecisamente a las funciones base de la

combinacién lineal de la ec. (2): _ i

()= (%) )

que en_ 2 otra interpretacién, es equivalente a pedir la
ortogonalidad del residuo R(x) con todas las funciones base 41
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i=1,2,...,M.

- : X - La idea central del MEF, es que
.as funciones base puedan ser definidas por pedazos sobre
jubregiones del dominio llamados elementos finitos. Y que sobre
:ada subdominio, la funcién base tome una forma muy sen#illai como
son los polinomios de primeros ordenes. Para construir las
funciones base, primeramente se divide el dominio B de la funcién
an un cierto némero finito de elementos de longitud arbitraria, vy
tuya selecciédn dependerid del problema con:reto‘a resolver. A los
>untos de particién del dominio se les denominan nodos, y al
conjunto de elehentps y puntos nodales, que constitdiran el
dominio del problema aproximado, se ﬁle conoce como nalla del

elemento finito. En la fig. 1 se ilustran las definiciones

anteriores.

ecementos: b 2, 25 2,

d - - - >

x =00 20 30 - 40 x=50 x

Nobos: O 1 2 3 4

l-.‘h' h; :l‘ . ,hs :': h; :l -
mHmm:k- : 8 e -%

FIGURA 4.

Construida la malla en cuestién, Se construye un conjunto de
- funciones base bajo los siguientes criteriosf¥undamenta1es=
1) Las_funciunes‘base se generarin a través de funciones

‘sencillas definidas por pedazos -elemento por elemento- de 1la

malla.
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11) Las funciones base se seleccionan de tal forma que los
coeficientes “ﬁ que definen la solucidn aprqximada a(x), coincidan
con los valores de la solucién exacta en los nodos de la malla.

Con estos critetﬁos, es relativamente sencillo construir las
funciones base dgseadas. Usualmente se seleccionan de tal forma
que estas sean ﬁblinom105 de algun orden, generalmente 1los mas
sencillos. En lo que a nuestro trabajo se refiere, se han
seleccioﬁado funciones base cuadraticas, obtenidas de gropnner un
polinomio de segundo orden para cada elemento, y definir un punto
auxiliar dentro del elemento en cuestién, con el objetivo de poder
evaluar las tres constantes que aparecen en la forma general de un

polinomio de orden dos (y=a+bx+cxz). Especificamente, haciendo uso

de la coordenada local ¥ definida como,

E‘ _ AX-Xr -X»
- a8

Ky-Kg
donde x} VY% xn representan las posiciones de los nodos izquierdo y

derecho gue delimitan al elemento finito en cuestion, ver fig. 2a,

las funciones base cuadraticas para cada elemento finito que

- . . . ) - -
conforme la malla seleccionada son las siguientes® .

$G)=£5(5-1)
CE(?);}-E; | (9)
$6)=160+1)

donde, -1 < ¥ < 1. En 1la fig. 2b se muestran las gr&aficas

correspondientes a las funciones base especificadas en la ec. (9).




/ 1
|
v .
. o ELEMEUTD FiMITO R
op (COORDENMADAS LDCALES) 4
A l _ ! l
0
. \' & |
T‘l Uy Uy HUQ Uy
}
I | Xo *s " .\__./.\.__/.—’ } ‘
E— - 0 | ¢ |
ELEMENTOD FI.leTO .
(Co0RDENADAS GLoBALes ) FIGURA 2.

Pasehos ahora a aplicar todo 1lo anterior al sistema de
ecuaciones para el ;apiiar cilindrico, dejando para una seccién

posterior la construccién concreta de la malla a nuestro problema.

-

I1X.2. Aplicacién del método de elemento finito a la ecuaciédn

de cadena hipertejfida.

_En el capitulo II, obtuvimos!

gux(x exP{ 6(521()[ SK(X’(j)ﬁ"(,})Jﬂ IZJ.I‘(x,?)/D,,(Z)de/I(x)} (11-44) |

Y x 2 t+d+a/2

t

9,. (x)= exP {'6(52.(/;_ 4—5’«& ‘/)jﬁ,_(g )(Ilg +Zi5£é&‘4)f$a(ylﬁ ,./]'a)}u (519

YV 0 £ x S t+ta/2
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donde todas las cantidades que en ellasAabarecen fueron definidas
en el capitulo anterior.

Como puede observarse estas dos ecuaciones tienen un aspecto

similar,_de tal Aﬂ:rma que haremos un tratamienteo dGnico de 1la.

aplicacién del MEF, haciendo uso de las siguientes definiciones:

J %z tedeh
<7L= ' (10.a)

0¢ KL 1+4/s

R

/]
55(74,7) ) X2 Etdva/a
AO@Z): (10.b)
. X'(X,%) /' Oc xXetrh
a5 xeldeh
u{,(x,?)___ . | (10.c)
| A'tx) ; Dexe t+9h
’ dtd+ o w2 btd+ %%
' = | (10.d)
) ; 0¢xe t+9
. oo } X2 67"0/7‘%
(@ = - (10.e)
. t. / 0ex<t+%

Con estas definiciones podemos escribir de forma. compacta el

perfil de densidades, como

{s

24, (x)= exp ‘ —e(.szrc/+ gK(x,g)ﬂs(g)Jg
‘ 3

x* (11)

+ Z; g}\('x,?) d(la,)d‘a + A(X)
Sustituyéndn las ecs. (II-8a) y (II-Bb) en 1la ec. (11) vy

recordando que hay(X) = gay(") + 1, tendremos:

15
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¢ iy
. L\"(g()= exP {-6(529%‘)‘ XK(X,?)MZ.“ ﬂ" L“,,,aa)d‘a +

jg &,7):Zwﬁ“émhl,,(3)da +A, oa} -

(12)

la cual hace evidente el hecho de que conocer har(xf"fimpli:a
resnplver un sistema de ecuaciones integrales no-lineales, lo cual
no es un problema sencillo ni 1la ruta para obtener la solucién es
Gnica. Al respecto aquil se aplicard especificamente 21 MEF con el
criterio de colocacién. ‘;

Supongamos que ha?(x) se puede expresar como una combinacién

11neal de las funciones base ¢(x)

huy(x) = wac;b (x) 4 (13)

e

que al sustituirla en la ec. (12), toma la forma,

i Wy e ¢ (x) = e"}’{— p_(jga g:.(ﬁ"Z“’"‘ SK(,ga)c#(a)c/a

) + 2, Z fr ZMZ%.-SPXx,g)#(a) dy o
+ A, bc)} -1 .
Definiendo a los kerneles Kk(x) Yy ijx) ;omo,

(S

+

Kp(x) = SKCX,?')C#%) o’a - asy

LKI(X S/\(X «3\(‘)(3)0/ (16

y sustituyendo en la ec. (14), tendremos:
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Z Wra d?, (X)s QX/J{*QIAZ,S[-}- msuf Z W at /((x)

res R'es
+Zfz.—,'ﬁ”z", e L‘,@d L an

A} -1

“Como de acuerdo al criterio o método de colocacién“sﬁ habria que

multiplicar por la delta de Dirac e integrar en el dominio
22

correspondiente, tendremos

W' = exp {‘-e(bz;ei/ + g:fm ; Woner Ko (Xe) +

(18)

Zy Zﬂ.amz Do L () + Ao CX“)} +1 =0

donde‘se ha hecho uso de que ¢,(xi) = 6hh'.

La ecuacién anterior muestra el hecho mencionado en 1la
introduccisén del capitulo al respecto de que el 'éEF permite
reducir el sistema de ecuaciones integrales no-lineales a un
sistema de ecuaciones algebraicas no-lineales - para los
coeficientgs wyk de 1la combinaciép lineal. Al Aresolvgr dicho
sistema algebraico, conoceremos 10; valores de 1la _funcién de
distribuciéﬁ har(X) en los nodos de la malla selecionada y de 1la
cual hablaremos posteriormente. Observemos que en 1& ec.(18) y y m
varian dependiendo del nGmero de especies diferentes en el
solvente. En nuestro caso particular nos reduciremnos a sélo dos
especiest! iones positivos y negativos. Por otra parte, k y ~’

variaran dependiendo del nGmero de nodos de la malla.
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- 1X1X1.3. Sistemas de Ecuaciones Algebraicas.

Para obtener la solucién numérica del sistema de ecuaciones
no-lineales al que hemos llegado, ec. (18), aplicaremos el Método
de Newtona"para sistemas no—-lineales que en general establece

lo que se seffala a continuacién. — -

Sea el sistema no-lineal de ecuaciones el siguiente:

g("(,,‘){a, o ,Yn) =

(; C)(IIX3, ) ’X">=O
' (19)

donde cada funcién fi transforma el espacio n-dimensional R, en

la recta real R.
Resulta conveniente reescribir el sistema anterior de forma

vectorial. Sea F(x‘,rz,...x ) tal qgue,

F Ot X)o7, B G, ..,%., x|

y xX = (x‘,xz,...,xn), entonces el sistema de ecuaciones (19)

queda expresado como, -
-5 (21)
F(x)=0

El método de Newton., que es iterativo, establece que 1los
valores de las variables xi'en la r-ésima iteracidédn estén dados

por:

;{m: ;Zw " J-l(;g”"’) ?(;WM’) | (22)

Donde, Jx"*

) es la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones
no—lineales, evaluada para los valores correspondientes de 1las
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variables en ia (r—i)—ésida'iterﬁciéﬁ, y x** =on los valores de
las variables en la (r-1)-ésima iteracidén.

Como el algoritmo de la ec. (22) requiere la inversién de 1la
mafriz Jacobiana en cada iteracién, y esto requiere mucho tiempo
de cémputo, resulta conveniente expresar dicho algoritmo de forma

~ _mé&s adecuada. Definamos al vector y(y‘,yz,..;,yn) tal que,

LB(XM = - —F:(;("") | (23)

Luego entonces el sistema de ecuaciones (22) queda expresado comot

-~ - wit
ch-n) = Xu\ + >/ 4 B (24)

En sintesis, para resolver el . sistema de ecuaciones
no—lineales'lZl)lpor el método de Newfon; se requiere que en la

(r+1)-ésima iteracién se efectuen los siguientes dos pasos:

{YResolver el sistema lineal:

‘J <>—<~m)§j(n= - F (%) z (25)

_ 1i)YEfectuar la'éuﬁa=

‘>"<’tﬁ.\ _ ;Zur\ +—>7Lﬂ

- (26)
En nuestro casp particular, el sistema no-lineal de
ecuaciones es el siguiente:
: \
wn - {n (w..’w._z....-)(&)IU)w‘l, wa.\/ eesy wadj+| - O
—-ﬁl; CLLJ,,' QJ," s (A)IUIOJM,Q);;,,,,.,(;)4”>+,=O
. . . (27)

CL)“_, 'FIU ("*') 18 ,,., /C‘J:-J,CL»L:/U-)AA .,.,,‘L-.).-,.J)+I=O
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(4)*, —f;, (UJM, wu, .../U}:u, &J.-u,l&ja;, 10ty w»‘“)-‘- ’ =O
, . .

’

an ™

UJ""’ "7["" <(-U‘n, w"/l""/ “‘)"‘"}' “J*Uw‘*, ses0 2 ) ‘JM) ;, =0

el cual fue desarrollado de la ec. (18) y en donde hemos denotado

{m = €Xf{—e(gz.¢+i

mes)

Obsérvese que en las dos. Gltimas ecuaciones ya se ha hecho uso
explicito de que nos estamos restringiendo a dos espécies.
Reacqmbdando el orden de las expresiones en la ec. (27),
Cdu"ﬁ.(‘~hl,aja,,.7 Lu&MJ) + 1??63
(JJ,,—][;: (Wu, Ww.,.,..., Cdzu) -+ 1 =
W — (,z (W) Wa,..., Wzw )+ 1-0 (29)
Was - fiz (Way Wi,y s )+ 120

-—

Waw- ) (UJ.., LJ,;’,”/ M}‘.u)-f- 1 =O
y definiendo a los vectores w, f, Yy 1 como

=
w = (OJ,,, ‘-&)a:', u—‘)a,(AJaa,.... ,(A.jzu )

-

_:‘ﬁ =<‘F~,7(3',.;'1,'(;:,....,;:08 | (30
-t .
) 1.—:(.',,,1,1,,_,,,1)'
tendfémos que la ec. (29) toma.la siguienfe forma compacta
——ly -
f(@)-w -1 =0
(31)

0O bien, definiendo

f({?)) = {(cﬁ)-—c—j ~ 1 (32)

tendremos que,

7((:’)) =0 (33)

Obsérvese que la ec. (33) representa un sistema de 2N ecuaciones

50
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897693
con 2N incégnitas, donde N representa al naGmero total de nodos de
la mal;a seleccionada. |
Aplicando el algoritmo iterativo de Newton, ecs. (25) y (26),
tendremos que el valor de 1la variable w en la (g+1)-ésima
iteracién‘sera

— — —(34)
— — i
') b} wr)
W™ = WY

donde, — |
Ly - -Fedny s
Sustituyendo la ec. (32),
N =R PR S

.y como de la ec. (34$=

(37)

) —

‘ ) | y _ C,-Qlﬁﬂ’ _ C:’)(r)

tendremos:
- -2 n ve 1) S T Py - 2 ¢r) K
iy ( t w( ) (L(Jm/;_ e {(wcn)_‘_w + { (38)
c . . . - L w_ e
omo la matriz unitaria I es <al que Iw v o, podemos |

escribir la ecuacién anterior como,
) - —-
.j}(&}u))z)(ﬂ'; [Lﬂf ‘(;fsun) + lj(z’)u)_ {(‘;;u)) + 1 (39)

Definiendo
- R N - -— —
7 (5‘“)5[%?&3‘“)4 ]w‘“‘ f@)+1 o

tendremos,

J (;)(v\)('jj’*\% 5(0_}0’) {(41)
¥ _
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que constituye en si un sistemé de ecuaciones lineales para la

variable w en la (r+1)-ésima iteracién.

Denotemos por ju

a los elementos de la Jacobiana, tales que!
»’ :-(_’
3 _ M) (42)
G S
.
d

Haciendo uso de la ec. (32), tendremos que

donde

(43)

3.“] - g‘d é

' L. (& (44)
g - AT

BwJ-

la cual se calcqdla explicitamente en el Apéndice E.

Regresando a la ec. (41), ésta es equivalente a 2N ecuaciones

de la forma:t

-

J Cvm g erl . (a5)
) , R -
a t = I,al . aU

De tal forma que para una t dada, podemos escribirla como,

m.; <'*" y (46)
Z a‘a +J Youts 3‘“’ =0

donde

’ (r) .
Jior = 3e ‘ (47
79

cree)
Suer — < 1

Sustituyendo la ec. (44), tendremos:

RCTEA LY WEE

J:/

Como veremos posteriormente, la ec. (48) SEer& una primera versién

de la expresién final que usaremos en la obtencién de la solucién

del Método de Newton.

Por el momento expresemos de forma explicita

el término jum « De la ec. (47), tendremos que para .la {(—-ésima

+4
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componente:

. = g (49)
Ji,auu - gt,'

Luego entonces, haciendo uso de la ec. (40),
g l(J (w"' +ﬂ) Lvl_F(wm)_'_ J_;ZJ;a.uﬁtv\_fa‘Lﬂ_ﬁ(wm) +1 (50)
< 4=

y sustituyendo la ec. (44).

5&) 2-‘ (Jd ':-) m —;(cu"')"'l (51)

Js/

Jﬁﬁwf;;f?%%"’-ﬁ (el

Sea yw el potencial en la superficie del capilar y al cual

De tal forma quet

corresponde la solucién v, 5i 10 tomamos como parametrag de
cambio, podemos obtener una estimacién de g"*”~ para un
potencial diferente y° > oy en base a 1la "convergencia

-hacobiana"au, que establece lo siguiente:

J}r (‘Bw,i/ )‘Z)M; Jf(ﬁ(ﬂl'q’)@wl@g ((/,'—(7L) (53)

Obsérvese que el primer término del miembro derecho coincide con

¢ '(l‘)

). En cuanto al segundo término, como de la ec. (28},

‘FL(JB) = }yx (&) (54)

su derivada respecto al potencial y es?

bttt e W -




(‘ﬂ—> f@de e

donde v, = —eﬁgiw. De forma compactas

_a_£_ _ F{") "*/’.,' (56)

Sustituyendo 3(w“5, y la ec. (56) en la ec. (53), tendremos:
2 v

Jx ((TJM} W™ g(w"’) )((-"" <7L (‘/”Tf (57)

que por camponenetes y para una t dada toma la format

Jﬂ

Sustituyendo la ec. (47), tendremos,

P e i) o
id p J {w (—QZ__ (59)

=

Definiendo
.o. =- 3 _ {' (-’)gﬂ)g (¢ (/
Wt U (60)
eret)
| W= -
tendremos, z
—
(f-fl) cver)
. . ' _ (61)
é__l Jta .C_l:-JJ' +Jl,:u*; (*JJAJ.'.;_ — o .

=

0O bien, sustituyendo la ec. (44),

crar) . u)("’) —- O
. (J'J = "‘J T i emez ez (62)
=3} -
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Comparando las ecs. (48) y (62), observamos que tienen 'lé

misma forma general?

an)
: o treel) ) aer) (63}
‘ ZI (at'a' —gid' )ua +J‘."‘ W, = o
J:I —
donde:
-Si a= 2N + 1, Jia = Jizun’ al resolver el sistema de
ecuaciones, obtendremos W = P que son los valores de

2
hi{x) en los nodos de la malla para el potencial y en la superficie

del capilar.

-Si a = 2N + 2, f = f al resolver el sistemsa de

ia i2N+2”

. r+4) r+a)
ecuaciones cbtendremos w = u que cserfian los valores de

h(x) en los nodos de la malla pero para el potencial ', cercanc a
¥, en la superficie del capilar.

Esta situacidén nos sugiere sintetizar ambas ecuaciones, eCcCsS.

-

(4B) y (&2), en una sola scuacidn,

2w
’ tre) 4 crte) : ree) (64

Z: (1{) ‘ét'a' )wa +Ji,.wﬂ a-)auﬂ BEWIT) aj:,w; =0

i t

1o cual! es motivado exclusivamente por ventajas en la manipulacién

numérica, ademas de gque permite trabajar el sistema como de 2N

- ecuaciones con 2N + 2 incégnitas v en su . debido momento tomar

| . : (r+4) (r+dd
J o J igual a cero para obtener las w o w .

L,2N+1 iL,2n+2
respectivamerite, segun sea el caso de interés.

Al respecto de lc anterior cabe seNalar gue como todo

proceso iterative requiere de un criterio de convergencia, si

(r+dd

dicho criterio se establece respecto a w « gue sera nuestro
. Trad . .

casp, al converger el algoritmo para w no implicar&d de

. . (r+4) . .

ninguna manera que también lo haya hecho !' . 8in embargo, si

resolvemos el sistema de ecuaciones para y tomamos como




(reg)
v

valores de entrada a las anteriores, 1la convergencia de

la nueva 'ﬂ*0 serda mucho mas rapida. Lo cual eé sumamente
apreciado en cuanto a tiempﬁ de cédmputo sé refiere.

Lo que hemos logrado hésta aqui. es reducir el problema
original de resolver iterativamente un sistema 'de ecuaciones
no-lineales, al de resolver, en cada paso iterativo, un sistema de
ecuaciones lineales, ademas de las ventajas obtenidas ton la
introducé%én de la convergencia Jacobiana.

En 1o que resta de la seccién obtendremos‘ la solucién del
sistema lineal de ecuaciones (64), haciehdo uso del Método de
Eliminacién Gaussiana®®. |

‘Como la ec. (64) debera resolverse de igual forma en cada

iteracidén, omitiremos por'sencillez los superindices que aparecen

en ella, ademas, reetiquetaremos los coeficientes de la siguiente
forma: sean b_lj tales que, |

bi; = i S (65

" i = Y 1,7 < 2N

bi,um = ai, 2041

- - lﬂg,wa = J,_'.-w,, _ | para _{ < 2N

(66)

luego entonces el sistema de ecuaciones a resolver toma la formas
En L'J,-l-lOn_UJz,*‘ 0t + b'a' wd +u: + bllau-rawau,.; =0
lgu W +loss s +.1 +5>a UJa +oet bh’““w’”’*-‘—o

t

}
{
i

'
t
{
|

'b«:: w, + b{;u)a'\' calt b‘é UJ,}' o4 b{,lay+;“jﬁu-f3 =0
(&7) .

i
!

!
Ba-','uJ,-*'bM;u),‘l»...—kb,u,jw--l». o -I—bau,;un =0

—— -~
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Como sabemos, el Método de Eliminacioén Gaussiana consiste en
lograr paso a paso la triangulacién del sistema de ecuaciones.

Procediendo en ese sentido, al terminar dicho proceso, tendremos

W+ V[ Jwt ., +V Bl oV 2w, VE o)z 0

o Wity +Y [t 2o A (- Va0

: K] _‘
(68)

] | (‘) ., +\/[§ +(2N- z_)]u_)w+v f.+ ?N (L—:)}U...If'v?*(“/ (1—23L.,20

a

N ] 'q,jv[? Aoty +V[F#2] Dot VB +3]0h=0
2NV | (s +V[§w+ ] wz.,+.+\/{ 3,+2| Whars =0

donde
% = 2N (i-1) - (=3Xc-2) (69)
v . 2

representa el namero de términos en =1 renglén (i-1), vy
| : (70)
\/ [{"’ (A‘ 1)} = E"J

con € = 1, 24...42N y J = 141, {+2,...,2N+2, representa al

coeficiente de wj en la i{-esima ecuacién. Tal que

{ g‘-' '

. w g = = (71)
b

El c&lculo de los coeficientes que aparecen en este cociente

se evalgan tomando en cuenta 1o siguiente: si observamos

detenidamente el sistema triangulizado, ec. (68), vemas que 1la

numeracién'de cada ecuacidén estd acompafada de un superindice

tarty, @®r, .., Y, ..., (23, éste indica el namero de

pasos requeridos para terminar la eliminacién Gaussiana de 1la

57




ecuacién correspondiente. Asi, la ec. (68-1) requiere 1 paso, la
ec. (68-2) requiere 2 pasos,..., la ec. (68-1{) requiere { pasos,

etc.. Este significado del superindice es extensivo al indice k
k

que aparece en los coeficientes bﬁ’ los cuales son tales que, _

ara kR < L @
P Rt

b= by - b VIRF G &) om

donde: it =1, 2, 3, vv. 5 2N

J
h = t—I, t—2, s as . 2, 1

t, t+1, {+2, .uu , 2N+2

A continuacién y partiendo del sistema de ecuaciones (&68), se
iniciarid el proceso de sustitucién inversa con el cual se finaliza

el tratamiento matematico del sistema de ecuaciones (67),

obteniendo con ello la solucidén y los valores de 1las w's. Sin

embargo antes de abordar’ este proceso, cabe seflalar que es
precisamente en éste pupto donde dividiremos nuetros resultados:
i)Sean:? |

\/{f,; + (2N - (i—z))]= 0 T

v i = 1, 2, 2 = @a , 2N
en el siétema de ecuac@ones (68). Entonces di;hnisistema nos dara
las w’s - correspondientes al potencial yw en la superficie del

capilar.

ii{)Sean:
V[?a"’ (2”" (1;"))}"'0 (74)
YV i =1, 2, ..., 2N
en el sistema de ecuaciones (68). Entonces dicho sistema nos daré
las w’s correspondientes al potencial w° en la superficie del

capilar.
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Tomando en cuenta estas coeoncideraciones y recordando que

w = W = —1,ecs. (47) y (60), tendremos de la ec. 2NN que:

2N+ 2ZN+2 |
W=V (F+ ) | , W= V(?a.f"é ) : (75

‘, obtendremos 'AY Y w .

. 2N-
sustituyendo en la ec. (2N-1) N4 @ N-e

respecti Qameﬁtﬂ

(JJau-, = V (f»-,'f'g)f'v(éu—a .+ ’) Wiy
wau» = V ( ?.w_,-l;j) -'V(fw;,"' />6L__4_Lu

De tal forma que al continuar esta sustitucidén inversa y para 1la

(76)

i-esima ecuacidn, la w estard dada por la siguiente expresion:

wi'= VI_—?;-F(ZN '(C‘/))]"Jzzm\/[fﬁg-i)]a{j | (%i)

Similarmente, para la ‘-'-)i.= o

=¢

(:\_),; :—_V[ii-(ZN’ (L’l)” "JZ'\/[;L- +/J-i)](:t_)J- _ (78)

en las cuales 1, 2, «s.35 2N.

Las ecuaciones (77) y (78) nos propoarcionaréan los valores de
h(xi) en cada paso iterativo,en cada nodo de 1la malla (t=1,

2,...4N) y para cada una de las especies, positiva o negativa,

segun sea el caso.

11II.4. Constuccién de la malla de elemento finito para el

sistema.

Como de las condiciones generales de nuestro problema se
espera que los perfiles de densidad tengan mas estructura en las
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inmediaciones de las paredes del capilar, y que conforme nos
alejemos de ellas ,hay(X) + -1, o equivalentemente gar(X) - 1,
construimos la malla tal que 1los elementos finitos en las
vecindades de las paredes sean mids y de menor tamafio que los
correspondientes a distancias lejanas.

Como el dominio de gay(x), fo har(X)]’ es no;acotado"éh el
exterior del capilar (t+d+a/2 £ x £ @), la particién del dominio
culminara a una distancia R de 1la posicién de maximo
acercaﬁientu de los ibnes (a/2 de 1la pared), suficientemente
lejana como para suponer due gar(X) + 1. En el éapitulo siguiente,
en el Eual presentamos los résultados numéricos, podremos ver gue
R depender& de varios factores. Entre ellos, la concentracién de
la solucidén, el potencial elect?ostitico en la pared del cabilar Y
la valencia del electrolito. Sin embargo, en condiciones extremas
el valor de R m&s grande es del orden de 400 radios idnicos
(a/2). SEIECCionada R, procedemos a dividirla en intervalos de
acuerdo al criterio mencionado en el paArrafo anterior.

En cuanto al interior del capilar, como el dominio de gar(X)

es acotado (0 = x < t+a/’2), dividiremos dicha regién en tantos

intervalos como sea necesario par; cubrirlo. 8in embargo, vy de.

acuerdo al criterio de corte mencionado para la regién externa, el
capilar mas grande (gigante) Qque se tonsidera se toma de radio
interno igual a R.-

Como las regiones interna vy externa del capilar son
independientes para el caso eétudiado, el graosor d del capilar
(d = R3 - R‘) es irrelevante; de aqui pues que se halla
seleccionado arbitrariamente igual a 10 a/2. independiéntemente de
los diferentes tamafios del capilar.

En-la fig. 3 se ilustra lo anterior para el caso extremo de
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capilar giganté,-en donde se observa gque 1los inlervalos son det
380, 8, 6, 3, 2, 1, 2, 3, &, 8, Y 380 as2. Ubteniendo asi una
malla simétrica respecto a las paredes del capilar. Como en este
trabajo nos restringiremos a 1la parte,vinterna del capilar;

" para el caso extremo de la fig. 3 la malla estaria formada sélo

por los primeros 5 intervalos.

087663
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FIGURA 8.

-

Posteriormente, se procede a dividir cada intervalo en

elementos finitos de igual tamafio, colocando mas elementos en los

m&s peqgquefios. ESpecificaménte= 2 (de 190 a/2.) en l‘ e I‘;; 2 por

a/’2 en Iz e-I‘O, 4 por a/? gn Ia e Ip,:JO por a/2 en I‘ e Ib’ 20

por a/2 Eﬁ I5 e 17. Finalmente 1 (de 12 a/2) en I y el cual

[

canstituye la region de separacidn entre el interior y exterior

del capilar. En esta zona no se tiene electrolito. En resumen, se

tienen un total de 224 elementos finitos, 112 en cada regidn, Y

226 nodos, 113 en cada regién. El1 namero de nodos de cada regidn
es impar, debido a que se utiliza integracién. numérica de
Sympénnuv en la evaluacién de los lkerneles Kw‘X) Yy Lw(X)'

Fara capilares de menor tamalio, se procede a eliminar los
intervalos extremos de cada regidn. 0 bien si el radio interno no
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lo permite, se eliminan tantos elementos finitos, del tahaﬂn
cofrespondiente al intervalo extremo, comp sea necesario. Es
canven;ente, por sencillez, mantener 1la simetria dé la malla,
- aungque no es necesario. Por Gltimo, se definen las ?unciones base

cuadraticas en cada elemento finfto.
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IV. Anilisis de Resultados.

En este capituloe presentamos' algunos de 1los resultados
obtenidos al resolver la ecuacidn HNC/MS para un electrolito en el
interior de un capilar cilindrico cargado, ec.(63-1I1), para
di ferentes concentraciones, valores del radio inferno del capilar
y del potencial ei su superficie interior. Los cdlculos se
realizaron para el MFR de un electrolito 1:1, T = 298 K, & = 78.5
Yy a= 4,25 A. La constante dieléctrica del capilar se tomé igual a
la del solvente para evitar el potencial imagen. Especificamente
calcul amos 10% perfiles de densidad, gi(x), el potenci al
electrostaAtico promedio en el interior- del capilar,  wi(x), ia
densidad de carga inducida en la superficie interna del capilar,
ol;'el potencial electrostatico promedio a la distancia de maximo
acercamiento de los iones a la pared interna} L y 1la adsnrcién
isotérmica de carga, q, Y Q.- Para la presentacién de resultados
se han dividido éstos en tres grupos=-a)Comﬁhracién HNC/MS vy PB
como funcidén de 1la cqncentracién en el bulto, figs. 1-10j

b)Comportamiento HNC/MS como funcién del tamafo del capilar, figs.—

11-165 y e)Comparacidédn HNC/MS .y PB como funcién del potencial en

la superficie interna de un capilar pequefio, figs. 17-28.

En las figuras se hace uso de escalas lineal vy de Arcsenh,
tanto para abscisas como ordenadas y sus combinaciones segun; se
consideré conveniente. El radio interno del capilar se denota por
R vy se expresa en diametros a o radios r iénicos. La escala de
posicién se expresa en radios idnicos medidos a partir del origen
ubicado sobre la superficie interna del capilar. lLos potenciales

&
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pix) vy ¥, =€ han expresado en mV. La densidad de carga superficial

. . . 2
oY la adsorcidén isotermica de carga en C/m .

En la fig. 1 se presentan los perfiles de densidad reducida
de cbiones y contraiones, obtenidos a‘ partir de las ecuaciones
HNC/MS y PR para un electrolfto 1:1 a 0.0, 0.1 y 1.0 M en el
interior de un capilar de radio infinito y potencial en %?

superficie de 95 mV. Como era de esperarse, a bajas

concentraciones las curvas PE y HNC/MS concuerdan razonablemente.

Cabe mencionar que compar amos estas curvas con las

correspondientes para una placa en un electrolito v la
. @

concordancia es completa™ . Dado gqgue a su vezx se ha
U2 . P

demostrado que la ecuacidn HNC/M5 tiene un excelente

acuerdo con datos de Monte Carlo (MC) para este sistema, hemos
demostrade que, al menos en el limite de radios del capilar

grandes, nuestra tesoria da les resultados correctos.

En las figs. 2 y 3 se muestran los resultados pata las mismas
condiciones de 1la fig. 1. salvo gue para radios del capilar
cilindric; pequcfios, i.e., R = 4a y la respectivamente. Como puede
observarse, conforme se reduce el radio del capilar, aumenta 1lea
concentracidn de los contraiones a lo largo de todo el perfil. Lo
cual trae ﬁomo concecuencia que la concentracién promedic ern el

interior del capilar aumentse.

En las figs. 4, S y &, s2 muestra el comportamiento del
potancial electrostatico promedio en el interior del capilar,
éc.(Ser), para las condiciones correspondientes a las de lac
figs. 1, 2 y 3 respectivamente. Comc puede observarse, para bajacs
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concentraciones la concordancia entre los resultados para FB vy
 HNC/MS  es éxcelente, sin embargo conforme se incrementa la
concentracidén, estas discrepancias sOon significativas.
Particularmente en las figs. 4 vy 5,_para 1.6 M se observan zonas
para las cuales el potencial elgctrostético promedio Dbtenidué con
HNC/MS toma valores negativos mientras que los correspondientes B
mantienen su comportamiento monoténico decreciente. For otfa parte
nbsérVese como la derivada tiende a un valor .practicamente
constante e igual a cero para radios muy pequefios.

La densidad de carga superficial inducida en 1la superficie

interna del capilar esta dada por

t " (t—f“/:) Sﬁd Cﬂ)ﬁdz | ‘v

o

obtenida de la ec. (S54b-A) bzjo la condicidén 'y

A = Vo’ ya que de

lo contrario no es posible conocer °, exclusivamente del

conocimiento del perfil de densidad en el interior del capilar.

En la fié. 7 se muestran 1los resultados. para o, ‘como
funcién del radic interno del capilar, para 1las condiciones
electrostéticas de las fig. 1-3. Nuevamente la concordancia entre
los resultadosAHNC/MS y PR a bajas concentraciones es completa.
Por otra Qarte y de acuerdo & lo esperado, conforme se aumenta el
radio del capilar la dencsidad de carga superficial se incrementa
hzazsta un valor constante. Por el contrario, en el limite R » 0O,
la densidad de carga se anula,lov cual es congruente con el
comportamignto de la pendiente mencionado en la descripcidn de 1la

fig. 6.
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El potencial electrostatico a la distancia de m&ximo
acercamiento de los iones a la pared interna del capilar, ec.
(55-A), puede ser identificado con el potencial {. Este potencial
es de la mayor relevancia en el cllculo de prqpiedades de
transparte“ﬁ En la fig. 8, se muestran los resultados HNC/MS Y
PB para dicho potencial como funcién del inverso del radio interno
del capilary Se observa el comportamiehto creciente de Y

con#orme se reduce el radio interno del capilar, siendo éste mas

agudo para altas concentraciones.

La adsorcién isotérmica de carga se define como:

+
G = eZofa\lunly)yd |
- A2
En las figs. 9 vy 10 se muestran respectivamente los

resul tados para adsorcién de contraiones, Qs Y coiones, q, - Como
puede observarse en la fig. 9, a 0.01 M el acuerdo entre HNC/MS vy
PB es razonable. Sin embargo, para 0?1 My 1.0 M, las diferencias
son apreciables. No as} para los coiones en la fig. 10, donde .las
diferencias para ambosAresultados es solo aprediable a 1.0,M.t;Pnr
otra parte y de acuerdo a lo esperado, la suma de los valores para
las adsorciones de coiones y contrariones para un mismo radio: del

capilar y concentracién coincide con la correspondiente densidad

de carga superficial.

De este conjunto de graficas observamos las siguientes

caracteristicas generales:

- Al aumentar la concentracién en el bulto, se reduce el

bbb




espesor de la doble capa, se incrementa 1la densidad de carga

inducida en la superficie interna del capilar y por tanto tambien

las adsorciones isotérmicas de carga. For el contrario, se reduce
el poténcial electrostatico promedio v, 2 la distancia de maximo
acercamiento de log iones con la pared interna del 'capilar. Ass
mismo se incremé;tan 1&5 —di¥erencias entre los resultados
obtenidés de HNC/MS y PB en todas las cantidades mostradas.

Independientemente del valor de 1a4concentrac{;n en el
bulto, se observa que los valores de las densidades de contacto
son mayores en HNC/MS que los correspondientes valores de PB, 1la
Jénsidad de carga superficial inducida sobre la pared del capilar
es mayor en HNC/MS que la cnrfespondiente de PB. Por‘el contrario,
-los perfiles del potencial electrost&atico promedio de PB se
encuentran por encima QE los correspondientes HNC/Ms; igualmente
para el potencial electrostético »prnmedio v, Finalmente, el
espesor de 1la doble capa obtenida de PB es mayor que el

correspondiente HNC/MS, observandose mas destacadamente para altas

concentraciones.

- En las figs. 11, 12 y 13 se muestran los perfiles de dens;dad
de coiones y contraiones para distintos radios del capilar, R =1,
4, %0 y 200 a, y un potencial en la superficie interna del capilar
de 95 mV. La concentracién de contraiones se incrementa conforme
disminuye el radio internoc del capilar. La concentracién de
coiones, por el contrario, disminuye. Este comportamiento se hace
mas eviﬁente conforme se disminuyen las concentraciones del
" electrolito en el bulto. Finalmente obsérvese que para capilares
- pequefios la caoncentracidén de bulto no se alcanza en el interior
del capilar.
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En las figs. 14, - 1S vy 16 se mugstra el potencial
electrostitico promedio para diferentes radios del capilar e
iguales condiciones-electrostéticas a las de las figs. 11, 12 y 13
respectivamente. Para capilares pequefjlos y bajas concentraciones,
fig. 14 y 15, el potencial electrostitico'promedio en el intetior
del capilar no se anula. Para altas concentraciones su
comportamiento deja de ser moenoténicc, presentando oscilaciones

alrededor de O mV, fig. 164.

De estas figuras comparativas en Funcién,de las dimensiones

del capilar, se obtienen las siguientes caracteristicas genesralest

- Conforme se disminuye el radic internc del zoapilar, se

incrementa la densidad promedic vy €1 potencial electrostatico
promedio en su interior.

- Las densidades de contacto varian muy poco (  20%) al

pasar de un capilar de radic muy grandes; R = oo, 2 unc peguelo, R

= 4a. Sin embargo. estac diferencias se intencifican para radios

sumamente pegquefios. R == 4@ + 1a:. principalmente para altas

c:n;gntraciones.

- Para capilares grandes vy altas concentraciones el
potencial - -electrostdtico promedio presenta oscilaciones alrededor

de cero.

En las figs. 17 v 18 se muestran los resultados HNC/MS vy PR
para los perfiles de densidad vy potencial electrostatico promedico,

respectivamente, para una concentracidén de 0.1 M en 21 interior de

un capilar de radio R f4a vy diferentes pcoctenciales en 1=a
superficie interna del capilar, 95, 160 vy 215 mV. Las difercncias
entre los perfiles de densidad de lcs'contraiones HNC/MS v FB gss
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hacen mas significativas confofme se increﬁehta el potencial en la
superficie interna del capilar. Por el contrario, los perfiles de
los coiones en ambas teorias son practicamente identicos,
constantes e igualés a cero. |

En la fig. 18 se muestran los perfiles del potencial
electrostatico promedio correspondiente a laqfig. 17, en donde se

observan diferncias significativas entre los perfiles HNC/MS y PR

s0lo a 215 mY.

En 1la fig. 19 se muestra la adsorcibn isotérmica de coiones y
contraiones como funcidédn del radio del capilar, para un
electrolito a una concentracién de ©0.01 My potencial en 1la
superficie. interna de 1560 mV. Como puede observarse, y de acuerdo
a lo mencionado en la fig. 9, se presentan diferencias apreciables
entre las adsorciones de los contraiones HNC/MS y PBE. For el
contrario las adsorciones de los copiones en ambas teorias son
practicamente indistinguibles (ver fig. 9.

En la fig. 20 se muestra la densidad de ca;ga léuperficial
inducida en la pared interna del capilar como funcidén de su radio
para diferentes potenciales en la superficie. Obsérvese Que para
23 mV el comportamiento de las curvas es similar al presentado en
la fig. 7. Sin embargo, conforme se incrementa el potencial
superficial, las diferencias entre ambas teorias se hacg cada vez
mas evidente. Se muestra interesante el comportamiento que
. presenta para 215 aV en capilares cuyo radio se encuentra entre 2
vy 6 r. En la figura se ha interrumpido la curva en R 2.9r por
razones de presentacidén, ya gue para este tamafio del capilar 1la
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densidad de carga superficial toma un valor de 1.8 C/mz. Cabe
mencionar que este comportamiento ya ha ¢esido observado en un

. . @8
electrolito inmersc entre dos placas planas cargadas .

En 1la fig. 21 se muestra el patencial electrosEétiéo pramedioa
v, como funcién del inverso del radio interno del capilar, para
las mismas condiciones electrostaticas de 1la fig. 20. Nuevamente,
hay diferencias significativas entre los resultadcs HNC/MS vy FB
conforme se incrementa el potencial superficial. Observandose una
’caida dristica del potencial para ur potencial en la superficie de
218 mQ y radio del capilar pegueffos. Al igual que en la fig. 20,
por razopes’de presentacidn, se interrumpio la curva airédedor de

1/(R/r) = 0.6, en donde wu toma un valor de -500mV.

Em la fig. 27 se muestra la densidad de carga superficial

come funcidn del radie del capilar pors un slecrclitoc 2 2. i1M de

concertraciér v di%erentes_ potenciales superficiales. Las
diferenciasgéntre los resultados HNC/MS v FB son mas - evidentes
canforme se incrementa el potencial superficial. Al igual gque en
l1a fig. 20, se muestra, aunque de ;orha mas sutil, una distorcidn

de la curva para potenciales grandes y capilares pequefos.

En la fig. 2% se muestra el potencial electrostatico promedio
wn como funcidén del inverso del radio del capilar para las micsmas

condiciones electrostaticas de l1a <ig. 22. Nuevamerie, 1

=3

0

diferencias entre 1los resultados HNC/ME v PR s hacen mas
evidentes conforme se incrementa el potencial sup=rficial. Fara
150 oV, y al igual gus 'en la  fig. 21, la curva presenta  una
desviacidn de su comportamiento mondtonos creciente para radios
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pequeﬂos, aundue de forma menos evidente.

En~lés figs. 24 y 25 se muestran los perfiles de densidad Y
potencial electrostatico promedio de 'un eléctralito a una
concentracién de 1.0 M en el interior de un capilar cilindrico de
-»fradio igual a 4a para diferentes potenciales. En.la {ig. 24, 1las
diferencias  entre los resul tados HNC/MS Y PB son
significativamente diferentéé tanto para contraiones como para
coiones. Esta diferencia es aGn mayor en los perfiles del

potencial electrostatico promedio de la fig. 25. En contraste con

el comcortamiento mondtono de los perfiles obtenidos de la teoria

de PB. los correspondientes a HNC/MS presentan leves .oscilaciones
alrededor de O mV, mas pronunciadas conforme sé incrementa el
potencial superficial.

_E- las figs. 26y 27 se presentan 1la densidad de carga
superficial oY el potencial electrostéticp promedi; vh como
funcién del tamaﬁo del capilar, para laS{ condiciones
electrsstttica% de las figs. 24 y 25 anteriores. Las diferencias
entfgilos resul tados -abetenidos d;_HNC/MS y PB se magnifican.  Es
de notar, sin embargo, que a pesar del_comportamienté regular de
la derzidad de carga para un potencial superficial de 925 oV, 1la
corressondiente curva del potencial de méximo acercamiento de los

iones 2 la pared, Vs si mantiene el comportamiento sefialado

anteriocrmente en las figs. 21 y 23.

Finalmente, en 1la fig. 28, se presenta l1a adsorecién
isotér—-ica de coiones y contraiones como funcién del radio del
capila- para wuna concentracién de 1.0 M vy potencial en 1la
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superficie interna de 20 mV. Como puede observarse la diferencia
entre los resultédos HNC/MS y PB tanto para 1la adsorcién_ de
coiénes como de contraiones es apreciable, principalmente en esta
altima.. B

De este Gltimo conjunto de fiéaras compaFativas observamos lo
siguiente: |

- Conforme se incrementa el potencial electrostatico en
la superficie interna del capilar, aumentan 1los valores de 1la
densidad de contacto; asi como tambien se incremenfa la densidad
de carga superficiQI vy el potencial electrostatico promedio wh.

- Para altos potenciales vy drasticamente para bajas
cpncentraciones,'se observa un comportamiento irregular tanteo de-
la densidad de carga superficial como dgl potencial electrostatice
- promedio v, en capilares muy pequefios. | .

- Al incrementar el potencial superficial aumentan las

diferencias entre los resultados HNC/MS y FB.

De todo lo anterior concluimos que para altas
con:entraciones, alto§ potenciales Y capilares pegquefios las-

diferencias entre los resultado HNC/MS vy PB son significativas.

~
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CONCLUSIONES.

- Se derivaron las ecuaciones para la electrostatica de
un fluido cargado en las vecindades de un capilar de geometria
cilindrica, asi como las ecuaciones HNC/MS y PB para describir 1la

estructura de dicho fluido.

Se desarrollé un programa computacional de Elemento
Finfto para resolver 1los sistemas de ecuaciones integrales

obtenidas a partir de la teoria.

-Se resolvieron estas ecuaciones para un fiuido de iones
puntuales y para 21 MPR de un electrolito.

-

-8e analisé la dependencia de la estructura del fluido
como funcidén de la valencia del electrolito, su concentracidén, vy
como funcidén del radio y la densidad de carga interna del capilar.

Se observaron importantes diferencias entre la teoria PB y HNC/MS.

Estas diferencias esperamos modi¥§quen' de manera, quisas

importante, resultados establecidos para el transporte ae fluidos
cargados en capilares cilindricos a partir de la ecuacién de PB.
En el futuro es nuestra intensién utilizar 1las funciones de
distribucidén, aqui obtenidas, para calcular propiedades de
transporte. Sin embargo queremos hacer notar que el mero calculo
de la estructura del fluido en uwna cavidad cilindrica es
actualmente del mayor interés en el campo de la Teoria de Fluidos.
Congsideramos pués, el calculo de un fluido en el interic- de una
cavidad cilindrica una contribucidén importante en s1 mismea.
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APENDICE A

Potencial electrostatico promedi o'™- 2™

para el capilar cilindrico.

Notaciéns
De acuerdo a la fig. (1): _ - -

Regidén Vi x 2t +d + a

Regién IV: t +d+ a/2 £ x<t+d+ a

Regién III: ¢t + a/2 €S x <t +d + a/2

Regidén II: t £ xSt + a/2

Regién It 0 < x < ¢

Parametros:

a : Diametro iénico.

d : Grosor de la pared del Capilgf.

t ¢ Distan;ia devaximo acercamiento a labpared interna

del capilar.

€ ¢ Constante dieléctrica del solvente.

o, ¢ Densidad de carga superficial en la bared externa
del capilar.

o * Densidad qg carga superficial en la pared interna
del capilar.

v; H PotencialjelectrostAtico en la pared externa del
capilar.

wt= Potencial electrostatico en la pared interna del
caﬁilar.

e : Carga del electrén.

e, ! Potencial electrostaAtico a un radio idnico de la
pared externa del capilar,

Vh ¢ Potencial electrostitico a un radio idnico de 1la

1




pared interna del capilar.

¥, ! Potencial electrostatico en e! centro del capilar.

q.o ¢ Carga en la superficie externa del capilar.
e, ¢ Carga en la super+icie interna del capilar.
@ _: Carga del electrolito interior al capilar (DC).

.. t Carga del electrolito exterior al capilar (DC)

Funciones:
v&(x) H Poté;cial electrostatico promedio en la i-ésima
regién (i=1,2,3,4,5).
FBu(X) t Perftil de 1a densidad de carga de 1la doble
capa del capilar.
Operadores:

v? t Laplaciano en coordenadas cilindricas con simetriai
axial:s ]
_ 2
Ve d L d o (xd > (1-A)
= “+ — . = — — -
x X dx X dXx \ dx

La ecuaciébn de Poisson se aplica en lTas regiones donde

exista electrolito. (Regiohes VylI):

V) = - e )

!

(2-R)

La ecuacién de Laplace, en las regiones donde no exista

electrolito. (Regiones IV, III v II).
5
Vdex) = ©

Regidn V: De las ecs. (1-A) y (2—-A), con las condiciones a la

(3—-A)

frontera

L/E(x.».o) — O V. 1)

d%(x) . (V. id)
T _ o :

» o0

2




Se obtiene

cj Z'XO’LL (x)] 4//@ ). (2<) xolx (5-0)

Integrando de x a ® y haciendo uso de (V.ii)-

Xc/(/ (x)’

g f"" (. )O/j (6-A)

Integrando de nuevo, de x a @ vy haciendo uso de (V.1):

oL had

%Zx) tmeg 5/‘0,[?)0/ (7-A)

Integrando por partes el miembro derecho de la ecuacién anterior, con:
(/L”gf(qd? dv= ofX’

. )(l .
‘ g = -x ._.;(_xx)o)x' 27 = [mx

tenemos

S | %(x):_4ge {ibﬂxkj‘zﬁdﬁ)dﬂ + xjhgﬂg)gdﬁk (9—a)

(8-a)

Desarrollando tenemos finalmente

%CX)‘ 6‘7'65%(—-)/9“(9)%0/? (10-A)

Como e, = v;(x=t+d+a)'

<7p 4re jbn ({-m/w%ﬁd [27)015’ e

“td ta

Regién IV: De las ecs. (1-A) y (3-A), con las condiciones a

3

g’

= i .




la fronteré

%({4'0/1‘-&): s ({+ol+a) = %

(Iv. )
c/SZEZx)/ - 0/('[«(x) (IV. i)
dX lya oKX ledra
Integrando la ec. de Laplace tenemos
‘ , (12-A)
X c/;%(x) - C,
d X |
Integrando de nuevo
%(x)= C, + O;LHX (13-A)

Haciendo uso de (IV. 1), (IV 1i) vy la ec. (12 A) tenemos

O, =48 Intiraly iy e ﬂ" (ﬁ‘i*-”—/%@ Jesaso

éh#a

C,= ‘/-Zé-e-{izﬂ.d[ﬁ)o/g (15-A)

O"*)L (x) Qs e _ _ (16-A)
# _c{/%c'_/: ttdra . € (Ho’M) ggﬂ,(/(?)d --£ |

tH1o
Sustituyendo c, Y€, en w;(x),

% (x) = - 47 e[,,, ({+d+a) Sy/ (g)o/y +6‘/7€Jéq {*c/f-d)gﬁ [;)c/g

4Fcl+a (17-A)

- tghxjgﬂdong

Finalmente

<7L(><) 4/’@5%[&)7/&,@)4 | (18-A)

Lrlra
4




——— 4-7,
Como v, = ¥, (x=t+d+a/2):

(7% = Yile ;én /f+o/fcjgﬁd(%)o/g (19-a)

é-v'd-ra-—

Evpresemos a w‘(x) en términos de otros parametros. De 1la ley

de Gauss‘z” s

2 € féﬂ df’ — T (% *;: _,_;ﬂ) (20-A)

Haciendo uso de la ec. (16-A), en términos de las densidades de

carga o_ Y o, obtenemos

E = _‘f_’z[G; + 0, [t )4- j"” (21-A)
E | £+c/+ 9 277 Y+ at)
Como epcd(y)_ eé la densidad de carga volumétrica del
electrolito:
t L 27 . T
= ej f ﬂg(g)?dg‘o/ac/fo = Jﬁ/ejﬂ,; %)7 6/? (228

Sustituyendo en la expresién para el campo eléctrico v de la ec.
(16-A), ~ - _ -

+
‘://7 g, J( ‘é‘f‘?A’ ) S
F= + ) (23-A)
e [ T2 el 7
Haciendo uso de la ec. (12-A) para x = t+d+a/2 e integrando de ¢
+d+ a/2
- X 4+ (v)
_ T [y / + O3 ) ?" 1
%(X)’% € \U1d+% “lrd % (ffc/#%) d ‘L’( (24-A)
Tengamos presente que por electroneutralidad q‘; +¢;t 4-&:;.m +q.x= 03




0 bien, en términos de las densidédes de carga superficial:

- U ({fc/fa/f;v)— g.{+44) = eSﬂ"/[ﬁ)ydy (25-a)

Regién III: De las ecs. (1-A) y (3-A), con las condiciones a .

la frontera T

L thrddvay) = (44d k)= 4,
-€L;= '€J¢(X)+éo/§é_é<,
o X

A é*"’ *a

(ITII. 1)

__4—776 (ITI.Z1)

De las ecs. (12-A) vy (lb—A), tenemos que

1(/(5)(()() o 77 Uo ({+0/+% + 47e f/)d(g)ydy (26-A)

Integrando de t +d + a/’2 a x, y haciendo uso de (III.?)

U(x) = SZO + "—"7—-@ Cf"c/"%‘) A”(b‘j}%) *
(éfnh‘a/ )Sfd(?)i O%

troivll —
Sustituyendo la ec. (19~ -A) y agrupando terminos

QZ/X) 4—//——(0:’1‘?‘0/*%)&”/”7,%) Lﬁ/iiu )/qdfg)g dy (28-A)

(27-R)

Como ¥, = u;(x=t+a/2)

%=%+‘/_7Z_0.E(é+c¢_,¢%)h t + % ) "

t+o+ Yo

“ze L"ij,,?é)f fatpyd g

o evaluando en la ecs. (28-A) y (“5 A) obtenemos respectivamente

(29-A)




{

C#: 0/70;({,;0/,;&/;)%(‘{*“/?) Z/CS /,i 3/)%/[7)0/? (30-A)

{4 +95

. dtdra
e/r t+92 \_47e],,[t+55
(7[ QZ 4+44) 0 In faa) -—6-—(/” +d+4/a)x (31-A)
<+ + 4/
,W-w dy + €Le b (z——@m 2) )y dy _
Yy como en la regién t £ x £ t+d+a , e, (y) = 0, lar ecuacién

(7[ (7Z 4}70;6.”“/ ln/i*a/’ ij.“{(?)alg (32-A)

Regién II: De las ecs. (1-a) y (3-A), con las condiciones a

la frontera

Y (+a4) =</({+Q/a)= & N

EL; éE —-:-eo/(é(x)/_,«_eo/(/(x)/ — YTT0% .(II.ti)
| o/ X o X

¢ray, +afs

Sustituyendo 1la ec. (26-A) evaluada en x = t + a/2 en la ecuacisén

anterior

cfgg/ wre 5 fty

‘//74 trd+% | 4770

é({-f% ‘HM 70/? é—,»a/ V= (33-A)
45
Haciendo uso de 1la ec. (25-A) tenemas
4+4/54 )Cj%(")/ _ 4//@1 47
= ZEVbily)udy— PN\ ty )y d (34-A)
40| — Tefo ity - 4 [y
Considerando que en la regién t £ x £ t+d+a, ;2d(y) = QO
€
(4+a dbex)| ﬂ_e_gd )y o (35-A)
/9) X H/__ = _0/4(97 y

7




‘Integrando la ec. de Laplace y haciendo uso de la ecuacién

anterior,

. .
dU. ) _ gz
=g |ty dy

Finalmente, integrando de x a t + a/2:

0)- ] + t/_e,_%;n/ﬁg/jﬂd(; ey

Como w, = ¥, (x=t):
: <
%- %*?/’“/%3/—’)%@)74; o

Regién‘I: De las ecs. ¢1-A) y (2-A), con las condiciones a la

frontera
Gy = 4 ()
- _ (1.1)
. - Cﬁﬁiﬂtz.%%éy ) | (I.1¢)
tenemos:

C/z(;)/ O/—Z/Z-)(()i)/: ) ;_77-5 5 ]"0"’/ &y ) 7 ‘Z? (39-A)

Integrando la ecuacién de Poisson de x a t vy sustituyendo 1la

ecuacidén anterior
+

xd%_(iy wffﬂafg)ydy* 4//4/:// )(7;‘? .

8




Integrando nuevamente de x a t: <

ot = hte) + 428 In (% *) 5/«‘3 g
= S":; V I goly _

Integrando por partes la Gltima integral de la ecuacién anterior,

con:

(/(=~’53/4,4[(7)Jg c/‘lf-.- “L;;

‘J""-""f«a(w)ofw | U= mx (R
"e“e'""%-'g/, )= ]+ 2 b (%) 5; oty B
_47'6[Ly.x5fa((7 ‘/3 ﬂn?/gdﬁ,yo,?]

T ey
| . 4fe%/*)f7fd/3)dg+4ﬂe Sm(x ) ﬂ’ [2 )y O/? (a4-m)
Fl¢tx)i<p/: ;;;,..Z:? “*%)Jz/ sty )clgf -

47’6 SM/,)/LJ(? ﬁa(?

Como v, = v;(x=0)
a3 | |
%:%—{- ‘/éfgogbq(é—;ié)%d%)?dy (46-A)

A continuacidén se presenta un resumen de expresiones.
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- Resumen del Apéndice A.

o ez [ )y g

, %(»‘C) = (749 - 4%20; (é+d+%)&,j, (—éi‘i;_f_/i)

- w7t /rz(fﬂg%) ﬁ@(w 4y

po= oo %(f%%)fﬂd‘y)yJé’
ot e+ g b fee2t) [y 2y
R ﬂjténgi)fﬂgy)ﬁdg
= -é-‘;jh f*o/fq)/d[? 2d?

g Lﬂ(ua,‘a/)

[Ty 7 /3)7 ,

10

C47-A

C48-A

C49-A

C50-A>

(851~

(52-A




L/L % - “7€(£+J+Q/J%(t+d+€/3) - | .

/5
_ Yile é+o/+‘%) ’
€ Lﬂ/t -y éi [9)547
(‘/ Sl _*4/7@ (¢+ QA)L'? €4+ % | FC54b-A) _
t+%Ys | .
+4¢7 e +o’+‘i/)
€ { )| futy Jy
% =474, ({+o/+4/;)lm (ffo/-*%v) (Sdc-Ad
€ t+a/s

] L‘/é@f & %)/%) 14 _
| ¢ SZ + e A?/{-/—Q/) /J[?}ﬂdy | C55->

G- ¢+¢_/f.€§m ér/,)/[g)ﬂp? css_i)

- 4

(’é'/o/*—q-é )0: -+ C‘-‘ + 95 )O:f'egﬂo/(ﬁ) y Zg CS?-'A)
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APENDICE B

Potencial eiectrostatico capilar-ion.

J. Regién x 2t + d + a/2 ¢

(80)

De la Ley de Gauss

E(x) = Lﬂ‘z-—[(é+4/3)6,:+(£+el+q/a)0’;]
x L

m

Como ademas, )
) x

Unr (%) = 'ezvg £ x)dx

oo

Sustituyendo e integrando, tenemos finalmente:

N u.(y CX) = —-47E Z’r—(-é-}'q/;) d;'f'(_'é.'f'cl‘f' q/J )(J\o][m)(

(1-B)

- ' +41e 2 (f+“/a )G+ (£+d +2b d}(»q o)

IX. Regién 0 £ x £t + a/2™:

Como se aobserva de la fig. 1.A, y aplicando la Ley de Gauss
en las regiones A, B y C, ' f

aCX)-‘: %“,T("_ f"*a/a)d +Cﬂ'°]+a/a) ] (2-B)

Cu)= S (4es) 02




gc(X)=O | | (4-B)

FIGURA 4. A.
Como en este caso 0 £ x £ t + a/2, dividamos 1la integral

carrespondiente a uar(x) en tres partes:

. {id19h 149/ x

U oy (X)= ’eZuJE,, (x)o/x - 6215 Eo(x)o’X -QZBJ 5(X)JK
oo 41d19 ¢+

Bustituyendo las expresiones de E . En y E c?
- {+J4WQ

U uy CX): - ‘7‘7-6811({ ,La/;)d 4 ({.,C/_,_a/)a]S clx . :

<+9/s
4/7@2: ({+%)CI‘ JO/X

‘ {+d49/; -

Integran.dn Y agrupando términos tenemqs finalmente!?
ud( 6’X) = - ‘M__@_ZFZ}{*FQA?)G;"L (’("’0”/‘%)05 L"’ (‘é *'0/3)
- ‘/fTle U 143/ )0, L (f+o/+‘?/)

4 +2/5

(5-B)

T g [Q 195) 0 + (brlro/s) 0"] b (=)

13
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APENDICE C
 INTEGRALES: I, 5, J, J, v J

Notaciéns _
s m 122 +x% + Y -2xyCospl*?
A = x* 4+ y? - 2xyCosp 7 o
z = [ga-x=-y % axyCospl”d

Iz

©

I":.S/“”(ﬁ)ﬁd’ﬂ jo/cfs Jz

L)
-0 \l—Z‘-J— x’+4(7“-:xg COS‘P
Penctando por I; tenemos:

T oo

L= .,5 G/LPOJ \E"+xi;‘7;x(71[a>(f'

-

Eva{uemos primeramente la integral respecto a =2 ‘29,

2 S o2 _ ,‘=Ln[2+izz+x’+'7‘—zx‘/('°°¢]
di"-f— x’+ﬁ 'Laxg lnlf

Luego entonces: o o

— l

T = SC{LFS_ de

S \]Z'+X‘+‘1":'7X%&"F

= T lntwo) -3 %'[XZMZ’?"% a”‘f]

Denctando por a'y & a !¢

a’= xX’+Y~ >0
b = axy >0

A @
téenemos 9,

14




g’bn (a'—B'Cos¢)JLf - ﬂ'lfﬂ[g_f_z__@?]

Sustituyendo en I’ y ésta en I o* tenemos . finalmente!?

I —47(41(00)jﬂd(9 36‘7 9’7j [X+.‘j+lx2 ql/dlj)‘]dy (1-C)

2

Directamente tenemos:

Jo

i

\\ - x'—-5°+9 xg C’o;uf (2-C)

Ll

2o

0, Ssdg |

1

Sustituyendo st

dJ = S\f?% Xt 4 tdﬂs;% COS(P‘ dz |

Haciendo uso de A e integrandoaﬂ,

d,=12GyAY+ LA ln[z+ (2+A)]

Evaluando tenemos,

J=Lau(zra)s o, L AI/”LZ”L (z2+A) }-—-—AIMA

2
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Agrupando, tenemos finalmente:

Jl —4 %_\I a?__xz_gl_’_ ZXZ OCA(F—l -+ | (3-C)

-I-(X‘-Hd‘—-a Xy (’n‘{’)bﬂ [{a’-x’-td‘-f;x}’@osi"‘ﬂ |
R NEEY axy Cntp

- 2o
Jo=
a °S
Sustituyendo la expresién de s y wutilizando la definicién

anterior de A, se»tiene que:?

. éod
Jo= )

Integrando®®,
Ze
Ja"‘lmLZNZ’MJ - .
LI
Evaluando y agrupando, tenemos finalmente:
a -+ 2_ wr_y? 0 (4-C)
q);_.:bn) Jaz- x Ldf—axxﬂ('ntp

\l><2+gl-—.’>x? &5«?;- '

.- fsede

(-4

Sustituyendo s vy haciendo uso de A:
¥

Qs = gzaém] o2

[+]

16




Integrandoa¢,

5o e uaf g ety b’

Evaluéndo

J=Le, @2+4)" +-i4z,(z n) 4
2 A Jn [z.+.62£+,4)'/’]-}3_ A2 A”

Agrupando términos, tenemos finalmente:

J ‘fZaa +2 ( x -;7._ axy &m,»]/a - X g*&x;ﬂnc{

(5-C)

+—— (x* +g :nyﬂmf) Z,,/‘Ct: :/a;tx:i;;xgqu
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APENDICE D
KCx,y) y LCx, V) en los casos limites:
x =0 y/o y=0
Como se menciond en la obtencién de los limites de
integracién =z vy e, fecs. (21) y (221, involucrados en las
expresiones de los kerneles K(x,y) y Li(x,y), debemos tratar d?
forma especial los casos »x=0 y/o y=0, por 1la siguiente razén¥
estos kerneles tienen las formas generales de las ecs. (26) vy

(31), dunde'p; esta dado por

- 3 a2 a
B = los |X2y-2
JX%
Como se ha construido una _malla cuyo origen se encuentra
precisamente en el centro del capilar, existe 1la posibilidad de
que x y/o0.y sean hnhulas, en cuyo caso e, presentaria una
divergencia matematica, especificamente en el calculo de gay(X)

para la regién interna del capilar. Abordemos el problema por

casos:

I. x=0, vy =0,

Este caso se muestra en la fig. 1.D, en donde se observa que:

(1-D) de aqui que la condicién s° =< a* impligua gue z, este dado

por:

——————
Z, £ \l 0"8‘ = Zo (2-D)

en la cual ha desaparecido la dependencia en . Denotemos por I. a

la integral:

1e

B




Is = S (. Cs )C}& (3-D)

)

FI1QURA 4. D.

Sustituyendo la ec. (4),

2o Co 2o

Is = — [C, \ dz + 6)7& SSJE' +v.érlC, 5530/%]

(]

Dbservese que en ella aparecen las integrales Jo, J‘ Yy Js. del

Apéndice C. Retomando dichas expresiones y evaluandolas para =z de

la ec. (2-D), tenemost

SZIa = Jar-y+

N ;_I ? [a + (o -Y?
e §3d£=%—\!al-g ."é;’m‘\+;’ J ,
3 . — v ), [a+Ya2-y
R ¥ A I £ ‘”[—7‘%‘]

(4]
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Sustituyendo estas integrales en la ec. (3-D), tenemos que:

L= {le2re.ar gy« paegiamg

rert ey e

Sustituyendo I. en K(x,y),

@) : _
K Cx oL (% %
’ )= g p ,-atygsa (4-D)
O AN
Como '~ puede observarse tanto I. como K{x,y) sO0Nn funciones
exclusivas de la variable yj} en cuanto a 1la integral en ¢
volveremos a ella mas delante.

Denotemos por I:'a la integral:

I: = S cr (S)Jf T (5-D

Sv Ze 2o |
7= e Scig_ 20 gdg‘+ gsdez
T3 i) T mmri
Obsérvese que en ella aparecen las integrales Jo. J‘ vy Jz del

Apéndice C, y de las fuales las dos primeras ya se utilizaron para
la evaluacién de I.; retomando dichas expresiones y evaluando Jz

para zo dado por la ec, (2-D), tenemost
’ ‘EU — e p————
2 2
gdg |, la+i@-y
. ¢

Sustituyendo estas integrales en la ec. (5-D),

e
——

o —— — . #




S E— T
- ' 1
$r
= e’ <SS DA POy 2 4 Jat-y?
I‘-’ =+ Lllv‘/’a) ](m“a) T+ b +; ZI]—.P F

Lo ¢3t{y, o rJa-

2 (1+7ay ”

Sustituyendo I:‘en L{x,y),

RO A
| l:.z(X'%) =174 1 ECIL/’ , —a tyca 6D

Dbsérvese que al igual que en I, I:' es funcién exclusiva de y.
Fara concluir este primer caso, obordemos las integrales en
p. Como se observa en la fig. 2.D, independientemente del valor
gque tome y, siempre y cuando sea tal que V& < a, el "aArea" de 1la
interseccién entre los iones existe para todo valbr de v Y
a%em&s es Gnicaj luego entonces p, = nmn. Haciendo uso de este

hecho, las expresiones (4-D) y (6-D), tenemos finalmente que

Kix,v) y L{x,y) toman la forma: -

J_.‘/ﬂy ls ,"0-47-46(

it

/<(X,3) = l | (7-D)
- ) o / ?>C(.
4/75'13' , 0<gza

L CX;&L) =1 - (B-D)

O )y>a.

FIOURA 2.D




II. y=0, x = O:
Este caso se muestra en la fig. 3.D, en donde se observa que,
Y a 3
87 = 27+X
(?-D)

de aqui que la condicién s £ a implique que z_. este dada 'por=

oo —2e

Observando la simetria entre las ecs. (1-D) y (9-D), (2-D) vy
(10-D), concluimos gque las integrales I. e I;’ correspondientes a
este caso, seran iguales a las del caso anterior, sélo hay que

cambiar y por x,

{LC’, +3nl.a +)Z%,Q_]\/E_;‘ )Z(gax’\/a‘.x;
' +3nCxX Ln{aﬂ/:’—x‘j,uaya "/n/at\/a X ] (11-D)

X

— r ,’ 2\ ? [m[azﬂla‘—x‘
—6‘42 (”LP“) &](Hl‘h) ’ X ! * ](12-0)
7 /’,"l - x; LV’ [—a +\/a I'Xa] _ -

A (lfﬁa)’ X
y en principia, o, ; Y=< x-a
K (X,%) - 4?Isojdq ) X-acy < xra
. O / ? ZXxX+ra
© y Y <x-a
L(X/?)'-; yI_,'Y;}(f ) X-0¢g<xta
o J g >xra

pero como en este caso y= O,




l((x,ﬁ)—- L(x,?)-.-,—-o

(13-D)

v x

FI1OURA 8.D.

IXI. x =y = 0.

-

Este caso se muestra en la'fig. 4.D, en donde se observa queil
2 a
S=2 |
(14-D)
de aqui que la condicién s £ a, impligue gue z este dada por, .

- iz < Q ::1?04

(15-D)

Retomando la definicién de I-, ec.(3-D), v en vista de que se

.tienenv‘integrales de polinomios muy sencilfas, directamente

obtenemos:?

'J(; =v'[?5¢2~+"37?C?362?-+;§ﬁ765(92]:: creE,

sin embargo, como x = y = 0, al igual gque en el caso anterior,




1
/«"'?) =0 (16-D)
para x=y=0 - ;

Retomando la definicién de I;', y de las ecs. (14-D) vy (15-D),

tenemos,

[ -4
y al evaluarla,

Sv i ‘
1 “ L ba - 202, 1ot | fuio)

(1+7a) 2 ) €

La divergencia observada en el altimo térhino no genera ningun

prablema, ya que al sustituir en L{x,y) [ec. (6-D)1, y en vista de
'QUE y = 0, tendrifamos un término de la forma Oln(D) = n(0%) =

In(1) = 0, luego entonces:? v .

3 (X,l/) =0 (17-D) |

para x=y=0 @

ity

i)
v

?ﬁ:?
--——-r-o-...-

~

-

x

FIGURA 4.D.

De los casos anteriores se observa que Klx,y) vy L(x,y)~ son

24




diferentes de cero sélo en el casoen que y »# O, lo cual es

congruente en el sentido de que sélo en el primer caso los "iones
y " contribuyen a la funcién de distribucién "radial” gar(x). Por
otra parte, hemos mostrado que las aparehtes di vergencis no fueron
tales, por el contrario én éstos casos limites los kerneles tienen

formas perfectamente bien definidas.

25
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' APENDICE E
Cilculo de f}.

De las ecs. (III-28) y (III-30), sabemos que w,_ £ vy frk

estan dadas por:

= (UJ,, L(.)a/' A ,(A.)au-,/ C{J‘U)r- ((‘J",L'Ja',w:a, a)»/ “-“/ C(ja»d) (1-E)

f=(§':)(4,,../ 7(a~—,,[au)=({.,,'/a;l7l;,,[,_"‘“_./ 7[‘4) (2-E)
)9«= CXP['Q(”")[ Zf iww /<,,,(X;) +

Mﬁ,, zm; Wow L (Xa) + zﬁ(&)}

Luego entonces, como:

-

- . ', é&{;

En vista de que tanto “ﬁ como fi dependen de dos indices, la
ecuacién anterior es'equivalent; a, -
9 _ M
3“{]' - Daja-_c (S-E)
Derivando,
7[(3 Z_ Z_'/((X«)Q_(ﬂ':: —+ 2’.« s oo Z_,L (X't)gw’“" (6-E)
2(&/; My, ﬂz, = - =y ‘T‘

Recordando que dos w’s son  iguales sé&lo si sus dos indices

coinciden,

el




o, 2| (7-£)

o - fol5 0 D )5 L + 2.2 h2 Lk |
- thfma';, "(X’G) ) "f+ dm'ﬁ‘ w= ¥ >£)".’J'"
Efectuando las sumas, tenemos finalmente:

jz; :ﬁ [/«' /X/s} +£"2J'Zﬂ'(x/52]7[.(p (8-

Ahora bien, al utilizar.la expresiédn anterior en los calculos
de cébmputo deberemos tener presente el juego de indices siguiente
» de las ecs. (1-E) y (Z;E)z

- Si fi es impar a=1 y B = ({+1)/2

- Si ft eé par ‘a =2 vy pB=1i/2

Similarmente,

[ ]

- 8i “ﬁ es impar s =1 vy = (F+1)/2

- 8i “ﬁ es par s =2 vy 1l = j/2

-

Luego entonces, para las combinaciones posibles de indices
tenemos las siguientes reglas: = -

1. ¥ i,j_ impares:! )
= +! ' /:_ ;'/’/_ -/' a/=J'=i -
e / 2

2. ¥ 1,5 pares:

3. ¥ & impar y J par:
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