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Hipotesis y métodos de la termodinamica de
procesos irreversibles en espacio-tiempos
Curvos

Alfredo Sandoval Villalbazo

Resumen

Se sintetizan trabajos fundamentales en termostdtica y mecdnica estadistica
en espacio-tiempos curvos. Se aplica por vez primera el esquema Meixner-
Prigogine de la termodindmica irreversible lineal a la generacion de las

ecuaciones de transporte en el contexto de la relatividad general. Finalmente se
analizan los resultados obtenidos.
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I. Introduccién General.

En este trabajo de tesis se tienen dos vertientes fundamentales. En primer
término se sintetizan trabajos desarrollados hasta ahora en lo concerniente a
la termostatica y a la mecénica estadistica en equilibrio de agujeros negros,
posteriormente se aplica el esquema Meixner-Prigogine de la Termodinamica
Irreversible Lineal (T.LL) al establecimiento de un sistema de ecuaciones
diferenciales para las funciones termodindmicas de la materia en espacios-
tiempos curvos.

Los conceptos tradicionales de la termostatica requieren ser cuidadosa-
mente manejados al aplicarse al estudio de agujeros negros. En primer lugar,
es indispensable mencionar los argumentos que son actualmente aceptados,
y que llevan a considerar a los agujeros negros como sistemas en equilibrio
mecanico, en los cudles aparecen tres observables macroscdpicos fundamen-
tales. Bekenstein! propuso inicialmente introducir €l concepto de entropia
para agujeros negros desde el punto de vista de teoria de informacién. Mds
adelante, Hawking? utilizé la teorfa cudntica de los campos para mostrar
la existencia de radiacién térmica emitida por agujeros negros, y vinculd la
entropia de Bekenstein con la temperatura del sistema.

El capitulo 2 comienza con un recuento de los desarrollos que hacen plau-
sible la suposicién de equilibrio mecanico en hoyos negros, y que establecen
como parametros macroscépicos fundamentales de estos sistemas a la carga
(Q), la masa (M ) y el momento angular (I). El capitulo contintda con la
introduccién del concepto de entropia por parte de Bekenstein® y la subse-
cuente evolucién de esta idea. El capitulo concluye con la obtencién de la
entropia de informacién de un agujero negro tipo Kerr y una critica a la
metodologia basada en una teoria de la informacién fundamentada en ob-
servables puramente mecénicos.

Mas adelante, el desarrollo del capitulo 2 se centra en el andlisis de la
radiacién térmica emitida por un agujero negro. El ataque directo a este
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problema estd basado en un esquema de cuantizacién canénica del campo
electromagnético. Este esquema es, en principio, compatible con la curvatura
del espacio asociada a campos gravitacionales intensos (de magnitudes tales
que la teoria de Newton ya no es aplicable, pero sin tener la necesidad de
cuantizar al campo gravitacional).?! La existencia de modos de oscilacién
cuantizados para la radiacién electromagnética, y las técnicas tradicionales
de la teoria cudntica de los campos, permiten establecer una expresion para
los ritmos de emisidn y absorcién de particulas por parte de un hoyo negro.
Asimismo se mencionan alternativas para formular una mecénica estadistica
de agujeros nezros, y en particular estudiar la radiacién emitida por ellos.
Entre éstas resaltan el uso de integrales de Feynman? y el empleo de su-
percuerdas.® El capitulo concluye con una critica desde el punto de vista
termodindmico a este cdlculo y se analiza la posibilidad de retomar técnicas
no basadas en consideraciones microscdpicas para la introduccién de la tem-
peratura en el analisis de estos sistemas.

Los escenarios descritos en los primeros capitulos son altamente idealiza-
dos en comparacién con aquéllos con los cuales sera viable el obtener infor-
macién observacional en un futuro préximo. La consideracion de desviaciones
respecto del equilibrio (capitulo 3), es un primer paso tendiente a enfrentar
esta situacion. Métodos de andlisis existentes en la literatura se analizan en
este capitulo, haciéndose especial énfasis en los puntos cuestionables de los
mismos. Particularmente, se hace un andlisis de las ideas esenciales de la
termodindmica de segundo orden propuesta por Werner Israel.!®

Como alternativa al esquema de Israel se plantea el esquema de Meixner
y Prigogine de la Termodinamica Irreversible Lineal (T.1.L). Esta linea de
trabajo tiene como objetivo el construir un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, que en principio, permitan establecer los valores de las variables
termodindmicas locales para un sistema fuera del equilibrio. El esquema
Meixner-Priogogine parte de ecuaciones de balance para la materia y la e-
nergia, e incorpora la hipctesis de equilibrio local en el establecimiento de
un balance de entropia. Este balance posibilita la introduccién de relaciones
constitutivas entre flujos y fuerzas termodindmicas. La reproduccién de este
esquema en el contexto relativista para flujos de materia no viscosos se incluye
en el capitulo IV de esta tesis.



Este escrito finaliza con un analisis del sistema de ecuaciones hallado, su
relacién con los resultados mencionados en los capitulos II y III, y las lineas
de trabajo existentes y futuras en el estudio de estos sistemas fisicos.

1I. REVISION DE METODOS DE LA TERMOSTATICA
EN ESPACIOS-TIEMPOS CURVOS.

A. Entropia de Informaciéon y Termostatica de Agu-
jeros Negros.

Considerése en primer término la dindmica de una particula en el contexto
de la teorfa de la relatividad general. Una particula sin estructura seguira una
trayectoria geodésica en un espacio-tiempo curvo cuya métrica se obtiene al
resolver el sistema de ecuaciones de Einstein (el cual usualmente se simplifica
con consideraciones de simetria pertinentes). La métrica puede involucrar
una curvatura tan grande que ni siquiera las trayectorias de los rayos de
luz pueden abandonar una cierta regién acotada del espacio, de esta forma,
dicha regién se encuentra aislada del resto del universo. Tal regién aislada
se denomina agujero negro.

Un caso de especial interés es aquél en el cudl el agujero negro posee
simetria esférica y cuyas propiedades geométricas son independientes del
tiempo. En este caso, el elemento de linea correspondiente al espacio-tiempo

curvo tiene la forma:
ds* =g,, dz* dz” (1)

en donde los coeficientes g,, corresponden a la métrica de Schwarzschild
escrita en forma covariante:

1-XM 0 0
0 — i 0
Guv = 1-52 0 (2)
0 0 —r? 0
0 0 0 —rlsen?d



y el cuadrivector contravariante de posicién corresponde a un sistema de

coordenadas esféricas :
ct

= | o (3)
©

Una posible iltima etapa en la evolucidn de una estrella de muy alta
densidad es aquella correspondiente a la formacion de un agujero negro. En
principio, la regién interior de una estrella colapsada exhibe efectos relativis-
tas y, por tanto, su descripcién debe darse en términos de las ecuaciones de
campo de Einstein.

La termostatica de los agujeros negros aparentemente se puede establecer
a partir de las siguientes ideas:

1) Existen 3 parametros macroscépicos fundamentales que corresponden
a las coordenadas termodindmicas del sistema, supuesto en equilibrio: la
masa, la carga eléctrica y el momento angular.

2) La entropia de informacién del agujero negro puede hallarse a partir
de la aplicacién del principio de maxima entropia, tomando en cuenta que los
observables del sistema son la masa, la carga y el momento angular. La ex-
presion para la entropia involucra 3 parametros indetermidados de Lagrange,
introducidos al maximizarse la entropia de Shannon®.

3) La forma explicita de los pardmetros indeterminados de Lagrange se
obtiene por medio de argumentos de consistencia con expresiones para el
trabajo efectuado sobre (o por) el sistema; dichas expresiones son inferibles
a partir de distintas teorias establecidas de manera independiente.

4) La expresién hallada para la entropia de informacién corresponde con
la entropia de Clausius (entropia térmica), siempre que el sistema esté en
equilibrio termodindmico. Con ello se tiene ya un potencial termodinamico
que puede explotarse para el estudio de propiedades del sistema.



En este capitulo se analizan los 4 puntos que se acaban de mencionar.
Ademads, se prepara el terreno para vincular las ecuaciones termostaticas con
las correspondientes propiedades de los campos via mecanica estadistica.

1. Pardmetros Macroscépicos de los Agujeros Negros.

Existen dos motivos fundamentales por los cudles se acepta actualmente
la afirmacién de que las unicas variables que caracterizan macroscopicamente
a un agujero negro son la masa, la carga y el momento angular. El primero
se basa en los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones de las ecua-
ciones de campo de Einstein®, aplicadas al estado del campo gravitacional
después del colapso gravitacional de una estrella sufucientemente densa. Es-
tas soluciones tienen como tinicos parametros caracteristicos la carga, la masa
y el momento angular. Es importante recalcar que estas variables aparecen
aqui en un contexto enteramente mecanico.

El segundo motivo se refiere al tipo de observaciones que es posible hacer
a los agujeros negros. La dindmica de un cuerpo externo al agujero se puede
conocer por medio de la masa, carga y momento angular del mismo; el analisis
de esta dindmica constituye un método para determinar el estado de la fuente
del campo. La ultima informacion asequible previa al colapso gravitacional
corresponde a la dinamica de particulas externas y ésta se determina por M,
Qy L.

Una ecuacion interesante derivada de argumentos basados en la geometria
del espacio-tiempo correspondiente a un agujero negro cargado y rotante en
equilibrio mecénico (métrica de Kerr) es!®:

2GM? - Z;lgcng @M [0t 2—GarQ?| (1)

TE,

47 G
c4

A=

Esta ecuacion corresponde al drea de la superficie de un agujero negro
de Kerr. Es de hacerse notar el hecho de que una variable geométrica (el
area), se obtiene a partir de pardmetros dindmicos (masa, carga y momento
angular).
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La ecuacién (4) se reduce, para la métrica de Schwarzschild (¢ = 0,
L =0), a:
167 G? M?

A=—a— (5)

Una fuente de confusién usual proviene de un desarrollo basado en la
diferenciacién de la ecuacién (4) tomando M ,E y @ como variables inde-
pendientes y resolviendo para dM. La manipulacién algebraica mencionada
lleva a la expresion

dM = A\ dA+ X dQ + X3 - dL (6)
donde,
A &5 (G- oD — 3% arg?) ™ (7)
1 =
1GM (G2M5 - @B — S M2Q2)" 4 4GeMs — (6 2Q2M
\ 47:% (GQM«; — 2 Er%leQz)lﬁQQ + EGSQMZ)Q .
2 p—i
4GM (G2M+4 — 2l — S M?Q?)” IR Tec VERCR Ta L) Vs
- 202L
A = 2 M4 202 G 202)"/? 2 A3 G 2 )
4GM (G2M4 — L — 8- M2Q?) " +4G2 M3 — £ 20 M

La ecuacion (6) suele interpretarse como una ecuacién de estado termodinamica
al identificarse la “energia interna” del sistema con la masa por medio de la
relacién m-sa energia: ’

E
los dos 1ltimos términos del lado derecho de la ecuacién (6) se asocian con
el trabajo realizado por el sistema al cambiarse cuasiestaticamente la carga
y/o el momento angular del agujero negro.!! Debe quedar claro que las
variables M, () y L tienen un caracter estrictamente mecanico y no pueden,

en principio, considerarse variables termodinamicas utilizandose este tipo
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de argumentos. El primer término del lado derecho de la ecuacién (6) se
discutird mds adelante.

Durante el periodo que abarcé de 1971 a 1975 fue comunmente aceptado el
caracter no termodinamico de las variables carga, masa y momento angular;
sin embargo, desarrollos de teoria cuantica aplicados al campo gravitacional
han predicho la existencia de radiacién térmica emitida por hoyos negros.?!
La temperatura caracteristica de este fenémeno se encontro estrechamente
vinculada con aquella inferible de la ecuacién (6) supuesta como una ecuacién
de estado. Mas especificamente, para un agujero negro de Schwarzschild, la
relacién conocida de la termostatica:

- (3),

pareceria definir una temperatura si se identificaran:

e La entropia especifica s con el drea del agujero negro (salvo un factor
de proporcionalidad §).

e La energia interna F con la energia mecdnica dada por la relacién de

Einstein (10).

Al hacer esto se obteniene:

1 0 [1671'672 (E)"’J 26327rG2

T38| @

M (12)

c ct

Aceptandoa M, Q y L como tinicos parametros observables del sistema,
es posible aplicar elementos basicos de la teoria de informacién y obtener la
entropia de Shannon® para el sistema, suponiendo que éste esta en equilibrio.
Un analisis desde este punto de vista se presenta en la siguiente seccién del
capitulo.

12



2. La Entropia de Informaciéon de los Agujeros Negros.

A continuacion se parte de la premisa de que los observables macroscépicos
en los hoyos negros son la masa (M), la carga (@), y el momento angular

e

(L). El sistema se supone en equilibrio, de forma que los valores esperados
(M), (@) y <L> se suponen conocidos y constantes.

El experimento a considerar aqui es la determinacién de los pardmetros
M, @ y L del agujero negro. La entropia de informacién para este experi-
mento esta dada por® :

S=—k ZZZ PMinLk Ln [PM-‘QJLk]’ (13)
i 7k

J

donde Py, g, L, es la probabilidad de hallar al sistema con masa M;, carga Q);,

y momento angular L. En la ecuacién (13), la distribucién Py, o, 1, deseada
es aquella que maximiza la funcién S, sujeta a las restricciones asociadas a

los observables:
DMy Y Puign = (M) (14)
R ik

2 Q; Z; P, q, 1. = (@) (15)

> L > Pug,L, = (L) (16)

y a la restriccién correspondeiente al hecho de que Py, 1, es una dis-
tribucion de probabilidad:

ZZX}; Prio, L, =1 (17)

La constante de Boltzmann k, se introduce con miras a establecer un
vinculo entre la entropia de informacién (a obtener) y la entropia de Clausius
(térmica), para el caso de equilibrio termodindrmico.

Para hallar la distribucién deseada Py, g, 1, se introducen los parametros
indeterminados de Lagrange n;, 1,2, 73, que respectivimente se multiplican
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en las ecuaciones (14), (15) y (16). El cuarto pardametro indeterminado se
escribira por comodidad de la forma § — k; y se multiplicard de ambos lados
de la ecuacién (17). La metodologfa usual de maximizacién por el método
de multiplicadores de Lagrange lleva a las expresiones:

ky Ln [PM.-Q;'Lk] =-mM; —n.Q;— 73 Ly—6 (18)

o bien:
=0y Mi—mp Q; ~113-Ly ~5

PM.‘ QJ Li = e Ep (19)

Los parametros indeterminados se vinculan con los observables por medio
de las expresiones:

—m M- Q-3 Ly -4

MY Y e B = (M) (20)

:

= M=y Q;=3-Ly ~6

YOYYe w = (0) (21)

=11 Mi—ny Qj—13-L; ~¢

YLy e L = (L) (22)
k i

Al insertarse las ecuaciones (20), (21), (22) en la expresion para la en-
tropia de informacién (13), y utilizar la condicién de normalizacién (17) se
obtiene:

S=n (M) +m(Q)+iis- (L) +6 (23)

La ecuacién (23) representa a la entropia de informacion del sistema, da-
dos todos los supuestos que se han venido mencionando. Nétese sin embargo
que en la ecuacidn (23), 7, 72 y 73 atin carecen de significado fisico preciso.

3. Significado de los Parametros Indeterminados de Lagrange.

El formalismo de maxima entropia requiere el uso de teorias externas que
permitan hallar expresiones para los parametros indeterminados de Lagrange
en términos de las variables relevantes al problema en estudio. Las ecuaciones
(7-9) pueden ser reescritas con este fin, utilizindose relacicnes derivadas de
la mecanica de agujeros negros' !! .
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La construccién de ecuaciones de tipo hidrodinamico para un sistema de
particulas con masa, carga y momento angular dado (sustentadas en ecua-
ciones de balance para fluidos no disipativos) llevan a una expresién que
permite calcular el cambio de energia mecanica del sistema en términos de
incrementos de carga, masa y/o momento angular del mismo:

dE =4 dQ + Q- dL + xdA (24)

En la ecuacién (24) i correspnde al potencial eléctrico, {} es la velocidad
angular del sistema, & es la gravedad superficial y A es el drea de la superficie
del hoyo negro.

La comparacidn de la ecuacién (23), correspondiente a la entropia de in-
formacidn, con la ecuacién del modelo hidrodindmico (24), sugirié a Beken-
stein! la idea de identificar a la gravedad superficial con la temperatura en
la superficie del hoyo negro, y al area del agujero negro con la entropia del
mismo. Para ahondar en esta idea, es posible diferenciar la ecuacién (23) y
resolver para dM, obteniéndose:

_las_Maioy B g (f
d(M)_mdS md@) - d (L) (25)

Al multilpicarse ambos lados de la ecuacién (25) por el cuadrado de la
velocidad de la luz ¢?, y usar la relacién de Einstein (10), esta ecuacién
adquiere la forma

d(E) =72d (Q) +% - d (L) +mdS (26)

De esta manera, la ecuacion (26) propone relacionar los pardmetros indeter-
minados de Lagrange con una fenomenologia establecida, ecuacién (24). La
analogia se completa al recordarse la primera ley de la termodindmica para
un sistema en equilibrio:

dU = dW + T dS (27)

en donde los dos primeros términos del lado derecho de la ecuacién (26)
corresponderian al término dW de la ecuacion (27).



4. Una critica a la metodologia basada en la entropia de infor-
macion.

Si bien el formalismo de maxima entropia se ha logrado aplicar con éxito
en la descripcién de sistemas termodindmicos en equilibrio local o global, es
importante el cuestionar el camino hasta aquf recorrido que ha llevado a la
obtencién de una expresién para la entropia de un hoyo negro en términos
de sus observables.

Primeramente se analizard la aplicabilidad de la hipdtesis de equilibrio
termodindmico de un agujero negro clésico (esto es, sin tomar en cuenta
efectos cuanticos). Considérese la siguiente situacidn: un agujero negro se
encuentrainmerso en un almacén térmico que se encuentra a una temperatura
determinada (por ejemplo 3 K). Si el agujero negro se hallara a una tempe-
ratura superior a la temperatura del almacén, en lugar de que el agujero negro
se enfriara y emitiera energia al almacén, absorberia energfa del medio. Esto
claramente entraria en contradiccién con las leyes de la termodindmica.

La solucién inmediata a este problema es la consideracién de efectos
cuanticos en el horizonte de eventos del sistema. Una descripcién de la
emisién de particulas (aplicable a radiacién) por parte de un hoyo negro
fue elaborada por Hawking en 1975%! . A partir de entonces, la mayor parte
de los estudios de la termodindmica de agujeros negros se han venido susten-
tando en ecuaciones tipo (26) junto con mecanismos de emisién de radiacién
térmica por parte de estos sistemas. Una revision de estas ideas se da en la
sigulente seccién de esta tesis.

Obsérvese que la entropia de informacién hallada, ecuacién (23), se refiere
a variables exclusivamente mecanicas. En general, los desarrollos que dan
lugar a ecuaciones termodindmicas via teoria de la informacidén tienen como
variable macroscépica observable a la temperatura del sistema (si este estd
en equilibrio). En el desarrollo descrito en la seccién anterior, la tempe-
ratura aparece al identificarse un coeficiente obtenido por medio de un analisis
mecanico con la temperatura de que aparece en la ecuacién termostatica (27).

Andlisis como el expuesto en el parrafo anterior dieron lugar a un fuerte
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cuestionamiento hacia la sugerencia de Bekenstein. Sin embargo, al prede-
cirse la existencia de radiaciéon emitida por agujeros negros, e involucrarse la
temperatura propuesta por Bekenstein, la opinidn generalizada cambio y ac-
tualmente se acepta en lo esencial la aplicabilidad de las expresiones derivadas
por Bekenstein para la temperatura y entropia de hoyos negros. Los proble-
mas conceptuales aqui mencionados, sin embargo, han permanecido sin una
respuesta satisfactoria.

B. Teoria Cuantica de los Campos y Mecanica Es-
tadistica de Agujeros Negros

1. Cuantizacién Candénica en un Espacio-Tiempo Plano y Calculo
de las Funciones Termodindmicas.

Una manera sistematica de calcular las funciones termodinamicas de una
cavidad radiante en equilibrio puede esquematizarse de acuerdo a las sigu-
ientes ideas:

o La radiacion electromagnética en el interior de la cavidad, supuesta en
equilthrio con las paredes, puede modelarse en términos de una coleccion
infinita de osciladores armonicos. Operativamente, esto puede realizarse
al construir, a partir de las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones de onda
para los potenciales del campo electromagnético. Este proce-
dimiento involucra conocimientos elementales del andlisis vectorial, y
se encuentra ampliamente descrito en la literatura!? ,

o En base a la descripcion del campo electromagnético en términos de os-
ctladores armdnicos, es posible construir un hamiltioniano del sistema
en términos de variables candnicas conjugadas. De esta forma es posi-
ble obtener una expresion para la funcién de particién de la cavidad, de
la cual pueden obtenerse funciones termodinamicas que no involucran
la cuantizacién del campo electromagnético.

o Las variables candnicas conjugadas utilizadas en la construccion del
hamiltoniano pueden cuantizarse. Esto se reaiiza identificindose a las
mismas con operadores, y postulando las relaciones de conmutacion co-
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rrespondientes. Las relaciones de conmutacion tienen la forma:

. th .
i ;] = 2—;5:‘11 (28)
[di,4;) =0 (29)

[ﬁiuﬁj} = 0 (30)
en donde §; representa el operador para la i-ésima coordenada gener-
alizada, p; corresponde al j-ésimo momentum conjugado, % es la con-
stante de Planck e 1 es el operador identidad. El hamiltoniano con-
struido con estos operadores tiene valores propios enteros, lo que lleva
al concepto de cuantizacidn de la energfal?.

e Las funciones termodindmicas de la radiacion pueden hallarse a partir
de la matriz de densidad (o de la funcién de particion) correspondiente
a la coleccion de osciladores armdnicos en equilibrio térmico con las
paredes.

El promedio estadistico cudntico de cualquier cantidad fisica R puede ser
determinado por medio de la expresién

(Ry=1r (5 R) (31)

donde p es el operador de densidad apropiado para el problema, y el simbolo
T'r corresponde a la traza de un operador.

En el caso en el cudl la radiacidn en la cavidad se encuentra en equilibrio
térmico con las paredes, a una temperatura T dada, el operador de densidad
en t = 0, correspondiente a un sélo modo de vibracién, est4 dado por!?:

hy

p(0) = (1 — e #F) emipe'e (32)

en donde los operadores de aniquilacién y creacién @, a! estan dados por com-
binaciones lineales de las coordenadas y momentums generalizados.'? Nétese
que el operador de densidad ya involucra a la temperatura desde su con-
struccién.
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La energia promedio por modo de oscilacidn (promedio cuantico) es

hv

h
e~ kr —1

(hv ata) = (33)
Si ahora se considera que la densidad de modos en el intervalo (v, v + dv)

est4 dada por!?:
8rv?

3

el espectro deseado adquiere la conocida expresién primeramente hallada por
Max Planck:

n(v)dv =

(34)

3 1
v, dy = 8rhv !

dv (35)

S emitF —1

2. Cuantizacién Candnica en Espacios-Tiempos Curvos y Calculo
de las Funciones Termodindmicas.

£l procedimiento seguido por Hawking en 1975? fue operativamente muy
parecido al desarrollo mostrado en el apartado anterior. El, sin embargo,
partié de ecuaciones de onda covariantes para campos escalares A de la forma:

(g”“A;u);u =0 (36)

en donde g** corresponde al tensor métrico (alguna solucién de las ecua-
ciones de campo de Einstein) y el punto y coma corresponde a la derivacion
covariante, que para cualquier tensor contravariante de segundo rango B"#
esta dada por:

o B
B = Ha +17, B* +T%, B™ (37)
La ecuacién (36) se reduce a la ecuacién de ondas usual para una métrica
plana.

En el desarrollo de Hawking es posible, una vez mas, el identificar va-
riables candnicas conjugadas, postular relaciones de conmutacion y calcular
variables fisicas a partir de los operadores construidos. Hawking utiliza su
formalismo para calcular flujos de particulas cruzando en ambas direcciones
del horizonte de eventos de un agujero negro. Ello evidentemente se vincula
con procesos radiativos y se describira en el siguiente apartado.
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3. Caracteristicas de la Radiacién de Hawking.

El concepto de temperatura utilizado por Hawking es un punto que re-
quiere un cuidadoso anilisis. El calculo de los flujos de particulas en base a
la cuantizacién candnica en espacios-tiempos curvos (que involucra procesos
de aniquilacién y creacién en el horizonte de eventos del agujero negro) es
fisica y matemadticamente satisfactorio. En este contexto, Hawking establece
que la temperatura superficial de un agujero negro de Schwarzschild es?! :

"hct

T=T6maM ks

(38)

la cudl concuerda con la expresién sugerida por Bekenstein, ecuacién (12), y
da un valor a la constante ¢ de la mencionada ecuacién.

Sin embargo, la interpretacion de la temperatura de equilibrio del sistema
en términos de una igualdad de flujos de particulas entrantes y salientes del
agujero negro es cuestionable.

La ley cero de la termodinamica permite inferir la existencia de una va-
riable termodinamica, la temperatura, que tiene la propiedad de tomar el
mismo valor para fluidos en equilibrio entre si. La temperatura puede de-
pender de variables tales como la presién y el volumen, y necesariamente debe
involucrar variables que describan todos los procesos posibles que intervengan
en la dindmica microscépica del sistema.

En este ambito, se tienen dos conceptos fundamentales.

e La temperatura posee un significado independiente de procesos indivi-

duales tales como flujos de particulas entrando y saliendo de un sistema
dado.

o Involucrar un sélo proceso electrodindmico (como la creacién y aniquila-
cion de particulas), en la definicién de una temperatura es, en el mejor
de los casos, una aproximacion.
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4. Meétodos Alternativos en la Mecanica Estadistica de Hoyos Ne-
gros : Sistemas en Equilibrio.

La obtencién de un operador de densidad 1til en la obtencién de prome-
dios estadisticos de magnitudes fisicas, ecuacién (31), puede darse en difer-
entes contextos. En particular, técnicas de la mecanica cuantica tales como
las integrales de trayectoria®®, pueden ser utilizadas con este fin. Las ideas
fundamentales en este contexto son las siguientes:

o En la descripcién de la dindmica de la particula, via la mecanica cuantica,
existe una ecuacidn diferencial basica, denominada la ecuacion de
Schrédinger. Esta es una ecuacién de tipo difusivo en la cudl el conocimiento
de la amplitud de probabilidad 3, permite extraer la maxima infor-
macién posible de la dindmica del sistema.

o La formulacidn de Schrédinger de la mecdnica cuantica, via la ecuacion
diferencial, es equivalente a una formulacion integral desarrollada por
Feynman en la cudl se asocia una amplitud de probabilidad dada a
cualquier posible trayectoria de la particula en el espacio-tiempo. La
suma sobre todas las posibles trayectorias permite hallar la amplitud
de probabilidad total correspondiente a un evento dindmico dado.

e El operador estadistico de densidad p obedece a una ecuacién diferen-
cial andloga a la ecuacién de Schrédinger, en la cudl la temperatura
de equilibrio del sistema termodindmico es proporcional a un tiempo
imaginario.

¢ La analogia mencionada en el punto anterior permite aplicar los métodos
de integrales de Feynman en el cdlculo de la matriz de densidad.

Hawking?® fue capaz de aplicar los métodos de integrales de Feynman en
el calculo de funciones de particién (y por tanto de matrices de densidad) en
espacios tiempos curvos. En base a ello logré una vez mas calcular los flujos
de particulas descritos en los dos apartados anteriores. Ello vino a confirmar
la consistencia de sus ideas en el contexto de la mecanica estadistica de
sistemas en equilibrio.
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5. Una Critica desde el Punto de Vista Termodinamico.

Los des rrollos presentados en este capitulo pueden aplicarse, a lo mas,
localmente. La vecindad de un agujero negro es un escenario altamente fuera
del equilibrio. De esta manera, implicitamente se ha supuesto que el horizonte
de eventos se encuentra en equilibrio local y por tanto tiene sentido calcular
las funciones de particiéon y los operadores de densidad.

Por otro lado, proponer ecuaciones de estado que se apliquen a todo el
interior de un agujero negro o a toda una region exterior del mismo es, desde
el punto de vista termodinamico, una tarea irrealizable. Esto es debido a
que las variaciones con respecto del equilibrio termodinamico son demasiado
grandes para ser ignoradas.

A pesar de ello, es comun el referirse a ecuaciones de estado en relatividad
general debido a las caracteristicas de las ecuaciones de campo de Einstein.
La siguiente seccion de este trabajo se avoca al analisis de los métodos e ideas
en este contexto.

C. Las Ecuaciones de Campo y la Termostatica en
Espacios-Tiempos Curvos.

1. La Relacion de las E~:-2ciones de Campo de Einstein con las
Ecuaciones de Estado Termostdticas.

o Las variables hidrodindmicas locales correspondientes a fenémenos de
transporte en espacios-tiempos curvos estdn relacionadas con las propiedades
geométricas del espacio-tiempo por medio de la ecuacién de campo de
Einstein:

G = kT (39)

en donde G* es el tensor de Einstein, 7% corresponde al tensor esfuer-
zos energia definido para una regién determinada del espacio, y « es un
escalar denominado constante de acoplamiento.

En esta ecuacidn se encuentran implicitas las siguientes definiciones:
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a) El tensor de curvatura de Riemann:

R, =IT ,—TIT, +I7I" —TI"[" (40)

msq mq,s ms,q nst mq ngt ms

donde los simbolos de Christoffel de segunda especie para una métrica gg
estdn dados por:

1 b 8gbm aglm a Imn
a _ _,0 _ 41
Fnn 29 (3:1:" dzm  OJzb (41)
donde el operador de diferenciacion parcial es:
3}
Ox= 92k (42)
y en este capitulo todos los indices varian del cero al tres.
b) El tensor de Ricci escrito de forma covariante:
qu = R:’naq = _R:‘an ) (43)
que también puede ser escrito en forma mixta,
RS = "™ Ry (84)
o en forma contravariante,
Rab — gbqgamqu (45)
c) El escalar de curvatura:
R=R; (46)

que en términos de los simbolos de Christoffel de segunda especie adquiere
la forma:

R = g™ ana,e"rfnz,a’*’rﬁerfna—rﬁa &e] (47)
d) El tensor de Einstein:
Geb — Rab _ %Rgab (48)
e) Alguna forma del tensor esfuerzos-energia, como puede ser!®:
T = p(o)v“vb — P(o) g (49)
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¢ De acuerdo a lo anterior, la ecuacién (39) en forma desarrollada es:

%99°™ [Tona,s = Dinerq + Dol = T2,T0] =
%gabgpm [anp,c - ant,p + T, o= Ff;p I e] =K (P(O)”a”b — P(o) gab)

(50)

e La solucién de la ecuacién (50) es en general un problema de muy
alto grado de dificultad. Existen distintas alternativas para abordar su
solucién,

(1) Suponer una métrica fija g, y calcular las variables locales que con-
forman el tensor esfuerzos-energia por medio de la ecuacién de conservacién:

Iw;ab= (51)

y las consideraciones termodinamicas pertinentes.

En la ecuacién (51) la divergencia covariante de cualquier tensor con-
tavariante de segundo rango BY estd dada por:

ab aBQb a by b af
B;b =—a°_x_b_+rle +I‘le ’ (52)

por lo que resulta evidente que es necesario un conocimiento del tensor
métrico para efectuar los calculos con la ecuacién de conservacion (51).

Este enfoque puede resultar aplicable, por ejemplo, para regiones circun-
dantes a agujeros negros muy masivos. En este caso, la solucién exterior de
las ecuaciones de campo pueden obtenerse mediante la ecuacién?®®:

Ry =0 (53)

que puede llevar, para el caso de agujeros negros, a métricas tipo Kerr.

Ahora bien, si la cantidad de materia que circunda al agujero negro es
muy inferior a la masa del mismo, la técnica basada en la suposicién de una
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métrica fija resulta aceptable para el anilisis de las variables hidrodindmicas
locales. Este enfoque se aplica en el capitulo 4 de esta tesis, en donde ademds
se analizan las consideraciones termodinamicas pertinentes para el problema.

(i) Es también posible suponer una forma para el tensor T y resolver
las ecuaciones de campo en términos de este tensor, junto con la ecuacién de
conservacién (51).

Esta metodologia suele aplicarse al interior de agujeros negros tipo
Schwarszchild,?® en donde se propone una forma genérica del tensor métrico
asociado a simetria esférica, y se calcula una solucién que al mismo tiempo
genera una “ecuacién de estado” (una relacién entre la presién y la densidad).

La técnica es restringida y usualmente presupone la ausencia de corrientes
en el interior del agujero negro (v* = 0). Inclusive estos métodos no han
podido desarrollarse analiticamente para métricas de Kerr. En general, las
hipétesis que reducen el niimero de incognitas en la ecuacién (50) vienen a
substituir consideraciones de tipo termodindmico y tienden a sobresimplificar
el problema.

2. El Problema de la Irreversibilidad.

Un problema de gran interés fisico es aquél correspondiente a la obtencién
de los valores de las variables termodinamicas locales en espacios-tiempos cur-
vos. En situaciones realistas es necesario considerar efectos disipativos para
este tipo de fendmenos, y es por ello que debe plantearse el cuestionamiento
sobre como deben incorporarse los efectos disipativos en una descripcién fisica
de las funciones termodindmicas locales en el contexto de la teoria general
de la relatividad.

Como se mencioné en la parte final del apartado anterior, la solucion de
la ecuacién basica (50) puede hacerse resolviendo la ecuacién de balance (51)
con las consideraciones termodindmicas pertinentes, utilizando una métrica
fija, con lo cudl se obtiene una forma del tensor esfuerzos-energia para in-
sertarse en (51) (ello en principio permite hallar una nueva métrica, con lo



cual el proceso puede repetirse, con la esperanza de que el procedimiento sea
convergente).

Las “consideraciones termodinamicas pertinentes” en la introduccién de
efectos disipativos en el problema de transporte de masa-energia en espacios
tiempos curvos llevan al planteamiento de posibles formalismos matematicos
de una termodinamica de procesos irreversibles en para geometrias de este
tipo. El capitulo 3 de esta tesis se ocupa de la revision de las ideas convenciona-

les en torno de estos problemas. El cuarto capitulo emplea una técnica orto-
doxa que no ha sido previamente utilizada y que permite obtener en forma
directa un sistema de ecuaciones de transporte, util en la obtencion de las
funciones termodindmicas locales en el 4mbito de la teoria de la relatividad.
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III. REVISION DE METODOS DE LA TERMODINAMICA
DE PROCESOS IRREVERSIBLES EN ESPACIOS-
TIEMP0S CURVOS.

A. El Tensor Esfuerzos-Energia y el Cuadrivector de
Calor.

1. Las Leyes de Conservacién en Espacios-Tiempos Curvos.
De acuerdo con la ecuacién de campo:
Gt =T (54)
y las identidades de Bianchi para el tensor de curvatura de Riemann (40),
Ramis;g + Ramaqizs + RBamsgi =0 (55)
es directo?® establecer la ecuacién de conservacién:
T;ab - (56)

La ecuacién (56) contiene 4 componentes. De acuerdo a la convencion que
se ha venido siguiendo en este trabajo, la componente cero corresponde a la
conservacién de la masa energia relativista, mientras que las tres componentes
restantes se encuentran asociadas a la conservacion del impetu.

En la fisica no relativista el tensor de esfuerzos puede escribirse de la
forma:

p pv! pu’ v
1 1,,1 2
b _ | PV pvV +p  pUY puv
N* = pv?  pvl pvhiip  potd (57)
pvd  pviul pviv?  pudi+4p

que conduce a las leyes de conservacion de masa e impetu no relativistas, en

donde:

e p representa la densidad local correspondiente al elemento de volumen
dado.

e v'es la cuadrivelocidad del elemento de fluido, medida desde un sistema
inercial cualquiera. '

27



e p es la presion local del elemento.

El flujo de calor no aparece en el tensor de esfuerzos en la fisica no re-
lativista, pero ello no implica que el utilizar la forma (57) como punto de
partida en el establecimiento de las ecuaciones de transporte necesariamente
implique el desarrollo subsecuente excluya efectos disipativos. El formalismo
de Meixner y Prigogine de la termodindmica de procesos irreversibles 1416
permite dar cuenta de los fendmenos de transferencia de calor sin incorporar
al vector de flujo de calor en la ecuacién de balance de energia mecanica

N =0 (58)

Los célculos correspondientes se detallan en el capitulo 4 de este trabajo.

Se plantea entonces la cuestién de cémo incorporar el cuadriflujo de calor
en las ecuaciones de balance de la fisica relativista. En el siguiente apartado
se analizan las ideas pertinentes al respecto..

2. El papel del Cuadrivector de Calor y la Hip6tesis de Equilibrio
Local.

Einstein!® propone como generalizacién relativista del tensor cldsico N¢®
de la ecuacién (57) al tensor

Tu.b = p(o) vavb — P(o) gab (59)

en donde p(,) es la densidad medida en el sistema comévil al elemento de
masa, p(,) es la presién local también medida en el sistema comévil, v* es la
cuadrivelocidad del elemento y ¢* es el tensor métrico. De forma tal que las
leyes de conservacién para la energia mecdnica y el impetu estdn contenidas
en la ecuacion:

T3 =0 (60)

Ahora bien, en este punto entra la cuestion de cémo dar cuenta de los
procesos de transferencia de calor en el balance de energia total, considerando
al flujo de calor como responsable de todo transporte de energia no mecanica.
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Misner, Thorne y Wheeler® plantean incorporar los efectos disipativos en
el tensor de esfuerzos proponiendo como base de las ecuaciones de transporte
para flujo no viscoso al tensor:

vovb

Tab — P(o) vavb + (gab + )p(o) + qavb + qbva (61)

C2
en donde ¢° representa el cuadriflujo de calor por unidad de 4rea del que
atraviesa la superficie del elemento de volumen de fluido.

’ . & b . .
El término ¥~ no aparece en el tensor propuesto por Einstein'®, pero tal

y como se vera en el apéndice 3, este término no influye en las consideraciones
termodindmicas del problema. Por otro lado, el tensor (61) involucra, en sus
dos ltimos términos, contribuciones al impetu lineal del sistema debidas al
flujo de calor. Ello implica necesariamente una interpretacion del flujo de
calor como una forma mecanica de energfa.

En el esquema no relativista mencionado al principio de esta seccién se
excluye al flujo de calor del tensor basico, con miras a dar al calor una
interpretacion que incorpore todas las formas de energia no mecdnica, y por
ello valdria la pena preguntarse si acaso es posible plantear un desarrollo
relativista en los mismos términos.

Una motivacion para ello es el hecho de que casi todos los formalismos
planteados con tensores del tipo (61) llevan a ecuaciones de transporte con
problemas de causalidad, involucrando propagacién de energia a velocidades
superiores a la de la luz?%26 27

Werner Israel!® utilizé tensores que involucran al flujo de calor desde su

construccién y evadio el problema de la causalidad en las ecuaciones de trans-
porte al involucrar términos de segundo orden en la produccién de entropia
del sistema. En la siguiente seccién de este capitulo se revisan las principales
ideas de ese desarrollo. En el capitulo 4 se desarrolla un formalismo

diferente que lleva a ecuaciones de transporte libres de interpretaciones mecanicas
para el cuadriflujo de calor y que lleva a ecuacienes de transporte de tipo

hiperbélico. Posteriormente se establece una comparacién de ambos esque-
mas.
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B. Ideas Esenciales de la Termodinamica de Segundo
Orden de Israel.

1. Leyes de Conservacién en la Termodindmica de Segundo Orden
de Israel.

Después de subrayar los distintos problemas conceptuales que se presen-
tan al intentar definir una velocidad hidrodinamica para un elemento de
volumen de fluido, Israel propone distintas alternativas para el tensor de
esfuerzos-energia, a los cuales siempre se les exigira que satisfagan la ecuacion
de conservacidn:

T =0 (62)

Dichas alternativas se fundamentan en el supuesto (utilizado por Israel)
de que, para sistemas fuera del equilibrio, no es posible asignar una velocidad
hidrodindmica unica para el elemento de fluido. Israel propone la existencia
de dos velocidades posibles para incorporar en el tensor de esfuerzos-energia:

a) Una velocidad paralela al flujo de particulas ujy.

b) Una velocidad paralela al eigenvector del tensor T'%*, que se denominard

Se propone que la relacién entre ambos cuadrivectores de velocidad es,
para ligeras desviaciones del equilibrio?®:

uo__ 8
U’E“"U'N+

# 4+ 0. 63
23+ p g~ + U (63)
en donde p y p son la densidad y presién medidas en el sistema local, ¢* es
el cuadrivector de flujo de calor, y O, representa términos especificados de
segundo orden en las desviaciones con respecto al equilibrio local.

Ahora bien, en el limite no relativista, es posible el definir una velocidad
hidrodindmica tinica, y no queda claro de la ecuacién (63) el cémo coinciden
las definiciones u, y uf en el limite'de bajas velocidades.
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El tensor de esfuerzos-energia que utiliza Israel se ubica entonces en dos
contextos:

e En el sistema de flujo de particulas (en ausencia de viscosidad y de
esfuerzos cortantes):

T = pufy uf + p A +¢°uly + ¢°ufy (64)

a o8
en donde A;'Vﬂ = gof 4 LN

e En el sistema de energia:

T = pug ul + pAF + v} + ¢Puy (65)
aﬁ _ Oﬂ ‘UQ Uﬂ
en donde Ap" = g*¥ + -£52

Es de hacerse notar que, en ambos casos, se involucra a variables ter-
modindmicas locales en la construccidn inicial del tensor de esfuerzos-energia.
Ello lleva necesariamente a la inclusién del cuadrivector de calor en el balance
energia mecdnica e implica interpretaciones mecanicas del flujo de calor.

2. La Hipdtesis de Equilibrio Local y La Produccién de Entropia
en la Termodindmica de Segundo Orden de Israel.

Israel'® explicita un par de ecuaciones en donde se hace ver, de acuerdo a
los dos posibles formalismos mencionados en la seccion anterior, a la entropia
local como una funcional, independiente del tiempo, de la densidad y de la
energia interna locales: .

Sg = Seq(pEsnE) (66)

Sn = Seq(pn,nN) (67)

En este contexto, Israel no sigue un procedimiento ortodoxo!* en el cual
se separen las formas mecénicas y no mecanicas de energia para establecer
las ecuaciones de transporte. Esta alternativa se analiza en siguiente capitulo
de la tesis.
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En lugar de ello, Israel propone:

a) Una ecuacién constitutiva para el flujo de calor en términos de la
temperatura, T, la aceleracién local y la derivada del flujo de calor. A saber:

¢* = ~xT A% (2 + i + Budo) (69)

en donde & corresponde a la conductividad térmica del sistema, y B; es una
constante de proporcionalidad.

b) Un flujo de entropia dado por:

u
S* = up SN+%’¥——Q“N (69)

en donde Q% representa contribuciones de segundo orden al flujo de entropfa.

c¢) Una produccién de entropia dada por

7*q ‘
S?n = ;T;zi (70)

que se obtiene a partir las ecuacién fenomenoldgica (68) y del flujo de en-
tropia!® (69).

El formalismo de Israel conduce a un sistema de ecuaciones de transporte
en el cudl no aparecen problemas de causalidad en los fenémenos de trans-
ferencia de calor y de transporte de masa. Este sistema es complejo y tiene
la desventaja de incluir pardmetros ajustables en la teorfa.

El procedimiento ortodoxo 1416 conlleva un orden y una légica diferentes.
Esto se hace ver en el siguiente capitulo.



IV. EL ESQUEMA MEIXNER-PRIGOGINE DE LA
TERMODINAMICA DE PROCESOS IRREVERSIBLES
EN ESPACIOS-TIEMPOS CURVOS: ANALISIS
DE FLUJO NO VISCOSO.

En este capitulo se plantea una alternativa conceptualmente simple que
permite establecer las ecuaciones de transporte en espacios-tiempos cur-
vos. Estas ecuaciones pueden, en principio, determinar las funciones ter-
modindmicas de un elemento de fluido. Este objetivo se ha perseguido
utilizando otras metodologias, algunas de las cuales se han estudiado en
capitulos anteriores; sin embargo, esta es la primera vez que el esquema de
Meixner y Prigogine se aplica al estudio de este tipo de problemas. Los
resultados obtenidos, como se vera, resultan satisfactorios.

A. Sintesis del Esquema Meixner-Prigogine de la Ter-
modindamica Irreversible Lineal No Relativista.

1. Ecuaciones No Relativistas de Balance de Masa y Momentum
y Principio de Equilibrio Local.

Un punto de partida posible en el desarrollo no relativista correspon-
diente al fluido isotrépico no viscoso es el tensor (escrito aqui en coordenadas
cartesianas):

p pu! pu’ pu?

ab _ | pu' putul4p  puly? pul w’

N = pu? pu? ul pulu+p  pulud (71)
pud pu3u1 pudu? pu3u3+p

en donde:

e p representa la densidad local correspondiente al elemento de volumen

dado.
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o u' es la velocidad local del elemento de fluido, medida desde un sistema
inercial cualquiera.

e p es la presién local del elemento.

En el desarrollo no relativista no es necesario considerar efectos en la
densidad y la presién asociados a la velocidad del elemento, o a la curvatura
del espacio en el cual éste se encuentre.

Para el caso no relativista es posible definir el operador

0 g 8 9 0
dza (5?3:1:1’6.12’63:3) (72)

donde el indice griego a adquiere valores de cero a tres.

De esta forma, los balances de masa y momentum lineal estin ambos
contenidos en la expresién (vilida en ausencia de fuerzas externas):

ONoB
0zB

=0 (73)

2. Balance de Masa.

El balance de masa se obtiene de la ecuacién (73) haciendo o = 0:

ot Oz*

donde los indices latinos varfan del uno al tres.

op _ 0 (") -

3. Balance de fmpetu .
El balance de impetu se obtiene de la ecuacién (73) tomando a = j:

d (pu) a(puju"+p6jk)
at 0 zk (75)

La ecuacion (75) aparece en los textos de la mecénica de los fluidos ele-

mental, aunque generalmente suele deducirse con argumentos de tipo geométrico.
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4. Ecuaciones en Derivadas Totales para los Balances de Masa e
Impetu.

Al considerarse el operador de derivada total no relativista:

d O
—_ -y — s
dt 0z*

las ecuaciones (74,75) pueden respectivamente escribirse, en términos de

derivadas totales como:

(76)

dp d uF

P (1)
y § 5
au _ _gktlP
P a1 d Jdazt (78)

Para el caso del fluido isotrépico no viscoso, la ecuacién de movimiento
(77) se conoce como la ecuacién de Euler. La ecuacion de continuidad (78)
sera de utilidad en la construccién de los balances de energia interna y en-
tropia locales del sistema.

5. Hipdtesis de Equilibrio Local.

De acuerdo al principio de equilibrio local, la entropia especifica s es
una funcional independiente del tiempo de las variables intensivas p y ein;
(energia interna):

§=3S (P, eint) (79)
de forma que la derivada total de la entropia local con respecto del tiempo
€S

ds 0s dp Js d €int
dt (ap)e‘m dt + (ae;m)p dt (80)

Recuérdese que en las ecuaciones (79-80) las variables estan medidas en
con respecto a un sistema inercial cualquiera. No se se consideran efectos de
la velocidad o la curvatura sobre las variables termodindmicas locales.
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En el esquema Meixner-Prigogine de la T.I.L. se busca una ecuacién de
balance de entropia de la forma:

ds 0 Jk
p-g?—*_—ax—(k]:a (81)

en donde J[’j] representa un flujo de entropia, y o es una expresion semiposi-
tiva definida denominada produccién de entropia.

Para establecer una ecuacién del tipo (81) es necesario reemplazar (77)
en (80), y ademds encontrar una forma de escribir a la derivada total de la
energia interna respecto al tiempo, para insertarla en el dltimo término de la
ecuacién (81).

6. Balance de energia no relativista

La densidad de energia cinética no relativista tiene la forma.

Cein = —;—p u? (82)

En ausencia de fuezas externas, la densidad de energfa cinética corre-
sponde a la densidad de energfa mecénica total.

La ecuacién de balance puede obtenerse a partir de la ecuacién de Euler
(78), que al multiplicarse escalarmente por el vector de velocidad u; adquiere
la forma:

k
p uk%— = —uj 6“% (83)
o bien:
1 du? 9 (Puk) 0 uF
2P dt T T T ok +p8:1:"
Con ayuda de la ecuacién de continuidad y del operador de derivada total
(76) el balance de energia mecénica adquiere la forma:

(84)

2 (2.0) 4 2 (68 ) = 2
8t(2u)+0:v’° WUt P | =P (85)
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El término del lado derecho de la ecuacién (85) se denomina término de
Raleigh, y su no anulacién es fundamental para la obtencién de las ecuaciones
de transporte conocidas de la fisica no relativista.

La energia interna del elemento de volumen y el flujo de caloraparecen por
vez primera al postularse la conservacién de la energia total en los siguientes
términos:

¢ El flujo de energia total esta dado por tres términos: un flujo de energia
mecanica, un flujo de energia interna y un flujo de calor:

J[’}] = ’U,k‘g'u2 + puke;nt + J[kQ] (86)

e La densidad de energia total consta de dos términos: uno corresponde
a la densidad de energia cinética, y el otro es la densidad de energia
interna.

1 ~
petot = §pU2+P€int (87)

® De esta forma, combinando la expresion de balance de energia total :

d 0
91 (petor) + EPY (J[lh) =0 (88)

y la ecuacién (85), se obtiene la ecuacién para la energfa interna:

0 J d uF
FY, (peint) + FP (pukeint + J[IZ;]) = "P'a“g‘k‘ (89)

Tk

Para finalizar este apartado se reescribe la ecuacién (89) en términos de
la derivada total respecto del tiempo con ayuda del operador (76):

de,-m__ aJ[lfg] o u*
p dt  0Ozk pazk

(90)
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7. Produccién de Entropia para Flujo No Viscoso en el Caso No
Relativista.

Es posible ahora retornar a la ecuacién (80). Reemplazando en ella las
ecuaciones (77) y (101), se obtiene:

ds  (0s 0 uf Js 0Jf  ouk
i (5;)%” dak (3e;nt)p ( gt TPgzx) OV

Ahora bien, a continuacion se hace uso de las relaciones de la termostética:

Jds 1
(6 e,-nt)p B 6 (92)

0s D
) = 9
(ap)eint pze ( 3)
donde O es la temperatura definida por la ley cero de la termodindmica en

el sistema inercial dado.
Asi, la ecuacién (91) adquiere la forma:

ds 1 a k

v; =~ (5) 5 () 4

que después de un algebra minima conduce a la ecuacién de balance de
entropia:

ds 9 (g AN
”2?*'8?(? =- &) Vi) (95)
De esta manera se obtienen expresiones para el flujo de entropia:
Jk
Ty =4 96
5= (96)

y para la produccién de entropia:

1,06
7=~ (g7) 70 V) (o)
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8. Ley de Fourier.

La produccién de entropia (97) debe ser semipositiva definida. La forma
mas simple de asegurar que esto se cumpla es por medio de la ecuacién
constitutiva (ley de Fourier):

vore [00©
Iy = —k 6+ (ﬁ) (98)

! . ’ . .
en donde k es una constante positiva, en términos de la cual puede definirse
la conductividad térmica del sistema &k como,

kl

k—“—@

(99)

La produccién de entropia adquiere entonces la forma semidefinida posi-
tiva: )
00
=k|— : 100
o=+(35) (100)

9. Ecuacién de Calor.

La distribucién de temperaturas del sistema queda en principio deter-
minada por la ecuacién diferencial parcial obtenible del balance de energia
interna (101):

deins 0 J['Z;] 0 uF
PTat T T Paok
en donde la relacién constitutiva (98) puede insertarse en el primer término .

del lado derecho de la ecuacién (101), y el lado izquierdo puede ser reescrito
como:

(101)

deint - aeint dp aeint do
P Tt "p[( 3p )e T ( 50 ) dt (102)
Las derivadas parciales en la ecuaciéon (102) son conocidas de la ter-
mostatica: 9
Cint /H S p
-] =|l—]=-= 103
(5).= ()57 o
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(a;g‘) =c, (104)

de manera tal que la ecuacion de calor en ausencia de viscosidad se escribe
como:

BO  p\dp d® 4 0 00 du*
<—I~£9 p + )dt+ pdt =0 ok —k ozt pa (105)

o bien, usando la ecuacién de continuidad (77):

B O 9 dO 4, 0 00
kg p Ozk tre dt =0 dxt -k dzk (106)

Esta tltima ecuacién, para el caso en que la conductividad térmica sea
constante y ux = 0, se reduce a la conocida ecuacién elemental.
00

pergy =kV°O (107)

La ecuacién (107) es una ecuacién tipo difusién que, como es bien sabido,
tiene problemas de causalidad al admitir propagacién de sefiales a velocidades
mayores que la velocidad de la luz. Es de esperarse que en el desarrollo
relativista del esquema de Meixner y Prigogine de la T.L.L. , esta dificultad
quede superada.

B. El Esquema Meixner-Prigogine de la Termodinamica
Irreversible Lineal Relativista.

1. El Tensor Esfuerzos-Energia.

En el desarrollo relativista del esquema Meixner-Prigogine de la T.I.L.2°
para un fluido isotrépico no viscoso, un punto de partida posible es el tensor
esfuerzos-energia dado por?® :

THY = P(o) vhvY — P(o) g,“, (108)

En el tensor definido en (108) las variables p(,) ¥ p(,) Tepresentan respec-
tivamente a la densidad y la presién del elemento de fluido medidos en el
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sistema comdvil al elemento. Estas cantidades son escalares (invariantes) y
al ser muiltiplicadas por tensores de segundo rango (en el primer término
con el producto directo de los cuadrivectores de velocidad v# y v¥, y en el
segundo por el tensor métrico g#¥), forman a su vez un tensor de segundo
rango.

Otra manera de comenzar el desarrollo es el tensor esfuerzos-energia prop-
uesto, entre otros, por Misner, Thorne y Wheeler®
T = proy 00" = prey g** + 2 viv” (109)
c
En el apéndice tres de esta tesis se muestra que las expresiones para las
relaciones termodindmicas inferibles del esquema son iguales, ya sea usando
el tensor (108), o el tensor (109). Einstein® , justifica ampliamente el uso
del tensor (108) para su desarrollo de la mecanica de medios continuos en
relatividad general, y serd este mismo tensor el que se utilice en lo que resta
de este trabajo.

2. Meétricas a Utilizar.

Para un espacio-tiempo de Minkowsky, en coordenadas cartesianas, el
tensor métrico g*” se reduce a:

1 0 0 0
o lo -1 0 o0

"T=10 0 -1 o0 (110)
0 0 0 -1

La solucién de Schwarszciild de las ecuaciones de campo de Einstein
(métrica independiente del tiempo con simetria esférica) se empleara mds
adelante en este trabajo y esta dada por:

1-GM 0 0 0
-1
L O - (1 - GzM) 0 0
= c2r 111
g 0 0 —r? 0 (111)
0 0 0 —r?sin’d



3. Derivaciéon Covariante

En el caso relativista es conveniente definir la operacién de derivacién
covariante que, para fines de este trabajo, bastara ser definida para tensores
contravariantes de primero y segundo rango.

Dicha operacién es, para un tensor contravariante de primer rango A*:

A
Al = %H‘QUA* (112)
y para un tensor contravariante de segundo rango B"#:
B4
B} = aay +TI7, B* +T%, B (113)

en donde los objetos 'y, son los simbolos de Christoffel de segunda especie
correspondientes a una métrica dada.

Una vez mas los indices griegos corren del cero al tres, correspondiendo
el indice cero a la componente temporal del objeto. Para el caso de una
métrica plana, en coordenadas cartesianas, el operador de derivacion estara
dado por:

1 8 o0 0
0. = (za’axl’aﬁ’a:ﬁ) (114)

4. Ecuacién Fundamental de Ba]ance

En ausencia de fuerzas externas, los balances de energia e impetu estan
contenidos en la ecuacién (que es a su vez compatible con las ecuaciones de
campo de Einstein):

R g
T8 =0 (115)

Es importante hacer notar que el balance de energia, incluyendo flujos
de calor puede realizarse sin introducir el flujo de calor en el tensor en-
ergia-momentum, tal y como ocurre en el caso no relativista. Este punto se
comentara ampliamente mas adelante.
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5. Ecuacién de Continuidad en Espacios-Tiempos Curvos.

El desarrollo de la cuadridivergencia (115) lleva directamente a la ex-
presion
Plo) VUL, + v” (p(o) v“) L~ Pl =0 (116)

al tomarse el producto escalar con el cuadrivector covariante de velocidad v,,,
se tiene la ecuacion:

Plo) U VMV, + 0, 0" (p(oy v*) = vupil =0 (117)

Ahora bien, al considerarse la identidad:
v, v* =c? (118)
y el operador de derivada total con respecto al tiempo propio:

d _ .
7= 0, (119)

el algebra directa conduce a las expresiones equivalentes de la ecuacién de
continuidad:

dp(o) . v 1 dp(o)
dr PO + ¢z dr (120)
Y 1d
v — p(o)
(p(o)v );v - +c2 dr (121)

Estas ecuaciones pueden hallarse en referencias cldsicas sobre la mecdnica
relativista de medios continuos'®. El limite no relativista de la ecuacién (120)
puede hallarse en el apéndice 1 de este trabajo.

6. Balance de Impetu (Ecuacién de Euler Relativista).

Para hallar la ecuacién de movimiento del elemento de fluido isotrdpico
no viscoso se parte de la ecuacién:

Plo) VUL + P(oyv* vl + v ploy v = ) (122)

que se obtiene al tomar la cuadridivergencia del tensor esfuerzos-energfa
(115).
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Utilizando el operador (119) se tiene que:

do* dpe Y :
Ple) g~ + ¥ d‘(r) + v, =p,(:) (123)

Si ahora se combinan la ecuacién (123) con la ecuacién de continuidad
(120), multiplicada por la cuadrivelocidad v*:

dp, Y 1 dpe
o) o

se obtiene la ecuacion de Euler relativista:

dvt v* d p(o)
PO T =P T F g, (125)

El limite no relativista de esta ecuacion se estudia en el apéndice 1 de
la tesis, en donde se hace ver que las componentes espaciales dan lugar a la
ecuacién de Euler (78), mientras que la componente temporal lleva directa-
mente a la ecuacién de balance de energia cinética no relativista (84).

7. Hipétesis de Equilibrio Local.

Al igual que en el desarrollo del esquema de Meixner y Prigogine de la
T.LL. no relativista, se supondra que la entropia especffica local s(,), medida
en el sistema comévil, es una funcional de las variables p(,) ¥ €int(o):

S(O) = 3(0) (p(o) (I“) 7eint(o) (x#)> (126)

Ahora bien, de acuerdo al prinicipio de equivalencia, la derivada total de
la entropia local debe tomarse con respecto al tiempo propio 7:

ds©) _ (03 dpe) | (030 dEint(o)
dr _(6/) et dr + 0 €int , dr (127)

La ecuacién genérica del balance de entropia es:
JisT)w =0 (128)

en donde J["ST] representa un cuadriflujo de entropia, y ¢ es una expresién
semnipositiva definida que corresponde a la produccién de entropfa.
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El cuadriflujo de entropia total, al igual que en el caso no relativista
consta de un término convectivo y otro asociado a formas de energia tales
como el calor:

sty = Plo) S0 ¥* + Iy

Al hacer uso del operador (119) se obtiene la ecuacién de balance en
términos de la derivada total respecto del tiempo propio:

ds, dpe ,
Plo) d( b+ i+ (7(7) + P(o)v;u) () = O (129)

Los detalles del cdlculo, asi como la comparacién explicita con la expresién
no relativista pueden hallarse en el apéndice 2 de este escrito.

Ahora bien, al insertarse la ecuacién de continuidad relativista (120) en
la ecuacién (129), se obtiene la expresién util:

dS(o) 1 dp(o)
Py 7 dr + <62 P S(o) +J[3] (130)

Aligual que en el caso no relativista, para establecer una ecuacién del tipo
(130) es necesario reemplazar (120) en (127), para asf una forma de escribir
a la derivada total de la energia interna respecto al tiempo propio. Esta ex-
presion se insertar en el Gltimo término de la ecuacién (127), lo cudl posibilita
la deduccion de expresiones para el flujo y la produccion de entropia.

8. Balance de Energia Relativista.

El punto de partida para el balance de energia es la ecuacién de Euler
relativista:

dvt ., v# d po)
POy g TP T @ gy
En el apéndice 2 se muestra el calculo explicito mediante el cual se hace

ver que, en el limite no relativista, la ecuacion (131) se reduce a la ecuacién
de balance para la energia cinética newtoniana (83).

(131)
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Al tomarse la componente cero de esta ecuacién, multiplicarse ambos
lados por la velocidad de la luz ¢, y utilizrse la definicién del cuadrivector de
velocidad (valida para métricas diagonales),

e _u?
pH = \/:q;kc = \/!J:ukl < (132)
Tu "
1-
se tiene la igualdad:
d , ., 14d ‘o
Py 77 (v°) + adr (P(o)) = Plo) (133)
El uso del operador de derivada total (119) lleva a la relacién:
v o 1Y v° v
Py v (v°),, = Py — 2? (P(o))w (134)

Es de observarse que de esta iltima expresién puede generarse una ecuaciéon
de balance al reescribirla de la forma:

2,V Y 2 g v — Mo ( g u) ( Y v)
Plo) €V -C Plo) ¥ = CPry Ploy ¥ +p( v
( () hgoo)w T (P ) O\ @) TPe\Tm ).,
(135)

Al combinarse esta tltima expresién con la ecuacién de continuidad (162)
y realizar manipulaciones algebraicas menores se obtiene la ecuacién de bal-
ance de energia mecanica:

2
’7 v ov 7’ 14 A/ v 76 v
(p(o)c2\/§;v —P)cg +\/§;'o-p(0)v) =p(°)<\/g—0:v) o oo (p(o)v);u

(136)

De esta manera puede definirse el flujo de energia mecanica de la forma:
: v : v

Jj; :.0062" vu_cpogov_i_ povu 137

1) = Plo) € = (©) Jire (137)

de manera que

v 7 v 2 v v
iy = Plo) < v ) = == {Po) V (138)
[M]; o \/—“( );u

gOO [e12]
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La energia interna del elemento de volumen y el flujo de calor aparecen
en este contexto al postularse la conservacion de la energia total de acuerdo
a las siguientes ideas:

¢ El cuadriflujo de energia total estd dado por cinco términos: los tres
primeros representan un flujo de energia mecanica, el cuarto, un flujo
de energia interna y el ultimo un flujo de calor:

Plo) V¥ + Po)V” €int(o) T+ JiGg) (139)

2 2l
JY, = Plo C2 vY
[T] ( ) \/ gOO \"4 gOO
e De esta forma, combinando la expresién de balance de energia total :

y la ecuacién (137), se obtiene la expresidon de balance para la energia
interna:

v v 2l v 2 7 v
P(o) Cint(o) V = = w — Plo <—v> +c Po) ¥
( (o) Cint(o) );u Q] (o) \/g; N \/g:( (0) );V
(141)
Para finalizar esta seccién se reescribe la ecuacién (141) en términos de

la derivada total respecto del tiempo propio con ayuda del operador (119) y
la ecuacién de continuidad (120):

deint(o) €int(o) dp(o) v v v 2 7 v
P(o) dr 2 dr e P(o) N v 5 T Ton (p(O) v );u
(142)

9. Produccién de Entropia para un Flujo No Viscoso en Relativi-
dad General.

Es posible ahora retornar a la ecuacién (127). Reemplazando en esta
expresién las ecuaciones (120) y (154), se obtiene:

ds( o) _ 3(o) 3s
p(o) dr p(o) (3;}(0)) ( P(O)U + 62 d"' ) + (8 eint(o))p
nt (o)

( S SO — T, = Pl (\79% ”");y + 7 (P ">)

(143)
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Ahora bien, al hacerse uso de las relaciones de la termostdtica (validas

en el sistema comévil por el principio de equivalencia):

( 0 S(o) ) . 1
0 €int(o) oo (o)

(3%)) _ P
000)) ey Pl)O0)

(144)

(145)

con ayuda de la ecuacién de continuidad (120), la ecuacién (143) adquiere la

forma (apéndice2):

d50) | 1.dp ( Cintlo) P(o)
'0(0) dr + c2dr +

) (o) £(0)O(0) \/9_22-%(0)) 5(0)
(- 1) 2w+ 48] -~ () - (- ) (82)

+

\ Voo P(0) (o) ©(o) Vgeo ,
(146)
De esta manera se obtienen:
— Una expresién para el flujo de entropia:
e )me s
5] N Plo) O)

— Una relacidn para le entropia especifica en el

sistema comovil:

2

_ Cint(o) + P(o) C

~
S(o) = + '
@700 " 2000 vEeaO)

— La produccién de entropia:

@;V v 24 v
UZ‘(”@“{)J(Q]— <_\7g;;:—1>v (
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10. Ecuaciones Constitutivas:

La produccidn de entropia (149) debe ser semipositiva definida. La forma
més simple de asegurar que esto se cumpla es por medio de las ecuaciones

constitutivas
J[Z] = -k g"0, (150)

2 v p(o)
_1) — (——) (151)
(vgoo @(o) .

’

en donde k' permite definir a la conductividad térmica k del sistema:

kl
B

y ¢ representa una constante de tipo difusivo.

k (152)

La produccién de entropia adquiere entonces la forma semidefinida posi-

tiva: 0" 6 .
=} ( ' W) Po). Plo)
7 o2 +g<@(o) 0w/, 1)

11. Ecuacién de Calor.

La distribucién de temperaturas del sistema queda en principio deter-
minada por la ecuacién diferencial parcial obtenible del balance de energia
interna (154):

deint 4 €int(o dp 0 v v v
P = == = gy = P (7;: v ) - == (o),
(154)
en donde la relacién constitutiva (150) puede insertarse en el segundo término
del lado derecho de la ecuacidn (154), y el lado izquierdo puede ser reescrito
como:

deinyo) 8 €int(o) dpo) | (9 eine)) 4O(o)
P(o) dr = Pl [( 8/)(0) O dr + 0@(0) , dr (155)
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Las derivadas parciales en la ecuacién (155) son conocidas de la ter-
mostdtica (en donde se vuelve a aplicar el principio de equivalencia en el

sistema comévil):
8 int(o e 0
(____e ‘ >) __ (ﬁ_) 0 | 20 (156)
9 p) e ko) Py  Plo)

aeint(o) _
( 76, )p =¢p (157)

de manera tal que la ecuacion de calor en ausencia de viscosidad se escribe
como:

49,
(‘ () %2+ 254) R+ po &g =

P P : (158)
— '2; ) Pl J[VQ]’,, = P(o) (—\/—%—;: v") . —-C ﬁ (P(o) vV)w

o bien, usando la ecuacién de continuidad (117) y la relacién constitutiva
(150):

(— (&) 32+ 254) (=povs + E52) + b0 o 32 =

e oy, 2@ (159)
— SRR 4k (0404),, ~ 00 (7 vY), ~ o (P ),
Esta tdltima ecuacidn, para el caso en que la conductividad térmica sea
constante, la velocidad del elemento sea cero (uk = 0), y la presién no de-
penda explicitamente del tiempo, se reduce al andlogo de la conocida ecuacién

de calor (107):
P0) p€O;0 =k (guu@;y)m (160)

La ecuacién (160) es una ecuacién tipo “telégrafo” que, como es bien
sabido, no tiene problemas de causalidad, puesto que no admite propagacién
de sefiales a velocidades mayores que la velocidad de la luz. Para hacer ver
esto més claramente se explicita a continuacién la ecuacién (160) para la

métrica de Minkowsky (110), y el operador vélido en relatividad especial
(114):

00 ( 10%0

p(o) Cp'g-t— = —2-2- 8t2 +V2@> (161)
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Para finalizar este capitulo se escribiran explicitamente las ecuaciones
de transporte obtenidas, con ayuda de las relaciones constitutivas halladas
(150-151).

C. Sistema de Ecuaciones de Transporte para Flujo
no Viscoso.

El formalismo anteririor permite finalmente escribir un sistema de ecua-
ciones de transporte, compatible con la Teoria General de la Relatividad y
con el esquema de Meixner y Prigogine de la Termodindmica de Procesos
Irreversibles. Las incognitas en este sistema de ecuaciones son la densidad
medida en el sistema comévil (p,), la velocidad del elemento medida en un
sistema cualquiera (v*), la presién medida en el sistema comévil (p(,), y la
temperatura del elemento de fluido medida en el sistema comévil (©(,)). El
sistema completo consiste en las siguientes expresiones:

e Ecuacién de Continuidad.

dp) _ v, 1dpg) 5
dr P + ct dr (152)
e Ecuacién de Movimiento (Euler):
dv# , v# d pyo)
PO T TP T @ (163)
e Ecuaciones Constitutivas:
J[lb] = —kl @;,, (164)

2 W p(o)
- 1) v = —gg ( ) (165)
(\/goo @(o) w

e Ecuacion de Calor:

<‘ (2) 32+ M) (—pews + EF2) + poy e g =

se/ Pl " Ao T

| 166
— SRS Lk (g410,),, — P (ﬁ”");u‘&?}‘;(%)””)w e

51



V. Algunas Consecuencias del Esquema Meixner-Prigogine
de la Termodindmica Irreversible Lineal (T.I.L)
en Espacios-Tiempos Curvos.

A. TUna Solucién de la Ecuacién de Calor Obtenida
Aplicable a la Teoria de la Relatividad Especial
(Caso Unidimensional).

Se parte de la ecuacién de calor obtenida del esquema (161), para el caso

unidimensional: 96 2o 56
1
PO gy = (" EET 5—) (167)
con las condiciones iniciales y de frontera:
0(z,0)=0 (168)
d0
00
q(O,t) - —k‘b—z' (O,t) = Fo (170)

Al aplicarse la transformada de Laplace sobre el tiempo a la ecuacién
(167), suponiéndose p(,) y ¢, constantes, se obtiene la expresién:

. 2\
k@_@fl = (p(o) S+ l—cﬁ,—) O (z,s) (171)

dz?

en donde O (z,s) corresponde a la tranformada de Laplace de la funcién
O (z,t).

La solucién acotada de la ecuacién (171) es:

) _s (+eu;_’>
O(z,8)=cre’

(172)
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Para determinar la constante de integracion ¢; se toma la transformada
de Laplace de la ecuacién (170), de donde se obtiene:

©0s) _ _F

dz s

k (173)

Al combinarse la ecuacién (173) con la derivada con respecto de z, eval-
uada en cero, de la expresién (172) se halla que:

F,c
G =

- ks\/s (s+ ‘LPO?CQ)

(174)

La transformada de Laplace de la solucién de la ecuacion diferencial puede
escribirse como:

...% 5<5+£(,9)if_2.>
s) _ ! ¢ : (175)

s\/s (s + _up,,:p&)

O(zx
F,

>0 |~

La transformada inversa de la expresién (175) corresponde a la solucién
buscada:

(4 C2
O(z,t) —%‘('PQLI:L)“ 1pycec® [, 22 ( T
Fo% = i € Io 2'——k—‘— U + 62 H u - C) (176)

en donde I, corresponde a la funcién modificada de Bessel de orden cero, y
H es la funcién de Heavyside.

Es evidente de la expresién (176), que no existen problemas de trans-
misién de energia a velocidades mayores que la velocidad de la luz.

B. La Ecuacidon de Calor y los Efectos de la Curvatura
en el Estado Estacionario.

Si se asume simetria radial, la ecuacion de calor (160) para el caso de la
métrica de Schwarzschild adquiere la forma:

00 k 0%0 2GMN\Y 1[4 2GMN 00
P(o) Cp ey = <1 — ) + ;—2— [ (7‘2 (1 — ) —-)} (177)

2 ot? c’r or cir ) Or
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Para estado estacionario y simetria esférica, la ecuacion (177) se reduce

a:
d |, 2GM\ dO
i [r (1-% )“JF} =0 (178)
Esta 1ltima ecuacién puede resolverse facilmente, obtenéniendose:
ay c r— 2GM

en donde las constantes a; y «, se pueden, en principio, obtener con condi-
ciones a la frontera apropiadas. Un cambio de sistema coordenado, dentro de
la métrica de Scharzschild puede eliminar la indeterminacion en el horizonte
de eventos:

2GM

CZ

Ty =

(180)

En un espacio plano, M = 0, y la ecuacién (178) se reduce a:

d (,dO
a:("z:)-o’

que es la ecuacién de calor conocida para estado estacionario con simetria
esférica.

C. Posibles Generalizaciones del Esquema.

Las generalizaciones inmediatas son las siguientes:

o Flujo viscoso. En este caso una manera de proceder es el agregar un
término nuevo al tensor de esfuerzos-energia que de cuenta de los efectos
de la viscosidad.

o Sistemas multicomponentes con y sin reacciones. Es posible tener mas
de una especie en el elemento local de volumen. Las reacciones quimicas
modificaran las ecuaciones de balance.

o Métricas mds generales. Los efectos de curvatura dependen fuerte-
mente de la métrica. La generalizacién mas natural es a métricas tipo
Kerr, que al no ser diagonal, de lugar a una alteracién de la definicién
del cuadrivector de velocidad en espacios tiempos-curvos (132).
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D. Consideraciones Finales.

El presente trabajo muestra una construccién légicamente clara y orto-
doxa de la construccién de las ecuaciones de transporte aplicadas a un fluido
relativista. El medio para lograr establecer el sistema de ecuaciones fue el
esquema de Meixner y Prigogine de la T.I.L.

Existen numerosos intentos de construccién de formalismos que den lugar
a expresiones para las variables termodindmicas, en un contexto relativista.
la mayor parte de este tipo de trabajos se puede clasificar de la siguente
manera:

o Formalismos fuera del equilibrio en los cuales el flujo de calor se intro-
duce, a priori, en el tensor energia-momentum. Este tipo de desarrollos
es el mds usual. En el texto de Misner, Thorne y Wheeler,® el flujo de
calor se incluye en el tensor esfuerzos-energia como un recurso gracias al
cual la energia total se conserva. Surgen dos problemas en torno a este
enfoque. En primer término, el flujo de calor posee caracteristicas muy
similares a las de los flujos de energia mecanica convencional . Esto
parece contradecir la esencia misma del concepto de flujo de calor. Se-
gundo, la hipétesis de equilibrio local no se utiliza, puesto que se ignora
por completo a la derivada total de la energfa interna local, con respecto
del tiempo propio. La forma de ataque al problema expuesta en esta
tesis parece ajustarse mucho mejor a los conceptos fundamentales de
la termodinamica de procesos irreversibles.

o Formalismos fuera del equilibrio en los cuales el flujo de calor no se
introduce, a priori, en el tensor esfuerzos-energia, pero en los cuales
no se aprovecha completamente la hipdtesis de equilibrio local. Este
tipo de trabajo es ampliamente aceptado. Inicialmente fue Werner
Israel quien realizé los primeros desarrollos en esta direccién.’® Poste-
riormente esta linea ha sido seguida por Zhang y muchos otros.?® Si
bien el formalismo seguido en los articulos recién citados es elegante
y matematicamente preciso, el flujo de entropia no se obtiene de una
manera directa a partir del principio de equilibrio local. Esto es, no se
utilizan argumentos que involucran a la derivada total de la entropfa
especifica con respecto del tiempo propio. En lugar de ello, se dan
argumentos motivados matematicamente para la construccién de flujo
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y produccién de entropia. Por otro lado la linea de razonamiento de
Israel conduce una vez mas a propiedades mecanicas del calor como las
mencionadas en el parrafo precedente.

Formalismos basados en la teoria cinética de la materia. Este es un
enfoque conceptualmente diferente al aqui analizado. El trabajo en
esta direccién se fundamenta en versiones relativistas de la ecuacion de
Boltzmann.!” Los formalismos conducen a leyes de conservacién para
el flujo de particulas,

N# =0 (181)

en donde N* representa el cuadrivector de flujos de particulas. No es
usual encontar desarrollos para medios continuos debido a los efectos
relativistas sobre la masa. Trabajo en esta direccion se realizara en
el futuro, de forma que los desarrollos fenomenolégicos presentados en
esta tesis puedan contrastarse con formalismos de teoria cinética.
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Apéndice 1.

El Limite Newtoniano de las Ecuaciones Relativistas de
Conservacién en el Esquema Meixner-Prigogine de la
Termodindmica Irreversible Lineal para Espacios-Tiempos
Curvos.

El sistema de ecuaciones de transporte obtenido en base al esquema rela-
tivista de Meixner y Prigogine necesariamente debe reducirse, para espacios
planos y velocidades del elemento mucho menores que la velocidad de la luz,
al sistema no relativista usual para flujo no viscoso.!®

A continuacién se presenta una forma simple de recobrar los resultados
usuales de la teoria de transporte no relativista.

Limite no Relativista de la Ecuacién de Continuidad.
La ecuacién de continuidad deducida en el texto principal es:

dp(o) 1 dp(o)
—2 = —p 0+ = All
dr U F ct dr ( )

En espacios planos y en el limite de bajas velocidades del elemento de flu-
ido, cada término de la ecuacién (A.1.1) adquiere respectivamente la forma:

dpy dp

FPalady (A.1.2)
poyvs, = pV - U (A.1.3)

1 dp(o)

2 0 (A.1.4)

obteniéndose la ecuacién no relativista de continuidad :

dp .
LHv-i=0 (A.1.5)
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En la ecuacién (A.1.2) la densidad p no involucra efectos relativistas y
corresponde a la dendidad p, medida en el sistema comévil. Asimismo, en el
limite de espacio nlano y bajas velocidades, es deprecialble la diferencia entre
el tiempo propio 7, y el tiempo ¢ medido en cualquier sistema de referencia.

En la ecuacion (A.1.3) la cuadrivelocidad v” se relaciona con el vector de
velocidad & por medio de la relacidn:

2
us
1-75

'UU = @ (A1.6)
=

por lo que en el limite 2 — 0, la divergencia del cuadrivector de velocidad se
reduce a la divergencia simple del trivector de velocidad.

Limite no Relativista del Balance de Impetu.
La ecuacién de movimiento obtenida en el texto principal es:

d v+ ; v# dp(o)
PO = Po) = F s (A.L.T)

en el limite no relativista, cada término de las componentes espaciales puede
escribirse de la forma:

dv* duF
p(o)—d—: -~ —Et— (A18)

p;(f) — —=Vp (A.1.9)

vH dp(o)
e -0 (A.1.10)
de donde finalmente se obtiene la ecuacidn de Euler no relativista:
duk
. 1.11
T Vp (A.1.11)

En la escritura de la ecuacion (A.1.8) se ha hecho uso de la ecuacién (A.1.6).
Limite no Relativista del Balance de Energia Mecanica.
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El limite no relativista para el balance de energfa mecdnica se obtiene al
considerar la componente temporal de la ecuacién (A.1.7), multiplicada por
la velocidad de la luz c:

p cﬂch“’ —-Ezdp(o)
@7 O ¢ dr

(A4.1.12),

El lado izquierdo de la ecuacién (A.1.12) puede aproximarse como:

,O(o)ch —p(o)dT ] — 2 2p dt

c2

(A.1.13)

en donde se utilizé la aproximacién binomial:
1
(1—z)y?~1+4 sz (ALl

El lado derecho de la ecuacién (A.1.12) puede desarrollarse para adquirir
la forma:

o vdpe Opo 1 Opo v Ope

Py = Tdr ot —-’-;i ot 1—;—‘; 0zk

(A.1.15)

2

. ., 2 .’
al tomarse la consideracién de que % — 0, la ecuacién (1.15) se puede

escribir, en forma aproximada, como:

v dpe) ., k9Pe)

0 - — ~ A.l.
€Plo) c dr Jd zk (4.1.16)

Ahora es posible reescribir el iimite no relativista de la ecuacién (A.1.12),
obteniéndose:

2" dt Jz*
que tras una manipulacién simple es la ecuacién no relativista (84):

(A.1.17),

1 du?  9(pur) , 9w

2p dt = 0z* pa:c“

(A.1.28)



Limite no Relativista del Flujo de Energia Mecanica.

El flujo de energia mecénica obtenido en el texto principal estd dado por
la ecuacién (137)

v v
Jh = pio) €& ——= V" — cp(o)g°” + Do) U (A.1.29),
M) = Plo) Gon (o) Gon (o)

00

donde

1
oV 0 .
9" =1, (A.1.30)
0

En el limite no relativista, se aplican las aproximaciones:

v—1 (A.1.31)

V9o — 1 (A.1.32)

c

oo[2] assy

de manera tal si £ — 0, en la componente cero de la ecuacién (A.1.29) las
presiones de eliminan y se tiene, usando la aproximacién (A.1.14):

1
0 emec = PoC’ + 5Po u? (A.1.34),

que corresponde a la densidad de energfa cinética clasica mas un término
correspondiente a la densidad de energia en reposo.

Para las componentes espaciales de la ecuacién (A.1.29) el flujo de energia
obtenido es:
1
P Emec uf = P(o) uf + poc? uF + -2—po u? uk (A.1.35),

que salvo el término de flujo de la energia relativista en reposo del elemento
poc? i, coincide con el flujo de energia no relativista que aparece dentro de la
divergencia de la ecuacién (85).
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Apéndice 2.
Balance de Genérico de Entropia en el Contexto de la Relatividad
General

El formalismo empleado en el capitulo 4 de esta tesis depende fuertemente
de la posibilidad de construir una expresién para el balance local de entropia,
en términos de derivadas totales con respecto al tiempo propio del elemento.

Para ello se parte de la expresién béasica para el flujo de entropia total:

J['./S’T];u =0 (A21)

en donde representa el Jig7) es el flujo de entropia total y o es la produccién
de entropia local en el elemento de volumen..
Ahora, el flujo de entropia total puede dividirse en dos partes:

J[L:ST] = P(o) S(o) v + J[l:g] (A22)

en donde s(,) corresponde a la entropia especifica local del elemento de vol-
umen.

Al reemplazar (A.2.2), en la ecuacién (A.2.1), y con ayuda de la derivada
lagrangiana, se obtienen las expresiones equivalentes:

Tty = P80y 0% + 27 (P S(o))w + Jis1 (4.2.3)
J51)0 = Po) S(o) V5w T+ V¥ P(0) S(oiv Tt SV Plo)w T+ Ji51 (A.2.4)
J(511. = Plo) (o) Vi + P(o) d:l(To) + (o) dg(:) + Jisy (A.2.5)
JisTy = 8(0) (P(a) vy, + %%) + p(o) d;(:) + Jisy (A.2.6)
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El término entre paréntesis que estd factorizando la entropia especifica del
lado derecho de la ecuacion (A.2.6) corresponde a la ecuacién de continuidad
(120). De forma que el balance genérico derivado del tensor (108), 1itil para
el desarrollo del esquema de Meixner y Prigogine toma la forma:

ds@) | 4 1 dp(o)
P(o) I + J[S] ot -C;-‘d“;"S(o) =0 (A.2.7)
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Apéndice 3.
Las Ecuaciones Relativistas de Transporte bajo el Esquema
Meixner-Prigogine de la Termodindmica Irreversible Lineal
(T.I.LL) con el Tensor Modificado de Esfuerzos-Energia.

El Tensor de Esfuerzos-Energia.

En este desarrollo alternativo del esquema relativista de Meixner y Pri-
gogine de la T.LL. para un fluido isotrépico no viscoso, un punto de partida
posible es el tensor esfuezros-energia dado por®:

T#" = poy v*v” — poy 9% + -’g vhvY (A.3.1)

En el tensor definido en (A.3.1) las variables p(,) y p(,) representan re-
spectivamente a la densidad y la presion del elemento de fluido medidos en
el sistema comavil al elemento. Estas cantidades son invariantes (en un sen-
tido similar al de la masa en reposo), y al ser multiplicadas por tensores de
segundo rango (en el primer término con el producto directo de los cuadrivec-
tores de velocidad v* y v*, y en el segundo por el tensor métrico g#*), forman
a su vez un tensor de segundo rango.

Ecuacién Fundamental de Balance.

En ausencia de fuerzas externas, los balances de energia e impetu estin
contenidos en la ecuacién (que es a su vez compatible con las ecuaciones de
campo de Einstein): .

py __
Y =0 (A.3.2)

Ecuacién de Continuidad en Espacio-Tiempos Curvos.
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El desarrollo de la cuadridivergencia (A.3.2) lleva directamente a la ex-
presion

o) VH0, V7 (p(o)v“) —p(a),ug“"+p(°)v“v +o (I—)c(—;—)—v“> =0 (A.3.3)

al tomarse el producto escalar con el cuadrivector covariante de velocidad v,,
se tiene la ecuacion:

Pl v V0 0,0 (pioy v*) LUk Plo); ug’“’+ Lo, vho?, = —v, 0" (P—C(S—)v“) y

Ahora bien, al considerarse la identidad:
v, v* = c? (A.3.5)
y el operador de derivada total con respecto al tiempo propio:

d v
—=v(, (436

el dlgebra directa conduce a las expresiones equivalentes de la ecuacién de
continuidad:

dpe) _ v _ POy
T = Plo)Vy 2 v, (A.3.7)
Y Y4
(p(o) v")w = ——C(glv;",, (A.3.8)

Estas ecuaciones no coinciden con las expresiones (120) y (162) del texto
principal debido a la existencia del iltimo término del tensor esfuerzos-
energia usado.

Balance de Impetu (Ecuacién de Euler Relativista).

Para hallar la ecuacién de movimiento del elemento de fluido isotrépico
no viscoso se parte de la ecuacién:

Plo) vy, +0" (P(o)v“) ~Poywd"t=5 ”v“v L+ (ﬂcé’lv“>.u=0 (A.3.9)
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que se obtiene al tomar la cuadridivergencia del tensor esfuerzos-energia
(A3.1).

Utilizando el operador para la derivada lagrangiana se tiene que:

d v# d P(o)

0., 1d :
Py V(o “v;+p"v” +—d—(p(o)v#)=p'(;;) (A.3.10)

Si ahora se combina la ecuacion (A.3.10) con la ecuacién de continuidad
(A.3.7), multiplicada por la cuadrivelocidad v*:

dp v p [+ v
v# (7’5’2)— + p(o)vw) = —~p# (-—z(-z—)-vw) (A311)
se obtiene la ecuacion de Fuler relativista:

P(o)) dvt . _ vhdpo)
(P(o) + dT p(o) o2 ———dT (A312)

Hipétesis de Equilibrio Local.

El manejo de la hipétesis de equilibrio local es independiente del la forma
explicita del tensor esfuerzos-energia. Al igual que en el desarrollo del es-
quema de Meixner y Prigogine de la T.L.L. no relativista, se supondra que la
entropia especifica local s(,), medida en el sistema comévil, es una funcional
independiente del tiempo de las variables p() ¥ €ing(o):

$(0) = S(0) (P(o) (2*) , €int(o) (CE“)) (A.3.13)

Ahora bien, de acuerdo al prinicipio de equivalencia, la derivada total de
la entropfa local debe tomarse con respecto al tiempo propio 7:

d (o) 030 dpio) | (08()) deinto)
= (8p T + Gem), dr (A.3.14)

La ecunacidn genérica del balance de entropia es:

Jin,=0  (A3.15)
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en donde J{sr) representa un cuadriflujo de entropia, y o es una expresion
semipositiva definida que corresponde a la produccién de entropfa.

El cuadriflujo de entropia total, igual que en el caso no relativista, consta
de un término convectivo y otro asociado a formas de energia tales como el
calor:

"’{UST] = P(o) S(0) v’ + J[:] (A.3.16)

Al hacer uso del operador para la derivada lagrangiana se obtiene la
ecuacién de balance en derivada total respecto del tiempo propio:

dSo dpo v v —
Po + s, (dr + Po'U;.,) +Jgw =0 (A.3.17)

Ahora bien, al insertarse la ecuacién de continuidad relativista (A.3.7) en
la ecuacién (A.3.17), se obtiene la expresién ttil:

ds(o) po v v
P72 - (Ber Yoo+ Ty =0 (43.9)

por lo que la forma del balance genérico también difiere del correspondiente
al texto prinicipal.

Al igual que en el caso no relativista, es necesario insertar las expresiones
para la derivada total de la densidad y la energia interna en la ecuacion para
la derivada total de la entropia con respecto al tiempo propio. A continuacién
se halla la forma apropiada para la derivada de la energfa interna.

Balance de Energia Relativista.

El punto de partida para el balance de energia es la ecuacién de Euler
relativista, escrita aqui de forma ligeramente distinta:

dvt 1d (P(o) v“) .
POT G g = P (4.3.19)

Al tomarse la componente cero de esta ecuacién, y utilizando la definicién
del cuadrivector de velocidad (vilida para métricas diagonales),

e 2 ooy J1-42
oh = ( J—H«Z,f) = VT (A.3.20)
% "
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se tiene la igualdad:

d [ vc 1d {vc
(e Yy e fae )= ov 3.21
POdr (\/g;)J’czdr (m”‘”) (pos™),,  (A32)

Es de observarse que de esta ultima expresion puede generarse una ecuacién
de balance al reescribirla de la forma:

7 v 7 v ov 7 ’y v
(p(o) 62 \/g_o:u + \/‘ao_o_ Py v — Cp(o)g ) = — \/g;p(o) ’v;,+c2\/§; (p(o)v );u (A.3.20)

De esta manera puede definirse el flujo de energia mecanica de la forma:

Ji = Py € 7§_v” + %._ Py v —cpyg™  (A.3.21)
o0 [ele]

de manera que

pvl, +c? (p(o) v”) . (A.3.22)

Jll [ 7 7
(M v/ Yoo v oo
La energia interna del elemento de volumen y el flujo de calor aparecen
en este contexto al postularse la conservacién de la energia total de acuerdo
a las siguientes ideas:

o El cuadriflujo de energia total estd dado por cinco términos: los tres
primeros representan un flujo de energia mecanica, el cuarto, un flujo
de energia interna y el ultimo un flujo de calor:

iy = P ¢ /—; vu+,/_; P(o) V' =P 9" P Cinio g (4.3.23)

o De esta forma, combinando la expresién de balance de energia total :

(), =0 (A.3.24)
y la ecuacién (A.3.20), se obtiene la expresién de balance para la energia
interna:
(P(o) €int(o) v") = —=Jion~ —-l-p(o) v.‘;+62——1— (p(o) v") (A.3.25)
o ' Vv Y9oo ' v/ Goo fid
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Para finalizar esta seccién se reescribe la ecuacién (A.3.24) en términos
de la derivada total respecto del tiempo propio con ayuda del operador de
derivada lagrangiana y la ecuacién de continuidad (A.3.7):

d €int(o €int(o) P u 24 v q v
P(o) d'r) = ©) y¥, = ~Ji,+ \/ﬁp(o)v;u—cz\/g;(p(o)v)w (A.3.26)

Produccién de Entropia para un Flujo No Viscoso en Relativi-
dad General.

Es posible ahora retornar a la ecuacién (A.3.14). Reemplazando en esta
expresién las ecuaciones (A.3.7) y (A.3.26), se obtiene:

dsioy 33(02
p(O)_d'(;l = (8p(°)>e_ “ (_p(O)'U.u —U-v,u) +

s €int(o) P(o ) v v 2 v
(725) (-9, = T + Sopst - e (p0),)  (4320)

Ahora bien, al hacerse uso de las relaciones de la termostatlca. (validas
en el sistema comévil por el principio de equivalencia):

0 3(0) ) 1
(G (A.3.28)
(a €int(o) P(o) Q(o)

3%)) Po)
()] = PO (4329
<3P(o) i P20

la ecuacién (A.3.27) adquiere la forma:

. JV
d o) Cint(o) Plo) _ _ Sy P(o) oyv i (o)
Poar ¥ ( 8w T 29 \/9009(«») R (9("’ w

= _ (o —1) ke
= (e(,,))+(\7%'§ 1)—U—v (A.3.30)

De esta manera se obtienen:
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— Una expresion para el flujo de entropia:

Jv
v _ Jial
Sy = o (A.3.31)

— Una relacién para le entropia especifica en el sistema comévil:

Cint{o) P(o) 62'7
(o) = + - (A.3.32)
@700 " 9@ VIO

e La produccién de entropia:

L) 4 (o)
[Q]v" 7 p 0) v
o= - + -1 v, (A.3.33)
(e(o) Yoo Q)

1. Ecuaciones Constitutivas:

La produccién de entropia (A.3.33) debe ser semipositiva definida. La
forma mas simple de asegurar que esto se cumpla es por medio de las ecua-
ciones constitutivas, que coinciden con las texto principal:

J[‘a] = -—k'g‘“’@;u (A-3.34)

y
g@- =—a (v), (A3.35)
()
en donde &’ permite definir a la conductividad térmica & del sistemas:
kl
k= o (A.3.36)

¥y 61 representa una constante de tipo difusivo.
La produccién de entropia adquiere entonces la forma semidefinida posi-
tiva:

c=k(0"0,)+a () (4337)
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2. Ecuacién de Calor.

“-. La distribucién de temperaturas del sistema queda en principio deter-
minada por la ecuacién diferencial parcial obtenible del balance de energia
interna (A.3.26):

d €int(o €int(o) P
poy— 2 = AT o, — Ty, (A4.3.38)

en donde la relacién constitutiva (A.3.34) puede insertarse en el segundo
término del lado derecho de la ecuacién (A.3.32), y el lado izquierdo puede
ser reescrito como:

de"“‘(o) —_ ae‘“‘(o) dp(o) aeint(o) d@(o)
PO,y P [( 39e) o dr + 90 ), dr (A.3.39)

Las derivadas parciales en la ecuacién (A.3. 39) son conocidas de la ter-
mostatica (en donde se vuelve a aphcar el principio de equivalencia en el
sistema comévil):

(6 e;n,(a)) _ ( B ) %, 120 (4340
2 p(o) ke) iy Pl

de manera tal que la ecuacion de calor en ausencia de viscosidad se escribe
como:

'B e(o) P(o) dp(o) de(a) €int(o) Po) . v v
( ( p(ﬂ) +P(o) dr dr TP dr c2 v, —Jg1w (A.3.42)

o bien, usando la ecuacién de continuidad (A.3.7) y la relacién constitutiva

(A.3.34):

(“ (£) 32+ %%l)) (=pows = 2os) + poy &3t =

Po)
+ Cmt!o! __L_lv + k (gpu(_)’v)
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Esta dltima ecuacién, para el caso en que la conductividad térmica sea
constante y sin requerir que la velocidad del elemento sea cero se reduce al
analogo de la conocida ecuacién de calor (107):

P(o) C‘P 9;0 = k (guue;u);y

en la obtencion de esta ecuacién no es necesario suponer que la presién no
dependa explicitamente del tiempo, tal y como ocurre con el tensor propuesto
por Einstein (10).
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