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Introduccidn: | #

En este trabajo se analiza el comportamiento de la viscosidad
dindmica de ura solucidn dilufda de cadenas poliméricas semi~r{gidas, la
cual estd sujeta a frecuencias de corte menores de 108Hz. La teorfa
que se usaré fue desarrollada por Edwards y Freed (1) que incluyve, ade—
més de la interaccidn hidrodindmica entre los segmentos de la cacera pe

limérica a 1a dindmica interna del polfmero. Se ha hecho mucho traba—

jo w3 re propiedades dindmicas de soluciones poliméricas para el caso de m
moléculas flexibles con y sin interaccidn hidrodindmica (2, 3, 4, 5, 6) en
el régimen de frecuencias bajas: W) Y. <& i— (en donde ‘T, es el mayor
tiempo de relajacidn el cual corresponde a la difusibn del polfmerc) y para
frecuencias intermediaswl, ~ 1. « LoOs resultados son reportados en furn—
. Wi - ni .
cidn del mddulo de relajacidn LCW\: Lé‘ } e [6-4 ] el cual estéd rela—
’ . t + H] . .
cionado con la viscosidad din&mica [_"13 "L'\,] - ‘[Vl_ ] ‘mediante'(_C-\\= uu['ﬂ
- 1
; cabe aclarar gue el moddulo \:Q\] corresponde & un es—
fuerzo en fase con la deformacidn siendo una medida de la energfa almace-—
. ’ '
rada y recoborada por ciclo, mientras que el modulo E_(':\ 1 por el com—

trario, corresponde a un esfuerzo defosado 90° respecto a la deformacién

siendo entonces la enzrgfa disipada o perdida en forma de calor por ciclo de

deformacifn,
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Para =l caso de frecuercias bajas, laQdfy
gréfica muestra que [G\‘-l “\ [é\"] 2]

1 4
son proporcionales a U)l 9 w res-—-,_"
pectivamente; esta gréfica coirresponde €7

-
al caso en que el parfmetro h gque -2

da 1a intensidad de la interaccibn hidro *]

dindmica es cero, o sea, sin interaccidn

hidrodindmica; sin embargo, se observa .

1 i 1 1 1

X 1

3 -2 0 2 3 _%Oau

que en este régimen de frecuenrcias bajas, ambos mddulos son casi in—

sersibles al valor de h.

En el régimen de altas frecuencias, el comportamiento de

Y_C‘-l“l " \_Cq"l s{ depernde del pardmetro h : para h = o los mddu—

u -
los van como W con a= 1/2, y para h 0 a = 2/3.
El comportamiznto dindmico para h—- o es illamado de Rouse

y para h — 20 es llamado comportamiento de Ziwunm

-Para frecuencias nés altas, el comportamiento de una cadena
con un nlrre ro infinito de rncndmeros sigue siendo el mencionado ante-
P 13 ' E(..u .
riormeite, o sea, \—.“\ W W3} se incremertan como W2 en donde
\ 2 ' ,
). & & < 3 cepend endo del valor del parémetro h, Sin embar
go, no es razonable sJporer ue. N es infinito cuando uno discute ——

propiedades aaltas frecuercias cebido a que la contribucidn de los rmodos

normales de movimienco cor ~esporden a segmentos muy cortos de la ca-



dena y el movimiento en el interior de los &tomos no puede contribuir

(=

la respuesta visco—eléstica del sisterna, en consecuencia, N debe ser

menor que el nimero de &omos en la cadera. N es el nirmero de moné—

 meros que forman la cadena,

. . s i ] .
Si N es finito, [61] se aproxima a un valor corstante cuand:

U3 se incrementa correspondiendo f{sicamente al hecho de que la fre—

‘cuencia de excitacidn excede a la frecuencia del modo normal més alto

de la cadena (sOlo hay del orden de N modos normales de movimienrto

por lo que ésta deja de responder no pudiendo almacerar méis energfla,
Esta falta de respuesta de la cadera a altas frecuencias, se manifiesta

' u
en el mbdulo [Gl ] en uma disminucidn de la energfa disipada por - lo

119
gque la curva que representa [é\ 1 alcanza un méximo y luego decae

como  1/W t7).
Qo™

El hacer N suficientemente pequefio fue
el primer paso para tomar eri cuenta una_!:
flexibilidad incompleta: siMW-e}ila cadenat7
se hace més r(gido. Sin ermbargo, N
fueron Ha:jris y Hearst (8,9,10) los

primercs que inciuveron un término de

rigidez en la estadfstica de la cadena, -41

Ellos introducen uni ~esistencia eléstica

contra 1a flexibn ar adicibn a la fuerza




<. .4“

(en este caso de r‘esorte')‘ producida por el mecanismo que u
ne segrmentos

vecinos de la cadena,

La energfa potencial de flexidn es proporcional a la curvatura (
ra (11)
de la cadena: la energfa es minima si la cadena es una Ifnea recta
Y

aumenta conforme al radio de curvatura disminuye,

. . . .
La introduccién de este término es equivalente a un modelo de ca
dena de osciladores armbnicos en donde los resortes tienen fuerzas de ves

titucibn tanto longitudinal como transversal, Qo™

La respuesta dindmica que obtuvieron Harris

y Hearst, es mostrada en el figura, 1

.

Se observa que ambos mbdulos tienen un

comportamiento asintético que va como

- 1+

W 1/4 en el régimen de altas frecuencias;
este hecho es debido a la naturaleza conti- E‘Q\

nua de su modelo, o sea, debido a que el

nimero de modos normales es infinito, la

[y 1 1 1 1 L1 L
LY 9 i ) M
Rt T o TS A

siempre responde a cualquier frecuencia de excitacibn,

bo‘I"
FPara Fr‘g

cadena

. . : 1" .
cuercias intermedias, el mbdulo [_(11 ] alcanza un valor méximo, —-

disminuye y luego comienza otra vez a aumentar como W; en esta misma

- i ‘ . . v
region, LG\ ] se vuelve independiente de W. La razbn del miximo

y el minimo de [E\"]

en la regidn intermedia fue explicada por Harris

1

v Hearst diciendo que habfa una separacién (de més de tres décadas) en
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el espectro de tiempos de relajacidon, Sin embargo, esto no ha sido oo

servado experimentalmente,

. ] )
Este comportamiento andmalo de [:& ] fue la motivacidn de
este trabajo: se guerfa ver si la introducciédn de ura energfa de flexidn
era la causante de la separacidn de los tiempos de relajacidn en dos

grupos bastante separados (en el caso de Harris y Hearst por mé&s de

3 décadas).

En el trabajo de Harris y Hearst (8), elios construyen su funcidn
de distribucidn agregéndole al término de inextensibilidad el término de

rigidez; sin embar\go,‘ fue mostrado por Freed (12) que tal funcidn de dis

tribucidn no reproduce el segundo momento de una cadenas inextensible y

semi-rigida de Kratky—=Parod (13).

En este trabajo, ademés de los dos términos anteriores se intro

dujo un tercer término el cual es el acoplamiento entre los dos efectos.

Con esta funcidn de distribucién sf{ se reprodujo el segundo mo—
mento de Kratky—-Parod y no se observd el compurtamiento andmalo obte-
nido por Harris y Hearst,

En todo el desarrollo del modelq,se tr*abéjé en el continuo, sin em-—
bargo, al final se pusieron cotas en la variable de Fourier de la longitud ce
arco, lo cual equivale a considerar una céde'na formada por un nimero finito N
de elementos de longitud ,Q . Es por esto que los resultados coinciden ccn 105

obtenidos por Dickie y Holmes (7) para una cadena finita,
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ESTADISTICA DE CADENAS SEMIRIGIDAS

Integrales de Wiener para Cadenas Semirfgidas,

Una cadena polimérica es una sucesibn de moléculas unidas por

enlaces covalentes, Esta sucesidn puede ser lineal o bien ramificada,

En este trabajo nos concentramos en cadernas lineales,

Dado que las uniones permiten que cada mandn -0 tome varias
configuraciones relativas a sus immediates vecinos, entonces la cadera
polimérica puede tomar un gran nlmero de configuraciones, Por lo tanto,

una macromolécula puede representarse por un conjunto estad{stico en

donde cada elemento de ese conjunto representa una posible configuracidn,

Uno dle los primeros modelos estadfsticos que se construyeron
para describir una macr'omolé;:ula fue el que consideraba que los erlaces
eran uniones universales, esto es, que permitfan u‘n nGmero infinito de
oriertaciones de'uﬁ mondmero relativo a sus inmediatos vecinos., Sin
embargo, en realidad estos enlaces imponen un ndmero limitado de orien

taciones y esto trae como consecuancia que globalmente la macromolécu~—

1a sea menos flexible.

Fara ilustrar la aplicacibn del método de integrales funcionzles
para cbtener las funciones de distribucidén de una macromolécula, empe-—

zaremos con el modelo més simples, esto es, el modelo de una caderna

flexible,
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Dado gue en una unidn universal la orientacidn de un segmento

no depende del inmediato anterior, si denctamos por Y, ((f:) A:E:

la probabilidad de que el segmento U esté entre -‘(_': Y
Ja— iy
T, x d ¥, » entonces esta desco—
rrelacidn entre los segmentos puede ser expresa— -Q"
) < - \ 2 gt =
da mediante ’3’; (‘f"-)=’r.:(\fc\) 5 — 8 (\‘Q‘\—Q ) (‘) - \C
U3 7
o sea, la ’X,; debe ser urna distribucidn esfirica- . —
[ 3
4
mente simétrica de desplazamientos.

Ura cadena flexible real (con interacciones de corto alcance a lo

largo de la cadena), puede ser reemplazada por un pqseo al azar con N

desplazamientos,

Para uh paseo al azar sabemos (14) que si denotamos por

T (f':) 3, la probabilidad de que el &~ 2aimao segmento esté

entre "11: u\ _f‘: A L‘\-p.‘ ‘ , entonces la probabilidad de que si
un extremo de la cadena esté en el otro esté en 2 después de

N desplazamientos viere dada por A“' C )
. — -—9--. —_ — -y "“’.-_‘ CL_.Q:, Q 2
W(g-80)= 1) SACECI I CRIALICEN A

en donde as funciones delta fijan los extremos de la caderna. En térmi
— -

. < =0 - €. .
nos de los vectores relativos \r;\ = A 1-\ , esta expresidon

toma ta forma

W(ET-T;) ﬁ pACARY Li i - (-8 45, (3)
| =

1‘.!-\
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Se puede mostrar (14) que si el nlnierc de segmentos es muy

grande (U)} 5.) » el elegir una T‘; esféricamente stmétrica (1)

es igual a escoger una distribucidn gaussiana para Tb
3N, 2 X (q)
V&) = mavy) o 4
dado gque ambas conducen a la misma expresidn para Q\f L€~€’, ”)
3 3/?. - 3M

W(Z-2h0): \erwgr) @ 2% (5)
11T 2aw e
en donde w ' n

1 A\ = N . 2N 2 2 =N\ -

Bl YL 6 e [N (4 ®

’ =t

Es oportuno aclarar que a pesar de que (1) v () conduzcan a]
mismeo resuttado (§), una ’3"- del tipo (1) ébr*r*esponde a una cadena
inextensible de longitud L'; \"\/Q , mMmientras que la cotra (la del tipo (q))

corresponde a una cadena en donde ya se ha relajado la condicibn de

inextensibilidad, o sea, la cadena sbdlo estadisticamente tiene una longitud,

L=w{.

Pasaremos nuestra descripcidn de la molécula al caso continuo
o sea, consideraremos ésta como un filamento. Para hacer esto, divi-
diremos cada segmento 3 en pequefos segmentos de longitud Ay_ 31'

tormmando los l1{mites A\Si--s 0O Yy wva—s oo para mantener la longitud cors

-*h
tante; la xpreston para T toma 1a forma 3 (Q 1 ‘) b)
[ -y e 3 3/ = FUNEY (
’IJ(,(‘{. ) g“ AQ’ \\\ ZWQ AES‘{ & k A ‘1
y la funcidn de d stmbumon resulta < = (Qc"qi-.) - (})
vuw 1 ) ST LR
d 1' j \ znf &.5 L
Q\S“‘ et

en donde se han re-ectiquetado los segmencos en forma consecutiva,



podemos escribir la funcidn de distr*ibucién en. forma simt blica,

Dado que estamos tomando el limite A;S —0 -‘\ W — o0

. W i — 2
1a expresién (—Qt -Q‘-_‘Y ‘ -3 2“' (,Q;-—-Q;.L.)
Q/\-,\,“ ‘Q (,Z=| X Q;S - gﬁ.-:__:o .9. z"_ €=t ‘Q (S;—S‘._‘)

A -G, =0 .

Wa —@ &0
i —e B

' L

puede ser escrita como A é_‘@,_ l&g (8)

Viree (&) a.s “ 73 ) \3s
b5 -e0 Q 1?‘:i_(5_:—‘_l.) —_— Q _

Wi —© 00 .

en donde \ = \,\_Q 1 1= -3—’\— 2 NS = 4’(';'15 J por lo tanto
¢

\M(V_Q L) = M S\_Q(SU& S (45) ¢ ("Q

En esta expresibn la mt'egr*g_l va sobre todas las configuraciones
. .
que puede tomar la cadena, S [Q- (5)1 representa un pk‘oducto continuo

de diferenciales y Q,('S) es la ecuacién de la curva que representa a la

molécula, Al mtegr*ando_Q,Hyg S(. ) }se le acostumbra’llamar la me

dida de Wiener, correspondiente a una cadena flexible y a la integral

- .
sobre todas las curvas 2(5) se le llama integral funcional.

AC(2)

La expresidn 13 gue aparece en la medida de Wiener, es

el vector tangente a la curva (15) y es unitario si la curva es inextensi-

\éﬁ (ﬂ\

ble; para el caso en que \-31 la curva es extensible vy si

\'f‘ \ < A es compresible, Otra cantidad importante asociada a la

Tl (5)
curva © es el llamado vector curvatura denctado por

y definido como A A? g. v.(s) (\O)
: — — =T = i
¢ ~ §w 45 ds? .
A , —
en donde WM\ es la normal principal a la curval (perpendizular a € )
b ? es la curvatura
g - curvatura = i‘
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Esta es una cantidad imporcante porque la rigidez en una cade—
e A e v _‘,( o B
na polimérica puede expresarse en funcion de g 3) ; minetras méis
A

r{gida sea la cadena, la curvatura de 8sta debe ser mencr. Para intro

ducir la curvatura en nuestro formalismo, tenemos que hacerlo mediar—

te la energfa de flexidn de una barra,

La erergfa de flexidn de una barra por unidad de lorgitud 2s
Q%)

' 2 . 2 2
igual a 1 g (radio de curvatura) = L,_ £ g , bor lo tanto, la erer—

2
gla de flexidn de toda la cadena es

L L drem 1& "\\)
Liggus v.ga.g D) ds

> 4

o
<o
donde la integracidn va sobre todo el controno de la cadera y £ es la Jl

de la fuerza de fiexidn.

vemos que si al integrando en la medida de Wiener le sumamos

SE(S)

2
ey ) estamos pegsando con mayor pro

un término proporcional a
babilidad  aguellas configuraciones las cuales tienen pequefa curvatura.

(iee., Mmayor radio de curvatura) o’'sea, estamos introduciendo un t&rmi-—

no el cual equivale flsicamente a terer cadenas con algln grado de rigi—

dez.

En igual forma, el término gue cortiene

56@0‘
IS pesa

todas las longitudes posibles de la cadena dando mayor probavilidad a las
gue tiemen longitud L ; (una manera de poder introducir en forma exacta
1a condicidn de inextensibilidad en la integral funcional o en el "lagrangiano'

asociado a esta (la integral funciormal puede verse como una trayectoria inte
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gral de las usadas en rnecénica culrtica) es ya sea mediante una delta

de Dirac ( -4 > © con un multiplicador de Lagrange

' X\.L&: - 1 s Aquf sblo se considerari la inextensibilidad

sblo en forma estadf{stica.

De lo discutido anteriormente, vemos gque una posible medida d:
Wiener para cadenas inextensibles (en el sentido mencionado artes) y cc
algun grado de mgldez (o sea, semi-rigidez) es

Sl o (5T (%)

sin embargo ‘en este trabajo, B medida de Wiener que se usard es de la

for‘rﬁa | g[_u( )+ ‘E‘E;ﬂzé? . (W)

SZ

la cual contiene adicionalmente un término de acoplamiento entre la inex—

tensibilidad y la rigidez.

La razbn de escoger la forma cuadrética fue para ver st se podfa

- obtener el segundo momento de la distribucidn para un modelo de cadena

de Kratky=Parod el cual es exacto para cadenas semi—r{gidas inextensibles

(1ca).

La funcidn de distmbucmn que se usari es

€ X2 dn
S\ T SLS Wzl ()

inadd

L
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en donde
._,

54050+ 7 24€ =50 (\5)

%
Comparando nuestra integral funcional con los resultados del apéndice A,

vemos qgue el '"lagrangiano" del sistema es

i(“ﬁ, E,é;S):K‘O{ (2) '\'?(‘—Q}“)_&l (\b)

el cual puede ser escrito como
J - (=3 +(5~7"3-)1* A(T-7) ()

en donde hemos introducido la restriccidn v = Fi' mediante el multipli-

cador Lagrange 'L « Usando las reglas conocidas de la mecénica clé—

sica podemos obterner el "hamiltoniano" ascciado a L.,

w-peefs- ()
don de _Q’ 33 1 I E)';;a-i =?_t5(o(;;+P'{T') (\(\)

por lo tanto — 2

W = \Q %—E);’ _%3.?‘\* | '[?-O)

sustituyendo este hamiltoniano en la ecuacidn (la cual es del tipo de

&\A‘O'A[;;Y{‘H)('()l' o 5»'\\6(6,@‘,-@;0 (2\)

y haciendo las sustituciones

Oy = - &= N e %'- ()

obhtenemos a
— —~ \ =
b%i-ve'*\r—e(—-v-v T Vlw .O

O sea

DU
39S
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la cual es la ecuacidn de Fokar -F lanck del sistema., Esta ecuacidn es

idéntica a la obtenida por d#MM&r (14) (eq 250), la cual corres

ponde al movimiento Browniano de una partfcula libre,

Estamos ahora en la posibilidad de obtener la fur-idn de

distribuqién W  resolviendo la ecuacibn diferencial (23) o usardo la

técnica de integral de trayectorias para el caso de una integral gaussiara

(apéndice A;), Seguiremos el segundo método dado que es m&s si le:

ELubacinpES

pasta calcular la “trayectoria clésica" usando las sl de Lagrange.,

Sin embar:go,- dado que no aparece explicitamente —E en el kernel de la

integral funcional, es conveniente hacer un cambio de variable v pasar al

a - !
espacio de las 4

El Kerrel de la integral en (14) el cual representa la, prooa~

Y - . . ""
bilidad de que la configuracibn de la cadena esté entre las curvas Q(‘)

) ~ ,
al Q(ﬁ) 4 X @(S) puede ser descrito en el espacio de las ‘-l—)",’

respetando la condi¢idn (15) la cual puede ser introducida en la integral
mediante ura delta de Dirac

§(2w- §?T’rm=b) (24)

en donde

L e
~n - .y &’G"‘(s)éf) /‘ NV, = ’U‘(S:—O) (,?'5)
6 — - =, L T (=)




La funci de d ; P2
g f Oon de distribuc:dn eLn el espacio de lgs v, toma
la forma —- -~ g e ‘U-] s -

i w0 (7,50 - | BEEEL T g (g (o)
I L

— ~.:—\;. C o g [(dvﬂs«r) -~ e-w 145

$ <
| -@@&ﬂ SBV“YSQ° (o)
;I _ La funcidn car*acter‘fstma de la distribucitn W es

W RSy = S? “"‘ ¢ X (5 ¥, ;%) )
T (54T s S‘BB(s)J g LS s Sa (2

y en consecuencia, el "lagr'angiano efectivo" del sistema es

(f (% = (a5 4p5) —c-\L'U" | (39)

oo

sustituyente ésto en las ecuaciones de Lagrange

j» 2% 27 _ .
1 fs 0% ov ° (’-“)
m obtenermos -

‘ LAtk

T mY Y

2(51 =0 | ' | | (’51)

—

i

cuya solucidn es .
. + X9 L

o

ry RSN, |

A _Q P + B Q rAR (3”:)
en donde las constantes A 4 G pueden ser determinadas de las condicio

nes inicialas

Tl v o T (1)
resultando
. -1 L9, -
™ v° ) = - %
her (of - / (Q%k’g‘&)
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Una vez teniendo la solucibn cldsica, pr .
. : » Procederemes a caleu—

lar 1> accibn clésica la cual viene dada por

g&a.: g:f (’\-5"1'.5";3) <L5‘ ; (‘5") |

calculada a lo largo de la trayectoria clésica.

. Para esto tenemos que sustituir la solucidn (33) en el

lagrangiano (30) y efectuar la integracidn cuyo resultado =s

2 XL (BT (= =\, ¢ (3%)

=71 -(Q“ -‘)* I O & |
S&‘ L (s 9 o ( Yau*

como 1 (-ﬁ-'u -{3‘: ; I ) es una integr*al funciornal gaussiana, ~abemos que

(apéndice A)|)
jj@ﬁ,)?&)

en donde F'(L) es una funcién de L

R (33)

la cual puede ser detzrminada

usando la condicibén de normalizacidn para la funcidn de distribucibn
o - E

W ot (e T -2 ¥ (255t \) 8 (T30 -2 L
W =¥ e g ‘ 5 A (34)
al sustituir el valor de B2 vy efectuar la integracién, obtenemos

-~ -4 T BPAY 4 X, - - - =

qQ — L - LY = .ZL\ - L . &- =

-2z (7 =t ) 2 (g &, %)+ 21 (@9 -5 (g4 f 0%

("

25‘[— g‘é‘L
:-L—__ ) \3__(&9 -‘) .\(\=—- (Q -_1\) /_ A: Q\D_\(\Z | (q
29 7 l{qp / Z «

De la condicidn de normalizacidn

g(ww 5,5, ) 4T AT = 4 (u)

se obtiene

¥m=xi N | (43)
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&i definimos

—_ =X |
REE-ER0-ETY) S 3RV R (us)

la funcidn de distribucidn ‘oma Ia forma
| \ o Fst e g =203 (o)
W (Q, 'Y L) - SW‘%:\‘)% Q FG\*\)
con 2y \
T = as bt gil"%" 2hp & S G= b [ U—\-‘H
P o

H__._(L\QM b_gs_g% ) S Fea-wt= a0

notamos que la funcidn de distribucidn (44) & (48) es gaussiana en-las

-'a)R

— —o / - —
variables ¢ , T, 4 Q , D o
-2
Podemos efectuar la integracidn sobre la variatle A, |
-

para obterner la distribucidn de las V_ :
| PP )
A (E-8% (-2PY) -
2% «
(?WFY’I

y con ella evaluar el 20, momento de esta distribucidn
P LU (4a)
LA ; . = -
<Q}§:gv_ w(mlﬁ,,L\&?_ TIF v (\- 5% )

-

sin embargo, esta expresidr cepende del valor de @. y para eliminar

esta dependercia, podemos prarediar sobre todos los posibles valores

—

que puede tomar AJ,

«lR

L)z | ‘ Q:Q

. 2 / -
K@= 3F + & <ul (e



donde ahora, el problema es calcular <1f¢.l> Para evaluar esta canti-

) dad usaremos el hecho de gue cuando la longitud de la cadena tiende a i

» - —
Finito, no existe correlacidn entre las cantidades Vb 1V, porlo

tanto \

26D = <D . (8

g, ANy NN

s 0 9
cero T AT, M S
'\]"\5‘ . = '\)‘ \ - - 3
<‘U?BL_ ) &’0} \U—L-So '°’L) g ‘ L= kT el
!t ?.o( ' A2
b\u@ -
% Sustituyendo este valor de <'\Ya> en la expresidn (50), obte

nemos 1a'e><pr~esi6n para el segundo momento
o e (53)
LTy = F-rref

Esta es idantica al resultado de Kratky—-Parod

! e (54
'il <¥11>:2°~L~2a?+203f9 C‘_ | - ( )

K-?

‘I si hacemos

A 7

i Conclufmos que la funcidn de distribucibn utilizadq)nos repro—
duce el segundo momento exacto para una cadermna de Kratky—Parod, Estz

i resultado =g importante debido a que con un modelo de cadena continuo

. ' LRV RO )

I en el cual se ha relajado la ssawivdawidg en la longitud de ésta, (o sea,

las cadenas pueden ser de longitud infinita) hemos reproducido el resulta—



" et = we— il
)
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Py e

T e |

do catculado para una cadena inextensible de longitud L., Esta funcidén de

distribucidn es la que se usari para el célculo de la viscosidad dindmica
intrinseca . Flay que aclarar que a pesar de que el 20, momento es
exacto, momentos més altos no coinciden con los resultados de K = P,

sin embargo, en el célculo dela viscosidad dirdmica, en el régimen de

Rouse, sblo es necesario el 20, momento,

El parémetro "a' que aparece en el 20, maomento de Kratky-—
Paréd y que en nuestro caso es igual al cociente G/O( es cloménmer\te Ha
mado en la literatura la longitud persistente. . Este parémetro, el cual -
surge originalmente en el modelo de cadena de rotacidn libre (18), es de
finido como la suma prqmedio de las proyecciones de todos los segmento;
de la cadena en la direccidn del primer segmento; para una cadené flexi~
ble a = o dado que el promedio de todas las proyecciones es cero, vy
para ura cadena muy rfgida (casi ura bérra) a > L o sea, el paré-

metro "a" representa una medida de la rigidez de la cadena. °
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- METODO DE EDWARDS Y FREED PARA EL
CALCULO DE LA VISCOSIDAD DINAMICA

En este capftuto desarr*ol}aremos la metodologfa hecha por Edwards
y Freed (1) para el c8lculo de la vis:osidad dindmica de soluciones poli-
méricas, ‘Este método permite incluir la interaccidn hidrodindmica entre
los segmentos de la cadena y la Jindmica interra del polfrizro,  Con res-
pecto a esta G}tima, las fuerzas internas serédn incorporadas sblo en for—
ma estadistica mediante la expresién -&T V'Q'i Q-M. :Z',, la cual gobierma los
movimientos del polfmerco en promedio. La inclusidn de la di:_ﬁémica inter
na del pol{mero es necesar*i_a porqug a Fr‘ecuencrias del orden de \Os \-\z.
segmentos muy cdrtos de la cadena se ven afectados.- Con respecto al —:
fluido en donde se encuentra el polfmero, éste se supo'ndr‘é que es un flui

do simple el cual satisface la ecuacidn de Navier—Stokes,

Procederemos a obtener las ecuaciones dindmicas que gobier-ha el -
movimiento del sistema fluido—polfmero, para lo cual introduciremos la si-
_— —
guiente rotacidn: denctaremos por ’Q* QS.‘,'E) “ \J (Tm"ﬂ')

la posicibn y velocidad al tiempo ‘f de un segmento de la cadena & es

especificado por el elemento de arco a lo largo de la cadena Sq v

por ML‘?,t) la velocidad al tiempo € de un elemento de v
-

lumern especificado por Y .

Como se menciond anteriormente, el fluido solo, debe satisfacer la

Y *

ecuacidn
25 _y V& Vg QL (B VB =0 (5
L ot v
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en donde ?o es la densidad del fluido vy V(o SU viscosidad cortante

Debido a que las frecuencias de excitacibén no son altas,

despreciaremos
los términos no lineales en AA o sea:
—0 2w 5
é_‘lﬁ.-'flovlu. .\r-V?'::-O : ( :}')
ot

En el caso de que en el fluido haya una particula puntual ajena a 2l locali

——

zada en la posicidn 2 , ésta actuard como una fuente de fuerzas sobre

el fluido modificando su campo de velocidades, A esta interaccibén entre la

-partfcula extrafa y las moléculas del fluido se le conoce como interaccidn

hidrodindmica, La presencia de esta partfcula modifica la ecuacidn.de

Navier—-Stokes en la forma siguiente

y “\V“*V? -T 8(-Q) (55)

en donde \G\ es la intensidad de 1a fuente de fuerzas cuya localizacidn

viene dado por la delta,

Si en lugar de tener uha fuente puntual, tenemos una coleccidn continua

—-
de éstas, a lo largo de ura curva especificada por Q('i') , el término

'zm-—homoger\eo en la ecuacidn de N - S debe ser de la forma
5 . 59)
Z) s e +Y]‘3 Fl) 8 (R-T)ss (
en donde la integracidn va sobre la curva R (S)a

Observamos que esta situacidn corresponde a tener una cadera polimé&rica

(continua) descrita por la curva Q(S) . Dado que hay muchas molécu—.



et

las de polfmero en el fluido, debemos hacer una suma sobre éstas las cua=—

les serdn etiguetadas por el {ndice (X, o sea

- g,o)_
TR A I T GELAC I S U
en donde hemos introducido un campo de fuerzas externas arbitraric, (Ssta
es la ecuacidn de rovimiento para el fluido en presencia de mcléculas de

po}fmero, Falta aln la ecuacién de movimiento para las moléculas de polfe

mero en presencia del fluido, Por tercera ley de Newton, la fuerza sobre

-
el polfmero debe ser —Q ('S‘) o sea . nodemos suponer que la ecuacidn

para el polfmero es de la forma :
N — \
AK Qt{ (5"(‘{'): ‘—Q\'\(S‘)‘ . (6)

en donde A“ es un operador lineal actuando en las variables del pol{me~

ro. Esta expresidn corresponde a la fuerza por unidad de longitud en cada

punto de la cadena, o sea, contiene la dinfmica interna del polfmero,

Como se meanciond anteriormente, la forma de A& serd calculada por ar

gumentos mecénico-estad{sticos usando la funcidn de distribucidn, sin embar

go, por elmomento, no se dard una forma axplicita de Agpar*a hacer la teo

rfa més general.

Nos resta sblo especificar la condicibn de frontera entre las molécu—

las de pecifmearo vy el fluide, Para esto, usaremos la condicidn de no resba—

lamiento de Stokes

T \ S< € \o L\ | (52)
M(E Ls.,,{) e, (Sq,t)=\fq(3~.ﬂ
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la cual me dice que la velocidad del fluido en la posicidn del segmento

es igual a la velocidad de este segmento,

El conjunto de ecuaciones de movimiento (D) ¥y (| ) junto con

la condicidn (§2) especifican completamente el sistema.

Frocederemos a resolver este sistema de ecuaciones usarco la ticrt

ca de funciones de Greene.

Para la ecuacién de Navier—Stokes (0 ) la

funcidn.de Green en el espacio de Four‘ier* tiene la forma

Cl‘? ’,wg\ RETR ( ) | (tm)'

Sin embargo, si las perturbaciones en el fluido son de baja frecuencia (me-

\O 2
nores que \O u\.z ), el término W go es mucho menor que b Vlu

por lo tanto, 1o podemos despreciar,

De la definicidn de funcidn de Green tenemos gue

- 'i"-:.t') LF 4t (QU
2= laEene) \ZSAS (s, 4 §(F- Tubut)t T O
y si usamos la segunda ecuacidn de movimiento (L(sql{;):.. N, (3,1 Q*(S.,f)

entonces

' —~ e ' P o Yyt "‘"_—o S:’-{-') &:{:‘::L—tr#
(¥, 1) =~ Zg“« E‘(“"‘}tﬁt)'5< (s, 1) L (549 6(F- Rl B

. PN At ("’5)
o ey FEa



s s : .
Usaremos la condicidon de no-restalamiento para obtener una ecuacidn en

ﬁ‘ (5“.&) para la cual sustituiremos (ﬂf) en
, (Set) = SS(F- CalSet) T (R )47 = T (Ce(set)t) (b¢)
obteniendo

2. (e f):—ESS(;-i(snth (.“ 6,68 o lser )@, ‘(s_:.,t') § (e é".(s;.lﬁ)g\zg":'“'d Si +

- R t é)‘:{,
*—g5(‘+ 0wt g (7 7 4,80 & (§1) dedwdt (%)
S_i definimos el tensar }i‘, (S.,’ s"‘,’, t,t') como el tensar de

Oseen evaluado en las posiciones del polimero, i.e.

’ A = - ~ = f =y T ot 6
Kolesbiet)= GGG, Tulsiet) ;4] § - Clatlg R o) SF bt ) ¢
entonces, la expresibén para Q.@ (5-,1‘:) resulta -

Rt 2ot ) ot 4t -

C\
- [0 et g o ) B (opsess 3 (9

Fara resolver esta ecuacidn diferercial debemos separar la ? en dos

‘r
partes: uma que contenga el término en & y la otra que contenga los

demés términos

Q‘JS«.-&) & g\ig (5e,50; 11 - O (8¢, ) ( Jdsy dt' =

) Gl )35{*“; 4

i K Kg (5505 ) B¢ B
pre

gs&v f_., S¢,t )Q\va {t) (*r- {‘ éf‘é\"'it ('+0)

bt e NS BRI PR ARG i s g



en esta forma, podemos definir una nueva funcidbn de Green Jé_' asociada

con el operador

(&L 521‘:— + Sé/{s.é‘sl \<.¢ (5¢,3.,’&J -{_‘> A (gu‘ét)) . (1‘)

o sea,

SRR XK Sase k)0 Ls{)qj (S«% A s dte &Lé(s""sw(*'{)
ot (11)

——)

con esta nueva funcidn de Green podemos cbteneyla expresidn para Q-&

CGat) = 853«' Y, Lsi,sii,f ,t‘)ggg(\p_ . (5e 4.»)) (7, ® 1) R dRle el

d '1 (33
‘”z gv"(’(sd%p’{t)&?S {)Q Lsp, )«i%r t : )
(54-: ‘

Por propdsitos de claridad y simplicidad en la ‘escritura, usaremos notacidn

simbdlica, o sea, suprimiremos las integrales, diferenciales y los argumen

tos de las funciones; ademés definiremos C#* (,’?, 5.f|i:)§ g(?~ @d (h,t))

—

Con esto, la expresibn para Qu. toma la forma
= 0}' G\-'F-? op K Dol
= « X Ve
e i pAd

en la cual podemos hacer un proceso de iteracciénresultando

= eb o F ipd Ko 00 3o b & F

’—a

———

__'7 QJ--‘K\((}. A(SY:_.Z Ré_dgqx&\'&g‘r #”! é—F 1. (?5)

_— .
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Podemos sustituir esta expresidn nara Q.L 2r 13 ec, (65') para obterer el

campo de velocidades del solvente en presencia de moléculas de polfmero.
De esta expresidn para M(‘F,t) ottendremos la ec. de Navier—Stokes efec-

riva pudiendo extraer de ella el ccoeficiente del tensor viscoso que es la vis

cosidad dinfmica que queremos obierer.

(35)

Al sustituir (@) en ©05), resulta

S (#t) = §F _‘__Z Pu g Ou € =G % —291¢qu Py & F 4 -

Z_yad F .
] 08ebe b D &7 L2 4B, ep O 3 e O 1 6 6

Cedd, X
“aia a, g4, X

o - G )
y si definimos ’}; = C{)‘( A"L%Lx Cﬂvu : o~

- 29
-—3 —~— 'F (

- 3 £.0a%6%a F - a%a%aTa

M:_C,:-\'F —Z%ﬁg‘é F+a(?é,;¢ =P ‘1,944,‘6':“

en donde sé ha hecho uso de la definicidn \(0(9 = 4’& C:i ({7(&

El primer término en la expresibn, corresponde al caso de concentracidn
cero, o sea, a la ausencia de moléculas de polfmero; en este caso, el

carpo de velocidades sbdlo se ve perturbado por la presencia de la fuente

—a
de {uerzas jF (T;{-)

‘ fo a7
Eﬁj‘ 474 9 (é? A(,“J‘, ._f._ .
}l‘ b
o _
‘*-‘/ |
fl)\ .
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El segundo término corresponde al casgo de una
SO 1A T 3 .
lucidn finitamente di-
luida en la cual no hay interaccidn
entre las moléculas; en este caso,

- . “_ ‘vl a
la fuente ? ($‘f) perturba a loe G < o { — T'
A

moléautb o ( Ty contiere toda la in

teraccidn hidrodin&mica de una mo—-

-

lécula’ consigo misma') (apéndice 2) y esta modifica el campo de velocida
des, )
El tercer tErmino, toma en cuenta la interaccibn por pares: la fuente =
perturba a la molécula & (caracterizada po_r\lf T« ), 8sta a su v.ez, per.

turba a la molécula P (caracterizada por TP ) Y ésta modifica el cam

po M (T, T ).

Los demds términos toman en cuenta interacciones de m&s alto or—

den,

Es oportuno hacer una consideracibn sobre el tensor l": el
cual hasta ahora es sblo el tensor de Oseen; sin embargo, dado gue las
moléculas de pol{mero no son filamentos sin seccibn transversal, hay que
anadir a la p;arfe de QOseen un término viscoso del tipo de Stokes el cual
tome en cuerta la friccibn entre los segmentos de la cadena y el solvente;

en consecuercia, el tensor K debe ser de la forma

L

- ' it | \(, S,S’;{,'{') | :{‘Q\
\< (.S‘S," t’t,) ; u-ﬁi\ g(‘ﬂ_ﬂ+ —Lf— (- )
[PVN ' T

By . aaffidﬁa _Tahu\mPJ{.Ey4““ﬂ
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en dondefes llamado el coeficiente de friccidn de Stok
es,

——
La expresidn para A que hemos obtenido es para una "

racidn dada de las macromoléculas sin embargo, debido a que para
ierm—

[ + 3
pos de cobservacidn, el nlmero de configuraciones que las macrormolécula
C =

pueden tomar es muy grande, tenzmos que hacer un promzadio Seonre

. Toiasg
(18
l.as configuraciones, en consecuencia, la ecuacibn (#&) toma la ifyrra

—

(D= g F - I<ORGHT ;§<e\:\; QTeadT w oo (30)

(H-t

7z

Si la solucidn es muy diluida, entonces no existe correlacidn entre las mo

lécutas, por o tanta (T.(T[,> =< Tu}(T(s} "y si las moléculas son todas

igualzs <<'Yu)_= <<.1'Pt> entonces
<D =G T - GLYOGF + 2 al1OG <> G F -
- @ < px
S §\<‘s;>é\<"fe>5'€ o (3Y)

en donde hemos quitado la restriccidn en las sumas dado que el error ir—

troducido al hacer esto, es pequenio

La ecuacidn que da

lugar a la ecuacidn (8§), es

. (R2)
LA = F - Z 53 <T“'>-<M>
o
la cual es solucidn de la ecuacidn diferencial

gf) <,U~(r,t)> '1V<u(~.,-t)>«-q?—\‘(ﬁt) jx(y &, “'H><»( AR
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whnnl Asteny proes [T

Ta cual es la ec, de Navier—~Stokes efectiva para e] sistema solverte—soluto

A continuacidn veremos qué parte de Z{“_g‘_‘><ﬁ > da contribu—
»

cibn al tensor viscoso dado que el coeficiente de este términoc es la viscosi

dad dindmica,

Para esto, necesitamos poner la ecuacibdn en la forma
T — —~ !
O - - . g . S —
2 (geB3) ==V WU [Ap+g @ - g | (W)

| v
siendo 9: la parte viscosa del tensor de esfuerzos. -El término
24'{5) { A  debemos escribirlo como la divergencia de un campo
o

el cual para que esté completamente especiﬁcado, tenemos que dar su

rotacional; éste por simplicidad en el célculo, 1o escogeremos igual acero

Igt&xaw?w:v.ﬁ? o (%5)

of

Ox¥ =6 - (8¢)

Sabemos que - - A (3'3,.)
- S ATE SR ¢

por lo tanto,

= S\ /e S LR
L= Ve LV«Y%YZSOJ\"<“>

< (. ot gl | (29)
VK = E—%V S | |

&%)

h

X 'ch < 41(\?',?",-&,#))(3W"l’c‘))ﬁ‘c_u'ia" “9)
L= ”’\‘! -

e A A btk i BRins ket S b
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el desarrolio, supondremos que, dado que el medio esg homogéneo, la
3

interaccibn entre las diferentes partes de las moléculas deperden solo

— - N

de € -¥¢ oy t-% , entonces
L0 (R ¥ 41)) s (Y (RESY 6D =

¢ e (7 '

gé'ﬁx (%;e1)> 2 e

o ~ TlE et
‘g:\:\; ST g o, e T =

T ¢ -
L 20 e (et D a
T "El

R " ke

ok

\\E

en consecuencia,

7 /% (56D S
o VLU't‘) -3 > v \ ,

PR

Esta es lBcontribucidn de una molécula a la viscosidad, sin embargo,

"dado que hay?moléculas por unidad de volumen, tenemos que multiplicar
<

esta expresidn por ?Q para tener la contribucidn completa

e
8. 2L (D) (s
S

§ et

Por conveniencia, pasaremos las expresiones para la viscosidad al

) . r
espacio de las W, mediante
cw {£-tY

S-Sy 2 Al (1)

La viscosidad intrfnseca se define como

) S1O (o)
L =g~ e
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en consecuencia, la ec. (88) puede ser escrita como

. = ~ -, A
P . [uad s lp + K |- F (%t ()

y el tensor viscoso es

L-g's V\V<u>~28 - LCE(E DR D “de @3

3

La ecuacidn constitutiva més gereral para respuesta lineal, es

Tr = =Y, V<A o -gavl(f-t*) V (& (v, +)) 8! (Au)

donde S l’l L‘f‘*'t')

es el exceso de viscosidad dindmica,

Es flcil demostrar (ver apéndice Nl ) que la parte de 4('3'..,5 que da
Yo

lugar lo que quiero es de la forma

Snle-+) 7" S (§-7) | | (a5)

por lo tanto, haremos una expansibn en serie de potencias en el espacio

.y . T . .
de Fourier vy el coeficiente del término gue contenga \Z (i.e. el término

del taplaciano) serd el exceso de viscosidad dinémica. Antes de efectuar
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en donde \flo es la viscosidad del solvente puro, fc es el ndmero de.

macromoléculas por unidad de volumen y € . es la concentracidén de

soluto en 1a solucidn en %f/ow.: . La relacidén entre ?.;_ 4w ¢

es la siguiente

C = 2

un segmento,

wa M= VYL M masa polimero,
\I,Q A, -:Q_ Hq. ¥ rlmrers moléculas,
M pe:o mdlecular de
la cadera,
. Ma peso molecular de
Ve

(SPR RV
21 &Q L longitud de la ca—
: dera,

1 longitud de un

segmento.
\‘kq_ L ’

c = g . N. nlmero de cade— .
: c nas ‘
v
o 'Q Na - nlmero de
Auouineo
En la expresidn para <"S"> = <d’qQ)g &Jq C{’ﬂc> aparece el
tensor “iq el cual satisface la ecuacidn qg); esta ecuacidn es no-line:

RY
debido a la presencia del tensor de Oseen \(( « Para poder calcular
LY.

o,

tenemos que linearizar dicha ecuacidn, esto puede ser hecho usando la aprc
ximacién del pre—promedio, Para eliminar la no-linearidad tomaremos el

promedic del tensor \5\3 en la ecuacidon (3Q) y denotaramos por ‘QJ. a L

nueva funcidn de Green para dicha ecuacibdn, o sea,

&a%q

ot

+ _<\<(,S,S,,‘£,t.)> A(s,,{'\%‘ (5,874 t0d5,8t = \ Sis-s')&({-t')

donde el promedic se efectia sobre las configuraciones que puede tomar la

macromoleéecula.

1)
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Es ficil ver (apéndice W) que considerar JJ..

A e

en lugar de :g“

equivale a quedarse a primer orden en el desarrollo de Qé . Es

oportuno aclarar que en el caso de gue sblo se considere el término de
Stokes en la expresidn para el tensor de interaccidn hidrodindmica <

no hay que hacer la aproximacidn de pre~promedio dado que en este caso,

la ecuacidn que define a “3

es lineal,
n

. ' -
Dado que A(S,{:) 1 'g, (5,% ;f,t‘) no depende de ¥, entonces,

L3y = L (Fst) Alse) N (55544 BL7 5.8) =

= Ase) 3 Gstitt) < B (Rse) e

DTl U (F-EL)
i R

(o3
:A(’S{' JJDSS i'f )

a

s
g F u.ww-%"*‘ﬂ'w'b ‘
VO ATNFIRNCERRY &C o <\l RIS

en consecuencia,

RUR

folt t)g ‘»g&‘; AEY ss £1) <K_Q(s £)- €0 i‘)-k > (\oH
)= :f;j\_ 3 &&* ) 2 b

-2




VISCOSIDAD DINAMICA OE CADENAS SEMIRIGIDAS

En el capftulo anterior, se menciond que toda la informacién acerca

de la dindmica interra del polfmiero, estd contenida en el operador FANES

s W e i e

el cual se dejd sin especificar con el objeto de hacer la teorfa general para
cualguier modelo de polfmero, El modelo propuesto en el capftulo iI, es
urt modelo estadfstico en el cual se han introducide un t&rmino de trextensi

bilidad uno de curvatura y su acoplamiento; con esto, podemos calcular las

fuerzas intermas (aunque sea en forma estadfstica) que actlan en la cadenra.

Dado que la funcidén de distribucibn para el sistema es
Q P L —— ‘ 1
..w (Q, i" L) = S (S\LQ.(S)] .D-FF {- g CCK q 4_? EKIASR (\.06) :;
-t - ) T
2
entonces la funcidn de particidn viene dada por
) L .- L
[20)= afp - (T vrg@ s GON
| 2, L2E) = afp lxZapefes | | ‘
y la energfa licre de Helmholtz queda como

Pe-T a2 = X gL[ufz'«—(fé’FLs ' (o)

Si tomamos la derivada variacioral de H obtendremos la fuerza interra

en la cadera £ . 8 A | | (\O\g)
Seo)
como H puede ser escrita como \—-\ = g’ﬁ(sfi(s)ﬁ'(;),ﬁ(s)) 4 ("'00\3

L WAt (\vo)
en donde T (5,26), MR 1))= izl

entonces 8 \ S'S:' 12 S§ : Q\\\)_

—

IR =
T =257 a5 sy &5 SO




Es importante notar que si en lugar de escoger como medida de
Wiener del sistema a la expresidn

2y S__g: [q:§,+@‘i"i]1és\ o Q)

hubiéramos escogido

e (Eeny o

la dindmica interna del pol{mero no hubiera cambiado: las dos expresiones

conducen a la misma fuerza interna, ' Se puede afirmar gue cualguier for—

—

ma cuadratica en \ E da los mismos resultados,

Como

T (W)= AW =-T
entonces |

Y 2,
A:QGz\lTéa?;{mzusz;;—_; (\\Q)

2
En la expresién para A\ no se ha incluido el tdrmino inercial (W\ ai,_)
debido a que, en el rango de frecuencias que se estd trabajando, es despre.
ciable en comparacidn con los demés términos los cuales, como se verd
mas adeléhte', corresporden a fuerzas del tipo de resorte, Estos términos
inerciales empezarfan a sér‘ relevantes a frecuencias mayores que la méas

alta frecuencia de resonancia, la cual para una cadena serfa del orden de

Glgahertz; estas frecuencias se salen del rango de validez del modelo.
B l'
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A la expresidn para la fuerza se le pusde da- nterpretacig :
N flsica on fur

cibn de un modelo de ®0LAS Yy resortes:

El segundo término en la expresibn (113) ]

corresponde a una fuer:za del tipo de resorte:

— - ~ - R
_Q:. ‘EKQ‘.'—. Q,‘,'. )—-\C LQ(:H- ec) = 1

= -EE. [(g-t:-\.: Qo)

- (Q; - Q) }@s)z - -\ %1_;‘_2? ) 4t (_\\})
Ta &%

o sea, a la interaccidn entre un segrﬁento Y SuUs primeros vecinos (fig
- .

Ly,

El primer término en la ecuacidn (11:) toma en cuenta la interaccién, ta
on, m
bién del tipo de resorte pero a c-2

_ !

segundos vecinos (ver fig. 2 ). )
ey

Vemos que los resortes que unen

vecinos lejanos (los de constante

X
Q_;_,\ 2 ¢t

tringuis la curvatura de la cadena; estos resortes impiden que la cadera tome

k'), son los responsables de res-—

curvaturas muy grandes, o sea, le dan rigidez a &sta,

Ademds de los dos té-r*minos que contiere la expresidn para la fuer:za,
puede ser introducido, en forma fenomenclbgica, un término adicicral =i
cual es llamado la "viscosidad interna', Este tArrmino fue primeramonte
introducido por Kubm y Kuhm (18.) para el célculo de la viscosidad Jirdmi=

3

ca en el régimen de alta frecuencia ( 2 \O \_\% )e En este "'é?
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de frecuencia la dindmica estd gobernada por los mavimientos en pequefia

escala de segmentos individuales; por otro lado, para bajas frecuencias

(‘-\O \J\

) las propiedades dinfrricas vienen dadas por los modos

de relajacidn colectivos de la caderma. 3Sin embargo, en la regidn interme-—

dia ( \0 —~ \D u; ) aparecen ambos efectos: la dindmica de movi-

mientos colectivos y la estructura a nivel derondmeros efectivos, Ambos

efectos fueron descritos por un simple coeficiente disipativo el cual permi-

- tfa el amortiguamiento de los modos normales de alta frecuercia,

Criginalmente Kuhm Y <uhm introdujeron el concepto de viscosidad

interna para describir las fuerzas responsables de resistir rdpidos cambios

en la longitud de un segmento efectivo de la cadena, Posteriormente

Cerf (20) modificd esta idea asociando la viscosidad interma a una fuerza
de friccidn hidrodindmica la cual surge de la rotacidén de segmentos efecti-

vos no—esféricos (o sea, movimientos locales de la cadera). El resultado

de Cerf para la viscosidad interna es (en el espacio de Fourier)

3 = 2t g ()
en donde 3( etiqueta el continuo de maodos normales de la cadena}.es el
coeficiante de friccidn por ﬁonémero, N es AUmero de mondmeros y Sé
es una constante del polfmer‘lo. A pesar de que la expresidn (\\¥ ) pro—

duce buenos resultados al ser comparados con !os datos experimentales,

la dependencia Ci/p aparentemente implica ura fuerza de friccidn en el

- - -
- -

monémearo t proprcional a ‘Q“ - *d , 0 s2a, en una sola direc-

cibn a lo largo de la cadena violando las simszatrfas fundamentales (21). En




W5, W
r el caso en gue el monbmero c: sufra fuerzas de viscosidad interna de sus
i
L . s - .
n dos vecinos ¢+! 9 " ' » entonces 'T(,'\-) debe variar en la forma
f 2
\ﬂ (o)

» Mac Inn2s (22) ha dado argumentos tebricos para jus

tificar esta dependencia cuadrétice, la cual no es tan buena -n-h-.._

—

como la usada por Cerf.

T
—— -

1 © Aqufl se introducird la viscosidad interma en la expresion néty

A ara .
f - . . - ] a e ’ ! ’
como un término con memoria de la forma g'] (5-5) >F ¢ (S {;) ds #
' en donde no se e.pecificard por el momento la forma de T('(:-’t') ;
IE; )
A
| Hab:.endo establecido esercialmente el modelo de polfmero qQue se usa -
'h . P4, pr*ocederemos al célculo de las cantidades '%j Y B  Lalst)-els t)]) cesam
rias para obtener la viscosidad dindmica.
Dade que en este trabajo se va a trabar en el redimen de Rouse,
Q o sea, sin interaccidn hidrodindmica para compat;ar‘ con los resﬁl:adm de
ﬂ Harris y Hearst, en el tensar de interaccién hidrodindmica, sdla corsigeras

. -1
remos el término de Stokes ¥ =§° ﬂ. . Debidc a esto, no my receskmd
A"

de efectuar la aproximacién de pre-promedio dado que la cciakiasm 2% Sl

~ ke '
“ ne a {j (ecs ¥2 ) es lineal, resultardo entcress G é ! i.
e M o
1 son idénticas. La ec ¢ -\_2 ) para el caso PLANELL WL "_; oA, e
.} RQUEDN Cong
. N 1 “ ;
K ' v s ' 1 WATHRER ) i
| aii (s-s)4-1) 7's ' 8ls EAVIIEAPERN: )i (5,9, 1 Jass %
‘ >t 1
_4 ]
O SEN e t} '
.' ] _ é (C\S)S \f}t, .
% (QS at) 3. VN (esst) 1}
ﬁ at o+
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Dado que la transformada de Fourier ":q (f}, lu} esté‘r\elacionada con

‘8 (AS A'!:) mediante ) )
" ~c(3ar+wot (v
"U (&S ot) = g“‘d (q,w) = dg dw .

(m\‘ - =
entonces
—¢(rascwat)

AJJ (As,dt) =L &5&‘&\9 &d (,%,w)ﬁ Le wY(3) v2 &T (P Cl,“.Loc 2\

(2a)? N (\1—,1)
esta expresidon al sustituirla en  ( \?,0) nos produce (2 %)
4 (s “) < - o (W3 i) vevirel (Fatee 3(1)]
K . _i(gasrwat)

dadw R ™ (124)

\
QJL&M (zuvg[cm(\*% YR vz e Pz}“‘ﬁ ﬂ

en donde puede ser hecha la integracidn scbre la variable W para obtenepr
L €948 W At

{I[ase»’c\‘ g . © 4y | - Qes)
(Zt\') (\‘Lg:\,},(ﬁa) - . | .

con ‘W, dado por

\ 2o
w, < 2T %Z._‘ (5'+ «e‘sf‘)/(\w;‘w(q)) (120)

y finalmente “.if'bs VeI

2 S(at) £
A’ﬂ (0s,6¢) = L %‘”" L © let) &Qt * ‘?o T("J 8.
h R (32 vig) (ezetsta)
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Sélo nos resta hacer la evaluacidén de QB (Qslét)

para lo cuai

-——
calcularemos primero V_(S;f) a partir de la ecuacidn ( éﬁ )

BT, ] (i i) oo i) T, e st e

(12
= W(“ﬁnﬂ § (%, L) F (Fren drdw At
Dado que ‘
~ "fﬁr S{"""t‘ﬁ’i (\'-Lq
la ecuacidn anterior se transforma en
=\
E(":‘“) — Slhe ' (e
| [ (L3 )’(90) +2%v3 (o 3‘“-}0\ 3(“
y por lo tanto ~ g5 et)
(d’q'F)iw Q La dwo (\3‘\3

esit) = e S i (W) seerst (g ]
Al sustituir esta expresidn en (5(.5‘5‘;t,f_') <LQ('>t Q(5 t -S >
y hacer uso de la suposicidn hecha en’ (ﬂ T{.) de que la correlacidn entre di-
ferentes partes de la molécula dependfa sdélo de SS9 Y -t

obtenemos

A%&w E o (RoS+wat ‘S (q’> Ge 3}'34)3“&
B(Q%,éi) = -é——*z & =
(2) \\-_-_—u. Lo L\*r ?!a TLQ(]) +2\v ?; (?3(+¢1¥1)1\

® \’SZT
;[ dadolicen(genwad) (2aFFad),, (
(2ot | [t (W)t e e TR (e ‘O X
Para evaluar la cantidad (qbéji‘-" T = qi> ) usaremos el hecho de
que si {=t' entonces & [05, O) coincide con la distancia cuadrética
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by

media la cual para nuestro modelo es 1a de Kratky=Parod, o sea
. 3 3

Bso)= 2 [Las- 10 JFET (13)

esto nos conduce a la igualdad

2 M‘&wi\hma‘&} (oéeu.: = 28 \-ff_ 85 =\ & E%ng (34)
o i ) e adq)] et LP

en. donde podemos hacer la integracidn scobre la vapriable Lo Y usar el

TRl pgte) 09
(u' 3‘ ""V’ ‘XL\) | 20’ ("

para obtenspr

L (da L- tmf}ss}[tt?ﬁhw AN by (e ge] (\»6)

-— Ta Y T
T ) (W 3a) (Fyeq?) (£4 +°.( ¥)
Para que esta ecuacidn se satisfaga, se necesita que (pey ¥ 8 g q() =

= 1227 3 (et v (y)

por lo tanto
~ g lstl . ‘ .
o L (\33)

D_mj‘asﬁ-

(¢t +eta)

cabe hacer una aclaracidn sobre los lfmites de intagracidn en las variables

R (os,84)= %

Sy 3/ (las cuales aparecen sdlo en la forma 43 =5-5' )y su
correspondiente variable de Fourier 3‘. » EBEn el caso de tener un modelo
discreto, S vy s van desde ﬂ (tongitud del monémero) hasta L (dar—

. 20 i
ge total de la cadena) y en consecuencia 34 va deske T hasta T ademdis
las integrales serfan sumas ( gé.a( — "ETC z ) con los limites antes

indicados, El uso de transformadgs continuas de Fourier es sblo por com~

veniencia en el célcule, sin embargo, hay que tener presente la existencia
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de estas dos longitudes \_ 1 Q » las cuales restringen a un ndmero fini

to los modos normales de la cadena, [ebido a esto, en la expresidn para

( ["\l’uﬂ] ) las integrales en S y S' las tomaremos desde
,Q oL \_ Y en las expresiones para B( 4s, ot ) 9 % (AS:Q&)

. . o . 3y - T
la integracidén en %_ ir&d desde (3597- E,"_— hasta J,= T

La doble integral en ( Evl(w)] ) sobre las variables B4 %
puede serescrita como . _
o (Terealgen diey Ak Gl s per (39)
g‘h Xé’sl G los) = o o i flo3) B0 arpov
) § 9 ‘ .
Y dado que LBBD\ ' L entonces ’ . 9/) O
Loat Z g (L-as) g,(mbétcs} : "*Q(‘y‘)- ¢ (\%‘\)
&5\ s £ag) = ’ .
g gs&(a> ) 09 53 o
? 2
Al sustituir este hecho en la expresidn para la viscosidad dindmica, obtene
mos . ot ﬁu’l’m“]
¢ - AS
W@XJM _ gd&onn g&w\\?‘—‘“"‘] ‘“«E w:q : -
ant 1 Ml (Egtvey)
_— L, ~(¢'as-woat
. SA oy v 3NN (\uo)
(w37 T(9Y)
al integrar sobre lag variables ( &S 1 Ot ) obtenemos como resuitado
Y
-t -\ . .
e | 44 ll[uaé(u LY D@ ] & wew ()
LVULU)-& = . ~A < rd T
“‘“‘\cﬂlo _ mO(\‘\*Ta ?(%g {UJ ‘\—\Uo]
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En lugar de trabajar directamente con [:bl(UJ)-\ se usari el llamad
8]

mddulo de relajacidn [G:\ (w)‘l el cual est3 relacionado con [\/k u_,)]

mediante

laT=ane Tl S Lahwils cqu W] G

Con estas definilciones, las expresiones para los -394

“wiules
‘:-@kfx 4 EG\ !va\o—x toman la forma

T - U§<&% | UWj
Lal i Axga(g) Lwodad]

. “\\- w lﬂ‘“} A RO

(\au
we (el YY) (w2 »wl B
‘en donde los mdédulos se han escrito en forma reducida.
Por propdsitos de comparacién se definen las cantidades
0 ' : \ : y
3 = W,

YW (x] v(s))

en términos de las cuales

9w te\“s "\ t(—;,-\"._w \1.1 qﬁEdan como
L= S Loy (e
1. L wst T" 1

Lqﬁﬂ*ﬂ&*w (%,- Tﬁl (yug)
lt@“‘“ﬂﬁxs [\Lw‘qlk

Estas expresiones tienen la misma estructura formal que las

(r1-24)

obtenidas por Feterlin para el modelo de bolas y resortes con

viscesidad interna. En el caso de hacer cero el término de viscosidad inter

na, de las ecuazciones {(145) vemos que 3'4 :."r“ ¥ por lo tanto, ios mo-




dulos dados por (1 c,) 1 L\qzﬂ

por Rouse {26) la {inica diferencia estaria en la estructura de los

se reducen a la estructura obtenida

tiempos
de relajacién “T‘

S6lo resta el problema de especificar la forma del término de

viscosidad interna ﬁr(s*) Como =se menciond anteriormente, una depen-

dencia iineal en 9* de la viscosidad interna implica una fuerza proporcio

nal al gradiente de velocidades entve dos mendmeros vecinos de la cadena, en

consecuencia dicho término se opone a cambios de longitud de la cadena.

Porotro lado, una dependencia cuadratica en ﬁ% implica la
interaccidn de un mandmero con sus dos vecinos, o sea, que la fuerza sobre un
manémero depende de las velocidades relativas respecto a sus dos vecinos. Una

dependencia de este tipo en el término de viscosidad interna puede verse como

una fuerzZa relacionada con la rapidez de cambio de la curvatura de la cadena.

Estrictamente se deberian de considerar simultaneamente ambos
términos para tomar en cuenta los efectos de inextensibilidad y resistencia

al cambio de curvatura, sin embargo, en la literatura {23,24) no son inclui-

dos en forma simultanea.

Debido a que este trabajo estd centrado en los efectos de rigi-
dez de las macromolé@culas, se considerari sélamente la dependencia cuadritica

en Q\ del té&rmino de viscosidad interna

Qg
(=% e

Dada la forma en que se introdujo el término de viscosidad interna

y como el propdsito de este trabajo no es La obtencidn de una expresidn analiti-

ca per la cantidad 'Y; a pertir de un modelo microscépico, ésta serd pro--




puesta en tal forma de reproducir los resultados en los casos limites de una

barra rigida y una cadena flexible; adem3s por la interpretacidn fisica del

término jg_ggb » Se ve que 7y, debe depender del parametro de rigidez

de la cadena, © sea, de %-. .

Para el caso de una barra rigida de longitud L , la vis

cosidad dinamica fue calculada por Kirkwood y Auer (25} y es
Ll e Do L)
20 Ml (&) o

_3ex w Xt _(\&0)
kc—\
5 [\*wT\

en donde

Wb * - (\a)
T R LMKT\ |

Para el caso de una cadena flexible, el calcvlo de la viscosi-

dad dinamica fue hecho por Rouse (26) obteniendo .
V—T Z - - (s2)
CY \ (Hw T ) o |

w

| ,____E_ 9
‘g g__ Z (.H- wt.s,fz. (.\ 33
v

Lm!

en donde
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Caew N vl ‘sl -

(R T R

Para el caso de una cadena flexible - (% <L 1)

que si 'T; LS \%=%%§;\ entonces las expresiones (146} y {147) se reducen
w3, _ .

vemos

a las de Rouse.

Con respecto al limite de barra rigida (%. > i) obser

4
vamos que si o ~ L1 3 el integrando en las expresiones (146) y (147)
AX A ‘

et

tienden muy rapido a cero,pudiendo aproximar bastante bien la integral por el
integrando evaluado en el limite inferior (esto se checd numéricamente), vy en

esta forma, obtenemos las expresiones de Kirkwood y Auer para la barra rigida.

A pesar de que existen mu."as funciones de &

——

las cua-

les cumplen estos dos requisitos, la eleccidn gue haremos de T, serd en

bFase al modelo de cadena gue hemos escogido.

-

Se menciond en el capitulo IT que el sequndo momento de la dis

tribucidn correspondia al de una cadena inextensible semi-rfgida (Kratky-

: !
Parod). Para este tipo de cadena, la longitud del mondmero efectivo ( { )

viene dada por la expresidn

£ = .Z&[\-— & (- jﬁ)l | (v65)

t
en la cual, para grandes valores de Q-C {cadena rigida) R tiende a L con

virtiéndose toda la cadena en una barra rigida; por el contrario para pequefios

valores de {cadena flexible) Q disminuye -hasta alecanzar su valor

ninime Z O




w

s V - [ ’
La figura muestra una grafica de 2 contra
/.

Debido a que el aumentar la rigidez de la ca- L‘+
Q .

dena (T M1 aumenta la longitud de los

1

mondmeros efectivos, se requiere mis energia i

para cambiarle la curvatura a la cadena, o

sea, ’Yo debe aumentar conforme aumenta

!
Q respetando las condiciones impues

tas por los limites asintdticos mencionados

anteriormente. En consecuen\;ia, proponemos
L™
que §, tenga la forma

SR ') B CORE.

en donde la constante deke tener el valor )

_ (\5T¥)
éBQL': 2=t . ‘
\nt 3
Una vez habiendo especificado la forma del término de viscosi-

dad interna, se obtuvieron varias graficas para diferentes valores de los pa-

rametros.

La grafica No, 1 corresponde a una cadena flexible en la cual

se puede ohservar un comportamiento de Rouse por casi tres detadas

3 b - , .
{0 —\0D \bx% ), o sea, los mddulos tienen una dependencia en la fre--

'
cuencia como \AJ/L . Después de este comportamiento comienza a actuar

el término 1r(f¥) produciendo que {:qul alecance un valor constante in

; " . -
dependiente de la frecuencia y (}n u\u“\;X aumenta linealmente con la Zre

cuencia.




La grafica No. 2, corresponde a una cadena rigida (9_\_. >> &\ .
L
la cual tiene el comportamiento correcto predicho por la teoria de Kirkwood '

y Auer. Fstas curvas estdn en completo acuerdo con los resultados experimen

tales.

) | =3
La grafica No. 3, se obtuvo para %; VO ({cadena flexible) y

haciendo 'Yo =0 , 0 sea, corresponde al modelc de Harris y Hears:t (sin 'vis

cosidad interna). BAquil se observa un comportamiento del tipo de Rouse por cas

o 3
tres decadas k\—\D \"\2—) 0 sea, gque los mSdulos dependen de la frecuencia

v 3
en la forma \L)lz ) para frecuencias mayores de \O \A-e la depen-

\
dencia con w - es de la forma W) hy (esta dependencia en ‘WO

es obtenida por Harris y Hearst para altas frecuencias).

3
La grafica No. 4, se obtuvo para %—- = \O (cadena rigida)

;0 Sea, corresponde al modelo de H-H para cadena ri-

. '}
gida y sin viscosidad interna. Aqui no aparece el comportamiento de Rouse Q.LJ

y haciendo T‘, =0

La grifica No. 5, se obtuvo haciendo ’S‘.=-o y eliminando el
- ) * . \'\ M - » 3 -» 3 .
término de rigidez (6 3i . La grafica es identica a la obtenida por
AN
Rouse excepto para frecuencias mayores de \o \~\‘ . Arriba de estas fre-
» el ‘ 3
cuencias se cbserva que el mddulo EG'\ alcanza un valor constante inde-

pendiente de la frecuencia, mientras que EG\“-..UJV\;& empieza a disminuir -

—\ : )
como o ., - Este comportamiento se debe a que los monOmeros tlenen
una longitud minima finita (Q) : si ,Q la hacemos cero, los mddulos

5 -
seguirian con pendiente 1/2 para cualquier valor de ‘W) arriba de \D Uq.-
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-L, = Vo

no microscdpico como pretende ese grupo de autores.

CONCLUSTIONES:

s

Comenzaremo: haciendo una recapitulacidén de los resultados ob-

tenidos en este trabajo y tinalizaremos con perspectivas y posibles extensio-

nes del mismo,

1. Un resuliado alcanzado en este trabajo, fue la obtencidn de
una funcidn de distribucidn para una cadena semi-rigida donde su segundo mo-
mento coincide con_el de Kratky-Parod sin necesidad de introducir una condi-
cidn sobre la inextensibilidad de la cadena. Este resultado es relevante -
para la descripcidn de la dindmica de una cadena en el régimen de Rouse dado
que sdlo el s&gUndd momento aparece en las expresiones de la viscosidad dind
mica. La incorporacidon de la inextensibilidad en forma exacta en el estudio.
de 1a dindmica de una macromolécula es uno de los objetivos de una corriente
dactual de investigacidén (23 ); sin embargo, el espiritu de este trabajo va -
m3s en el sentido de proponer ecuaciones dindmicas a un nivel mesoscdpico y
A su vez, pensamos que
es mads conveniente el justificar microscdpicamente ese nivel mesoscépico en

vez de pasar directamente de lo microscdpico a lo macroscdpico.

Para ser consistentes con este espiritu, las fuerzas al nivel

mesoscdpico deben ser obtenidas de una estadistica correspondiente a este

nivel.

2, Por otro lado, consideramos que la inclusién de t@rminocs
disipativos del tipo de la viscosidad interna a nivel mesoscdpico, no es 56

lamente una forma de resolver los problemas de una teoria que parte de ese
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nivel, sino gque forma una parte fundamental ae la descripecidn a este nivel.
Esto es, al pasar a un nivel mesoscdpico estamos promediando sobre un gran -
nimero de grados de libertad y esto trae como consecuencia la aparicidn de
términos disipativos a nivel wesoscépico. Por io tanto, toda descripcién
a este nivel no es correcta ea general si no se incluven términos disipati-

vos y en consecuencia, el método de Harris y Hearst o Saito, estin incomple

tos.

3. El comportamiento andmalo reportado por Harris y Hearst
para el médulo de relajacién (5: no fue obtenido, Se calcularon nu-
méricamente los mddulos de.relajacién para el caso 'I,::() {sin viscosidad
interna) para comparar con los resultados de H - H, y‘no se ébservé el com

-, “ . » L
portamiento andmalo erlGi ; los tiempos de relajacidn no presentan la separa

cién con la que se querfa explicar dicho comportamiento.

4. Cuando se introduce un término general disipativo en la -

dindmica de la macromolédcula, se obtiene la misma estructura formal para los

-mddulos de relajacidn que la obtenida por Peterlin.

5. Peterlin propuso una dependencia lineal con 9% de la
viscosidad interna para explicar el espectro de alta frecuencia. Sin embar-
go, el objetivo de este trabajo no era el de explicar el comportamiento a

altas frecuencias sino el efecto de la rigidez en el espectro de relajacidn.

6. El término de viscosidad interna se propuso proporcional a

Q\ dado que una dependencia de este tipo se puede entender fisicamen

te como una resistencia a la rapidez de cambio de la curvatura de la cadena.
Pensando a lo largo de estas lineas fue que se escogid la amplitud de la Vii
cosidad interna proporcional a la iongitud efectiva de los mondmeros de la -

cadena.

e A b e A e o P
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. 7. Los limites asin-3:i

~O» cadena flexible y barra rigida pudie

ron obtenerse proponiendo una forma analitica para 1; que dependfa esen

cilalmente de la longitud del mondmero efectivo dado por la relacidn de Kratky-

[ At
Pbr@g.

8. Esta depend@ncia de ¥, en la longitud efectiva del rondmero

—

explica el hecho de que la transicidn de flexible a rigido sea tan brusca. Fn

la literatura se encuentran reportados datos experimentales para -adenas rigi
das y para flexibles, sin embargo, no aparecen situaciones intermedias. Este

hecho puede ser explicado en base a que la longitud efectiva del mondmerd

{o sea, ﬂyo ) cambia en forma abrupta con pequefios cambios del pardmetro
o0
-

Por lo anterior, seria interesante establecer la relacidn entre
la viscosidad interna y las fluctuaciones en el tensor de esfuerzos produci-
das por los meovimientos a lo largo y perpendicular a la cadena a. partir de un
modelo microscépico de é&sta vy por lo tanto, deducir asi la estructura de la -
viscosidad interna. En esta direccidn se han hecho esfuerzos recientemente{24)
pero aun asi no estén totalmente entendidos los mecanismos dque dan origen a la

viscosidad interna y creemos que si se enfoca ese estudio en la forma aqui pro

puesta, esto ayudarid a entender el origen fisico de su estructura.




APENDICE 1

En mecénica clésica, una forma posible de determinar cufles
es la trayectoria clésica X “—') seguida por una partfcula de todas las
posibles trayectorias, es usando el principiode mfnima accibn, Este

principio establece la existencia de una cantidad S la cual puede ser

calculada para cada trayectoria, La trayectoria clésica_)(—(é). es aquella
para la cual S es un extremal (Mé&ximo o minimo), i.e. el valo~ de

S permanece <CowsmWUTE a primer orden, si la trayectoria es rmodifi—

cada ligeramente.

La cantidad S llamada accidn, estd dada por

te
< - L (i,x,t)&i
1.

donde \__ es llamado el lagrangiano —d.el sistema y el cual tiene la forma

L

1]

\ « 2
'E\M b 4 ‘-\/(X,“E)

para una particula de masa W moviéndose en un pcotencial V(Y,w’:)

El principio de minima accidn nos conduce a las ecuaciones
de lagrangs

e

£\ Ox

0-1p—
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En el caso rnecénico~culntico, la regla para decir cudnto con

_, . tribuye cada trayectoria a la amplitud de la funcidn de onda para ir del
- |

‘1 punto & al b, es la siguiente: no sblo la trayectoria de accidn extre

ma contribuye , todas las trayectorias contribuyen en igual cantidad a la

amplitud total, sin embargo, ellas contribuyen con diferentes fases: la
i

. fase para cada camino es la accidbn S para ese camino por unidad de

'K/\ s por lo tanto la amplitud para ir de O « \0 es

¢ STl

Klba)= 2 & o 7%
| Kol S Veangdonic
R - do a o

h -y en consecuencia, la probabilidad para ir de Xa al tiempo -60\

ﬂ - . Xy al tiempo €y, es
' : '\v(\o,q)z\\<(b,a)\?f, o

l!l "Para construir la suma sobre todos ty
:

L4

= e m e m o e e e o

las trayectorias, haremos una divi--

H sibn del intervalo de tiempo _‘éb"{‘k

1 ~ : 'lfu'u__,,________, -

? en WO pequefios - intervalos de _ e ————— -
} 'f‘»-T---_-__--

1 tiempo de duracion £ .

Para cada tiempo 'f-,-- seleccionare=

?M
e
K
.
»

mos algln punto especial X,

)
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Construiremos el camino conectando todos los puntos seleccionados por
lfneas rectas, Una forma de definir una suma sobre todos los camincs

posibles es tomar una integral mGltiple sobre todos los valores de. Xc;

para Z entre &. ha | U"&-.
| - ¢S Lol '
Koo~ ([ (2" dadn. b,

(no se integra sobre ¥o = Xo. y Xz Xy debido a que son

puntos fijos),

FPodemos obtener una muestra mas representativa del conjunto
completo haciendo & mé&s pequefia. Ademés hay que introducir

un factor de normalizacidn al cual denctaremos por A .

Entonces .
-
L R AR R RO

K(.\B"q )8 A A A

to _ .
donde SY_ b{c[l: SL(X X,’E‘) 4t es una integral de

e '
lfnea sobre la trayectoria que pasa por los puntos Xc- unidos con

segmenﬁos ‘de lfneas rectas (fig. Ay ). En forma simbblica, podemos

escribir
- 5 [y,a}
K(e,o) = \ 2" B x)]

o

en dorde la integral funcional serd llamada "integral de trayectorias",




Ay

" e~
e

.

a-v-ﬁ:u - .

e »mﬂiﬂW

A

Un caso particularmente iraportante lo constituyen las llamadas

intagrales gaussianas debido a que sor. ampliarnente usadas en ffsica Y

adem&s son las Integrales de trayectorias més simples. Una integral

gaussiana es aquelta en la cual las variables aparecen a segurndo grado

en el expevlente,

Supongamos que el lagrangiano del sisterma es ura turai

o
N C Qe

drética en K .x

L (% x t) =a#) % 3 olk)xx < lé) X ¢ ale)x 4 2(#)% x CLe)

y nos interesa determinan

° S L{x,x, )t

Koy |\ 9 B Ixe)|

(-9

- - PLLTD Xb,fb).
para todas las trayectorias que van del punto(k‘q,f.,) AL (.

. L

. _t 3 _
Una forma de llevar a cabo la integral 1 x(_!:)
sobre todas las trayectorias, es hacien
do un cambio de variable para referir la Y.U;)

nueva variable a l!a trayectoria clésica.

Como antes, denctaremos por )((\':)

la trayectoria clésica para ir de & oV

Sa. Toal= S (]

b

B
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y por “‘3 (;{—) denctaremos |2 nueva variable definida como

X (4) = X (£) +4 (€]

o sea, en lugar de definir un punto de W\ trayectoria por su distancia

b'd L-(:) referida a un origen arbitrario, mediremos la desviacidn ki(f) de

1a trayectoria clisica (Fig. Ay )

Para cada instante de tiempo ‘l.‘ ~, las variables b4 1 Y

difieren sblo por la Ju X (cbviamente, el valor de esta co stante es di

ferente para distintos valores de 'é) s por lo tanto % [:X H—)]*—-% E‘—‘\ H:)] ]

La integral para la accidn puede ser’ escrita como

STxB)= S RE wW]:

ty

A TG 2E A )BT (g« |4t
te i .

reuniendo todos los términos que no involucren y({-) obtenemos
S[i(ﬂks&“ademés, la integral de todos los térfinos que contienen “‘ ({-)
como factor lineal es cero ya que por definicidn 5—\-({-) es tal que opti-
miza S o sea, gue > no cambie paﬁa variaciones de la tra
yvectoria alreldedor de -)_'C-({I)

Lo que resta son términos de segundo orden en ‘j H‘)

¢,
S (e8] = S+ \ Bl vold yireto L
. .
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por lo tanto

\K U"f‘q =L

t

Sy, les) o (" Tosts e i

Q te 3 ["1 ({-:)-S

o

en donde hemos puesto ceros en la integral funcional debido a que todas las

trayectorias ﬂ H’)

parten de ul terminan en el punto ‘\ =0

;3 por

esta razbdn, la integral sobre las trayectorias sélo puede ser funcidn da

los tiempos en los extremos, o sea

S, Loa]

\< \__b:a:l: Y (tb,t.) 59

Salvo la funcidn RS ("‘-b,‘t.\) hemos podido determinar la dependencia de

en las variables espaciales, E1 factor —":({:q'{b) puede ser determinado’

de zlguna otra propiedad conocida de la solucidn como por ejemplo, normas-

lizacibn,
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Veremos que i" eqtivalentemente T.( contienen toda
S

. =, » [ '
la interaccidn hidrodindmica de una molécula consigo mismo, o sea, la

. s A R . N
interaccidn hidrodindmica entre todos los segmentos de una macromolécula,

» . . .
De la ecuacidn (80), vemos que %.{ satisface la ecuacidn

O« (a0, 40 A0 b8 40, = Lot
ot = ~

en donde el tensor 'S €3 Ei = E:‘\l + \-i"

ﬂ(-a%: +3‘\\)-‘j (5,5 £4)+ g\i‘ (55, £,6) A6t Y (5,55 6t) b .dt,s {{ §(s-5)d(¢- i)

Sea jit el tensor que satisface la ecuacidn

(aw.W = 1 86-s03let)

en consecuencia,

’Q‘J :%b ‘&i‘ \i‘§ (?-.

mediarte un proceso interactivo obteremos
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De la ecuacidn (89), la expresidn para X (& t)
§

S = %"? ‘«Z%\T_\j%}'e +? & LAmaF -~

= Qdx

para una solo macromolécula

—

F-af-aT &

—

VELO 'K':CP A‘%Qg

b

O Geg T - batteaF

sustituyendo 1a expresibn para 'g\

$
por lo tanto, vemos queé en el tensor*J
-
estdn contenidas todas las interaccio—
nes hidrodindmicas entre los segmen

tos de una mascromolécula,
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j 7 Si sustitimos £ 7V, ) Poe (gVL(j;-tl) if%g(;‘_ ‘:") | on ot ¥
j ' segundo término de la derecha de la ecuacidn (€8), obtenemos |
o Sér b e S \m [SVLH-’c') e (e [T (v 4)) =

d

fﬂ FLE) T o (muan =

Kwsr

U\ ~r\ (ZK)
sin embargo, - - e (F- _¢ke ¥ U
‘ Y cheev | L - 9 =
2 d3'= 2 \¢- ¥
\e- % -

por lo que

' (e F
b L) Sty <$A(kﬁf>> Q e .
A== &(wz} VL |

DS CRTINCY

_, _gw §1l-t) g(—ﬂ)ﬁ

| ¥ <R

-y - —
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en consecuencia, vemos gue st hacemos una expanston apropiada de <Tc> -
~ | -
el término de la forma CS‘V(‘ {:'f) V 5 AR ) me da la contribucidn a

la parte viscosa del tensor de esfuerzos,
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La funcidn de Green {‘1 satisface la ecuacidn

g o4, &k 2 = LG Sle-t)
ot | o> - |

la cual puede ser escrita como

Bji g<\<§d“d SB\Q-‘_Q e A A‘Ls-s‘\sif-t')

2 o
pero g: es la funcidn de Green asociada a! cperador (i&‘ -\-g(k»&)

por lo tanto,

4 -4, 100 -k Tay A
g4 Y'<E>~:<AA‘S‘J~

Va Y

Si hacemos un proceso 1t1rat1vo o obtenemos

A=A ‘"Jj ‘4‘@ <o, + 4, \<\<5 x et (- K\A@; -

\u

+ » considerar sbélo {j‘ equivale a gquedarse 3 primer orden en el desarro

e cd= &g .
b %
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