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E n  este trabajo se analiza el comportamiento de l a  viscosidad - 
d idmica  de una solución dilufda de cadenas poliméricas Semi-rfgidas, l a  I 

i 

4 

i 

cual está sujeta a frecuencias d e  corte menores de 108Hz. 

que se usará fue desarrollada por Edwards y Freed (1) que inclqie, ad-- 

m6s de  la interacción h idrd i tdmica entre los  segmentos d e  l a  caiceca ;x 

l imérica a l a  dinámica interna del polfmero. Se ha hecho mucho traba- 

jo  :.,.r,+e propiedades dinbmicas de  soluciones poliméricas para el caso de  m 

L a  teorfa 

moléculas flexibles con y sin interacción hidrodinámica (2, 3, 4, 5, 6) en 

el régimen de  frecuencias bajas: UT. L< 1 
tiempo de relajación el cual corresponde a la  difusión del polfmero) y para 

frecuencias intermedias 'v 1 . Los resultados son reportados en furr 

ciÓn del módulo d e  relajación L6\= + ,%"] el cual está rela- 

(en donde 3'. es el mayor 

cionado con l a  viscosidad dinámica c?] *L$'I - '[7"] mediante ('.U[?] 

; cabe aclarar que el módulo [%'I corresponde a un es- 

fuerzo en fase con l a  deformación siendo una medida d e  la energía almace- 

nada y recobrada por ciclo,  mientras que el módulo por el con- 

trario, corresponde a un esfuerzo defosado 90' respecto a la  deformación 

siendo entonces l a  en-rgfa disipada o perdida en  forma de calor por c ic lo  d e  

deforrnaci'sn. 

C$''l 



la 9 para e1 caso de frecuencias bajas, 

gráfica muestra que [613 \ [$"I 3.- 

son proporcionales a W 7 W res-¡-- 

pect ivamente; esta gráfica c o,.responde 

al caso en que el parsmetro h que 

da la intensidad de  la  interacción hidr 

1 -. 
2 

2" 

dinámica es cero ,  o sea, sin interacción 

hidrdinámicl ;  sin embargo, se observa 

que en este régimen de frecuencias bajas, ambos módulos son casi irr 

ser.sibles al valor d e  h. 

En el régimen de altas frecuencias, el comportamiento de 

Le,'] 1 CG''1 sf depende del parámetro h : para h - o  los múdu- 

4 
los van como con a= 1/2, y para h 4 0  a = 2/3. 

El comportamimto dindmico para h - r  o es llamado de Rouse 

y para h - 00 es iIamado comportamiento de ++u . 
Para frecuencias n,ás altas, el comportamiento d e  una cadena 

con un n Ú m r o  infinito de rncn6rneros sigue siendo el mencionado 

riorn;.,; ,te, o sea, 19'1 
ante- 

'( k<'] se  incrementan como V 8  en donde 

' I ,  c Q c 213 tlel)e,id eiido del. valor del parsmetro h. Sin embar - 

go, n o  es razonable s.Aporer. clue. N es infinito cuando uno  discute - 
propiedades a,altas frecberci ic  Cet:ido a que la contribuciórr d e  los modos 

normales de rnovimienco cor,-erporden a segmentos muy cortos d e  la Ca- 



dens y el movimiento en el interior de 1.0s titomos no puede contribuir c 

la respuesta ViScc-e&tica del Sistema, en Consecuemia, N debe ser 

melior que el n(mw-0 de &om- en l a  cadena. N es el número de mon6- 

meros que forman la cadena. 

N si es finito, CS*]  se aproxims a un valor corstante cuandi 

se incrementa correspondiendo ffsicamente al hecho de que la fre- CI-, 

cuencia d e  excitación excede a la frecuencia del modo normal mas alto 

de l a  cadena (sólo hay del orden de 

por lo  que ésta deja de responder no pudiendo almacenar más energía. 

Esta falta de respuesta de  la  cadena a altas frecuencias, se manifiesta 

en el m6dulo 

N modos normales de movimiento 

[$"] en una disminución de l a  energía disipada por l o  

flexibilidad incompleta: 

se hace más rcgido. 

fueron Harr is  y l iearst 

que l a  curva que representa 

como i/W (7). 

Cq'1 alcanza un máximo y luego decae 

9.4 
El hacer N suficientemente pequeño fue 

el pr imer  paso para tomar en cuenta una 
Y 
3 

-. 
.' 

s i u - l l a  cadena'" 

S in  embargo, 

(8,9,10) los 

primeros que inc!uyeron un término d e  -I 

rigidez e n  la estadística d e  l a  cadena. 

Ellos intr&ut.en un.i -esistencia elástica 

-4-  

L *. I 

-q o s r 3 q  contra la  flexió? en adici6n a la  fuerza - 3  - 2  - t  ' 

bd Y. 



.k----- ... ., , .  ..,. .,.,,.. ~ .,..,....,. ~ ,....." 1- -I--*- . . ~ , .  -r .: : 

(en este caso de resorte) producida por el mecanismo . .  que une segmentos 

vecinos de la cadena. 

de  l a  cadem: 

aumenta conforme al radio d e  curvatura disminuye. 

la energía es mínima si l a  cadena es Ifnea recta y 

L a  introducción de este término es equivalente a ~ r ,  r,,otlii;o de ca- 

dena de  osc.iladores armónicos en donde los resortes tienen fuerzas de ves 

titucibn tanto longitadinal como transversal. 

La respuesta dinámica que obtuvieron Harr is  

y Hearst, es mostrada en el figura. 

Se observa que ambos módulos tienen un 

comportamiento asintótico que va como 

W 1/4 en el rkgimen 

este hecho es debido a la naturaleza conti- 

nua de s u  modelo, o sea, debido a que el 

- 
b?, 

3 .. 

1 -  ' 

,-- . .  

de  altas frecuencias; 4 -  

número d e  modos normales es infinito, la t-C-t-L-c-- 
b2 T. -3 -z -' 0 I z 3 

cadena Para f r e  - 

cuericias intermedias, el módulo LG"] alcanza un valor .ndximQ, -- 
d icminye  y luego comienza otra vez a aumentar como W; en esta mis,na 

región, CG'] se vuelve independiente d e  VJ. La  razón del mciximo 

y el mínimo d e  

y Hearst diciendo que había una separación (de  más de tres décadas) en 

siempre responde a cualquier frecuencia d e  excitación. 

c h"] en la  región intermedia fue explicada por Harris 



i 

a 

3 
3 
a 

el espectro de tiempos de relajación. 

servado experimentalmente 

S in  embargo, esto no ha sido ob- 

Este comportamiento anómalo de [6"] fue la motivación de 

este trabajo: 

era la causante de la  separación d e  los tiempos d e  relajación en dos 

grupos bastante separados (en el caso de Harris y Hearst por más de 

3 décadas). 

se quería ver si la introducción de una energía de flexión 

En el trabajo d e  Harris y Hearst (E),  ellos construyen su función 

d e  distribución agregándole al término d e  inextensibilidad el término de 

rigidez; sin embargo, fue mostrado por Freed (12) que tal función de diS 

tribución no reproduce el segundo momento de  una cadew  inextensible y 

semi-rígida d e  Kratky-Pard (13). 

- 

En este trabajo, además de los dos términos anteriores se intro - 

dujo un t e rcer  término el cual es el acoplamiento entre los dos efectos. 

Con esta función d e  distribución sf se reprodujo el segundo mc- 

mento de Kratky-Pard y no se  observó el cornp'x-tarniento anómalo obte- 

nido por Harr is  y Hearst. 

En todo el desarrol lo del modelqse trabajó e n  el continuo, sin em- 

bargo, al final se pusieron cotas en la variable d e  Fourier  d e  la longitud óe 

arco ,  lo  cual equivale a considerar una cadena formada por un n&nero finito 

de elementos d e  longitud I . .  Es por esto que los resultados coinciden ccn 10s 

obtenidos por Dickie y Holmes (ij para una cadena finita. 



ESTADICT I3A  DE CADEKAS SEMIRIGIDAS 

II 

Integrales de Wiener para Cadenas Semirígidas. 
1 

1 

I 
1 

1 

I 

I a 

1 

t 

Una cadena polimérica es una sucesión de  moléculas unidas por 

enlaces covalentes. Esta sucesión puede ser lineal o bien ramificacla. 

En este trabajo nos concentramos e n  cadenas lineales. 

Dado que las uniones permiten que cada manón o tome varias 

configuraciones relativas a sus inmediatos vecinos, entonces la  cadena 

polimérica puede tomar un gran número d e  configuraciones. Por lo  tanto, 

una macromolécula puede representarse por un conjunto estadístico en 

donde cada elemento de ese conjunto representa una posible confiquración. 

Uno de  los primeros modelos estadísticos que se construyeron 

para describir una macromolkcula fue el que consideraba que los enlaces 

eran uniones universales, esto es, que permitían un n h e r o  infinito de  

orientaciones de'un monómero relat ivo a sus inmediatos vecinos. Sin 

embargo, en realidad estos enlaces imponen un número limitado de orien 

taciones y esto trae como consecuencia que giobalmente la macromoiGcii- 

la seá menos flexible. 

- 

Para ilustrar la  aplicación del método de  integrales funcioi7alec 

para obtener las funciones de distribución de una macromolécula, errpe- 

zaremos con el modelo mfis simples, esto es, e l  modelo d e  una cadena 

flexible. 
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Dado que en una unión universal l a  orientación de un segmento 

no Lepende del inmediato anterior, si denotamos por 

l a  probabilidad de que e l  segmento I, esté entre 

, entonces esta desco- 

prelación entre los segmentos puede ser  expresa- 

da mediante 7; (Ti)=?;(\<.\) = -!-- s ((yc\'- 4') 
o sea, l a  3; debe ser  una distribución esfkrica- 

Ti (c) 46 - 1 
I y;  3 

7 +&Ti b 

1 
(4 I qIT 1' 

I mente simétrica de desplazamientos. 

Una cadena flexible real  (con interacciones de corto alcance a l o  

largo de l a  cadena), puede ser  reemplazada por un pQseo a l  azar con N c I 

desplazamientos. 
i 

Para un p w e o  a l  azar sabemos (14) que s i  denotamos por 

Ti(<) ¿?; l a  probabilidad de que e l  ¿- segmento esté 

, entonces l a  probabilidad de que s i  - 
- 1  

un extremo de l a  cadena esté en e e l  otro est6 en 'Q después de I 
N desplazamientos viene dada por 

c.> 

- 
I 

i en donde b.5 funciones delta f i jan los extremos de l a  cadena. En t é r m i  

nos de los vectores relativos v, - , esta expresiórl 

1 
toma l a  for-ma 



Se puede mostrar (14) que si el nÚr,iero de  segmentos es muy 

grande , el elegir una 7; esféricamente simétrica (1) 

-.-. en donde LJ 

1'- - -  2 ¿.Y;) = <TZ) / * <y:> = ir;. -yi (F¿)d 6 
.>I 

Es oportuno aclarar que a pesar de  que (1) y (4) conduzcan al 

mismo resultado (5), una J; del tipo (1) córresponde a una cadena 

inextensible de longitud L= h 1 , mientras que la  otra g a  del tipo (4)) 

corresponde a una cadena en donde ya se ha relajado la  condición d e  

inextensibilidad, o sea, l a  cadena sólo estadísticamente tiene una longitud. 

Pasaremos nuestra descripción de la  molécula a1 caso continuo 

o sea,  consideraremos ésta como un filamento. 

diremos cada segmento 3 e n  pequeños segmentos de longitud At si 
tomando los I fmites A,Si - O 

Para hacer esto, divi- 

y LV\- 00 para mantener la  longitud con; - 

en  donde se  han re-etiquetado i m  segmencos en forma consecutiva. 



~~ 
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Dado que estamos tomando el l fmite A i 5  -0 y * - -  

podemos escr ibir  la  función d e  distribución, e n  forma s imtól ics,  c3mo 
c -- 

a 

P' - 
En esta expresión l a  in&gral va sobre todas las configuraciones 

q>ue puede tomar l a  cadena, s [z representa un producto continuo 
7 

de diferenciales y at') es la ecuación d e  l a  curva que representa a la 

dida de Wiener,  correspondiente a una cadena f lexible y a la  integral 

sobre todas las curvas ? (.) se l e  llama integral funcional. 

¿ T (9 
La expresión - que aparece en la medida de Wiener, es 

¿ 3  

el  vector tangente a la curva (15) y es unitario s i  la  curva es inextensi- - ¿lb\ , 
la curva es extensible y s i  ble; para el caso en que\¿ \:\ 

es compresible. Otra cantidad importante asociada a 13 

curva ?.c.) es el llamado vector curvatura denotado por 

y definido como - 
d s  ¿ s' 

y y es l a  curvatura 

1. f -- curvatura = 
. L  - 

." * .  
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Esta es una cantidad impor iante  porque la r i g i d e z  e n  una cad- 

n 
\? 

na pol irnér ica  puede expresarse e n  Punción de  .y(%) 
r{gida sea la c a d e n a ,  la c u r v a t u r a  d e  ksta d e b e  s e r  menor .  Para int ro  

d u c i r  la Curvatura e n  n u e s t r o  f o r m a l i s m o ,  t e n e m o s  q u e  hacerlo median-  

; rn inet ras  más 

- 

te la e n e r g f a  d e  f l ex ión  d e  una barra. 

Ln e n e r g f a  d e  f lexión d e  una barra PO r unidad d e  lc!r,?;iI:.Ad 2s 

, por l o  tanko, la ener- 
í \ b )  

-L -2 
igual a - 1 & (radio d e  curvatura)  = 4 E f‘ 

2 
gfa de  f lex ión  d e  toda la c s d e n a  es 

\ -- - E .  
2 

o o 
donde la in tegrac ión  va sobre todo el controno de la cadena y E es la &. 
de  la f u e r z a  d e  f lexión.  

V e m o s  que si al integrando e n  la medida de W i e n e r  le s u m a m o s  

e s t a m o s  p e i s a n d o  c o n  m a y o r  p r z  
2 

un t é r m i n o  proporcional  a (&) 
babiiidad . aquellas conf igurac iones  las c u a l e s  t ienen pequeña c u r v a t u r a ,  

(i.e. cayor  radio d e  c u r v a t u r a )  o ’ s e a ,  e s t a m o s  introduciendo un t é r m i -  

no el c u a l  equivale  f k i c a m e n t e  a t e n e r  cadenas  c o n  algún grado d e  rigi-  

dez. 

E n  igual f o r m a ,  el t k r m i n o  que, cont iene  

todas las longitudes posibles de l a  cadena dando m a y o r  probabilidad a las 

que  t ienen longitud 

la condición d e  inextensibil idad e n  l a  integral  funcional o e n  el “lagrangiano’ 

asociado a esta (la in tegra l  funcional puede verse c o m o  una trayectoria intz 

L ; (una m a n e r a  d e  poder in t roduc i r  e n  Forma exacta 

r 



gra l  de las usadas en  tnecánica cudntica) es ya sea mediante UM de[ta 

d e  Dirac ( & [(.bS) k!! ' - 1 I ; o con un multipiicador de Lagrange 

). Aquf' sólo se considerará la inextensib;.lidad 

sólo en forma estadktica. 

De io discutido anteriormente, vemos que una posible medida d : 

Wiener para cadenas inextensibies (en el sentido mencionado artes) y cc 1 

algún grado d e  r igidez (o sea, semi-rigidez) es 

- 
O Q 

s in  embargo 'en este trabajo, b medida de Wiener que :;e usará es de  la 

*I 
:I 
'I 
' I  
I 
I 
1 
3 
i I 
.- 

la  cual contiene adicionalmente un término de  acoplamiento entre la inex- 

tensibilidad y la rigidez. 

La razón de escoger l a  forma cuadrática fue para ver si se podfa 

obtener el segundo momento d e  la  distribución para un modelo d e  cadena 

de  Kratky-Parod el cual es exacto para cadenas semi-rfgidas inextensibles 

(1 sa). 

La  función de  distribución que se usará es 



d 
9 
J 
1 
1 

i I 

i 
I 
1 
1 
3 
1 
1 
1 
1 

comparando nuestra integral funcional con los resultados del apéndice AI,  

vemos que el "lagrangiano" del sistema es 

el cual puede s e r  escr i to  como 

- - 
en donde hemos introducido la  restricción v = R 

cador Lagrange A 
sica podemos obtener el t'hamiltoniano" asociado a L.. 

mediante el multipli- 

. Usando las regias conocidas d e  ia mecánica ciá- 

par lo tanto - 7  

sustituyendo este hamiltoniano en la ecuación (la cual es del tipo d e  

v haciendo las sustituciones - 

obtenemos .. 

- o sea 



la  cual es l a  ecuación de Fo'ck-r-Flanck del sistema. Esta ecuación es 

idéntica a la &tenida por &&u,+ (14) 

ponde al rcovimiento Brownian0 de una partfcula 

Estamos ahora en la posibilidad de 

(ea 250), la cual corres 

libre. 

- 

obtener la fur,ziÓn de 

distribución W resolviendo la  ecuación diferencial (23) o AssrciQ !a 

técnica de integral d e  trayectorias para el caso de una integrai gaussiam 

(apéndice AI). Seguiremos el segundo método dado que es más si le: 

E. tu b C i n w  E-J 
basta calcular l a  "trayectoria clásica" usando de Lagrange. - 
S in  embargo, dado que no aparece explfcitamente e en el kernel d e  la 

integral funcional es .conveniente hacer un cambio de variable y pasar al 

espacio de lw ZT, 
- ,  

El Kernel d e  la  integral en (14) el cual representa l a  proba- 

bilidad d e  que  la conPiguraci6n de la  cadera esté entre las curvas e'(') 
-3 
V, 4 E(') puede ser descrito en el espacio d e  IQS 

respetando la condición (15) la cual puede ser introducida e n  la integral 

mediante una delta de  Dirac 

en dorde 



i l  t 

resultando 



.. 

una vez tenie4xio la solución clbsica, Pr%edepemos a calcir * 

lar 1' acción clásica l a  ci.al viene dada DOP 

- 
calculada a lo l a rgo  de la  trayectoria clásica. 

Para esto tenernos que sustituir l a  solución (33)  en e,l 

lagmngiano (30) y efectuar la integración cuyo resultado 3:; 

c-0 I <C,,C, . < ) es una integral funcional gaussiana, - ~ b e m o s  que 

(apéndice A,) 

en donde F'(L) es U r d  función de L la cual puede ser detzrminada 

usando la  condición de normalización para l a  Punción de distribuci6n 

ol 

al sustituir el valor de B2 y efectuar la integración, obtenemos 

De la condición d e  normalización 

se obtiene 
3 5 .  c 

A c 



"í 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
1 

notamos que la  función de distribución (44) Ó (46) es gaussiana en- las 

variables e ,  5, d , 
- -3 . 

Podemos efectuar la  integración sobre la  variable e, 7 , 

y con ella evaluar e l  20. momento de  esta distribución 

-. 
s in  embargo, esta expresiór cepende del valor  de y para eliminar 

esta dependercia, podt rrioc 11rt1r~eG1ar sobre todos los posibles valores 

que puede tomar : 
.-. 

~ 



, - 

16 Sustituyendo este valor de (Q:) 

nemas l a -  expresión para el segundo momento: 

en i a  expresión (50), obte - 

s i  hacemos 

Conciufmos que l a  función de distribución utiliza& nos repro-  

Est? 

) 

d u c e  el segundo nrornento exacto para una cadem de K r - a t k y P a r d .  

resultado es importante debido a clue con un modelo de cadena continuo 

en e l  cual se h a  relajaco l a  awws&?kbm+ en l a  longitud de ésta, (o sea, 

las cadenas pueden ser  de longitud infinita) hevos reprcddcido e l  resulta- 

-JI!L,c&L, 



do calculado P1-a una cadena inextensible de longitud L. Esta función de 
I 
' 

distribución es la que se usará para e i  cálculo de  ia viscosidad didrniba 

intrínseca . tlay que aclarar que a pesar de que el 20. momento es 

exacto, 

sin embargo, e n  el cálculo de la  viscosidad dindmtca, en el régimen de 

I 

1 momentos más altos no coinciden con los resultados de K - p, 
1 
1 

Rouse, sólo es necesario el 20. momento. 'I 
El parsmetro llat' que aparece en el 20. momento d e  K r a t k p  

parod y que  en nuestro caso es igual al cociente o( es comúnmente \la 

mado en la literatura la  iongitud persistente., Este pardmetro, el cual - 
surge originalmente en el modelo de cadena de  rotación l ibre  (18), es de 

finido como la suma promedio de las proyecciones de todos los segmentos 

de la  cadena en la dirección del pr imer segmento; para una cadena flexi- 

bie a = o dado que el promedio.de todas las proyecciones es cero, y 

para UM cadena muy r íg ida  (casi una barra) 

metro "a" representa una medida d e  la r igidez de la  cadena. . 

'I 
i 
1 
i 

- 

- 

1 
1 
1 .  

. A >> o sea, el pard- 

! 
- 

1 
1 

z 
3 
1 
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METODO DE EDWARDS Y FREED PARA E L  
CALCULO DE LA VISCOSIDAD DINAMICA 

€13 este capítulo desarrollarenAos l a  metodología hecha por Edwards 

y Freed (1) para el cálculo de la viszosidad d i d m i c a  d e  soluciones poli- 

mkricas. Este método permite incluir la interacción hidrodl&,mic;a entre 

los .segmentos d e  l a  cadena y l a  dinámica interm del poiCr::.::ro. 

pecto a esta Gltima, las fuerzas internas serán incorporadas sólo en f o p  

ma estadística mediante l a  expresión -bT q- k & la  cual gobierna 10s 

movimientos del polímero en 'promedio. La  inclusión de l a  dinámica inter 

na del polfmero' es necesaria porque a frecuencias del  orden de \o &. 
segmentos muy cdrtos de i a  cadena se ven afectados. Con respecto al - 

C;C.,;) ,-es- 

Qi 

- 
8 

fluido en donde se encuentra el poifmero, éste se supondrá que es un flui 

d o  simple el cual satisface l a  ecuación d e  Naviet-Stokes. 

- 

'Procederemos a obtener las  ecuaciones dinámicas que gobierM el - 
movimiento del sistema fluido-polfmero, para io  cual introduciremos la si- 

guiente rotación: denotaremos por y i( ( g , , t )  y \I ( S M , ~ )  

l a  posición y velccidad al tiempo f d e  un segmento d e  la  cadena CX es 

- - 

especificado por el elemento d e  a rco  a lo  largo de la  cadena s, !/ 

por MCF,~) l a  velocidad a\ tiempo t de un elemento d e  v 

lurreri especificado por T . 7 

Como se mencionó anteriormerite, el fluido solo, debe satisfacer l a  

I .  3 

ecuación 



su viscosidad cortante. 7. en donde fe es la densidad del fluido y 

Debido a que las frecuencias de excitación no son altas, despreciaremos 

-.a 

los términos no lineales en M o sea: 

( 5 7 )  

En el caso de que en el fluido haya una partícula puntual ajena a $1. locali 

zada en la posición P. 

el fluido modificando su campo de velccidades. 

partícula extraña y las  moléculas del fluido se le concce como interacción 

hidrodidmica. La  presencia de esta parttcula modifica la ecuación. de 

Nav i e r s t okes  en la  Forma siguiente 

- 
7 

, ésta actuará como una fuente de  fuerzas sobre 

A esta interacción entre la  

en donde \c\ 
viene dado por la  delta. 

es la intensidad de la fuente de fuerzas cuya localización 

i 
S i  en lugar de tener una fuente puntual, tenemos una colección continua 

de éstas, a lo  la rgo  de una curva especificada por Q(5) , el término 

On-homogeneo en la  ecuación de  N - S debe s e r  de  la  forma 

-9 

I 

- 
en donde la  integración va sobre la curva R (S). 

Observamos que esta situación corresponde a tener una cadena polimérica 

(continua) descrita por la  curva e ( 3 )  . Dado que hay muchas rnolkcu-. 



las de polfmero en el fluido, debemos hacer una suma sobre éstas las cua- 

les serdn etiquetadas por el índice o<, o sea 

en donde hemos introducido un campo de fuerzas externas arbitrario. 

es 13. ecuación de  rnovimiento para el fluido en presencia d e  mclCculas cle 

polfmero. 

mero  en presencia del fluido. 

Esta 

Falta aún la ecuación de movimiento pard las mol&ulc?:; & , J u L ~ - -  

P o r  tercera l ey  de Newton, l a  fuerza sobre 
4 

el polímero debe ser -Qd (&) o se,? múemos suponer que la ecuación 

para el polfmero es de la  forma 

en donde es un operador lineal actuando en las variables del polhe-  

ro. 

punto de  l a  cadena, o sea, contiene la  d i d m i c a  interna del polfmero. 

Como se mencionó anteriormente; la  forma de será calculada por a r  

gumentos mecániceestadfst icos usando la  función de distribución, sin embar 

go, por elmomento,' no se dará una forma explícita de 4, para hacer la teo 

ría más general. 

Esta expr-esión corresponde a la  fuerza :.or unidad d e  longitud en cada 

- 

- 

- 

Nos resta sólo especificar la condición de frontera entre las molécu- 

las d e  p c i h e r o  y el fluido. Para esto, usaremos la condición de no resba- 

lamknto  de Stokes 



la cual me dice que la velocidad del fluido en la po s i c i b  del segmento 

es igual a la  velocidad de este segmento. 

El conjunto d e  ecuaciones de movimiento (60) y 

la cordición ( 6 2 )  especifican completamente e l  sistema. 

(6\ ) junto con 

Procederemos a resolver este sistema d e  ecuaciones usar Y _._ c) la  t í.í;rii - 
ca d e  funciones de Green. Para la ecuación de Navier-Stokes ( 6  0 ) la 

?unciÓn.de Green en el espacio de Fourier  tiene la  forn-,d 

Gk = 
h. 

Sin embargo, si las perturbaciones en el fluido son d e  baja frecuencia (me- 

nores que \o 
por lo  tanto, :o  podemos despreciar. 

\O 
), el término W so  es mucho menor que 

1 J * 
y si usamos la segunda ecuación de movimiento G*(&,t) =- A, 

ent oncec 

n r  



Usaremos l a  condición de no-rest3lamiento para obtener UM ecuación en 

-> 

(%, *) para i a  cual sustituiremos 65) en 



.- 

A asociada 
en esta forma, podemos definir una nueva función de Green 

con el operador 
\M 

- 
con esta nueva función de Green pojemos obtenerla expresión para Q* 

Por  propósitos d e  

simbólica, o sea, 

claridad y simplicidad en la escritura, usaremos notación 

suprimiremos las integrales, diferenciales y los argumen - 
tos de las funciones; además definiremos +* c , s,t , ) 2 J("- c w) 

- .  
Con esto, la  expresión para Q, toma ia forma 

en la cual podernos hacer an proceso d e  iteraccihresuitando 



- 
podernos sustituir esta expresi6n ?ara II, er 13 ec. (66 pa= obtener el . 

campo de velocidades del solvente en presencia de molkculas de polfmero. 

De esta expresión p a r a b ( r , t )  &tendremos la ec. de Navier-Stokes efec- 
- -  

riva pudiendo extraer  de ella el cceficiente del tensor viscoso que es l a  v is  - 
cosidad dinámica que queremos ob:ener. 

0 5) 
AI sustituir ( ~ e )  en &j, resulta 

en donde s e  ha hecho uso de la  definición kip = & 4  5 +p 

El primer término en la  expresión, corresponde al caso d e  concentración 

cero, o sea, a la  ausencia de  molkculas de  polfmero; en  este caso, el 

carvpo d e  vellxidades sólo se ve perturbado por la presencia d e  l a  fuente 



I -. 

-. 
luida en la cual no hay interacción 

entre las moli-cuias; en este caso, 

la  fuente - 7 (.SI t) perturba a la $ 3 2 - @ z q  4 

mol6auLA o( ( 7, contiene toda la  in b 
F' - 

I 

teracción hidrrxlinámica de una m p  - 
lécula' consigo misma) (apéndice 2) y esta modifica el campo de velaida - 
des. 

~i tercer  término, toma en cuenta \a interacción por pares: 

perturba a la  molécula < 
turba a la  molécula p 

la  fuente F 

(caracterizada por ,  'p4 

(caracterizada por y 

), ksta a s u  vez, p e r  

) y ésta modifica el cam r - 

Los demás términos toman en cuenta interacciones de más alto ot- 

den. 

k ei - Es oportuno hacer una consideración sobre el tensor 

cual hasta ahora es sólo el tensor de Oseen; s in  embargo, dado que l a s  

moléculas d e  p o l h e r o  no son filamentos s in  seccibn transversal, hay que 

añadir a la parte d e  Oseen un término viscoso del tipo d e  Stokes el cual 

tome en  cuenta la 'ricción entre los segmentos de  la cadena y el solvente; 

en  consecuencia, e l  tensor \< debe ser de la  forma - 



ración dada de l a s  macromoi6cuias sin embargo, debido a que Para tiem- 

pos de  observación, el número dc configuraciones que  las Maccorr,o\&iilas 

pueden tomar es muy grande, ten-mos que hacer un prom,?dic> c ; , ~ ~ - ~  

las configuraciones, en consecuencia, l a  ecuación (&B toma la  i'->rr,qa 
(*0] 

Si la solución es muy diluida, entonces no existe correlación entre las mo 

iéculas, por io  tanta y si ias moléculas son todas 

iguaí-.s 4Y-b = C r p )  

- 

=< r,\,<~p) 

entonces 

en donde hemos quitado l a  restricción en  las sumas dado que el e r ro r  ic- 

troducido al hacer esto, es pequeño . La ecuación que da 

lugar a la ecuación (881, es 

d 

l a  cual es sglución de l a  ecuación diferencial 



cual es la ec. d e  Nav i e rS tokes  efectiva para el sistema so~vente-so~uto~ 

A continuación veremos qué parte de x(u*><.C;: > da contribp 

cibn al tensor viscoso dado que el coeficiente de este término es l a  viscosi 
4 

- 
dad dinámica. 

siendo $ 
2 (xd > < M, debemos escr ibir lo  como la divergencia de un campo 

el Cual para que esté completamente especificado, tenemos que dar SU 

rotacional; éste por simplicidad en el cálculo, l o  escogeremos igbal acero 

l a  parte viscosa del tensor c1- esfuerzos. El término 

* 

o( 1 \<7, ) (M)LT'dt '  = v* F cx 5) 

C 4  *r 

V g X  = b  

Sabemos a'ue 



interacción entre lac diferentes partes de las moléculas dependen ~ o l o  

de y - f  +-e' , entonces 
- 1  -11  

Y 

<$ [P# "'¡; 4,tl)). < r, [FS''; t-t')) = 

en consecuencia, 

(9 

Esta es hcontribución de una molécula a h viscosidad, sin embargo, 

dado que haflmoléculas por unidad de volumen, tenemos que multiplicar 

esta expresión por f, para tener l a  contribución completa 

C 

P o r  conveniencia, pasaremos las expresiones para la viscosidad a l  

espacio d e  las W: mediante 

La viscosidad intrínseca se define como * 

C 



en consecuencia, la ec. (88) puede ser escrita como 

y e l  tensor viscoso es 

L a  ecuación constitutiva más general para respuesta lineal, es 

donde s 7 [f -t') 
Es fácil demostrar (ver apéndice ) que l a  parte de Lye> que da 

lugar l o  que quiero es de la forma 

es el exceso de viscosidad dinámica. 

L 

(95) 

por l o  tanto, haremos una expansi6n en  ser i e  de  potencias en el espacio 

de  Four ier  y el coeficiente del término que i-c'ntenga 

del laplaciano) será el exceso de viscosidad dinámica. 

b2 (i.e. el término 

Antes de  efectuar 
.* 



I 

I 

en donde es l a  viscosidad del solvente puro, 9, es el número de' 

macromolkculas por unidad de  volumen y C es l a  concentración de  

soiuto en la solución en v/-3 La relación entre f'< y c. 

es la siguiente 

u v =  - 

V\h'\)Y = "$44. 
M masa pollrnero. 
U r 8 1 i r i - i m  ;?-~oléculaso 
M Fe:? ::I rlale,::u!.cir de 

la c:ider3i. 
Ma  peso molecular de 

un segmento. 

L longitud de la  ca- 
dena. 

I longitud de un 
segmento. 

N. número de  cade- , 

nas 
Na . nfimero de 

A U O S k O  eo 

En  l a  expresión para <Tq) - = 4dMaq - 2w 4%) aparece el 

tznsor 3 
debido a la  presencia del tensor de Oseen u, . Para poder calcular 

tenemos que l inearizar dicha ecuación, esto puede ser hecho usando la aprc 

ximacibn del pre-promedio. Para eliminar la  ne-linearidad tomaremos el 

promedio del tensor t<d en la ecuación Qa y denotarznios ?or 3. 3 IC 

nueva función d e  Green para dicha ecuación, o sea, 

el cual satisface la  ecuación qa>; esta ecuación es ne i ine í  

9 .... 
- 

.%. 
- 

donde el promedio se efectúa sobre Las cuifiguraciories que puede tomar la  

macromolecula. 



Q -  14. 

3 q E s  f&il ver  (apéndice 4) que considerar $ 
equivale a quedarse a p r i m e r  orden ea e l  desarrol lo de 96 
oportuno ac larar  que en e l  cas0 de que sólo se considere e l  término de 

stokes en la expresión para e l  tensor de interacción hidrodinámica \< 

no hay que hacer l a  aproximación de ?re-promedio dado que en este caso, 

l a  ecuación que define a 93 es lineal. 

en lugar de 
k.. \c I' . 

k iií 
;Í 
/:l 

rc. 

b.n 

' 1  

en consecuencia, 



VISCOSIDAD DINAMICA JE CADENAS SEMIRIGID& 

En el  capítulo anterior, se mencionó que toda i a  información acerca 

! 
i de La dinámica interna del políniero, está contenida en e l  operador 

el cual se dejó sin especificar (:on el objeto de'hacer l a  teoría general para 

cL,alquier modelo d e  polfmero. 

un modelo estadístico en el cual se han introducido un término de ir,exttnr;i 

bilidad uno de curvatura y su acoplamiento; con esto, podemos calcular las 

fuerzas internas (aunque sea en forma estadística) que actúan en l a  caden-a. 

A. ,, 
I 

El  modelo propuesto en el capítulo 1 1 ,  es 

Dado que l a  función de distribución para e l  sistema es 

0 0 5 )  

c 4  

F 
-w (e, e'; L) = S[C(s)J Sr-p \- d +e $]'AS 

- <  
Q 

entonces l a  función de partición viene dada por 

O 

y la energía l i b r e  de. Helmholtz queda como 

S i  tomamos l a  derivada variacional de H &tendremos l a  fuerza interna 

F o r  10 tanto 

. .... . ^ " _  



- . __ _..---- - 
@ -- 

11 Es importante notar que s i  en lugar de escoger cnmo medida de 
Y 

Wiener del sistema a l a  expresión 

D 
7 

hubikramos escogido 

l a  dinámica interna del polímera no hubiera cambiado: 

conducen a l a  misma fuerza interna. 

las dos expresiones 

Se puede a f i rmar  que cualquier for- ! 

. .  
I ma cuadrática en e 1 da los mismos resultados. 
I 

entonces 
I I, 

I I! 

. .  
j 

E n  la expresión para A no se ha incluido e l  término inercia1 (h - ) 
debido a que, en e l  rango de frecuendas que se está trabajando, es despre 

ciable en comparación con los demás términos los cuales, como se verá 

más adelante, corresponden a fuerzas del t ipo de resorte. Estos términos 

inerciales empezarían a ser  relevantes a frecuencias mayores que l a  más 

alta rrecuencia de resonancia, l a  cual para una cadena sería del orden de 

(;ii!aJiertz; estas frecuencias se salen del rango de validez del modelo. 

3t' 
' ; I  

- 

I 

i" 



o sea, a l a  interacción entre un segmento y sus primeros vecinos (~ig. 

~i pr imer término en la ecuación ( I I ~  toma 

bikn del tipo de resorte pero a 

segundos vecinos (ver fig. 2 ). 
Vemos que los recortes que unen 

vecinos lejanos (los de constante 

k'), son los responsables de res- 

trinc&* la curvatura de l a  cadena; estos resortes impiden que la cadem tmg 

curvaturas muy grandes, o sea, le dan rigidez a ésta. 

Además de  los dos términos que contiene la expresión para la fuerza, 

puede ser introducido, en forma fenomenológica, un término Jdicicra! -1 

Cual es llamado la  "viscosidad interna". Este término fue Primeriirr'2r.tc 

introducido por Kuhm y Kuhm (19.) para el cálculo de la visasidad dtrJm'- 

ca en el régimen de alta frecuencia ( 2 \ O \\a j* En 
9 



d e  frecuencia la dinámica est6 gobernada por los movimientos en pequeña ~. 

escala de  segmentos individuales; por otro lado, para bajas frecuencias 

( 5 io \=\a 

de relajación colectivos de la cadena. 

dia ( \ O -  \o 

mientos colectivos y la estructura a nivel d e  r*ionÓmeros efectivos. Amtos 

efectos fueron descritos por un simple coeficiente disipativo el cual permi- 

tía el amortiguamiento de los modos normales de alta frecuencia. 

) las propiedades dinárricas ,vienen dadas por los modos 

Si.3 embargo, en la región interme- 
T 'a 

) aparecen ambos efectos: l a  dinámica de movi- 

Originalmente Kuhm y. ;;;Lihm introdujeron el concepto de viscosidad 

interm para describir las Fuerzas responsables de resistir rápidos cambios 

en la  longitud de un segmento efectivo de l a  cadena. Posteriormente 

Cerf (20) modificó esta idea ascciando la viscosidad interm a una fuerza 

de fr icción hidrodin6mica la  cual surge de la rotación de segmentos efecti- 

vos no-esféricos ( o  sea, movimientos lccales d e  la  cadena). EL resultado 

d e  CerF para l a  viscosidad interna es (en e l  espacio de Fourier)  

coeficiente de fricción por rnonórnero, N 

es una constante del polímero. A pesar d e  que la expresión (l\$ ) pro- 

ducs buenos resultados ai ser comparados c on ' 0 5  datos experimentales, 

13 dependencia 

es ,Cimero de monómeros y 4 

?/o aparentemente imp lLc i  in3 fuerza de  fricción e n  el - -  ---. 
monómero L propx-cionai a Y'+, - j.; , o s?a ,  en una sola direc- 

ciÓn a l o  largo  de la cadena violando las simnti-ías fundamentales (21). En  



1 
w 

, , ..-...-__---A ' 

e l  caso en que e l  m o n h e r o  

dos vecinos ¿+I y '-1 , entonces T CY) debe var ia r  en l a  forma 

¿ sufra fuerzas de viscosidad interna de sus 

. Mac 1nn.s (2:) ha dado argumentos teóricos para jus - - tificar  esta dependencia cuadrAtici , l a  cual no es tan buem 

como l a  usada p o r  Cerf. 

Aquf se intrxducit-6 l a  v i scx idad  in te r ra  en l a  expresibn rii~y.a 

como un término con memoria de l a  forma y(S-5.') 3 - 2 (si+> 4s' 3 t  

. -  
i 

en donde no se becificará por el momento l a  forma de T(C-tl) 

Habiendo establecido esencialmente el modelo de que se usa - + 
r6, procederemos a l  cálculo de las cantidades 3 7 8 =<[eb,t)-$b:tvo ,cesa- 

r ias para &tener l a  viscosidad dinámica. 

v. 

Dado que en este trabajo se va a trabar en el regimen de R * ~ ~ ,  

o sea, s in  interacción hidrodinámica para comparar cW, im resuitaum bc 

Harr is  y Hearst, en el tensar de interacción hidrodidmica, 5610 cnwi- 

remos e l  término de Stokes =si' k . Debido a esto, 110 'Ut :-QfB* 

de efectuar l a  aproximación de pre-promedio dado que la 'x:-K::~' 

$ 7 ?t. I 
n e  a 3 (ec. +z es licea1, resultartdo entcrc-5 ~ - * c  - 

bn . ,  . I .  

son idbnticas. La  ec ( 7-2 j F'at-a e l  CÜSO S&'-~~~Lr'''c 5' '* ir 

. < , ,  . \ :. ,f i :. I 4 

5 ' ,  t.- 1 I )  5, ¿ t r 

at  

a t  

L 



p , . . d  

iT Lv- wo 

.I Dado que la  transformada de Fourier 3 (,q,Lc)) 
está relacionada con 

-.- !I 



1 
1 

Sólo nos resta hacer la evaluación de @ (QS a t )  para 10 cuai 

l a  ecuación anterior se tt-nsforma en 

AI susti tuir esta expresión en -.) ~ ~ ~ , ~ ; t , c ~ )  5 (LE(5,t)- Z[5;,.)3'> 

y hacer uso de l a  suposición hecha en. (7%) de que l a  correlación entre di- 

ferentes partes de l a  molécula dependfa sólo de 5-5 '  y ?-f ' 

Para evaluar l a  cantidad ( +$Sir t 3 # ) usaremos el hecho de 
A 

que si f =t'  entonces % ( 0 5 ,  o) coiiicide con la distancia cuadrática 



esto nos conduce a la  igualdad r . . I  

en donde podemos hacer la  integración sobre la variable W Y csap el 

hecho de clue 

cabe hacer una aclaración sobre los límites d e  int-gración en las variables 

1 Y s u  s 3 J '  g a s  cuales aparecen sólo en la forma A s = 5 - 5 ' 

En el caso d e  tener un modelo correspondiente variable de  Fourier 9 . 
discreto, S y S' van desde 1 (iongitud del monómero) hasta L (lar- 

y c  total de la  (cadena) y en consecuencia 4 va de& 
-¿n -22 

; adem& 

1 con los límites antes 

El uso de transformad- continuac de  Fcirier es sólo por con- 

hasta 

Las integrales serían sumas ( (hl- - " 1  L 
c 

indicados. 

~ 

veniencia en el cáiculc, sin embargo, hay que  tener presente la  existencia I 



. - .AI +. -. 1 

de estas dos longitudes L 1 1 
to los modos normales de la cadena. 

( Pp4l 
L X L .  

, l as  c:uaies restringen a un número fini . - 
[)ebido a esto, en la  expresión para 

) iQS integrales en S y S' las tomaremos desde 

y en las  expresiones para B( b s ,  a t  3  CAS,^^) 

la integración en 9 irá desde so= Ztr - hasta Tw= ZT p I _  

f 
La  doble integral en ( L 7[u)3 sobre las variab1.t ; '7 '5 

J J  P m  I "  
Al sustituir este hecho en la 

m os 

expnesión para la viscosidad dinámica, obtene - 

. ,~ .... . 



En lugar de trabajar  directamente con C?(b) l  
se usará e l  l imado  

módulo de re la jac ión  L$ (u)] e l  cua l  está relacionado . con 

mediante 

Con estas def inic iones,  l a s  expresiones para i o3  .a;ii,:üs 

toman l a  forma 

quedan como 

z 

1 

Por propósitos de comparación se definen l a s  cantidades 

\ 
J . Te h:' q q \ )  \ 9- z -  

4 we 

I 

Ch'l 7 CC7"--7.3 

3.0 ks, (u -Y>)b +uz r; (+ TJl 

en términos de las  cuales 

[GI = r'. bq)' 
k"- 7 0 1  = [r 

9. LL+uy2] 

c \L ut?; '1 
Estas axpreslones tienen l a  misma estructura formal que las  

(23 - 2 9) 
obtenidas por P e t e l l i n  para e l  modelo de bolas y resortes con 

viscosidad intenla .  

na,  de las  ecuaciories ( 1 4 5 )  vemos que 

En e i  caso de hacer cero e l  término de viscosidad inter  

y por l o  tanto, l o s  mó- 

- 
I 



. .. . , ,, *~.":,, %e&, ' .  

.. . . , .,. 

d d o s  dados por club) 7 ( \  qq) 
por muse (26) l a  Gnica d i f e renc ia  es tar ía  en l a  estructura de lo; tiempos 

se reducen a l a  estructura obtenida " 

3 de re la jac ión  

Sólo res ta  e l  problema de especi f icar  l a  forma d e l  término de 

viscosidad interna 3( 1) . Como ;e mencionó anteriormente, una depen- 

dencia l i n e a l  en 9. 
~l a l  qradiente de velocidades entre dos menómeros vecinos de l a  cadena, en 

consecuencia dicho t émino  se opone a cambios de longitud de l a  cadena. 

de l a  viscosidad interna implica una fuerza proporcio - 

1'1 
Porotro lado, una dependencia cuadrática en 9 implica l a  

interacci6n de un manómero con sus dos vecinos, o sea, que l a  fuerza sobre un 

manómero depende de l a s  velocidades re la t i vas '  respecto a sus dos vecinos. Una 

dependencia de este  t i p o  en e l  término de viscosidad interna puede verse corno 

una fuerza relacionada con l a  rapidez de cambio de l a  curvatura de l a  cadena. 

11 . 

14 
, .  

t;l 
IJ Estrictamente se deberían de considerar simultáneamente ambos 

términos para tomar en cuenta los efecto's de inextensibi l idad y res istencia 

a l  cambio de curvatura, s in  embargo, en l a  l i t e ra tura  (23,241 no son i n c l u i -  

dos en forma simultánea. 

Ill 
fl 

Debido a que es te  trabajo está centrado en l o s  efectos de r i q i -  

dez de l a s  macromoléculas, se considerará sólamente l a  dependencia cuadrática 

en 9 de l  término de viscosidad interna 

1 
Dada l a  forma en que se introdujo e l  término de viscosidad interna 

y como ci prspósito de es te  trahajo no es :,.a obtención de una expresión anai í t i -  

ca por l a  cantidad "r, a pz.rt i r  do un modelo microscópico, ésta será pro-- 



puesta en t a l  forma de reproducir los resultados e n  los casos l í m i t e s  de una 

barra r í g i d a  y una cadena f l e x i b l e ;  además por l a  interpretación f í s i c a  d e l  

término J, 9" , s e  ve que debe depender de l  parámetro de r igidez 

r 
> *  
114 

de l a  cadena, o s e a ,  de 4 
L .  

Para e l  caso de una b a r r a . r í g i d a  de longitut  , ;a v i s  

cosidad dinámica fue calculada por Kirkwood y Auer (25) y e s  

tT M a C  

e!i donde 

Para e l  caso de una cadena f l e x i b l e ,  e l  cálci i lo de l a  v i c c o s i -  

dad dinámica fue hecho por Rouse (26) obteniendo 

pz\ 
n 

e n  donde 



Para e l  caso de una cadena flexible (? 44 1) 

\-LnZg' 

VemS 

que si T~ L< 
a las de Rouse. 

entonces las expresiones (1461 y (147) se reducen 

Con respecto al límite de barra rígida (% >> I)  obser - 

el integrando en las expresiones (146) y (147) vamos que si 

tienden muy rápido a cero,pudiendo aproximar bastante bien la integral por el 

integrando evaluado en el límite inferioz (esto se checó numéricamente), y en 

esta forma, obtenemos las expresiones de Kirkwood y Auer para la barra rígida. 

L? 
T o  2 ,zn* 

las cua- 

será en 

A pesar de que existen mu..:ils funciones de - 9. 
L 

les cumplen estos dos requisitos, l a  elección que haremos de 

base al modelo de cadena que hemos escogido. 

Se mencionó en el capítulo I1 que el segundo momento de la dis - 
tribución correspondía al de una cadena inextensible semi-rígida (Kratky- 

Parod). Para este t i p  de cadena, la longitud del monómero efectivo ( A 
viene dada por la expresión 

I 
) 

I 
en la cual, para grandes valores de (cadena rígida) 1 tiende a con 

virtiéndose tomla la cadena en una barra rígida: 

valores de % (cadena flexible) disminuye hasta alcanzar su valor 

mínimo L 9 . 

c 'I  

por el contrario Fara pequeños 

L 



La f igura  muestra una grá f ica  de A I contra 

YL * 

Debido a que e l  aumentar l a  r i g i de z  de l a  ca- L .. 
dena (9 , ) )  i) aumenta l a  longitud de los 

monómeros e f ec t i vos ,  se  requiere más energía 

para cambiarle l a  curvatura a l a  cadena, o 

sea, "s', debe aumentar conforme aumenta 

respetando l a s  condiciones impues t '  
tas por l o s  l ím i tes  as intót icos  mencionados 

anteriormente. En consecuenvcia, proponemos 

w e  T. tenga l a  forma 
I I 

-q -3 -L - I  0 I 3 

!Lo 

en donde l a  constante deke tener e l  va lor  

Una vez habiendo especif icado l a  forma de l  término de v iscos i -  

dad interna, se obtuvieron var ias grá f icas  para di ferentes valores de los pa- 

rámetros. 

La grá f ica  No. 1 corresponde a una cadena f l e x i b l e  en l a  cual 

se puede observar un comportamiento de Rouse por cas i  t r es  de6adas 

( \O - \o  

cuencia como W YZ . Después de este  comportamiento comienza a actuar 

e l  término r(T) produciendo que LG,'] alcance un valor  constante i n  

dependiente de l a  frecuencia y [ & , . " - - ~ o ~  aumenta linealmente con l a  fre- 

cuencia. 

3 L 
Ma, ) ,  o sea, l o s  módulos tienen una dependencia en l a  fre-- 

- 



I 

- 
, ~._._.I. 

La g r á f i c a  No. 2, corresponde a una cadena r í g i d a  

la  cual  t iene e l  comportamiento correcto  predicho por l a  t e o r í a  de Kirkwood 

y Auer. 

tales. 

Es tas  curvas están en completo acuerdo con los resultados experimen - 

-3 
La g r á f i c a  N o .  3, s e  obtuvo'para $= \O  (cadena f l e x i b l e )  y 

haciendo 3, 50 
cosidad in terna) .  

t r e s  décadas (l.- \D3 u&) o s e a ,  que los módulos dependen de l a  frecuencia 

en i a  forma d ' ' 2  J * para frecuencias mayores de \O l a  depen- 

dencia con Ul es de l a  forma W 

e s  obtenida por Harris y Hearst para a l t a s  f recuencias) .  

, o s e a ,  corresponde a l  modelc de Harris y Hears: ( s i n  'vis  

Aquí s e  observa un comportamiento d e l  t ipo de Rouse por cas  

- 

7 

( e s t a  dependencia en W 
'I\.\ 

3 
(cadena r íg ida)  9 

L 
La g r á f i c a  No. 4 ,  s e  obtuvo para ,- = \O 

y haciendo re ' -0 

gida y s i n  viscosidad interna.  

,o s e a ,  corresponde a l  modelo de H-H para cadena r í -  

Aquí no aparece el comportamiento de Rouse( !  
'I 

L a  gráfica No. 5, se obtuvo haciendo Te--O 
término de r ig idez  (p 9") . La g r á f i c a  e s  idént ica  a l a  obtenida por 

Rouse excepto para frecuencias mayores de Arriba de e s t a s  f r e -  

cuencias s e  observa que el módulo alcanza un valor constante inde- 

pendiente de l a  frecuencia,  mientras que Lh''-wye] empieza a disminuir - 
como L-' , Este  comportamiento s e  debe a que los mnn6meros tienen 

una longitud minima f i n i t a  [Q) ; si I\ l a  hacemos cero, l o s  rnÓdJlos 
3 

seguirían con pendiente 1/2 para cualquier valor de U 

y eliminando e l  

\6' u, . 
c5'3 

arr iba  de \O u, 

1 1  

-_ .. .. . . ~.. 
~ . . ... 
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C O N C L U S I O N E S :  

Comenzaremo: haciendo una recapitulación de l o s  resultados ob- 

tenidos en es t e  trabajo y iiinalizaremos con perspectivas y posibles extensio- 

nes de l  mismo. 

1 .  Un resulrado alcanzado en es te  trabajo, fue l a  obtención de 

una función de distr ibución para una cadena semi-rígida donde su segundo mo- 

mento coincide con e l  de Kratky-Parod s in  necesidad de introducir una condi- 

c ión sobre l a  inextensibi l idad de l a  cadena. Este resultado es relevante - 
para l a  descripción de la dinámica de una cadena en e l  régimen de Rouse dado 

que sólo e l  segundo momento aparece en l a s  expresiones de l a  viscosidad dins - 

mica. La incorporación de l a  inextensibi l idad en forma exacta en e l  estudio 

de l a  dinámica de una macromolécula es uno de l o s  ob je t i vos  de una corr iente  

actual de invest igación (2 .3 ) ;  s in  embargo, e l  esp í r i tu  de es te  trabajo va - 

más en e l  sentido de proponer ecuaciones dinámicas a un nivel  mesoscópico y 

no microscópico como pretende ese grupo de autores. A su vez ,  pensamos que 

es más conveniente e l  j u s t i f i c a r  microscópicamente ese n ive l  mesoscópico en 

vez de pasar directamente de l o  microscópico a l o  macroscópico. 

Para ser  consistentes con este  esp í r i tu ,  l as  fuerzas a i  n ive l  

- mesoscópico deben ser obtenidas de una estadíst ica correspondiente a este 

nive l .  

$- 2,  Por o t r o  lado, consideramos que l a  inclusión de tórminos 

d is ipat ivos  de l  t i po  de l a  viscosidad interna a n i v r l  mesoscópico, no es SÓ 

lamente una forma de resolvcr  l o s  problemas de una teor ia  que parte de ese 



-- 
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nive l ,  s ino que forma una parte  fundamental ae l a  descripción a este  n ive l .  

Esto es,  a l  pasar a un nivel  mesoscópico estamos promediando sobre un gran 

nÚmero de grados de l iber tad  y esto  t rae  como consecuencia l a  aparición de 

t éminos  d is ipat ivos  a n i v e l  ioesoscópico. Por l o  tanto, toda descripción 

a es te  n ive l  no es  correcta e i  general s i  no se incluyen términos d i s ipa t i -  

vos y en consecuencia, e l  mét3do de Harris y Hearst o Saito,  están imconple 

tos.  

3.  El comportamiento anómalo reportado por Harris y Hearst 

para e l  módulo de re la jac ión 

méricamente los módulos de re la jac ión para e l  caso 3-t O 

interna) para comparar con los resultados de H - H ,  y no se observó e l  corn 

portamiento anómalo e n q  i l o s  tiempos de re la jac ión no presentan l a  separa 

c ión con l a  que se quería exp l icar  dicho comportamiento. 

< no fue obtenido, Se calcularon nu- 

(s in viscosidad 

U 

4 .  Cuando se introduce un término general d is ipat ivo  en l a  - 
dinámica de l a  macromolécula, se obtiene l a  misma estructura formal para los  

módulos de re la jac ión que l a  obtenida por Peter l in .  

5. P e t e r l i n  propuso una dependencia l i nea l  con 9. de l a  

vicccisidad interna para expl icar  e l  espectro de a l t a  frecuencia. 

' j o ,  e l  ob je t i vo  de este  trabajo no era e l  de expl icar  e l  comportamiento a 

a l tas  frecuencias sino e l  e fec to  de l a  r i g idez  en e l  espectro de re la jac ión.  

S i n  embar- 

6. E l  término de viscosidad interna se propuso proporcional a 

dado que una dependencia de este  t i po  se puede entender físicamen 

t.e como una res is tenc ia  il l a  rapidez de cambio de l a  curvatura de l a  cadena. 

Pensando a l o  largo de estas l íneas  fue que se escogió l a  amplitud de l a  v i s  

cosidad interna proporcional a l a  longitud e f ec t i va  de los monómeros de l a  - 
cadena. 

9' 



7 .  LOS límites asir.:C:i¿os caaena f l e x i b l e  y barra r íg ida  pl;die 
- 

ron obtenerse proponiendo una forma ana l í t i ca  para -.Y* que dependla 

cialmente de l a  longitud de l  monómero e f ec t i vo  dado por l a  re lac ión de Watky-  

8. Esta dependencia de To en l a  longitud efecf iva de l  rronón;ero 

expl ica e l  hecho da que l a  transic ión de f l e x i b l e  a r í g i do  sea t a n  hr?.lsr.,, 'in 

l a  l i t e ra tura  se encuentran reportados datos experimentales para .:adenas r í g i  

das y para f l e x i b l e s ,  s i n  embargo, no aparecen situaciones intermedias. Este 

hecho puede ser  explicado en base a que l a  longitud e f e c t i va  de l  monÓmerb 

(o sea, 3, 

- 

) cambia en forma abrupta con pequeños cambios de l  parámetro 

, Por lo anter ior ,  se r ía  interesante establecer l a  re lación entre 

l a  viscosidad interna y l a s  f luctuaciones en e l  tensor de esfuerzos produci- 

das por l o s  movimientos a l o  largo  y perpendicular a l a  cadena a pa r t i r  de un 

m d e l o  microscópico de ésta y por l o  t an t o ,  deducir a s í  l a  estructura de l a  - 
viscosidad interna. En esta dirección se han hecho esfuerzos recienternentettv) 

pero aun a s í  no están totalmente entendidos l o s  mecanismos que dan origen a l a  

viscosidad interna y creemos que s i  se enfoca ese estudio en l a  forma aquí pro  

puesta, esto ayudará a entender e l  Origen f í s i c o  de su estructura. 

.. . , 



A P E N D I C E  I 

En mecánica clásica, una forma posible de  determimr cuáles - 
es la trayectoria clásica x 
posibles trayectorias, es usando el principiode mínima acción, Este 

principio establece l a  existencia de u r d  cantidad 

calculada para cada trayectoria. 

para la  cual S es un extremai (máximo o mínimo), i.e. el v a l w  d e  

S permanece C O O ~ ~ U T E  a pr imer orden, si la trayectoria es modifi- 

cada ligeramente. 

seguida por una partícula de todas las 

S la cual puede ser 

L a  trayectoria clásicaT<(t) ' es aquella 

L a  cantidad S llamada acción, est6 dada por 
tt b 

donde es llamado el lagrangiano.de1 sistema y el cual tiene la  forma 

para u n a  partícula de mqsa moviéndose en un potencial v(Y, t) 

El principio de mí'nima acción nos conduce a las ecuaciones 

de Lagrange 



En el caso rnecánicwcuántico, la regla para decir  cuánto con - 
tribuye cada trayectoria a la amplitud de la función de onda para ir del 

punto a al  b, es la siguiente: no sólo la trayectoria de acción extre 

ma contribuye , todas las trayectorias contcibuyen en igual cantidad a l a  

amplitud total, sin embargo, el las contribuyen con diferentes fases: la  

fase para cada camino es la  acción para ese camino por unidad de 

- 

S 

, por lo tanto la  amplitud para ir de a L b es 

y en  consecuencia, la probabilidad para i r  de  x, al  tiempo 6- a' 

Para construir l a  suma sobre todos 

las trayectorias, haremos una divi-- 

siÓn del intervalo de tiempo t b - t ,  

en u pequeños intervalos de  

tiempo de  duración E . 
Para cada tiempo ti seleccionare- 

11 
:l 

[.I .- rnos algún punto especial X,: 

B 
l 
a 

es 

tt 
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. .. 
Construiremos e l  camino conectando todos los puntos seleccionados por 

llneas rectas. Una forma de definir una suma sobre todos los caminos 

posibles es tomar una integral mciltipie sobre todos los valores de. )(L 
. 

para L entre 1 +-y 

(no se integra sobre YO 2 ya y X U C Y b  debido a que son 

puntos fijos). 

Podemos obtener una muestra más representativa del conjunto 

con-ipleto haciendo E más pequeña. Además hay que introducir 

un factor de normalización a i  cual denotaremos por A-". 

Entonces 

es una integral de 

línea sobre l a  trayectoria que pasa por los puntos 

segmentos de líneas rectas (fig. A, ). En forma simb6lica, podemos 

xi unidos con 

escr ib i r  

$ 5 [b ,Sj  

\xCb,q) = Q j" I 

OL - 
en dor.de 1 a integral funcional será llamada "integral de trayectorias". 



J 
a 

para todas las trayectorias que van del punto(X4,fa) bc ? U u a  (Xb,*b). 

Una forma de l l evar  a cabo la integral 

sobre todas las trayectorias, es hacien - 

d o  un cambio d e  variable para re fer i r  15 

nueva variable a la trayectoria clásica. 

- 
Como antes, denotaremos por x (t) 
la trayectoria clásica para ir d e  a - 13 

“1 

1 

.. ~. . ...... 



o sea,  en lugar de definir un punto de la trayectoria por s u  distancia 

X (t) referida a un origen arbitrario, mediremos la  desviación y(*) d e  

is trayectoria clásica (Fig. A, ). 

Para cada instante de  tiempo t , las variables X y 

difieren. sólo por la  

ferente para distintos valores de 

7 (obviamente, el vaIor de esta co: ,:.ante es di - 
) , por lo  tanto % [X (+)a= 3 Ly if)] . 

L a  integral para la acción puede ser ’ escr i ta  como 

reuniendo todos los términos que no involucren y ( * )  

~ [ ~ ( t ) \ = ~ & a d e m á s ,  la integral de todos los términos que contienen 7 It) 
como factor lineal es cero ya que por definición x[&) 
miza s o sea, que 5 no cambie para variaciones de la tra - 

obtenemos 

I - 
es tal que  opti- 

yectoria alreJedor d e  (t) 



.. . ... I&_ 

terminan en el punto y = o ; pur- a trayectorias 7 (4) parten de  

esta razón, l a  integral sobre las trayectorias sólo puede ser función d ?  

los tiempos en los extremos, o sea 

SalvQ l a  función 

en las variables espaciales. El factor F(t,,-(,) puede ser determinado 

de ..iguna otra propiedad conocida de  la  solución como por ejemplo,norma- 

i izac ión. 

(+,,I,) hemos podido determinar l a  dependencia de  

I 

! 



Sd ecli*ivaientemente 'Y, contienen toda 
% %.. 

Veremos que 

la interacción hidrodinámica d e  una molécula consigo mismo, o sea, l a  

interacción hidrodinámica entre todos los segmentos de una macromolécula. 

De la  ecuación (SO), vemos que  $í satisfúce la ecuación 

3 

ii 3 
Sea 9$, el tensor que satisface ia ecuación 

t[&+. 1 9  = U (  5-51) J (4 -i I )  

- .  

en consecuencia, , 

.S 
rnediar,te un proceso interactivo obtenemos 



De l a  ecuación (85), l a  expresión para 7 (+, t )  

para una solo macromolécula 
A 



- por l o  que 

f. 1 I 



e n  consecuencia, vemos que s i  hacemos una expansión apropiada de (J.) - 
el término de la forma &q[h--~!' )  v' 
l a  parte viscosa del tensor de esfuerzos. 

me da l a  contribución a 

1 

i 
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I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
1 
I 

1 
1 
I 
1 

i l  

I 

A 

APENDICE IV 

3 satisface l a  ecuación - La función de Green 

1L 
l a  cual puede ser  escri ta como 

pero 30 es l a  función de Green asociada 

por l o  tanto, 

h 

Si hacemos un prcceso i t t rat ivo,  o dtene'mns 

y ,  equivale a quedarse 5 pr imer  orden en e l  desarro - - . considerar sólo 

110 d o  ~ 



REFERENCIAS 

1 )  s*  F o  Edwards, K-F. Freed; 
Noo 3 (1974). . 

Journal of Chemical Physics. 61, - 

2) N. W. Tscheg l :  Journal of Chemical Physics 37, 2547 (1962). - 
3) P.E. Rouse, Jr*j J. Chem. Phys., 21, 1972 (1953) 

4) B. H. Zimm, J. Chem, Phys., 24, 269 (1956) 

5 )  J.E. Hearst, J. Chem Phys., 37, 2547 (1962) 

6) F. Bueche, J. Chem Phys., 22, '3 (1954) 

7) R.A. Dickie, L. A. Holmes, cái as s in publicar; Jo D. F e r r y ,  

- 

- 

- 
- 

J. P o l y m r  Sci., c15 307 (1966) -' 
8) R.A. Har r is ,  J.E . Hearst, J. Chem. Phys., s, 2595 (1966) 

9) J.E. Hearst, R.A. Harr is,  E. Beah, J. Chem, Phys., 0, 310ü(1966) 

10) J.E. Hearst, F. Beals, R.A. Harr is,  J. Chem, Phys., - 48, 5371(1968) 

11) 

12) K. F. F.reed, J. Chem. Phys. - 54, No, 4 (1971) 

13) O. Kratky, G. P a r d ,  Rec. Trav. Chim., - 68, 1106 (1949) 

14) S .  Chandrasekhar, Reviews of Modern Physics, - 15, No. 1 ,  (1943) 

15) Harry  Lass, Vector and Toff ior Analisis; Intermtiom1 Student 

Landau, L i fgh i tz ,  teorfa de l a  elasticidad. 

Edit ion 1950, pág. 50.  



16) N. Saíto, K. Takahashi, Y. Yunoki; J. Phys. Soc. Japan, 22 - 
-3 

219 (1967). 
I 

17) Comunicación Privada. 

18) P. J. Flory; Statistical Mechanics of Chair Molecules, Interscien- 

ce Publishers, John Wiley & Sons, inc. (1969). 
I 
I 19) Kuhn, W., Kuhn, H. : Helv. Chim Acta 28 1533 (1945); E, 72 -9 

(1 946). 

20) R. Cerf, Chem. Phys..Lc-c., - 16, (1972); -> 22 613 (1973). 

21) G. Allegra, J. Chern. Phys., 0, 4910 (1972). 

22) D. A. Mac Innes, J. Polym. Sci. (Será publicado) 

23) P. G. de Gennes, J. Chem. Phys. 56 No 12, 5825 (1977). 

24) S. A. Adelman, K. F. Freed, J. Chem. Phys. 67, - NE 4, 1300, 

- .  , 

I 
1 

1 

-9 

(1977). 

25) J. G. Kirkwood, P. L. Auer; J: Chern. Phyc., -3 19 281 (1951). 

26) P. E. Rouse, J. Chem. PhyS. - 21, No 7, (1953) 

27) A Peteriin, Kolloid - z ,  ,209 -3 181 (1966). 1 
28) A. Peterlin, J. Polymer Sci., A-2, - 5, 179 (1967). 

29) A. Peterlin, C .  Reinhold, Trans, Cor. Yheology, -3 1 1  15 - - 

1 (1 967). 


