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CAPITULO 1
GENERALIDADES

§ 1.1.- Introduccién

Desde hace mucho tiempo se han investigado las soluciones cosmoldgicas en la teoria
de Einstein. Naturalmente se inicié el estudio haciendo una serie de consideraciones que
simplificaran el problema, como es el considerar al tensor energia-momento correspondi-
ente a un fluido perfecto. Claramente el siguiente paso fué suponer las implicaciones de
la presencia de un fluido no perfecto en el que estan presentes efectos disipativos, y que
conduce a resultados mas realistas.

Murphy [1] en 1973 construyé un modelo cosmoldgico para un universo homogéneo
e isotrépico con un fluido con viscosidad de bulto; este modelo tiene la caracteristica de
no presentar una singularidad tipo Big-Bang en el pasado. Sin embargo, la relacién que
utiliza Murphy entre el coeficiente de viscosidad y la densidad de energia, no es valida
para altas densidades.

Belinskii y Khalatnikov [4,5] en 1976 y 1977 hicieron un andlisis cualitativo de
modelos que consideran fluidos con viscosidad de bulto y viscosidad de corte. Pero
obviamente el interés era obtener soluciones exactas.

Santos et al [2] en 1984 obtienen soluciones exactas para un modelo cosmoldgico ho-
mogéneo e isotrépico con viscosidad de bulto y un coeficiente de viscosidad proporcional
a una potencia de la densidad de energia, pero sélo lo hacen para algunos casos simples.
No obtante, ellos utilizan una teoria no causal en su ecuacién constitutiva para la presién
viscosa [3].

Pavén et ol [6] en 1991, consideraron un universo espacialmente plano, homogéneo
e isotrépico, con un fluido viscoso que cumple con la ley causal de Maxwell-Cattaneo y
para el que el coeficiente de viscosidad de bulto es una potencia de la densidad de energfa.
Las soluciones que obtienen sdlo excluyen un caso que fue resuelto por Chimento et al
[7] en 1993. Estas soluciones se obtienen en forma exacta.

Hiscock et al [8] en 1991, realizaron un estudio que consistié en obtener soluciones
numéricas de las ecuaciones para el modelo cosmoldgico, isotrdpico, homogéneo, espa-
cialmente plano, utilizando dos ecuaciones constitutivas para la presién viscosa: la co-
rrespondiente a la ley de Eckart y la de Israel-Stewart. Ellos concluyen que la ecuacién
de Eckart es inapropiada para aplicaciones cosmolégicas porque conduce a una presién
total negativa.

Sin embargo, Barrow [9] habia encontrado ya en 1987 que una presién negativa puede
tener significado fisico al interpretarse como un efecto de creacién de particulas; ademads

sugiere que una solucién inflacionaria necesariamente viola la condicién de energia fuerte.
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Davis [10] en el mismo afio relaciond a una presién negativa con efectos debidos a defectos
topoldgicos cosmoldgicos como las texturas.

Asi pues, resulta interesante encontrar soluciones cosmoldgicas cuando se utiliza un
fluido con viscosidad de bulto cuyo coeficiente de viscosidad tiene las caracteristicas del
utilizado por Santos y colaboradores, pero resolviendo para mds casos que los consi-
derados por ellos. Esto es posible particularizando en algunos valores de la potencia de
la densidad de energfa y utilizando una ecuacién de estado especifica. También resulta
interesante investigar el comportamiento de las soluciones si se considera alguna otra
métrica ademds de la de Robertson-Walker.

Por otra parte una ecuacién de estado que resulta particularmente interesante es
la que utiliza Davis [10] y que relaciona con defectos topolégicos cosmoldgicos como
las texturas. De modo que surge la pregunta: ; cudl serd el comportamiento de las
soluciones cosmoldgicas en las condiciones mencionadas si se utiliza la ecuacién de estado
P=-1/3p?

En el presente trabajo consideraremos dos modelos cosmoldgicos: Homogéneo e
isotrépioco (Robertson-Walker) y homogéneo y anisotrépico (Bianchi I) con un fluido
viscoso con sélo viscosidad de bulto, para los cuales encontramos soluciones exactas.

Consideramos que el coeficiente de viscosidad de bulto es proporcional a una poten-
cia de la densidad de energia: n = nop™ (n es el coeficiente de viscosidad de bulto, ng
es una constante positiva y p es la densidad de energia), y una ecuacién de estado dada
por P = gp (P es la presidn, p la densidad de energia y ¢ una constante ). Utilizamos
ademds la teoria no causal de Eckart: 0 = —nU#;, (donde ¢ es la presién viscosa, 7 es
el coeficiente de viscosidad de bulto y 1y es una constante positiva); e investigamos las
condiciones de energia para determinar cudles se cumplen.

En el presente trabajo se resuelven los modelos en casos muy especificos, esto es,
para un fluido viscoso que puede ser polvo, radiacién , “stiff matter” o cumple con la
ecuacién de estado P = —1/3p, (¢ =0, 1/3, 1, —1/3) cuando el coeficiente de viscosidad
de bulto es constante, directamente proporcional a la densidad de energia, o proporcional
a la raiz cuadrada de la densidad de energia (n=0, 1, 1/2). En el modelo homogéneo e
1sotropico consideramos todas las posibilidades que surgen de las combinaciones de los
valores mencionados. Para el modelo homogéneo y anisotrdpico atin cuando se consideran
varios casos, solo se encuentra solucién para un tnico valor de ¢ y dos valores de n.

La razén para considerar especificamente estas ecuaciones de estado es que dife-
rentes autores las han utilizado probando que corresponden a fluidos relativistas que son
aplicables durante algunas etapas de la evolucién del universo, al igual que los valores
para el coeficiente de viscosidad de bulto.



El trabajo se presentard en el siguiente orden:

En el capitulo 1 se llevard a cabo una descripcién general de los fluidos viscosos
relativistas y se introducirén las condiciones de enérgia de Hawking-Penrose.

En el capitulo 2 se resolverd el modelo homogéneo e isotrépico para los distintos
casos, se discutird el significado de las soluciones y se investigaran las condiciones de
energia.

En el capitulo 3 se resolvera el modelo para el caso homogéneo y anisotrdpico, se
discutira también el significado de las soluciones y se investigardn las condiciones de
energia.

En el capitulo 4 se plantearan las conclusiones que se obtienen de este trabajo, a
lo largo del cual utilizamos signatura +2 y suponemos que la velocidad de la luz y la

constante gravitacional valen 1.



§ 1.2.- Fluidos Imperfectos

Un fluido puede visualizarse como un continuo, es decir, un conjunto tan grande de
particulas, que no se estudia a cada una individualmente, sino que se hace una descripcion
del conjunto en términos de sus cantidades promedio. Para generalizar esta idea a fluidos
reales, deben tomarse en cuenta los siguientes hechos:

1) Ademds del movimiento de bulto del fluido, es decir, como un todo, cada particula
se mueve con una velocidad azarosa.

ii) Pueden haber varias fuerzas entre las particulas que contribuyen a la energia poten-
cial total.

El conjunto de particulas en cuestién debe de ser suficientemente grande de modo
que cada particula es muy pequefia en comparacién con él, pero debe ser lo suficiente-
mente pequernio para considerdrsele homogéneo; es decir, la velocidad promedio, la energia
cinética y la distancia inter-particula deben tener el mismo valor en todo el conjunto.
Esto se llama un “elemento”. .

La aproximacién de un fluido como un continuo permite asignar a cada elemento un
valor de los pardmetros del fluido; matematicamente ésto eqivale a asignar a cada punto
un valor de tales parametros.

Se define a un fluido como perfecto cuando cada punto de él tiene una velocidad v
tal que un observador moviéndose con la misma velocidad ve al fluido como isotrépico,
ésto sblo puede suceder cuando el camino libre medio entre las colisiones es muy pequeno
comparado con la escala utilizada por el observador.

Sin embargo, para describir méas adecuadamente a los sistemas de la naturaleza que
se comportan como fluidos, deben estudiarse los fluidos imperfectos, es decir, fluidos
en los cuales la presién, la densidad o la velocidad varian notablemente a lo largo de
distancias del orden de una trayectoria libre media y/o durante el tiempo libre medio.

Para determinar las ecuaciones relativistas de un fluido en el que tienen lugar pro-
cesos disipativos debe especificarse el tensor de energia-momento correspondiente. El

tensor energia-momento de un fluido perfecto esta dado por
T = pn®? + (p+ p)UU?, (1.2.1)

donde p es la presidn, p es la densidad de energfa, U? es la velocidad del fluido.
Los gradientes en el espaciotiempo de un fluido imperfecto modifican este tensor de
la siguiente forma:

T8 = pn® 4 (p + p)UU? + AT*? (1.2.2)
N® = nU® + AN® (1.2.3)

donde AT*? es de primer orden en los gradientes y N es el vector de densidad de

flujo de particulas. Ademds p = presién, p = densidad de energia total, n = densidad
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numérica de particulas y U® = velocidad del fluido. Estas cantidades no estdn definidas

con precisién y para eliminar esta ambigiiedad es conveniente determinar a py a n desde

un sistema de referencia comévil el cual se caracteriza por Ul = 0, U% = 1. Asl,
p =T, n=NC (1.2.4)

Por su parte, p sigue siendo una funcién de p y n, como en el caso en que los gradientes
son despreciables y no hay disipacidn.

Ahora, U® es la velocidad de transporte de particulas, por lo tanto las compo-
nentes N' de N (vector de corriente de particulas) se anulan en el sistema comévil.
Sustituyendo en (1.2.2) y (1.2.3)

NO = nU% + ANO
n=n+AN°
de donde AN® =0y _ _ ’
AN =nU' + AN’
0=AN

Por otra parte
TOO :pTIOO +(p+p)br0(]0 +ATOO

p=-p+ptp+ AT
AT® =0

Por lo tanto, en un sistema de Lorentz se tiene

UCUPAT,5 =0 (1.
AN® =0 (1.2.

b
[
S’

[S]
(@2
~—

Debe notarse que todos los efectos disipativos contribuyen a AT®?. La finalidad es
construir el tensor disipativo lo mds general posible restringido por (1.2.53) y por la
segunda ley de la termodindmica, la cual indica que la presién p, la densidad de energia
p y el volumen por particula (1/n), pueden expresarse como funcién de la temperatura
T v la entropia por particula ok de la siguiente forma:

1
kTdo = pd(—) + d<£>.
n n
~ El movimiento del fluido produce entropia y ésta puede calcularse a partir de la ley
de conservacién

9,

o7t =0



contrayendo con Uk:

O | 1.2.7
Ua 53 (1.2.7)
En virtud de {1.2.2) se tiene que
——[p ad +(p+ )UO’U‘?} = U _a_ATaﬁ
5™ +(p+p =-Uaz5
empleando la segunda ley de la termodinamica
U i(m"" +(p+p)U°U] = —kT—a-(naU“)
*9zP Jz™

donde T y ok son la temperatura y la entropia por particula.
Regresando a (1.2.7) se encuentra que
5}

v ay __ATor/ﬁ?
5 CY(nal',/ ) kTU 527

Definiendo S = nkoeU®* — T“lUbgATO"B se tiene

05%  10Us ., 1 0T .
= o — U AT 1.2.
Gar = T om0t T Tiggsle (1.2.8)

Esta ecuacién expresa la tasa de produccién de entropia por unidad de volumen. Notese
que S° = nko es la densidad de entropia en el sistema comdvil; asi es que S* se interpreta
entonces como el cuadrivector de flujo de entropia. De (1.2.8) se encuentra que la segunda
ley de la termodindmica requiere que AT*? sea una combinacién lineal de gradientes de

. asa . thte, . .«
velocidad y temperatura tal que $2; sea siempre positiva para cualquier configuracion

del fluido, esta caracteristica resulta del segundo término en la definicién de S¢.
Supdngase ahora que se observa al fluido desde el sistema de referencia comoévil en
. . -4 70 ,
un punto P del espaciotiempo; U, %; v AT se anulan de modo que la razén de

produccién de energia por unidad de volumen en P serd

A . J .
S :_G_Ui Lg{)_\T’O 100\ (1.2.9)

Oz~ 72 gz T Oz

Para que ésta sea positiva en cualquier configuracién del fluido construyamos la combi-
nacién lineal de la forma:

. oT

ATV = — <b? + T, ) (1.2.10)
T 5)61 an 2 ;e s ;

ATH = _ <5E+5.$_i_§v.oaij> —nV Uy (1.2.11)



Por lo tanto la ecuacién (1.2.8) puede escribirse como
s> x e s fOU AUy 2, o, au; 2 >
= ) A == = — - =V .U (S}' e —_— - =V [J&i'
Jre T2 (VI +TU) + 2T <8;rJ " Jzt 3 P )\ O i Jzt 3 !
+ %(v U¥ >0 (1.2.12)

Los coeficientes x, ( y 7 son positivos o iguales a cero y se identifican como los coeficientes

de conduccién de calor, viscosidad de corte y viscosidad de bulto respectivamente.
Recuérdese que este resultado se obtuvo en el sistema de referencia comévil, de

modo que para que sea lo mds general posible debe ser valido en un sistema general de

Lorentz. Con este propdsito se haran las siguientes definiciones:

s OU; 2 09U

W= s 4 222 _ Zp s — 1.2.13

Vas = 525 T gpe 31 50 (12.13)
oT oU

= T—2y" 1.2.14

Qa Jdx + Oz8 v ( )

Ho,g Enag-f-UaUg (1.2.15)

que son respectivamente el tensor de corte, el vector de flujo de calor y el tensor de
proyeccion en el hiperplano normal a U®.

Los resultados (1.2.10),(1.2.11) y (1.2.12) se satisfacen por el tensor

3007
dxv

AT = —CHHP W5 — x(H*U? + HP'U*)Q., — nH® (1.2.16)
que es un invariante de Lorentz y, por lo tanto, valido tanto en el sistema de referencia
comévil como en un sistema de referencia general de Lorentz.

En base a las dimensiones se espera que los coeficientes x7', ( y n sean del orden de
la presion, de la energia térmica y proporcional al tiempo libre medio, respectivamente.

En general, los coeficientes de viscosidad y de conduccién de calor dependen de la
presidn y de la densidad numérica de particulas v son pardmetros fenomenolégicos. El
coeficiente de viscosidad de bulto regularmente es mas pequernio que el correspondiente
a la viscosidad de corte y al de conduccidn de calor, pero en general, no es despreciable.
Por ejemplo, cuando se tiene un gas perfecto la traza del tensor energia-momento es
una funcién de p (densidad de energia) y n (densidad numérica de particulas) en los
extremos relativista o no relativista; para kT del orden de m (masa de las particulas
que constituyen el fluido), T, no puede expresarse como una funcién de p y n, y la
viscosidad de bulto es del orden de la viscosidad de corte.

La viscosidad de bulto ademas, es importante en un fluido que permita un rdpido
intercambio de energia entre grados de libertad traslacionales e internos, como sucede en

un gas de esferas rigidas.



Existe un caso de particular interés en cosmologia, que tiene lugar cuando un medio
material (en el que el tiempo libre medio es muy pequefio) interactia con radiacidn,
donde los cuantos tienen un tiempo libre medio finito (7). En este caso, los coeficientes

de conduccidén de calor, viscosidad de corte y viscosidad de bulto estan dados por

4

X = §GT3T
4
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]

donde a es la constante de Stefan-Boltzmann, de modo que la densidad de energia de

n = 4aT4T[% —(

radiacién es aT*%, p es la presién total, p es la densidad deenergia total. En este caso
XT, ¢ y n son comparables, pero si la presion y la energia térmica estan dominadas por
la radiacion, entonces (%‘)n ~ %, de modo que la viscosidad de bulto resulta ser muy
pequena.

Toda esta descripcidén se ha llevado a cabo en el marco de la relatividad especial. El

tensor energia-momento en relatividad general se modifica de la siguiente forma [11]:
T =(p+p)UuUs + P24y

donde la métrica ya no es la métrica de Minkowski, si no alguna en el espaciotiempo

Ccurvo.



§ 1.3.- Condiciones de Energia de Hawking-Penrose

Hawking y Ellis (1968) [12] y posteriorment;e Hawking y Penrose (1970) [13] en
base al hecho observacional de la radiacién de fondo en microondas, plantean que el
universo debié haber tenido singularidades, ésto en base a suposiciones de causalidad.

Este resultado se resume en un teorema conocido como teorema de Hawking-Penrose:

Un espaciotiempo M no puede ser geodésica y causalmente completo si ademas de
satisfacer las ecuaciones de Einstein, con A < 0, no satisface las siguientes condiciones:
a) No hay curvas temporaloides cerradas en M.

b) Para cualquier vector temporaloide unitario t¢

[y

T, tht" > ZT* (1.3.1)

2

c¢) Cualquier geodésica causal v contiene al menos un punto en el cual

k[ﬂRU]aﬁ[pkU]kakﬂ # 0 (1.3.2)

donde k, es el vector tangente a v en el punto en consideracion.

d) M contiene al menos una de las siguientes situaciones:
1) Una superficie atrapada.
2) Un punto P tal que cualquier cono de luz del pasado desde P, converge.

3) Una hipersuperficie espacialoide compacta.

Una geodésica causal es una geodésica temporaloide o nula.

La suposicién (a) equivale a afirmar que no se viola la causalidad. La suposicién (b)
por su parte, toma en cuenta el hecho de que el tensor energia-momento es un tensor

simétrico, por lo tanto puede reducirse en cualquier punto a la forma diagonal:

T/“’ :Dlag HpaPIaPZaP3” (133)

donde p es la densidad de energia total y Py, P, y P3 son los valores principales de
la presién anisotrdpica. |

De la ecuacién de Raychauduri [14], que describe la razén de cambio de la expansién

(6):

d6 1
Vel = — = —592 — 0ab0 P + wapw®® — Reqécéd (1.3.4)

dode @ es la expansién (volumen), w es el tensor de rotacién, o es el tensor de corte.
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Y puesto que

entonces

bt = 87 [T, — —Tg,“,]t“t”

|
— 87 F* JEAEY — §Tguut"t"] (1.3.5)

7| T

i

, 1

theY — §Ttm}
1

= 87| Ty tht? - §T]

aqui T,,t#t" es la densidad de energia de la materia medida por un observador cuya

cuadrivelocidad es t#; en general se supone positiva

T,ut#t” >0 (1.3.6)

Esta desigualdad se conoce como condicién de energia débil.
Se esperaria también que la tensién debida a la materia no fuera tan grande y

negativa para hacer al lado derecho de (1.3.5) negativo, asi:

1

Tutht” — ;T >0

= ] (1.3.7)
T, tht” > =T
2
Esta es la condicidén de energia fuerte.
Tomando en cuenta que cuando un tensor T, es diagonal, toma la forma

Tlv“’ = pUp,UV + PlXuXV + P2y#yy + P:}Z‘AZV (1.3-8)

donde [U“,x“,y*‘, z“] es una base ortonormal,
U*# es temporaloide,
p es la densidad de energia en reposo,

P;,1=1,2,3 son las presiones principales.
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Dada esta forma de T, la condicién de energfa débil se cumple si y sélo si

p=0

(1.3.9)
p+Pi >0 i=1,2,3
mientras que la condicién de energia fuerte es equivalente a
3
P ;Pi =0 (1.3.10)

p+P, >0 i=1,2,3

Noétese que ambas condiciones requieren que p > 0.

Asi es que
T, t4tY > lT"
[ — 9Tk
es equivalente
3
p+ Y Piz0
i=1

p+PiZO i=1,2,3

La suposicién (¢) significa que cualquier geodésica causal pasa através de una regién
no vacia del espacio, o toca una region donde el vector tangente se desvia de la direccion
principal determinada por el tensor de curvatura.

En cuanto a la suposicién (d) puede concluirse que en el caso de un cuerpo co-
lapsdndose, se satisfacen todas las suposiciones del teorema.

Hawking y Penrose suponenen de la distribucién de energia de Plank observada en
la radiacién de fondo, que debid haber suficiente materia en cada geodésica nula dirigida
hacia el pasado desde P (donde P es la posicién actual en el espaciotiempo) para hacer
la profundidad 6ptica suficientemente grande, de modo que la radiacién pudo sufrir una
rapida dispersién antes de alcanzarnos.

El teorema de Hawking-Penrose, sin embargo, no proporciona ninguna informacién

acerca de la naturaleza de la singularidad en el espaciotiempo.
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En resumen, para que un fluido sea fisicamente razonable [15] debe obedecer las

condiciones de energia
i) Débil: T, t#t" >0

ii) Dominante: Un vector temporaloide t# que sefiala hacia el futuro, en cada evento
del espaciotiempo, el vector de densidad del cuadrimomento —T,,t” debe senalar
hacia el futuro y ser temporaloide o nulo.

1) Condicién de energia fuerte: Para cualquier vector unitario temporaloide que sefiala
hacia el futuro t* , en cada evento del espaciotiempo la tensién de la materia esta
restringida de acuerdo con 2T ,,t#t* + T > 0 (T es la traza de T,).

La condicién de energia débil es equivalente a decir que la densidad de energia del
fluido, medida por cualquier observador, es positiva. La condicién de energia dominante,
por su parte, puede interpretarse diciendo que la rapidez del flujo de energia de la ma-
teria, es menor que la rapidez de la luz para cualquier observador. La condicién de
energia fuerte significa que la densidad de energia total es positiva. Sin embargo, se ha
encontrado que una presién negativa puede haber tenido significado fisico durante las
etapas tempranas del universo [16]. De acuerdo con las investigaciones de Barrow [9],
la presencia de la viscosidad de bulto genera una componente de presién negativa que
viola la condicidén de energia débil, e interpreta a la viscosidad de bulto como un efecto
debido a la creacién de particulas o disipacién térmica. Davis [10] investiga los defec-
tos topologicos cosmolyégicos como las texturas, para lo cual requiere de una densidad
de energia negativa. De modo que una densidad de energia negativa puede tener una
interpretacion fisica.

Hawking y Ellis en 1973 [17], en base a la isotropia de la radiacion de fondo, supo-
nen que nuestro universo es del tipo de Friedmann por lo menos durante la etapa de
dispersién.

Se han construido diferentes modelos de universos homogéneos en los que inva-
riablemente se encuentran singularidades de diferentes tipos, todas en el marco de la
relatividad general, de modo que parece ser que la inica manera de “escapar” del teorema,
de Hawking-Penrose es aceptar lineas temporaloides cerradas, como lo hacen algunas
teorias, pero a cambio se viola la causalidad.

Existen algunos modelos de universos homogéneos libres de singularidades (Murphy
1973 [1], Heller et al 1973 [18], Heller-Suszycki 1974 [19]) llenos con un fluido viscoso
con viscosidad de bulto, pero que violan las condiciones de energia de Hawking-Penrose.
En los modelos en los que tiene lugar creacién de particulas en campos gravitacionales,
aparecen términos que se interpretan como presién negativa, lo cual viola la condicién
de energia de Hawking-Penrose. Morochnik, Elikhov y Vereshkov (1975) [20], tratan
de justificar los términos de presiones negativas intoduciendo turbulencias que causan

fluctuaciones en la métrica y en las variables del fluido. Estas suposiciones les conducen
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a un modelo de universo que evita el colapso a la singularidad.

Sin embargo, los modelos no singulares tienen poca aceptaciéon puesto que para la

g0, 1

etapa temprana de muy altas densidades y “pequefias” distancias los efectos cudnticos
son predominantes; pero aun no esta completamente desarrollada la teoria cuantica de
la gravitacién.

Por otra parte, los modelos anisotropicos presentan una variedad de posibilidades

) P P p

en cuanto a singularidades.
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CAPITULO 2
APLICACION COSMOLOGICA AL MODELO DE ROBERTSON-WALKER

El estudio de soluciones cosmoldgicas en el marco de la relatividad general usual-
mente se realiza empleando el tensor energia-momento correspondiente a un fluido per-
fecto. Puesto que el propdsito consiste en construir modelos cuyas soluciones se acerquen
mejor a las observaciones, deben tomarse en cuenta la mayor cantidad posible de pro-
cesos que tienen lugar en el universo fisico. Tal es el caso de los procesos disipativos
debidos a la viscosidad presente en un fluido real.

En las teorias cosmoldgicas relativistas la imagen del universo es una variedad cuadri-
dimensional en la cual la fisica y la geometria estan completamente ligadas. Por lo tanto
la suposicién de homogeneidad e isotropia que propone el principio cosmoldgico tiene
fuertes implicaciones en la geometria del espaciotiempo, que en este caso admite un
grupo de movimientos que involucran seis parametros, de modo tal que todos los puntos
y direcciones en el espacio tridimensional son equivalentes.

La homogeneidad espacial implica que el espaciotiempo debe admitir un grupo de
movimientos con tres generadores espacialoides independientes. Las trayectorias de este
grupo definen una familia de hipersuperficies espacialoides paralelas geodésicamente, por
lo tanto las ortogonales a estas hipersuperficies son temporaloides.

El elemento de linea, correspondiente tiene la forma:

dr?

2 2 2
dS :~dt +a(t) m

+ 1r?(dé* + sen’d do?) (2.1)

donde a es una funcién del tiempo, k=0,1,-1; 0<8<7 y 0

IN

¢ < 2.

Este es el elemento de linea de Robertson-Walker que deja a la funcién a y al
parametro k indeterminados; para relacionarlos con la distribucién de materia y radiacién
en el universo, se requiere de una teoria de gravitacién como la de Einstein. El elemento
de linea de Robertson-Walker se obtiene de la aplicacién de teoria de grupos a una

variedad riemanniana 3 + 1 dimensional.
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§ 2.1.- Ecuaciones de Campo de Einstein

La descripcién del sistema se realizard desde el sistema de referencia comévil, es
decir, donde la cuadri-velocidad es U, = &),

Las ecuaciones de campo de Einstein estan dadas por

G, =8aT,, (2.1.1)

El lado izquierdo de la ecuacién esta definido como

1
G/.LU = Rp,l/ - é—gpug}e (2.1.2)

donde

¥ =g'"R,, eselescalar de curvatura (2.1.3)

o

Rogur = ga,\[Pguyu — Fgu,v + P;\u Gy — I’:}UI‘E‘J es el tensor de Riemann (2.1.4)

1
re, = §g°‘ﬁ(g5“1u + 88u,u — 8uv,3) son los simbolos de Christoffel (2.1.5)

Como se observa, sdlo a partir de la métrica puede determinarse el lado izquierdo de las

ecuaciones de campo.

Las componentes de la métrica de Robertson-Walker (R-W) estdn dadas por

goo = —1

a2
R gy (2.1.6)
goo = a2r2

g33 = a’r’sen’d

de donde los simbolos de Christoffel distintos de cero son ( eq. (2.1.17) )

I = 5= Ty =2 T3, = ¢ %5 =T
I3, =r’ad 1o =T =1 I =Th
I35 = r’a’ asen’d I = 1_k1:rz I3 =T, I'$; = cosé
[y =-r(l-k?) T3 =T} I3 =T5s

'3, = senfcosd I3, =13,

I3y = —r(1 — kr?)sen®4 r3, =r3,
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y las componentes del tensor de Riemann distintas de cero

3a
Roo = ——
a
1 ; .2
= : 2k
Ri: 1_kr,z(aa{—Za + 2k)
Raz = r*(ad + 24° + 2k) (2.1.8)

R33 = r2sen29(aé +24% + 2k)
6 .o .2
r = a—2(aa +a° + k)
donde esta tultima expresién corresponde al escalar de curvatura. Con estos resultados
se encuentra que las componentes del lado izquierdo de las ecuaciones de campo son:

3, .5
Goo = -g(a' +k)

a

1T,
G = 2 — 1(2‘1‘1 +a” +k) (2.1.9)

G22 = —I‘Q(QCZEZ + 6.12 + k)
Gi3 = —r’sen?§(2ad + 4% + k)

donde el punto indica derivada respecto del tiempo. El lado derecho de las ecuaciones
(2.1.1) es el tensor energia-momento que corresponders al de un fluido viscoso como es
el proposito del presente trabajo.

El principio cosmolégico impone varias restricciones al tensor T,,; usando las
ecuaciones de campo, todas las componentes de T,, cuando u # v se anulan y
T11 = Toa = T3, es decir, la tensidn normal es la misma en todas direcciones, mientras
que la tensién tangencial y el flujo de energia se anulan. No se tendrd entonces vis-
cosidad de corte ni conduccién de calor debido a la suposicién de isotropia, es decir, no
habra radiacién electromagnética ni gravitacional excepto en forma difusa. Por lo tanto
la viscosidad de bulto, es decir, la viscosidad del fluido como un todo, no se anula.

En base a estas consideraciones se obtiene (Weinberg 1971 [21]) la siguiente forma

general del tensor energia-momento:
Tuw =(p+D)UuU, + Pgus (2.1.10)
donde p es la densidad de energia, U, es la cuadri-velocidad y
p=p—nU¥, (2.1.11)

es la presién total, donde p es la presién normal y n es el coeficiente de viscosidad de
bulto.
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Antes de igualar los correspondientes términos de la ecuacién (2.1.1) deben deter-
minarse la ecuacién de estado y la forma y dependencia del coeficiente de viscosidad de
bulto.

La ecuacién de estado en general relaciona a la presién, la densidad de energia y
la entropia. Usualmente en cosmologia se supone que la entropia es un invariante, es
decir, una constante en el espacio, de modo que la ecuacién de estado serd una relacién
entre la densidad y la presién. Existen varios casos de interés en cosmologia en cuanto

a ecuaciones de estado dadas por la ley

p=c¢p —-1<e<1 (2.1.12)

Esta ecuacién de estado es aplicable a varias clases de fluidos, tal es el caso de polvo,
entendiendo como tal a una coleccidn de particulas que se encuentran en reposo en un
sistema de Lorentz. Para este caso particular la ecuacién de estado correspondiente es
P =0 (¢ = 0), o bién cuando ¢ = 3 la ecuacién de estado corresponde a un gas de
fotones. Otro caso de interé en cosmologia surge cuando ¢ = 1, que corresponde a un
gas de “stiff matter” que es un fluido relativista bajo grandes presiones.

Davis [10] utiliza una ecuacién de estado con ¢ = —1/3 que resulta aplicable a “tex-
turas”. Con el propdsito de investigar otras implicaciones que puede tener el considerar
una ecuacién de estado de este tipo, consideraremos en este trabajo éste y los valores
anteriormente mencionados para €.

Por otra parte, el coeficiente de viscosidad de bulto tendrd la forma:

n=ngp" (2.1.13)

donde ng es una constante distinta de cero, p.es la densidad de energia y n es un nimero

real.

La ecuacién (2.1.11) corresponde a la presién total: la presién normal més la presién
viscosa, ésta ultima dada por
o= -nUk, (2.1.14)

se conoce como la ecuacién de Eckart. Esta ecuacién presenta dos problemas importantes:
predice que los pulsos viscosos se propagan con rapidez infinita y ademds presenta algunas
inestabilidades [22,23]. Con el propésito de evitar estas dificultades se proponen otras

teorias como la de Maxwell-Cattaneo quienes proponen una presién viscosa dada por

70 + 0 = —nU¥;, (2.1.15)
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donde 7 es el tiempo de relajacién. Esta teoria predice una rapidez de propagacién de
los pulsos viscosos dados por )
L
v = (i) " (2.1.16)
pT
Una teoria atin més completa es la teoria generalizada de Israel-Stewart de segundo

orden, segun la cual
: w, 1 u T v
o + 16 = =qU;, =50 TpUMY, (Tpn) (2.1.17)

donde la incorporacién de los términos no lineales se interpreta como una consecuencia
debida a ecuaciones de estado no lineales. No obstante que ésta ultima es la ecuacién
mas aceptada, no esta exenta de dificultades, ya que impone severas restricciones sobre
la estructura del fluido, que no son fisicamente claras.

Sakari y Jou [24] comparan modelos cosmoldgicos con un fluido viscoso como fuente
en la métrica de R-W, utilizando las tres ecuaciones constitutivas para la presion viscosa
y resuelven algunos caso. Concluyen que los resultados dependen de la ecuacién de

estado utilizada, ademds de la ecuaciéon constitutiva.

En este trabajo se utilizara

p=c¢p (2.1.18)

como ecuacién de estado,
n=mnop" (2.1.19)

como coeficiente de viscosidad de bulto y
o =-—nU#;, (2.1.20)

como presion viscosa. Ademds se investigara que condiciones de energia cumplen las

soluciones.

Establecidas estas ecuaciones puede ahora determinarse el tensor energia-momento
(2.1.10) cuyas componentes son:

a? a

R

11 ) p 3Tla
2.2 a
Toy = a r‘(p — 377—)
a

Tay = azrzsenQG(p — 3772)
a

(2.1.21)
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Estas componentes de T, constituyen el lado derecho de la ecuacién (2.1.1) de modo
que igualando éstas a las correspondientes componentes dadas en (2.1.19) se obtendran

las ecuaciones de campo:

dz—gwpa2+k:0

1 a2 K (2.1.22)

a+——~1‘7777a+47rpa+2— =0
a

como se ve, estas ecuaciones pueden reducirse, para lo cual de la primera de ellas se

obtiene que

8177 [3k +3('>2} (2.1.23)

pero de la segunda ecuacion se tendra

Seake (8 - cwo-n)

a? a
utilizando (2.1.18) y (2.1.19):

k a a\? )
el + ‘2~ + —) = —87r<5p — 3n0p —)
a a

Introduciendo aqui la ecuacién (7 23) se obtendra:

2ai + A(a®

(a +k) =0 (2.1.24)

donde
A=3c+1, B= —(87) "3y, (2.1.25)

Para resolver la ecuacién (2.1.24) se supondrd que a es una funcién de a, de modo que

puede definirse

y = (&% +k)

como una funcién también de a. As{

d
a(—%+Ay+Ba(1 yn(y — k)t =0 (2.1.26)

Como ya se senald, el pardmetro k puede tomar los valores 0,1, —1, de modo que
la ecuacién anterior se resolverd para estos valores de k. Otro pardmetro cuyo valor no
se ha determinado es n, algunos valores de éste tienen particular interés en este trabajo,
especificamente nos interesaremos en n = 0, %, 1 que respectivamente corresponderan a la
época de viscosidad constante, con n = % la descripcidn se aproxima a la época cercana

al Big-Bang y para n = 1, la época de baja densidad [14]. El pardmetro ¢, por su parte,
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que esta presente en la ecuacion de estado tendrd también algunos valores de particular
interés en este trabajo, como ya se menciond € = 0 corresponde a la ecuacién de estado
1

de un gas constituido por polvo, € = 3 cuando se trata de un fluido de fotones, ¢ = 1

corresponde al caso de “stiff matter” y como particular interés se estudiara el caso de
e=—3.

Las diferentes combinaciones de los valores mencionados para los parametrosk,ny ¢
que aparecen en la ecuacién (2.1.25), dan lugar a un conjunto de casos que se estudiardn
por separado. En primer lugar, se consideraran cada uno de los valores que puede tomar
k y para cada una de ellos, los distintos valores que puede tomar n y €. Por ejemplo,

dado k = 0 la ecuacién (2.1.24) serd

2ai + Ad® + Ball 7M7) — ¢ (2.1.27)

ahora quedan indeterminados n y ¢ implicitos en A. Se dijo que n tomara los valores

0,3 v 1, asi es que en la ecuacién (2.1.27) usamos el primero (n = 0):

203 + Ad® + Baa =0 (2.1.28)

de (2.1.25) se tiene que
A=3c+1yB=—-24nn,

fl

A estd en funcién de del parametro ¢ que se dijo puede tomar los valores 0, %, ly — %, de
acuerdo con lo cual A= 1,2,4 y 0 respectivamente, lo que da lugar a cuatro posibilidades

en la ecuacién (2.1.28). Es decir, se tendrd:

2ai 4+ a* 4+ Baa =0
2ad + 24> + Bag =0
2ai +44® + Baa =0

2a6 + Baa =0

Estas ecuaciones corresponden respectivamente a un universo abierto, homogéneo e

isotrépico lleno con un fluido cuyo coeficiente de viscosidad de bulto es constante

(n =0 = 9 = n) donde el fluido consiste de polvo (¢ = 0), radiacién (e = 1),

3
“stiff matt” (¢ = 1) y texturas (¢ = —1). ‘
A continuacién se considerard el siguiente valor para n (n = 3) que da origen a la

ecuacion

d
ad—z + Ay + By?/? =0 (2.1.29)

donde
B = —(87r)1/233/2770 vy A=3e+1
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para la que también surgen cuatro posibilidades correspondientes a cada uno de los

1

valores que puede tomar ¢ (0,1, 3, ——%) Para n=1 la ecuacién correspondiente serd

dy

3 + Ay +Ba'y? =0 (2.1.30)
a

a

con

B=-97 y A=3e+1

donde los cuatro valores de € generan otras cuatro posibilidades.
Restaria ahora considerar los otros valores que puede tomar k (1, —1) y para cada

uno de ellos las posibilidades que surgen de los valores paran y €, como se hizo para k= 0;

sin embargo, en este trabajo solo se resuelve para k= 1y k= —1 cuandon=0y ¢ = —%,
es decir, el caso de un universo homogéneo, isotrépico, espacialmente cerrado (k= 1) o
espacialmente abierto (k= —1) que contiene a un fluido que obedece a la ecuacién de
estado p = ——%p y cuya viscosidad de bulto es constante.

A continuacién se listan las ecuaciones diferenciales correspondientes a cada uno de

los casos mencionados que se resolveran y estudiaran.
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n=1/2

n=1

e=10
6:1/3
e=1
e=-1/3
e=90
e=1/3
€=1
e=-1/3
e=0
e=1/3
e=1
e=-1/3
e=—-1/3
e=—1/3

208 + a2 + Baa =0
2ad + 242+ Baa =0
2ad + 44% + Baa =0

2aa + Baa =0

208 +a*14+ B =0
206+ 4*2+B =0
206+ 4°4+B =0

2ad + a’B = 0

20264+ a2+ Ba® =0
20%4 + 2042 + Ba® =0
2a%6 + 4aa> +Ba® =0

202G+ Ba® =0

2aa + Baa =0

2aa + Baa =0

22

(2.1.31)
(2.1.32)
(2.1.33)
(2.1.34)

(2.1.35)

(2.1.36)
(2.1.37)
(2.1.38)

(2.1.39)
(2.1.40)
(2.1.41)

(2.1.42)

(2.1.43)

(2.1.44)



D

Claramente nuestro objetivo ahora es resolver este conjunto de ecuaciones diferen-
ciales para el factor de escala a. Regresando a la ecuacién (2.1.26) puede notarse que si
£

k=0 se tiene

a%}i + Ay + Ba(172my(n+1/2) — g (2.1.45)
a

Realizando algunos cambios de variables, esta ecuacién puede integrarse con relativa

facilidad, dando como resultado:

B 11/(1-2n)
_ [, ~(A7241)(1=2n) _ ______] 9
. [c a o para n # vl/ (2.1.46)
o bien ]
giH(A+B)/2 _ [;(A +B) + 1} ('t + @) st n=1/2 (2.1.47)

donde ¢’ es una constante de integracion.
El caso n=0 corresponde al grupo de ecuaciones (2.1.31)-(2.1.34) y para este valor
de n apartir de (2.1.46) se tiene que

B
A+2

o _ {C/a—u«/m) ~ (2.1.48)
a

donde
B=-24mny A=3e+1

Puede ahora resolverse cada una de las ecuaciones (2.1.31)-(2.1.34) introduciendo el
respectivo valor del parametro ¢: Cuando ¢ = 0 se tiene
a=ca'/? - Ea

3

integrando esta ecuacidén entre a, ag, y t, tq la solucién obtenida es

2/3
a=|cet? ™t _ ¢ (2.1.49)
donde 5
= ¢ = 4.3/2
01‘247”70’ cC=qap’ "+

son constantes de integracién y tg = 0. Si ahora ¢ = % de (2.1.48):

integrando esta ecuacién se tiene

- (2.1.50)



donde
4¢'

247,

¢y = , c‘:.‘—a%—%—clytO:O

cuando ¢ = 1 la correspondiente ecuacidn diferencial a resolver es

que al integrarla se encuentra que

12770t /3
a= [ce o —cl] (2.1.51)
donde
6c’ 3
= , c=ag+c1 y to=0
247ng
Para ¢ = -—% la ecuacidn a resolver es
, B
a=c ~ =a
€T3
la correspondiente solucién esta dada por
a=ce'?™" —¢; (2.1.52)
donde
2¢!

- 241,

, C=ag+cy, ¥ to=0

También a partir de la ecuacién (2.1.46) pueden resolverse los casos correspondientes

a las ecuaciones (2.1.39)-(2.1.42) para los cuales n=1:

a _ [ a4y _ B 171 9
- [c a 12 (2.1.53)

donde
B=-24nm, vy A=3+1

Nuevamente se distinguiran varios casos que dependen del valor de e: Para ¢ =0

a_ [Cfasn _ E} i
a 3

La integracién de esta ecuacién da como resultado

c1a?® +1n a®™° =t + ¢y (2.1.54)
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donde

2
cd, = gc'ag/2 -+ lnvagmm, to=20

[SSRN ]

C1 =

cuando € = % la ecuacidn a resolver es

e [c'a2 - —B—}_l
4
cuya solucién esta dada por
cra? +1n a®°/t =t 4 ¢, (2.1.55)
donde ) .
c1==c, c=—a+n a9’7°/4, to =0
2 2
Si ahora € = 1 se tiene que
oo
la solucién correspondiente es
c1a® +1In a®"/? =t 4 ¢, (2.1.56)
donde ) /
c
ca==c¢, c=—-a+In agm’/?, tg =0
3 3
En cuanto a ¢ = —% la correspondiente ecuacién es
a 1, By-1
a {C ‘T 5}
y su solucion serg,
cra+1n a®/? =t 4+ ¢, (2.1.57)
donde
— — 970/2 =
c1=c¢, ca=cas+Ilna y to=0
El conjunto de ecuaciones (2.1.39)-(2.1.42) corresponden al valor n= 1, en las que

también se distinguirdn varios casos dependiendo del valor de €. Para ¢ = 0 la ecuacién
a resolver sera:

. .9
aa = oxa

donde

B = —(8m)' /2332,

esta ecuacidn tiene la solucién



a=|ct+c 1/ ,a =0
fext + o a7 (2.1.58)
a =cpe ,a=10

1

3 se tiene la misma ecuacidén diferencial y sélo difiere en el valor de la constante

Parae =
o.

Cuando ¢ = % la solucién esta dada por

a=legt+cl’*  La#0

(2.1.59)
a =ce ya =10
donde 1
a=2-— 5(8#)1/233/2170, ci1, Cp son constantes de integracion
Si € =1 la solucién correspondiente es
2/a
a=|cit + cq a#0
| ’ (2.1.60)
a=ce ya=20
donde
a=6+ (87r)1/233/2770, c1, Co ¢ son constantes de integracion
En cuanto a ¢ = —% se tiene la solucién
2/a
a=|cit+cgy a#0
| hia (2.1.61)
a=ce ya =10
donde
—9 1/2 3/2 ‘ .
a=2-(87)""3""ny, c¢i1, co son constantes de integracion
Nétese que cuandon=0y ¢ = —% las ecuaciones diferenciales correspondientes a los

casos k= +1 son los mismos que para el caso k=0 y claramente se tendrdn las mismas

soluciones.



§ 2.2.- Densidad de Energia

Antes de interpretar fisicamente las soluciones que se han obtenido, recuérdese que
la ecuacién diferencial que se esta resolviendo surgid de la combinacién de las ecuaciones
(2.1.22) por lo cual no aparece la densidad de energia p en la ecuacién diferencial. Sin
embargo es de fundamental importancia investigar el comportamiento de la densidad de

energia a lo largo de la evolucién del universo; con tal propdsito regresamos a la ecuacién

(2.1.23): .
1713 N 2
== +3(3) ]

Se han encontrado las expresiones de a para distintos casos determinados por los

P

valores de los pardametros k, n y ¢, de modo que para los mismos valores de estos

parametros se resolvera para p. Asi cuando k=0

po (5)2 (2.2.1)

" 8 \a

y para k=0,n=0,¢ = 0 se encontrd que

de modo que en este caso

-2

p = 24m(nec)te e [cem"'""t - cl] ) (2.2.2)
Analogamente para k=0,n=0,c = % se encontré que
1/2
a= {cel?’”"’t - cl]
por lo tanto
3 -2
p= §7r(12770c)2e24”"°t [cem’""’t - cl} (2.2.3)
cuando k=0,n=0,c =1
12770t 1/3
a= {ce e ——cl]
entonces
-2
p = 6m(noc)e?dmmo! {cen’”"’t - clJ (2.2.4)

Y cuando k=0, n=0, ¢ = —3

7 t
a= {cen""’" — cl]
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de modo que se tiene

: -2
p= ':8%7T(127r77<>C)26247”'0L [Ce”’”"’t —c (2:2.5)

para k=0 y n=1 los valores de a estan expresados por las relaciones (2.1.54)-(2.1.57) en

las que se puede observar que a no puede despejarse explicitamente. Sin embargo, puesto

=5 (3)

y de acuerdo con la ecuacién (2.1.46) cuando n=1:

que p esta dada por

a_ [CIG(A/Q"I'I) _ _B_} .
a a+2

donde B= —97y y A= 3¢ + 1 Se tiene que cuando ¢ = 0, A=1,
: -1
2= [c’ag/2 + 3170]
a

de modo que

-2
p = 3 [c'af‘/? + 3770] (2.2.6)
8

que queda expresada como una funcién del factor de escala a y no explicitamente como
funcién del tiempo. Andlogamente para los restantes casos considerados
_ _ 1
k:(], Il—]., g = 3

3 9 q-2
p= o= |c'a® + Tno] (22.7)
para k=0, n=1,e =1
3 1.3 3 -2 .
=% {C a”+ ;no} (2.2.8)
Cuando k=0, n=1, ¢ = _%
37, 9 71-2
P=3r [C a—+ ;noJ (2.2.9)

En cuanto a n= ; (k=0) las expresiones de a estdn dadas por las ecuaciones

(2.1.58)-(2.1.61) en las que para cada caso se tienen dos valores de a: Para k=0, n:%,
e=0
1
a=|cit+ co|= ,a#0

a=cet ,a =10

¥y puesto que



entonces

3 2
= —c¢
P= 8r
Cuando k=0, n= 1, e =1
a= ]clt+00]2/a
azclect
Por lo tanto
3 /c1\? 1
=53
TN« ]Clt+C0]
3 o
p= 87 °
En cuanto a k=0, n= %, e =1
a= ]c1t+c0]2/°
azceci
y
3 <2C1)2 1
p__‘ — —_—
Fis a lclt'{"Cor
3 2
= —c
P 87
Cuando k=0,n= 1, ¢ = -1
a=]|c +c0|2/°’
a = ce
de modo que
p= —<c—1)2|c t + co| 7
8t \ « ! 0
3 2
pP= '2_7rc

%0
(2.2.10)
7a:O
ya# 0
,CX‘—"O
a#0
(2.2.11)
ya =10
a£0
,0120
@ #0
(2.1.12)
ya=10
ya #0
ya =10
@ #0
(2.2.13)
ya =10



TABLA 2.1

k| n € Factor de Escala Densidad de Energia
12/3 -2
00| 0| a= [celz"""’t - p= 24mn(noc)’e?4™not [celz’""'t - cl]
11/2 -2
0/ 01}1/3| a= [ce”’"’"‘ _— p = 3m(12noc)?e?™rot [ce”’"’"t - cl]
31/3 -2
ol o 1 o= [celzmt —¢ p= 6m(noc)tetmmot [qel2rn,t _ 01]
' -2
0l 0 |-1/3]| a= [ce“'""'t -~ c1T p = 3m(12ngc)?e?4mmot [cen’""'t - cl]
, 2
0(1/2] 0 |a= |c1t+c0|/ ,a#F 0| p= 8%(%) et + o] 7 ,a#£0
0({1/2| 0 |a=cre ya=0ip= & ,a=0, a=(27r)1/233/2170—1
2
0(1/2(1/3 |a= leit +co|’*a#0]| p= g;(zx) et + co| 72 ,a#0
0[1/2]1/3 |a = cie® ,a=0|p=E&? ,a=0, a=2—%(87r)1/233/2n0
: 2
0l1/2] 1 la= leit +cof*,a#0 p:g’;(%) leat + co| 2 a0
0(1/2] 1 |a=cye? ya=0(p= 2 ,a=0, a=6+(87r)1/233/2170
2
0l1/2|-1/3]a= Jeat+cof* a#0|p= 5’7(7:) lext + co| ™2 a0
0]1/2{-1/3|a = c1e* ,a=0|p= & ,a=0, a=2—(87r)1/233/2170
-2
0] 1 0 | c'a¥/? +1nad" =t + " p= é%; [c'a3/2 + 37)0]
-2
0| 1 |1/3] c'a®+1n @™/t =t 4" p= = [c’a2 + %770]
-2
0| 1| 1 |ca®+Ina®®/2=1t4" p= = {c’a3 + %"70]'
-2
0| 1 |-1/3] cda+1Ina®m/2 =t 4" p= %[c’a—}— %770]
1{ 0 |-1/3} a= [ce”’"ht — C]] p= %7!'(121]0C)2624’"’°t [ceu"""’t — c11 -
-1 0 |-1/3| a= [ce”’""'t — cl] p = 3r(12n9c)2e?4mmo! [ce”’"’"t - cl] ~

30




§ 2.3.- Significado Fisico de las Soluciones

Los resultados obtenidos hasta el momento se resumen en la tabla 2.1. El primer
resultado que se lista, corresponde a un universo abierto, es decir, que se expande in-
definidamente (k=0), que contiene polvo (¢ = 0), cuyo coeficiente de viscosidad de bulto

es constante (n=0). En este caso el factor de expansién es

1277,t 2/3
a= [ce Mot — ¢y

Un pardmetro importante susceptible de ser comparado con valores medidos de las

observaciones es el parametro de Hubble:
a
H=-
a
que en este caso particular tiene el valor dado por la expresion:

el?rrr)ot

H = 8mnoc (2.3.1)

[Cel%rnot _ Cl}

Investiguemos ahora si existen singularidades presentes en la solucién obtenida.

Necesariamente se presentara un estado singular cuando a = 0, esto ocurre en

f= (%) (2.3.2)
127, C

Debe notarse, sin embargo, que el factor de escala no es un invariante y la singular-

idad puede ser aparente y sélo debida a las coordenadas utilizadas. Para comprobar que

realmente existe una singularidad en el tiempo dado por (2.3.2), un invariante como el

escalar de curvatura también debe ser singular en este tiempo. El escalar de curvatura

estd definido por
R=g"R,,

donde R, son las componentes del tensor de Riemann. En la métrica de R-W el escalar

de curvatura es

6. 6., 6k 4
y cuando k=0, n=0,y ¢ =0
2 5 1 3
R = 5(127770)"0 { 373 + C/ ZJ (234)
‘:6(121710!)/2 — EWD%WT} [C + e—lz—ﬁ,,T}
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Cuando el tiempo tiene el valor dado en (2.3.2), puede observarse de la ecuacién anterior
que el escalar de curvatura tenderd a infinito, lo cual representa una singularidad.

En cuanto a la constante de Hubble dada en (2.3.1), tiende a infinito cuando

1
1277,
parte, la densidad de energia se vuelve infinita también en el mismo tiempo.

1
127,

de las constantes c¢;, ¢ y 710, €l factor de escala, la densidad de energia, la constante

In(€2), es decir, presenta también una singularidad en el mismo tiempo. Por su
c y P

Asi, es posible notar que cuando el tiempo estd dado por In(<2), que depende
de Hubble y el escalar de curvatura son singulares. Es decir, un universo homogéneo,
isotropico, abierto, que contiene polvo con viscosidad de bulto constante, evoluciona
desde un estado singular donde la densidad de energia, la constante de Hubble y por lo
tanto la velocidad de recesidn son infinitas y el factor de escala es cero.

~ En un tiempo infinito, de (2.2.2) puede concluirse que la densidad de energia tiene

a un valor constante
p = 24mng’ (2.3.5)

el factor de escala se hace infinito, mientras que la constante de Hubble alcanza un valor

constante dado por
H =8 (2.3.6)

de modo que la velocidad de recesidn serd directamente proporcional a la distancia d,
i.e. v =8mnod y el escalar de curvatura tenderd nuevamente a un valor infinito.

En otras palabras, el universo que se esta describiendo evoluciona desde una singu-
laridad tipo Big-Bang y evoluciona hasta un estado de densidad de energia constante,
pero que depende del valor del coeficiente de viscosidad de bulto y cuya velocidad de
recesién es directamente proporcional a la distancia, donde la proporcionalidad depende
también del coeficiente de viscosidad de bulto; sin embargo el escalar de curvatura en
este estado evolucionado tiende a infinito, lo cual significa que existe una singularidad.

Analicemos ahora el caso de un universo abierto (k=0), que contiene a un fluido
de radiacién (¢ = 3), cuya viscosidad de bulto es constante (n=0). Se encontrdé que el
factor de expansidén en este caso estd dado por

}1/2

2
a= {cel‘m"’t -1
y la densidad de energia es
-2

3
p= gﬁ(lgnoc)ze%mnot [Cemm)ot _ Cl}

La singularidad en estos pardmetros tienen lugar cuando el tiempo tiene el valor

£ = 1271”70 In (%) (2.3.7)
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esto es, en el instante dado por la ecuacién (2.3.7) el factor de expansién es cero y la

densidad de energia se hace infinita, mientras que el escalar de curvatura:

c
R = 3(1277n,)* - (2.3.8)
C = SiFmmer
en dicho instante tiende a infinito.
En cuanto a la contante de Hubble, dada en este caso por
127t
° (2.3.9)

H = 6mnoc fcer2mmt — o]
también se hace infinita, al igual que la velocidad de recesién.

Por lo tanto, se tiene una singularidad en este modelo cuando el tiempo tiende al
valor dado por (2.3.7). Veamos ahora el comportamiento de estos pardmetros cuando ha
transcurrido un tiempo muy grande (t—oc). En este caso el factor de expansién (2.1.44)
tiende a una valor infinito, pero la densidad de energia tiende a un valor que sélo depende

del coeficiente de viscosidad de bulto,

3

p——>§7r(12770)2

La constante de Hubble, por su parte, tiende a un valor constante:
H=6mne (2.3.10)

por lo tanto la velocidad de recesidn no diverge en estados muy evolucionados del uni-
verso.

En cuanto al escalar de curvatura dado por (2.3.8) no presenta singularidad, si no
que alcanza el valor constante:

R = 3(1277,)* (2.3.11)

Ahora puede concluirse que un universo homogéneo, isotrépico, lleno con un fluido
de radiacién con viscosidad de bulto, evoluciona a partir de una singularida tipo Big-
Bang, que no se evita con la presencia de viscosidad, sin embargo ésta permanece presente
a lo largo de la evolucién del universo. Cuando ha transcurrido un tiempo muy largo el
factor de expansién tiene un comportamiento singular, pero no la densidad de energia ni
el escalar de curvatura que tienden hacia un valor constante, aunque depende del valor
del coeficiente de viscosidad de bulto, no representan una singularida fisica, (al igual que
en otros parametros como la constante de Hubble).

Consideremos ahora un universo abierto (k=0) conteniendo a un fluido de “stiff

matter” (¢ = 1) con viscosidsd de bulto constante (n=0). De acuerdo con los resultados
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listados en la tabla 2.1, para este tipo de universo el factor de expansiéon y la densidad

de energia estan dados respectivamente por

1277, 1/3
a= {ce et cl}

-2
p = 6r(ngc)2etmmo! [Cel27rnot, _ C1]

calculando la constante de Hubble se tiene que

el27r170t
H= 4nnocm (2.3.12)
Todos estos parametros se vuelven singulares cuando
1
¢ = In (c—l) (2.3.13)
1277, C

es decir, el factor de expansién tiende a cero, la densidad de energia tiende a infinito y
la constante de Hubble tiende a infinito, al igual que la velocidad de recesién. Si efecti-

vamente existe una singularidad en el instante dado en (2.3.13,) el escalar de curvatura

R = (127n,)%c L

Ii-zel?ﬂ'not |:Celz7'”70t — Cl] + §e12ﬁn°t} (2314)

2
[CeIQWm,t — Cl]

también debe presentar una singularidad, lo cual asi acurre. De esta manera el universo

evoluciona desde una singularidad tipo Big-Bang en t = 12; In<t hasta un estado
Mo ¢

también singular cuando el tiempo tiende a infinito. Debe notarse que andlogamente
a los casos anteriores el factor de expansién tiende a infinito y el escalar de curvatura
tiende a 2(127n,)? lo cual no implica un estado singular, en tanto que la densidad de
energia tiende a un valor dado por 671 y la constante de Hubble a 47n, valores que
dependen sdlo del valor del coeficiente de viscosidad de bulto ny.

Se considerara un caso més para un universo homogéneo e isotrépico abierto, lleno
con un fluido con viscosidad constante, en el que ahora el fluido es un gas cuya ecuacién
de estado es P= —%p.

En este muy particular caso k=0, n=0, ¢ = —-%, y de acuerdo con la tabla 2.1

e127rnot

a = — C1

2 24770t [cem”""t

3
p= gﬂ'(l?ﬂ'?]oc) -

ademas
el27r7)ot

H= 127(7] C——F——
o
Cel?rrnot cq

(2.3.15)
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1 c

R = (127n,)%c 2e!27 ot [celr‘)’”’"t - cl] + —el? ot (2.3.16)
Cel2wnot _'Cl] } 3

Inspeccionando estos resultados es posible darse cuenta que tanto el factor de escala

1
127q,

como la densidad de energia son singulares en el instante t = In(<*) al igual que
la velocidad de recesién y el escalar de curvatura que confirma que se trata de una
singularidad fisica tipo Big-Bang.

Para estados muy avanzados de evolucién (t — o) puede notarse que el factor de
expansion y el escalar de curvatura se vuelven singulares, en tanto que la constante de

Hubble y la densidad de energia tienden a los valores

H — 127n,

p— gﬂ (1270)*

respectivamente

Hasta este momento se ha analizado el comportamiento de modelos que representan
a un universo homogéneo, isotrépico, abierto, que contiene a un fluido relativista con
viscosidad de bulto constante y que puede ser polvo, radiacién, “stiff matter” y cuando
P = —1/3p, como se ha estudiado por separado. Se ha encontrado que en los cuatro
casos el modelo evoluciona desde una singularidad tipo Big-Bang que tiene lugar en el
mismo instante de tiempo para cada caso, sin embargo difieren notablemente en estados
muy evolucionados.

Analicemos ahora el caso de un universo isotrépico, homogéneo, abierto, lleno de
un fluido cuya viscosidad de bulto depende ahora de la raiz cuadrada de la densidad de

energia n =

[T

n=nop'/?

Como ocurre en estados tempranos de evolucidn, cercanos al Big-Bang. En la tabla 2.1
se listan los valores del factor de expansion y la densidad de bulto para cada uno de los
fluidos que se estan considerande. De acuerdo con ésto, el factor de expansién cambia
con el tiempo en la forma

a=lert + col?® a#0

a = cpe a=0
donde

a = (27)1/23%/2p, — 1

Por su parte la densidad de energia esta dada por

__3_(9.1_)2___L__

p_87r a/ et + cof a#0

p=-—3—c2 a=0
8w
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En el instante t = —(<2) el factor de expansién tiende a cero y la densidad de energia
tiende a infinito cuando a # 0, es decir, se tiene una singularidad. No asi cuando a = 0,
en este caso el factor de expansién crece exponencialmente con el tiempo y diverge sélo
cuando t — co. Por su parte la densidad de energia es independiente del tiempo para
o = 0. Asi se tiene un comportamiento singular en a y en p en el instante t = —(5—‘1‘)

cuando a # 0; en cuanto al escalar de curvatura

63 /2 1
R=-2(2-1)——j (2.3.17)
a o lert + col
tiende a infinito en el mismo instante. Por lo tanto se presenta una singularidad fisica
ent = —(‘;—3) para o # 0. El escalar de curvatura para a = 0 resulta ser
R =122 (2.3.18)

que al igual que la densidad de energia no depende del tiempo, si no sélo de la constante
de integracién c.

La constante de Hubble, por su parte, tiene el valor dado por

Ci 1
He = — 0 2.3.19
a leit + co o ( )
H=c ,a=0 (2.3.20)
Nétese que cuando t = — 22, H crece hasta el infinito cuando a # 0.

Investiguemos ahora el comportamiento de los pardmetros de este universo cuando
ha transcurrido un tiempo muy largo. En esta situacidn el factor de expansion se hace
infinito y la densidad de energia se hace cero, el escalar de curvatura por su parte tiende
a cero al igual que la constante de Hubble, por lo tanto la velocidad de recesién v=Hd
se anula también, todo esto cuando

a# 0=
mo # (2m)7 123732

Asi un universo homogéneo e isotrdpico, abierto lleno con polvo cuya viscosidad de bulto
depende de la raiz cuadrada de la densidad de energia, evoluciona desde una singulariadad
tipo Big-Bang que tiene lugar en el instante t = £ (cuyo valor especifico estd determinado
por las condiciones iniciales), hasta un estado estatico (H=0) sin densidad de energia.

Considérese ahora el mismo modelo de universo, es decir, homogéneo, isotrépico,
abierto con viscosidad de bulto dada por n = ngp%, excepto que ahora estara lleno con
un f‘luido de radiacién (¢ = 3). Para este caso en la tabla 2.1 se da el valor del factor de
expancién:

1/

1
a = ert — co] =2 ;(8W)1/233/2770

a = ce ,ya=0
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y la densidad de energia

3 21 '
p:w(c—l) —_— ,para a #0
8\ a IClt + CQI
3
p=—c? ,para a =0
87
En este caso también se presenta una singularidad en el instante t = —£2 tanto en

a como en p y en el escalar de curvatura sélo cuando a # 0, como puede verse de:

2c? 1

R = 126 (—% - 1) —_— para a #0 (2.3.21)
o \a le1t + col '

R = 12¢° para a =0 (2.3.22)

Cuando a = 0 puede notarse que ni la densidad de energia, ni el escalar de curvatura
divergen en algin tiempo y el factor de expansién sélo lo hace cuando t tiende a menos

infinito. Por otra parte, la constante de Hubble esta dada por

2C1 1
H= ———— ara o #0 2.3.23
a |cit + col P 7 ( )
H=c¢ para a =10 (2.3.24)
también diverge cuando t = —%* para a # 0. Es decir, en este instante el factor de

expansién se hace cero, la densidad de energia se hace infinita, la velocidad de recesién
se hace infinita y el escalar de curvatura se hace infinito; esto representa una singularidad
del tipo Big-Bang la cual cuando el tiempo evoluciona al infinito, la densidad de energia
v la velocidad de recesion se hacen cero, es decir, se detiene la expansion. Este es
exactamente el mismo comportamiento asintético que el del modelo de universo que
contiene polvo.

Se considerara ahora el mismo modelo excepto que ahora contiene un fluido de “stiff

matter”. Para este caso

a= |c1t+00|2/a para a#0 y a=ce’ para a=0
3 201 2 1 3 2
p:—(—> —— para a #F0 = —c~ ara a=0
El escalar de curvatura y la constante de Hubble estdn dados respectivamente por
12¢? /4 1
R = 1(———1)———,, para a # 0
o o lert + cof” (2.3.25)
R = 122 para a =10
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2C1

H=—]ct -1 ara a #0
o et Tl P # (2.3.26)
H=c . para a=10
Cuando t = —£2, el factor de expansién se hace cero, la densidad de energfa se hace

infinita, la constante de Hubble, y por lo tanto la velocidad de recesién se hacen infinitas,
todo esto significa que se tiene una singularidad, lo cual se confirma cuando el escalar
de curvatura toma un valor infinito en el instante de tiempo mencionado. Al transcurrir
el tiempo hasta valores muy grandes, el factor de expansién diverge en el infinito y la
densidad de energia se anula, al igual que el escalar de curvatura y la velociadad de
recesidn, es decir, se llega a un estado estacionario sin densidad de energia en un tiempo
muy grande, como sucede cuando se considera un fluido de polvo y de radiacién.

En el orden en que se estin considerando los resultados, corresponde ahora al mismo
universo homogéneo, isotrépico, abierto, cuya viscosidad de bulto estd dada por n =
770,0%, pero ahora se trata de un fluido cuya ecuacién de estado es P = ———é—p. Para este

caso nuevamente se tienen dos soluciones:

a=|01t+c012/°’ para a # 0

a=cpe” para a = 2 — (87)1/23%/2p,

o= (3/20)(er/af  crtbco [ para a £0

p = (3/8m)c? para a =0
H = (2c;/a)| it 4+¢o |7 para a # 0 (2.3.27)
H=c¢ para a =0 (2.3.28)
R = (12c}/a)[(4/a) — 1] cit +co |7°  para a #0 (2.3.29)
R = 12¢* para a =0 (2.3.30)

En este caso también cuando a # 0 se presenta una singularidad en el instante
t = —%%, cuando el factor de expansién tiende a cero y la densidad de energia se hace
infinita, la velocidad de recesién tiende a infinito (H — oo) y el escalar de curvatura
también. No asi cuando a = 0; en este caso ni la densidad de energia , ni la velocidad
de recesién ni el escalar de curvatura dependen del tiempo, si no sélo de la constante de
integracidn ¢, cuyo valor lo determinan las condiciones iniciales.
_ Para un estado avanzado de evolucién el factor de escala tiende a infinito, mientras
que la densidad de energia, la velocidad de recesién y el escalar de curvatura se anulan.
Asi, el modelo evoluciona desde una singularidad tipo Big-Bang hasta un estado

estdtico sin densidad de energia, como los casos en que se considerd polvo o radiacién.
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Otro modelo de interés es el que corresponde a un universo ilomogéneo, isotrépico,
ablerto, con viscosidad de bulto cuyos valores estan dados através de la relacidon n = ngp.
Considérese el caso de polvo (¢ = 0) para el cual el factor de expansion esta dado
por (2.1.54):
c1a?”® +1n a®™ =t + ¢,

de donde no se puede expresar explicitamente a como funcién del tiempo, ni tampoco la
densidad de energia (2.2.6):

p= 3 [c'aa/2 + 37)0} _2 (2.2.6)
8T

De (2.3.31) puede notarse que a es cero cuando el tiempo tiende al valor menos infinito.
Puesto que a = 0 se sugeriria la existencia de una singularidad, y se esperaria que la
densidad de energia tuviera un comportamiento singular cuando t — —oo, es decir,
cuando a = 0, sin embargo de (2.2.6) puede verse que este no es el caso, la densidad de

energia toma el valor

3
_-8—;(

que evidentemente no representa un comportamiento singular. Es de suponerse que

p 3n0)~?

el escalar de curvatura, que aunque no puede expresarse explisitamente en funcién del

tiempo

-2

3 27
[1 - ;c'al/zd} + ead? [c'a:‘/2 + 3770] (2.3.31)

Z 4

R = 6[c'a3/2 + 37]0J
no tenga un comportamiento singular cuando a = 0, en efecto, tiene el valor
R = 6(3n0) 2 (2.3.32)

La constante de Hubble, por su parte queda expresada en funcién de a en la siguiente
forma:
3 -2
H=-Scal/afca/? 4 30 (2.3.33)
la cual se anula cuando a lo hace, de modo que la velocidad de recesién es cero cuando
a=0.
Asi es que de acuerdo con este modelo, un universo homogéneo, isotrdpico, abierto,
que sélo contiene polvo, cuya viscosidad de bulto es 5 = ngp, no presenta singularidades
ni en el pasado ni hacia el futuro.

Considérese el mismo tipo de universo para un fluido de radiacién (¢ = 3). Aqui
c1a® +1ln o®m/* = ¢ 4 Co
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»
a = 0, es decir, tiene un comportamiento singular cuando el tiempo tiende a menos

infinito, pero la densidad de energia

3{/2_*_9 ]_‘2
= —ica —
P . 4770

tiende al valor
379 1-2
p== [an] (2.3.34)
que no representa singularidades. Andlogamente al caso de polvo el escalar de curvatura
no muestra comportamiento singular y la velocidad de recesién se anula. lo mismo ocurre

para un fluido de “stiff matter” (¢ = 1) cuando

c1a® +1n a®™/? =t & Co

2,0, 3 17
e Zlew

8
donde a se hace cero sélo para un tiempo infinito en el pasado, pero la densidad de energia
no es singular en el mismo tiempo, ni tampoco el escalar de curvatura. Exactamente el
mismo comportamiento muestra el modelo cuando se estudia el caso de un fluido para
el cual P = —é—p.

De acuerdo con los anteriores resultados el presente modelo describe a un universo
que evoluciona en el tiempo sin presentar comportamientos singulares cuando se tiene
una densidad de energia baja cuya viscosidad de bulto se comporta como 7 = ngp, ya
sea que se trate de un fluido constituido por polvo, radiacién, “stiff matter”, o bién que
obedesca a la ecuacién de estado P = —% p- Cuando el universo homogéneo e isotrépico
se expande indefinidamente con velocidad terminal finita (k=-1) u oscila (k=1), sdlo
resolvemos el modelo cuando la viscosidad de bulto es constante = 1y y cuando se
trata de un fluido con ecuacién de estado P = —%p.

En este caso es interesante notar que el modelo tiene exactamente la misma solucién

que cuando se trata de un universo abierto, es decir

5

a = cel?™Met ¢,
247(ngc)?

p=———7

2
[C — _CL_..J
el?rnor.

que’son singulares ambos parametros cuando

1 Ci
1277, " c
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cuando también el escalar de curvatura es infinito y por lo tanto singular al igual que la
constante de Hubble y por lo tanto la velocidad de recesién. Para estados muy avanzados
de evolucién cuando se trata del modelo para un universo cerrado el escalar de curvatura

y la constante de Hubble tienen respectivamente los valores

R = 6(127n,)?

(2.3.35)
H=127mn,

no presentan comportamientos singulares, es decir, el universo se expande con velocidad

de recesion

v = 127n.d
y densidad de energia
3
p=3T (12170)°

Se ha encontrado que para un universo isotrépico, homogéneo, abierto, lleno con un
fluido con viscosidad de bulto constante n = 19, cuando el fluido es polvo, radiacion, stiff
matte o cumple con la ecuacién de estado P = —%p, se presenta una singularidad tipo
Big-Bang en el instante t = [In(co/cy)]/1277,. Para un estado muy evolucionado cuando
se tiene un fluido de polvo o para el cual ¢ = —% el comportamiento es esencialmente
el mismo, es decir, existe una singularidad fisica que se manifiesta en el escalar de cur-
vatura, pero la densidad de energia alcanza un valor constante, al igual que el pardmetro
de Hubble, no obstante que el universo se expande indefinidamente con una velocidad
terminal finita.

Para radiacion y “stiff matter”, por su parte, no existe singularidad cuando el tiempo
se hace infinito, la densidad de energia permanece constante al igual que la velocidad de
recesion.

Cuando la viscosidad del fluido se toma como n = 19p?, que es el comportamiento
adecuado para la viscosidad en estados muy tempranos de evolucién del universo, con-
teniendo polvo, radiacién, “stiff matter” o un fluido para el que P = —%p, el modelo
presenta una singularidad tipo Big-Bang en el tiempo t = — &2, desde la que evoluciona
hasta que en un tiempo infinito cuando el fluido es polvo, radiacién o que cumple con
la ecuacién de estado P = —%p, se llega a otro estado singular en el que la densidad de
energia se anula al igual que la velocidad de recesién.

Cuando el universo contiene un fluido de “stiff matter” no existe singularidad en
un tiempo infinito cuando la densidad de energia y la constante de Hubble alcanzan un
valor constante.

En cambio, para baja densidad la viscosidad de bulto estd dada por = ngp. Tanto

1
—1,

comportamiento, esto es, en un tiempo infinito en el pasado existe una singularidad en

para polvo, radiacién, “stiff matter” o cundo ¢ = el modelo presenta el mismo
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el factor de expansidn, pero no en el escalar de curvatura, ni en la densidad de energia
que alcanza un valor constante y la velocidad de recesion se anula.

Cuando se trata de un universo homogéneo, isotrépico, abierto, con velocidad ter-
minal finita, o cerrado (k = %1), para un fluido que obedece P = —%p con viscosidad de
bulto constante, se encuentra la misma solucién que para el modelo de universo cuando
k=0.

Después de haber analizado diferentes casos para el modelo que se presenta en este
trabajo, surge la cuestién de cudndo es aplicable, es decir, cémo se comparan nuestros
resultados con las observaciones o con el modelo mds conocido, el modelo estandar.

Con este propdsito consideramos un pardmetro fisico, como la densidad de energia
en términos de una cantidad medible, como la constante de Hubble.

De acuerdo con la discusidn anterior para un tiempo muy grande y para una etapa

de viscosidad constante, se encontré:

H = amno (2.3.36)

p = Brng’ (2.3.37)
donde « y  son constantes cuyos valores surgen al especificar qué tipo de fluido se
considera. De (2.3.36) puede obtenerse

H

Mo = ——
ar

De modo que la densidad de energia puede expresarse en términos de la constante de
Hubble:
_ B

aw

De acuerdo con las observaciones el universo actualmente se encuentra en una etapa
dominada por la materia, de modo que para poder comparar el resultado (2.3.38) con
algun valor medido observacionalmente, debe considerarse el caso de un fluido constituido
por polvo. Para este fluido P = 0, se encontré que H = 8any y p = 247n; para tiempos

muy grandes, es decir, que & = 8 y § = 24 en la ecuacién (2.3.38):

p=——H
651” (2.3.39)
- —H2
8T
" El modelo estandar predice una densidad critica de
3 )
Pec = ‘8—;H6 (2340)
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donde Hy es el valor de la constante de Hubble en el estado actual del universo.

Asi es que si se considera que H = Hy en la ecuacidn (2.3.39) puede notarse que el
modelo que se etd presentando en este trabajo conduce a la densidad critica predicha por
el modelo estandar, en un estado muy evolucionado; sélo que nuestro modelo requiere
que la viscosidad de bulto sea constante. Sin embargo, en la etapa actual, la densidad
de energia es baja [14], y se espera que el coeficiente de viscosidad de bulto se comporte

actualmente como 1 = ngp y no como n = ng.
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§ 2.4.- Condiciones de Energia
Si se cumple la condicién de energia fuerte

Tesu®u® > =T (2.4.1)

b1~

y se satifacen las ecuaciones de Einstein, entonces se satisface también
R.4UU% > 0 (2.4.2)

Puesto que se estd considerando un sistema de referencia comévil, se tiene. U* = éf,
entonces:

de modo que
R, U*UY > 0= Rgo >0 (2.4.4)

De acuerdo con los resultados (2.1.8)

Roo = —32

a
por lo tanto

2<o0 (2.4.5)

a

Se han determinado las expresiones de a correspondientes a los diferentes casos que
esencialmente dependen de los valores de k, n y € como se lista en la tabla 2.1. Utilizando
estos resultados y de acuerdo con la ecuacién (2.4.5), se obtienen las condiciones de
energia para cada caso y se listan en la tabla 2.2.

Como puede observarse en los resultados de la tabla 2.2, las condiciones de energia
se reducen a condiciones sobre las constantes de integraciéon que deben determinarse de
las condiciones iniciales, también dependen del valor de la constante 19 que debe ser
positivo y distinto de cero.

En los valores listados en dicha tabla, puede notarse que para valores grandes de g
(valores grandes de la viscosidad de bulto), se viola la condicién de energia fuerte.

En particular, la solucidn es inflacionaria cuando n=0, es decir, cuando la viscosidad
es constante. Para la etapa cercana al Big-Bang (n=1/2) la condicién de energia fuerte
sélo se cumple si 1y es mayor que un namero especifico y cuando el fluido consiste de
polvo o “siiff matter”; sin embargo cuando el fluido es radiacién o cumple con la ecuacién

de estado P=1/3p, se requiere que 1y sea negativo para que se cumpla la condicién de
energia fuerte.
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TABLA 2.2

n € Requisitos para que se cumpla la condicion de energia fuerte
0 0 (1) el?Tt <Ly ¢ #£0
(2) < et y ¢ #0
(8) SL<el?™t < vy ¢ #0
0 1/3 (1) S<el?mici vy ¢ #0
(2) el2mot < Z% y a#0.
0 1 (1) S cel?met <3y ¢ £0
(2) el?™et <31y ¢ #£0
0 -1/3 el? et < &
1/2 0 M0 > Goesrr ¥ Co #F—at, a#0
No se cumple cuando a =0 donde a = (27)!/233/2p, — 1
1/2 1/3 0 <0 y coF—cyt a#0
No se cumple cuando a = 0 donde a =2 — %(871')1/233/27]0
1/2 1 'I]()>(—87)'5§?/? y c();é—clt a;éo
No se cumple cuando a = 0 donde a = 6 + (87)1/233/2y,
1/2 -1/3 o <0 y co#—cit a#0
No se cumple cuando o =0 donde a =2 — (87)1/233/2y,
1 0 dEIE oy >,
1 1/3 ETR oy I>it
1 1 FEZE Yy >
1 -1/3 # L y !>1

2a
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CAPITULO 3

APLICACION COSMOLOGICA AL MODELO
INHOMOGENEO DE BIANCHI 1

En el capitulo anterior se considerd el modelo de un universo que obedece el princi-
pio cosmoldgico y las implicaciones geométricas sobre el espaciotiempo que resultan de
este hecho. Puesto que se observa homogeneidad e isotropia a grandes escalas e inho-
mogeneidad a “menores” escalas, el modelo de un universo anisotrépico y homogéneo a
grandes escalas parece artificial, sin embargo se encuentra una aplicacién importante de
un espaciotiempo homogéneo y anisotrépico cuando se toman en cuenta los efectos de la
viscosidad, debida a neutrinos.

En la teoria de grupos continuos de movimiento se hace una importante simplifi-
cacién en el estudio de modelos cosmolégicos, teniendo secciones de espacios homogéneas.
Si hay un grupo de tres pardmetros que son simplemente transitivos en las variedades ho-
mogéneas, entonces las ecuaciones de campo de Einstein pueden reducirse a ecuaciones
diferenciales que tienen al tiempo como variable independiente. Las lineas de tiempo
se definen como las ortogonales a las variedades homogéneas y son geodésicas. Dichas
ecuaciones diferenciales involucran las constantes de estructura del grupo, sin embargo
pueden ser solamente nueve no equivalentes conjuntos de constantes de estructura para
esos grupos llamados los grupos de Bianchi. Cuando el grupo es abeliano (grupo de tres
traslaciones independientes), el espaciotiempo correspondiente se llama espaciotiempo

tipo Bianchi I cuya métrica esta dada por

ds® = —dt® + A*(t)dz® + B*(t)dy® + C*(t)dz* (3.1)

donde A, B y C son funciones que dependen sdélo del tiempo.
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§ 3.1.- Ecuaciones de Campo de Einstein

Supéngase un espaciotiempo descrito por la métrica de Bianchi I (3.1) que contiene
un fluido viscoso. En un universo homogéneo y anisotrdpico el coeficiente de viscosidad
debe incluir un coeficiente de viscosidad de corte y el correspondiente a la viscosidad
de bulto. En este trabajo se considerara una viscosidad de corte nula, mientras que la
viscosidad de bulto estd dada por la funcién n = nyp”, donde como hasta ahora 19 es
una constante positiva, p la densidad de energia y n tomard los valores 0, 1 y 1/2 como
en los modelos estudiados en el capitulo anterior.

Considérese un observador en un sistema de referencia comévil desde el que se
describird el comportamiento del universo. Para este observador la cuadrivelocidad serd

v, = 62. Las ecuaciones de Einstein estan dadas por
G,y = 87T,

donde
Gu =R —

é’::;wER

SRR

Para calcular éstas se requiere de las componentes de la métrica

goo = —1
B = A1) (3.1.1)
g22 = B%(t)
g3z = C*(1)
Los simbolos de Christoffel distintos de cero son:
Y =AA4 i, =T, =4/4
IS, = BB ri, =12, =B/B (3.1.2)
ry, =CcC I3, =T3,=C/C
y las componentes del tensor de Riemann distintas de cero:
1 . . N
Roo = ~ 5 {BCA +ACB + ABC}
Ru = & [BCA L CAB + BAC}
B L (3.1.3)
C . . .
Ras = o= [ABC + BAB + ABC]
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% = Z.Z_C [ABC + BCA + ACB+ BCA + CAB + ACH] (2.1.4)

donde la tltima expresidn es el escalar de curvatura. Asi es que el lado izquierdo de las

ecuaciones de campo tienen las componentes:

Goo = <5z |ACB + BCA + CAB}
AZ 1 . . .
Gu= -5z CB+BC+CB}
27 (3.1.5)
Gag = —ZE_CA+AC+CA}
c? . .
G33 = —-E LBA-I—AB + AB}

Por su parte, el lado derecho de las ecuaciones de campo estd dado por
T, = (g +I_3)UuUu + PGuv

que es el tensor energia momento para el fluido viscoso que se estd considerando, para

el cual
p=p—nU%,

Como en el capitulo anterior se utilizaran las ecuaciones de estado: P = ¢p con
diferentes valores de ¢, como ¢ = 0 cuando el fluido en consideracién es polvo, € = %— que
corresponde a un gas de fotones, ¢ = 1 es un gas de Stiff matter o ¢ = —% son los casos
que se consideraran aqui.

El coeficiente de viscosidad de bulto que es el unico que se considerara en este

modelo, como en el capitulo anterior esta dado por

n=mnep"

donde 7o es una constante distinta de cero, p la densidad de energia y n un nimero real
para el que se consideraran los valores 0 y 1.

Notese que en la ecuacidn de la presién total se incluyen las contribuciones de la
presién normal y la presién viscosa: p = p — nU#;,, donde la expresién para la presién
viscosa la da la teoria de Eckart, que como se menciond en el capitulo anterior, es una
teoria no causal que presenta algunas dificultades. Sin embargo se continuara utilizando
esta ecuacién en el presente modelo y se investigara al final qué condiciones de energia
cumplen las soluciones.
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Establecidas estas ecuaciones pueden ahora determinarse las componentes del tensor

energia-momento:

Too =p
' A B Cy]
Tu=ap-n(3+5+5),
i A B O\ (3.1.6)
— B2 i T T
Ty =B"|p- W(A+B+C>.
[ A B C
— 2]y —
Tu=Clp-n(3+35+5)
De (3.1.5) y (3.1.6) se establecen las ecuaciones de campo:
ACB+ BCA+ CAB = 8rABCp
. .. ' A B ¢ (3.1.7)
CB + BC + CB = 87BC 770p <Z+§+E) —sp} 18
. .. A B '
CA+AC+CA= 87rAC Mop (Z + ] + g) - Ep} (3.1.9)
. 3.1.10)
. L A B ¢ (
BA+AB+AB—87TAB 770p <Z+§+6)—€p}

De la ecuacié n (3.1.7) se encuentra que

e [ACB + BCA + CAB}
que al incluirse en las ecuaciones (3.1.8)—(3.1.10) el conjunto de las ecuaciones de campo

se reduce a

Mo BC .. .. L\ T . . .
ACB + BCA+CAB) (BCA+ ACB+ ABC)-
(8m)m=1 (ABC)"+! ( ) ( ) (3.1.11)

CB(1+¢) - %(BCA+CAB) ~CB-BG=0
T]O AC . . « e PP . . .
G (AB O (ACB + BCA+CAB)" (BCA + ACB + ABC) -
N . ) (3.1.12)
CA(L +¢) - %(ACB+CAB) —CA-Ab=0
: o AB . s .. .o\ . . .
)T AB G (ACB + BCA + CAB) (BCA + ACB + ABC) -
(3.1.13)

AB(1+¢)— 6(ACB+BCA>—Bji—Aiézo
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Como puede notarse este conjunto de ecuaciones cuyas variables son las funciones
dependientes del tiempo A, B y C estdn en términos de los pardmetros n, € y 7. El
coeficiente 7y se supondrd que es una constante ;;ositiva y diferente de cero; se con-
siderardn todos los casos que resultan de las combinaciones de los valores n = 0, 1y
e=0,1/3, 1, —1/3 como se realizd en el modelo presentado en el capitulo anterior.

Considérese primero el valor n = 0, el conjunto de ecuaciones (3.1.11) - (3.1.13) se

reduce a
CB+BC +e2CA+emAB+(1+¢)CB - 8mn, (BCZ +CB+BC) =0 (3.1.14)
. . C .. A .. .. : B .
CA+AC +eLAB +eLCB +(1+)CA - 8mno (C’A +ACS +AC) =0 (3.1.15)
. . A .. B . . .. ) . C
BA+AB+55CB+EECA+(1+€)AB—87rno(BA+AB+AB~C—) =0 (3.1.16)

Para n =1 las ecuaciones de campo son

torgs [BABCABC 4 BXCCA* 1 C'BBA? + A'CCB? 4 C*AAB”
45 . e e (3.117)
+A?BBC? + BZAAcz} -CB-BC - (BCA + CAB) —CB(1+¢e)=0
‘0020—13;2- [3ABCABC* + B2CCA? + C*BBA* + A2CCB? + C*AAB?
C. . . . . » (3.1.18)
+A’BBC? + BQAACQ] _CA—AC - %(ACB + CAB) ~CA(1+e)=0
1 . o Y .. ..
mo5g7 PABCABC + BXCCA® + C*BBA* + *CCB* + CPAAB?
(3.1.19)

+A?BBC? + BQAA(}?} _BA-AB - %(ACB + BC'A') —AB(1+¢)=0

Claramente el propédsito es ahora resolver estos conjuntos de ecuaciones diferenciales

para las variables A, B y C. Considérese primero el caso n = 0:

ACB+ABC+¢BCA+cCAB+(1+e)ACEB 87, (BCA + ACB + ABC) =0 (3.1.20)

BCA+ABC+:CAB+: ACB+(1+¢)BC A—8mng (BCA +ACB + ABC) =0 (3.1.21)

BCA+ACB+cACB+:eBCA+(1+e)CAB—8mn, (BCA +ACB + ABC) =0 (3.1.22)
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Para resolver este sistema de ecuaciones se propone la solucién

A= Agefrt | (3.1.23)
B = Bge®! (3.1.24)
C = Coe™! (3.1.25)

Donde Ay, Bo, Cy son constantes y P;, P2, P; son constantes que deben determinarse
para que se cumplan simultaneamente las tres ecuaciones diferenciales que constituyen
el sistema.

Sustituyendo la solucién propuesta (3.1.23) - (3.1.25) en las ecuaciones (3.1.20) -

(3.1.22) se encuentra que deben satisfacerse las siguientes ecuaciones:

P2+ P> + PyPy 4+ (P3P, + Py Py + Py Py) — 8nno(Py + P, + P3) =0 (3.1.26)
P12 + P32 + P3P + €(P1P2 + PP+ P3P1) — 87T770(P1 + P + Pg) =0 (3127)
P24+ P 4 PPy +c(P3sPy + P3Py + P Py) — 8ano(Py + Py + P3) =0 (3.1.28)

Este sistema de ecuaciones ahora algebrdicas implican un conjunto de condiciones
sobre los valores de las constantes Py, P, y P; que al determinarse, las soluciones
(3.1.23) - (3.1.25) cumplira con las ecuaciones de campo.

De este modo deben resolverse ahora las ecuaciones (3.1.26) - (3.1.28) para P,
P, y Ps3; antes de lo cual ndtese que aparece la constante ¢ que como se menciond
anteriormente son de interés en el presente trabajo algunos valores especificos para ésta,
a saber ¢ =0, 1/3, 1, —1/3 que al introducirse en las ecuaciones se obtiene el siguiente

conjunto de ecuaciones a resolver. Para ¢ = 0 se encuentra que
(a) P’ + P?+ PPy —8mno(Pr+ P+ P3)=0
() P>+ P> + PyP, —8ano(Py+ P, + P3) =0 (3.1.29)
(¢) P>+ P+ PP, —8wn(Pi+P+P;)=0
Cuandoe =1
(a) (Po+P3)? +P(Ps+Py)—8tno(PL+ P, +P;) =0
(0) (Py+ P3)? + Py(P, + P3) —8ano(P,+ P, + P3) =0 (3.1.30)
() (PL+P)>+Py(Py+P)—8rng(PL+Py+P3)=0

Para ¢ = 1/3 se tiene

. 4 1
(a) PQZ + P32 + §P2P3 + gPI(P3 -+ PQ) — 87('170(P1 + Pz + P3) =0
2 4 1
(b) P+ P+ §P1P3 + §P2(P1 + P3) —8mno(Py + P + P3) =0 (3.1.31)

0 4 1
(c) P1'+P22+§P1P2+§P3(P2+P1)—87T770(P1+P2+P3 =0
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Cuando e = —1/3

2 1 . .
(a) P+ P+ sPPs = PPy + Py) - 87no(P, + Py + P3) =0

2 1
(b) P>+ P+ gPlpg, - é-Pg(Pl + P3) —8no(Py + Py + P3) =0 (3.1.32)

2 1
(C) P12+P22+§P1P2—§P3(P1+P2)~'87TT]0(P1+P2+P3):0

Al resolver el sistema de ecuaciones (3.1.29) se encuentran una serie de condiciones
sobre las P’s. Del conjunto de condiciones ninguna tendra relevancia, ya que algu-
nas implican isotropia y puesto que se estda considerando un universo homogéneo pero
anisotrépico ésta no tienen interés. Otras de estas condiciones requieren que la viscosi-
dad de bulto se anule o bién implican soluciones imaginarias. De este modo, podemos
concluir que no hay soluciones del tipo mostrado en las ecuaciénes (3.1.23)-(3.1.25) para
este caso, de acuerdo con el modelo que se estd presentando.

Resolviendo ahora el sistema (3.1.30) se encuentra el siguiente conjunto de condi-

clones:

P, =~P, - P, donde P, y P; son arbitrarios

Considérese ahora el sistema de ecuaciones (3.1.31), al resolverlo se encuentra que
las condiciones implican o bién soluciones complejas, o bién requieren isotropia o que se
anule la viscosidad. Por lo tanto tampoco habré soluciones en este caso de acuerdo con
el presente modelo.

Resta ahora por resolver el sistema de ecuaciones (3.1.32), al hacerlo nuevamente se
encuentra que éstas requieren soluciones isotrdpicas, o bién que el fluido no sea viscoso,
o que tenga soluciones complejas, lo cual no tiene significado. Asi es que tampoco habra
soluciones en este caso.

Antes de interpretar fisicamente las soluciones que implican las condiciones que se
han encontrado, considérese el caso n = 1 y los distintos valores del pardmetro ¢ que se
han tomado en cuenta en este trabajo, de modo que se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

o [3}31}1_,133 + PP+ PP+ PP + PLPR + PPy + P1P32} -
e(P3P) + PPy + P,Py) — (P> + P> + P,P3) =0

- [3P1P2P3 L PP+ PP2 + PP + PP + P Py? + Plpgz] -
(P3P, + PP, + PyP)) — (P + Py + P3P) =0

0 {:aplpgp3 + PP+ PP+ PP + PP+ PP + P1P32} -
e(PsPy + PP, + PPy) — (P2 + P, + PPy) = 0
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v

Resolviendo este sistema de ecuaciones para cualquier ¢ se tiene el siguiente conjunto

de condiciones para Py, P, y Ps:

e=1, o # 0 P, =—-P,—P;, donde P, y P; son arbitrarios

de donde se han descartado todas las condiciones que generan soluciones complejas

o requieren que se anule la viscosidad asi como las que implican isotropia.
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§ 3.2.- Densidad de Energia

Antes de interpretar fisicamente los resultados: que se han obtenido, regresemos a la

ecuacién (3.1.7):

ACB + BCB + CAB = 87ABC)p

que es una expresién para la densidad de energia en términos de A, B y C. Si se utiliza

la solucién que se han propuesto

A= AoePlt
B = Bgepzt
C = C’erat

y se sustituye en (3.1.7), se encuentra que

1

:87r

P [P3Py + P3Py + P Py] (3.2.1)
Como puede notarse, la densidad de energia es independiente del tiempo y sdlo
depende de los valores de Py, P, y Pj; por lo tanto habra tantos valores para p como
valores haya para el grupo de P, Py, y P;.
En la siguiente tabla se resumen los valores que P, P, y P3; deben tener para que
la solucion propuesta satisfaga las ecuaciones de campo para un universo homogéneo
v anisotrépico descrito por la métrica de Bianchi I, asi como la densidad de energia

correspondiente para los diferentes valores de Py, P, y P;.

TABLA 3.1

ni{e P1 P, P3 P

0|1|Pi = —P; — P | Cualquier P, | Cualquier P3 | —=(P3* + P,* + P )
11| P, = —P, — P; | Cualquier P, | Cualquier P; —gl;r—(P32 + P2 P, Py)
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§ 3.3.- Significado Fisico de las Soluciones

Se estd considerando un universo homogéneo y anisotrépico lleno con un fluido
viscoso cuyo coeficiente de viscosidad de bulto es el preponderante. Se establecieron las

ecuaciones de campo y se propuso la solucién.

A= APt B =B C=Cpe

Para que esta solucién satisfaga las ecuaciones de campo, deben cumplirse una
serie de condiciones sobre los valores que pueden tomar P, P, y P3;, mismos que ya se
determinaron. Ahora se interpretard el significado fisico de estas condiciones y de las
soluciones que ellas implican, asi como sus implicaciones cosmoldgicas.

Nétese en primer lugar que se han obtenido independientemente los casos particu-
lares paran = 0 y n = 1 que se derivan de las ecuaciones (3.1.11)..(3.1.13). El valor
n = 1/2 que se incluyé en el modelo del capitulo anterior no se considera aqui debido a la
complejidad de las ecuaciones que resultan. En cuanto al valor de €, que es la constante
de proporcionalidad entre la presién y la densidad de energia en la ecuacion de estado,
se considerd que puede tomar los valores 0, 1/3, 1, —1/3. Asi se han resuelto todos los
casos que se crean de las combinaciones de los valores de n y ¢ que se estan considerando.

De todas las condiciones que deben cumplir P, P, y P3 en cada uno de los casos
mencionados se descartan (como también ya se hizo notar) los valores complejos, ya
que originan expresiones complejas para las variables, asi como también los casos en
que P;, P, y P; deban ser iguales, ya que ésto implica isotropia y puesto que nuestro
interés es estudiar el comportamiento de un universo homogéneo y anisotrépico, dichas
soluciones no proporcionan informacién al respecto. Se descartan también las condiciones
que requieren que el coeficiente 7y se anule ya que de ser asi, implicaria la existencia de
un fluido no viscoso.

Para los casos en que la solucidn propuesta satisface las ecuaciones de compo bajo las
condiciones que establecimos para el fluido viscoso (ecuacién de estado y coeficiente de
viscosidad), se listan en la tabla 3.1 los valores de P, P, y P;, asi como el correspondiente
valor de la densidad de energia .

El primer caso listado en la tabla 3.1 corresponde a un universo homogéneo y
anisotropico que contiene un fluido de stiff mater (¢ = 1) cuya viscosidad de bulto

es constante (7 = 19). La solucidn correspondiente es
A= Agem (PPt B = Beefrt O = Cpeft

donde P, y P; deben tener valores reales arbitrarios. Se presenta un estado singular en
un pasado infinito cuandosi P, >0y P3 > 0,4 — 00, B -0y C — 0o bien,si P, <0
yP3<0,A—0,B— o0y C — co. Cualquiera de las dos posibilidades representa un
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estado de expansién infinita o anulacién total en alguna de las dimensiones espaciales,
que es precisamente un estado singular. La densidad de energia, por su parte, estd dada

en este caso por

—1 2 2
p=g-(Ps + P+ Py P;)

cuyo valor permanece constante en cualquier instante de tiempo. Debe notarse que la
densidad de energfa es negativa siempre y su valor especifico depende de los correspon-
dientes valores de P, y Ps.

Asi pues, en este modelo homogéneo y anistrépico que contiene a un fluido viscoso
de stiff mater, se presenta un estado singular en un pasado infinito en las dimensiones
espaciales y una densidad de energia constante a lo largo de toda la evolucién hasta un

tiempo infinito, cuando
A—-0 B — o sl P,>0 Py>0

es decir, en una dimensién espacial el universo se colapsa hasta anularse, mientras que
las otras dos crecen mondtonamente.
A:Ao B:Bo C:CO s1 P2:0 P3=0

lo que significa que en un futuro infinito se alcanza un valor constante en las variables

de la métrica. O bien
A — o0 B -0 C =0 si P; <0 P, <0

lo cual significa que una dimensién se expande indefinidamente mientras que las otras
dos se colapsan hasta anularse.

Regresando nuevamente a la tabla 3.1 puede notarse que corresponde ahora al caso
de un universo homogéneo y anisotrdpico que contiene un fluido viscoso de Stiff mater
cuya viscosidad de bulto es proporcional a la densidad de energila: n = ngp (n=1).

Para este caso surgen también una familia de posibilidades:
A= Aoe—(P2+P3)t B = Boepzt C = Coepst

donde P, yP; son valores reales arbitrarios. Puede observarse que se presenta un
estado singular en un pasado infinito: A - o0, B — 0, C - 0 cuando P, >0y P3 >0
obién A—0, B— oo, C — oo cuando P, > —Ps, al evolucionar las dimensiones
espaciales hasta un futuro infinito sucede que 4 — 0, B — o0, C — co cuando
P,>0y P >0864—>c0, B—0, C—0cuando P, < —P;
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Nuevamente en este caso el comportamiento del universo, de acuerdo con este mo-
delo, es tal que las variables de la métrica evolucionan mondétonamente a medida que el

tiempo transcurre, pero siempre la densidad de energia

1

er

p= P+ P+ PP
permanece constante y con valor negativo durante todo el proceso de evolucién.

Nétese de las condiciones listadas en la tabla 3.1, que para este caso homogéneo
y anisotrépico cuando el fluido en consideracién es polvo (¢ = 0), radiacién (¢ = 1/3),
o que obedece a la ecuacién de estado P = —3p, no existen soluciones del tipo que se
propone en este trabajo.

Asi, de acuerdo con este modelo, sélo habra soluciones del tipo que proponemos,
para un univers homogéneo y anisotrépico con un fluido con viscosidad de bulto, cuando
el fluido consiste en “stiff matter”.

Cuando se considera que el coeficiente de viscosidad de bulto es una funcion de una
potencia de la densidad de energia, como por ejemplo n = ngp'/?, que se considerd en el
capitulo anterior, se encuentra que las ecuaciones correspondientes se complican consi-
derablemente, atin cuando se pase del conjunto de ecuaciones diferenciales al conjunto

de ecuaciones algebraicas; asi es que este caso no se resolvid en este trabajo.

o7
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§ 3.4.- Condiciones de Energia
Si se cumple la condicién de energia fuerte
T, U*UY > %T (3.4.1)
y se satisfacen las ecuaciones de Einstein, entonces se satisface también
R, U#*UY >0 (3.4.2)

En la métrica de Bianchi I, ecuacién (3.1), se encuentra que la unica componente de
R“VUP’UV €s . se .
A B C

Ro=—--—5~— =

A B C

puesto que U, = 52 para el observador en el sistema de referencia comévil desde el que

(3.4.3)

se estd haciendo la descripcién. De acuerdo con la condicién de energia fuerte (3.4.2)

Rog >0
de modo que )
_é_§_£>0
A B C
o bién e
A B (C
—+ =4+ = 3.4.4
A+B+C<0 ( )

La solucién propuesta es
A= AoeP‘t B = Bye?t C = Coepst

con cada uno de los valores para P, P, y P listados en la tabla 3.1 y discutidos en la
seccion anterior.

Asi es que la ecuacién (3.4.4) impliaca que

P+ P} + P <0 (3.4.5)

Como puede verse en la tabla 3.1, cualquiera de los casos en los que encontramos solucién

se requiere que P, = —P, — P3, de modo que sustituyendo ésto en la ecuacién (3.4.5) se
tiene que

P} + P} + P,P; <0 (3.4.6)

Como puede notarse inspeccionando esta ltima ecuacidn, el lado izquierdo nunca puede

ser negativo como se requiere en (3.4.6), de modo que se viola la condicidon de energia
fuerte.
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Otra forma de comprobar que no se cumple la condicidn de energia fuerte es, como

se dijo en el capitulo 1, expresando la condicién de.energia fuerte de la siguiente manera:

p+3p>0 (3.4.7)

donde p = p — nU¥;, es la presidn total que contiene las contribuciones de la presién

normal v de la presidn viscosa. Para el presente modelo la presion total esta dada por
(24 229)

p=cp—mp" (T + 5+ 5

=¢ep+nop" (P + P2+ Ps3)

Pero en la tabla 3.1 puede notarse que las soluciones que encontramos requieren que
P, = —P, — P;, cuando ¢ = 1, de modo que sustituyendo ésto en la ultima .ecuacidén se
tiene que

p=p
es decir, la presidn viscosa no contribuye a la presién total.

Regresando a la ecuacién (3.4.7) se tiene que la condicidn de energia fuerte requiere

que

4p >0

lo cual implica que p debe ser positiva para que se cumpla la condicién de energfa fuerte,
pero como puede verse en la tabla 3.1, la densidad de energia siempre es negativa, de
modo es que la condicién de energia fuerse no se cumple en ninguno de los casos para
los que encontramos solucién.

Puesto que la densidad de energia es negativa, tampoco se cumplen las condiciones
de energia débil y dominante.



CAPITULO 4

CONCLUSIONES

En la primer parte de este trabajo se ha estudiado el modelo de un universo ho-
mogéneo e isotrépico que contiene a un fluido viscoso. Se ha considerado que el fluido
en custién puede ser polvo, radiacién, “stiff matter” o uno para el cual P = —%p; cuya
viscosidad se reduce a la viscosidad de bulto expresada como una funcién de la densi-
dad de energia: n = mop", donde se han considerado los valores para n de 0, 1, 1/2.
Este estudio se ha hecho considerando la ecuacién constitutiva para la presién viscosa
de Eckart, que es una teoria no causal.

Bajo estas consideraciones surgen varios casos, uno de ellos es el de un universo
homogéneo, isotrdépico, abierto, que contiene polvo (n = 0). Cuando la viscosidad es

una constante el universo presenta una singularidad tipo Big-Bang en el tiempo t =

12}”’0 In (ECJ-), es decir que en dicho instante el factor de escala se anula, la densidad
de e-ne rgia es infinita y la velocidad de recesién es infinita. Desde este estado singular
evoluciona hasta que en un futuro infinito se alcanza una densidad de energia constante
y una velocidad de recesion de v = 8wnod, pero existe una singularidad en este instante
puesto que el escalar de curvatura se hace infinito. Cuando en lugar de polvo se considera
un fluido de fotones (¢ = 1/3) también con viscosidad constante, se encuentra que se
presenta una singularidad tipo Big-Bang en el mismo instante que en el caso anterior,
pero para un estado muy avanzado de evolucidn, contrariamente al caso de polvo, el
escalar de curvatura no presenta singularidad, tampoco lo hace la densidad de energia,
aunque si el factor de escala. De este modo puede decirse que se parte de una singularidad
tipo Big-Bang y la evolucién tiende hacia un estado no singular con densidad de energia
constante. Para el caso de “stiff matter” como el fluido viscoso, el comportamiento

del modelo es completamente similar al caso de radiacién, es decir, se presenta una

1
1277,

en un futuro infinito se alcanza una densidad de energia constante. Aunque el factor

singularidad tipo Big-Bang cuando ¢t = In (%) desde la que evoluciona hasta que
de escala alcanza un valor infinito, no se trata de una singularidad fisica puesto que
el escalar de curvatura que es un invariante tiende a un valor constante. En el caso
particularmente interesante de un fluido viscoso relativista cuya ecuacién de estado es
P = —1p también existe una singularidad tipo Big-Bang en el mismo instante que en
los casos anteriores, pero la evolucién hacia el futuro concluye en un estado también
sing.ula.r de densidad de energia constante, andlogamente al comportamiento del modelo
cuando se resuelve para un fluido de polvo.

Cuando la viscosidad ya no es una constante sino que depende directamente de la

densidad de energia (1 = ngp), para un fluido de polvo ya no se presenta la singularidad
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tipo Big-Bang que ocurria para el caso de viscosidad constante, tampoco alcanza un esta-
do singular en el futuro infinito, sélo parte de un valor nulo para el factor de escala y
la velocidad de recesién y un valor constante para la densidad de energia. Exactamente
el mismo comportamiento presenta el modelo cuando el universo se supone lleno de
radiacién, “stiff matter” o para el cual P = ——%p. De estos tultimos resultados puede
concluirse que cuando el coeficiente de viscosidad es directamente proporcional a la
densidad de energia, ya sea que el fluido en consideracién sea polvo, radiacién, “stiff
matter”, o para el que P = —%p, el universo evoluciona en el tiempo sin presentar
singularidades, de acuerdo con las soluciones que proponemos para este modelo. Sin
embargo, de la solucién obtenida para estos casos, puede notarse que se tiene los dos tipos
de comportamiento inflacionario: exponencial para tiempos pequefios y como potencias
para tiempos muy grandes, es decir, contiene a la vieja inflacién y a la inflacién extendida.

Atn falta investigar las consecuencias astrofisicas de esta solucion.

Se estudié también el caso en que el coeficiente de viscosidad de bulto es directa-

1/2  Cuando el

mente proporcional a la raiz cuadrada de la densidad de energia: n = ngp
fluido es polvo se encuentran dos resultados, es decir, dos posibles comportamientos para
un mismo universo, que esencialmente depende de algunas restricciones sobre el valor
que puede tomar la constante de proporcionalidad n9. Uno de los dos posibles compor-
tamientos conduce a un resultado singular tipo Big-Bang en el instante t = —cg/c; ¢ on
la Unica restriccion de que 1o debe ser diferente al valor (54#)_1/2. Al evolucionar hacia
un futuro infinito se llega también a un estado singular estatico (H=0) sin densidad de
energia. En el caso en que o = (547) '/ se presenta un estado singular sélo en el factor
de escala en un tiempo infinito en el pasado, pero no en la densidad de energia, y el valor
del escalar de curvatura sugiere que no habrd singularidad en ningun momento durante
la evolucién. Si ahora el fluido es radiacidén se obtienen también dos posibilidades, una
cuando 7y = 4(2167)"!/% y otra cuando 7y # 4(2167)71/? exactamente igual que en el
caso de polvo, excepto en la restriccién sobre el valor de ng. Es decir, se tendra una
singularidad tipo Big-Bang que concluye en un estado también singular en un futuro
infinito. Un comportamiento completamente andlogo se presenta cuando se trata de un
fluido consistente en “stiff matter”. Cuando el fluido viscoso cumple con la ecuacién
de estado P = —% p se presentan nuevamente dos alternativas de evolucién segin este
modelo; una para 7o = 2(2167)"!/? y otra para no # 2(2167)~ /2. Andlogamente al
caso de polvo y de radiacién se presenta una singularidad tipo Big-Bang en ¢t = —cg/c
cuando 79 # 2(2167)71/? y evoluciona hacia el futuro hasta alcanzar un estado singular,
estdtico, sin densidad de energia. Asf es que cuando el coeficiente de viscosidad de bulto
es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la densidad de energia, el modelo
muestra que el universo presenta una singularidad tipo Big-Bang en un instante deter-

minado, cuando el fluido es de polvo, radiacidn, “stiff matter” o cumple con la ecuacién
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de estado P = ——%p, casos en que la constante de proporcionali('iad no estd restringida
en sus valores. Cuando el universo hamogéneo e isotrdpico es abierto con velocidad ter-
minal finita (k=-1) o cerrado (k=1) y contiene a un fluido viscoso para el que P = —3p
el universo presenta exactamente la misma solucién y por lo tanto el mismo compor-
tamiento que cuando se trata de un universo abierto conteniendo el mismo tipo de fluido
y con viscosidad de bulto constante, i. e. no se distingue curvatura cuando se emplea la
ecuacién de estado P = —1/3p. Este mismo efecto lo obtiene Davis {10} cuando relaciona

esta ecuacidn de estado con texturas.

En cuanto a las condiciones de energia, en la tabla 2.2 se listan las condiciones que
deben cumplirse para que se satisfaga la condicién de energia fuerte. Esencialmente
dichas condiciones se reducen a condiciones sobre las constantes de integracion o sobre
los valores que puede tomar la constante ny. Podemos notar en esta tabla que cuando el

valor de 7o es suficientemente grande, no se satisface la condicién de energia fuerte.

Cuando comparamos nuestro modelo con el modelo estandar através de la densidad
de energia en términos de un pardmetro medible como lo es la constante de Hubble, en-
contramos que cuando consideramos viscosidad constante (n=0) nuestro modelo predice
el mismo valor para la densidad critica que el que predice el modelo estandar, sélo que
la densidad critica de éste tltimo es aplicable para bajas densidades (n=1).

Este ltimo resultado demuestra que el modelo que estudiamos en este trabajo para

un universo homogéneo e isotrépico, no es aplicable en la época actual.

En la segunda parte se ha estudiado el modelo de un universo homogéneo y
anisotropico que contiene un fluido viscoso, que aunque la vioscosidad de corte y la
conduccién de calor pueden existir, se considera en este modelo que la viscosidad de
bulto es preponderante. Se considera ademds que la viscosidad de bulto es constante o
directamente proporcional a la densidad de energia. El fluido viscoso que se supone puede
ser polvo, radiacién, “stiff matter” o cumple con la ecuacién de estado P = —%p como se
hizo para el modelo del universo hamogéneo e isotrépico. Para un universo homogéneo y
anisotrépico sdlo se encontrd solucién cuando el fluido es de “stiff matter” y la viscosidad
es constante (7 = 71,) o proporcional a la densidad de energia ( = n9p). En ambos casos
se encontré una familia de soluciones donde por lo menos una dimensién espacial es nula
en un pasado infinito y dos son infinitamente grandes; y al transcurrir el tiempo hasta
un futuro infinito, la dimensién nula crece indefinidamente y las dimensiones expandidas
se contraen hasta anularse, es decir, el comportamiento de las variables de la métrica
es monétono. Este modelo presenta la peculiaridad de que el volimen se mantiene con-
stante. Otra caracteristica de este modelo, en los casos para los que se resolvié, es que la
densidad de energia siempre es negativa, de modo que se violan las condiciones de energfa
débil y dominante; en cuanto a la condicién de energia fuerte, también se viola pero no

hay inflacién puesto que el volumen permanece constante durante toda la evolucién.
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En ambos casos para los que obtuvimos soluciones: de viscosidad constante o pro-
porcional a la densidad de energfa, con un fluido de “stiff matter” el comportamiento de
las soluciones es completamente similar, como pueée notarse de nuestras soluciones para
estos modelos resumidas en la tabla 3.1.

Para los otros tipos de fluidos que se han considerado a lo largo de este trabajo, no
encontramos soluciones del tipo que estamos proponiendo, ya que el suponerlas implicaba
soluciones complejas o bién se requeria como restriccidon que se anulara la viscosidad o
bién debia existeir isotropia. De modo es que el modelo que estamos presentando sdlo
es aplicable cuando el fluido consiste de “stiff matter”.

Estos resultados muestran que el modelo que se propone en este trabajo para un
universo homogéneo y anisotrdpico es un caso muy particular, probablemente resultado
de no haber considerado las contribuciones de la viscosidad de corte y de flujo de calor,
que pueden tener importancia en casos como éste. Sin embargo, el considerar estas
contribuciones a la viscosidad, asi como utilizar una teoria causal, marca el siguiente

paso a seguir en la investigacién iniciada en este trabajo.
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