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CAPITULO 1 

GENERALIDADES 

5 1.1.- Introducción 

Desde  hace  mucho  tiempo se han  investigado  las  soluciones  cosmológicas  en la  teoría 
de Einstein.  Naturalmente  se  inició el estudio  haciendo  una  serie  de  consideraciones  que 
simplificaran  el  problema,  como es  el  considerar al tensor  energía-momento  correspondi- 
ente a un fluido perfecto.  Claramente el  siguiente  paso fué suponer  las  implicaciones  de 
la  presencia de un fluido no  perfecto en  el  que están  presentes  efectos  disipativos, y que 
conduce a resultados  más  realistas. 

Murphy [l] en  1973  construyó  un  modelo  cosmológico para un  universo  homogéneo 
e isotrópico con un fluido  con  viscosidad  de bulto;  este  modelo  tiene  la  característica  de 
no  presentar  una  singularidad  tipo  Big-Bang en  el pasado.  Sin  embargo,  la  relación que 

utiliza  Murphy  entre el  coeficiente  de  viscosidad y la densidad  de  energía,  no es válida 
para altas  densidades. 

Belinskii y Khalatnikov [4,5] en 1976 y 1977  hicieron  un  análisis  cualitativo  de 
modelos  que  consideran  fluidos  con  viscosidad  de  bulto y viscosidad  de  corte.  Pero 
obviamente el interés  era  obtener soluciones exactas. 

Santos e t  al 121 en  1984  obtienen  soluciones  exactas  para  un  modelo  cosmológico  ho- 
mogéneo  e  isotrópico  con  viscosidad  de  bulto y un  coeficiente  de  viscosidad  proporcional 
a una  potencia  de  la  densidad de  energía!  pero  sólo lo hacen para algunos  casos  simples. 
No obtante, ellos utilizan  una  teoría no causal en su ecuación  constitutiva  para  la  presión 
viscosa  [3]. 

Pavón e t  al [6] en  1991,  consideraron  un  universo  espacialmente  plano,  homogéneo 
e isotrópico, con  un  fluido  viscoso  que  cumple  con la ley causal  de  Maxwell-Cattaneo y 
para el  que el coeficiente  de  viscosidad de bulto es una  potencia de la densidad  de  energía. 
Las soluciones  que  obtienen  sólo  excluyen un caso que  fue resuelto  por  Chimento e t  al 
[7]  en  1993.  Estas  soluciones se obtienen en forma  exacta. 

Hiscock e t  al [8] en 1991, realizaron  un estudio que consistió  en  obtener  soluciones 
numéricas  de  las  ecuaciones para el modelo  cosmológico,  isotrópico,  homogéneo,  espa- 
cialmente  plano,  utilizando dos  ecuaciones  constitutivas para la presión  viscosa: la co- 
rrespondiente a la ley  de Eckart y la de Israel-Stewart.  Ellos  concluyen  que  la  ecuación 
de  E,ckart  es  inapropiada  para  aplicaciones  cosmológicas  porque  conduce a una presión 
total  negativa. 

Sin  embargo,  Barrow  [9]  había  encontrado ya en 1987  que  una  presión  negativa  puede 
tener  significado físico al interpretxse  como  un  efecto de creación  de  partículas;  además 
sugiere  que  una  solución  inflacionaria  necesariamente  viola la  condición  de  energía  fuerte. 
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Davis [lo] en  el mismo  año  relacionó a una presión  negativa con efectos  debidos a defectos 
topológicos  cosmológicos  como  las  texturas. 

Así pues,  resulta  interesante  encontrar  soluciones  cosmológicas  cuando se utiliza  un 
fluido con  viscosidad  de  bulto  cuyo  coeficiente  de  viscosidad  tiene  las  características  del 
utilizado  por  Santos y colaboradores,  pero  resolviendo para más  casos  que los  consi- 
derados  por  ellos. Esto es  posible  particularizando en  algunos  valores de la  potencia  de 
la densidad  de  energía y utilizando  una  ecuación de estado  específica.  También  resulta 
interesante  investigar el comportamiento  de  las  soluciones si se considera  alguna  otra 
métrica  además  de  la de Robertson-Walker. 

Por otra  parte  una  ecuación  de  estado que  resulta  particularmente  interesante es 
la que  utiliza  Davis [lo] y que relaciona con  defectos  topológicos  cosmológicos  como 
las  texturas.  De  modo  que  surge la pregunta: i cuál  será el comportamiento de las 
soluciones  cosmológicas  en  las  condiciones  mencionadas si se utiliza la  ecuación de estado 
P = -1/3p? 

E n  el  presente  trabajo  consideraremos dos  modelos  cosmológicos: Homogéneo e 
isotrópioco  (Robertson-Walker) y homogéneo y anisotrópico  (Bianchi I) con un fluido 
viscoso  con  sólo  viscosidad  de  bulto, para los cuales  encontramos  soluciones  exactas. 

Consideramos  que el coeficiente  de  viscosidad  de  bulto  es  proporcional a una  poten- 
cia de la densidad  de  energía: 77 = qOpn (77 es el  coeficiente  de  viscosidad  de  bulto, 7 0  

es una  constante  positiva y p es la densidad  de  energía), y una ecuación  de  estado  dada 
por P = Ep (P es la  presión, p la  densidad  de  energía y E una  constante ). Utilizamos 
además la teoría no causal de Eckart: ~7 =   VU^;^ (donde ~7 es la  presión  viscosa, 7 es 
el coeficiente de  viscosidad  de  bulto y 70 es una constante  positiva); e  investigamos  las 
condiciones  de  energía para  determinar  cuáles  se  cumplen. 

E n  el presente  trabajo se  resuelven  los  modelos  en  casos  muy específicos,  esto  es, 
para  un fluido  viscoso  que  puede  ser  polvo,  radiación , “stiff  matter” o cumple  con la 
ecuación de estado P = -1 /3p ,  ( E  = O, 1/3, 1 ,  -1/3) cuando el coeficiente de  viscosidad 
de  bulto  es  constante,  directamente  proporcional a la  densidad  de  energía, o proporcional 
a la  raiz  cuadrada  de  la  densidad de energía (n=O, 1 ,  1/2). En el  modelo homogéneo e 

isotrópico  consideramos  todas  las  posibilidades  que  surgen  de  las  combinaciones  de los 
valores mencionados. Para el modelo  homogéneo y anisotrópico  aún  cuando se consideran 
varios casos, sólo se  encuentra  solución  para  un  ímico  valor de E y dos  valores de n. 

L a  razón para  considerar  específicamente  estas  ecuaciones  de  estado es que dife- 
rentes  autores  las  han  utilizado  probando que  corresponden a fluidos relativistas que son 
aplicables  durante  algunas  etapas de la evolución  del  universo,  al  igual  que los valores 
para el coeficiente  de  viscosidad de bulto. 
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El  trabajo  se  presentará en el  siguiente  orden: 
E n  el capítulo 1 se  llevará a cabo  una  descripción  general de los fluidos  viscosos 

relativistas y se introducirán  las  condiciones de enérgía de Hawking-Penrose. 
E,n  el  capítulo 2 se  resolverá el  modelo  homogéneo  e  isotrópico para los  distintos 

casos,  se  discutirá el  significado  de  las  soluciones y se  investigarán  las  condiciones  de 
energía. 

En  el  capítulo 3 se  resolverá  el  modelo para el caso  homogéneo y anisotrópico,  se 
discutirá  también  el  significado  de  las  soluciones y se  investigarán  las  condiciones  de 
energía. 

En  el capítulo 4 se plantearán  las  conclusiones  que se obtienen  de  este  trabajo, a 
lo largo del cual  utilizamos  signatura $2 y suponemos  que la velocidad  de la  luz y la 
constante  gravitacional valen 1. 
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5 1.2.- Fluidos Imperfectos 

Un  fluido  puede  visualizarse como un contínuo,  es  decir, un conjunto  tan  grande  de 
partículas, que  no  se estudia a cada  una  individualmente,  sino que se  hace  una  descripción 
del conjunto en términos  de sus cantidades promedio. Para generalizar esta idea a fluidos 
reales,  deben  tomarse  en  cuenta los  siguientes  hechos: 

i) Además  del  movimiento de bulto del fluido,  es  decir,  como un todo,  cada  partícula 
se  mueve  con una velocidad  azarosa. 

ii)  Pueden  haber  varias  fuerzas  entre  las  partículas que  contribuyen  a la energía  poten- 
cial  total. 
El conjunto  de  partículas  en  cuestión  debe  de  ser  suficientemente  grande  de  modo 

que cada  partícula  es muy pequeña en comparación  con  él,  pero  debe  ser lo suficiente- 
mente  pequeño para considerársele  homogéneo; es decir,  la velocidad  promedio, la energía 
cinética y la distancia  inter-partícula  deben  tener el mismo valor en todo el conjunto. 
Esto se llama un "elemento". 

La aproximación de un fluido como  un  contínuo  permite  asignar a cada  elemento  un 
valor de los parámetros del fluido;  matemáticamente  ésto eqivale a asignar a cada  punto 
un valor de tales  parámetros. 

Se define a un  fluido  como perfecto  cuando  cada  punto de é1 tiene  una  velocidad v 
tal que un  observador  moviéndose  con la  misma velocidad  ve al fluido  como isotrópico, 
ésto sólo puede  suceder  cuando  el  camino  libre  medio  entre  las  colisiones es muy  pequeño 
comparado  con la  escala  utilizada  por  el  obserlador. 

Sin  embargo,  para  describir  más  adecuadamente a los sistemas  de la naturaleza que 
se comportan  como  fluidos,  deben  estudiarse  los fluidos imperfectos, es decir, fluidos 
en los cuales la presión, la densidad o la velocidad  varían  notablemente  a  lo  largo  de 
distancias  del  orden de una  trayectoria  libre  media y/o durante el tiempo  libre  medio. 

Para  determinar  las  ecuaciones  relativistas  de un fluido en el que tienen  lugar  pro- 
cesos disipativos  debe  especificarse  el tensor de energía-momento  correspondiente. E l  
tensor  energía-momento de un fluido  perfecto está dado  por 

Tap = + (p + p)U"UP, (1.2.1) 

donde p es la presión, p es la densidad de energía, Up es la velocidad del fluido. 
Los gradientes en el espaciotiempo  de  un fluido imperfecto  modifican  este  tensor  de 

Tap = pqQP + (p + p)U"UP + AT"@ (1.2.2) 
la siguiente  forma: 

N" = nuff +AN" (1.2.3) 

donde AT"p es de primer'  orden en los gradientes y N" es el  vector  de  densidad  de 
flujo de partículas. Además p = presión, p = densidad de energa  total, R. = densidad 
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numérica de partículas  y U" = velocidad  del  fluido. Estas  cantidades  no  están definidas 
con  precisión  y para  eliminar  esta  ambigüedad  es  conveniente  determinar a p y a n desde 
un  sistema de referencia  comóvil el c d  se caracteiiza  por li' E O ,  U o  5 1. Así, 

p z T  , n = N o .  O0 [ 12.4) 

Por su parte,  p  sigue  siendo una función de p y n, como en el caso en  que los gradientes 
son  despreciables  y  no  hay  disipación. 

Ahora, U" es la  velocidad  de  transporte  de  partículas,  por lo tanto  las  compo- 
nentes N' de N" (vector  de  corriente de partículas) se  anulan en el sistema  comóvil. 
Sustituyendo en (1.2.2) y (1.2.3) 

de  donde ANo = O y 

Por  otra  parte 
T =pvo0 + (p + p ) L  b- + ATo0 O0 T O  . O  

p = - p + p + p + L l i l T o O  

ATO0 = 0 

Por lo tanto. en un  sistema  de  Lorentz  se  tiene 

(1.2.5) 

(1.2.6) 

Debe  notarse  que  todos los efectos  disipativos  contribuyen a AT"$. La finalidad  es 
construir el tensor  disipativo  lo  más  general  posible  restringido  por  (1.2.5)  y  por  la 
segunda ley  de la  termodinámica,  la  cual  indica que la presión p, la  densidad  de  energía 
p y  el  volumen  por partícula  (l/n), pueden expresarse  como  función de la temperatura 
T y la  entropía  por  partícula ak de la siguiente  forma: 

k T d o = p d ( A )  + d ( E )  n 

El movimiento  del  fluido  produce  entropía y ésta  puede  calcularse a partir de la ley 
de  conservación 
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contrayendo  con U,: 
(1.2.7) 

En virtud de (1.2.2) se  tiene que 

empleando la  segunda ley  de la  termodinámica 

a d 
d X  @ d X  " U,-[pq",' + (p + p)l;"U@] = -kT-(nalilol) 

donde T y ak son la temperatura  y  la  entropía  por  partícula. 
Regresando a (1.2.7) se encuentra que 

Definiendo S" 3 n k a U f f  - T"U3ATffs se tiene 

dS" 1 - " - - 
d X  " T 

1 dT 
T' (1.2.8) 

Esta ecuación  expresa la  tasa de  producción  de  entropía  por  unidad  de  volumen.  Nótese 
que So = nka es la densidad  de  entropía en el sistema cornóvil; así es  que S" se  interpreta 
entonces  como  el  cuadrivector  de  flujo de entropía.  De (1.2.5) se  encuentra que la  segunda 
ley  de la  termodinámica  requiere que AT",' sea  una  combinación  lineal de gradientes  de 
velocidad  y  temperatura  tal  que  sea siempre  positiva para  cualquier  configuración 
del fluido,  esta  característica  resulta del segundo término en la definición  de S". 

Supóngase ahora que se  observa  al fluido  desde el sistema de referencia  comóvil en 
un punto P del espaciotiempo; C', , d u o  y AToo se  anulan  de  modo  que la razón  de 
producción  de  energía  por  unidad de volumen  en P será 

(1.2.9) 

Para que ésta  sea  positiva en  cualquier  configuración del fluido construyamos  la  combi- 
nación  lineal de la forma: 

(1.210) 

(1.2.11) 
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Por lo tanto  la  ecuación (1.2s) puede escribirse  como 

+ $7. U)' 2 o 7 (1.2.12) 

Los coeficientes x, C y q son  positivos o iguales a cero y se identifican  como los  coeficientes 
de  conducción  de  calor,  viscosidad de corte y viscosidad  de  bulto  respectivamente. 

Recuérdese  que  este  resultado se obtuvo en  el sistema  de  referencia  comóvil, de 
modo  que  para  que  sea lo más  general  posible  debe  ser  válido  en  un  sistema  general de 
Lorentz. Con este  propósito  se  harán  las  siguientes  definiciones: 

(1.2.13) 

(1.2.14) 

que son  respectivamente el tensor de corte, el vector de flujo  de  calor y el tensor de 
proyección en el hiperplano  normal a U". 

Los resultados (1.2.10),(1.2.11) y (1.2.12) se  satisfacen por el tensor 

que  es  un  invariante  de Lorentz y, por lo tanto, válido tanto en el sistema de referencia 
comóvil  como  en  un  sistema de referencia  general de Lorentz. 

En  base  a  las  dimensiones  se  espera que  los  coeficientes xT, C y q sean del orden  de 
la  presión, de la  energía  térmica y proporcional  al  tiempo  libre  medio,  respectivamente. 

En  general? los  coeficientes  de  viscosidad y de conducción  de  calor  dependen de la 
presión y de la densidad  numérica  de  partículas y son parámetros  fenomenológicos. El  
coeficiente  de  viscosidad  de  bulto  regularmente es más  pequeño  que el  correspondiente 
a la viscosidad  de  corte y al de  conducci6n  de  calor,  pero  en  general, no  es  despreciable. 
Por ejemplo,  cuando  se  tiene  un gas perfecto  la  traza del tensor  energía-momento es 
una  función de p (densidad de energía) y n  (densidad  numérica  de  partículas) en los 
extremos  relativista o no relativista;  para kT del  orden de  m (masa de las  partículas 
que constituyen el  fluido), T", no puede expresarse  como  una  función de p y n,  y la 
viscosidad  de  bulto es del orden  de  la  viscosidad de corte. 

La  viscosidad  de  bult,o  además, es importante en un  fluido  que  permita un rápido 
intercambio de energía  entre grados de libertad  t,rsslacionaies  e  internos,  como  sucede en 
un gas  de  esferas  rígidas. 
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Existe  un  caso  de  particular  interés  en  cosmología,  que  tiene  lugar  cuando  un  medio 
material  (en el que  el  tiempo  libre  medio es  muy  pequeño)  interactúa con radiación, 
donde  los  cuantos  tienen  un  tiempo  libre  medio  finito ( 7 ) .  En este  caso, los coeficientes 
de  conducción de calor,  viscosidad de corte  y  viscosidad de bulto  están  dados  por 

4 3  x = -aT T 
3 
4 
15 

= -aT4r 

donde a es la  constante de Stefan-Boltzmann, de  modo que la densidad  de  energía  de 
radiación es a T 4 ,  p es la presión total, p es la densidad  deenergía  total. En  este  caso 
xT, < y 7 son comparables,  pero si la presión y la  energía  térmica  están  dóminadas  por 
la  radiación,  entonces ( 2jn N i, de  modo  que la viscosidad  de  bulto  resulta  ser muy 
pequeña. 

Toda  esta  descripción se ha llevado a cabo en el  marco de la  relatividad  especial. El 
tensor  energía-momento en relatividad  general  se  modifica de la siguiente  forma [ll]: 

donde la  métrica ya no es la  métrica de Minkowski, si no alguna en el espaciotiempo 
curvo. 
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3 1.3.- Condiciones  de  Energía  de  Hawking-Penrose 

Hawking y Ellis (1968) [12] y posteriormente  Hawking y Penrose (1970) [13] en 
base  al hecho observacional  de  la  radiación  de  fondo  en  microondas, plantean que el 
universo  debió haber  tenido  singularidades, ésto en  base  a  suposiciones  de  causalidad. 
Este  resultado  se  resume  en  un  teorema conocido como teorema  de Hawking-Penrose: 

Un espaciotiempo M no  puede  ser  geodésica y causalmente  completo si además  de 
satisfacer  las  ecuaciones  de  Einstein, con A 5 O,  no  satisface  las  siguientes  condiciones: 

a) No hay  curvas  temporaloides  cerradas  en M. 
b) Para cualquier  vector  temporaloide  unitario t" 

c)  Cualquier  geodésica  causal y contiene  al  menos  un punto  en el cual 

~(pRv],/3[pk,]k"kP # 0 

donde k, es el vector  tangente  a y en el punto  en  consideración. 
d)  M contiene  al  menos una de las  siguientes  situaciones: 

(1.3.1) 

(1.3.2) 

1) Una  superficie atrapada. 

2) Un punto P tal que cualquier cono de luz del pasado  desde P, converge. 

3) Una  hipersuperficie  espacialoide  compacta. 
Una  geodésica  causal es una geodésica temporaloide o nula. 

La  suposición (a) equivale  a  afirmar  que  no se viola la  causalidad. La suposición (b) 
por su parte,  toma en  cuenta el  hecho de  que el tensor  energía-momento es un  tensor 
simétrico,  por  lo  tanto  puede reducirse  en  cualquier punto  a  la  forma  diagonal: 

donde p es la  densidad  de  energía  total y PI, PZ y P3 son los valores  principales de 
la  presión  anisotrópica. 

De la  ecuación de  Raychauduri [14], que  describe la razón  de  cambio  de la  expansión 

(0) :  

dB 1 
dT 3 

("ocO = - = --e2 - c a b o a b  + W,bWab - Red( c d  [ (1.3.4) 

dode B es la  expansión  (volumen), w es  el tensor  de rotación, o es el tensor  de  corte. 
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Y puesto  que 

entonces 

(1.3.5) 

1 
2 

R,,tpt” = ST [T,, - -Tg,,] tpty 

= 87r p, , tptY - -Tg,,tptv] 1 

= 87r[T,,tptY - 2 

2 

= 87r[T,,tptY - -T 

aquí Tp,tpt” es la  densidad  de  energía  de la  materia  medida por un observador  cuya 
cuadrivelocidad es t p ;  en  general se supone  positiva 

2 ‘ I  

T,,tpt” 2 O (1.3.6) 

Esta desigualdad se conoce como condición de energía débil. 
Se esperaría  también  que  la tensión debida  a la materia  no  fuera  tan  grande y 

negativa para hacer al  lado derecho de (1.3.5) negativo, así: 

1 
2 

T,,tpt” 2 -T 

Esta es la condición de energía  fuerte. 
Tomando en cuenta que  cuando  un  tensor T,, es diagonal, toma  la  forma 

donde U p ,  x,, y,, z@ es una base  ortonormal, 
U p  es temporaloide, 
p es la  densidad  de  energía en reposo, 
Pi, i = 1 , 2 , 3  son las presiones principales. 

[ 1 

(1.3.7) 

(1.3.8) 
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Dada  esta  forma de Tpv, la condición de  energía  débil se cumple sí y sólo sí 

p r o  
p + P ;  2 O i = 1,2 ,3  

mientras  que la  condición de energía fuerte es equivalente a 

3 

p + C p i > o  
i=1 

p + P i  2 0  i = 1 , 2 , 3  

Nótese que  ambas condiciones requieren  que p 2 O. 
Así es que 

(1.3.9) 

(1.3.10) 

1 
2 

T,,t’tv >_ -TE 

es equivalente 

i = l  

Y 

p + P i  2 O i = 1,2,3 

La suposición (c) significa que  cualquier geodésica causal  pasa  através  de  una región 
no vacía del espacio, o toca  una región donde el vector tangente se desvía de  la dirección 
principal determinada  por el tensor  de curvatura. 

En  cuanto a la  suposición (d) puede concluirse que  en el caso de  un  cuerpo co- 

lapsándose, se satisfacen todas las suposiciones del teorema. 
Hawking y Penrose  suponenen  de  la  distribución  de  energía  de  Plank  observada  en 

la radiación  de  fondo,  que  debió  haber suficiente materia en cada geodésica nula  dirigida 
hacia el pasado  desde P (donde P es la posición actual en el espaciotiempo) para hacer 
la  profundidad  óptica  suficientemente  grande,  de  modo  que  la  radiación  pudo  sufrir  una 
rápida dispersión antes  de  alcanzarnos. 

El teorema  de  Hawking-Penrose, sin embargo, no proporciona  ninguna  información 
acerca  de la  naturaleza  de la  singularidad  en el espaciotiempo. 
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En resumen, para que un  fluido sea  físicamente  razonable [15] debe  obedecer  las 
condiciones  de  energía 

i j  Débil: T, ,tpt’  2 O 
i i j  Dominante:  Un  vector  temporaloide tp que  señala  hacia el futuro,  en  cada  evento 

del espaciotiempo, el vector de  densidad  del  cuadrimomento -Tp,t”  debe  señalar 
hacia el futuro y ser  temporaloide o nulo. 

iii)  Condición  de  energía  fuerte: Para cualquier  vector  unitario  temporaloide  que  señala 
hacia el futuro tp , en  cada  evento del espaciotiempo la tensión  de la  materia  está 

. restringida de acuerdo con 2Tp,tpt” + T 2 O (T es la  traza  de Tpv). 
L a  condición  de  energía  débil  es  equivalente a decir  que la  densidad  de  energía  del 

fluido,  medida  por  cualquier  observador,  es  positiva. L a  condición  de  energía  dominante, 
por su parte,  puede  interpretarse  diciendo  que  la  rapidez del flujo  de  energía  de la ma- 
teria,  es  menor que la rapidez  de la luz para cualquier  obsermdor. L a  condición  de 
energía  fuerte  significa que la densidad  de  energía  total  es  positiva.  Sin  embargo,  se ha  
encontrado que una presión negativa puede haber  tenido  significado  físico  durante  las 
etapas  tempranas del  universo [16]. De  acuerdo con las  investigaciones  de  Barrow [9], 
la  presencia de la  viscosidad  de  bulto  genera  una  componente  de  presión  negativa que 
viola la condición  de energía  débil, e interpreta a la viscosidad de  bulto  como  un  efecto 
debido a la creación  de  partículas o disipación  térmica.  Davis [lo] investiga  los  defec- 
tos  topológicos  cosmológicos  como  las  texturas, para lo  cual  requiere  de  una  densidad 
de  energía  negativa. De modo que una  densidad de energía  negativa  puede  tener  una 
interpretación  física. 

Hawking y Ellis en 1973 [17], en base a la  isotropía de la  radiacíon  de  fondo,  supo- 
nen  que  nuestro  universo es del tipo de Friedmann  por  lo  menos  durante la etapa de 
dispersión. 

Se  han  construido  diferentes  modelos de  universos  homogéneos en  los  que  inva- 
riablemente  se  encuentran  singularidades de  diferentes  tipos,  todas en el  marco de la 
relatividad  general, de  modo  que  parece  ser  que la  única  manera de “escapar”  del  teorema 
de  Hawking-Penrose  es  aceptar  líneas  temporaloides  cerradas,  como  lo  hacen  algunas 
teorías,  pero a cambio se  viola la  causalidad. 

Existen algunos  modelos de universos  homogéneos libres  de  singularidades  (Murphy 
1973 [l], Heller et  al  1973 [ 181, Heller-Suszycki  1974 [I91 j llenos  con  un  fluido  viscoso 
con  viscosidad  de  bulto,  pero que violan  las  condiciones  de energía  de  Hawking-Penrose. 
En  los  modelos  en  los  que tiene  lugar  creación de partículas en campos  gravitacionales, 
aparecen  términos  que  se  interpretan  como  presión  negativa, 10 cual  viola la condición 
de  energía de Hawking-Penrose.  Morochnik,  Elikhov y Vereshkov (1975) [20], tratan 
de justificar 10s términos de  presiones  negativas intoduciendo  turbulencias  que  causan 
fluctuaciones  en la  métrica y en las  variables  del  fluido. Estas suposiciones  les  conducen 
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a un  modelo de universo que evita el  colapso a la singularidad. 
Sin  embargo, los modelos  no  singulares  tienen poca  aceptación  puesto  que  para  la 

etapa  temprana  de muy altas densidades y “pequeñas”  distancias los efectos  cuánticos 
son predominantes;  pero  aún  no  está  completamente  desarrollada  la  teoría  cuántica  de 
la gravitación. 

i 

Por  otra  parte, los modelos  anisotrópicos  presentan una variedad  de  posibilidades 
en  cuanto a  singularidades. 

13 



CAPITULO 2 

APLICACION COSMOLOGICA AL MODELO DE ROBERTSON-WALKER 

El estudio  de soluciones  cosmológicas  en  el marco de la relatividad  general usual- 
mente  se  realiza  empleando el tensor  energía-momento  correspondiente a un  fluido per- 
fecto. Puesto que  el  propósito  consiste en construir modelos  cuyas  soluciones se  acerquen 
mejor a las  observaciones,  deben  tomarse en cuenta la mayor  cantidad  posible  de  pro- 
cesos que tienen  lugar  en el  universo  físico. Tal es  el  caso  de  los  procesos  disipativos 
debidos a la viscosidad  presente  en  un  fluido  real. 

En las  teorías  cosmológicas  relativistas la imagen  del  universo  es una variedad  cuadri- 
dimensional en la  cual  la  física y la geometría  están  completamente  ligadas. Por lo tanto 
la suposición de homogeneidad  e  isotropía que propone el principio  cosmológico  tiene 
fuertes  implicaciones en la  geometría del espaciotiempo, que  en este  caso  admite un 
grupo de movimientos  que  involucran  seis  parámetros, de modo tal que  todos  los  puntos 
y direcciones en el espacio  tridimensional son equivalentes. 

L a  homogeneidad  espacial  implica que el espaciotiempo  debe  admitir un grupo de 
movimientos  con tres  generadores  espacialoides  independientes.  Las  trayectorias  de  este 
grupo definen una  familia de  hipersuperficies  espacialoides  paralelas  geodésicamente,  por 
lo  tanto  las  ortogonales a estas hipersuperficies son temporaloides. 

El  elemento  de  línea,  correspondiente  tiene  la  forma: 

(2.1) 

donde  a  es una función  del  tiempo,  k = O ,  1 ,  -1; O <_ 6 5 7r y O 5 4 5 2 ~ .  

Este es el elemento de línea de Robertson-Walker que deja a la función a y al 
parámetro k indeterminados;  para  relacionarlos con la distribución de materia y radiación 
en el  universo,  se  requiere  de  una  teoría de gravitación  como  la de Einstein. El elemento 
de línea de Robertson-Walker  se  obtiene de la aplicación  de  teoría  de  grupos a una 
variedad riemanniana 3 + 1 dimensional. 
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5 2.1.- Ecuaciones de Campo de Einstein 

La descripción del sistema se realizará  desde el sistema de  referencia comóvil, es 
decir,  donde  la  cuadri-velocidad es U, = 6;. 

Las ecuaciones de  campo  de  Einstein  están  dadas por 

G,, = 87rT,, 

El lado izquierdo de  la ecuación está definido como 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

donde 

% = gPvR,, es  el escalar  de curvatura (2.1.3) 
Rap,,, = g,X [I?$,,, - I$,,, + I':,I'& - I';uI';p] es  el tensor de Riemann (2.1.4) 

I?,, = Tgap(gp,,, + gp,,, - g,, ,p) son los simbolos de Christoffel (2.1.5) Q 1 
d 

Como se observa, sólo a partir de la  métrica  puede  determinarse el lado izquierdo de  las 
ecuaciones de  campo. 

Las componentes de la  métrica  de  Robertson-Walker (R-W)  están  dadas  por 

goo = -1 
U' 

g11 = 1 - kr2 
g22 = a r 

g33 = a r sen28 

2 2  

2 2  

de  donde los símbolos de Christoffel distintos  de cero son ( eq. (2.1.17) ) 

(2.1.6) 
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y las  componentes  del  tensor de Riemann  distintas de cero 

1 
1 - kr2 R11 = (uü + 2u2 + 2k) 

R22 = r2(uü + 2u2 + 2k) 

R33 = r2sen20(uü + 2u2 + 2k) 

(2.1.8) 

6 
U2 

32 = -(uü2 + U 2  + k) 

donde esta  última expresión  corresponde  al  escalar de curvatura.  Con  estos  resultados 
se  encuentra que las  componentes del lado  izquierdo  de las  ecuaciones  de  campo  son: 

3 
Goo = y(U’ + k) 

U- 

1 
kr2 - 1 G11 = (2aü + u 2  + k) (2.1.9) 

G 2 2  = -r2(2uü + u 2  + k) 

G33 = -r2sen20(2uii + u 2  + k)  

donde el  punto  indica  derivada  respecto del tiempo. E l  lado  derecho  de  las  ecuaciones 
(2.1.1) es el tensor  energía-momento que corresponderá  al de un  fluido  viscoso  como es 

el propósito del presente trabajo. 
El  principio  cosmológico  impone  varias  restricciones  al  tensor T,,; usando  las 

ecuaciones  de  campo,  todas  las  componentes de T,, cuando p # I/ se  anulan y 

TI1 = T 2 2  = T 3 3 ,  es  decir,  la  tensión normal es la  misma en todas  direcciones,  mientras 
que la tensión  tangencia1 y el flujo de energía se anulan. No se  tendrá  entonces vis- 
cosidad  de  corte ni conducción de calor  debido  a la suposición de isotropía,  es  decir,  no 
habrá radiación  electromagnética ni gravitacional  excepto en forma  difusa. Por lo tanto 
la viscosidad de bulto, es  decir,  la viscosidad del fluido como un todo, no se anula. 

E n  base a estas  consideraciones  se  obtiene  (Weinberg  1971  [21]) la siguiente  forma 
general  del  tensor  energía-momento: 

donde p es la densidad  de  energía, U,  es la cuadri-velocidad y 

p = p - qu,;, (2.1.11) 
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Antes de igualar los  correspondientes  términos  de la ecuación (2.1.1) deben  deter- 
minarse la ecuación  de  estado y la  forma y dependencia del coeficiente  de  viscosidad de 
bulto. 

La ecuación  de  estado en general  relaciona a la presión, la densidad  de  energía y 

la entropía.  Usualmente en cosmología  se  supone  que la entropía  es un invariante,  es 
decir,  una  constante  en el espacio,  de  modo que la ecuación  de  estado  será  una  relación 
entre  la  densidad y la presión. E,xisten varios  casos  de  interés en cosmología en cuanto 
a  ecuaciones de estado  dadas  por la ley 

P = E P  - 1 < € 1 1  (2.1.12) 

Esta ecuación de estado  es  aplicable a  varias  clases  de  fluidos, tal es  el  caso  de  polvo, 
entendiendo  como tal a una colección de partículas que se encuentran  en  reposo en un 
sistema de Lorentz. Para este  caso  particular  la  ecuación de estado  correspondiente es 
P = O ( E  = O ) ,  o bién  cuando E = 5 la ecuación  de  estado  corresponde a un  gas  de 
fotones. Otro  caso  de  interé en cosmología  surge  cuando E = 1 ,  que  corresponde a un 
gas  de "stiff matter" que es un fluido relativista  bajo  grandes presiones. 

Davis [lo] utiliza  una  ecuación de estado con E = -1/3 que resulta  aplicable a  "tex- 
turas".  Con  el  propósito  de  investigar  otras  implicaciones  que  puede  tener  el  considerar 
una  ecuación  de  estado de este  tipo,  consideraremos en este  trabajo  éste y los  valores 
anteriormente  mencionados para E. 

Por  otra  parte,  el coeficiente de viscosidad de bulto  tendrá  la  forma: 

17 = VOP" (2.1.13) 

donde qo es una  constante  distinta de cero, p.es la densidad de energía y n es  un  número 
real. 

La ecuación (2.1.1 1 )  corresponde  a  la  presión  total:  la presión normal  más  la presión 
viscosa, ésta  última  dada por 

(2.1.14) 

se conoce  como la ecuación de Ecliart. Esta ecuación  presenta dos problemas  importantes: 
predice que los pulsos  viscosos  se  propagan  con  rapidez  infinita y además  presenta  algunas 
inestabilidades [22,23].  Con el  propósito  de  evitar  estas  dificultades  se  proponen  otras 
teorías  como  la  de  Maxwell-Cattaneo quienes  proponen  una  presión  viscosa dada por 

(2.1.15) 
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donde 7 es  el tiempo de relajación.  E,sta  teoría  predice  una  rapidez  de  propagación  de 
los  pulsos  viscosos  dados  por . :  

I 

2, = ( - y  C (2.1.16) 

Una  teoría  aún  más  completa es la  teoría  generalizada  de  Israel-Stewart  de segundo 
orden, según la  cual 

(2.1.17) 

donde la incorporación de los términos  no  lineales  se  interpreta  como  una  consecuencia 
debida a ecuaciones  de  estado  no  lineales. No obstante que ésta  última es la ecuación 
más  aceptada,  no  esta  exenta de dificultades, ya que impone  severas  restricciones  sobre 
la  estructura del  fluido, que no  son físicamente  claras. 

Sakari y Jou [24] comparan modelos  cosmológicos  con  un  fluido  viscoso  como  fuente 
en la  métrica  de R-W, utilizando  las  tres  ecuaciones  constitutivas para la presión  viscosa 
y resuelven  algunos caso.  Concluyen  que  los  resultados  dependen  de la  ecuación  de 
estado  utilizada,  además de la ecuación  constitutiva. 

En  este  trabajo  se  utilizará 

P = E P  

como  ecuación  de  estado, 

'I = 'IOP" 

como  coeficiente  de  viscosidad  de  bulto y 

(2.1.18) 

(2.1.19) 

(2.1.20) 

como presión  viscosa.  -4demás  se  investigará  que  condiciones  de  energía  cumplen  las 
soluciones. 

Establecidas  estas  ecuaciones puede ahora  determinarse el tensor  energía-momento 
(2.1. IO) cuyas componentes son: 

Too = p 
a2 

T11 = 1 - kr2 (P - 3 7 7 9  

T~~ = a2r2 (p - 371:) 
(2.1.21) 
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Estas  componentes  de T,, constituyen  el  lado  derecho  de  la  ecuación (2.1.1) de  modo 
que  igualando  éstas a las  correspondientes  componentes  dadas  en (2.1.19) se  obtendrán 
las  ecuaciones  de  campo: 

8 
3 

u 2  - - rpu2  + k = O 

1 a 2  k 
ü + " - 12rqa + 47rpa + - = o 

2 a  2a 

(2.1.22) 

como  se  ve,  estas  ecuaciones  pueden  reducirse,  para lo cual  de la  primera de ellas se 
obtiene que 

1 3k 
P = - 8n [- a2 + 3 ( $ ) 2 ]  

pero  de la segunda  ecuación  se  tendrá 

utilizando (2.1.18) y (21.19): 

Introduciendo  aquí la  ecuación (2.1.23) se  obtendrá: 

aa n 

a- 
2uü + A ( u 2  + k) + B x  ( u 2  + k)  = O 

donde 

(2.1.23) 

(2.1.24) 

(2.1.25) 

Para resolver la  ecuación (2.1.24) se  supondrá  que es una función de a, de  modo  que 
puede  definirse 

y ( u 2  + k )  

como  una función también  de a. Así 

u- + Ay + dY y"(y - k ) i  = o 
da 

(2.1.26) 

Como  ya  se  señaló, el parámetro k puede tomar los valores O ,  1 ,  - 1 ,  de  modo  que 
la ecuación  anterior  se  resolverá para  estos  valores de k .  Otro  parámetro  cuyo  valor  no 
se ha  determinado  es n ,  algunos  valores  de  éste  tienen  particular  interés  en  este trabajo, 
específicamente  nos  interesaremos  en n = O ,  f ,  1 que respectivamente  corresponderán a la 
época  de  viscosidad  constante, con  n = $ la  descripción  se  aproxima a la  época  cercana 
al Big-Bang y para n = 1 ,  la  época  de  baja densidad [14]. El parámetro E ,  por su parte, 
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que está presente  en la  ecuación  de  estado  tendrá  también algunos  valores  de particular 
interés en este  trabajo, como ya se  mencionó E = O corresponde a la ecuación  de  estado 
de un  gas constituido  por  polvo, E = $ cuando sé trata de un fluido de  fotones, E = 1 
corresponde al  caso  de  "stiff  matter" y  como  particular  interés  se  estudiará  el  caso de 
& = -I 

3 '  

Las diferentes  combinaciones  de los valores  mencionados para los parámetros k, n  y E 

que aparecen en la ecuación (2.1.25), dan  lugar a un conjunto  de  casos que  se estudiarán 
por  separado. E n  primer  lugar,  se  considerarán  cada  uno  de los  valores  que  puede tomar 
k y para  cada  una  de  ellos, los distintos  valores  que  puede  tomar  n y E .  Por ejemplo, 
dado k = O la ecuación (2.1.24) será 

(2.1.27) 

ahora quedan  indeterminados  n  y E implícitos en i l .  Se  dijo que  n tomará los valores 
O ,  y 1 ,  así es que en la ecuación (2.1.27) usamos  el  primero (n = O): 

2aü + AU2 + BaU = O (2.1.28) 

de (2.1.25) se  tiene que 
A = 3~ + 1 y B = - 2 4 ~ 7 0  

A está en función  de del parámetro E que se dijo puede tomar los valores O ,  $, 1 y - $, de 
acuerdo  con  lo  cual A= 1,2,4 y O respectivamente,  lo que da lugar  a  cuatro  posibilidades 
en la ecuación (2.1.28). Es decir,  se  tendrá: 

2aü + u 2  + Baa = O 
2aü + 2U2 + Bau = O 

2aü + 4U2 + Baa = O 

2 ~ ü  + BaU = O 

Estas ecuaciones  corresponden  respectivamente  a  un  universo abierto, homogéneo  e 
isotrópico  lleno  con un fluido cuyo coeficiente  de  viscosidad  de  bulto es constante 
(n = O + 7 = 7 0 )  donde  el  fluido consiste  de polvo ( E  = O ) ,  radiación ( E  = ,), 1 

"stiff matt" ( E  = I) y texturas ( E  = -$). 

ecuación 
A continuación se considerará  el  siguiente  valor para n (n = i) que da origen a la 

donde 

(2.1.29) 
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para la que también surgen cuatro posibilidades  correspondientes  a cada  uno  de los 
valores  que  puede tomar E ( O ,  1 ,  f , -f). Para n= 1, la ecuación  correspondiente  será 

U- + Ay +  BU"^' = O dY 
da 

(2.1.30) 

con 

donde los cuatro valores  de E generan  otras  cuatro posibilidades. 
Restaría  ahora  considerar los otros valores que puede tomar k (1 ,   -1)  y para  cada 

uno  de  ellos  las  posibilidades  que surgen de los valores para n y E ,  como  se hizo para k= O ;  
sin  embargo, en este  trabajo solo se  resuelve para k= 1 y k= - 1  cuando  n= O y e = -5, 
es decir, el caso  de  un  universo  homogéneo,  isotrópico,  espacialmente  cerrado (k= 1) o 
espacialmente  abierto (k= -1 )  que contiene a un fluido que obedece a la  ecuación  de 
estado p = - $ p  y cuya  viscosidad de bulto es constante. 

1 

A continuación  se  listan  las  ecuaciones diferenciales  correspondientes a cada  uno  de 
los casos  mencionados  que se resolverán y estudiarán. 
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k= O 

n= O 

n= 1 

k= 1 
n= O 

€ = O  2aÜ + a 2  + Bua = O 

E = 113 2aü + 2u2 + Baa = O 

E = l  2aü + 4U2 + Baa = O 

E = -113 2aü + Bua = O 

€ = O  2 ~ i i + U ~ 1 + B = O  

E = 113 2aÜ + U22 + B = 0 

E = l  2aÜ + U24 + B = 0 

E = -113 2 ~ ü  + u2B = O 

k= -1 
n= O 

(2.1.31) 

(2.1.32) 

(2.1.33) 

(2.1.34) 

(2.1.35) 

(2.1.36) 

(2.1.37) 

(2.1.38) 

(2.1.39) 

(2.1.40) 

(2.1.41) 

(2.1.42) 

(2.1.43) 

(2.1.44) 
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Claramente  nuestro  objetivo  ahora es resolver  este  conjunto  de  ecuaciones  diferen- 
ciales para el factor  de  escala a. Regresando a la  ecuación  (2.1.26)  puede  notarse  que si 
k=O se tiene 

(2.1.45) 

Realizando  algunos  cambios de variables,  esta  ecuación  puede  integrarse  con  relativa 
facilidad,  dando  como  resultado: 

o bien 

(2.1.46) 

(2.1.47) 

donde c' es una  constante  de  integración. 
E,l caso n=O corresponde  al  grupo de  ecuaciones  (2.1.31)-(  2.1.34) y para este  valor 

de n apartir de (2.1.46)  se  tiene que 

(2.1.48) 

Puede  ahora  resolverse  cada  una de las  ecuaciones  (2.1.31)-(  2.1.34)  introduciendo el 
respectivo valor  del parámetro E :  Cuando E = O se  tiene 

I -112 i3 a = c u  - -a 
3 

integrando  esta  ecuación  entre a, uo, y t ,  t o  la solución  obtenida es 

donde 

son constantes de integración y t o  = O .  Si  ahora E = f de (2.1.48): 

I -1 B a = c a  - - a  
4 

integrando  esta  ecuación  se  tiene 

(2.1.49) 

(2.1.50) 



donde 
4C' 

c1 G ~ c _ a o + c 1  2 y to=O . 
24Tl)o ' 

cuando E = 1 la correspondiente  ecuación  diferencial a resolver  es 

que al integrarla  se  encuentra que 

donde 

Para E = -+ la  ecuación a resolver  es 

B 
2 

u=c"-u 

la correspondiente  solución  está  dada  por 

a = ce - c1 l27?$0t 

(2.1.51) 

(2.1.52) 

donde 
2 C' 

c1 = ____ C ~ U , + C ~ ,  y t , = O  
24Tl)o ' 

También a partir de la  ecuación (2.1.46) pueden  resolverse los casos  correspondientes 
a las  ecuaciones (2.1.39)-(2.1.42) para los  cuales  n=1: 

(2.1.53) 

Nuevamente se  distinguirán  varios  casos  que  dependen del valor de E :  Para E = O 

La  integración  de  esta  ecuación  da  como  resultado 

clu2I3 + In u8.rrq~ = t + c2 (2.1.54) 
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donde 
2 l  

c1 gc  , c2 E -c  a. + In a:;rqo, to = O I 3/2 

3 

cuando E = $ la  ecuación a  resolver  es 

a 
a 

cuya solución está  dada  por 

donde 

Si  ahora E = 1 se  tiene que 
- a [cla3 - --I B --I 

a 
la solución  correspondiente  es 

donde 

En cuanto  a E = - la correspondiente  ecuación es 

a B - 1  

a 
- - - [da  - )] 

y su solución será 

donde 

(2.1.55) 

(2.1.56) 

(2.1.57) 

El conjunto  de  ecuaciones (2.1.39)-(2.1.42) corresponden al valor  n= f , en las que 
también  se  distinguirán  varios  casos  dependiendo del valor  de E .  Para E = O la  ecuación 
a resolver  será: 

aü a b 2  

donde 

esta ecuación  tiene la solución 
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a = IC1 t + co ., cy # o 
ct  a = cle  , c y  = o 

(2.1.58) 

Para E = f se tiene la misma  ecuación  diferencial y sólo  difiere  en el  valor  de la constante 
a. 

Cuando E = f la  solución  está  dada por 

a = lClt + coIz/(y , a  # o 
ct a = cle  ,cy = o 

donde 
1 
2 

cy = 2 - - ( 8 ~ ) ' / ~  3 / - q o ,  c1, co son constantes de integracion 

Si E = 1 la solución  correspondiente es 

a = IC1 t + co / p a  # 0 
a = cle  c t  ,cy = o  

donde 
cy = 6 + (ST) 1 / 2  3 3 / - q o  7 , c l ,  co c  son  constantes de integracion 

En  cuanto a E = - 3 se  tiene  la solución 1 

a = lc1t + CO1+ , a  # 0 
a = c le  ct  ,cy = o 

donde 

(2.1.59) 

(2.1.60) 

(2.1.61) 

E 2 - ( S T ) 1 / 2  3 P  3 -5% , c1, cg son constantes  de  integracion 

Nótese  que  cuando n=O y E = - +  las  ecuaciones  diferenciales  correspondientes a los 
casos k= rtl son  los mismos que para el caso k=O y claramente  se  tendrán  las  mismas 
soluciones. 
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5 2.2.- Densidad de  Energía 

Antes de interpretar  físicamente  las soluciones que se  han  obtenido,  recuérdese que 
la ecuación  diferencial  que  se está resolviendo  surgió  de la combinación  de  las  ecuaciones 
(2.1.22) por  lo  cual no  aparece  la densidad de energía p en la ecuación  diferencial.  Sin 
embargo es de fundamental  importancia  investigar  el  comportamiento  de la densidad  de 
energía a lo  largo  de la evolución  del  universo;  con tal propósito  regresamos a la ecuación 
(2.1.23): 

p = F [% + 3 ( 3  
871. a 

Se  han  encontrado  las expresiones de a para  distintos  casos  determinados  por los 
valores  de los parámetros k, n y E, de  modo  que para los mismos  valores  de estos 
parámetros se  resolverá para p. Así cuando k=O 

y para k=O,n=O,e = O se encontró que 

de modo que en este  caso 

Análogamente  para k=O,n=O,e = 3 1 se encontró que 

por lo tanto 

(2.2.1) 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

(2.2.4) 
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de  modo  que se tiene 

(2.2.5) 

para k=O y n = l  los valores de a están  expresados  por  las  relaciones (2.1.54)-(2.1.57) en 
las  que se puede  observar  que  a  no  puede  despejarse  explícitamente.  Sin  embargo,  puesto 
que p está  dada por 

3 a 2  
P = -(-) 87r a 

y de  acuerdo con la ecuación (2.1.46) cuando n= 1: 

donde B= -970 y A= 3~ + 1 Se tiene  que cuando E = O ,  A=l, 

de  modo  que 

P = - [c a + 3q0] -' 3 I 312 
87r (2.2.6) 

que queda  expresada como una función del factor de  escala a y no  explícitamente como 
función  del  tiempo.  Análogamente  para los restantes casos considerados 

k=O, n=l ,  E = - 1 
3 

I "  
para k=O, n=l ,  E = 1 

I "  
Cuando k=O, n=I,  E = -1 

3 

I "  

(2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

En  cuanto  a  n= f @=O) las  expresiones  de a están  dadas por  las  ecuaciones 
(21.58)-(2.1.61)  en  las  que  para  cada caso se tienen dos valores  de a: Para k=O, n=T, 1 

& = O  
a = I C l t + c o l t  , ( . # O  

a = cle c t  ,CY = o  
y puesto  que 

3 
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entonces 

a = o  

Cuando k=O, n= 5 ,  E = 3 1 1 

Por lo tanto 

3 2  p = -c 
8.x 

, a  # 0 

, a !  = o  
En cuanto a k=O, n= 5 ,  E = 1 1 

Y 

3 2  

8.x 
p = - c  , a !  = o  

Cuando k=O, n= 2 ,  E = - - 1 1 
3 

a = IC1 + co12/c' # 0 
a = c l e  ct , a !  = o  

de modo que 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

(2.1.12) 

(2.2.13) 
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TABLA 2.1 

k 
- 

O 

O 

O 

O 

- 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 

O 
- 

O 

O 

O 

O 
- 

1 

-1  
- 

€ 

- 

O 

113 

1 

-113 

- 

O 

O 

113 

113 

1 

1 

-113 

-113 
- 

O 

113 

1 

-113 

- 
-113 
- 
-113 
- 

Factor  de  Escala 

a = lclt + a # O 

, a  = o a = cle  

a = lclt + c g ~ ~ / ~ , a  # O 

a = cleCt , a  = o 

ct  

I 



2.3.- Significado  Físico  de las  Soluciones 

Los resultados  obtenidos  hasta el momento ;e resumen  en la  tabla  2.1. El primer 
resultado que se  lista, corresponde a un universo abierto, es decir,  que  se  expande  in- 
definidamente (k=O), que  contiene polvo ( E  = O ) ,  cuyo  coeficiente  de  viscosidad  de  bulto 
es constante (n=O). E n  este  caso el factor de  expansión es 

Un  parámetro  importante  susceptible  de  ser  comparado  con  valores  medidos  de  las 
observaciones  es  el  parámetro de  Hubble: 

que  en este  caso  particular  tiene el  valor  dado  por la expresión: 

e13rr),t  
H 8 ~ ~ 7 0 ~  (2.3.1) 

c e 1 2 ~ o t  - c 
1 1  

Investiguemos  ahora si existen  singularidades  presentes  en la solución  obtenida. 
r " 

Necesariamente se presentará  un  estado  singular  cuando u = O ,  esto  ocurre  en 

(2.3.2) 

Debe  notarse,  sin  embargo, que el factor de escala  no es un  invariante y la  singular- 
idad  puede  ser  aparente y sólo debida a las  coordenadas  utilizadas. Para comprobar  que 
realmente  existe  una  singularidad en el tiempo  dado  por  (2.3.2),  un  invariante  como  el 
escalar  de  curvatura  también  debe  ser  singular en este  tiempo. El escalar  de  curvatura 
está definido por 

SR = gp""R,, 

donde R,, son las  componentes  del  tensor  de  Riemann. En  la  métrica  de R-W el  escalar 
de  curvatura  es 

6.. 6 . 2  6k 
SR=-u+-a + -  

U a2 a2 

y cuando k=O, n=O, y E = O 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

J L -  J 
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Cuando el tiempo  tiene el  valor  dado en (2.3.2), puede  observarse  de la ecuación  anterior 
que  el escalar de curvatura  tenderá  a  infinito,  lo  cual  representa  una  singularidad. 

En cuanto a la  constante de Hubble  dada en (2.3.1), tiende a infinito  cuando 
l l n ( y ) ,  es decir,  presenta  también  una  singularidad en el mismo  tiempo. Por su 
12x170 

parte,  la densidad de energía  se  vuelve  infinita  también en el mismo  tiempo. 
Así, es  posible notar que  cuando  el  tiempo  está  dado  por *In(:), que  depende 

de las  constantes c1, c y qo,  el factor de escala,  la densidad de energía,  la  constante 
de Hubble y el escalar de curvatura son singulares. Es decir,  un  universo  homogéneo, 
isotrópico,  abierto, que  contiene  polvo  con  viscosidad de bulto  constante,  evoluciona 
desde un estado  singular  donde  la densidad de energía,  la  constante  de  Hubble y por lo 
tanto  la velocidad  de  recesión  son  infinitas y el factor de escala  es  cero. 

En un tiempo  infinito, de (2.2.2) puede  concluirse  que  la  densidad  de  energía  tiene 
a un valor constante 

p = 2 4 q o  2 (2.3.5) 

el factor de escala se hace  infinito,  mientras que la constante de Hubble  alcanza un valor 
constante  dado  por 

H = 8 ~ ~ 0  (2.3.6) 

de modo que la velocidad de recesión  será  directamente  proporcional  a la  distancia  d, 
i e .  v = 8xVod y el escalar de curvatura  tenderá  nuevamente a un  valor  infinito. 

En  otras  palabras, el universo que se está  describiendo  evoluciona desde una  singu- 
laridad  tipo  Big-Bang y evoluciona hasta un  estado de densidad de energía  constante, 
pero que depende del valor  del  coeficiente de viscosidad de bulto y cuya  velocidad de 
recesión  es  directamente  proporcional  a la  distancia, donde la proporcionalidad  depende 
también del coeficiente de viscosidad de bulto;  sin  embargo el escalar de curvatura en 
este  estado  evolucionado  tiende  a  infinito,  lo  cual  significa  que  existe una singularidad. 

Analicemos  ahora el  caso de  un universo  abierto @O), que  contiene  a un fluido 
de radiación ( E  = f), cuya  viscosidad de bulto es constante (n=O). Se  encontró que  el 
factor de expansión en este  caso  está  dado  por 

y la densidad de energía es 

La singularidad  en  estos  parámetros  tienen  lugar  cuando  el  tiempo  tiene  el  valor 

(2.3.7) 

32 



esto  es, en  el instante  dado  por  la  ecuación  (2.3.7) el factor de expansión  es  cero y la 
densidad  de  energía  se  hace  infinita,  mientras  que  el  escalar  de  curvatura: 

3 = 3 ( 1 2 ~ q , ) ~  
C 

c“ 

en  dicho  instante  tiende a infinito. 
E n  cuanto a la  contante de Hubble,  dada en este  caso  por 

(2.3.8) 

(2.3.9) 

también se hace  infinita, al igual  que la  velocidad  de  recesión. 
Por lo tanto,  se  tiene  una  singularidad  en  este  modelo  cuando  el  tiempo  tiende al 

valor  dado  por  (2.3.7).  Veamos  ahora el comportamiento de estos  parámetros  cuando  ha 
transcurrido un tiempo muy grande ( t t w ) .   E n  este  caso el factor de expansión  (2.1.44) 
tiende a una valor infinito,  pero  la  densidad  de  energía  tiende a un  valor  que  sólo  depende 
del coeficiente  de  viscosidad  de  bulto. 

3 
8 

p+-7r( 12qo)2 

La constante de Hubble,  por su parte,  tiende a un  valor  constante: 

(2.3.10) 

por  lo tanto  la velocidad  de  recesión  no  diverge  en  estados muy evolucionados  del  uni- 
verso. 

En cuanto al escalar de curvatura  dado  por  (2.3.8)  no  presenta  singularidad, si no 
que alcanza el valor  constante: 

3 = 3 ( 1 2 n ~ , ) ~  (2.3.11) 

Ahora puede concluirse  que  un  universo  homogéneo,  isotrópico,  lleno con  un  fluido 
de  radiación  con  viscosidad  de  bulto,  evoluciona a partir  de  una  singularida  tipo  Big- 
Bang, que no se evita  con  la  presencia de  viscosidad,  sin  embargo  ésta  permanece  presente 
a lo  largo de la evolución  del  universo. Cuando  ha  transcurrido un tiempo muy largo el 
factor de expansión  tiene un comportamiento  singular,  pero  no la  densidad  de  energía ni 
el escalar de curvatura que tienden  hacia  un  valor  constante,  aunque  depende del  valor 
del coeficiente de viscosidad  de  bulto, no representan  una  singularida  física, (al igual que 
en otros  parámetros  como la  constante de Hubble). 

Consideremos ahora  un universo abierto (k=O) conteniendo a un  fluido de  “stiff 
matter” (E  = 1)  con  viscosidsd  de bulto  constante (n=O). De  acuerdo  con  los  resultados 
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listados en la  tabla  2.1,  para  este  tipo de  universo  el  factor de expansión y la  densidad 
de energía  están  dados  respectivamente  por 

calculando  la  constante  de  Hubble  se  tiene que 

Todos  estos  parámetros  se vuelven  singulares  cuando 

(2.3.12) 

(2.3.13) 

es  decir, el factor de expansión  tiende a cero,  la  densidad de energía  tiende a infinito y 

la  constante de Hubble  tiende a infinito,  al  igual  que la  velocidad  de  recesión. Si efecti- 
vamente  existe  una  singularidad  en el instante  dado en (2.3.13,) el escalar  de  curvatura 

(2.3.14) 

también  debe  presentar  una  singularidad, lo cual  así  acurre.  De  esta  manera el  universo 
evoluciona  desde una singularidad  tipo  Big-Bang en t = - l n y  hasta un  estado 
también  singular  cuando el tiempo  tiende a infinito.  Debe  notarse  que  análogamente 
a los  casos  anteriores el factor de  expansión  tiende a infinito y el escalar de curvatura 
tiende a 2 ( 1 2 ~ 7 7 , ) ~  lo  cual  no  implica un estado  singular, en tanto que la densidad  de 
energía  tiende a un  valor  dado  por 67r7$ y la  constante de Hubble a 4 ~ ~ 0 ,  valores  que 
dependen  sólo  del  valor  del  coeficiente de viscosidad  de  bulto qo. 

12 v a  

Se  considerará  un  caso  más para un universo  homogéneo  e  isotrópico  abierto,  lleno 
con  un  fluido  con  viscosidad  constante, en el  que  ahora el  fluido  es un  gas  cuya  ecuación 
de  estado es P= -+p. 

En este muy particular  caso k=O, n=O, E = -$, y de acuerdo  con la tabla 2.1 

a = ce - c1 127rqat  

además 

(2.3.15) 
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1 
3? = (12xqo)2c 2e12vot Ce127%t - c1 + -e”z~o‘ C 

E ] I  [ Cel2rqot - c1 1 3  (2.3.16) 

Inspeccionando  estos  resultados es  posible  darse  cuenta  que  tanto  el  factor  de  escala 
como  la  densidad  de  energía  son  singulares en el instante t = “In( y) al igual  que 
la velocidad  de  recesión y el  escalar de curvatura que confirma  que  se trata de  una 
singularidad  física  tipo Big-Bang. 

1 2 v 0  

Para estados  muy  avanzados  de evolución (t + a) puede notarse  que  el  factor  de 
expansión y el escalar  de  curvatura se  vuelven  singulares,  en tanto  que  la  constante  de 
Hubble y la densidad  de  energía  tienden a los  valores 

H - )  

P” ’  

respectivamente 
Hasta  este  momento  se  ha  analizado el comportamiento de  modelos  que  representan 

a un  universo  homogéneo,  isotrópico,  abierto,  que  contiene a un  fluido  relativista  con 
viscosidad  de  bulto  constante y que  puede ser  polvo,  radiación,  “stiff matter” y cuando 
P = -1 /3p,  como  se ha  estudiado  por  separado.  Se ha encontrado  que  en los cuatro 
casos  el  modelo  evoluciona  desde  una  singularidad  tipo  Big-Bang  que  tiene  lugar  en  el 
mismo  instante  de  tiempo  para  cada caso, sin embargo difieren notablemente en estados 
muy evolucionados. 

Analicemos  ahora el caso de un universo isotrópico,  homogéneo,  abierto,  lleno  de 
un  fluido cuya  viscosidad de bulto  depende  ahora de la raiz  cuadrada  de la densidad  de 
energía n = ;i 1 - 

1 / 2  rl = 770P 

Como  ocurre en estados  tempranos de  evolución,  cercanos  al Big-Bang.  E,n  la  tabla 2.1 
se  listan los  valores  del  factor  de  expansión y la densidad  de bulto para cada  uno de  los 
fluidos  que se  están  considerande.  De  acuerdo con ésto, el factor  de  expansión  cambia 
con el  tiempo en la  forma 

a = lc1t + C O I  2/a a z o  
a = cle ct  a=o  

donde 
a = ( 2 7 4 ’ / 2 3 3 / 2  770 - 1 

Por su parte  la densidad  de  energía  está  dada  por 

p = “c 
3 2  

87r 
a = o  
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E n  el instante t = -( F) el factor  de  expansión  tiende a cero y la densidad  de  energía 
tiende  a  infinito  cuando a # O ,  es decir,  se  tiene  una  singularidad. No así  cuando a = O ,  
en este  caso el factor de expansión  crece  exponencialmente  con  el  tiempo y diverge sólo 
cuando  t -+ OO. Por su parte  la densidad  de  energía  es  independiente  del  tiempo para 

CY = O. Así se tiene  un  comportamiento  singular en a y en p en  el  instante t = -( 2) 
cuando CY # O ;  en cuanto  al  escalar de curvatura 

(2.3.17) 

tiende a infinito  en  el  mismo  instante.  Por lo tanto se  presenta  una  singularidad  física 
en t = -( 2) para a # O. El escalar  de  curvatura  para a = O resulta  ser 

x = 12c2 (2.3.18) 

que al  igual que la densidad de energía  no  depende del tiempo, si no sólo  de la  constante 
de  integración c. 

L a  constante de Hubble, por su parte, tiene el  valor  dado por 

(2.3.19) 

H = c  , a  = o  (2.3.20) 

Nótese que cuando  t = - ?, H crece hasta el infinito  cuando a # O. 
Investiguemos ahora el comportamiento de los parámetros  de  este  universo  cuando 

ha transcurrido  un  tiempo muy largo. En  esta  situación el factor  de  expansión  se  hace 
infinito y la  densidad de energía  se  hace  cero, el escalar  de  curvatura  por  su  parte  tiende 
a  cero al  igual que la  constante de Hubble,  por lo tanto  la velocidad  de  recesión v=Hd 
se  anula  también,  todo  esto  cuando 

a#O* 

70 # ( W  -1/2rJ”/2 

Así un universo  homogéneo e isotrópico,  abierto  lleno con  polvo cuya  viscosidad  de  bulto 
depende de la raiz  cuadrada de la densidad de energía,  evoluciona  desde una singulariadad 
tipo Big-Bang que tiene  lugar en el instante t = LQ (cuyo valor  específico está  determinado 
por  las  condiciones  iniciales), hasta un estado  estático @=O) sin  densidad  de  energía. 

c1 

Considérese ahora el  mismo  modelo  de  universo, es decir,  homogéneo,  isotrópico, 
abierto con  viscosidad de bulto  dada por 7 = q o p * ,  excepto  que  ahora  estará  lleno  con 
un  fluido  de  radiación (E  = 5) .  Para  este  caso  en  la  tabla 2.1 se da  el  valor del factor  de 
expanción: 

1 

a = cle  ct ,CY = o 
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y la densidad  de  energía 

3 2  
P =  GC ,para cy = O 

E n  este  caso  también  se  presenta  una  singularidad  en el instante t = -2 tanto en 
a como  en p y en  el escalar  de  curvatura sólo cuando cy # O ,  como  puede  verse  de: 

1 
para cy # O (2.3.21) 

cy 

8 = 12c2  para cy = O (2.3.22) 

Cuando cy = O puede  notarse que ni la densidad  de  energía, ni el escalar  de  curvatura 
divergen  en  algún tiempo y el factor de  expansión  sólo  lo  hace  cuando  t  tiende a menos 
infinito. Por  otra  parte,  la  constante de Hubble está  dada  por 

(2.3.23) 

H = c  para cy = O (2.3.24) 

también diverge cuando t = -LQ para Q # O. Es decir, en este  instante el factor de 
expansión  se  hace  cero, la densidad  de  energía  se  hace  infinita, la velocidad  de  recesión 
se  hace  infinita y el escalar  de  curvatura se hace  infinito;  esto  representa  una  singularidad 
del tipo  Big-Bang  la  cual  cuando el  tiempo  evoluciona  al  infinito, la  densidad de energía 
y la velocidad  de  recesión  se  hacen  cero, es decir, se detiene la expansión.  Este es 
exactamente el mismo  comportamiento  asintótico que  el  del  modelo de  universo  que 
contiene  polvo. 

C1 

Se  considerará  ahora  el  mismo modelo excepto que ahora  contiene  un  fluido  de  “stiff 
matter”. Para este  caso 

a = lclt  +col 2 1 0  para cy # O y a = q e  para cy = O ct 

1 3 9  
para cy # O  y p = “c- para cy = O  

87r 

El escalar de curvatura y la  constante de Hubble  están  dados  respectivamente  por 

1 
para cy # O 

CY (2.3.25) 
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para a # O  
(2.3.26) 

'I para Q! = O 
\ 

H = c  

Cuando  t = - 2, el  factor de expansión  se  hace  cero, la densidad de energía  se  hace 
infinita,  la  constante de Hubble, y por lo tanto  la velocidad de recesión  se  hacen  infinitas, 
todo  esto  significa que  se tiene  una  singularidad, lo cual se  confirma  cuando  el  escalar 
de curvatura  toma  un  valor  infinito en el  instante de tiempo  mencionado.  Al  transcurrir 
el  tiempo  hasta  valores  muy  grandes,  el  factor de expansión  diverge en el infinito y la 
densidad de energía  se  anula,  al  igual que  el escalar de curvatura y la  velociadad de 
recesión, es decir, se llega a un estado  estacionario  sin  densidad de energía  en un tiempo 
muy  grande,  como  sucede  cuando  se  considera un fluido de polvo y de radiación. 

En el  orden en que se están  considerando  los  resultados,  corresponde  ahora al mismo 
universo  homogéneo,  isotrópico,  abierto,  cuya  viscosidad de bulto  está  dada por q = 

q o p i ,  pero  ahora se trata de un fluido  cuya  ecuación de estado es P = - -$p. Para  este 
caso  nuevamente se tienen dos  soluciones: 

a = 1 Clt + co I ' I f f  para cy # O 

ct a = cle para cy = 2 - (87r)'I2 3 70 

p = (3/27r)(cl /cy)' I c1 t + co I-' para 01 # O 

p = (3/87r)c2 para cy = O 

H = ( 2 c l / ~ ) l   c l t  + C O  1" '  para cy # O (2.3.27) 

H = c  para 01 = O (2.3.28) 

SR = (12c?/cy)[(4/cy) - 111 c l t  + co 1"' para cy # O (2.3.29) 

SR = 1%' para cy = O (2.3.30) 

En este  caso  también  cuando cy # O se presenta  una  singularidad en el instante 
t = -2, cuando  el  factor de expansión  tiende  a  cero y la densidad de energía se hace 
infinita,  la  velocidad de recesión  tiende  a  infinito (H -+ cm) y el escalar  de  curvatura 
también. No así  cuando CY = O ;  en este  caso ni la densidad de energía , ni la velocidad 
de  recesión ni el escalar de curvatura  dependen del tiempo, si no sólo de la  constante de 
integración c,  cuyo valor  lo determinan  las  condiciones  iniciales. 

Para un estado  avanzado de evolución  el  factor de escala  tiende  a  infinito,  mientras 
que la densidad de energía, la velocidad de recesión y el escalar de curvatura se  anulan. 

Así, el  modelo  evoluciona  desde una  singularidad  tipo  Big-Bang  hasta un estado 
estático  sin densidad de energía,  como los casos  en que se  consideró  polvo o radiación. 
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Otro modelo  de  interés  es  el  que  corresponde a un universo  homogéneo,  isotrópico, 
abierto, con  viscosidad  de  bulto cuyos  valores están  dados  através  de la  relación 7 = qop. 

Considérese  el  caso  de  polvo (e = O )  para el &al el factor de expansión  está  dado 
por  (2.1.54): 

c la2I3 + In aSRq0 = t + c2 

de  donde  no  se  puede  expresar  explícitamente a como función  del tiempo,  ni  tampoco  la 
densidad  de  energía  (2.2.6): 

P =  - [ c u  87r I 3/2 (2.2.6) 

De  (2.3.31)  puede  notarse  que u es  cero  cuando  el  tiempo  tiende al valor  menos  infinito. 
Puesto  que a = O se  sugeriría la  existencia  de  una  singularidad, y se  esperaría  que la 
densidad  de  energía  tuviera  un  comportamiento  singular  cuando t t -m, es  decir, 
cuando a = O ,  sin embargo  de  (2.2.6) puede  verse que este  no es  el caso,  la densidad  de 
energía  toma el valor 

que evidentemente  no  representa  un  comportamiento  singular. Es de  suponerse  que 
el escalar  de  curvatura, que aunque no puede expresarse  explísitamente en función  del 
tiempo 

(2.3.31) 

no  tenga  un  comportamiento  singular  cuando a = O ,  en efecto,  tiene el  valor 

32 = 6(3170)-* (2.3.32) 

La  constante de Hubble,  por su parte  queda  expresada en función  de a en la siguiente 
forma: 

H = --c1;21/2& 3 c/a3/2 
2 [ + 31701 -2  (2.3.33) 

la cual  se  anula  cuando a lo  hace,  de  modo que la velocidad  de  recesión  es  cero  cuando 
a = o. 

Así es  que  de  acuerdo  con  este  modelo, un universo  homogéneo,  isotrópico,  abierto, 
que sólo contiene  polvo,  cuya  viscosidad de bulto es q = qop, no  presenta  singularidades 
ni en el pasado ni hacia el futuro. 

Considérese  el  mismo  tipo de  universo para un fluido  de radiación ( E  = 5). Aquí 

c1a2 + In = t + c2 
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a = O ,  es decir,  tiene  un  comportamiento  singular  cuando el tiempo  tiende a menos 
infinito,  pero la  densidad de energía 

p = -  c a  + - q o  
87r 3 [ ‘ 2  4 I ”  

tiende  al  valor 
2 r O  7 - 2  

(2.3.34) 

que no  representa  singularidades.  Análogamente al caso de  polvo  el escalar  de  curvatura 
no  muestra  comportamiento  singular  y  la  velocidad  de  recesión  se  anula.  lo mismo ocurre 
para  un fluido  de  “stiff matter” ( E  = 1) cuando 

Y 

p = -  c u  + 
8n P 3  

donde u se hace  cero sólo para un tiempo  infinito 

3 ”2 

P o l  
en el pasado,  pero  la  densidad  de  energía 

no es singular en  el mismo  tiempo, ni tampoco el escalar de curvatura.  Exactamente  el 
mismo  comportamiento  muestra el  modelo cuando se estudia el caso  de  un fluido para 
el cual P = - :p .  1 

De  acuerdo con  los anteriores  resultados  el  presente  modelo  describe a un  universo 
que evoluciona  en el tiempo sin presentar  comportamientos  singulares  cuando  se  tiene 
una  densidad de energía baja cuya  viscosidad  de  bulto  se  comporta  como q = qop, ya 
sea  que se trate  de  un fluido constituido  por  polvo,  radiación,  “stiff  matter”, o bién  que 
obedesca a la  ecuación  de  estado P = -+p. Cuando el  universo  homogéneo  e  isotrópico 
se expande  indefinidamente  con  velocidad  terminal  finita (k=-1) u oscila (k=l), sólo 
resolvemos  el  modelo cuando  la  viscosidad de bulto es constante q = qo y cuando  se 
trata de un fluido  con ecuación  de  estado P = - $ p .  

En este  caso  es  interesante  notar que el  modelo  tiene  exactamente la misma  solución 
que cuando se trata de un universo  abierto, es decir 

que‘ son singulares  ambos  parámetros  cuando 
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cuando  también el escalar  de  curvatura  es  infinito y por  lo  tanto  singular al igual  que la 
constante  de  Hubble y por  lo  tanto  la  velocidad  de  recesión. Para estados  muy avanzados 
de evolución cuando  se trata del  modelo para un  uiiverso  cerrado el escalar  de  curvatura 
y la  constante  de  Hubble  tienen  respectivamente los valores 

(2.3.35) 

no  presentan  comportamientos  singulares,  es  decir, el  universo  se  expande  con  velocidad 
de  recesión 

v = 12rq,d 

y densidad  de  energía 
3 

p = -7r( 8 12qo j? 

Se  ha  encontrado  que  para un universo  isotrópico,  homogéneo,  abierto,  lleno con  un 
fluido  con  viscosidad  de bulto  constante q = 70,  cuando el  fluido  es polvo,  radiación,  stiff 
matte o cumple  con la ecuación de estado P = -$p ,  se  presenta  una  singularidad  tipo 
Big-Bang  en el instante t = [In(co/cl)]/12xqo.  Para  un  estado  muy  evolucionado  cuando 
se  tiene  un fluido  de  polvo o para el cual E = - $  el comportamiento es esencialmente 
el mismo, es decir,  existe  una  singularidad  física que se  manifiesta  en el escalar  de  cur- 
vatura,  pero la densidad  de  energía  alcanza  un  valor  constante, al igual  que el parámetro 
de Hubble, no obstante que  el  universo  se  expande  indefinidamente  con  una  velocidad 
terminal  finita. 

Para radiación y ”stiff  matter”, por su parte,  no  existe  singularidad  cuando el tiempo 
se  hace  infinito,  la  densidad  de  energía  permanece  constante  al  igual  que  la velocidad de 
recesión. 

Cuando  la  viscosidad del  fluido se  toma  como 7 = qopz,  que  es  el  comportamiento 
adecuado para la viscosidad  en  estados  muy  tempranos  de  evolución  del  universo,  con- 
teniendo  polvo,  radiación,  “stiff  matter” o un fluido para el que P = -$p ,  el  modelo 
presenta  una  singularidad  tipo  Big-Bang en  el tiempo t = - 3 ,  desde la que  evoluciona 
hasta que en  un tiempo  infinito  cuando el  fluido es polvo,  radiación o que cumple con 
la ecuación de estado P = - $ p ,  se  llega a otro  estado  singular en  el que la densidad  de 
energía  se  anula al igual  que la velocidad  de  recesión. 

1 

c1 

Cuando el universo  contiene  un  fluido  de  “stiff  matter”  no  existe  singularidad  en 
un tiempo  infinito  cuando la densidad  de  energía y la constante  de  Hubble  alcanzan  un 
valor  constant  e. 

E,n  cambio,  para  baja  densidad  la  viscosidad de bulto  está  dada  por q = qop. Tanto 
para  polvo,  radiación?  “stiff  matter” o cundo E = - f , el  modelo  presenta el  mismo 
comportamiento,  esto  es, en un tiempo  infinito en el pasado  existe  una  singularidad en 
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el factor  de  expansión,  pero  no  en el escalar de curvatura, ni en la densidad  de  energía 
que alcanza un valor constante y la velocidad  de r,ecesión se  anula. 

Cuando se trata de  un  universo  homogéneo, iiotrópico,  abierto,  con  velocidad  ter- 
minal  finita, o cerrado (k = il), para un fluido que  obedece P = - i p  con  viscosidad  de 
bulto  constante,  se  encuentra  la  misma solución que para el  modelo  de  universo  cuando 
k=O. 

Después de haber  analizado diferentes  casos para el  modelo  que  se  presenta  en  este 
trabajo, surge la cuestión  de  cuándo es aplicable,  es  decir,  cómo  se  comparan  nuestros 
resultados con las  observaciones o con el modelo más  conocido,  el  modelo  estándar. 

Con  este  propósito  consideramos un parámetro  físico,  como  la  densidad  de  energía 
en términos de una  cantidad  medible,  como  la  constante  de  Hubble. 

De  acuerdo  con la discusión  anterior para un tiempo muy grande y para una  etapa 
de  viscosidad constante,  se  encontró: 

Y 
P = PVO2 

(2.3.36) 

(2.3.37) 

donde cy y P son constantes cuyos valores surgen al  especificar qué tipo  de fluido  se 
considera.  De (2.3.36) puede  obtenerse 

H 
770 = - 

CYT 

De modo que la densidad de energía puede expresarse en términos  de la  constante de 
Hubble: P 

CY2T 
p = -H2 (2.3.38) 

De acuerdo  con  las  observaciones el universo actualmente  se  encuentra en una  etapa 
dominada por la  materia, de  modo que para poder  comparar el resultado  (2.3.38)  con 
algún valor medido  observacionalmente,  debe  considerarse  el  caso  de  un fluido constituido 
por  polvo. Para  este fluido P = O ,  se  encontró que H = 8 ~ 7 7 0  y p = 24~77: para tiempos 
muy grandes, es decir, que Q = 8 y P = 24 en la  ecuación  (2.3.38): 

(2.3.39) 

El  modelo estándar  predice  una densidad crítica  de 

(2.3.40) 
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donde Ho es  el valor de la  constante de Hubble en el estado  actual del  universo. 
Así es que si se considera que H = Ho en la ecuación (2.3.39) puede  notarse  que  el 

modelo que  se etá presentando en este  trabajo  conduce  a  la  densidad  crítica  predicha por 

el  modelo  estándar, en  un estado muy evolucionado;  sólo que nuestro  modelo  requiere 
que la viscosidad de bulto  sea  constante.  Sin  embargo, en l a  etapa  actual,  la  densidad 
de energía es baja [14], y se  espera que el  coeficiente de viscosidad de bulto se comporte 
actualmente  como q = qop y no como q = qo. 
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5 2.4.- Condiciones  de Energía 

Si  se  cumple la condición de energía  fuerte 

y se  satifacen  las  ecuaciones de Einstein,  entonces se satisface  también 

R,dUcUd > O 

(2.4.1) 

(2.4.2) 

Puesto  que  se  está  considerando un sistema  de  referencia  comóvil,  se  tiene. Up = bg, 
entonces: 

RpvU’U” = RpvS[G[ = b o  (2.4.3) 

de modo  que 
R,,U’U” > O +- &o > O (2.4.4) 

De  acuerdo  con  los  resultados (2.1.8) 

a 
R Q O  = -3- 

a 

por  lo  tanto 
a 

a 
- < o  (2.4.5) 

Se han  determinado  las  expresiones de a correspondientes a los  diferentes  casos que 
esencialmente  dependen de los valores de k, n  y E como  se  lista  en la tabla 2.1. Utilizando 
estos  resultados  y  de  acuerdo con la ecuación (2.4.5), se  obtienen las condiciones de 
energía  para  cada  caso y se listan en la  tabla 2.2. 

Como  puede  observarse en los resultados de la  tabla  2.2,  las condiciones de energía 
se  reducen a condiciones  sobre  las  constantes de integración  que  deben  determinarse de 
las condiciones  iniciales,  también  dependen  del  valor  de la constante q o  que  debe  ser 
positivo y distinto  de  cero. 

E n  los valores  listados  en  dicha  tabla, puede notarse  que  para  valores  grandes  de qo 
(valores  grandes  de la viscosidad de bulto), se viola la  condición  de  energía  fuerte. 

E n  particular, la solución es inflacionaria  cuando n=O, es  decir,  cuando  la  viscosidad 
es constante. Para la etapa  cercana al Big-Bang (n=1/2) la condición  de  energía  fuerte 
sólo  se  cumple  si q o  es  mayor que  un número  específico y cuando  el  fluido  consiste  de 
poivo o “siiff matter”; sin  embargo  cuando  el  fluido es radiación o cumple  con  la  ecuación 
de estado  P=1/3p,  se  requiere que q o  sea  negativo  para  que  se  cumpla la condición de 
energía  fuerte. 
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n 

O 

O 

,o 

O 

& 

O 

113 

1 

- 113 

O 

113 

1 

-113 

O 

113 

1 

-113 

TABLA 2.2 

Requisitos para que se cumpla la condición  de  energía  fuerte 

(1) . e12*9ot < 9. Y C l Z O  
(2) a < e12*9ot < & 

c Y C l # O  

C 2c Y c1 # 0 

c Y 4 # 0  
C Y C l Z O '  

c Y C l Z O  

C Y C l # O  

(3) & < $ 2 * 9 o t  < &l 

(1) 2 < e12*90t < ZL 
& 2 * 9 o t  < h. (2) 

(1) 9 < el2*90t < %l 

e12*90t < &L 
C 

(2) 

e12*9ot < 9. 
C 

q o  > ( 2 ~ ) 1 / 2 3 3 / 2  Y '0 # "Clt, # o 2 

No se  cumple cuando a = O donde a = (2n)'/233/2q0 - 1 

v o < o  y co#-"c1t a z o  
No se  cumple  cuando a = O donde a = 2 - 

70 > (Sn)1/233/2 y co # "clt a # 0 -4 

No se cumple  cuando a = O donde a = 6 + 

q o  < o  y co # " c l t  a # o 
No se  cumple  cuando a = O donde a = 2 - (8n)1/233/2q0 

c y *  y c ' > $ &  

C ' # *  y C ' > $ &  

c' # -3110 1 1  
2aZ Y c' > 3 s  

C ' # *  y c ' > i  
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CAPITULO 3 

APLICACION  COSMOLOGICA  AL MODELO 
INHOMOGENEO  DE  BIANCHI I 

En el  capítulo  anterior  se  consideró  el  modelo  de  un  universo que obedece el  princi- 
pio  cosmológico y las  implicaciones  geométricas  sobre  el  espaciotiempo  que  resultan  de 
este hecho. Puesto que se  observa homogeneidad  e isotropía a grandes  escalas e  inho- 
mogeneidad a “menores” escalas, el  modelo  de  un  universo anisotrópico y homogéneo  a 
grandes  escalas  parece  artificial,  sin  embargo  se  encuentra  una  aplicación  importante  de 
un  espaciotiempo  homogéneo y anisotrópico  cuando  se  toman  en  cuenta los efectos  de la 
viscosidad,  debida  a  neutrinos. 

En  la  teoría  de grupos  continuos  de  movimiento  se hace  una  importante simplifi- 
cación en el  estudio de modelos  cosmológicos,  teniendo  secciones  de  espacios  homogéneas. 
Si hay un grupo  de  tres  parámetros que  son  simplemente  transitivos  en  las  variedades  ho- 
mogéneas,  entonces  las  ecuaciones de campo  de  Einstein pueden  reducirse a ecuaciones 
diferenciales que tienen  al  tiempo  como  variable  independiente. Las líneas de tiempo 
se definen como  las  ortogonales  a  las  variedades  homogéneas y son  geodésicas.  Dichas 
ecuaciones  diferenciales  involucran  las  constantes de estructura del grupo, sin embargo 
pueden ser  solamente nueve no  equivalentes conjuntos de constantes  de  estructura  para 
esos  grupos  llamados los grupos de Bianch.  Cuando  el  grupo  es  abelian0  (grupo  de  tres 
traslaciones  independientes), el espaciotiempo  correspondiente  se llama espaciotiempo 
tipo  Bianchi I cuya  métrica  está  dada por 

ds2 = -dt2 + A2(t)ds2 + B 3 ( t ) d y 2  + C2( t )dz2  

donde A, B y C son funciones que dependen sólo del tiempo. 
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5 3.1.- Ecuaciones d e  Campo de Einstein 

Supóngase  un  espaciotiempo  descrito  por la  mkrica de Bianchi I (3.1) que contiene 
un fluido viscoso. En un  universo  homogéneo y anisotrópico el coeficiente  de  viscosidad 
debe  incluir un coeficiente de viscosidad  de corte y el  correspondiente a la viscosidad 
de bulto. En  este  trabajo se  considerará  una viscosidad de corte  nula,  mientras que la 
viscosidad de bulto  está  dada por la función q = qopn, donde  como hasta  ahora 7 0  es 
una  constante  positiva, p la densidad de energía y n  tomará los  valores O,  1 y 1/2  como 
en  los  modelos  estudiados en el capítulo  anterior. 

Considérese un observador  en un sistema de referencia comóvil  desde  el  que se 
describirá el comportamiento del  universo. Para  este observador la cuadrivelocidad  será 
u, = 6:. Las  ecuaciones de Einstein  están  dadas por 

donde 
1 

G,, = R,, - kg,,% 2 
Para  calcular  éstas se  requiere de las  componentes de la métrica 

goo = -1 
gll = * q t >  

g22 = B 2 ( t )  

g33 = C 2 ( t )  

Los símbolos de Christoffel  distintos de cero  son: 

y las  componentes  del  tensor  de  Riemann  distintas de cero: 

(3.1.1) 

(3.1.2) 

(3.1.3) 
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2 
ABC % = - [.lBC + BCA + ACB + B C A  + C i i  + A C i ]  (2.1.4) 

donde la  última expresión  es  el  escalar  de  curvatura. Así es que el lado  izquierdo  de  las 
ecuaciones de campo  tienen  las  componentes: 

1 
ABC G o o  = - [ A C B  + BCA + CAB] 

GI1 = -- 
BC 
A2 [Cij + BC + CB] 
B2 

GZ2 = -- [CA + AC + C A I  
AC 
C2 
-4 B G33 = -- [BA + A& + AB] 

(3.1.5) 

Por su parte, el lado  derecho de las  ecuaciones  de  campo está dado  por 

que es el  tensor  energía  momento  para  el  fluido  viscoso que se está  considerando, para 
el  cual 

p = p - quyp 

Como en el capítulo  anterior se utilizarán  las  ecuaciones de estado: P = ep con 
diferentes valores de E ,  como E = O cuando  el fluido en consideración es polvo, E = $ que 

corresponde  a un gas  de  fotones, E = 1 es un gas de Stiff  matter o E = - f son los casos 
que se considerarán  aquí. 

El coeficiente de viscosidad de bulto que es el Único que se  considerará en este 
modelo,  como en el capítulo  anterior  está  dado  por 

donde 70 es una  constante  distinta de cero, p la densidad de energía y n  un  número  real 
para el  que  se  considerarán los valores O y 1. 

Nótese que en la ecuación  de la presión total se  incluyen  las contribuciones  de la 
presión  normal y la  presión  viscosa: jj = p -  VU^;^, donde la expresión para  la presión 
viscosa la  da  la  teoría de Eckart, que  como  se  mencionó en el capítulo  anterior,  es  una 
teoría  no  causal que presenta  algunas  dificultades.  Sin  embargo  se  continuará  utilizando 
esta ecuación en el  presente  modelo y se  investigará al final qué condiciones  de  energía 
cumplen  las  soluciones. 
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Establecidas  estas  ecuaciones pueden ahora  determinarse  las  componentes del tensor 
energía-momento: 

T o o  = p 

De  (3.1.5) y (3.1.6) se establecen las  ecuaciones de campo: 

ACB + BCA + C-AB = 87rABCp 

BA + A 8  + AB = 87rAB [ q o p n  (- + - + - 
A B C 
A B  

(3.1.6) 

(3.1.7) 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

De  la  ecuació n (3.1.7) se encuentra que 

1 
87r44BC [ A C B  + BCA + CAB] 

que al incluirse en las  ecuaciones (3.1.8) - (3.1.10) el conjunto de las  ecuaciones de campo 
se reduce  a 

rl0 

(ABC)"+1 AB (ACB + BCA + CAB) (BCA + ACB + ABC) - (3.1.13) 

- B A - A B = O  
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Como puede notarse  este  conjunto de ecuaciones  cuyas  variables  son  las  funciones 
dependientes del tiempo A, B y C están  en  términos  de los parámetros n,  E y 7 0 .  El 
coeficiente qo se supondrá que  es una  constante  positiva y diferente  de  cero;  se  con- 
siderarán  todos  los  casos  que  resultan  de  las  combinaciones de los valores n = O ,  1 y 
E = O, 1/3, 1 ,  -1/3  como  se  realizó en el  modelo  presentado en el capítulo  anterior. 

Considérese primero  el valor n = O ,  el conjunto  de  ecuaciones  (3.1.11) - (3.1.13)  se 
reduce a 

B . .  C . .  A 
C B  + BC + E-CA + &“AB + (1 + E)CB - 8nq0 (BC- + C B  + BC) = O (3.1.14) 

-4 A A 

c . .  A * *  B 
C A  + A C  + E B A B  + E-CB + (1  + E)CA - 8 ~ 7 0  (C.i + AC- + AC) = O (3.1.15) 

B B 
A .  B .  c 

BA + A B  + E-Ca + E-CA + (1 + E)AB - Saq0(BA + A B  + AB-) = O (3.1.16) 
C C c 

Para n = 1 las  ecuaciones  de  campo son 

1 
A-BC 7 0 ,  [3ABC24BC + B’CC-4’ + C2BB.d2 + A2CCB2 + C2AAB2 

(3.1.17) 
+A2BBC’ + B’AAC’] - C 8  - BC - 5 (BCA + CiB) - &&(I + E )  = O 

A 

qo1 [ 3 4 B C A B C  + B ~ c C I A ~  + C2BBA2 + A2CCB2 + C2A,4B2 ACB2 (3.1.18) 

+A2BhC2 + B2A.iC2] - C-4 - AC - 5 (ACh + CAk) - C A ( 1 +  E )  = O 
B 

Claramente  el  propósito es ahora resolver  estos  conjuntos de ecuaciones  diferenciales 
para las  variables -4, B y C. Considérese  primero  el  caso  n = O: 
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Para resolver este  sistema  de  ecuaciones  se  propone la solución 
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Cuando E = -1/3 

Al resolver el  sistema de ecuaciones (3.1.29) se  encuentran  una  serie  de  condiciones 
sobre  las P’s. Del  conjunto de condiciones ninguna  tendrá  relevancia,  ya que  algu- 
nas  implican  isotropía y puesto que se está considerando  un  universo  homogéneo  pero 
anisotrópico ésta no tienen  interés.  Otras  de  estas  condiciones  requieren  que la viscosi- 
dad  de bulto se  anule o bién  implican  soluciones  imaginarias. De  este  modo,  podemos 
concluir que no  hay  soluciones del tipo  mostrado en las  ecuaciónes  (3.1.23)-(3.1.25)  para 
este  caso,  de  acuerdo  con el modelo que se está presentando. 

Resolviendo  ahora el sistema  (3.1.30) se encuentra el  siguiente  conjunto  de  condi- 
ciones: 

PI = -P2 - P3, donde P2 y P3 son arbitrarios 

Considérese ahora el sistema de ecuaciones (3.1.31),  al resolverlo  se encuentra que 
las  condiciones implican o bién  soluciones complejas, o bién  requieren  isotropía o que se 
anule la viscosidad. Por lo tanto  tampoco  habrá soluciones en este  caso  de  acuerdo con 
el  presente  modelo. 

Resta  ahora por resolver el  sistema de ecuaciones (3.1.32),  al  hacerlo  nuevamente  se 
encuentra que éstas requieren  soluciones isotrópicas, o bién que el  fluido no  sea  viscoso, 
o que tenga  soluciones  complejas, lo cual  no  tiene  significado. Así es  que tampoco  habrá 
soluciones en este  caso. 

Antes  de  interpretar  físicamente  las soluciones  que implican  las  condiciones que se 
han  encontrado,  considérese el caso n = 1 y los distintos  valores  del  parámetro E que  se 
han  tomado en cuenta en este  trabajo, de modo que se obtiene  el  siguiente  sistema  de 
ecuaciones: 

7 0  [3PlPZP3 + P3P12 + Pzp12 + P3Pz2 f P1Pz2 + P2p32 + P1p32 - 1 
&(P3P, + PIP2 + P,P3) - (P2’ + P32 + P&) = o 
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Resolviendo  este  sistema de ecuaciones para cualquier e se  tiene  el  siguiente  conjunto 
de condiciones para PI, Pz y P3: 

E = 1, q o  # o PI = -P2 - P3, donde P2 y P3 son  arbitrarios 

de donde se han  descartado  todas  las  condiciones que  generan  soluciones  complejas 
o requieren  que  se  anule la  viscosidad así como  las  que  implican  isotropía. 

53 



3.2.- Densidad  de  Energía 

Antes  de  interpretar  físicamente los resultados-que se han  obtenido,  regresemos a la  
ecuación (3.1.7) : 

que  es una  expresión  para la densidad  de  energía en términos  de -4, B y C. Si se utiliza 
la solución  que se han  propuesto 

A = &ePLt 

B = &ePzt 

c = coePst 

y se  sustituye en (3.1.7), se  encuentra que 

Como puede  notarse,  la  densidad de energía es independiente  del  tiempo y sólo 
depende  de  los  valores  de PI, P2 y P3; por lo tanto  habrá  tantos  valores  para p como 
valores haya  para el grupo de PI, P2 y P3.  

En la siguiente tabla  se  resumen los  valores  que PI, P2 y P3 deben  tener  para que 
la solución propuesta  satisfaga  las  ecuaciones de campo  para  un  universo  homogéneo 
y anisotrópico  descrito  por  la  métrica de Bianchi I, así  como la  densidad  de  energía 
correspondiente para los  diferentes  valores  de P I ,  P2 y P3. 

TABLA 3.1 
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5 3.3.- Significado  Físico  de  las  Soluciones 

Se  está considerando  un  universo  homogéneo y anisotrópico  lleno  con  un  fluido 
viscoso  cuyo  coeficiente  de  viscosidad de bulto es el  preponderante. Se  establecieron  las 
ecuaciones  de  campo y se  propuso la  solución. 

Para que esta solución  satisfaga  las  ecuaciones  de  campo,  deben  cumplirse  una 
serie  de  condiciones  sobre  los  valores que pueden tomar PI, Pz y P3, mismos que ya se 
determinaron.  Ahora  se  interpretará el  significado  físico  de estas  condiciones y de las 
soluciones  que  ellas  implican,  así  como sus implicaciones  cosmológicas. 

Nótese en primer  lugar  que  se  han  obtenido  independientemente los casos  particu- 
lares para n = O y n = 1 que  se derivan de  las  ecuaciones (3.1.11)..(3.1.13). El  valor 
n = 1 /2  que se  incluyó  en  el  modelo del capítulo  anterior no se considera aquí debido a la 
complejidad  de  las  ecuaciones que resultan. En cuanto  al  valor  de E ,  que  es la  constante 
de proporcionalidad  entre la  presión y la densidad  de  energía en la ecuación de estado, 
se  consideró que puede tomar los valores O ,  1/3, 1 ,  -1/3. Así se han  resuelto  todos los 
casos que se crean  de  las  combinaciones de los valores de n y E que  se están  considerando. 

De  todas  las  condiciones que  deben  cumplir PI, P2 y P3 en cada  uno  de los casos 
mencionados  se descartan  (como  también  ya se hizo notar) los valores complejos, ya 

que originan  expresiones  complejas para las  variables,  así  como  también los casos en 
que PI, P2 y P3 deban ser iguales, ya que ésto  implica  isotropía y puesto que nuestro 
interés es estudiar el comportamiento de un  universo  homogéneo y anisotrópico,  dichas 
soluciones  no proporcionan  información  al  respecto.  Se  descartan  también  las  condiciones 
que requieren  que el coeficiente T O  se  anule  ya que de ser así,  implicaría la  existencia de 
un  fluido  no  viscoso. 

Para los casos en que la solución  propuesta  satisface  las  ecuaciones  de  compo bajo las 
condiciones que establecimos  para el fluido viscoso  (ecuación de estado y coeficiente  de 
viscosidad), se listan  en  la  tabla 3.1 los valores de PI, Pz y P3, así  como  el  correspondiente 
valor de la densidad  de  energía , 

El  primer  caso  listado en la  tabla 3.1 corresponde  a un universo  homogéneo y 

anisotrópico  que  contiene un fluido de stiff  mater (E = 1)  cuya  viscosidad de  bulto 
es constante (7 = 70).  L a  solución  correspondiente es 

donde P2 y P3 deben  tener  valores  reales  arbitrarios. Se  presenta un estado  singular  en 
un  pasado  infinito  cuando si P2 > O y P3 > O ,  A -+ m, B -+ O y C t O o bien, si P2 < O 
y P3 < O ,  A + O ,  B -+ cy) y C -+ m. Cualquiera  de  las dos posibilidades  representa  un 

55 



estado de expansión  infinita o anulación  total en alguna de las dimensiones espaciales, 
que es  precisamente  un  estado singular. La  densidad  de energía,. por su parte,  está  dada 
en este  caso  por 

p = “(P,’ + P2’ + P2P3) 
“I 

87r 
cuyo  valor permanece  constante en cualquier  instante de tiempo.  Debe  notarse que la 
densidad de energía  es  negativa siempre y su valor  específico  depende de los  correspon- 
dientes  valores  de P2 y P3. 

Así pues, en este  modelo homogéneo y anistrópico que contiene a un fluido  viscoso 
de  stiff  mater, se presenta un estado  singular en un  pasado  infinito  en  las  dimensiones 
espaciales y una  densidad  de  energía  constante a  lo  largo de toda  la evolución hasta un 
tiempo  infinito,  cuando 

A - + O  B - - + m  si P2 > O P3 > O 

es decir, en una dimensión  espacial el universo se colapsa hasta anularse,  mientras  que 
las  otras dos crecen  monótonamente. 

lo que significa  que en un futuro  infinito  se  alcanza  un  valor  constante  en  las variables 
de la  métrica. O bien 

lo cual significa  que una dimensión  se  expande  indefinidamente mientras que  las otras 
dos se  colapsan hasta anularse. 

Regresando  nuevamente a la  tabla 3.1 puede notarse que  corresponde  ahora  al  caso 
de un universo  homogéneo y anisotrópico  que  contiene  un  fluido  viscoso  de  Stiff mater 
cuya  viscosidad de bulto  es  proporcional a la densidad de energía: 7 = 70p (n = 1 j. 
Para  este caso  surgen también  una  familia  de  posibilidades: 

donde P2 yP3 son  valores  reales arbitrarios.  Puede  observarse que se  presenta un 
estado  singular  en  un  pasado  infinito: A -+ m ,  B -+ O ,  C -+ O cuando P2 > O y P3 > O 
o bi’én -4 -+ O ,  B -+ 00, C -+ m cuando P2 > -P3, al  evolucionar  las  dimensiones 
espaciales hasta un futuro  infinito sucede  que A -+ O ,  B -+ 0 0 ,  C --+ 00 cuando 
PZ > O y P3 > O ó A -+ 00, B --f O ,  C -+ O cuando Pz < -P3 

i 
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Nuevamente  en este  caso el comportamiento del universo,  de  acuerdo  con  este  mo- 
delo, es tal que las  variables  de la  métrica evolucionan  monótonamente a medida que el 
tiempo  transcurre,  pero siempre la densidad de  energía 

permanece  constante y con valor negativo  durante  todo  el  proceso  de  evolución. 
Nótese  de las  condiciones  listadas  en la  tabla 3.1, que para  este caso homogéneo 

y anisotrópico  cuando  el  fluido en consideración  es  polvo ( E  = O ) ,  radiación (E  = 1/3), 
o que obedece a la  ecuación  de  estado P = - i p ,  no  existen  soluciones  del  tipo  que  se 
propone en este  trabajo. 

Así, de  acuerdo  con  este  modelo, sólo habrá soluciones  del  tipo  que  proponemos, 
para un univers  homogéneo y anisotrópico  con  un  fluido  con  viscosidad  de bulto, cuando 
el fluido consiste en “stiff matter”. 

Cuando  se  considera que  el  coeficiente  de  viscosidad  de bulto  es  una  función  de  una 
potencia de la  densidad  de  energía,  como  por  ejemplo 7 = ~ o p ’ / ~ ,  que se consideró en el 
capítulo  anterior,  se  encuentra que las  ecuaciones  correspondientes  se  complican  consi- 
derablemente,  aún  cuando se pase del conjunto de ecuaciones  diferenciales  al  conjunto 
de  ecuaciones  algebráicas;  así es que este  caso  no  se  resolvió en este  trabajo. 
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5 3.4.- Condiciones  de  Energía 

Si se cumple  la  condición de energía  fuerte 

(3.4.1) 

y se  satisfacen  las  ecuaciones de Einstein,  entonces  se  satisface  también 

R,,UpUu > O (3.4.2) 

En  la  métrica  de  Bianchi I, ecuación  (3.1),  se  encuentra que la  única  componente  de 
R,,UPU” es 

(3.4.3) 

puesto que U, = 6; para el  observador  en  el  sistema  de  referencia  comóvil  desde el  que 
se  está  haciendo  la  descripción.  De  acuerdo con la condición  de  energía  fuerte  (3.4.2) 

de  modo  que 
A B C  
““” 

-4 B C > O  
o bién 

A B C  - + - + - < o  
A B C  

(3.4.4) 

La  solución propuesta es 

con cada  uno de  los  valores para PI, P2 y P3 listados en la  tabla 3.1 y discutidos en la 
sección  anterior. 

Así  es que la ecuación  (3.4.4)  impliaca que 

P; + P; + P3’ < o (3.4.5) 

Como puede  verse  en la  tabla  3.1,  cualquiera de los casos  en  los  que  encontramos  solución 
se  requiere  que PI = -P2 - P3, de  modo  que  sustituyendo  ésto  en la  ecuación  (3.4.5)  se 
tiene que 

P,’+P;+P2P3 < o  (3.4.6) 

Como puede notarse  inspeccionando  esta  última  ecuación, el lado  izquierdo  nunca  puede 
ser  negativo  como  se  requiere en (3.4.6),  de  modo  que  se  viola  la  condición  de  energía 
fuerte. 
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Otra  forma  de  comprobar que no se  cumple la condición  de  energía  fuerte es, como 
se dijo  en el capítulo 1 ,  expresando  la condición de.energía  fuerte de la  siguiente  manera: 

(3.4.7) 

donde Ij = p - qU’l;p es l a  presión total que contiene  las  contribuciones de la  presión 
normal y de  la  presión  viscosa.  Para el presente  modelo  la  presión  total  está  dada  por 

-4 B C 
B 

Pero en  la  tabla 3.1 puede  notarse que las  soluciones  que  encontramos  requieren que 
PI = - P2 - P. , cuando E = 1 ,  de modo que sustituyendo  ésto en la ú1tima.ecuación  se 
tiene  que 

P‘P 

es decir,  la presión  viscosa no contribuye a la  presión  total. 
Regresando a la  ecuación (3.4.7) se  tiene  que  la  condición de energía  fuerte  requiere 

que 
4p > G 

lo cual  implica  que p debe  ser  positiva  para que se  cumpla  la condición  de energía  fuerte, 
pero  como puede  verse en la tabla 3 . 1 ,  !a densidad  de energk siempre es negativa, de 
modo es  que la  condición de energía fuer:e  no se cumple en ninguno  de los casos  para 
los que  encontramos  solución. 

Puesto que la densidad de energía es negativa,  tampoco se cumplen  las  condiciones 
de energía  débil y dominante. 
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CAPITULO 4 

CONCLUSIONES 

En  la  primer  parte  de  este  trabajo  se  ha  estudiado el  modelo  de un  universo  ho- 
mogéneo  e isotrópico que  contiene a un  fluido  viscoso. Se  ha considerado  que  el  fluido 
en  custión  puede  ser  polvo,  radiación,  “stiff matter” o uno  para  el  cual P = -3p; cuya 
viscosidad se  reduce a la  viscosidad de bulto  expresada  como  una  función  de la densi- 
dad  de  energía: 7 = qopn, donde  se  han considerado los valores para n de O ,  1 ,  1/2. 
Este estudio  se h a  hecho  considerando la ecuación  constitutiva para la presión viscosa 
de Eckart, que  es una  teoría  no causal. 

1 

Bajo estas  consideraciones surgen  varios casos,  uno  de ellos es el  de  un  universo 
homogéneo, isotrópico,  abierto, que contiene polvo (n = O). Cuando  la viscosidad  es 
una  constante  el  universo  presenta  una  singularidad  tipo  Big-Bang  en  el  tiempo t = 
l l n  (:) , es  decir  que en dicho  instante el factor de escala  se  anula,  la densidad 
1 2 V O  

de e-ne rgía es infinita y la velocidad de recesión es infinita.  Desde  este  estado  singular 
evoluciona hasta que  en un futuro  infinito  se  alcanza  una  densidad  de  energía  constante 
y una velocidad  de  recesión de v = 87rqod, pero existe  una  singularidad  en  este  instante 
puesto que el escalar de curvatura  se  hace  infinito.  Cuando  en  lugar  de  polvo  se  considera 
un fluido de fotones ( E  = 1/3) también  con viscosidad constante,  se  encuentra que  se 
presenta una singularidad  tipo Big-Bang en  el  mismo instante que en  el caso  anterior, 
pero para un  estado muy  avanzado  de  evolución, contrariamente  al  caso  de  polvo,  el 
escalar  de  curvatura no  presenta  singularidad,  tampoco lo hace  la  densidad  de  energía, 
aunque  sí el factor  de  escala.  De  este modo  puede  decirse que se parte  de  una singularidad 
tipo Big-Bang y la evolución  tiende hacia un estado  no  singular con  densidad  de  energía 
constante. Para  el  caso de ‘%tiff matter” como el fluido  viscoso,  el  comportamiento 
del modelo  es completamente  similar  al  caso de radiación, es decir, se presenta  una 
singularidad tipo  Big-Bang cuando t = - 12 v o  

In (y) desde la que evoluciona hasta que 
en  un futuro  infinito  se  alcanza  una  densidad  de  energía  constante.  Aunque  el factor 
de escala  alcanza  un valor infinito,  no  se  trata de una  singularidad  física  puesto  que 
el escalar  de  curvatura que  es  un  invariante  tiende a un valor constante.  En el caso 
particularmente  interesante  de un  fluido  viscoso relativista  cuya  ecuación  de  estado  es 
P = -$p, también  existe  una Singularidad tipo  Big-Bang en el  mismo  instante que  en 
10s casos  anteriores, pero la evolución hacia el  futuro  concluye en un estado  también 
singular  de  densidad  de energía  constante,  análogamente  al  comportamiento del  modelo 
cuando  se  resuelve para un  fluido  de  polvo. 

Cuando la viscosidad ya  no es una  constante  sino que  depende  directamente  de la 
densidad  de energía (77 = vop), para un  fluido  de polvo ya no  se  presenta  la  singularidad 
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tipo  Big-Bang  que  ocurría  para el  caso  de  viscosidad  constante,  tampoco  alcanza  un  esta- 
do  singular  en  el  futuro  infinito,  sólo  parte  de  un  +valor ndo para  el  factor  de  escala y 
la velocidad  de  recesión y un  valor constante  para  la  densidad de energía.  E,xactamente 
el  mismo  comportamiento  presenta el  modelo  cuando  el  universo  se  supone  lleno  de 
radiación,  “stiff  matter” o para el cual P = --$p. De  estos  últimos  resultados  puede 
concluirse  que  cuando  el  coeficiente  de  viscosidad  es  directamente  proporcional a la 
densidad  de  energía, ya  sea que el  fluido  en  consideración sea  polvo,  radiación,  “stiff 
matter”, o para  el  que P = -+p, e1 universo  evoluciona  en e1 tiempo  sin  presentar 
singularidades,  de  acuerdo  con  las  soluciones que proponemos  para  este  modelo.  Sin 
embargo,  de la  solución  obtenida  para  estos  casos,  puede  notarse que se tiene  los dos tipos 
de  comportamiento  inflacionario:  exponencial  para  tiempos  pequeños y como  potencias 
para  tiempos  muy  grandes, es decir,  contiene a la  vieja inflación y a la inflación  extendida. 
Aún falta  investigar  las  consecuencias  astrofísicas de esta solución. 

Se  estudió  también el caso en  que  el  coeficiente  de  viscosidad  de  bulto  es  directa- 
mente  proporcional a la raiz  cuadrada de la densidad  de  energía: q = q ~ p ” ~ .  Cuando el 
fluido  es  polvo se  encuentran dos resultados, es decir, dos  posibles  comportamientos  para 
un mismo  universo, que esencialmente  depende de algunas  restricciones  sobre  el  valor 
que  puede tomar  la  constante de  proporcionalidad 70. Uno de los  dos  posibles compor- 
tamientos  conduce a un  resultado  singular  tipo  Big-Bang en  el instante t = -co/c1 c  on 
la  única  restricción de  que q o  debe ser  diferente  al  valor (347r)-’l2. -41 evolucionar  hacia 
un  futuro  infinito  se  llega  también a un  estado  singular  estático (H=O) sin  densidad  de 
energía.  E,n el caso en  que 7 0  = (547r)-’/? se presenta un estado  singular sólo  en  el factor 
de  escala en un  tiempo  infinito en  el pasado,  pero no en la densidad  de  energía, y el  valor 
del escalar  de  curvatura  sugiere que no habrá  singularidad en ningún  momento  durante 
la evolución. Si ahora  el fluido es  radiación  se  obtienen  también dos posibilidades,  una 
cuando q o  = 4(2167r)“j2 y otra cuando 70 # 4 ( 2 1 6 ~ ) - ’ / ~  exactamente  igual que  en  el 
caso  de  polvo,  excepto en la  restricción  sobre el  valor  de qo. E,s decir,  se  tendrá  una 
singularidad  tipo  Big-Bang que  concluye  en  un estado  también  singular  en  un  futuro 
infinito. Un comportamiento  completamente  análogo  se  presenta  cuando  se  trata de  un 
fluido consistente en “stiff  matter”.  Cuando el fluido viscoso  cumple  con la ecuación 
de estado P = - + p  se  presentan  nuevamente dos alternativas  de  evolución  según  este 
modelo; una  para = 2 ( 2 1 6 ~ ) - ’ / ~  y otra  para qo # 2(216~)”/’ .  Análogamente al 
caso de  polvo Y de  radiación se presenta  una  singularidad  tipo  Big-Bang en f -co/c 

cuando 70 # 2(2167r)-’I2 y evoluciona  hacia el  futuro hasta  alcanzar un  estado  singular, 
estático,  sin  densidad  de  energía.  Así es  que cuando el coeficiente  de  viscosidad de bulto 
es directamente  proporcional a la raiz cuadrada de la  densidad  de  energía, el modelo 
muestra que  el  universo  presenta  una  singularidad  tipo Big-Bang en un instante  deter- 
minado,  cuando el  fluido  es  de  polvo, radiación,  “stiff  matter” o cumple  con  la  ecuación 
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de estado P = - $ p ,  casos  en que la  constante de proporcionalidad 70 está  restringida 
en  sus  valores.  Cuando  el  universo  hamogéneo e isotrópico es abierto  con  velocidad  ter- 
minal  finita (k=-1) o cerrado (k=l) y contiene a un fluido viscoso para el que P = - i p ,  
el  universo presenta  exactamente  la  misma solución y por  lo  tanto  el  mismo  compor- 
tamiento  que  cuando  se trata de  un  universo abierto  conteniendo el mismo  tipo  de fluido 
y con  viscosidad  de  bulto  constante, i. e. no se  distingue  curvatura  cuando  se  emplea la 
ecuación  de  estado P = -1/3p. Este  mismo  efecto lo obtiene  Davis [lo] cuando  relaciona 
esta  ecuación  de  estado con texturas. 

En cuanto a las  condiciones  de  energía, en la  tabla 2.2 se listan  las  condiciones  que 
deben  cumplirse para que  se  satisfaga  la  condición de energía  fuerte.  Esencialmente 
dichas  condiciones  se  reducen a condiciones sobre  las  constantes de integración o sobre 
los valores que puede  tomar  la  constante 70. Podemos  notar en esta  tabla que  cuando el 
valor de 70 es suficientemente  grande, no  se satisface la  condición  de  energía  fuerte. 

Cuando  comparamos  nuestro modelo  con  el  modelo estándar  através  de  la  densidad 
de  energía  en  términos  de  un  parámetro  medible  como  lo es la  constante  de  Hubble,  en- 
contramos que cuando  consideramos  viscosidad  constante (n=O) nuestro  modelo  predice 
el mismo  valor para la densidad  crítica que  el  que predice el modelo  estándar,  sólo  que 
la  densidad  crítica  de  éste  último es aplicable  para  bajas  densidades  (n=l). 

Este  último  resultado  demuestra que el modelo  que  estudiamos  en  este trabajo para 
un  universo  homogéneo  e isotrópico, no  es aplicable en la  época  actual. 

E,n la  segunda  parte se ha estudiado  el  modelo  de un universo  homogéneo y 

anisotrópico que contiene  un fluido viscoso, que aunque  la  vioscosidad de corte y la 
conducción  de  calor  pueden  existir, se  considera  en  este  modelo  que la viscosidad  de 
bulto es preponderante,  Se  considera  además que la viscosidad  de  bulto  es  constante o 
directamente  proporcional a la densidad  de  energía. E l  fluido  viscoso  que  se  supone  puede 
ser  polvo,  radiación,  “stiff  matter” o cumple  con  la  ecuación de estado P = - $ p  como  se 
hizo para el modelo  del  universo  hamogéneo e isotrópico. Para un universo  homogéneo y 

anisotrópico  sólo  se  encontró solución cuando el  fluido es de  “stiff  matter” y la viscosidad 
es constante (q = qo)  o proporcional a la densidad  de energía ( q  = qop) .  En ambos  casos 
se encontró  una  familia de  soluciones  donde por  lo  menos  una  dimensión  espacial  es  nula 
en  un pasado  infinito y dos  son infinitamente  grandes; y al  transcurrir el tiempo  hasta 
un futuro  infinito,  la  dimensión  nula  crece  indefinidamente y las  dimensiones  expandidas 
se  contráen  hasta  anularse,  es  decir, el comportamiento  de  las  variables  de  la  métrica 
es monótono. Este modelo  presenta  la  peculiaridad de que el volúmen se mantiene  con- 
stante.  Otra  característica  de  este  modelo, en  los  casos para los que se  resolvió,  es  que la 
densidad  de  energía  siempre es negativa, de  modo  que  se  violan  las  condiciones  de  energía 
débil y dominante;  en  cuanto a la condición  de energía  fuerte,  también  se  viola  pero  no 
hay  inflación  puesto  que el  volumen permanece  constante  durante  toda  la  evolución. 
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En ambos  casos para los  que obtuvimos  soluciones:  de  viscosidad  constante o pro- 
porcional a la  densidad  de  energía, con un fluido de  “stiff  matter” el comportamiento de 
las soluciones  es completamente  similar,  como  puede  notarse  de  nuestras  soluciones  para 
estos  modelos  resumidas  en la  tabla 3.1. 

Para los otros  tipos  de fluidos  que  se han  considerado a lo  largo  de  este  trabajo,  no 
encontramos  soluciones  del  tipo  que  estamos  proponiendo,  ya  que  el  suponerlas  implicaba 
soluciones  complejas o bién  se  requería  como  restricción  que  se  anulara la  viscosidad o 
bién  debía  existeir  isotropía.  De  modo es que  el  modelo  que  estamos  presentando sólo 
es aplicable  cuando  el fluido consiste de “stiff  matter”. 

Estos  resultados  muestran  que el modelo  que  se  propone  en  este  trabajo  para  un 
universo  homogéneo  y  anisotrópico  es  un  caso  muy  particular,  probablemente  resultado 
de no  haber  considerado  las  contribuciones  de la  viscosidad  de  corte y de  flujo de calor, 
que  pueden tener  importancia en casos  como  éste.  Sin  embargo, el  considerar  estas 
contribuciones a la viscosidad,  así  como  utilizar  una  teoría  causal,  marca el  siguiente 
paso a seguir en la  investigación  iniciada  en  este trabajo. 
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