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Resumen

Un arbol generador 7" de una gréafica GG es una subgrafica de GG tal que T" es un arbol
y el conjunto de vértices del arbol T" es igual al conjunto de vértices de G.

En este trabajo damos una condicién necesaria y una condiciéon suficiente para que
una grafica simple tenga al menos un arbol generador con sucesion de grados preesta-
blecida. También demostramos que el problema de decidir si una gréfica tiene un arbol
generador con cierta sucesion de grados es N P-completo.

Definimos una transformacién ¢, basada en la Operacion de Adopciéon dada por Fe-
kete et al. [9], que convierte un arbol generador T' de una gréfica simple G' en cualquier

otro arbol generador de G cuya sucesiéon de grados es una permutacion de la sucesién
de grados de G.

Dado un arbol T" con sucesién de grados o definimos una gréafica G, cuyos vértices
son todos los arboles que tienen como sucesion de grados a una permutacion de o y
en la cual dos arboles R y S son adyacentes si uno se obtiene del otro usando la
transformacion ¢. Demostramos que para toda sucesion arborea o, la grifica Gr(o) es
conexa y damos dos algoritmos que encuentran una trayectoria entre cualquier par
de vértices de una gréifica Gr(s). Finalmente, usando nuestros algoritmos, acotamos el
didmetro de las graficas Gr(y).



Introduccion

Uno de los resultados basicos de la teoria de las gréaficas es la caracterizacion de las
graficas conexas: una grafica es conexa si y solo si contiene un arbol generador.

Existen muchos algoritmos eficientes (Busqueda en Anchura, Bisqueda en Profun-
didad, entre otros) que sirven para decidir si una gréfica G contiene o no un érbol
generador. Incluso en el caso en que las aristas de GG tienen pesos y hay una cota para
el peso total del arbol generador buscado (algoritmo de Prim, algoritmo de Kruskal, etc).

Los arboles generadores de una grafica pueden ser de muy diversas formas: des-
de trayectorias hasta estrellas sin que la existencia de unos implique la existencia de
otros para determinada grafica. Por ejemplo, una grafica conexa puede no contener una
trayectoria generadora. Otra grafica podria contener una trayectoria generadora pero
no contener un arbol generador cuyos vértices tengan grado 1 o 3. En este trabajo
estudiamos condiciones para la existencia y propiedades de arboles generadores con
determinadas caracteristicas.

En el capitulo 1 presentamos algunos conceptos basicos de Teoria de Gréficas que
seran utilizados en el resto de la tesis.

En el capitulo 2 damos una condicién necesaria y una condicién suficiente para
que una grafica tenga un arbol generador cuyos vértices vy, vy, ..., v, tengan grados
dy,do, ..., d, para una sucesién de enteros positivos dada.

Y Y ) n

También en ese capitulo demostramos que el problema de decidir si una gréfica
G tiene o no un arbol generador con cierta sucesion de grados es un problema N P-
completo.



8 Introduccion

En el capitulo 3 estudiamos el conjunto 7, de arboles generadores de una grafi-
ca completa etiquetada K, cuyos vértices vy, vg, ..., v, tienen grados m(d;),n(dz), ...,
7(d,), respectivamente, en donde 7 es una permutacién de la sucesién de los grados
o = di,ds,...,d, de algin arbol generador de K,. Introducimos una transformacion
¢ que aplicada a un arbol T' con n vértices produce un arbol ¢(7T") cuya sucesién de
grados es una permutacion de la sucesion de grados de 1. Demostramos que aplicando
la transformacion ¢ de manera sucesiva podemos transformar un arbol 7" € 7, en cual-
quier otro 7" € T,. Adem&s damos una cota para el nimero de veces que es necesario
aplicar la transformacién ¢ para ir del arbol T" al arbol T".



Capitulo

Preliminares

En este capitulo daremos algunos conceptos basicos que se encuentran dentro de
la literatura de Teorfa de Gréficas [4] y [23]. También definiremos algunos conceptos
nuevos que son necesarios para el desarrollo de los capitulos 2 y 3.

1.1. Definiciones

Una grdfica simple G consta de una pareja de conjuntos finitos (V, E), donde V es
un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y E es un conjunto de pares no
ordenados de elementos de V' llamados aristas. En este trabajo llamamos grdficas a las
graficas simples. Una grafica se puede representar en el plano a través de un dibujo,
donde sus vértices son puntos y las aristas son arcos de curvas simples cuyos extremos
son los vértices correspondientes. En la figura 1 podemos ver la representacion de una
grafica G, donde el conjunto de vértices es V(G) = {vy, vq, v3, vy, U5, v, v7} ¥ €l conjunto
de aristas es E(G) = {v1vq, U103, V104, U0y, VaV3, V304, UsVg, UsU7, UgU7 }-

U3 V4 V6

g

U1 V2 Vs

Figura 1: Gréfica simple G
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El grado dg(v) de un vértice v en una gréafica simple G es el numero de aristas de
G que inciden en el vértice v. Si no existe confusién escribiremos d(v) en lugar de dg(v).

Una trayectoria en una grafica simple G es una sucesién u = vy, vs,...,0, = v de
vértices distintos de GG junto con las aristas v;v;,1 para i =1,2,... k — 1. Una trayec-
toria de G es trayectoria hamiltoniana si incluye a todos los vértices de G. Un ciclo en
G es la trayectoria antes descrita junto con la arista vu.

Una grafica G es coneza si para cada par de vértices u,v de G la grafica tiene una
trayectoria con extremos u y v. Observemos que la grafica de la figura 1 no es conexa,
ya que no existe una trayectoria que tenga como extremos a los vértices vy y vy. En el
presente texto solo vamos a trabajar con graficas conexas, en caso contrario se aclarara
la situacién.

Un drbol T es una grafica conexa y aciclica. Un drbol generador T de una grafica G
es una subgréfica de G tal que T" es un arbol y V(7') = V(G).

Una sucesion de enteros positivos dy, ds, . . ., d,, es una sucesion grdfica si existe una
grafica simple G con vértices vy, vo, ..., v, tal que dg(v;) = d; parai =1,2,... ,n. P.
Erdés y T. Gallai [8] demostraron que una sucesién de enteros positivos dy, da, . . ., d,,

con dy > dy > -+ > d, es sucesién grafica siy sélosi Y . | d; es pary

n

k
Zdi <k(k-1)+ Z min{k,d;} para 1 < k <n.
i=1

i=k+1
Una sucesién grafica dy, ds, . . ., d, es sucesion arborea si existe un arbol con n vérti-
ces cuyos grados son di,ds,...,d,. Es bien conocido que ¢ = di,ds,...,d, es una

sucesion arborea si y solo si Z;;l d; = 2(n — 1). Ver, por ejemplo el libro de J. A.
Bondy y U. S. R. Murty [4], pagina 27, ejercicio 2.1.10.

Sean T un éarbol con V(T) = {vy,va,...,05} y 0 = di,ds,...,d, una sucesién
arbérea. T es un o-drbol si dr(v;) = d;, para i = 1,2,...,n. Denotamos por 7T,
al conjunto de todos los 7(c)-arboles generadores de K, para alguna permutacion
(o) = 7(dy),m(ds),...,7(d,) de 0. En la figura 2 podemos observar al conjunto de
todos los (o )-arboles generadores de K, considerando o = 3,1, 1, 1.

Sea T un arbol. Si se selecciona un vértice en 7" como su vértice raiz r, entonces
T es un arbol con raiz r. Un drbol con raiz dirigido es un arbol con raiz cuyas aristas
estan orientadas de la raiz hacia afuera.
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Considerando la definicién anterior, sean 7" un arbol con raiz r dirigido y « # r un
vértice de T. Notemos que para = existe un dnico vértice p(z) adyacente a x en T tal
que la arista p(z)x estd dirigida de p(z) a x. El vértice p(x) se considera como el padre
de x en T y el vértice  como un hijo de p(z). Con esta orientacién de las aristas en
T, si el vértice p(z) estd en el nivel k del arbol T, entonces el vértice x esté en el nivel
k+ 1 en T. Entonces dado que cada vértice en T estd en un nivel de 7', el vértice raiz
r de T' va estar en el nivel 0 de 7', los vértices hijos de r en T" van a estar en el nivel 1
de T, los vértice hijos de los vértices hijos de r en T van a estar en el nivel 2 de T" y asi
sucesivamente.

U1 V2 V1 V2 U1 () U1 V2
U3 V4 U3 V4 U3 V4 U3 V4
Figura 2: 7,

1.2. Operacion de Adopcién

Dentro de la literatura de Teoria de Graficas encontramos la Operacion de Adopcion
dada por Fekete et al. [9] que se define como sigue: Sea T' un arbol y sean u, v y x vérti-
ces de T tal que x es adyacente a v y x no se encuentra en la trayectoria que va de u a v.
Se dice que u adopta al vértice x si se remplaza la arista vx por la arista ux (ver figura 3).

(% v
u u
T
x

Figura 3: Operacién de adopcion
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En el articulo de Fekete et al. [9] se estudid el problema de encontrar un arbol ge-
nerador T de una grafica con el menor peso posible y tal que los grados de sus vértices
estén acotados por un valor entero. En mi tesis de maestria [16], utilizo la operacién de
adopcion como parte de una heuristica, eficiente en términos de tiempo de ejecucion,
que transforma un arbol generador 7' con peso minimo de una grafica G en un arbol
generador 7" de G con grados 1 o k y cuyo peso sea a lo més k(k—1) veces el peso de T'.

En el capitulo 3, introducimos una variante de la Operacién de Adopcién que llama-
remos transformacion ¢, en la cual el vértice u no solo adopta a un vértice adyacente
a v, sino a cada vértice adyacente a v que no se encuentra en la trayectoria que va
del vértice u al vértice v. Denotamos la aplicacion de la transformacion a un arbol T
considerando dos vértices u y v en T con (T, u,v) (ver figura 4).

I I3 I I3
L2 L2

Figura 4: (T, u,v)



Capitulo

Existencia

(. Ore [20] dio una condicién suficiente para que una gréafica G tenga una trayectoria
hamiltoniana.

Teorema 1. (0. Ore). Sea G una grdfica simple con n vértices. Si dg(u)+dg(v) > n—1
para toda pareja u,v de vértices de G no adyacentes, entonces G tiene una trayectoria
hamiltoniana.

El Teorema de Ore ha sido generalizado por diferentes autores y en diferentes di-
recciones:

Un conjunto de vértices U de una grafica G es independiente si ninguna arista de
G tiene ambos extremos en U. En [24], S. Win dio una condicién suficiente para la
existencia de arboles con grado maximo acotado por un entero r en términos de la
suma de grados de conjuntos de r vértices independientes.

Teorema 2. (S. Win). Sean G una grdfica con n > 3 wvértices y r un entero con
2 <r<n-—1. Sidg(u)+dg(uz) + ...+ dg(u.) > n —1, para todo conjunto de r
vértices independientes uy, us, ..., u, de G, entonces G tiene un drbol generador con
grados acotados por r.

H. Broersma y H. Tuinstra [2] estudiaron el problema de existencia de arboles ge-
neradores con un nimero acotado de vértices con grado 1.

Teorema 3. (H. Broersma, H. Tuinstra). Sean G una grdfica con n > 3 vértices y
2 <s<n-—1un entero. Si dg(u) + dg(v) > n — s+ 1 para cualquier par de vértices
u,v de G no adyacentes, entonces G tiene un drbol generador con a lo mds s vértices
con grado 1.

13
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Posteriormente E. Rivera-Campo [21] generalizé el teorema de Broersma y Tuinstra
dando una condicion suficiente para la existencia de arboles generadores en los que
todos los grados y el nimero de vértices con grado 1 estén acotados.

Teorema 4. (E. Rivera-Campo). Sean n,k y dy,ds, ..., d, enteros con1 <k <n-—1y
2<d <dy---<d, <n—1. 5 G es una grdfica k-conexa con vértices wy,ws, ..., W,
tal que dg(u) + dg(v) > n—1— Z§:1(dj — 2) para cualquier par de vértices u,v de
G no adyacentes, entonces G tiene un drbol generador con a lo mds 2 + Z?Zl(dj —2)
vértices con grado 1 y tal que dr(w;) < d; parai=1,2,... ,n.

El ndmero de independencia o(G) de una grafica G es el tamano del conjunto de
vértices independiente mas grande de G.

V. Chvétal y P. Erdés [5] demostraron que si una grafica k-conexa G tiene nimero
de independencia a(G) < k + 1, entonces G tiene una trayectoria hamiltoniana. V.
Neumann-Lara y E. Rivera-Campo [19] generalizaron este resultado al demostrar que
si (G) <1+ k(r —1) para un entero r > 2, entonces G tiene un arbol generador con
grado maximo A(G) < r.

Sea o = dy,ds, ... ,d, una sucesion arbdrea. Denotamos con s1(0) y s2(0) al nimero
de términos de o iguales a 1 y a 2, respectivamente. H. Enomoto y K. Ozeki [7] presen-
taron la siguiente conjetura, misma que probaron en el caso s1(0) + sz(0) < k + 1.

Conjetura 1. (H. Enomoto y K. Ozeki). Sean k un entero positivo, G una grdfica k-
conexa con n vertices vy, vy, ..., U, Yo = dy,ds, ..., d, una sucesion arbdrea. Si a(G) <
1+ mz’n{Z?zl(dij —1):4; € {1,2,...,n}}, entonces G tiene un o-drbol generador.

Una componente de una grafica G es una subgréfica de G conexa maxima. El niimero
de componentes de G se denota por w(G).

Una condicién necesaria para que una grafica tenga un ciclo hamiltoniano estd dada
por el siguiente teorema. Ver, por ejemplo, J. A. Bondy y U. S. R. Murty [4].

Teorema 5. Si una grdfica simple G tiene un ciclo hamiltoniano, entonces w(G—S) <
|S| para cualquier subconjunto propio no vacio S de vértices de G.

De manera anéloga se tiene la siguiente condicién necesaria para que una grafica G
tenga una trayectoria hamiltoniana.

Teorema 6. Si una grdfica simple G tiene una trayectoria hamiltoniana, entonces
w(G —S) <1+ |S| para cualquier subconjunto propio no vacio S de vértices de G.

Sean n > 2 un entero y ¢ = dy,ds,...,d, una sucesiéon arbérea. A continuacion
damos una condicién necesaria y una condicién suficiente para que una grafica G con n
vértices vy, v9, . .., v, tenga un arbol generador T" con dp(v;) = d; parai=1,2,...,n.
Nuestros teoremas 7 y 8 generalizan los teoremas 6 y 1, respectivamente.
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2.1. Condicién necesaria

El siguiente resultado generaliza el teorema 6 para dar una condicién necesaria para
la existencia de un arbol generador con sucesion de grados o.

Teorema 7. Sean G un grdfica simple con n vértices y S un subconjunto de vértices de
G. Si G tiene un drbol generador con grado mdzimo r, entonces w(G—S) < 1+(r—1)|5|.

Demostracion. Sea T un arbol generador con grado maximo r. La prueba la realizare-
mos demostrando las siguientes desigualdades:

w(G@—=95)<w(T-S5)<1+4(r-1)|9|

Dado que T' es un arbol generador de GG, entonces T'— S es una subgrafica de G — S,
donde V(T —S)=V(G—-S)y E(T—S) C E(G-29).

Observemos que si E(G —S)\ E(T —S) =0, entonces G — S =T — S. Por lo tanto
w(G—8)=w(T-29).

Suponiendo que E(G — S)\ E(T — S) # 0, notemos que G — S se obtiene de T — S,
anadiendo una a una las aristas de G — S que no estan T'— S. Observemos que en cada
paso, el nimero de componentes se mantiene o se reduce en una unidad, dependiendo
de si la arista anadida tiene sus vértices extremos en una misma componente o en com-
ponentes distintas. Por lo tanto, w(G — 5) < w(T — 95).

La segunda desigualdad se va a demostrar por induccién sobre el niimero de vértices
del conjunto S.

Si S = {v}, entonces w(T —v) = dr(v) < r = 1+ (r — 1). Supongamos que
|S| > 2. Sea P la trayectoria més larga en T', tal que sus vértices extremos pertenecen
al conjunto S. Sea a uno de los vértices extremos de P. Notemos que en 7' — {a} una de
sus componentes C' contiene todos los vértices de S = S — {a}. Entonces, por hipdtesis
de induccién w(C' — 5') < 1+ (' —1)|5’|. Dado que de(x) < 7' < dp(x) < r para todo
x en S’, entonces

w(T —8) = (dr(a) = 1) +w(C = 5") < (dr(a) = 1)+ 1+ (' = 1)]5]| <

r—D+1+@-D|ST=14+0C-0(5+1) =1+ (r—1)|S|.

Por lo tanto,
w(T —95) <14 (r—1)|5|.
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2.2. Condicion suficiente

A continuacién presentamos una condicion suficiente para garantizar la existencia
de arboles generadores con sucesion de grados o. Nuestro resultado [17] generaliza el
teorema de Ore.

Teorema 8. (M. E. Martinez-Cuero, E. Rivera-Campo) Sean r > 2 un entero y G

una grdfica etiquetada con conjunto de vértices V(G) = {vy,vg,...,v,} conn >1r+ 1.
Si d(u) + d(v) > % para cada par u, v en V(G) de vértices no adyacentes,
entonces G tiene un drbol generador T’ con una sucesion de grados o para cada sucesion
arborea 0 = dy,ds,...,d, con1 <d; <r coni=1,2,...,n.

Para cada entero positivo k, sean Xy = {x1,%2, ..., 2k}, Ye = {y1,¥2, -, Ur} ¥
Lyyr = {21,22, e zzk(r,g)ﬁ} conjuntos de vértices disjuntos por pares y sea Gy, la

grafica completa con el conjunto de vértices X, UY, U Z;, con todas las arista x;v;,1 <
i,j < k, removidas. Para el caso k =2y r = 3 (ver figura 5).

Figura 5: Gréfica Gy 3

Afirmamos que la grafica Gy, no tiene un arbol generador T' tal que dr(x;) =
dr(y;)) =r,i=1,2,...,kydr(z) =1,5=1,2,...,2k(r —2) + 2; porque si T es tal
arbol, entonces T' — Zj,, seria un arbol generador de la subgrafica G [ X U Y] de Gy,
inducido por el conjunto X UY%, lo cual no es posible ya que G [ X} U Y;] no es conexa.
Por otro lado, si u y v no son vértices adyacentes en Gy, sin pérdida de generalidad
asumimos que u € X y v € Y. Por otro lado, dado que:

n—2
°5r—1) 7

d, ,(v) +dg, , (v) = dx; (u) + dz, , (v) + dy, (v) + dz, , (v) = 2((k = 1) + 2k(r — 2) +2)).

n = |G, = |Xk| + |Yi| + | Zkr| = 2k(r — 1) + 2, entonces k =
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Entonces, dg, , (v) + dg, , (v) = %

suma de los grados en el teorema 8§ es justa.

. Esto muestra que la condicion de la

A continuaciéon se demuestra el teorema 8.

Demostracion del teorema 8. Suponemos que el resultado es falso. Entonces para cierto
entero n > 4 y cierta sucesion arborea o = dy,ds,...,d, con 1 < d; <r,1=1,2,...,n,
existe un contraejemplo. Sea G una grafica etiquetada con el conjunto de vértices
V(G) = {wy,wy,...,w,} tal que G no tiene un arbol generador con la sucesién de
grados o y tal que d(u) + d(v) > w para cada par u,v de vértices no ad-
yacentes en G. Elegimos a G con el mayor nimero posible de aristas sin dejar de ser
un contraejemplo con el mismo nimero de vértices. Observemos que G no puede ser
completa ya que no seria un contraejemplo.

Sean u, v vértices no adyacentes de G. Por la elecciéon de G, la grafica G + uv tiene
un arbol generador 7' con la sucesién de grados o. Por lo tanto G contiene un bosque
generador F' = T — uv con exactamente dos componentes T,, y T, con u € V(T,) y
v e V(T,) tales que dp(u) =d; — 1, dp(v) =d; — 1 y dp(w,) = d, para cada vértice w,
diferente a los vértices u y v, donde i y j son v = w; y v = wj.

Si consideramos u como el vértice raiz de T, y a v como el vértice raiz de T,,
orientamos las aristas de F' de tal forma que T, and T, se conviertan en arboles dirigidos
T_i y T, de su raiz hacia afuera, respectivamente. Para cada vértice w diferente a los
vértices u y v, sea w™ el unico vértice de G tal que la arista w™w es orientada de w™ a
wen [I'. Sea:

A, ={y € V(T,):uwy € E(G)} y B, ={z € V(T,,): vx € E(G)},
A, ={y e V(T,):vy€e E(G)} y B, ={z € V(T,): ux € E(G)}.

Notemos que |A, N B,| = 0, ya que de lo contrario existe z~— € A, N B, tal que al
hacer (F' — 2z~ z) + {uz,vz" } se obtiene un arbol generador de G con sucesién de grados
o, lo cual es una contradiccién (ver figura 6). Analogamente |A, N B,| = 0 y por lo
tanto

donde n, y n, son el nimero de vértices de T, y T, respectivamente.

Para cada vértice x de G, abusando de la notacién, denotamos d,(z) y d,(x) el
numero de vértices en T, y T, respectivamente, los cuales son adyacentes a x en G.
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Claramente

Puesto que dp(w,) = d, < r y que por cada vértice y~ que pertenece al conjunto
A, hay al menos una arista uy en F(G) y a lo més r — 1 aristas uy en E(G), tenemos
|A, < dy(u) < |Au|(r —1). Por lo cual

d(u)

Ayl > :
r—1

Anélogamente

dv(v).
r—1

|Ay| >

Figura 6: Bosque F con 2z~ € A,NB, (izquierda). Arbol (F—z"z)+{uz,vz"} (derecha).

Dado que el ex-grado de cada vértice ? es a lo mas r — 1, entonces

d d
. f“l) + du(v) < [Au] + [Bu] <y - f”l) +du(u) < |Au| + [ Buf <m0

Por lo tanto
dy(u) + (r — 1)d,(v) < (r—1)ny, y dy(v) + (r — 1)dy(u) < (r — 1)n,.

Dado que u y v no son adyacentes a si mismos en G, d,(u) < n, —1y d,(v) <n,— 1.
Por lo tanto

(r =2)dy(u) < (r=2)(nu = 1) y (r = 2)dy(v) < (r = 2)(ny — 1)

Entonces, al sumar d,(u)+ (r—1)d,(v) < (r—1)n, y (r—2)d,(u) < (r—2)(n,—1),
obtenemos:

(r — Ddu(u) + (r — )dy(v) < (2r —3)n, — (r — 2)
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) Por otro lado, al sumar d,(v)+(r—1)d,(u) < (r—=1)n, y (r—2)d,(v) < (r—2)(n,—1),
obtenemos:
(r—1)d,(v) + (r — D)d,(u) < (2r —3)n, — (r — 2)

Entonces, al sumar las tltimas dos desigualdades obtenemos:

(r=1)d,(u)+(r—1)d,(u)+(r—1)d,(v)+(r—1)d,(v) < n,(2r—3)+n,(2r—3)—(r—2)—(r—2)

(r = D(du(u) + dyp(uw)) + (r = 1)(du(v) + dy(v)) < (2r = 3)(ny + ny) — 2(r — 2)
(r—1d(u)+ (r—1d(v) < (2r —3)n— (2r — 4)

(r —1)(d(u) +d(v)) < (2r —3)n — (2r — 4)

(2r —3)n — (2r — 4)

d(w) +d(v) < ==

> (2r—3)n—(2r—>5)
— r—1

Lo cual no es posible dado que d(u) 4 d(v)

2.3. Complejidad

Un problema de decision es un problema cuya respuesta es si o no. Ejemplos de
estos problemas son, entre muchos otros, el de decidir si una gréafica es conexa y el de
decidir si una grafica tiene una trayectoria hamiltoniana.

Un problema de decisién pertenece a la clase P si existe un polinomio f(n) y un
algoritmo que resuelve este problema para cualquier instancia de tamano n en un nime-
ro de pasos acotado por f(n). Por otro lado, un problema de decisién estd en la clase
NP si existe un algoritmo que, cuando la respuesta es positiva, comprueba en tiempo
polinomial que la soluciéon propuesta es correcta. Existen problemas de decisién que
pertenecen a la clase NP y que no se sabe si pertenecen o no a la clase P. Un ejemplo
es el problema de decidir si una gréfica tiene una trayectoria hamiltoniana.

Finalmente, un problema de decision es N P-completo si esté en la clase NP y cual-
quier otro problema en la clase NP puede reducirse a este en tiempo polinomial.
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En esta seccién demostramos que el problema de decidir si una grafica tiene un
o-arbol generador es N P-completo.

Teorema 9. Sean n > 4 un numero entero y o = dy,ds . ..,d, una sucesion de grados
arborea. El problema de decidir si una grifica etiquetada G con conjunto de vértices
V(G) = {wy,wy, ..., w,} tiene un o-drbol generador es NP-completo.

Para demostrar que el teorema anterior es cierto, utilizaremos la siguiente estrategia
usual:

(1) Mostrar que el problema de decidir si G tiene un o-drbol generador esta en la
clase NP.

(11) Bajo el conocimiento de que el problema de decidir si una grafica G* tiene una tra-
yectoria hamiltoniana entre dos vértices dados pertenece a la clase N P-completa,
mostrar que este problema se reduce de manera polinomial al problema de decidir
si cierta grafica GG tiene un o-arbol para cierta sucesion arborea o.

A continuacién demostramos el punto (I).

Demostracion. Sea G una gréfica etiquetada cuyo conjunto de vertices es V(G) =
{wy,we,...,w,} y sean 0 = dy,ds, ..., d, una sucesién arbérea y T' una propuesta co-
mo solucion al problema de decidir si GG tiene un o-arbol generador esta en la clase N P.

Para demostrar este punto, daremos un algoritmo con complejidad polinomial, ba-
sado en el algoritmo de Busqueda en Profundidad (DFS), al cual llamamos DFS-
MODIFICADO.

El algoritmo DFS-MODIFICADO determina en un tiempo polinomial si 7" es un
o-arbol generador de GG. Al igual que en el algoritmo DFS, a partir de un vértice arbi-
trario v se visita uno de sus vecinos y este proceso se vuelve a repetir recursivamente
con cada vecino y se va formando una trayectoria que va creciendo conforme se van
visitando vértices. Cuando ya no es posible que la trayectoria siga creciendo, entonces
se repite el proceso con cada uno de los vértices vecinos no visitados del ultimo vértice
en la trayectoria visitado. El proceso continua de esta manera hasta que se termina de
visitar a todos los vértices que pueden ser alcanzados desde v. DFS-MODIFICADO se
detiene si en algiin momento del proceso se visita un vértice por segunda vez, ya que
esto implica que 7' tiene al menos un ciclo y por lo tanto 7' no es solucién.

Si el nimero total de vértices visitados es n = |V(G)|, entonces T es un arbol
generador de G. En caso contrario se determina que 7" no es solucién, dado que T es
un bosque.
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Algoritmo 1: DFS-MODIFICADO

© 00 N O Ok~ W N =

T e T = T S S
N O OUh WY = O

entrada: T',o
salida : “T" es una solucién” o “T" no es solucion”
para todo vértice w € V(T') hacer
estado|w] < “no visitado”;
plw] < “nulo”;
fin
terminado = 0;
esValido <~DFS-VISITADO(T, w);
si esValido = verdadero y terminado = n entonces
para todo vértice w; € V(T') hacer
si dr(w;) # oli] entonces
Responder: “T" no es una solucién”;
Salir;
fin
fin

Responder: “T" es una solucion”;
en otro caso
‘ Responder: “T" no es solucion”;
fin

Si resulta que T' es un arbol generador de G, se verifica si dr(w;) = d;, 1 < i < n.

En el caso que la igualdad anterior no sea cierta para al menos un vértice w; en V(T),
entonces se determina que 7" no es solucion, de lo contrario se puede decir que T si es
una solucién para el problema de decision.
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El algoritmo DFS-MODIFICADO recibe como entradas a T'y o = [dy,ds, ..., d,] vy
se definen Adj[w] como el campo que contiene a todos los vértices vecinos de w en T'
y plw] como el campo que almacena al antecesor de w. En la parte de la inicializacién
del algoritmo se considera el estado de cada uno de los vértices w de T' como “no vi-
sitado”, mediante la asignacion de “no visitado” a la variable estado|w] y se asigna al
antecesor de w plw| como “nulo” y se establece el contador global terminado (ver las
lineas 1 —5). Posteriormente a la variable esV alido se le asigan la salida de la subrutina
DFS-VISITADO (ver la linea 7). Si la salida de la subrutina DFS-VISITADO es igual
a verdadero y el contador terminado es igual a n, entonces para cada vértice de T se
examina si dr(w;) es distinto a d;, en caso que ocurra esto para algin vértice w; se
concluye que T no es solucion, de lo contrario se determina que 7' es una soluciéon. Por
otro lado, si la salida de la subrutina DFS-VISITADO es igual a falso, entonces se
concluye que 7" no es solucién (ver las lineas 7 — 17).

A continuacién presentamos la subrutina DFS-VISITADO.

Algoritmo 2: DFS-VISITADO
entrada: 7', w
salida : falso o verdadero

1 estado[w] < “visitado”;

2 para todo vértice v € Adjr|w]\{p[w]} hacer
3 si estadolv] = “no visitado” entonces

1 plv] < w;

5 esValido < DFS-VISITADO(T, v);

6 si esValido=falso entonces

7 ‘ regresar: falso;

8 fin

9 en otro caso

10 Responder: “T" no es solucién, ya que tiene al menos un ciclo”;
11 regresar: falso;
12 fin
13 fin
14 terminado = terminado + 1;
15 regresar: verdadero;

La subrutina DFS-VISITADO recibe como entradas a Ty sin pérdida de generali-
dad un vértice de partida w de T. En la parte de la inicializacion del algoritmo se le
asigna a la variable estado|w] la condicién de “visitado” (ver la linea 1).
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Posteriormente, se hace un recorrido en profundidad a T" para examinar el estado de
todos los vértices alcanzables desde el vértice de partida w (ver las lineas 2 — 13). Ob-
servemos que en cada llamado de DFS-VISITADO(T, v) el vertice v inicialmente tiene
la condicién de “no wvisitado” y luego se le asigna el estado de “visitado” y se determina
el antecesor de v e incrementa el contador “terminado” en una unidad (ver la linea 14).

Notemos que si en algin llamado a DFS-VISITADO(T, v) el estado del vértice v es
“visitado”, entonces la subrutina regresa “falso” (ver las lineas 9 — 12). De lo contrario
regresa “verdadero” (ver la linea 15).

]

A continuacién demostramos el punto (I1).

Demostracion. Sean k, m y n enteros positivos tal que n = k+m—2. Dada una sucesién
arborea 0 = dy,ds,...,d,condy =dy =---=dp=1yd; >2parak+1 <1 <n, para
cada grafica G* simple etiquetada con conjunto de vértices V(G*) = {v1,vq,...,Upn},
definiremos una grafica G = f(G*) y probaremos que satisface que G* tiene una tra-
yectoria hamiltoniana con extremos v; y v, si y s6lo si G tiene un o-arbol generador.

Sea W = {ws, wy, ..., w,} un conjunto de vértices ajeno al conjunto de vértices de
G*. La gréifica G = f(G*) se obtiene de G* como a continuacién se describe:

1. Los vértices v; y v de G* se reetiquetan como w; y ws respectivamente.

2. Posteriormente, en forma ordenada los vértices v;, diferentes de v1 y v en G* se
van renombrando como wg; o = v;, con 3 < ¢ < m, al instante en que cada uno
se hace adyacente a dji(j_o) — 2 vértices de W, siendo wyy1 el primero que se
hace adyacente a los primeros di1 — 2 elementos que se encuentran en W, luego
ya sin considerar estos vértices en W, wiyo se hace adyacente a los siguientes
d1o — 2 vértices de W, posteriormente wy, 3 se hace adyacente a los siguientes
dps3 — 2 vértices de W, sin considerar los que ya son adyacentes a wgy1 V Wgio v
esto continia ocurriendo hasta que w,, se hace adyacente a los ultimos dy ., o —2
vértices de W. Observemos que > " 5 dji(i—2) — 2 = (dj1 — 2) + (dpp2 —2) +- - - +
(dit(m—2) —2) = (dey1 tdpya+ - +dp) —2(n—k) = (di +da + -+ dy) — (dy +
do+--+dp)—2n—k)=2n—1)—k—2(n—k) =k —2=|W|, ya que de lo
contrario no podriamos hacer la descripcion anterior.

Notemos que la grafica G tiene una subgrifica F' isomorfa a G* con V(F) =
{wy, wo, Wiy1, ..., wy} = {v1,02,03,...,0,} = V(G*).
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A continuacién vamos a demostrar que si la grafica G* tiene una trayectoria ha-
miltoniana con vértice inicial v; y vértice final vy, entonces la grafica G tiene un arbol
generador 7" tal que dp(w;) =d; con 1 <i < n.

Ya que G* tiene una trayectoria hamiltoniana H,, ,, que inicia en v; y termina en
vy, entonces la subgréafica F' de G tiene una trayectoria hamiltoniana Hy,,,, con vértice
inicial wy, vértice final wo y vértices interiores wy. 1, Wri2, ..., w,. Entonces la subgrafi-

caT = Hyyuw, U (E(G)\E(F)) de G es el arbol generador deseado de G.

Ahora vamos a demostrar que si la grafica GG tiene un arbol generador T' tal que
dr(w;) = d; con 1 < i < n, entonces la grifica G* tiene una trayectoria hamiltoniana
con vértice inicial v y vértice final vs.

Sea T el arbol generador de G con las condiciones mencionadas anteriormente. Por
la construccién de G, los vértices {ws, wy, . .., wx_1, wy } son vértices de grado uno en 7',
entonces al eliminar estos vértices en T', obtenemos una subgréfica conexa H de G con
V(H) = {wy, wo, Wgi1, Wgyo ..., wy,} enlaque el grado de los vértices wyy1, Wiia, - - ., Wy
en H es dos, ya que de no ser asi, existe al menos un vértice w; en H con k+1 < i < n,
tal que dy(w;) > 3 0 dy(w;) = 1y en consecuencia el dr(w;) > d;+1 o dr(w;) = d; — 1,
lo cual, en ambos casos, es una contradiccién. Por otro lado, dg(w;) = dg(wy) = 1,
ya que si dg(wy) > 2 o dy(wy) > 2, entonces T tendria al menos un ciclo, lo cual es
una contradiccion. Entonces H es una trayectoria hamiltoniana con vértices inicial w,
y vértice final wy de F. Por lo tanto G* tiene una trayectoria hamiltoniana que inicia
en v; y termina en wvs.

Por lo tanto, G* con V(G*) = {v1,va,...,v,} tiene una trayectoria hamiltoniana
con vértice inicial v, y vértice final vy si y solo si G con V(G) = {wq,ws, ..., w,} tiene
un arbol generador T' tal que dr(w;) = d; con 1 < i < n.

Finalmente, veamos que al hacer G = f(G*), k—2 = |V(G)| — |V (G*)| es el nimero
de vértices que se le pega a G* y dado que cada uno de estos vértices nuevos es adyacente
aun v; de G* con 3 <i < mseusan k — 2 = |E(G)| — |E(G*)| aristas para hacer esto
y el nimero de vértices que se reetiquetan son m. Por lo cual el nimero de pasos que

realiza la transformacion f es 2(k —2) +m < 2n.
O]



Capitulo

Gréfica de (o )-arboles

La grdfica de drboles T(G) de una grafica conexa G es la grafica cuyo conjunto de
vértices es el conjunto de arboles generadores de GG en la que dos arboles T' y S son
adyacentes si uno se obtiene del otro por medio de un intercambio simple de aristas. Es
decir que existen aristas t de Ty s de S tales que S = (T' —t) + s.

La grafica de arboles de cualquier grafica G' es una grafica conexa. R. L. Cummins
[6] demostrd que si la grafica G tiene al menos un ciclo, entonces 7'(G) tiene un ciclo
hamiltoniano. Posteriormente varios autores han estudiado diferentes variantes de la
grafica de drboles, ver por ejemplo Broersma y Li [3], Harary et al. [13], Heinrich y Liu
[15] y Li et al. [18].

Una grafica D es una grdfica dirigida si cada una de sus aristas tienen una orienta-
cién. Si la grafica subyacente de D que resulta de ignorar el sentido de las aristas en D
es conexa, entonces la grafica dirigida D se dice que es débilmente conexa.

Sea D una gréafica dirigida débilmente conexa. La grdfica de drboles dirigidos de D
es la grafica T,;(D) en la que los vértices son todos los arboles generadores de D. Dos
arboles T'y S son adyacentes en T,;(D) si S = (T'—t)+s para ciertas flechas t € A(T') y
s € A(S) tales que t y s tiene la misma orientacién en el tinico ciclo contenido en T'U S,
En [10], A. P. Figueroa Gutiérrez demostré que si D tiene un ciclo dirigido, entonces
T.i(D) es conexa. En el mismo trabajo, A. P. Figueroa Gutiérrez generalizo la gréfica
de arboles dirigidos a la grdfica de bases orientadas de un matroide orientado.

Dada una grafica G con n > 4 vértices un 2-switch en G consiste en quitar dos

aristas uv y xy de G y anadir dos aristas ux y yv que no pertenecen al conjunto de
aristas de G. Berge [1], Hakimi [12] y Havel [14] demostraron de manera independiente

25
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que dadas dos graficas F' y H con idéntica sucesion de grados existe una sucesién de
graficas Gy, Gy, ...,G, con F =Gy, H =G, y tal que parai=0,1,...7 — 1 la gréfica
Gi+1 se obtiene de G; por medio de un 2-switch. J. Fresdn Figueroa [11] demostrd que
si Sy R son dos arboles con idéntica sucesién de grados, entonces se puede escoger la
sucesion G, G, ..., G, de tal manera que cada grafica G; sea a su vez un arbol.

En este capitulo estudiamos una transformacién ¢ que convierte un arbol T" en otro
arbol cuya sucesién de grados se obtiene de la sucesién de grados de T al intercambiar
el grado de dos vértices. Demostramos que al aplicar sucesivamente la transformacion
@ siempre es posible ir de un arbol S a cualquier otro arbol R cuya sucesién de grados
sea una permutacién de la sucesion de grados de S.

3.1. Transformacién ¢

A continuacién presentamos una transformacién que llamamos ¢, la cual estd basa-
da en la Operacién de Adopcién dada por Fekete et al. [9]. Por lo cual, cada vez que se
menciona que un vértice u adopta a un vértice y, nos referimos a la manera en que se
reemplazan aristas para efectuar la adopcion.

Sea T un arbol y sean u,v € V(T) tales que (i) dr(u) = 1y dr(v) > 2 o (ii)
dr(u) > 2y dr(v) > 2. En el caso (i) dpr(u) = 1y dr(v) > 2, la notacién ¢(T, u,v)
significa que el vértice u adopta a cada vértice adyacente a v que no se encuentra en
la trayectoria que va de u a v (ver figura 7). En el caso (ii) dr(u) > 2 y dr(v) > 2, la
notacion (7T, u,v) significa que el vértice u adopta a cada vértice adyacente a v que
no se encuentra en la trayectoria que va de u a v en T' y posteriormente v adopta a
cada vértice que originalmente era adyacente a v en T, sin considerar al vértice que se
encuentra en la trayectoria que va de v a u (ver figura 8). Observemos que en ambos
casos los vértices u y v intercambian grados y adyacencias, mientras que los grados y
las adyacencias del resto de los vértices se mantienen. Cuando ocurra el caso (i) vamos
a decir que se realizé una adopcién simple y cuando ocurra el caso (ii) vamos a decir
que se realizé una adopcion doble.

3.2. Grafica de 7(0)-arboles

Sean K, una grafica completa etiquetada con conjunto de vértices V = {vy,vq,. ..,
Up} y 0 = dj,ds,...,d, una sucesién arbérea. Denotamos por I, al conjunto de las
permutaciones m(o) de o y por T, al conjunto de todos los 7(o)-arboles generadores
de K, para alguna permutacién (o) de o. Dada una sucesién arbérea o, la grifica
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Y—Q/‘\’—< - :

Figura 7: Adopciéon simple (T, u, v)

Figura 8: Adopcién doble ¢(T', u, v)

de m(o)-drboles es una grafica simple, donde sus vértices son todos los m(o)-arboles
con (o) € I, en la que dos arboles Ty T” son adyacentes al aplicar una sola vez la
transformacion ¢, podemos ir de 7" a T”. Vamos a denotar a la gréfica de m(o)-arboles

como Gr(g).

Consideremos a la grafica completa K4 con conjunto de vértices V' = {vy, va,v3, 04}
y la sucesion arbérea o = 1,1, 1,3. En este caso I, = {(3,1,1,1),(1,3,1,1),(1,1,3,1),
(1,1,1,3)}. En la figura 9 podemos observar que la grafica G, es completa.

V1 () U1 V2
U3 Vg VU3 U4
>
U1 () U1 V2
L — ]
U3 (7 v3 U4

Figura 9: Gr(s)
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Por otro lado, si consideramos la misma gréfica K4 con la sucesién arbérea o' =
1,1,2,2, entonces I1,» = {(1,1,2,2),(1,2,1,2),(1,2,2,1),(2,1,1,2),(2,1,2,1), (2,2, 1,
1)}. En este caso la gréafica G, tiene 12 vértices (ver figura 10). Notemos que Gy
no es completa y tiene un ciclo hamiltoniano.

v V2 v V2
U3 V4 V3 U4 \
V1 U9 U1 V2
/ V3 V4 V3 V4 \
V1 U2 V1 V2
*———o
Z *——o
V3 U4 V3 U4
V1 U2 U1 U2
V3 U4 V3 U4
U1 V2 U1 ()
V3 V4 V3 V4
v V2 v U2
*—=O ><
*——o
R V3 U4

Figura 10: G (0”)

El principal propdsito de esta seccién es demostrar que la grifica G ) es conexa
para toda sucesion arbérea o (teorema 10) usando el siguiente lema.

Para cada sucesion arborea ¢ = dy,ds,...,d, conn > 3y dy > dy > -+ >
d,, definimos un arbol C, formado por una trayectoria P : vy, vs,...,v; junto con k
conjuntos de aristas Aj, As, ..., A, pendientes en vy, vy, ..., v, respectivamente con

|A1| = dy — 1, |Aj] = di —2 parai = 2,3,...,k — 1y |Ag] = dr — 1, en donde
k = méx{i: d; > 1}. En la figura 11 podemos ver un ejemplo de un arbol C,, donde
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o = 574737271717171717171717 P U1,V2,U3,04 Yy Al = {U1U5,'U1'U6,U1U7,U1'U8}, A2 =
{027)9,1)2@10}, Az = {U3U11} y Ay = {U4U12}

U1 V2 U3
Us Ve U7 Vg U9 V10 V11

Figura 11: Arbol Cy,cono=5,4,3,2,1,1,1,1,1,1,1,1

V4

V12

Lema 1. Sea T un drbol con n > 3 wvértices vi,va,...,v, Yy sucesion de grados o =
di,ds,...d, cond; > dy--- > d,. Entonces T se puede convertir en un drbol isomorfo
a C, al aplicar iteradamente transformaciones (T, u,w) considerando vértices u y w
distintos de v;.

Demostracion. Sea t(o) = max{i: d; > 2}. Si t(0) = 1, entonces T" es una estrella por
lo que es isomorfo a C,. Supongamos que para cierto entero k£ > 1 la afirmacion es
vélida si t(o) < k.

Sea T un arbol con sucesion de grados o = dy,ds,...,d, con d; > dy--- > d, tal
que t(o) = k+ 1. Sean xq1,xs, ..., x4 los vértices de T' adyacentes a v;. Para mayor
referencia consideremos a 7' como un arbol con raiz v; de grado d;. Sin perder genera-
lidad suponemos que vy estd en la rama de T' que contiene a z; (ver figura 12).

Sea T} el arbol obtenido de T al aplicar ¢(T, vy, x4, ). Entonces Ty es un arbol con
raiz v; adyacente a vértices x1,xa, ..., T4 €en el que x4, tiene grado dy. En la figura 13
de izquierda a derecha se muestran los arboles Ty Ty = ¢(T, vg, 24, ).

Sea y; un vértice con grado 1 en la rama de 7y que contiene a x4,. Al aplicar la
transformacion ¢(7o, z1,y;) obtenemos un arbol T} con raiz v, en el que el vértice z,
adyacente a vy ya tiene grado 1 (ver figura 14).

Repetimos esta operacion en cada vértice x; con 1 = 2,3,...,d; — 1 adyacente a v,
hasta obtener un arbol Ty, 1 con raiz v; adyacente a vértices z1, xo, ... 24,1 con grado
1 y al vértice x4, con grado dy (ver figuras 15 y 16).
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U1

x1 z2 3 Ly

Figura 12: Arbol T

U1 U1

X1 X2 T3 Ty X1 X2 X3 Ly

Figura 13: De izquierda a derecha se muestra T'y Ty = o(T, va, 4, )

Si dy = 2, entonces d3 = dy = - -+ = dy,) = 2 lo cual implica que Ty, _; es isomorfo
a Cy (ver figura 17).

En el caso dy > 3, consideramos el arbol H obtenido de 7}, 1 al quitar los vértices
V1,21, T2, ..., Tq—1. H es un arbol con n — dy vértices cuya raiz x4, tiene grado ds — 1
y cuya sucesién de grados o’ es una permutacién de dy — 1,ds, ..., d,_q, 41 con t(o’) =
k. Por hipdtesis de induccion H se puede transformar en un arbol isomorfo a C, al
aplicar sucesivamente transformaciones considerando los vértices u y w distintos de z;, .
Afirmamos que si aplicamos la misma sucesién de transformaciones a Ty, _; obtenemos
un arbol isomorfo a C,. Esto pues si u y w son vértices de H distintos de x4, , entonces

al aplicar ¢(Ty, 1, u, w) no se modifican las adyacencias de vy, z1,zg, ..., Tg, 1.
O

Teorema 10. Para cada sucesion arborea o la grifica de drboles G,y es conexa.
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U1 U1

r1 X2 x3 Ty

n

Figura 14: De izquierda a derecha se muestra Ty y 17 = ¢(To, y1, 1)

V1 U1

r1 x2 r3 e Tdy T Z2 T3y Tdy

0 Y2

Figura 15: De izquierda a derecha se muestran los arboles 71 y To = (11, yo, 2)

Demostracion. Sean S y T vértices de G (). Sin perder generalidad suponemos que la
sucesiéon de grados de S es . Denotemos por 7 a la sucesion de grados de T'.
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(] U1

T1 7, Ldy T T 3N Fdy
3

Y2 Y2

Y3
Y3

Figura 16: De izquierda a derecha se muestran los arboles Ty y T3 = (75, y3, x3)

V1 Ldy

T T T3
Figura 17: Arbol C,

Por el lema 1, S y C, estdn conectados en Gy (), andlogamente C; y T estén co-
nectados en G (). Por otro lado, C, y C son isomorfos pues 7 es una permutacion de
o, por lo tanto C; se obtiene de C, por medio de intercambios sucesivos de parejas de
vértices adyacentes. Cada uno de esos intercambios corresponde a una aplicacién de la
transformacion ¢, por lo tanto C, y C; estdn conectados en Gr(») y por transitividad,
Sy T también estan conectados en Gy (s).

m
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3.3. Algoritmos

En esta secciéon describiremos dos algoritmos que llamaremos Mixto y Simple que
utilizan de manera sucesiva la transformacion . El algoritmo Mixto utiliza tanto la
adopcién simple como la adopcién doble y el algoritmo Simple utiliza solamente la
adopcion simple.

Sean Ty T" dos &rboles en 7T,. Paso a paso, los algoritmos van modificando el arbol
T cada vez que la transformacién ¢ opera en 7. Primero (en caso necesario) iguala el
grado de un vértice x de T con el grado del vértice z en 7" y después (también caso
necesario) hace que la vecindad del vértice z en T sea la misma vecindad que tiene el
vértice x en T". Para asegurar que al final el arbol T" se transforme en el drbol deseado
T’, las aristas que inciden en el vértice z quedan fijas al final de cada iteracién y no son
modificadas posteriormente. Sin pérdida de generalidad, se selecciona un vértice ' con
grado mayor o igual que dos en 7" y se consideran a T” y a T como arboles dirigidos con
raiz r’. Notemos que el vértice raiz r’ de Ty T" se encuentra en el nivel 0 del arbol Ty T".

Sea A el numero total de niveles que tiene el arbol 7" y sea x un vértice en T.

Vamos a considerar Hy(x) y Hy:(x) como los conjuntos de vértices hijos de z en Ty
T', respectivamente.

3.3.1. Algoritmo Mixto

Algoritmo 3: Algoritmo Mixto
entrada: T,7",r’
salida : T transformado en 7"
1 para N =0,1,...,A—1 hacer
para todo x en el nivel N del drbol T' hacer
si dr/(x) > 2 entonces
M-Corregir Grado (T,7",r', x)
M-Corregir Hijos (T,T",1', x)
fin
fin

® N o oA W N

fin

El procedimiento del algoritmo Mixto es el siguiente: se recorren los niveles del arbol
T" a lo ancho, empezando en el nivel 0 hasta el nivel A — 1, en busqueda de vértices
x cuyo grado sea mayor que o igual a dos. Por cada vértice x ubicado en T”, se llama
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primero a la rutina M-Corregir Grado con la finalidad de que dr(z) = dp(x) y después
se llama a la rutina M-Corregir Hijos con el propésito de que el conjunto de vértices
hijos de = en T coincida con el conjunto de vértices hijos de x en T” (ver las lineas
1 — 8). En la figura 18 tenemos el ejemplo de un arbol T' con raiz 7', que con ayuda
del algoritmo Mixto puede transformarse en el arbol 7" con raiz r’. Mientras que en
la figura 19 vemos el arbol T' en cierto momento del proceso de transformarse en T".
Notemos que en el arbol T' ya operaron las rutinas M-Corregir Grado y M-Corregir
Hijos, dado que los grados y conjuntos de los vértices hijos de los vértices r’ y vy en T'
son los mismos que tienen los vértices 7’ y v, en el drbol T”. También observemos que
el vértice vy en T es el proximo vértice en el cual las rutinas del algoritmo Mixto van
a operar.

V9 U5
V10 V10
V22 11

V4 V21 Ug V13

Figura 18: De izquierda a derecha se muestran los arboles T'y T, ambos con raiz r’ = v,
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V22

Figura 19: Arbol T con rafz 1’ en cierto momento del proceso de transformarse en 77,
donde dT(T’/) = dT/(T/), HT(T‘,) = HT’ (T’/), dT(UQ) = dT/<U2) y HT(U2> = HT/(U2>

A continuacién presentamos la rutina M-Corregir Grado.

Algoritmo 4: M-Corregir Grado

entrada: T, 7", v, x

salida
si dr(x) # dp () entonces

© 000 N O A W N+

e e e =
B W N R O

=
S]]

16 fin

T

si x = r’ entonces

en

fin

Elegir y € V(T tal que dr(y) = dp(r')
T =(T.7",y)
otro caso
Elegir y € V(T)) tal que dr(y) = dr(z) y dr(y) # dr (y)
si y es descendiente de x entonces
Elegir w € V(T') tal que dr(w) = 1 y que no sea descendiente
de z
T = (T, w,p(y))
T =¢(T,z,y)
en otro caso
T =T, z,y)
fin
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El procedimiento de la rutina M-Corregir Grado es el siguiente: si dr(z) # dp/(x),
entonces ocurren dos casos: (i) si x = r/, se selecciona un vértice y en T tal que
dr(y) = dp(r") y se hace T = o(T, 1, y) para que dr(r") = dp/(r') (ver las lineas 2 — 4)
y (ii) si & # r/, se busca un vértice y en T tal que dr(y) = dp () v dr(y) # dr(y); si y
es descendiente de x, entonces se busca un vértice w en T tal que no sea descendiente de
z 'y que dp(w) =1 (ver las lineas 7 — 9 y la figura 20), luego se hace T' = o(T', w, p(y))
para que el vértice y deje de ser descendiente de x (ver la linea 10 y las figuras 21 y 22)
y enseguida se hace T = ¢(T, x,y) para que dp(x) = d(z) (ver la linea 11 y las figuras
23 y 24). Ahora bien, si y no es descendiente de x, simplemente se realiza T' = ¢(T, z, y)
para que dr(z) = dp(x) (ver las lineas 12 — 14 y las figuras 23 y 24).

U5

p(y) = v

V9

V22

Figura 20: Caso (ii) de la rutina M-Corregir Grado, donde el vértice y = vg es descen-
diente de x = vy y en consecuencia se selecciona un vértice w = vy en T' tal que no es
descendiente del vértice z = vy y dp(w) = dr(vy) =1
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U5

p(y) =v11

V16

V9

V22

Figura 21: T' = (T, w, p(y)) = ©(T, v7,v11)

V20

37

Figura 22: Arbol T con raiz v/ , donde el vértice y = vg no es descendiente del vértice

T = Uy
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V20 &~

V19

Figura 24: T con raiz r’, donde dr(vy) = dy(vy)
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A continuacién presentamos la rutina M-Corregir Hijos.

Algoritmo 5: M-Corregir Hijos
entrada: 7,77, 7", x
salida : T

1 INC = Hr(z) \ Hp ()
2 CAND = HT/(x) \ HT(x)
3 mientras CAND # () hacer
4 Elegir v € INC y z € CAND
5 si z es descendiente de v entonces
6 ‘ T =o(T, z,v)
7 en otro caso
8 Elegir w € V(T) tal que dr(w) = 1 y sea descendiente de v
9 T = (T, w,p(z))
10 T = (T, z,v)
11 fin
12 | INC=INC\ {v}
13 CAND = CAND \ {z}
14 fin

El procedimiento de la rutina M-Corregir Hijos es el siguiente: se genera el conjun-
to de vértices INC como resultado de la diferencia del conjunto Hp(x) y el conjunto
Hr/(x), donde los elementos del conjunto INC son los vértices hijos del vértice x en
T que son distintos a los vértices hijos del vértice x en 7" (ver la linea 1). Después
se genera el conjunto CAND como resultado de la diferencia del conjunto Hrp/(x) y el
conjunto Hr(x), donde los elementos del conjunto CAND son vértices que no son hijos
de x en T, pero si vértices hijos de  en T (ver la linea 2). En la figura 25 podemos
observar un ejemplo de la generacién de los conjuntos INC y CAND.

Después se ejecuta el bucle mientras, que repetira una serie de instrucciones en tanto
el conjunto CAND # () (ver las lineas 3 — 11). Cuando se entra al bucle se elige un
vértice v € INC y un vértice z € CAND. Después de elegir al vértice z ocurren dos
casos: (i) si el vértice z es descendiente de v en T', entonces se realiza T' = ¢(T, z,v),
para que el vértice z sea hijo de z en lugar del vértice v (ver figura 29) y (ii) si el
vértice z no es descendiente de v en 7', entonces se busca un vértice w en T tal que
sea descendiente del vértice v y dr(w) = 1 (ver la linea 8 y figura 26), luego se hace
T = o(T,w,p(z)) para que el vértice z sea descendiente del vértice v (ver figuras 27 y
28) y después se hace T' = ¢(T, z,v) para que el vértice z se convierta en hijo de x en
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lugar del vértice v en T' (ver las lineas 7 — 11 y figura 29). Finalmente se actualizan los
conjuntos INC y CAN (ver la linea 13).

V2 U3 Vs

V20
Vg V14 V21
V12 V18 Vg

V13
V19 U7 V15 V10 V22

V16
Us

v17 V11

Figura 25: T con raiz 7/, donde INC = Hr(vy) \ Hr(vy) = {va0,v12, 018,09} \
{U77U8av9»vlo} = {U207U127U18} y CAND = HT’(U4) \ HT(U4) = {U77U87U97U10}\
{U207U127U1871}9} = {07, 1)87'010}
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Figura 26: Caso (ii) de la rutina M-Corregir Hijo, cuando el vértice z = v; no es
descendiente del vértice v = vy ¥ en consecuencia se selecciona un vértice w = vq9p en
T tal que sea descendiente del vértice v = vog y dp(w) = dr(veg) =1

Figura 27: T' = (T, w, p(z))
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v17 V11

Figura 28: Arbol T con raiz r’, donde el vértice z = v; es descendiente del vértice
UV = VU2
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Figura 29: T = ¢(T, z,v) con raiz r’, donde el vértice z = v; es un vértice hijo del
vértice T = vy
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3.3.2. Algoritmo Simple

En esta subseccion presentamos el pseudocodigo del algoritmo Simple.

Algoritmo 6: Algoritmo Simple
entrada: T,7",r’
salida : T transformado en 7"
1 para N =0,1,2,...,A—1 hacer
para todo x en el nivel N del drbol T' hacer
si dr(z) > 2 entonces
S-Corregir Grado((T,T",r', x)
S-Corregir Hijos (T,T",7', x)

® N o oA W N

Al igual que en el algoritmo anterior, el procedimiento del algoritmo Simple también
consiste en recorrer por niveles y a lo ancho el arbol 7", empezando en el nivel 0 hasta
el nivel A — 1, en bisqueda de vértices x cuyo grado sea mayor o igual que dos en T".
Por cada vértice x encontrado en T” se llama primero a la rutina S-Corregir Grado para
hacer, en caso necesario, que dr(x) = dp(x) y luego se invoca a la rutina S-Corregir
Hijos para hacer, en caso necesario, que el conjunto de vértices hijos de x en T' sea igual
al conjunto de vértices hijos de = en T".

Tomando en cuenta los arboles T'y T” con raiz 1’ de la figura 18, vamos a considerar
de nuevo a T como un ejemplo de un arbol que puede transformarse en el arbol 17,
pero esta vez con ayuda del algoritmo Simple. Por otra parte, para ejemplificar algunos
pasos de las rutinas del algoritmo Simple vamos a partir del arbol T' de la figura 19.
Recordemos que este arbol, se encuentra en cierto momento del proceso de transformarse
en T". Notemos que por el funcionamiento del algoritmo Simple, las rutinas S-Corregir
Grado y S-Corregir Hijos van a operar en el vértice vy del arbol 7T'.
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Ahora damos paso al pseudocédigo de la rutina S-Corregir Grado.

Algoritmo 7: S-Corregir Grado
entrada: 7,7, T, x
salida : T

1 si dp(x) # dp/(x) entonces

2 six =r" ydr(r') =1 entonces

3 Elegir y € V(T) tal que dr(y) = dg (1)

4 regresar T = (T, 7", y)

5 fin

6 six=r"ydr(r') # 1 entonces

7 Elegir w € V(T) tal que dr(w) =1

8 T = o(T,w,r")

9 Elegir y € V(T tal que dr(y) = dp(r')

10 regresar T = ¢(T,r',y)

11 fin

12 six #1" ydr(r) =1 entonces

13 Elegir y € V/(T) tal que dr(y) = dr/(x) y dr(y) # dr (y)
14 regresar T = ¢(T, z,y)

15 fin

16 si x #r' ydr(z) # 1 entonces

17 Elegir w € V(T') tal que dr(w) = 1 y no sea descendiente de x
18 T =T w,x)

19 Elegir y € V(T) tal que dr(y) = dp(z) v dr(y) # dr(y)
20 regresar T = ¢(T,z,y)

21 fin
22 fin
23 regresar T’

El procedimiento de la rutina S-Corregir Grado funciona de la siguiente manera: si
dr(z) # dp(z), entonces el algoritmo considera solo uno de los cuatro posibles casos:
(i) six =" y dp(r") = 1, entonces se elige un vértice y en T tal que dr(y) = dg(1'); por
consiguiente se hace T' = (T, 1, y) para que el dr(r') = dp(r') y finalmente se regresa
T (ver las lineas 2—5); (ii) siz = r" y dp(r') # 1, entonces se busca un vértice w en T tal
que dr(w) = 1y luego se se hace T' = (T, w, ') para que el dr(r') = 1, posteriormente
se selecciona un vértice y en T tal que dyp(y) = dp(r') y se hace T = o(T,r',y)
para que el dp(r') = dp/(r') y finalmente se regresa T' (ver las lineas 6 — 11); (iii) si
x # 1’y dr(xz) = 1, entonces se selecciona un vértice y en T tal que dr(y) = dp(x) y
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dr(y) # dr(y) y después se hace T' = (T, x, y) para que el dr(z) = dp(x) y finalmente
se regresa T (ver las lineas 12 — 15) y (iv) si @ # ' y dr(x) # 1, entonces se busca
un vértice w en T' tal que no sea descendiente de = y dr(w) = 1 y enseguida se realiza
T = ¢o(T,w,z) para que dr(x) = 1 (ver las lineas 16 — 18 y las figuras 30 y 31),
posteriormente se busca un vértice y en T tal que dr(y) = dp () y dr(y) # dr(y) v
se hace T' = (T, x,y) para que el dr(z) = dp/(x) y finalmente se regresa T' (ver las
lineas 19 — 21 y las figuras 32 y 33). Por otro lado, si no se cumple que dr(x) # dp/(x),
entonces simplemente se regresa 7.

r
U2 U3 U5
Xr = V4
Ve V14 V21 v17 V11
(%] V16
V19 U7 V15 V10 w = V13
V20
V12 V18 Vg
V22

Figura 30: Caso (iv) de la rutina S-Corregir Grado, donde x = vy y dr(x) =1, w = vy3
y T= 90<T7 w, aj) = @(Ta V13, U4)
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Figura 31:

V22

Arbol T con rafz 1/, donde dp(z) = dp(vs) = 1

47
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Us

() U3 ‘

Y = Vg .« V14
13
V19 v7 V15 V10
v17 V11
vg V16
V20
V12 V18 Vg
V22

Figura 32: Caso (iv) de la rutina S-Corregir Grado, donde = = vy, y = vg y T =
QO(T,.T, y) = SO(Ta Ty, UG)
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r
Vs
r =7
V9 U3 4
(%4 V14 V21
V19 U7 V15 V10
V13
v17 V11
vg V16
V20
V12 V18 Vg
V22

Figura 33: Arbol T con rafz /', donde dp(z) = dr(vy) = 5 = dr(vy) = dpr(2)
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V9 U3
U5

V21
Ve V14 UV = V19 %4 V15 V10

V13

V11
v17

Z = Vg V16

V20
V12 V18 Vg

V22

Figura 34: Arbol T con raiz r’, donde z = vy, INC = {v19,v15}, CAND = {vg, v9},
v=119 € INCy z=wvg € CAND
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Finalmente mostramos el pseudocéddigo de la rutina S-Corregir Hijos.

Algoritmo 8: S-Corregir Hijos

© 0 N o oA W N -

N N NN DD DNR B R 3 3 3 B Rl e
N 0 R N RO © 0N WA W N RO

entrada: 77,7, T,z

salida : T

]NC == HT<I> \ HT/(ZL’)
CAND = Hpi(z) \ Hr(x)
mientras CAND # () hacer

fin

Elegir v € INC'y z € CAND
sidr(z) =1y z es descendiente de v entonces
regresar T = ¢(T, z,v)
fin
sidr(z) =1 y z no es descendiente de v entonces
Elegir w € V(T') tal que dr(w) = 1 y sea descendiente de v
T =¢(T,w,p(z))
regresar T = ¢(T, z,v)
fin
sidp(z) > 2 y z es descendiente de v entonces
Elegir w € V(T') tal que dr(w) = 1 y sea descendiente de v
T =T w,z)
regresar T = ¢(T, z,v)

fin

idr(z) > 2 yz no es descendiente de v entonces

Elegir w € V(T) tal que dr(w) = 1y sea descendiente de v
T = (T, w,p(z))

Elegir u € V(T') tal que dr(u) = 1 y sea descendiente de z
T =o(T,u,z)

regresar 1T = ¢(T, z,v)

0

fin
INC =INC\ {v}
CAND = CAND\ {z}
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El procedimiento de la rutina S-Corregir Hijos es el siguiente: dado el vértice x en el
arbol T con raiz r’, se generan los conjuntos INC y CAND. Los elementos del conjunto
INC son los vértices que resultan de la diferencia del conjunto Hp(z) y Hrp/(x), es
decir, son los vértices hijos del vértice x en T' que no son vértices hijos de x en 7" y los
elementos del conjunto CAND son los vértices que resultan de la diferencia del conjunto
Hpi(z) y Hr(zx), es decir, son vértices que no son hijos de  en 7', pero si son vértices
hijos de x en T". Posteriormente, se ejecuta el bucle mientras que repetird una serie de
pasos mientras el conjunto CAND sea distinto del conjunto vacio. Dentro del bucle se
elige un vértice v en el conjunto INC y un vértice z en el conjunto CAND (ver las lineas
1—4y figura 34). Después, dependiendo del d(z) y si z es o no descendiente de v en 1" el
algoritmo considera solo uno de los siguientes cuatro posibles casos: (i) si el dr(z) =1
y z es descendiente de v, entonces se hace T' = (T, z,v) para que el vértice z sea un
vértice hijo del vértice = en lugar del vértice v y finalmente se regresa T' (ver las lineas
5—T); (ii) si dr(z) = 1 y z no es descendiente de v, se busca un vértice w en T tal que
sea descendiente de v y dr(w) = 1, luego se hace T' = (T, w, p(z)) para que el vértice
z sea descendiente del vértice v y enseguida se realiza T' = ¢(T', z,v) para que el vértice
z sea un vértice hijo de x en lugar del vértice v (ver las lineas 8 — 12) y finalmente se
regresa T'; (iii) si dr(z) # 2 y z es descendiente de v, entonces se elige un vértice w en
T tal que sea descendiente del vértice v y dr(w) = 1, luego se hace T' = ¢(T,w, z) para
que dr(z) = 1y enseguida se realiza T' = ¢(T, z, v) para que el vértice z se convierta en
un vértice hijo de z en lugar de v y finalmente se regresa T' (ver las lineas 13 —17) y (iv)
si dr(z) > 2y z no es descendiente del vértice v, entonces se selecciona un vértice w en
T tal que sea descendiente del vértice v y dr(w) = 1, luego se hace T' = (T, w,p(2))
para que el vértice z sea descendiente del vértice v (ver las lineas 18 — 20 y las figuras
35, 36 y 37). Posteriormente se busca un vértice u en T' tal que sea descendiente de z
y dr(u) =1y serealiza T' = (T, u, z) para que dr(z) = 1 (ver las lineas 21 y 22 y las
figuras 38 y 39) y se realiza T' = (T, z,v) para que el vértice z sea un vértice hijo de x
en lugar v y finalmente se regresa T' (ver la linea 23 y las figuras 40 y 41). Por dltimo
se actualizan los conjuntos INC y CAND (ver la linea 26).
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-
€T =
V2 U3 4
Us
VvV = V19
w = V19
V6 V14 V21
U7 V15 V10
V13
vi7 p(z) = v
Z =g V16
V20
V12 V18 Vg
V22

Figura 35: Caso (iv) de la rutina S-Corregir Hijos, donde z = vg, dr(vg) > 2 y no es
descendiente del vértice v = x4 y en consecuencia se selecciona el vértice w = vig en T’
tal que es descendiente del vértice vg y dp(vig) = 1
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r
r =7
V9 U3 4
Us
U6 V14 V21
U7 V15 V10
V13
v17 ® p(z) =vn
Z = Vg
V16
V20
V12 V18 Vg
V22

Figura 36: T = (T, w, p(z)) = ¢(T, v19,v11) con raiz r’
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P
€r ="
() U3 4
Us
VU = V19
Ve V14 V21
v7 15 V10
V13 Z = Vg
V16
v17 v11 vog V12 V18 Vg

V22

Figura 37: Arbol T con raiz r’, donde el vértice z = vg es descendiente del vértice vig
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r
xr =7
V9 U3 4
Vs
V = V19
Ve V14 V21 - v7

) V15 V10

V13 ez =Us

v1g Rai
vi7 11 vy V12 V18 U = Vg

V22

Figura 38: T' = ¢(T,u, z) = ¢(T, vy, vg), con raiz r’
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r

="

() U3 4

Us
VU = V19
Ve V14 V21
U7 V15 10
13 V9
V16
v17 v11 vog V12 V18 z =g

V22

Figura 39: Arbol T con raiz +, donde dp(z) = dr(vs) = 1
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r
r="
V2 U3 4
Us
V=19 .
Vg V14 V21 "
vy V15 V10
V13 Vg
V16
v17 v11 vog V12 V18 z =g

V22

Figura 40: Arbol T = (T, z,v) = ¢(T, vs, v19) con raiz r’
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V6

Figura 41:

P
Xr =7
() U3 4
Vs
Z = Vg
V14 V21
ur V15 V10
V13 (%]
V16
v17 V11 V90 V12 V18 V19

V22

Arbol T con raiz r’, donde el vértice z = vg es vértice hijo de x = vy

29
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3.4. Cotas

En esta seccién damos a conocer resultados sobre cotas superiores referentes al
nimero de llamados que realizan el algoritmo Mixto y el algoritmo Simple a la trans-
formacién ¢ para ir de T a T".

Teorema 11. Sean T yT" drboles con raiz r' en T,. El numero de llamados que realiza
el algoritmo Mizto a la transformacion ¢ para ir de T a T es M, y satisface que
M, < 4n —9, donde n es el orden de los drboles T yT".

Antes de dar inicio a la demostracién del teorema 11 es importante recordar que
cada vez que el algoritmo Mixto llama a ¢ para que trabaje en el arbol actual se redefine
el arbol resultante de nuevo como 7.

Demostracion. Como hemos mencionado en cada paso el algoritmo Mixto primero hace
que el grado de un vértice = en T' tenga el mismo grado que tiene en 1" y después hace
que su conjunto de vértices hijos también sea igual al conjunto de vértices hijos que
tiene en T”. El algoritmo Mixto empieza por el vértice raiz v’ haciendo que la rutina
M-Corregir Grado llame una sola vez a la transformacion ¢ si dr(r') # dgp (1) (ver las
lineas 2 —4). Notemos que si dp(r') = dp/(r'), entonces no se hace ningun llamado a ¢.

Luego la rutina M-Corregir Hijos llama un cierto niimero de veces a ¢ si el conjunto
de vértices hijos del vértice r’ en T es distinto al conjunto de vértices hijos de r’ en T".

Afirmacion 1. El numero de llamados que hace la rutina M-Corregir Hijos a ¢ para
que el conjunto de vértices hijos de r' en T sea igual al conjunto de vértices hijos de r’
enT" es a lo mds 2dp(r").

Notemos que por cada vértice hijo v de v’ en T que sea diferente a los vértices hijos
de r" en T" la rutina M-Corregir Hijos llama a lo més dos veces a la transformacién ¢
para cambiar al vértice v por un vértice deseado z en T' (ver las lineas 4 — 11).

En el caso en que todos los vértices hijos de r’ en T sean distintos a los vértices hijos
de " en T”, el nimero de llamados que realiza la rutina M-Corregir Hijos a ¢ en T para
que el conjunto de vértices hijos de ’ en T sea igual al conjunto de vértices hijos de »/
en 7" es a lo méas dos veces el nimero de vértices hijos de " en T' y como el ntimero de
hijos de 7’ en T es igual dr(r’), entonces el nimero de llamados que se hace a ¢ es a lo
méas 2dp(r).

Por otra parte, para cada uno de los vértices restantes x en 7' el algoritmo Mixto
hace que la rutina M-Corregir Grado llame a lo més dos veces a ¢ si dr(z) # dr/(x)
(ver las lineas 5 —15). Observemos que si dy/(x) = dp(x), entonces la rutina M-Corregir
Grado no realiza ningun llamado a ¢.
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Afirmacion 2. El numero de llamados que realiza la rutina M-Corregir Hijos a la
transformacion ¢ para que el conjunto de vértices hijos de x en T sea 1gual al conjunto
de vértices hijos de x en T' es a lo mas 2(dr(z) — 1).

Observemos que por cada vértice hijo v de x en T que sea diferente a los vértices
hijos de z en T” la rutina M-Corregir Hijos llama a lo més dos veces a la transformacion
¢ para cambiar al vértice v por un vértice deseado z en 7' (ver las lineas 4 — 11).

En el caso en que todos los vértices hijos de x en T sean distintos a los vértices hijos
de z en T”, el numero de llamados que realiza la rutina M-Corregir Hijos a ¢ en T para
que el conjunto de vértices hijos de x en T sea igual al conjunto de vértices hijos de =
en 17" es a lo mas dos veces el nimero de vértices hijos de x en Ty como el nimero de
vértices hijos de = en T es igual a dp(x) — 1, entonces el nimero de llamados que se
hacen a ¢ es a lo méas 2(dr(z) — 1).

Por otra parte, dado que cualquier arbol tiene al menos dos vértices de grado uno,
entonces el nimero de vértices cuyo grado es mayor que o igual a dos en T” es a lo mas el
orden de 7" menos dos. Entonces, al considerar el funcionamiento del algoritmo Mixto
y que el orden de T" es n, las rutinas M-Corregir Grado y M-Corregir Hijos operan a
lo més sobre n — 2 vértices en T'.

En el caso en que las rutinas M-Corregir Grado y M-Corregir Hijos operen sobre
k < n — 2 vértices en T, sean x1,xs,...,x; los vértices de grado mayor que o igual a
dos en T" etiquetados en el orden en el que opera el algoritmo Mixto para corregir su
grado y sus hijos. Asimismo sean Ty, 1,Zg42,---,T, €l resto de los vértices en T" cuyo
grado es igual a uno. Observemos que una vez que la rutina M-Corregir Grado hace
que el grado del ultimo vértice x;, en T sea igual al grado que tiene en T” el conjunto de
vértices hijos de x, en T coincide con el conjunto de vértices hijos de z; en T porque
las rutinas M-Corregir Grado y M-Corregir Hijos operaron previamente en los vértices
T1,T9,...,Tp_1 en T.

Entonces, al considerar todo lo anterior el niimero de llamados que se hacen a la
transformacion o para ir de T a T" es:

k—1
My <1+ 2dp(z1) + ) 24 2(dr(w;) — 1) +2
=2
Donde el lado derecho de la desigualdad estéa conformado por tres sumandos. El
primer sumando corresponde al nimero de llamados que se realizan a lo mas a la
transformacién ¢ para hacer que dr(z1) = dg(z1) v el conjunto de vértices hijos de
x1 en T tenga los mismos elementos que el conjunto de vértices hijos de x; en 17,
el segundo sumando corresponde al nimero de llamados que a lo mas se hacen a ¢
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para que dr(x;) = dp/(z;) vy el conjunto de vértices hijos de x; en T tenga los mismos
elementos que el conjunto de vértices hijos de x; en 7", para cada 2 < i < k—1y
el ultimo sumando, que es dos, corresponde al niimero de llamados a ¢ que bastarian
para hacer que dr(xi_1) = dp/(zx_1) y el conjunto de vértices hijos de z; en T tenga
los mismos elementos que el conjunto de vértices hijos de x; en T”. De aqui

k—1 k-1
=2 i=1
Por otro lado, dado que &k < n — 2, dr(xx) > 2y dr(zpy1) = dp(Tpao) = -+ =
dr(z,) = 1, entonces

n n

ii@@ﬂ:§:MQQ—E:%@0:%n—D—E:MQJSXn—D—4:2n—G

i=k i=k

Por lo cual,
k—1
342> dp(x;) <3+2(2n—6)+2=4n—9
=1

S M, < d4dn - 9.
]

A continuacién damos a conocer el resultado sobre la cota superior concerniente al
numero de llamados que realiza el algoritmo Simple a la transformacién ¢ para ir de T’
a T’

Teorema 12. Sean T y T’ drboles raiz v’ en T,. El nimero de llamados que realiza
el algoritmo Simple a la transformacion ¢ para ir de T a T" es M, y satisface que
M, < 5n — 10, donde n es el orden de los arboles T y T".

Demostracion. Dado el funcionamiento del algoritmo Simple, notemos que para todo
vértice x encontrado en cierto nivel N de 7" tal que dy/(x) > 2 se llama a la rutina
S-Corregir Grado y se compara dp(x) con dr(z). En caso que el dp(x) sea distinto al
dr/(x), la rutina S-Corregir Grado llama a ¢ al menos dos veces con la finalidad de hacer
que dp(z) = dp/(x). Notemos que en el caso que dr(x) = dp (), la rutina S-Corregir
Grado no realiza ningun llamado a ¢.
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Posteriormente se llama a la rutina S-Corregir Hijos donde por cada vértice hijo v
de z en T que sea diferente a los vértices hijos de x en 7" la rutina S-Corregir Hijos
llama a ¢ a lo mas tres veces para intercambiar al vértice v por un vértice deseado z en 7.

En el caso que todos los vértices hijos de x en T son diferentes a los vértices hijos
de z en T”, el numero de llamados que realiza la rutina S-Corregir Hijos a ¢ para que
los vértices hijos de x en T sean iguales a los vértices hijos de z en 7" es a lo més tres
veces el nimero de vértices hijos de x en T'. Notemos que el nimero de hijos del vértice
raiz 7’ es dr(r') y el numero de vértices hijos de z es diferente del de 7.

Por otra parte, dado que cualquier arbol tiene al menos dos vértices de grado uno,
entonces el nimero de vértices cuyo grado es mayor que o igual a dos en T” es el or-
den de T" menos dos, es decir, n — 2. Por lo cual, los algoritmos S-Corregir Grado y
S-Corregir Hijos operan a lo mas sobre n — 2 vértices en 7.

En el caso en el que los algoritmos S-Corregir Grado y S-Corregir Hijos operen
sobre k < n — 2 vértices en T, sean x1, o, ..., T, estos vértices etiquetados en el
orden en el que operan las rutinas S-Corregir Grado y S-Corregir hijos. Asimismo sean
Tpil, Thio, - - -, Ty el resto de los vértices de grado uno en 7. Observemos que al operar la
rutina S-Corregir Grado sobre el iltimo vértice z; en T" haciendo que dp(zy) = dp(xy)
el conjunto de vértices hijos de x en T es igual al conjunto de vértices hijos de x; en T’
debido a que las rutinas S-Corregir Grado y S-Corregir hijos ya operaron en los vértices
T1,T9,...,Tp_1 en 1.

Por lo cual, el nimero total de llamados que se hace a la transformacion ¢ para ir
de T a T es:

T
L

M, <2+4+3dr(z1) + ) (24 3(dp(x;) —1)) +2.

i

Il
2o

Donde el lado derecho de la desigualdad estd conformado por tres sumandos. El
primer sumando corresponde al nimero de llamados que se hacen a la transformacién
¢ con la finalidad de que dr(z1) = dg(z1) y el conjunto de vértices hijos de 1 en T'
tenga los mismos elementos que el conjunto de vértices hijos de x; en T”, el segundo
sumando corresponde al niimero de llamados que se hacen a ¢ para que dr(x;) = dp(x;)
y el conjunto de vértices hijos de z; en T" tenga los mismos elementos que el conjunto
de vértices hijos de x; en T”, para cada 2 < i < k — 1 y el dltimo sumando que es
dos corresponde al nimero de llamados a ¢ que bastarfan para hacer que dr(xg_1) =
dr(xk_1)y el conjunto de vértices hijos de zy en T tenga el mismo conjunto de elementos
que el conjunto de vértices hijos de x; en T". De aqui
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S

M, < (2+3dr(z1) —3+3) + Y (24 3(dp(z;) — 1)) +2

)

||
N

k—1
= (24 3(dr(x1) — 1)) + > (24 3(dr(z;) — 1)) +5
=2

el
|
—

k—1 k—1

= 243(dp(z) —1)+5=Y 243> (dr(z;) —1)+5.

i=1 i=1 i=1

Por otro lado, dado que:

(a) kK <n—2, entonces k —1 <n—3.
(b) dr(zg) > 2

(c) dp(zpt1) = dp(zpgn) = -+ - = dp(z,) = 1.
Entonces
k—1 n n
Z(dT(ZEZ) —-1)= Z(dT<xz) - 1) (dr(z;) — 1)
=1 i=1 i=k
(2(n—1)—n) - Z(dT(a:@) - 1)

Por lo cual,

D 243> (dr(w;) = 1)) +5=2(n—3) +3(n—3) +5 = 5n — 10.

- M, < 5n — 10.



Conclusiones

En este trabajo damos una condicién de tipo Ore en los grados de los vértices de
una grafica G que garantiza la existencia de un arbol generador de G con sucesion de
grados predeterminada. Asimismo, demostramos que dada una sucesién arbérea o, el
problema de decidir si una grafica GG tiene un arbol generador con sucesion de grados
o pertenece a la clase de problemas N P-completos.

Por otro lado consideramos el conjunto I, de todos los arboles T' cuya sucesion de
grados es una permutacién de una sucesion arbérea o y definimos una transformacién ¢
que permite transitar en todo el conjunto II,. Damos dos variantes de un algoritmo que
al aplicarlo a dos arboles T'y T" en Il,, produce una sucesiéon de arboles Sy, S1, ... Sk
en Il, tales que T' = Sy, T" = S v que para i = 1,2,...k, T} se obtiene de T}_; al
aplicar la transformacién .
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Trabajo a futuro

Ademsds de trabajar en la conjetura de Enomoto y Ozeki (conjetura 1), pensamos
estudiar otras condiciones en la sucesiéon de grados de una grafica G que aseguren la
existencia de arboles generadores con sucesion de grados especifica. Quizas condiciones
como la del tipo del teorema de Win (teorema 2) en la que considera la suma de los
grados de mas de dos vértices de G o como la del teorema de Rivera-Campo (teorema
4) que considera también la conexidad de la gréfica G.

Con respecto a la transformacion ¢, seria interesante estudiar una generalizacion,
digamos 1), que transforme una gréfica arbitraria G en otra grafica G’ cuya sucesion de
grados sea una permutacion de la sucesién de grados de G conservando la propiedad
de que usando iteradamente la transformacién ¢ podamos convertir una grafica G
con sucesion de grados o en cualquier otra grafica cuya sucesién de grados sea una
permutaciéon de o. Una posibilidad seria la siguiente: dados dos vértices u y v de G, la
transformacién ¢ intercambiaria cada arista uz de G por una arista zv y cada arista
yv de G por una arista yu.
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