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Introduccion

La tesis tiene por objetivo dar la demostracién de que toda variedad térica es
un buen cociente de una variedad algebraica por la accién de un grupo algebraico
afin, ambos debidamente construidos. El trabajo se divide en tres capitulos.

El capitulo 1 consiste de los preliminares, definiciones y propiedades basicas de
grupos algebraicos afines. El contenido de este capitulo fue estudiado de los libros
[5], [4] y [8] para la seccién 1.1. Las secciones 1.2, 1.3 y 1.4 son requeridas para
la demostracion de los teoremas fundamentales de la teoria de invariantes.

El capitulo 2 introduce las acciones de grupos algebraicos en variedades afines.
Da una demostracién de los teoremas fundamentales. También define los tipos de
cocientes de una accién de un grupo algebraico en una variedad que permiten cons-
truir espacios de Orbitas que sigan perteneciendo a la categoria de variedades alge-
braicas.

En los capitulos 1 y 2 la teoria es desarrollada sobre un campo algebraicamente
cerrado.

Por dltimo, el capitulo 3 en su seccién 3.1 contiene los propiedades bdsicas de
variedades téricas asi como la notacion que serd utilizada. Dado que esta 4rea es
extensa solamente serdn citados los resultados en dicha seccion, siendo [1] y [10]
las referencias importantes. Otro texto sugerido para profundizar en el tema es [9].
Se concluye la tesis en la seccion 3.2 con la demostracién de D. Cox en su articulo
[2]. En este capitulo se trabaja sobre el campo de los nimeros complejos.

VII



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Grupos algebraicos

En esta seccién se dardn las nociones bésicas y necesarias para el desarrollo
del trabajo. En toda la tesis, k denota un campo algebraicamente cerrado.

Definicion 1.1. Sea G una variedad algebraica sobre k, tal que G estd dotado de
una estructura de grupo abstracto. Sim : Gx G — G, la operacién en el grupo, e i:
G — G, el morfismo de inversion, son morfimos algebraicos, entonces diremos que
G es un grupo algebraico. Si G es una variedad algebraica afin no necesariamente
irreducible diremos que G es un grupo algebraico afin o un grupo algebraico lineal.

Ejemplo 1.2. Sea Mat,, (k), el grupo de matrices de tamafio n X n con entradas
en k, se puede identificar con A™ . Su anillo de coordenadas estd generado por las
entradas de las matrices. El subgrupo de matrices invertibles GL, (k) C Maty, (k)
es un abierto de Maty, (k), ya que es el complemento del nicleo del morfismo
determinante det : Maty, (k) — k puesto que para toda A € GLy, (k) la funcién
determinante es diferente de cero. Usando el truco de Rabinowitsch se tiene que

GLn (k) = {A € Maty (k)| ydeti;(A)—1=0}C A™*!

Entonces GL, (k) es cerrado en A™+L Por lo tanto GLn (k) es un grupo alge-
braico.

Ejemplo 1.3. Del ejemplo anterior se deriva otro muy importante, el caso cuando
n = 1 nos brinda el grupo multiplicativo G,,, = k*. A su vez podemos definir
otro grupo algebraico de gran interés en el capitulo 3. Un toro algebraico es una
variedad algebraica T isomorfa a (k*)™.

Como ejemplos de grupos algebraicos tenemos los grupos finitos, el grupo li-
neal general GL,, (k), el grupo lineal general proyectivo PGL, (k), el grupo lineal
especial SLn, (k), el grupo lineal especial proyectivo PSLy, (k).

Algunas propiedades que se pueden observar de los grupos algebraicos afines
es que la traslacién por un elemento g € G, Ag : G — G dadapor Ag(h) =g-h
es un morfismo entre variedades con inversa Ag-1 por lo tanto es un isomorfismo.
Esto nos permite obtener propiedades geométricas en un punto y trasladarlas a todo
punto en G. Esto nos garantiza que G es una variedad lisa puesto que G contiene
puntos lisos y por el isomorfismo de traslacion se deduce la no singularidad de G.
Para precisar esto, sea S el conjunto de puntos lisos de G, el cual sabemos que es
distinto del vacio. Ahora bien, seax € Sy g € G entonces Agy—1 (x)=gx 'x=g
demostrando asi que todo pundo de G es liso.

1



2 1. PRELIMINARES

Es necesario definir lo que es un morfismo entre grupos algebraicos.

Definicion 1.4. Sean G y H dos grupos algebraicos afines. Un morfismo entre
grupos algebraicos ¢ : G — H es un morfismo entre variedades que a su vez es un
homomorfismo de grupos. Es decir, respeta la estructura subyacente.

Al igual que en la teoria de grupos lo natural es estudiar los subconjuntos que
heredan la estructura de grupo algebraico.

Definicion 1.5. Sea G un grupo algebraico afin. Un subgrupo abstracto H C G tal
que H es cerrado (en la topologia de Zariski) se llamard un subgrupo algebraico
afin

Retomando el ejemplo de GL(n, k) podemos obtener los siguientes subgrupos:

Ejemplo 1.6.

(a). Elsubgrupo abstracto B(n, k) C GL(n, k) de matrices triangulares supe-
rior invertibles. Para verificar que es un cerrado de GL(n, k) se requiere
que B(n, k) sea los ceros de un conjunto de polinomios, para ello sélo
observemos que B(n, k) = V(xijlxi; =0 si j<1i).

(b). El subgrupo abstracto D(n, k) C GL(n, k) de las matrices diagonales
invertibles. Es claro que es un cerrado de GL(n, k) ya que son los ceros

V(ixilt #j)).

Obsérvese que todo elemento B € B(n, k) se puede escribir como el producto
de un elemento D € D(n, k) por un elemento A € Mat(n, k), donde A satisface
que

(*) Xiy]' =0 si ) S i.

Realizando un conteo de las entradas de A que podrian ser diferentes de cero ob-
n(n—1)

2
nn—1) n(n-1)
2

tenemos que hay de ellas. Identificando toda matriz que cumpla (*) con

A7z, Con ello podemos pensar que B(n, k) es isomorfo a D(n, k) x A ,

dado que dimD(n,k) =ny dim A" T = % se sigue que dim B(n, k) =
n(n+1)

2Como grupo abstracto, G puede tener muchos subgrupos sin embargo no todos
son subgrupos algebraicos. Se define el Z(G) = {x € G|xy =yx paratodoy €
G} como el centro de G. Si definimos hy, = mo (Ay,Ayj-10i)JoA: G —
G en donde m, i y A son los morfimos de multiplicacién, inversién y traslacion
respectivamente, y A el morfismo diagonal se tiene que 1y es continua puesto que

es composicion de funciones continuas. Ahora si x € G, entonces

Py(x) = mo (Ay,Ay-101)0A(x)

= mo (Ay,Ay101)(x,%)

= mo (yx,y 'x1)

— yx- y’lx’l



1.1. GRUPOS ALGEBRAICOS 3

Ahora bien, P, !(e) es el conjunto de elementos que conmutan con Yy y es
cerrado por ser 1y continua. Recorriendo sobre todos los elementos y € G se
tiene que:

Z(G) = ] wy'(e)
yeai

Por lo tanto Z(G) es cerrado y asi es un subgrupo algebraico.

Otro concepto que surge es el relacionado con los subgrupos normales abs-
tractos. Se dird que un subgrupo algebraico es normal si es normal como subgrupo
abstracto.

En los siguientes lemas se dardn condiciones para obtener subgrupos algebrai-
Cos.

Lema 1.7. Sea G un grupo algebraico afin, Uy 'V subconjuntos abiertos no vacios
de G conV denso. Entonces G =U -V

DEMOSTRACION. Aplicando los isomorfismo de traslacién e inversion entre
variedades algebraicas se tiene que para toda x en G el conjunto xV~! = {[xv~!|v €
'V} es un abierto y denso en G. Por lo tanto xV 1 MU # () entonces existe a € Uy
b € V tal que xb~! = a es decir, x = ab quedando asi demostrado el lema. [

Lema 1.8. Sea G un grupo algebraico afin'y H un subgrupo abstracto. Entonces
H es un subgrupo algebraico afin.

DEMOSTRACION. Dado que H es un subgrupo de G cumple que m(H xH) C
H, entonces
mHxH) =m(HxH) CH
por lo tanto es un subgrupo algebraico. U

Lema 1.9. Sea G un grupo algebraico afin y H un subgrupo abstracto que es
construible en G. Entonces H es un subgrupo algebraico afin.

DEMOSTRACION. Existe U C H abierto y denso en H. Sea h € U entonces
existe h™! € Hy h- U contiene a la identidad, denotemos por V = h~'U, el cual
es un abierto y denso en H por el isomorfismo de traslacién. Ahora bien, para toda
g € Hse cumple que g-V C H porlo que UgeH g-V C H. Por otro lado, dado que

la identidad estd en 'V se tiene la otra contencién. Por lo tanto H = gen 9-VCH
es un abierto en H y denso, aplicando el lema 1.6

H=H-H=H
Por lo tanto H es un subgrupo algebraico. O

Como variedad algebraica afin, podemos analizar las componentes irreducibles
de G y recordando que es un espacio noetheriano solamente existen un nimero
finito de componentes irreducibles. Entonces el elemento identidad del grupo, e,
estd contenida en al menos una de ellas. El siguiente lema nos garantiza la unicidad
de dicha componente y unas propiedades de la conexidad de G
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Proposicion 1.10. Sea G un grupo algebraico afin , entonces se cumplen las si-
guientes propiedades

(a). Existe una vnica componente irreducible que contiene a la identidad e
del grupo, denotémosla como Ge.

(b). Ge es un subgrupo normal de G de indice finito en G cuyas clases late-
rales son las componentes conexas e irreducibles de G.

(¢). Cada subgrupo cerrado de indice finito en G contiene a Ge.

(d). Si G y H son grupos algebraicos afines y & : H — G es un morfismo
entre grupos algebraicos, entonces (He) = (H)e

DEMOSTRACION. Sean Yi,..., Yy las componentes irreducibles que con-
tienen a e. Por la irreducibilidad de Y; se tiene la irreducibilidad del producto
Y =Y; x... X Y. Definimos el morfismo:

(Y, Ym) =Y1- - ym €G

Esto implica que Y; - --- - Y, es irreducible en G por lo tanto existe i tal que
Yi-o--- Ym C Y;j. Por otro lado para toda i se tiene que Yy C Y1 ----- Y. Lo cual
implicaque m =1

Denotemos por G, la componente irreducible de G que contiene a e. Llama-
remos a G, la componente de la identidad de G.

(b): Para todo x € G, se tiene que x 'Ge es una componente irreducible de
G que tiene a la unidad, esto es consecuencia de que la traslacién por un elemen-
to de G es un isomorfismo de G en G. Por lo que G = (Ge)~'. Ahora bien
GeGe = Ge(Ge) ™! = Ge por lo tanto G, es un subgrupo. Ahora sea x € G apli-
cando de nuevo el isomorfismo de traslacién a ambos lados de G es decir xGex !
se tiene de nuevo que es una componente irreducible que contiene a la unidad, por
lo tanto debe de ser igual a G, probando con ello que la componente de la iden-
tidad es un subgrupo normal en G. Por dltimo recordemos que las clases laterales
de G por G, son las traslaciones de G, y por el andlisis de las lineas anteriores
se tiene que toda clase lateral es una componente irreducible, observemos que da-
do que G es una variedad afin se tiene que es un espacio noetheriano por lo que
solamente existe una cantidad finita de componentes irreducibles, por lo tanto G,
es de indice finito. Recordemos que las clases laterales inducen una particién en
G por lo que todas las componentes irreducibles son disjuntas y a su vez conexas.
Cada conjunto conexo intersecta solamente a una componente conexa, de aqui que
cada componente conexa es unién de componentes irreducibles. Sin pérdida de ge-
neralidad, consideremos a G, entonces existe una componente conexa C. tal que
Ge C Ce, si la contencidn es propia, se tiene que el complemento es unién finita
de componentes irreducibles, puesto que G es de indice finito. Considerando la
topologia relativa en C, se tiene que G, es abierto, por otro lado, G, es cerrado
implicando que su complemento sea abierto, con esto hemos construido una sepa-
racion de C. contradiciendo el hecho de que sea conexo. Con ello se demuestra
que Ge = Ce y por el isomorfismo de traslacion se concluye que las componentes
conexas coinciden con las componentes irreducibles.
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(c) Sea H un subgrupo cerrado de indice finito en G, es decir existe un nimero
finito de clases laterales de H, denotemoslas por H;, de nuevo, por el isomorfismo
de traslacion estas clases laterales son cerradas. Consideremos V = U]le H; de las
clases laterales distintas a H, V es cerrado, por lo que su complemento es abierto,
es decir H. Considerando He = HN G, con la topologia relativa se tiene que H. es
cerrado y abierto. Considerando a H, como abierto se tiene que su complemento es
cerrado, con lo cual hemos obtenido una particion de G en cerrados disjuntos cuyo
union es G, contradiciendo su condicion de irreducibilidad. Por lo tanto He = G
es decir, G C H.

(d) Dado que H, es de indice finito en H se tiene que @ (H,) es indice finito
en @(H). Dado que @ es continua, @(H,) es irreducible porque es la imagen
de una componente irreducible. Como ¢ (H,) contiene a la identidad implica que
@(He) € @(H),. Ahora bien, por el inciso anterior se tiene que @ (H)e € @(H,).
Por lo tanto @(He) = @(H)e. O

Corolario 1.11. Sea G un grupo algebraico afiny ¢ : G — G es un automorfismo
de G. Sea H C G un subgrupo cerrado tal que @ (H) C H. Entonces ¢ (H) = H.

DEMOSTRACION. Dado que H es un subgrupo cerrado, H es un grupo alge-
braico, entonces la restriccion de ¢ a H es un morfismo entre variedades. Ahora
bien, supongamos primero que H es conexo, entonces ¢ (H) es conexo y aplicando
el dltimo inciso del lema anterior se obtiene:

¢(H) =@(He) =¢@(H)e CH

Como ¢ es automorfismo, es un isomorfismo entre las componentes irreducibles
de Hy @(H), es decir, un isomorfismo entre H'y @ (H), por lo tanto H = ¢@(H).

Supongamos que H no es conexo, sea H, la componente irreducible que con-
tiene a la identidad, H, es de indice finito en H y ¢@(H). también es de indice
finito en @(H). Por el inciso d del lema anterior, se tiene que @(He) = @(H)e.
Por hipétesis @ (He) € H y dado que @ (H,) es un conexo que contiene a la identi-
dad se tiene que @ (He) € He y por el primer caso concluimos que @(He) = He.
Lo cual implica que las clases laterales de H y ¢ (H) estdn en correspondencia, es
decir, sean {g1He, goHe, ..., gsHe} las clases laterales en H por He, por defini-
cion gi ¢ He, parai > 1 porlo que ©(gi) ¢ @(H)e para toda i. Por otro lado ¢
es un isomorfismo, por tanto, giHe =~ @(gi)@(He) para toda i. Por lo que

S S S
H= ] giHe ~ | 0(giHe) = | J 0(gi)@(H)e = @(H).
i=1 i=1 i=1
Finalmente, por hipétesis, @ (H) C H, por lo tanto, H = ¢ (H). O

1.2. Grassmannianas

Esta seccién y la siguiente tienen por objetivo dar las bases para la demostra-
cién de los teoremas fundamentales de la teoria de invariantes. Al poder definir las
variedades de Schubert, V[;; en las Grassmannianas G(r, n) podremos llevar a ca-
bo una eleccién adecuada de iy v, n y demostrar que los teoremas fundamentales
se siguen de manera directa.
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Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, sobre el campo k, dimy V = n.
Para cualquier entero fijo r tal que 1 < r < n tenemos:

Definicion 1.12. La Grassmanniana, G(r,n) se define como el conjunto de todos
los subespacios lineales U de V tales dimy U =7,

G(r,n) ={U cC V|dim U =r}.

Sea U un elemento de G(r,n)y ai, - -, ar unabase de U donde a;, expresado
en la base canénica ey, - - - , en, de V, se puede escribir como vector columna de la
siguiente manera:

al7j

a27j
con aijj en k para 1<i<n y 1<<j<r

an j

Por lo que podemos asignar a cada elemento de G(r,n) una matriz A de ta-
mafio n X 1 cuyo rango es igual a T. Si a’y,--- ,a’; es otra base de Uy A’ la
matriz asociada de tamafio n x 1, dado que ambas representan el mismo subespa-
cio vectorial, existe C en GL;(k), un cambio de base tal que A’ = AC. Por otro
lado, dadas dos matrices A y A’de rango T, tales que existe C € GL (k) cumplien-
do que A’ = AC, entonces A y A’ generan el mismo subespacio vectorial y las
columnas de ambas matrices son linealmente independientes (puesto que tienen T
columnas). Entonces podemos identificar las matrices de tamafio n X r como un
punto de A™", lo cual nos permite dar la siguiente identificacion:

G(r,n)=(A""\Z)/~

donde Z es el conjunto de matrices de rango menor estrictamente que Ty ~ la
relacion descrita previamente, es decir, dos matrices A y A’ en G(r,n), estén re-
lacionadas, A ~ A’, siy sdlo si existe C € GL.(k) tal que A’ = AC. Es decir,
tenemos una accion,

(A™\ Z) x GL:(k) — (A™\ 2)
(A,C) — AC

siendo G(r,m) el espacio de Orbitas, es preciso aclarar que todo este andlisis ha
sido en el sentido conjuntista, conforme al desarrollo de las siguientes secciones se
dotard a la Grassmanniana de estructura de variedad algebraica. Para ello definire-
mos un orden parcial en un conjunto de indices.

Definicion 1.13. Definimos el siguiente conjunto
Ln={i=(,12,---,1r)] 1<ii<iz<---<i, <n conlos 1ij enteros}
Se define un orden parcial, <, en I , mediante:

izje=h2j Yt l<tsm
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SeaN = #I, , = (E) y consideremos ATV ~ AN espacio que serd indexado
por I 1, y para cualquier v en AN distinto de cero, denotemos por [v] en PN—! ¢l
punto determinado por v. Sea

X=Va@---apV=A™"
~—_—————
T-veces

aplicando el producto exterior:
AT X — ATV
(a17"'7a‘r') = ai/A\---Aly

al elegir una base para /\"V dada por los elementos e; con i € I, ,, podemos iden-
tificara ATV con AN por lo que la i-coordenada de a; A - - - Aa, es el determinante
del -menor de la matriz A = (a;,;) (cuyas columnas son los vectores ag, - - - , ),
formado por las filas i, - - - , 1. Observese que ajA - -- Aa; = 0 si y sélo si todas
sus entradas son cero, lo cual sucede si s6lo si el determinante de cada r-menor es
igual a cero, es decir, si y s6lo si A tiene rango menor estricto a 1. Por lo que si
consideramos los puntos de X tales que a; A - - - Aa; son distintos de cero, estamos
restringiendo el producto exterior a los subespacios de rango r. Ahora bien, la ac-
cién de GL,(k) en A™ es compatible con A". Para visualizar esto, sean A’ y A
dos matrices en la misma orbita, es decir existe C € G tal que A’ = AC, sean
{a{, - ,al}y{ai, -, ar}los vectores columna de cada matriz respectivamente,
expresando cada vector columna de A’ en términos del producto A C, tenemos que,

para todaj
-
r_ §
(1)- = CiJ' ai
i=1

siendo cy j las entradas de la matriz C, al definir AT(A) = (a;A--- Aa;) tenemos
que

T T
AT(AT) = AT(AC) = (Z cuai/\---AZ cirai) =detC- (a1A---Aay)
i=1 i=1

= detC-AT(A)

esta ultima igualdad es el resultado de aplicar las propiedades de alternancia y
linealidad. Por lo que si dos matrices A, A’ son equivalentes, es decir existe C €
GL,(k) tal que A’ = AC, entonces A"(A’) y AT(A) solo difieren por un escalar,
siendo precisos, por det C. Entonces al considerar a G(r,n) como el espacio de
orbitas de dicha accidn, la siguiente aplicacion queda bien definida:

p:G(r,n) — PATV)=PN!
p(U) — (Pi)iel,.

siendo pj el determinante del menor de tamafio T, de la matriz A = (ay ;) asociada
al subespacio vectorial U, formado por las filas i1, - - - , iy, denotemosla por A;. A
esta aplicacion se le llama la aplicacion de Pliicker y a las p!s las coordenadas de
Pliicker. -
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Sea U un elemento de G(r,n) y A = (a; ;) una matriz de tamafio n x 1 que
lo representa. Si 1 = (1y,-- - , 1) es una eleccién de filas de A, no perteneciente a
L+ n, entonces 1 es de la siguiente forma:

= | tiene dos filas iguales, por lo propiedad del determinante, 1 tiene deter-
minante igual a cero, p1(U) = det(A) = 0.
= Las filas de L no estan en orden creciente. Entonces existe o en el conjunto
de permutaciones {1, 2, - - - , v} tal que pL = (—1)%nlp o(1) donde o(1) =
(10(1)7"' l )yl <1 "<10(r)
Asi, basta considerar solamente los 1ndlces de Iy n ya que cualquier eleccién de
r-filas distintas se puede ver como un elemento de I; .
Una base para A"V estd dada por {ej[i € I} donde e; es el subespacio
generado por la matriz cuyas entradas son ai; j = 1y cero en el resto de ellas. La
aplicacion de Pliicker en algtin elemento de la base cumple que

ples) = {Pi(eiJ =1,

pjlei) =0, en otro caso.

Ahora bien, la importancia de la aplicacién de Pliicker es la de ser una apli-
cacion inyectiva, lo cual permitird definir una inmersion cerrada de G(r,n) en un
espacio proyectivo adecuado.

Teorema 1.14. La aplicacion de Pliicker es inyectiva.

DEMOSTRACION. Sean Uy U’ dos elementos de G(r,n) tales que p(U) =
p(U’), dado que Im(p) C PN~ existe una entrada, digamos 1 = (1y,---,1;)
tal que p (U) = pi(U’) # 0, para facilitar los cdlculos podemos asumir que
pu(U) = p(U’) = 1. Ahora bien, sean B y B’ las matrices que representan a U y
U’ respectivamente, entonces pi(U) = det(By,...1,) =1 = det(B{1,~~7lT) =
p(U’). Recordemos que G(r,n) es un espacio de 6rbitas, entonces B y BC,
siendo C = By ! .1, en GL,(k), pertenecen a la misma O6rbita, ahora el menor
(BC)y,,... 1, €5 la matrlz identidad en GL; (k) por lo que desde un inicio podemos
considerar que la matriz A = BC en donde Ay, ... 1, es la matriz identidad. Este
mismo andlisis es vélido para A’ = B’C’ y A{hm 1, la matriz identidad. Por lo
que podemos considerar a A y A’ como las matrices que representan a U y U’
respectivamente. Apliquemos la regla de Cramer (considerando filas) para las en-
tradas de A, las entradas de la i-ésima fila de A se obtiene por el determinante de
la matriz resultante al sustituir en cada columna j de C la fila i es decir

al) - det(Alla ] lvl l)+1: 71r)

ahora, usando la igualdad en la coordenada de Pliicker py, ... 1, tenemos

ai,j = det(All,”-,1j,1,i,lj+1,-“, ) pll,- j— 1,1 1]+1, ,1T(u)
= Pl Lo, ’lr(u ) :det(Allr",lj—hi’ljﬂw'wlr)

_ /
= Qi
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Por lo tanto A = A’, lo cual implica que U = U’, concluyendo que p es
inyectiva. ]

Solo resta probar que la Grassmanniana G(r,1) es un cerrado en PN~ para
concluir que p es una inmersion cerrada. Este resultado se concluye a partir del
siguiente teorema.

Teorema 1.15 (Relaciones de Pliicker). La Grassmanniana G(r,n) C PN~ es el
conjunto de ceros de la siguiente relacion de polinomios cuadrdticos:

r+1
A
Z(_l) pily"'7ir71,).)\pj17...7]'/;7...7)’T+1
A=1
donde iy, -+ ;ir—1Yj1, - ,Jjr+1 Son cualesquiera niimeros entre 1 y n.
DEMOSTRACION. Sean 1 < iy, ,ir—1,j1, " ,jr+1 < M fijos. Sea U €

G(r,n) representado por la matriz A de tamafo n x r. Entonces la relacion de
Pliicker evaluada en U es igual a

T+1
D (=DM det(Ay,.. i, ,5,) det(A,

IR TN PR
A=1

Expandiendo el primer determinante a lo largo de su dltima fila, tenemos:

T+1 T
_1) 1)t M. [ —
Z( 1) Z( 1) aJ)"udet(Ailv""i‘rfl)det(Ajlv"'7i)\v"'7jT+l ’
A=1 p=1
donde Ai“1 iy, ©S obtenida de Ay, ... ;, , al eliminar la p-ésima columna. Aho-
ra, esta dltima expresion puede ser escrita de la siguiente manera:
T T+1
T+ H AL .
Z (_1) det(All’ ’ir*l) Z (_1) aJ)Uu det(A)17 75)\7"' 7jT+1 ’
n=1 A=1

pero esto es igual a

T
D (—1) T det(AY
pn=1

donde HA, —~ . esobtenidode A, —~ . al afadirle la p-ésima co-
1A )+l 1A ) r+1

lumna de A como su primera su primera columna. Ahora, al variar i, de 1 ar, la
matriz “Ajl e tiene dos columnas idénticas, entonces
?”. b 7”' )T
det(”/\j —~ )=0

JRELEEY PRTLE 1jr+1

J(—1) det(MA,

r—1 )17‘..7)')\7...7)‘7_*_1 ?

Por lo tanto la dltima expresion es igual a cero. De aqui que todo punto de G(r,n)
es cero de la ecuacion.

Demostremos que cada punto q = (qi)ic1,, que satisface las relaciones de
Pliicker (RP) proviene de un elemento de G(r,n). Para ello sea q = (qi) i€l,, UN
cero de las RP, entonces existe 1 € I, ,, tal que q; # 0, de hecho podemos tomar
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q1 = 1. Primero demostremos que todas las entradas g; de q quedan determinadas
por T (n—r+ 1) 4 1 de sus entradas, en donde - (n —r+ 1) de dichas entradas
qi serdn aquellas en las que 1i difiera de 1 por un entero en sus secuencias, es decir,
#HiNnl=r—1

Sea ¢; una entrada de ¢ tal que hay m elementos de j que no estédn en 1, es
decir, #{j N 1} = — m . Consideremos la siguiente RP con las secuencias

SIFEENTIEEN NN N y (L, L. i)
siendo j una de los elementos de j que no estd en 1, entonces
T+1
0= }\Zl(—l)xqjh...ﬁ,...J-r_hjmqlh...g,.. Lo

considerando el Gltimo elemento de la suma tenemos

T

qqu_ Z( 1) qj17"'7jf57”'7jT—17jT717\q117"'717\7"'711"7]"3.
A=1

Observe que si 1) estd en {j N 1} entonces q = 0. Por otro

1) st r—1.0m )
lado si 1) no estd entre los jq,--- ,j; hay exactame[inte (m — 1) elementos que
difieren en ambas secuencias, es decir, si j, 6 = A5y 5 ge 11y ) SOIONCES

ZA, JETSIEIN [ WEEES PRE TS PR DY)
r—(m—1)=#{ B N 1}. Por lo tanto, en el lado derecho de la dltima igualdad,
solamente aparecen los sumandos en los cuales 1) no estd en j. Este proceso se
puede realizar para cada sumando con la secuencia adecuada, es decir, para cada
jo uno de los (m — 1) elementos que no estan en 1, consideremos las siguientes
secuencias

(jb"'7]./(;(71./[\51"'7].1‘717].1‘71?\) y (117"'11/;\7"'71T7j[31j06)

entonces
T

. o . o . == _1 s . T . T . PR

q)h"n]ﬁ:"',]nb\qllwwl)\r",lnlfs Z( ) q)lv"'7]04»)67"'7]r71)\715q117"'71Ayls"':lr7](5:]cx
s=1

Note que en esta nueva igualdad, el lado derecho hay exactamente (m — 2) ele-

mentos de (ji,- - ,j«,Jg, " »jr, la, Ls) que no estdn entre los de 1. Asi que cada

elemento de la suma inicial se puede expresar en términos de (i1, -+ ,i,) en I;

tales que 1 — (m — 2) = #{i N 1}. Continuando con este proceso, tenemos

A=) _Cidi, i,
i

tales que #{i N1} = r — 1, es decir difieren solamente en un elemento de la
secuencia, denotemos por (I, )1 a dicho conjunto de entradas. Se tienen un total
de (n — r 4 1)r de estas secuencias i, un calculo sencillo nos da dicho resultado,
hay (n — r + 1) elementos que no estan en 1 y r posiciones en dénde poner cada
uno de ellos, es decir, (n — 1+ 1)r. Demostrando asi que las entradas de q quedan
determinadas por (n — v+ 1)r + 1 de ellas (hay que afadirle la secuencia 1).
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Larazon de este resultado, es que con estas entradas ¢; podemos construir una
matriz de tamafio n X 1 de rango 1. Definimos

st = Gl Leo1,s,bep1,o,Lr con 1<s<n y 1<t

sea A = (as,¢). Por construccién Ay = Id, yaquesit € {l,---,1,} se tiene
que as ¢ = 1sis =tyas¢=0sis #t, en particular, estos vectores columnas
son linealmente independientes. También se tiene que det Ay = 1y por lo tanto
el rango de A es 1, definamos por U al subespacio vectorial representado por A.
Abhora bien, sea i € I, ;, tal que #{iN1} = r — 1 entonces existe un dnico is que
no pertenece a {1y, - - - , L.}, por lo que A; difiere de A1 en solamente una fila, la i,
fila, luego, la entrada

Qigie = Qe L delig b = Gi con qi € (Irnh
Por otro lado, cada entrada de A es obtenida por la regla de Cramer, tal como que

se hizo en la demostracién de la inyectividad de la aplicacién de Pliicker, por lo
que tenemos que

Aigis = det Allr" Lig—1sis bty sbe = Pliyos Lig—1yis, Ligp1s :Lr(u)

por lo tanto toda q; € (Iy )1 es una coordenada de Pliicker. De hecho la regla de
Cramer demuestra que cada entrada de la matriz A es una coordenada de Pliicker
que pertecene a (I, )1 por lo que el determinante de cada menor de A estd en
funcion de dichas coordenadas. Demostrando con esto que para toda entrada ¢; de
q satisfaciendo las RP es una coordenada de Pliicker, es decir ¢ = p(U). Por lo
tanto G(r,n) es un cerrado en PN~ O

Este resultado se puede generalizar y para ello introduzcamos un poco de no-
tacion. Sea S(ai, - - - , at) el grupo simétrico de n letras.

Corolario 1.16 (Relaciones de Pliicker generalizadas (RPG)). Para s < r consi-
deremos los siguientes grupos simétricos:

S = S(i87"' 7iT7j17"' 7jS)
S/ = S(iS;"'air) X S(jl)"'ajs) CS.

Entonces

D (D™D i 0(i) e 0i) T PaG) oG se i =0 (+)
ceS/S’

DEMOSTRACION. Seat € S/S’ entonces T = 00’ con 0/ € S’. Observemos
que para toda iy se tiene que 0/ (i) € {is, - - - i+}, a su vez, para toda jg se cumple
que 0’(jg) € {j1, -+ ,js). Lo cual implica que

[ -is—10"(is) - 0/ (ix)] = (= 1) g -~ 1o,
[0/G1) -+ 0" (3s)is41 - Gr] = (=1) [1 - o).

Por lo tanto T solamente depende de o©.
Ahora bien, podemos ver la suma (¥*) como una r + 1 forma alternante en E con
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dim E = r. Para ello escribimos la matriz de coordenadas

X1 o Xir X1
A= : =
Xni - °  Xnr Xn
Donde cada X, es una fila de A.
Observemos que la suma (*) consiste en elegir, Xi_, -+ Xi, y Xj;, -+ Xj,. Es

decir r + 1 vectores filas . Luego la suma (*) es una forma alternante dado que
es la suma y producto de funciones alternantes, esto es debido a que dicha suma
estd definida mediante determinantes. Por lo tanto hemos definido la v 4 1 forma
alternante que deseabamos en un espacio de dim E = r por lo tanto la suma (*) es
cero. Demostrando asi el corolario. (]

1.3. Variedades de Schubert

Sea E un espacio vectorial de dimensién n sobre k. Sean E. los subespa-
cios vectoriales de E de dimension t generados por {ej,- - - , e}, los primeros t-
elementos de la base canénica. Consideremos la siguiente bandera en E:

Eh=0CEiCEyC---CEh_1 CE,=E.
Para cada i € I; , se define la variedad de Schubert asociada a i como
Xi ={WeG(rn)|dim(WnNEi)>t, 1<t<rh
Proposicion 1.17. Xj C Xysiysolosij < i

DEMOSTRACION. Supongamos que j < i, entonces para toda t se tiene que
jt < i¢ porlo que Ej, C E;, entonces, para todo W € Xj se cumple (Wn Ejt) -
(WNE;,), lo cual implica que t < dim(W N Ej,) < dim(W N Ei, ). Por lo tanto
W pertenece a X;.

Para la otra implicacion, procedamos por contradiccion. Es decir, supongamos
que Xj C Xj pero j & i, es decir, existe t tal que iy < j¢yji < iyparal <1<
t — 1. Para facilitar el andlisis podemos suponer que t = r. Entonces, Ej, C Ey
paral <1< r—1ekE; CEj,,porloque (WNE; )< (WNE;,)locual implica
que L < dim(WNE; ) <dim(WNE; ). Asuvez (WNEy, ) C (WNE;,) implica
T < dim(W N E;,) < dim(W N Ej,). Ahora bien, podemos elegir 1 vectores
linealmente independientes que generen a W, de la siguiente manera: {v1} C (WN
Ej,) € (WNEy) {vi,vo} C (WNE,) C (WNE,), asi sucesivamente hasta
v, veib € (WNEy, ) € (WNEg,_ ). Pordltimo w;, € (WNE;) C
(W N Ej,) tal que {vy,---,vr_1,u;,} sean linealmente independientes, es decir,
que generen a W. Luego escribamos cada vector en términos de los elementos de

las bases de cada E;,, es decir:

Vi = €j, + Z ai,1€j, y o Wi, =e+ Z at,r€j;-
1<jt 1<j‘r‘
Sea A’ = (a{) q) la matriz asociada a esta descripcion, en donde a{h q = 0si

P > jq. Observe que Aj’ es una matriz triangular superior y unipotente, por lo
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tanto tiene inversa, entonces A’ - A].’ - generan el mismo subespacio W por lo
tanto podemos suponer que A’ es tal que Aj = Id

Realicemos este mismo proceso para los elementos de las bases de cada E;,,
entonces

vy = e, + Z aptei, y ui, = e, + Z apre;q,
l<it l<i,
y obtendremos una matriz A = (ap,q) talque Ay = Idyapq =0sip > iq.
Ambas matrices generan el mismo subespacio W por lo que bajo la aplicaciéon de
Pliicker deben de representar el mismo punto en PN—1. Sin embargo Pj (A) =
det(Ai) =1ypi(A) = det(Ai) = 0 mientras que pj(A) = det(A;) =0y
Pi(A) = det(Ai) = 1. Porlo que p(A) y p(A’) no pertenecen al mismo punto en
PN—1, contradiciendo el hecho de que A y A’ generan el mismo espacio. Dicha
contradiccion proviene de suponer que j £ 1. Por lo tanto si Xj € Xj entonces
j <. O

De la proposicién anterior se obtienen los siguientes corolarios.
Corolario 1.18. ¢; € Xj si y solo sij < 1.

DEMOSTRACION. e; € Xj puesto que estos subespacios satisfacen las con-
diciones de Schubert para la secuencia j, dado que Xi C Xisiysolosij <1ise
cumple el corolario. (]

Corolario 1.19. Sean j,ien 1, » entonces
Pilx, 70 <=j <1

DEMOSTRACION. Por el corolario anterior ej € X; siy s6lo sij <

5 i, luego
pi(eL) # 0siy s6lo sij = L. Por lo tanto p no se anula en Xj siy sélosij < i.

O

1.4. Teoria de monomios estandar en variedades de Schu-
bert

Sea I(G(r,n)) = {f € k[A\"E] : flg(»n) = 0} el ideal homogéneo de anula-
cién de la Grassmanniana y denotaremos por R = k[G(r,n)] = k[ATE]/I(G(r,n))
su anillo de coordenadas homogéneo.

Como el anillo de coordenadas homogéneo del espacio proyectivo P(/ATE) es
el anillo de polinomios k[A"E] = k[pili € I, ], este anillo tiene una base de
monomios en las coordenadas de Pliicker. Nos interesa encontrar una base, a partir
de estas coordenadas, de k[G(r, n)]. Para ello haremos uso de la teoria de mono-
mios estdndar y su aplicacién a las variedades de Schubert. Esto se debe a que
parai= [n—71+41---n] se tiene que X; = G(r,n), la teorfa se desarrollard para
cualquier variedad de Schubert en G(r,n).

Sea R = k[G(r,n)] el anillo de coordenadas homogéneo de G(r,n). Cam-
biando la notacidn, las entradas de Pliicker las denotaremos por p; = 11 ---1i4), €l
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determinante del menor correspondiente. Entonces, dado un monomio f en R
=[] o doe] o [ing oo iho
una forma conveniente de escribirlo es en forma matricial, es decir

oo dir

th1 o ner

Definicion 1.20. El monomio f se dice que es estidndar si en las filas es estricta-
mente creciente, es decir

141 < it2 < -+ < ity paracualquier t
y en las columnas es creciente
115 <igs < -+ < 1ips paracualquier s.

Note que podemos definir un orden total en las coordenadas de Pliicker me-
diante un orden total en I, 1.
Sean i, j en I; ; entonces i > j siy solo si, existe 1 < t < rtal que
=1, -1 = Jt—1, 1t > Jt.
Entonces dos coordenadas de Pliicker, pi, pj,
Pi~Pj < i> 1

Esto nos permite definir un orden lexicogréfico en el conjunto de monomios estandar,
es decir, dados dos monomios estdndar, f,g

i o0 juu o Jar
f=1: < =9
th1 = thr jh1 0 e
siexiste t, 1 <t < htal que [ig1 - 1sy] = st Jsrl sis < t, [itr 1] <
Ger- - jerl

Proposicion 1.21. Los monomios estdndar generan a R como espacio vectorial.

DEMOSTRACION. Sea f un monomio no estdndar. Basta considerar el caso
cuando f consta de dos variables,

i ]
Jl P )r
Que f no sea estdndar significa que existe s tal que iy < jrparal <t < s—1

y js < is. Usando las relaciones de Pliicker generalizadas, con la nueva notacién
tenemos

_1)s8no¢ _ _1)seno 11 . 11 0(?5) .. .. O‘(ir)
O'G%S/( | ' ae%s/( ! [ o(ji) - 0ls) Js4r -
= 0.

Jr
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Para 0 = 1Id, f; = f y de la ecuacién anterior despejamos f y tenemos

o e o) - ofiy)
f= Z (—1)%8n° [ . ‘ . |
o ¢
Id#0€S/S’ (1) (Gs) Js+1 jr
Luego, para toda o # Id existe Len {ig,--- ,i,}tal que o(i1) =j¢, 1 <t < s.

Entonces paratodo s +1 < u < vy para todo s < 1 < 1 se cumple que j,, > 1
y para todo 1 < t < s se tiene i, > j¢, lo cual implica j,, > o(i;) para toda
s<l<r Asuvez, 0(jo) >igeconl <a<syl <P <s—1.

Tenemos dos casos para cada o # Id

(a). Caso 1: f5 con o(ig) = is, entonces existe L # s, s +1 < 17 tal
que o(i1) = jt. Luego, reordenando la secuencia superior i se tiene una
secuencia creciente:

fu< - <isgsi<oliA)<-<oll)=jr <~ <o(is) =1s < --- < o(is),

dado que o(is) ocupa u-€simo sitio, u > s tenemos que jy, > o(is) = is
yo(ju) =ipconl < x < syl < B < s—1. Porlotanto fs es estandar.

(b). Caso 2: fs con o(is) = ji/, sabemos que j,, > o(iy) paratodas <1< r
ys+1 < u < rporlotanto j, > o(iy/). Luego, al reordenar la secuencia
se obtiene que fs es un monomio estandar.

Por lo tanto f se puede expresar como combinacién de fs siendo éstos, monomios
estandar, es decir, generan a R. (I

Ahora aplicaremos la teoria de monomios estdndar a las variedades de Schu-
bert. Sea R = k[G; n], paraien I, ,, sea R(i) = k([Xj] el anillo de coordenadas de
la variedad de Schubert X;. Dado un monomio estdndar f, T =1 - - - iy,

i o0
f,.[. = p,.[ =

thi o0 ihr
definimos que f es estdndar en Xj si i > i, lo cual es equivalente a decir que f
no se anula en todo X;. Por lo tanto un monomio no estandar f, f|x, es cero o su
residuo es estdndar en X;. Entonces, dado que los monomios estdndar generan a R,
basta considerar la restriccion de éstos a la variedad de Schubert X;. Por el andlisis
anterior, los monomios estandar que al restringirlos a X; no son estdndar, se anulan
en toda la variedad por lo que forman una base para el ideal de anulacién de Xj,
luego, los monomios estdndar tales que su restriccion a Xj sigue siendo estdndar en

Xi generan R;. Solo resta demostrar que son una base para R; es decir, la siguiente
proposicion.

Proposicion 1.22. Los monomios estdndar en Xi son linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién sobre la dimension de X;. Si
dim(X;) = 0 entonces i = [12---71] 0 bien p; = pigq por lo tanto X; = {E,}
es decir es un punto, por lo que k[Xi] = k[prq4] es decir solamente un monomio
estdndar y se cumple la hipétesis.
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Si dim(X;) > 0, y supongamos que se cumple para dim(X;) = d — 1y pro-
bemos para d, es decir se cumple para todas las subvariedades de X; de dimensién
menor a d. Para este paso aplicaremos induccidn sobre el grado de los monomios
estandar. Es decir, sea

D cofr, =0
1=1

con ¢r, € ky fr, monomios estdndar de grado m. Luego, para m = 1 tenemos
las coordenadas de Pliicker, es decir, fr, = Ppj, para 1> il € I; n, las cuales son
linealmente independientes, ya que si existiese ¢, # 0 entonces, ¢, Pj y # 0 por
lo que ¢+, pj,, (eil,) #0y chpil(eil,) = 0 implicando que la suma no se anula
en e; , lo cual es una contradiccion. Por lo tanto ¢, = 0 para toda .

Sea m > 1, supongamos que se cumple para monomios estindar en X; de
grado m — 1 y probemos para m. Entonces podemos asumir que existe fT; tal
que T, = {111,112, e ,ilh} y ilh # i (ya que i no se anula en X;). Ahora bien,
consideremos la restriccion de la suma a Xj . entonces los monomios estdndar,
fr,, que no son estdndar en le se anulan completamente, por otro lado existe

“th
al menos un monomio estdndar que sigue siendo estandar en le a saber, fr,

por lo tanto la suma es una relacién de monomios estdndar en le no vacia la
~‘h
cual no se anula completamente en le . Por la hipétesis de induccidn, esto es una
“*h

contradiccion.
Por lo tanto la suma

Z CTl le == 0
1=1
siy s6lo si ¢, = 0 para toda L. U
De estas dos tltimas proposiciones se tiene.
Corolario 1.23. Los monomios estdndar en X; son una base para R;.

Hemos dado una base explicita para el ideal de anulacion de cualquier variedad
de Schubert y para su anillo de coordenadas, sin embargo adn falta verificar que
este ideal es radical para poder tener el siguiente morfismo de k-édlgebras:

7: R — R(i) = R(i) = R/ ker(m)
donde 7t es el morfismo de restriccién y denotemos por J; = ker(7t) y por I; el
ideal de anulacién de X;.

Proposicién 1.24. El ideal 1; = ], es decir, 1 es radical.

DEMOSTRACION. Es claro que se tiene una inclusién directa, I; C Ji. Pa-
ra la otra inclusién consideremos f € R entonces podemos escribirlo como una
combinacién de monomios estdndar en R

f= Z Qg frp + Z by hy,

en donde cada monomio de la primera suma, f, con Ty = {Tyy, - - - T}, satisface
que i ;_4 Tis y cada monomio de la segunda suma, h,, con vt = {y¢1, - Vis)
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satisface que i > y¢s. Dado que ) ar fr, € I; se tiene que f € J;

ZbYth’Yt €Ji yaque IiCJi

n(f) =0

ZbYth’Yt =0 en Xy

by, =0 paratoda t (porlaindependencia lineal de los monomios estdndar en X )
f=) agfe

fe Ii'

Por lo tanto J; = Ij, es decir, es un ideal radical. U

rrereee






Capitulo 2

Acciones de grupos algebraicos

En este capitulo se dard la definicién de una accién algebraica de un grupo
algebraico afin G sobre una variedad algebraica X, propiedades de dicha definicién
y una aplicacidn que nos permitird caracterizar todos los grupos algebraicos afines,
finalizando el capitulo con los teoremas fundamentales de la teoria de invariantes
clasica.

Sea G un grupo algebraico afin y X una variedad algebraica. Se dice que « :
G x X —> X es una accién regular izquierda si es un morfismo entre variedades
algebraicas y « es una accién abstracta ( la accién de un grupo en un conjunto), es
decir si se cumple:

(a). Para todo elemento x de X se tiene:
a(gh, x) = (g, ac(h, x))

para cualesquiera elementos g, h de G.
(b). Para todo elemento x de X se tiene que

(e, x) = x.

Por conveniencia denotaremos por «(g,x) = gx y a partir de ahora, por accién

de G en X, nos referiremos a una accién regular izquierda, con la salvedad que se

especifique lo contrario. En la literatura, también se dice que X es una G-variedad.
De manera anéloga se define una accién regular derecha, ot : X x G — X.

Ejemplo 2.1. Existen aplicaciones naturales provenientes de una accién de G en
X:
(a). Sea g € G definimos una traslacion izquierda, Ag, por
Ag: X — X
X — gx
y por traslacion derecha pg, por
pg: X — X
X — Xg.

Ambas traslaciones son isomorfismos en X.
(b). Sea x € X, definimos la aplicacién 6rbita, 7ty por

T : G — X
g — gx.

19
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Observacion 2.2. Recordemos que dado un morfismo entre variedades afines, se
tiene un homomorfismo de k-dlgebras, en particular para una accién « de G en X.
Es decir:

x:GxX—=>X

induce
o KIX] = k[G] @y k[X]

por lo tanto para todo elemento f en k[X] tenemos que «*(f) = Z?:l h; ®y fi.

De esta observacion se tiene que, mediante las traslaciones, Ag y pg, de la
variedad X, podemos definir nuevas traslaciones en el anillo de funciones de X,
k[X].

Sea g € G. Para toda funcién f € k[X] definimos

(@). Lg : k[X] = k[X] por Lg(f)(x) = (Agf)(x) = foAg1(x) = f(g~'x)

(b). Rg : kIX] — kIX] por Rg(f)(x) = (pgf)(x) = f 0 pq(x) = f(xg)

Estas traslaciones, Lg y Rg nos permiten inducir una accion de Genk[X],ala
izquierda:

oy 0 G x k[X] = k[X]

ox(g,f) = Lg(f) = foAg-1.

Siempre que se tiene una accién G x X — X se tienen los conjuntos siguien-
tes:

Definicion 2.3. Sea G un grupo algebraico y X una G-variedad:

(a). Six € X, la6rbita de x es 7 (G) :={g - x|g € G} C Xy lo denotaremos
por 6rbg (x) o bien G - x.

(b). Elestabilizador o subgrupo de isotropiade x € Xes Gx :={g € G|g-x =
x} € G. Si Gx = G se dice que x es un punto fijo bajo la accién de G.
Denotaremos X€ al conjunto de todos los puntos fijos.

(c). Diremos que X es un espacio homogéneo si la accién de G en X es tran-
sitiva, es decir, si existe x € X tal que 6rbg(x) = X, es decir, sélo hay
una 6rbita.

También podemos definir funciones entre G-variedades.

Definicion 2.4. Sea G un grupo algebraico afin y sean X, Y dos G-variedades. Un
morfismo de variedades algebraicas p : X — Y es llamado un G-morfismo o un
morfismo equivariante o morfismo de G-variedades si 1(a - x) = ap(x) para toda
a € Gy para toda x € X, es decir si el siguiente diagrama conmuta

Gx XXX
idxul LH
GxY Xy

Para poder demostrar que el subgrupo de isotropia de una accién es un subgru-
po cerrado en G daremos la siguiente definicion.
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Definicion 2.5. Sea G un grupo algebraico afin y X una G-variedad. Si Y, Z C X
son subconjuntos, definimos el transportador de Y a Z como:

Trang(Y,Z) ={a € G| a-YCZ}

Definimos el el estabilizador de Y como Trang (Y,Y) y el centralizador de Y
como ¢(Y) = ﬂer Gy

Definicion 2.6. Un conjunto W C X se dice que es G-estable o G-invariante si
G - W C W. Un ejemplo de conjuntos G-estables son las érbitas de la accion.

Con esto ya podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Sea G un grupo algebraico afin y X una G-variedad.

(a).
(b).

(c).
(d).

SiY, Z C X subconjuntos tal que Z es cerrado, entonces Trang (Y, Z) C
G es cerrado

El subgrupo de isotropia de x € X es un subgrupo cerrado. En particular
€ (Y) es un subrupo cerrado.

El conjunto de XC de puntos fijos de X es cerrado.

Si G es conexo, entonces G estabiliza todas las componentes irreducibles
de X.

DEMOSTRACION. (a). Sea 7y : G — X la aplicacién 6rbita. Siy € Y se

(b).

(c).

tiene que 71, ' (Z) = {a € G| a-y € Z}. Dado que 7 es una funcién

continua y Z es cerrado, U 1(Z) es cerrado en G. Entonces

ﬂ n;l(Z) ={geG| g-yeZ VvyeY}=Trang(Y,Z).
yey

Por lo tanto es cerrado en G.
Por el inciso anterior

Trang ({x},{x}) ={g € G| g-x=x} =G«

es cerrado. A su vez €g(Y) es cerrado al ser interseccion de cerrados.
Consideremos @, : X — X definida como @4(x) = a-xcon a € G.
Ahora bien, sabemos que la grdfica

Mea) ={x,y) e Xx X| y=ax}

es cerrada en X x X (ver prop. 2.12 de [12] ). Luego la imagen inversa de
la aplicacién diagonal

AT TM(@a)) ={x Xl x=0@a(x) = ax}
es el conjunto de puntos fijos por a, X¢ es cerrado en X. Entonces

ﬂ X ={xeX x=axvVae G}=XE
aeG

es cerrado en X.
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(d). Supongamos que G es conexo, por lo tanto irreducible. Sea X; C X una
componente irreducible de X. Consideremos el morfismo ¢ proveniente
de la accién de G en X. Entonces G - X; = @(G x X;) entonces G - X;
es irreducible, ya que es la imagen del producto de irreducibles. Por otro
lado X; = e - X; C G - X; implicando que X; = G - X; por la condicién

de irreducibilidad de Xj.
O

Observacion 2.8. Sea x € X. Consideremos Y = 6rbg(x), la cerradura de la
orbita. Y es un conjunto G-estable, esto se concluird a partir del siguiente teorema.

Teorema 2.9. Sea G un grupo algebraico afin y X una G-variedad, entonces para
todo x € X la 6rbita 6rbg(x) es abierto en érbg (x).

DEMOSTRACION. Sea x € X, consideremos el morfismo dominante @y :
G — Y = 6rbg (x). Entonces por Chevalley existe U C érbg (x) tal que es abier-
toen Yy U = Y. Dado que G actiia transitivamente en 6rbg(x) se tiene que
UgEG g - U = 6rbg (x) por lo tanto la 6rbita de x es un abierto en Y. O

Ahora bien, para demostrar la G-estabilidad de Y = 6rbg(x) denotemos por
U = 6rbg (x), entonces por el teorema anterior U es abierto y denso en Y, entonces:

G-Y = a(GxY)=a(GxU) =«(G xU)
C a[GxUW=CaGxU=U=Y

Una propiedad importante de los grupos algebraicos afines es que son iso-
morfos a un subgrupo cerrado de algin GL,,. Para demostrar esto requerimos del
siguiente teorema:

Teorema 2.10. Sea F un subespacio de dimension finita de k[X]. Entonces existe
un subespacio E de k[X] de dimension finita tal que

(a). F C E estable bajo traslaciones izquierdas de G.
(b). Una condicion necesaria y suficiente para que F sea invariante bajo tras-
laciones izquierdas es que

o*F C k[G] Rk F.

DEMOSTRACION. Basta demostrar el caso cuando F es de dimensién 1, es
decir F = (tf) con f en k[X]. Recordando la observacién 2.2 tenemos que:

n
o (f) =) hi@xfi
i=1

con f; en k[G] y h; en k[X], con n minimo. Por otro lado, para toda g € G se tiene
que (Agf)(x) = f(g~'x) es decir:

flg7"%) = (foa)(g™",x) = & (f)(x) = }_Thilg™") - filx)

por lo tanto (Agf) = Z?:l hi(g_l) - fi es decir, existe un subespacio de dimen-
si6n finita que contiene a Agf(para toda g € G), el generado por W = (fy). Al
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considerar E = (A4f)gecg este es un subespacio invariante bajo las traslaciones y
de dimension finita puesto que estd contenido en W.

Para el inciso restante, consideremos lo siguiente: si {f;} es una base para F,
existen h; en k[X] tales que {f;}U{h;} es una base de k[X] y entonces para cualquier

f e kIX]
f=) fi+) h
i j

a*f:ZTi®kfi+ZSj ®k hy
i j

donde 1y, s; perteneces a k[G].
Sif e Fyg e G tenemos que

Agf=Y rilg™") fit+ ) sij(g™h) - hy
i j

a Su vez

Entonces, Agf estd en F siy s6lo si sj(g™!) = 0 para toda j. Al variar gen G y f
en F, tenemos que AgF estd contenido en F si y s6lo si s; (g~') = 0 para toda j, es
decir,
AgF C F < oF C k[G] @k F.
O

Si X = G, podemos definir una accién que es tanto izquierda como derecha
mediante traslaciones:
L: (GxG)xG—G

n((g,h)x) = gxh ™",
A partir de esto podemos inducir dos acciones en el anillo de coordenadas de k[G]
como se hizo en la observacién 2.2. En este caso dichas traslaciones son homomor-
fismos de G.
Aplicando el teorema anterior tenemos.

Corolario 2.11. Cada subespacio de dimension finita F de [G] estd contenido en
un subespacio de dimension finita estable bajo traslaciones que son tanto izquier-
das como derechas.

La importancia de la existencia de tal subespacio invariante es garantizar que
las traslaciones pertenecen a algin espacio de matrices invertibles, con lo cual po-
demos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sea G un grupo algebraico afin. Entonces G es isomorfo a un
subgrupo cerrado de algiin GL,.

DEMOSTRACION. Sabemos que k[G] = k[fy, o, -+, fn] y por el teorema y
el corolario anterior podemos elegir a f1, fo, - - - , f;, como una base de un subespa-
cio E de k[G] invariante bajo traslaciones izquierdas y derechas. Con ello podemos
definir los automorfismos

Ry : k[G] — Kk[G]

y por la invarianza de E, para toda f en k[G] se tiene que Ry f pertenece a GL(E).
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Continuando con la notacién previa, tenemos:
n:GxG— G= u:k[G] — k[G] ® k[G].

De nuevo, por el teorema anterior W*E C E ®y k[G], entonces para cada i se
tiene
}l*fi = Z fj Rk ij
i
para algiin my j en k[G].
En particular para cada f; elementos de la base de E

n n
(Rgfi)(x) = Z fj(x) - myj(g) = Ryfi = Zmi,j(g) - f5.
j=1 j=1
Con ello podemos definir el siguiente homomorfismo de grupos
o:G — GL(E) ~ GL,

dada por «(g) = (my;(g)). A su vez esto nos define un homomorfismo de k-
dlgebras
ot k[GLn] = k[Tl,b TLQ, s ,Tn,n7 det] — k[G}
dado por o*(T; j) = (m; ;). Entonces para toda i
n
fi(x) = filex) = ) fj(e) - mi;(x)

j=1

dado que f; generan a k[G] se tiene que m; j también. Con lo cual «* es epimorfis-

mo implicando que « es inyectivo. Asi G es isomorfo a su imagen (G) contenida
en GLy. O

2.1. Teoremas fundamentales

Denotemos por M, xn = M = M(m,n) el conjunto de todas las matrices
de tamafio m x m definidas sobre un campo k. M es la variedad algebraica afin
A™™ que tiene por anillo de coordenadas R = k[(x; ;)]. Definamos por M, =
M. (m, n) como las matrices de rango a lo més r. Usaremos la teoria de monomios
estandar en variedades de Schubert para demostrar que el ideal de anulacién de M.,
defindmoslo por I, 1, estd dado por los (r+ 1) x (r+ 1) menores. La prueba recae
en demostrar que [, es un ideal radical.

Primero cada matriz ((117]-) de M le podemos asociar un elemento en la Grass-
manniana G(n, m + n), el cual estd generado por la siguiente matriz

apr -+ Qin
Am,1 " Qmmn
0 1
1 0
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Consideremos el siguiente menor [m + 1---m + nj, es decir elijamos las
ultimas n filas. Esto nos define un morfismo entre M y el abierto donde no se
anula [m + 1---m + nJ, de hecho es un isomorfismo. Sea R’ = k[G(n, m + n)],
por lo tanto

R=R'/(Im+1---m+n]£1).

Ahora bien, por los resultados de la seccién 2 del capitulo 1, se sabe que una
base para la variedad de Schubert k[X[;, 1...;m 1] estd dada por los monomios
estandar en R’ tales que son estdndar en X[, 1...;m1+n]» por lo tanto una base para
R son los monomios estdndar f con T = {i}, -+ , i} en X 41...mn]. tales que
i #AMm+1---m+nl.

Observacion 2.13. Seal < s < n, consideremos un menor de tamafio s X s en M,
demostraremos que dicho menor se puede extender a una coordenada de Pliicker
en G(n, m + n). Consideremos un menor de tamafio s x s formado por las filas
i,---,1s y las columnas ji,--- ,js. Ahora bien, la columna j; tiene la entrada
Qmint1—j,j, = 1 es decir, intersecta a la fila i,y v 11—, en la Unica entrada de
la fila que es diferente de cero. Sea Z ={m +n+1—js,---m+n+1—ji}, el
subconjunto de las filas {m + 1,--- , m + n}, en donde cada columna j; intersecta
a dichas filas en su dnica entrada diferente de cero. Entonces tomemos las n — s
filas faltantes para acompletar una coordenada de Pliicker de G(n, m + n) del
complemento de Z. Entonces tenemos el determinante del menor formado por

pl: [ila". 7157is+17”' 71'11]

con{isi1,- - ,in}enel complemento de Z. El cual al desarrollar este determinan-
te a travez de sus dltimas n—s filas, {is1, - - - , in}, €s decir, solamente sobreviven
las columnas {j1, - - - ,js} por lo tanto p; es igual al determinante del menor con el
que iniciamos.

Por lo tanto todo menor de tamafo s X s se puede extender a una coordenada
de Pliiker y con ello podemos dar una base de monomios estdndar en R para I;.
Entonces una base de [ estd dada por los monomios estandar

tales que 115 < My [it1 -« - ien] # [M—+1--- m+n]. Consecuentemente una base
para el anillo cociente Ds = k[(x,;)]/Is consiste de todos los monomios estdndar

tales que i1 > my [it1 - ign] Z M +1---m+nl.

El siguiente teorema a demostrar el es primer teorema fundamental de la teoria
de invariantes, para ello denotemos por G = GL,(k) y consideremos la siguiente
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variedad M (m, 1) x M(r,n) = M’ con r < min(m,n). Definamos la siguiente
accion de G en M(m, 1) x M(r,n)

o:M(m, ) x M(r,n) — M(m,r) x M(r,n)
«(g,(A,B)) = (Ag ' gB)

Dado que o estd definido mediante la multiplicacion de matrices, es decir, es
polinomial, « es un morfismo regular. Por otro lado es claro que « es una accion,
sean g, h € G entonces

a(hg, (A,B)) = (A(hg) ™', (hg)B) = (Ag""h™ ', hgB) = ((Ag~")h "', h(gB))
= (h,(Ag™",gB)) = (h, (g, (A, B)))

Ahora bien, la multiplicacién matricial i : M(m,r) x M(r,n) — M(m,n)
tiene por imagen a M,.(m, n). Observese que p estd bien definida en las érbitas de
« ya que para toda g € Gy para todo par (A,B) € M(m,r) x M(r,n) se tiene
que u(Ag—!,gB) = Ag—'gB = AB, en realidad, permite extender la accién de G
a M, (m,n), sienda esta accion trivial, es decir, gC = C y p es invariante bajo la
accion de G.

Luego paratoda A € M(m, 1)y B € M(r,n) los podemos escribir de la siguiente
manera

/
(A,B) = ((Q,,) , (B B”)) ,donde A’, B’ € M(r,1).

Con esta descripcion podemos definir una funcién determinante d
d(A,B) = det(A'B’)

Dado que p es un suprayectiva en su imagen, se tiene que para toda C €
M, (m, n) existe un par (A,B) € M(m,r) x M(r,n) tales que C = u(A,B) =
AB entonces podemos definir d en M, (m,n) mediante d(C) = det(A’B’) con
A’,B’ como se definié previamente. Observe que d no depende de la representa-
ci6én de C, supongamo que existen A, B, E, F tales que AB = C = EF, entonces,

wo= (). 0 1) o e (). @ )

entonces
A/B/ A/B// E/F/ E/F//
(AB) = <A//B/ A”B”) =C= <E//F/ E”F“) = (EF)v

entonces A’B’ = E'F/, por lo tanto det(A'B’) = det(E’F’), es decir, d no depen-
de de la representacion de C.

Obsérvese que d es invariante bajo la accién de G, puesto que paratoda g € G
se tiene

-1 Alg_l ’ " R Y In/

d((Ag™gB)) =d | ( jwg-1 ), (98" gB")) =det(A’g™gB") = det(A'B)

Con este andlisis ya podemos enunciar el siguiente lema.
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Lema 2.14. Sea S = k[M(m, 1) x M(r,n)] el anillo de coordenadas M(m, ) X
M(r,n) y D = k[M;(m, n)] entonces

D[1/d] = S[1/d]C.

DEMOSTRACION. Dado que G actda en M(m,r) x M(r,n) induce una ac-
cién a su anillo de coordenadas S, a su vez G actia trivialmente en M, (m,n) e
induce una accioén trivial en D.

Demostremos la inclusién D[1/d] < S[1/d]¢. Sea C € M,(m,n) con C =
(A, B) entonces, d(C) # 0siysolosidet(A’B’) # 0siysolosidet(A’), det(B’) #
0 es decir, si y s6lo si rango(A’) = r = rango(B’). Ahora bien, paratoda g € G
se tiene que Ag~!, gB preservan el rango, por lo tanto si W es el abierto donde no
se anula d, se tiene que W es G-invariante. Por otro lado tenemos:

w: M(m,r) x M(r,n) - M;(m,n) = u* :D—S=u":D[1/d] — S[1/d].

Dado que . es suprayectiva, implica que 1* es inyectiva. Sea h € D[1/d] entonces
hop e S[1/d], luego ((hop)g)(A,B) = h(n(Ag~', gB)) = h(AB) = h(C) =
(ho ) (A, B) es decir es G-invariante, por lo tanto D[1/d] C S[1/d]C.

Para la inclusion faltante, de nuevo denotemos por W el abierto en M (m, 1) X
M (r,n) donde d no se anula, es decir, W = {(A, B)|rango(A) = r = rango(B)}.
Definamos V = {(A, B)|A’ = Id} C W. Definimos una accién de G en G x V de
la siguiente manera

Gx(GxV) — GxV
(g, (h,v)) +— (gh,v).

Es claro que esto es una accion. Por otro lado definamos el siguiente morfismo

e:GxV — W
(g,v)) — gv,

donde gv es la accién o de G en W.
De hecho ¢ es un morfismo G-invariante, ya que

¢(h,(g,u)) = ¢(hg,u) = (hg)u=(A(hg)"', (hg)B)
= h(Ag~',gB) =ho(g,u).

Este morfismo es un isomorfismo, para demostrarlo definamos la inversa

(1) 0 ) (o) o)

Demostremos que @ o\ = Id , sean (A, B) € W, entonces
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(poV)(A,B) = @(ﬂ)(((//\\/,/)’ (B BH))))
((A/)_1’<(A”(£§')l>’ (A'B’ A’B">)>

Verifiquemos VP o @ = Id

(Vo) <g,<<}\‘3,>,(sf B”))) _ w(

g
() v

Por lo tanto @ es un isomorfismo G-invariante.

Por lo tanto k[G x V] =~ k[W] entonces k[G x V]C ~ k[W]C. Sea f € K[W]
entonces f o @ € k[G x V]. Entonces (fo @)(g,v) = f(gv) = (fg)(v). Por lo que
si f € k[W]S se tiene que paratoda g € G, (fo @)(g,v) = f(gv) = (fg)(v) =
f(v) € k[V] por lo tanto, k[W]CE C k[V].

Ahora bien, sea v € V, entonces

(). )

Para toda g € G tenemos que existe w € W tal que

V=gw= ((A/%_1> 971’ g (9_18/ 9_1B”)> .

Siw, w’ € W son tales que v = gw = g’w’ se tiene que w y w’ pertenecen a la
misma 6rbita y dado que W es G-inviarante, 6rbg (w) € W. Por lo que podemos
concluir que v parametriza la 6rbita de w, entonces si f € k[V] se tiene

f(v) = f(orbg (w))

es decir f € k[W]G, por lo tanto k[V] C k[W]©, demostrando que k[V] = k[W]C.
De esto igualdad podemos observar que si f € k[W]C = S[1/d]C y

o () )
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en realidad esta definida en

- ((A,,(ﬂf,)_l> J(A'B! A’B”)) .

es deciren A”(A’)~1, A’B’ y A’B”. Por otro lado, sea u(v) = pu(w) = C, por
dlgebra lineal sabemos que

1 1
n—1 — . / 'B/ —1 — . B/
(A = qA Ay (B0 = e adi(B)
entonces
A//(A/)—l — A//(A/)—l(B/)—lB/

adj{A") (5577 adi(B B’

— A//(

det(A’)

_ d(lc)(adj(A’)adj(B’))A“B’.

Es decir, f también esta definida en

1
—A"B’.
d

Luego
A/B/ A/B 1!
nv) =C= <A//B/ A/B//)
Entonces si f € S[1/ d]C estd definida en cada una de las entradas de C, f € D

pero la condicioén

1
*A//B/
d

implica que f € D[1/d]. Quedando asi demostrado el lema. O

Con esto ya podemos enunciar el primer teorema fundamental.

Teorema 2.15 (Primer teorema fundamental). El anillo D es el anillo de invarian-
tes de S bajo la accion de G,

S¢ =D.
DEMOSTRACION. Por el lema anterior tenemos que
D — D[1/d] = S[1/d]®

Dado que d es G-invariante, se tiene que si f € D[1/d] = S[1/d]€ entonces f es
G-invariante por lo tanto f € S por lo tanto D C SC.

Para la otra inclusién, si f € S — S[1/d]S = D[1/d] entonces f € D[1/d] por
lo tanto existe p tal que fdP € D. Por lo que basta probar que si f € Sy df € D
se tiene que f € D, ya que S© C S.

Para comenzar, podemos identificar M (m, n) como un abierto de G(n, m+mn), es
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decir, asociando a cada matriz (a; ;) con el subespacio vectorial generado por las
columnas de

apr -+ Qin
Am,1 *° Ommn
0 1
1 0

donded=[1---1,m+1---m+n—r]yaque la funcién d estd determinada por
el bloque de T x 1 de las primeras r-filas y r-columnas. Usando la base asociada
de monomios estdndar (descrita en la observacién anterior), podemos escribir cada
elemento de f € D de la siguiente manera

df =) Ty
i

donde cada T; es un monomio estandar de la forma

i1 0 Un

i o len
tales que i; 11 > my [i¢l---ign] # [m+1---m+n]. Consideremos los ceros
de la hipersuperficie d = 0, Z, entonces por la igualdad se tiene que ) ; &;T; se
anula en Z, por lo tanto existe un entero p tal que
o)

dv = Z OCiTi
i

cony € D, esdecir ) ; «;iT; estd en el radical de d. Luego dado que y € D
podemos escribirlo en términos de monomios estandar

Y=Y B;S;.
j

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que T; es el monomio maximo en el
orden lexicografico, T; > Tj, entonces:

P
Z i Ty = ouPTiP + Z((XiTi)l
i i1

= ) BydS;
j

donde ) ; o;T;" es una suma monomios menores en el orden lexicogrifico a
Ti. Luego, para toda j se tiene que dS; es un monomio estdndar, ya que d es el
monomomio mds grande en el orden lexicogréfico en D. Ahora comparando ambas
sumas término a término tenemos que el monomio mayor T; es igual al término

mayor de la suma de los dS;, denotémoslo por dS;,, por lo tanto Ty = dS;, es
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decir, T; es divisible por d. Aplicando las relaciones de Pliicker generalizadas,

podemos escribir
1
D (uTy)
i1
como una combinacién de monomios estdndar, por lo tanto podemos repetir el
proceso anterior y obtener que cada T; es divisible por d, por lo tanto

f=> o(Ti/d)

es decir, f pertenece a D. Demostrando que si f € SC entonces estd en D. ([

Hemos dado una base explicita para [ y Dg. Para ver que en efecto es el ideal
de anulacién de Mg se necesita que I sea un ideal radical.

Teorema 2.16 (Segundo teorema fundamental). El ideal de anulacion de M. es el
ideal generado por los menores v+ 1 x v+ 1.

DEMOSTRACION. Es claro que para todo elemento A € M, se anula en el
determinante de un menor de tamafio r + 1 X T + 1 puesto que tiene rango menor
igual a r. Por lo que resta ver que I es radical. Consideremos la siguiente suma
finita de monomios estdndar k[(x; ;)]

Z alFTL
l

tales que F, no pertenece a I, es decir

g 0 togn
Fr = )
g 0 logn
en donde iTll,T > m. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F, es el
monomio maximo bajo el orden lexicogrifico. Supongamos que existe ( tal que

q
(§ alFTl) €l
1

o bien
q
() aFr) =aiFd + ) (arFr)P.
1 1#£1
Observe que
Z (alFTl)p
1#£1

no son monomios estidndar necesariamente, sin embargo por las relaciones de Plii-
cker generalizadas, esta suma la podemos llevar, en un nimero finito de pasos, a
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una suma de monomios estdndar estrictamente menores a F7, en el orden lexi-
cografico. Por otro lado, existen monomios estdndar Ty € Iy 41 conig, ;. < m,
Unicos ya que son base de I, 1, tales que

aiFd + ) (@iFq)? Zb%T% :

141
Sea Ty, (haciendo abuso de notacién) el mayor de estos monomios estdndar en el
orden lexicografico. Para que estas sumas sean iguales, es decir, estos dos polino-
mios sean iguales, es necesario que sean iguales término a término. Por lo que al
comparar los términos maximos en ambas sumas, es decir, F3, con Ty, ® deberfan
ser iguales, lo cual no es posible por las condiciones ir y>me larr S ML
obligando a que a; sea igual a 0 para poder preservar la 1gualdad Realizando este

proceso con
Z ( alFTl )p

141
se llega a que cada coeficiente debe de ser igual a cero. Por lo tanto si F9 € I,
entonces F € I, 1, es decir, I, 1 es radical. O

2.2. Cocientes

La pregunta natural que surge cuando se tiene una G-variedad X es si el con-

junto de oOrbitas

X/G = {6rbg (x)|x € X}
es de nuevo una variedad algebraica. La respuesta es que no siempre se tiene esta
propiedad. Con el avance de la teoria veremos qué condiciones son necesarias para
que X/G sea una variedad algebraica.

Analicemos el caso en el que X es una variedad algebraica afin con anillo de
coordenadas R. Para que X/G sea una variedad algebraica afin debemos construir-
le su anillo de coordenadas. Como es habitual en matemdticas deseamos usar la
informacién que ya poseemos, en este caso el dlgebra de funciones de X.

Sin embargo nos topamos con el inconveniente de evaluar un polinomio f € R
en X/G puesto que depende del representante de la clase de equivalencia.

Esto nos motiva a dar la siguiente definicién.

Definicion 2.17. Sean X,Y dos variedades algebraicas. Un morfismo ¢ : X — Y
se dice que es G-invariante si ¢(gx) = ¢(x) paratoda g € G y x € X. También
se dice que ¢ es constante en las drbitas.

En particular si f € R se dice que es G-invariante si f(g - x) = f(x) es decir,
g-f=fparatodo g € G.

Denotemos por R® = {f € R|f es G-invariante}

Como vemos, un buen candidato para el dlgebra de funciones de X/G es RS
ya que para todo f € RC se tiene que f : X/G — K dada por f(érbg(x)) = f(x)
esté bien definida.
El problema ahora es que no toda k-dlgebra RG corresponde a una variedad alge-
braica, por ejemplo se requiere que R sea de tipo finito o que no tenga elementos
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nilpotentes. Hilbert en su problema nimero catorce presenta la pregunta de si dada

una lgebra R finitamente generada y G un grupo actuando en R se tendrd que RS

es finitamente generada. La respuesta es no, Nagata da un contraejemplo de ello.
Antes de proceder al caso general veamos unos ejemplos.

Ejemplo 2.18. Sea G = {—1, 1}, este grupo finito actiia en A2
GxA? — A?
(A, (a,b)) —  (Aa,Ab).
Para todo punto (a,b) en A2, la 6rbg{(a, b)} consta de tinicamente dos puntos.
Esta accién tiene solamente un punto fijo, el cero. Esta accién se puede exten-

der al anillo de coordenadas, entonces podemos calcular el anillo de funciones
G-invariantes. Si f € k[x,y]G entonces

f(a7 b) = f(_a7 _b)v

es decir, k[x, y]“ estd generado por las funciones pares, las funciones generadas
por monomios cuadriticos, x?, xy, y2, entonces

}G

klx,y]€ = k[x?, xy,y?.
Luego, la variedad afin asociada a k[x?, xy, y?] son los ceros V(uw—v?). Entonces
se tiene la siguiente biyeccién
@:A%2/G — V(uw—V?)
6rbg(a,b) — (a2, ab,b?).

Por lo que podemos decir, que el espacio de érbitas, A%/G es una variedad afin.

Ejemplo 2.19. G, actia en A*
Gm x A* — A*
(A, (a,b,c,d)) — (Aa,Ab,A"tc,A71d).

Seav = (a,b,c,d) en A%, 6rbg,_ (v) es cerrado si a, b, ¢, d # 0, ya que para toda
A
AaAbA et d = abed.

Si f € k[x,1y,z, wl®m entonces f(Aa,Ab,A"'c,A"'d) = f(a, b, c, d), si

f= Z ap,q,rsXPydz'w® = f-A = Z ap,qms(?\x)p(?\y)q(A_lz)r(A_lw)S
P,q,T7,s P,q,r,s

Entonces f es G-inviariantes si 'y sélo si (p+q) = (r+s). Dado que p, q tienen el
mismo signo, p + q # 0, por la misma razén, (v + s) # 0. De esta observacion se
conluye que f no puede estar generado por monomios de la forma x, y, z y w. Por
otro lado, si ¢ = 0y (r+s) # 0 se tiene que f puede estar generado por monomios

xz y xw. De manera andloga si p = 0, f puede estar generado por monomios de la
forma yz, yw. Observe que f no puede estar generado por monomios de la forma

Xy, zw por la condicion (p + q) = (r + s). Por lo tanto f estd generado por los
monomios xz, yw, xw 'y yz. Es decir

k[X, Y,z W]Gm = k.[XZ, Yw, xw, UZ] .
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Ahora bien, la variedad afin asociada a esta k-algebra es V(xp — v8) C A%
Entonces podemos definir el siguiente morfismo

¢:A*/Gm — V(ap —v?)
6rbg,, (a,b,c,d) — (ac,bd,ad,bc).

El morfismo ¢ tiene las siguientes propiedades

(a).

(®).

(c).

(d).

@ es suprayectiva. Sea (ac, bd, ad, bd) en V(xfp —y9d). Si alguna entra-
da es igual a cero, digamos la primera, ac = 0, supongamos que a = 0
entonces, (0,b, c, d) en A satisface la condicién bajo . Si todas las en-
tradas son distintas de cero, (a,b,c, d) pertenecen a V(a3 — yd) bajo
.
Sip € V(axp—y8)\{0}, entonces @ ~!(p) contiene una séla 6rbita, la cual
es cerrada en A*. Dado que p # 0 existe al menos una entrada diferente
de cero, sin pérdida de generalidad podemos suponer que es la primera
entrada, es decir, ac # 0, lo cual implica que a,c # 0. Procedamos
por casos, si p solamente tiene una entrada distinta de cero, se tiene que
x = (a,0,c,0) pertenece a @ '(p) y por lo tanto, 6rbg,_ (x) también
pertenece. Supongamos que existe otra 6rbita contenida en @ ! (p), sea
y = (a’,0,c’,0) un representante de dicha 6rbita. Ahora bien, x y y
satisfacen que ac = a’c’ entonces a/a’ = ¢’/c. Tomemos A = a/a’ =
c’/c, es claro que A-x = y demostrando que pertenecen a la misma 6rbita.
Ahora bien, supongamos que p tiene al menos dos entradas distintas de
cero, six € (p_l(p), x = (a, b, c, d) se tiene que al menos tres entradas
de x son distintas de cero, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que son a, b, c. Luego paratoday € @ !(p) cony = (a’,b’,c’,0)
podemos obtener la siguiente condicion:

a/a’=c’/c =b/b’

tomando A = a/a’ vemos que A -y = x, demostrando que estdn en la
misma 6rbita. Por tltimo, solo falta el caso en que p tiene al menos dos
entradas distintas de cero y x € @ ~!(p) tiene todas sus entradas distintas
de cero. En esta caso, se obtiene la siguiente condicion:

a/a’ =c¢’/c=b/b’' =d'/d,

y al tomar A = a/a’ se demuestra que A - y = x.
Por lo tanto ¢! (p) consta de una séla 6rbita. Dado que @ es continua,
@ !(p) es cerrado en A%,

@ 1(0) ={(a,b,0,0)|(a,b) € A2}U{(0,0,c,d)|(c,d) € A%}.

La imagen inversa del cero contiene una infinidad de 6rbitas
El punto fijo 0 € A* genera la tinica 6rbita cerrada en la imagen inversa
de . Consideremos la siguiente 6rbita, v = (a, b,0,0) con a,b # 0

6rbg,. (V) ={A-v = (Aa,Ab, 0,0)|A € K™},
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denotemos por Y = 6rbg, (v). Dado que ¢ es continua, se tiene que
Y € @1(0). Por otro lado, 0, Y contenidos en ¢@—'(0) implica que
0NY#D=0¢€Y.
Si fuese Y = Y se tendria que 0 € Y lo cual no es posible, puesto que
A € k*. Por lo tanto Y no es cerrado. Demostrando que la imagen inversa
del cero bajo ¢ contiene solamente una Orbita cerrada, la del cero. Por lo
que podemos tener la siguiente biyeccion
{G,,, — orbitas cerradas} ~ V(3 — v5).
El siguiente ejemplo permite visualizar lo versatil que puede ser el drea de los
espacios cocientes.
Ejemplo 2.20. Sea G,,, actuando en A2
Gm x A2 — A?
(t,(a,b)) +— (ta,t"'b)
Para esta accion se tiene tres tipos de Orbitas:
(a). Supongamos x,y # 0, entonces,

orbg, (x,y) = {(tx,tfly)lt € k*} ={(a,b)lab = xy = cte},

es decir, las Orbitas en este caso son unas hipérbolas, por lo tanto son
Orbitas cerradas.
(b). Seax = 0yy # 0, entonces la 6rbita es

U = 6rbg,, (0,y) ={(0,t 'y)lt € k*},
es decir, la recta x = 0 menos el origen.
Seay =0,y x # 0, en este caso
V = 6rbg,, (x,0) = {(tx, 0t € k*},

es la recta y = 0 menos el origen.
Ambas 6rbitas son abiertas.
(c). El punto (0, 0) es un punto fijo, el cual es cerrado y

0o=uUnV.

Analicemos el caso en el que el dlgebra de funciones G-invariantes es finita-
mente generada. En la siguiente proposicién obtendremos algunas propiedades que
son heredadas de la variedad X al cociente.

Proposicion 2.21. Sea G actuando en una variedad X con anillo de coordenadas R
tal que RS es finitamente generado como k—dlgebra. Sea Y la variedad asociada
aRC. Si & : X = Y el morfismo inducido por la inclusion RS C R. Entonces:

(a). Dado cualquier diagrama
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donde ¢ es un morfismo de variedades afines G-invariante. Entonces
existe un vnico morfismo © haciendo que el diagrama conmute, es de-
cir @ om = .

(b). Si X es irreducible entonces Y es irreducible.

(c). Si X es normal entonces Y es normal.

DEMOSTRACION. Sea S el anillo de coordenadas de Z, dado que ¢ : X — Z
entonces se induce un homomorfismo de anillos @* : S — R. Sea f € S entonces
para toda g € G se tiene que

@*(f(gx)) = (fo @)(gx) = fe(gx)) = f((x)) = (fo @)(x) = @*(f(x)).

Por lo que ¢*(S) C RS. Dado que 7 es inducido por la inclusién, tenemos que el
siguiente diagrama conmuta:

s ¢ . R
* ok T
X L
RG

Lo cual implica que @ o 7t = ¢.

Para demostrar la unicidad, supongamos que existe \ que satisface el diagrama,
es decir \ o T = @ lo cual implica * o \p* = @*. Como ¢* se descompone de
manera Unica se tiene que p* = @* = = @.

Para demostrar el inciso (b) como R es dominio entero y RS C R se tiene que
RG es dominio entero por tanto Y es irreducible.

Supongamos que X es normal, por tanto R es normal. Sea K el campo de frac-
ciones de RC. Sea f € K entero sobre RG. Entonces f es entero sobre R puesto que
RG C R por lo tanto f € R por ser normal. Entonces f € K N R. Ahora bien, G
actua trivialmente en K, puesto que si definimos la accién como:

GxK—=K

(9,f/h) — gf/gh
Dado la relacién de equivalencia de K se tiene que gp/gq ~ p/q ya que p, q
son G-invariantes. Por lo que RN K = RS dado que f es G-invariante. Con esto
demostramos el inciso (c). O

2.3. Cocientes en geometria algebraica

Como se vio en la seccion anterior, cuando el anillo de polinomios G-invariantes
es finitamente generado, la variedad asociada a dicho anillo cumple buenas propie-
dades heredadas de X sin embargo faltan condiciones topoldgicas para dicho co-
ciente. En esta seccién daremos algunas definiciones de diversos tipos de cocientes
que se tienen en geometria algebraica.

Definiciéon 2.22. Sea G un grupo algebraico actuando en una variedad X y sea
7t : X — Y un morfismo entre variedades que es constante en drbitas. Entonces 7t
es un buen cociente categorico si:
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(a). Si U C Y es abierto, entonces la funcién natural Oy (U) — Ox (71 (U))
induce un isomorfismo

Oy (U) — Ox (1 (W)©

(b). Si W C Xes cerrado y G-invariante, entonces 71(W) C Y es cerrado.
(c). Si W1, W5 son cerrados, disjuntos y G-invariantes, entonces t(W;) y
71(W5) son disjuntos en Y.

La notacién habitual, aunque no universal, para el buen cociente categorico es
w: X —=X/G

Esta definicion nos permite dotar a Y de una buena topologia y nos describe
c6émo es su gavilla estructural a partir de la gavilla estructural de X. La idea consiste
en imponer a la variedad Y las condiciones que deseamos para que el espacio de
orbitas, X/G sea una variedad algebraica.

Para entender esta definicién pensemos en el caso que estemos tratando con
variedades afines. El hecho de pedir que 7t sea constante en Orbitas es similar a
pensar a 7t como la proyeccion natural de X al cociente X/G.

En el inciso (a) nos indica que para un abierto en el cociente X/G, el anillo de
funciones regulares en €l estaria formado por las funciones regulares G-invariantes
en X. La razén de ello es que los polinomios que podriamos evaluar en X/G son
los G-invariantes, como se mostro en la seccidn anterior.

Mientras que el inciso (b) nos dice de manera intuitiva que si pensamos a W
como los ceros de un ideal I, W = {6rbg (x)[x € W} C X/G corresponde a los
ceros del ideal (IG> de ahi la razén de que 7t(W) sea cerrado.

Por dltimo la condicién (c) se asegura que la topologia en X/G sea la deseada,
la topologia de Zariski. Es decir, si W1, Wy, C X cerrados G-invariantes tales que
WiNWs # (), luego W1NW, es cerrado en X. Sean 11, I5 los ideales de polinomios
asociados tal que W; = V(I;). Como la interscccién de dichos cerrados no es
vacia se tiene que I; N Iy # (. Por otro lado el andlisis del inciso anterior nos
permite pensar en que 7t(W;) = V((I;€)) sin embargo se puede dar el caso de que
(I,%) N (1) = 0 1o cual genera incongruencias en la topologia.

Cuando tenemos un buen cociente categérico de 7t : X — X/ G nos permite
demostrar de manera facil unas propiedades de las drbitas en X:

Observacion 2.23. Seant: X — X/G:
(a). Seap € X/G yseax € Xes tal que 7t(x) = p entonces 6rbg(x) C

711 (p) yaque w1 (p) es cerrado en X entonces W = ! (p) Nérbg (x)
es cerrado que contiene a la drbita de x que a su vez estd contenido en su
cerradura por lo tanto W = 6rbg (x).

(b). En la observacion 2.8, se demostrd que la cerradura de una 6rbita es G-

invariante.

G- (3rbg(X) - ()I'b(; (X)

A continuacién enunciaremos un teorema sobre las propiedades que tiene un
buen cociente categorico

Teorema 2.24. Sea 11: X — X/ G un buen cociente categdrico. Entonces:
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(a). Dado cualquier diagrama:

X @ z

\ 7
e @

X/G

donde @ es un morfismo tal que ©(g - x) = @(x) para todo g € Gy
x € X, existe un tinico morfismo @ haciendo que el diagrama conmute,
es decir, p o T = .

(b). T es suprayectiva.

(c). Un subconjunto U C X /|G es abierto si y solo si w—*(U) C X es abierto.

(d). Si U C X/ G es abierto y no vacio, entonces Tt -1y 1l (U) = Ues
un buen cociente categorico.

(e). Para cualesquiera dos puntos x,y € X se tiene que

7(x) = m(y) <= 6rbg(x) N 6rbg (y) # 0

DEMOSTRACION. Para demostrar el inciso (a) y (b) necesitaremos del si-
guiente razonamiento.

Sea {U;}; una cubierta abierta afin de X/G. Como 7t es continua se tiene que
7t-1(U;) es un abierto, sin embargo no necesariamente es afin, en ese caso to-
memos una cubierta abierta afin de 71— !(U;) y restringirnos a un abierto afin de
T (Uy).

Iniciemos demostrando el inciso (b). Dado que para cualquier U C X/ G abier-
to se tiene un morfismo inyectivo entre Oy (U) — Ox (7~ 1(U)) ya que Oy (U) =
Ox (~1(U))€ 1o cual implica que el morfismo 7t es dominante. Aqui usamos que
un morfismo es dominante, entre @ : X — Y, si y solo si @*K[Y] — K[X] es
inyectivo, ver [12]. Por lo tanto la imagen de 7t es densa en X/ G. Ahora bien, X
es cerrado e invariante bajo G obviamente, por lo tanto 7t1(X) es cerrado y dado
que también es denso en X/ G, se tiene que 7t(X) = 7(X) = X/G con ello se
demuestra que 7t es suprayectivo.

Para demostrar el inciso (a), sea {V;}ic1 una cubierta abierta de Z. Definimos
W; = X\ @' (V;) cerrado en X. También tenemos que W; es G-invariante lo cual
implica que 7t(W;) es cerrado. Ahora definamos U; = (X/G)\(7t(W;)) abierto.
Por construccion de los abiertos U;, V; se tiene que 77! (U;) € @ '(V;). Por otro
lado W = (; W; = 0, puesto que si existe x € W = x ¢ @ (V;) para toda i,
entonces @(x) ¢ V; Vi contradiciendo que {V;}ic1 es cubierta de Z. Por lo tanto
W =1.

Por la propiedad (c) de la definicién de buen cociente categérico se tiene que
;i ©(W;) = 0 esto implica que Y = | J; Uy, son una cubierta abierta de Y.

Ahora podremos definir un homomorfismo ¢* : O(V;) — O(@ 1 (V;))C dado
de la siguiente manera: para toda f € O(V;),

A7) ) VA R ei(f)=foq
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Como @ es constante en 6rbitas se tiene que @*(f)(gx) = (f o @)(gx)
flo(gx)) = fle(x)) = @*(f) es decir @*(f) es G-invariante. Por lo tanto Im@* =
O(@~1(V;))C tal como se queria.

Ahora bien, dado que 7~ (U;) C @~ *(V;), por medio de la inclusién ):

_ 1 ) _ f
W) ——= o H(V}) —k
podemos definir un homomorfismo de:
_ )" _ *
O (V4)) — O(m 1 (Uy))© ) (f) =foy
Abusando de la notacion, esto nos define un morfismo de restriccion:

0@~ (Vi))® = 0(n ! (Uy))®
noétese que el contradominio es el correcto puesto que ) es inyectivo.
Por la propiedad (a) del buen cociente categérico O(¢@ 1 (U;))C ~ O(m1(U;))
isomorfimos inducido por 7* : O(U;) — O(m!(U;)). Entonces hemos cons-
truido el siguiente diagrama conmutativo:

* *

O(Vi) ) °® O(m (U
k %
O(Uy)

Dado que estamos trabajando en el caso afin, @* induce un morfismo @ :
U; — Vj que hace conmutar el siguiente diagrama:

i))

L (Uy) —

Vi

Como se ve, la funcién @ ha sido definida localmente, para hacerlo de modo
global es necesario verificar en las intersecciones de abiertos U;, U; que @ esté
bien definida o bien si hacemos el andlisis en los anillos de funciones regulares es
decir, se necesita verificar que @* esté bien definida en la interseccién de abiertos
Vi, Vj y esto se comprueba facilmente ya que @* ha sido definida por la compo-
sicién de restricciones de funciones globales en las cuales dichas funciones estidn
bien definidas en las intersecciones de los abiertos. Por lo tanto queda demostrado
la existencia

Para demostrar que @ es Unico supongamos que existe 1\ que también hace
conmutar el diagrama, es decir @ o 71 = @ =1 o 71, como 7T es suprayectivo: para
todoy € X//G existe x € X tal que 7t(x) = y entonces

?(y) =@(n(x)) = @(x) = b(n(x)) = b(y).

Por lo tanto @ es tnico.
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(c): Un lado de la implicacién es sencilla, dado que 7t es continua, dado un
abierto U C X//G se tiene que 7t~ (U) es abierto en X.

Para la otra implicacién consideremos U C X abierto y denotemos por V =
X\U el conjunto cerrado correspondiente. Primero demostremos el caso cuan-
do V es G-invariante, o bien, U es G-invariante. Dado que V es cerrado y G-
invariante, se tiene que 7t(V) es cerrado, por definicion de buen cociente. Por lo
que (X/G)\7t(V) es abierto. Dado que 7t es sobreyectiva, se tiene que

m(U) = (X/GN\r(V)

demostrando que 7t(Ll) es abierto.

Ahora bien, analicemos el caso cuando V no es G-invariante. Entonces VE C
V, sin embargo VS no es necesariamente cerrado, por lo que consideremos la
cerradura -

Ve cVE V.

Por otro lado, VG es G-invariante, por lo que podemos asumir desde un inicio
que VG es cerrado. Consideremos el abierto U’ = X\VC, el cual es G-invariante.
Por lo demostrado en el caso anterior, 7t(UL) es abierto. Por otro lado, para toda
x € U"\U se cumple que 6rbg(x) N'U # (), puesto que de no ser asi se tendria
que 6rbg (x) € U\U lo cual implicarfa 6rbg(x) C V, entonces 6rbg(x) C V©
contradiciendo el hecho de que U’ N VE = (). Entonces, dado que 7t es constante
en Orbitas se tiene que 7t(U) = 7t(U’). Por lo tanto 7t(1l) es abierto.

(d) Sea U C X//G abierto. Sea V C U abierto en la topologia relativa. Enton-
ces existe W C X/G tal que V=W N U de aqui que V es abierto en X/ G. Por
otro lado 7t~ (U) y 7w~!(V) son abiertos en X por el inciso (c). Entonces tenemos
la siguiente implicacién ya que w1 (V) c mw(U):

Ox 6 (V) = Ox(m H(V))E = Ou(V) = O 1) (mH(V)©

Demostrememos la propiedad (b) de la definicién. Sea V € ! (U) cerrado y
G-invariante. Entonces 3W C X tal que V. = W N7t~ (U). Por la invarianza de
V se tiene que V. C W6, De aqui que V = WS Nt !(U). Aplicando 7t a V se
tiene 7t(V) = 7t(WGS) N U. Por la segunda propiedad del buen cociente categdrico

se tiene que t(WG) es cerrado, por lo tanto 7t(V) es cerrado.
Sean Vi, V, € m1(U) cerrados y G-invariantes y V1 N Vo = (). Como se vio

en el parrafo anterior existen Wy, Wy C X tales que V; = WlG N 1(U). Ademds
se tiene que W N'W§ = (). Entonces:

(Vi) Nm(Ve) = (WS Nt (W) N (W Nt (W)
=n(WS)nuUnnWg)nu
=n(W8)Nm(W§)nu

—_— —_ = @
ya que T[(WlG) N 7t(W26) = () por ser 7t buen cociente categérico.

Con esto se demuestra que la propiedad de ser buen cociente categdrico es una
propiedad local.
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(e) Sean x,y € X tales que 7t(x) = 7t(y), por demostrar que 6rbg(x) N
6rbg (y) # 0. —
Primero demostremos que 6rbg (x) es G-invariante, ya que si y € 6rbg(x)
se tiene que para toda g € G 7(gy) = 7m(y) € m(6rbg(x)) esto implica que
gy € m (érbg(x)) C 6rbg(x).
Ahora bien, supongamos que 6rbg (x)N6rbg (y) = 0, esto implica que 7t(6rbg (x))N
7t(6rbg (y)) = () pero ambos contienen al punto 7t(x) = 7t(y).
Para demostrar la otra implicacién supongamos que 7t(x) # 7(y) entonces
71 (x) y w1 (y) son cerrados disjuntos. Dado que 6rbg (x) C 6érbg (x) € 7 *(x)
y 6rbg(y) C 6rbg(y) C w1 (y) se tiene que 6rbg (x) N érbg (y) = 0. O

En la seccién 2.1 se da una propiedad que tienen las érbitas, en la preposicion
que sigue se da una relacion entre las drbitas y el buen cociente categérico.

Proposicion 2.25. Sea G un grupo algebraico afin actuando en una variedad al-
gebraica X'y supongamos que existe un buen cociente categorico t: X — X//G.
Entonces:

(). Sip € X/ G, entoncen ! (p) contiene una unica drbita cerrada.
(b). 7 induce una biyeccion

{ érbitas cerradas de X} ~ X/ G.

DEMOSTRACION. Inciso (a): Sea p € X/G y sea G, la componente de la
identidad, definida en la seccion 1, dado que G, es una componente conexa (pro-
posicién 1.10) se tiene que 7t !(p) es invariante bajo G. Por lo que podemos
tomar una 6rbita 6rbg,_(x) C 7 !(p) con la condicién de que 6rbg, (x) tenga
dimensién minima.

Por otro lado 6rbg, (x) es irreducible en G ya que este es una componente
irreducible (proposicion 1.10). Como 6rbg,(x) es construible (por Chevalley y
teorema 2.9) existe un abierto no vacio U de G tal que U C 6rbg,(x) que es
denso. Supongamos que 6rbg,(x) no es cerrado, entonces existe y € X tal que
6rbg, (x) contiene una 6rbita de y que no intersecta a la drbita de x. Por lo que:

6rbg, (y) C érbg, (x) — érbg, (x) C 6rbg, (x) — U.
Por otro lado 6rbg, (x) es irreducible eso implica que :
dim(6rbg, (x) —U) < dim(6rbg, (X))

implicando que 6rbg, (y) tiene dimensién menor a 6rbg, (x) y esto contradice la
suposicién de que 6rbg,(x) tiene dimensién minima. Por lo tanto 6rbg,(x) es
cerrado.

Como G, es de indice finito en G existen g1, go, . . ., gt tales que :

oG (x) = [ gi - Ge

demostrando que la 6rbita de x es cerrada.
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Para demostrar la unicidad supongamos que existen dos orbitas cerradas 6rbg (x),
6rbg (y), contenidas en 71! (p), entonces por la propiedad (e) del teorema anterior:

() # 6rbg (x) N 6rbg (y) = 6rbg (x) N 6rbg (y) = 6rbg (x) = 6rbg (y).

Inciso (b): Sean 6rbg(x) y 6rbg(y) dos orbita cerradas y distintas en X, en-
tonces son Orbitas disjuntas y por la propiedad (e) del teorema anterior se tiene que
m(6rbg (x)) # m(6rbg(y)) por lo tanto drbitas distintas caen en puntos distintos
en X/ G. Por la suprayectividad de 7t se tiene que a cada punto de X/ G corres-
ponde una 6rbita y por el inciso anterior de este mismo lema se concluye que le
corresponde una orbita cerrada.

Por lo tanto existe una correspondencia biyectiva tal como se queria. ([

La siguiente pregunta natural que surge del teorema anterior, es que propieda-
des se obtienen cuando las érbitas de la accidn son cerradas, en un buen cociente
categdrico. El siguiente teorema nos da informacién en tal caso.

Proposicion 2.26. Sea t: X — X//G es un buen cociente categdrico. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a). Todas las orbitas son cerradas en X.
(b). Dados dos puntos x,y en X se tiene que:
n(x) =7n(y) <= x ~y.

Es decir, x,y pertenecen a la misma orbita.

(¢). minduce una biyeccion
{ érbitas en X} ~ X/ G.

(d). La imagen del morfismo o : G x X — X x X definido por (g,x) —

(gx,x) es el producto fibrado X xx ;g X.

DEMOSTRACION. Iniciemos demostrando (a) implica (b). Sean x, y en X tales
que 7t(x) = 7t(y). Entonces por el inciso (e) del Teorema 2.24 se tiene:

() # 6rbg (x)N6rbg (y) = 6rbg (x)N6rbg (y) = 6rbg (x) = 6érbg(y) = x ~y
El otro lado de la implicacion del inciso (b) es por definicién de 6rbita.

(b) = (c) Sean dos 6rbitas de G en X tales que 7t(6rbg (x)) = m(6rbg (y)),
por hipdétesis se tiene que 6rbg(x) = 6rbg(y) por lo tanto 7t es inyectiva. Lue-
go por el inciso (b) del teorema 2.24 tenemos que 7t es sobreyectiva, con lo cual
concluimos que 7t es una biyeccion.

(b) = (d) Por definicién del producto fibrado tenemos:

Xxxye X ={y,x) € X x X|r(x) = m(y)} ={(y,x) € X x X|x ~y}
Esta dltima igualdad es obtenida de la hipétesis, por lo que existe g € G tal que
gx =y por lo tanto
XxxyeX={(y,x) € Xx Xy = gx} ={(gx,x) € XxX|g € G,x € X} = Imo
(d) = (a) Seax € Xyy € 6rbg(x), demostremos que y € 6rbg (x). Dado

que y € 6rbg(x) se tiene que 7t(y) = 7(x) por lo que (y,x) € XXx//x=Imo
por lo que existe g € G tal que (y,x) = (gx,x) lo cual implicay = gx por lo
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tanto y € 6rbg (x) es decir 6rbg (x) C 6rbg (x). Con lo cual se demuestra que las
orbitas son cerradas. O

En el caso de un buen cociente categdrico satisfaga la proposicién anterior
se dice que es un buen cociente geométrico. La notacién para estos cocientes es
m: X — X/G.

Teorema 2.27. Sea w : X — X//G un buen cociente categdrico. Entonces son
equivalentes:

(a). X contiene un abierto de Zariski denso G-invariante, Uy, tal que 6rbg (x)
es cerrado en X para todo x € Uy.
(b). X/ G tiene un abierto denso de Zariski, U, tal que

o1
Tr-1(u) - 7T (U.) — u
es un buen cociente categorico.

DEMOSTRACION. Demostremos a) implica b). Existe Uy C X un abierto den-
so G-invariante. Denotemos por W = X\Uj el cerrado G-invariante correspon-
diente. Luego para x € Uy la rbg(x) C Up es cerrado y G-invariante, lo cual
implica que 7t(x) = 7(érbg(x)) ¢ W por ser 7t buen cociente categérico. Por
lo que X/G = mt(Up) U (W). Sea U = 7t(Ug), dado que W es cerrado y G-
invariante, 7t(W) es cerrado, entonces U es abierto. Por hipétesis Uy es denso, lo
cual implica que 7t(Uy) = U es denso. Por ser 7t un buen cociente categérico se
tiene que

Tu, - Uy — Uu

es un buen cociente categérico y por hipétesis todas las érbitas en Uy son cerradas
concluyendo que
U, - Uy —Uu

es un buen cociente geométrico.

Para la demostracion restante observe que si X es una G-variedady ¢ : X —»
Y es un morfismo constante en G-Orbitas entre variedades, se cumple que para
todo subconjunto U de Y, @ ~!(U) es un subconjunto G-invariante. Por lo que en
el caso de nuestro interés, si LL € X/ G es abierto y denso, se tiene que m1(U) es
un abierto denso G-invariante. Por ser

Te-1(u) : ! (u —u

buen cociente geométrico, las 6rbitas contenidas en 71! (U) son cerradas, conclu-
yendo asi la demostacion de la proposicion. ([

Teorema 2.28. Sea G un grupo algebraico que actiia en X y m : X — Y un
morfismo de variedades que es constante en G-drbitas. Supongamos que existe
una cubiertade Y, Y = U,V tal que

7T\7t*1(Vy) : 7'[71(\/1/) — Vy

es un buen cociente categorico para toda vy, entonces 1 : X — Y es un buen
cociente categorico.
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DEMOSTRACION. Demostremos la primera propiedad de la definicién de co-
ciente categorico, es decir, para todo UL C Y abierto

Oy (U) =~ Ox (1 (W)C.

Sea U € Y, por ser {V, } una cubierta abierta de Y tenemos que

u:U(v(me)

para algunos indices «, entonces U NV, C V es abierto en V. Por hipétesis se
tiene que
Ov, (UN Vo) 2 Oty (mH(UN Vo) ©
para toda «. Si s € Oy (U), entonces es regular en V,, N U, es decir
s € Oy, (UN V) 2 Op1 v,y (m HUN V) S

Denotemos por s|, = Sjunv, - Para poder definir una seccién en Ox (1 (U))©
mediante s, es necesario verificar en las intersecciones de (ULNVy) N (UNVp) las
secciones obtenidas de s via las restricciones a los abiertos correspondientes son
iguales. Para ello denotemos por Vo g = U NV, N Vg, demostremos que

(sadap = (Sjunve)ivag Y (splap = (Sjunvy)ivag

son iguales.
Observe que Vg es un abierto de U NV y consideremos 7y = 7ynv, , POr
lo tanto

oo—1
7T0(|’7'[71(V‘X[5) Ty (Vo((g) — Vo(f)
es un buen cociente categdrico. De manera andloga se tiene que
oo—1
ﬂﬁ\ﬂfl(v(xfs) : T[|3 (Voqg) — Voqg
es un buen cociente categdrico.
Dado que 7t y 7tg son las restricciones de 7t a los abiertos correspondientes, se
tiene que Ttgl(v(xﬁ) = ngl(chﬁ). Abhora bien, el buen cociente categdrico es
unico por lo tanto
Ounve, (Vap) = Ounv, (Vap)
de aqui que las secciones en las intersecciones coinciden. Lo cual implica

O 1unvy) (M (Vap)) € =~ Onfl(umvﬁ)(ﬂ_l(vocﬁ))q

Es decir, dada una seccién s € Oy (U) hemos construido una coleccién de seccio-
nes {s 4}, la restriccion a cada abierto UNV, que en las intersecciones de cualquiera
dos de ellos, Vg, coinciden, entonces podemos definir una coleccién de secciones

{@«(s«)}, donde
Qo Ounv, (UNVe) — 01 unv,) (- H{UN VL))

es un isomorfismo definido por ser 7t un buen cociente categérico localmente.
De aqui que {@«(s«)} generan una dnica seccién global en m—1(U), @(s) €
Ox(mm—1(U)), dado @«(s«) es G-invariante para toda « se concluye que @s €
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Ox(m~1(U))C. Debido a que @« es un isomorfismo para toda «, en realidad se
tiene que
Oy (U) ~ Ox(m(U)S.

Para la segunda propiedad de buen cociente categérico, sea W un cerrado G-
invariante, entonces U = X\ W es un abierto G-invariante. Dado que 7t es constante
en 6rbitas, Y = t(W)U7t(U) con t(W)N7t(U) = (). De nuevo, por ser 7t constante
en Orbitas, se tiene que U = 7t !(7r(U)), es decir, 7t(U) es abierto, ya que 7 es
continua, por lo tanto, (W) es cerrado.

La tercera propiedad se deriva de la segunda, si W, V con cerrados G-invariantes
disjuntos, también lo son las imdgenes bajo 7. U

Para finalizar este capitulo citaremos un teorema que nos indica cdando un
anillo de elementos G-invariantes es finitamente generado. La demostracién podra
consultarse en el libro de Dolgachev [4] o en el libro de Ferrer y Rittatore [5].

Teorema 2.29. Sea G un grupo reductivo que actiia en una variedad algebraica
X. Entonces

(a). kK[X]C es finitamente generada como k-dlgebra.
(b). El morfismo 1 : X —» Specm k[X]C inducido por k[X]S C k[X] es un
buen cociente categdrico.






Capitulo 3

Variedades toricas como cocientes

3.1. Preliminares

El capitulo tiene por objetivo la aplicacion de la teoria de invariantes a un ejem-
plo muy concreto, las variedades toricas. En la seccion 3.2 se dard la demostracion
de D. Cox [2] que caracteriza a cierto tipo de variedades téricas. Iniciaremos recor-
dando las definiciones y propiedades necesarias para ello en la seccién 3.1, usando
como referencias basicas [1] y [12]. En la seccién 3.1 se trabajard con un campo al-
gebraicamente cerrado arbitrario de caracteristica cero. Sin embargo en la seccién
3.2 se realizard el andlisis sobre el campo de los nimeros complejos. Los resultados
principales estdn en la seccién 3.2 con demostraciones completas.

Existen varias equivalencias para definir una variedad térica, nos centraremos
en dos tnicamente. Para ello usaremos la definicién de un toro algebraico (1.3) que
se dio en el capitulo 1.

Definicion 3.1. Una variedad térica es una variedad irreducible, V, la cual contiene
a un toro T como un abierto tal que la acciéon de T en si mismo se extiende a toda
la variedad V, es decir, existe un morfimo ¢ tal que

@:TxV—YV
es una accioén algebraica.

Para la siguiente definicién de variedades toricas, requerimos de la definicién
de reticula.

Definicion 3.2. Una reticula N es un grupo abeliano libre de rango finito. Es decir,
si el rango de la reticula es n, se tiene que N ~ Z™

Ahora bien, para el toro, T definimos los siguientes grupos.

Definicion 3.3. Sea T un toro, se define

(a). Un subgrupo a un pardmetro de T es un morfismo A : k* — T el cual es
un homomorfismo de grupos. El conjunto de subgrupos uniparamétricos
Y(T) = Hom(k*, T) es un grupo.

(b). Un caracter de un T es un morfismo x : T — k* el cual es un homo-
morfismo de grupo. El conjunto de caracteres X(T) = Hom(T, k*) es un

grupo.
Observacion 3.4. Cuando T = (k*)™ se tienen las siguientes observaciones.

47
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m Seauw = (by,---,bn) € Z™ define un subgrupo a un parametro A" :
k* — T,
AY(t) = (%1, o),
Todos los subgrupos a un parametro de T = (k*)™ tienen esta forma. Por
lo que son un grupo, N, isomorfo a Z™.
= Seam = (ag,---,an) € Z™ definimos el caracter x™ : T — k* por

Xm(tla' te >tn) :tlal 't2a2 o 'tnan-

Al igual que los subgrupos a un pardmetro, todos los caracteres de T =
(k*)™ son de esta forma y por tanto forman un grupo, M, isomorfo a Z™.

Para el caso cuando T ~ (k*)™ se tiene que tanto el grupo de caracteres como
el de subgrupos a un parametro son isomorfos a un grupo abeliano libre de rango
finito, con rango igual a la dimensién del toro, T.

Entre estos dos grupos se tiene un apareamiento perfecto.

Observacion 3.5. Sean T, N y M como en la observacién anterior. Entonces,
existe un apareamiento natural bilineal

() :MXxN-—Z

definido por
= Dado un caracter x™ y un subgrupo a un parimetro A" la composicién
x™ o A% : k¥ — k* es un subgrupo a un parametro de k*, el cual esta
dado por t —> t! con 1 € Z. Entonces definimos
(m,u) =1

= En el caso concreto de que T' = (k™)™ se tiene que
n
(m,n) = Z aiby,
i=1

conm=(by, -+ ,bn) €Z"yu=(ay, - ,an) € Z™.

Estos grupos abelianos libres de rango finito son las reticulas asociadas al toro
T, ambas son duales una de la otra. Denotaremos por Ty el toro asociado a la
reticula N y por M a su reticula dual correspondiente.

Un semigrupo es un conjunto S con una operacion binaria asociativa y un ele-
mento distinguido que denotaremos por identidad. Los semigrupos de nuestro in-
terés son los afines, los cuales cumplen los siguiente.

Definicion 3.6. Un semigrupo S es un semigrupo afin si

= La operacion binaria en S es conmutativa. En este caso denotaremos a la
operacién como la suma, + y el elemento identidad por 0. Entonces un
conjunto finito S’ genera el semigrupo conmutativo

NS’ = Z {amm|am € N} C S
meS’

= S es finitamente generado si existe un conjunto finito S’ tal que NS’ = S.
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= El semigrupo S puede ser encajado en una reticula M.

Los semigrupos afines permiten asociarles una k-algebra de semigrupo, la cual
es el espacio vectorial con base k y la multiplicacién inducida por la estructura de
grupo. Nos enfocaremos en el caso del toro. Sea M su reticula de caracteres. Dado
m € M se tiene el caracter x ™. Entonces definimos

k[S] = {Z CmX"lcm €k 'y cm =0 para casi toda m salvo un nimero ﬁnito}
m

con la multiplicacién inducida por

! /

m . m

X X
Si S = NS’ para algin S’ = {my,--- , m,} entonces k[S] = k[x™,--- ,x™"].
Con esto podemos citar la siguiente proposicion. Ver [1, Prop. 1.1.14]

__ ., m+m
=X

Proposicion 3.7. Sea S un semigrupo afin. Entonces

(a). k[S] es un dominio entero y finitamente generado como k-dlgebra.
(b). Specm(K[S]) es una variedad térica cuyo toro tiene reticula de caracte-

res Z.S.

La siguiente descripcion de una variedad térica nos permitira fijar la notacién
que se usard en la siguiente seccion.

Consideremos los espacios vectoriales Ng = N®zR y su dual Mg = M®zR
(ambos espacios son isomorfos a R™). El apareamiento entre las reticulas N y M
induce un apareamiento natural entre estos espacios vectoriales

<,> : MR X NR — R
<Xm X711, A ® T2> — <TTL, LL>T‘1T2,
con 1, Ty ndmeros reales.

Definicion 3.8. Un cono convexo poliédrico en Ny es un conjunto de la forma

o = Cono(S) = {Z AMcUAy > o} C Ng

ues

donde S C Np es un conjunto finito. Se dice que o estd generado por S. Por
convencién Cono(()) = 0

Definicion 3.9. Sea 0 C Ny un cono poliédrico convexo, se define su cono dual
como

0" ={m e Mg|(m, u) >0 paratoda u€ o}
Dado m # 0 en Mg, se tiene el hiperplano
Hy ={u € Ng[(m,u) =0} C Ny
y el semi plano cerrado

Him ™ ={u € Ng[(m,u) > 0} C Ng.
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Definicion 3.10. Una cara de un cono ¢ es un conjunto de la foormat=H,, No
para algiin m € o". La notaci6n para una cara es T < o. Observe que si m = 0
se obtiene que o es cara de si mismo. Las caras T # ¢ se llaman caras propias y se
denotardn por T < ©.

Definicion 3.11. Dada una cara T < o se define

™ = {me Mg|(m,u) =0 paratoda u € T}
™ = {me 0V|<m, u)=0 paratoda u€ T}
= oV nrtt.

La anterior observacion establece una relacidn entre las caras de un cono o C
Nr y las caras de su cono dual 0¥ C Mg.

Definicion 3.12. Sea 0 C Ng.

= o es un cono fuertemente convexo si (o) N (—o) = 0.
= 0 es un cono racional si ¢ = Cono(S) para algtin conjunto finito S C N.

Los conos que nos seran de utilidad son los conos poliédricos racionales fuer-
temente convexos. Por lo que de aqui en adelante se entendera por cono o un cono
poliédrico racional fuertemente convexo.

Sea o un cono, y p una cara de dimension 1, es decir, un rayo. Dado que ¢
es racional también lo es p, por lo tanto el semigrupo p N N estd generado por
un tnico elemento minimo, u, € p N N. Como consecuencia se tiene que o estd
generado por sus rayos generadores de sus caras de dimension 1.

Definicion 3.13. Un cono o es simplicial si sus generadores minimos son lineal-
mente independientes sobre R

Para relacionar estas definiciones con las variedades téricas se requiere de la
siguiente observacién y proposicion.

Observacion 3.14. Sea 0 C Np, considere los siguientes puntos reticulares
Se=0'NMCM

los cuales forman un semigrupo.
Para cada T < 0 su semigrupo asociado esta dado por

St =S5+ 7Z(—m).
Proposicion 3.15 (Lema de Gordan). S es finitamente generado.
Ver, por ejemplo, [1, Prop. 1.2.17].

Es decir S es un semigrupo afin (ver 3.6). Entonces por la proposicion 3.7,
S tiene asociada la k-dlgebra de semigrupo k[Ss] de tipo finito, . Ahora bien, a
una cara T = o se tiene que k[S<] = k[Ss]ym. Por lo tanto se tiene el siguiente
teorema que conecta una variedad térica afin con un cono, ver, por ejemplo, [1,
Teo. 1.2.18].



3.1. PRELIMINARES 51

Teorema 3.16. Sea 0 C Ny con semigrupo S, entonces
Us = Speem(k[Ss])
es una variedad térica afin.

Hemos construido una variedad tdrica afin a partir de un cono, ahora daremos
una construccién de una variedad térica a partir de una coleccion finita de conos.

Definicion 3.17. Un abanico X C Np es una coleccion finita de conos, tales que

(a). Todo cono ¢ € X es un cono fuertemente convexo y racional.

(b). Paratodo o € X cada cara de o pertenece a Z.

(c). Para cualesquiera 07, 02 en X, la interseccién o1 M 092 es una cara de
ambos.

(d). El soporte de Z es |X| = Uges o C Npg.

(e). X(r) es el conjunto de conos de dimensién .

Al igual que en los conos podemos definir lo que es un abanico simplicial. Se
dice que X es simplicial si todo cono ¢ € X es simplicial.

Observacion 3.18. Dado un abanico X, podemos construir una variedad térica
asociada a X, pegando las variedades téricas Us por medio de las caras prove-
nientes de intersecién de dos conos. Denotaremos por Xy a dicha variedad toérica.
Consultar [1, Seccién 3.1].

Ahora, dado que X5 contiene un toro T el cual actia en la variedad, pode-
mos preguntarnos sobre las T\ -Orbitas. Dichas 6rbitas estan caracterizadas por el
siguiente teorema. La demostracion se puede consultar en [1, Teo. 3.2.6].

Teorema 3.19 (Correspondencia 6rbita-cono). Sea Xs la variedad térica asociada
al abanico X. Entonces

(a). Existe una correspondencia biyectiva
{conos o€ X} <«— {TN —drbitasen Xs}
o <— Orbr, = Homy (o N M, k*)

(b). Sean = dim Ng. Para cada cono ¢ € ¥, dim 6rbp (0) =n —dimo.
(c). El abierto afin Ug es la union de sus orbitas

Uy = [ J érbry (1)

=0
(d). T = osiysdlo sibérbp, (o) C 6rbr, (1) y

orbr, (T) = U 6rbr, (0),

T0
donde 6rbr (T) denota la cerradura en la topologia de Zariski.

A continuacién definiremos un tipo especial de morfismos entre variedades
téricas relacionados con los abanicos asociados a ellas.
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Definicion 3.20. Sean Ny, Ny dos reticulas s con 21 un abanico en (N1)r y X2 un
abanico en (N2)r. Una aplicacién Z-lineal ¢ : N7y — Nq es compatible con los
iloanicos Y1y X, si para cada cono en 0] € X existe un cono 0y € X tal que
dr(o1) C 02

Con ello podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 3.21. Sean Xy, y Xy, dos variedades téricas normales con abanicos
asociados X abanico en (N1)r y X3 abanico en (N2)r. Un morfismo ¢ : X5, —
Xz, es torico si ¢ envia el toro T, € Xg, enel toro TN, € X5, y (1)‘TN1 es un
homomorfismo de grupos.

El siguiente teorema describe cémo se relacionan las aplicaciones compatibles
entre abanicos y morfismos téricos.

Teorema 3.22 (Ver [10]). Sean N1, Ny dos reticulas y sea Z; un abanico en (N; ),
i=1,2.
). Si ¢ : Ny — Ny es una aplicacion Z-lineal compatible con los abani-
cos X1y Lo, entonces existe un morfismo torico ¢ : Xz, — Xgx, tal que
d)\TNl es la aplicacion

¢ ®1:Ny®zk" — No @z k*.

(b). Reciprocamente, si ¢ : X5, _LXZ2 es un morfismo térico, entonces ¢
induce una aplicacion Z-lineal ¢ : N1 — Ng que es compatible con
los abanicos L1y Xo.

3.2. Variedades toricas como cocientes

Esta seccion tiene por objetivo dar la demostracién de que toda variedad térica
es un casi buen cociente de una variedad algebraica afin por la accién de un grupo
algebraico adecuado. Nos guiaremos de la seccién 5.1 del libro [1] y del articulo
original [2].

Iniciaremos con el caso cuando la variedad térica no tiene un factor toro, los
primeros resultados serdn bajo esta conidicidon a menos que se indique lo contrario.

Proposicion 3.23. Sea Xy la variedad tdrica asociada al abanico . Son Equiva-
lentes

(a). Xg tiene un factor toro

(b). Existe un morfismo no constante Xy — kK*

(©). up, p € Z(1) no genera a Ng

DEMOSTRACION. (a). Supongamos que Xy tiene un factor toro, es decir
Xs ~ Xz x (k*)" para r > 0 y para alguna variedad térica Xy/. Sea
A un caracter no trivial de (k*)", entonces esto define un morfismo no
constante

X): ~ X}:/ X (k*)r — (k*)r — k*

donde el primer morfismo es la proyeccién en la segunda entrada y el
segundo es el caracter A.
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(b). Sea M y N las reticulas asociadas al toro TN . Recordemos que k[M] se
descompone como suma directa de x™, caracteres del toro, x™ : Ty —
k*. Por lo tanto todo morfismo TNy — k* corresponde a los elementos
invertibles en el anillo de coordenadas de Ty, es decir en k[M]. Lue-
go, dichos morfismos son de la forma cx™ con ¢ € k*. Entonces, cada
morfismo no constante ¢ : Xz — k* cumple que ¢, = x™ con
m € M\0. Entonces ¢ es un morfismo térico que proviene de un homo-
morfismo entre reticulas (no trivial) ¢ : N — Z. Dado que k* proviene
del abanico trivial entonces ¢ envia todos los conos de X al origen. Lo
cual implica que u, € ker ¢p para todo p € Z(1), por lo tanto u, no
genera todo Np.

(c). Supongamos que up, p € X(1) no genera todo N. Sea N’ la reticula
generada por (u,|p € Z(1)) N N la cual es una subreticula propia de N.
Luego N/N’ es libre de torsién, ya que la reticula es saturada, es decir,
sea a € Z entonces an’ € N’ siy s6lo sin € N’, esto se debe a que
la variedad térica asociada a N’ es un toro, por lo que existe N/ tal que
N =N’ x N”, por lo que Z lo podemos considerar como un abanico X’
en Np, entonces X es el producto de abanicos L = X’ x Z” con " el
abanico trivial en Ng. Luego, tenemos el siguiente isomorfismo

X): ~ XZ’ X TN” ~ XZ’ X (k*)nis

condimNg =nydimNg =s.

De este resultado obtenemos la siguiente proposicién. Ver [1, Prop. 4.1.3].
Proposicion 3.24. Se riene la siguiente sucesion exacta
0 — M — Divy (Xg) — Cl(Xg) — 0

donde la primera aplicacion envia a m a divx™ en tanto que la segunda envia un
divisor T -invariante en su representante en Cl(Xy). Dicha sucesion es exacta
corta siy solo si

{uplp € (1)}
genera a todo Ny, es decir, si y sélo si X5 no tiene un factor toro.
DEMOSTRACION. Observe que para todo D € Divy, (Xx), se tiene que
6rb(0)ND =0

por las condiciones de invarianza. Por otro lado,
Divr, (Xz) = @ ZD,
P

en donde D, = orb(p) con p € X(1), esta igualdad se debe al teorema de corres-
pondecia de conos y Orbitas T -invariantes y ejemplo 2.3 de [10]. De hecho, D,
con p € X(1) son una base para Divr, (X5) por condiciones de irreducibilidad.
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Entonces D, son las componentes irreducibles de X\ Ty y podemos aplicar el
teorema 4.0.20 del libro [1] y tenemos la siguiente sucesién exacta

(D) DiVTN (Xz) — Cl(Xz) — CI(TN) —0

Sin embargo, por el teorema 4.0.18 de [1] se tiene que Cl(Tn) = 0, dado que
k[TN] es un DFU. Por lo que todo divisor es un divisor principal. Entonces, de la
sucesion (1), obtenemos

2) Divr, (Xg) — Cl(Xg) — 0

por lo tanto Divr, (Xgz) — CI(Xx) es suprayectiva.

Ahora bien, sea m € M y considere div(x™), este divisor es Tn-invariante por
proposicién 2.7 de [10], por lo tanto la composicién m — div(x™) es cero. Ahora
sea D € Divy, (Xx) tal que D va a dar a cero en Cl(Xyx), entonces existe f &
k(Xg)* tal que D = div(f). Por (1) div(f) es principal en T por lo que existe f’,
con div(f)r, = div(f’). Pero todo divisor principal es de Cartier, entonces por
proposicién 2.10 de [10] existe m € M

div(f) =div(x™) = ) (m,up)D,
pEX(1)

Probando asi la exactitud de la sucesion
(3) M — DiVTN (X):) — CI(X):) —0

Solo resta demostrar que (3) es una sucesion exacta corta. Supongamos que m €
M con div(x™) = 0, entonces (m,u,) = 0 para todo u, € X(1), entonces si
{uplp € X(1)} genera todo N se tiene que m = 0. Por tltimo supongamos que
(3) es exacta corta y que {up|p € X(1)} generan Ni, C Ng, podemos suponer que
difieren de un solo generador, digamos wr (ya que Ng es de rango finito). Consi-
dere L’ el abanico generado por {u,|p € Z(1)} U {u.}, el cual por construccién
genera a todo Ng. Sea Xy la variedad asociada al abanico X’, por construccion
Xs es un abierto en Xy, puesto que es union de los abiertos U, con 0 € £ C X/,
Por las condiciones de invarianza de las dérbitas asociadas a los conos de dimen-
sién uno, tenemos que el divisor D¢ es la componente irreducible de X5y /\Xs. De
nuevo por la proposicion 4.0.20 de [1] podemos considerar la siguiente sucesion
exacta corta,

()] M — Divr (Xz/) — Cl(Xz/) — Cl(Xg) — 0
Por la exactitud de (4) existe m % 0 € M con caracter asociado al divisor
div(x™) = (m,u)Dr.

Por otro lado div(x™)|x, = 0 puesto que su soporte no contiene a ningtin D, con
p € Z(1). Mas aiin, div(x™)x, es un divisor principal en Xy y Tn-invariante.
Por lo que hemos contruido un caracter, x™ diferente de cero tal que div(x™) =
div(0) en Xx contradiciendo la sucesién exacta corta con la que iniciamos. Por lo
tanto {up|p € Z(1)} genera a todo Np. O
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Dado que
Divy, (Xz) = €D ZD,.
o)

Es decir tenemos la siguiente sucesién exacta corta

0—M— zD, — Cl(Xz) — 0,
o)
o0 bien

(5) 0— M — 2z 5 Cl(Xs) — 0,

ya que para cada m € M se envia a div(x™) = Zp (m,up)Dp.
Aplicando el funtor Homy(—, k*) a esta ultima sucesién exacta corta tenemos

1 —» Homy(C1(Xg), k*) — Homy (Z*M), k*) — Homyz(M, k*) — 1
Recordemos que tenemos los siguientes isomorfismos
Homg(Z*™M k") ~ (k)W)

Homy(M,k*) ~ T\,
y definimos el siguiente grupo

G = Homy(Cl(Xx), k™).
Por lo que sucesion exacta corta se puede escribir como
(6) 1— G — (k)" 5 17y — 1.
Una propiedad del grupo G es la siguiente

Lema 3.25. Sea G C (k*)=() el grupo definido previamente. Entonces se cumple

(a). Cl(Xg) es el grupo de caracteres de G.

(b). G es el producto de un toro y un grupo finito abeliano. En particular G
es reductivo.

(¢). Dada una base ey, - - - , en de M tenemos

G = {(tp) € (k*)z(1)|Htém’up> =1, paratoda m € M}
P

= {(tp)e(k*)’:(”IHté"’”‘”—l, 1<i<n}_
o)

DEMOSTRACION. Iniciaremos demostrando el inciso b. Por la proposicion 3.2
tenemos que CI(Xy) es un grupo abeliano finitamente generado, por lo que

Cl(Xz) ~Z' x H
donde H es un grupo finito abeliano. Entonces
G = Homy(Cl(Xx), k*) ~ Homy(Z' x H,k*) ~ (k*)' x Homy(H, k*),

como H es finito, Homy(H, k*) es finito.
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Para el inciso a, sea x(G) = Hom(G, k*) el grupo de caracteres de G. Sea
o € Cl(Xg), definimos A € x(G) como A(g) = g(«) € k*, es decir, & nos define
un caracter de G. Ahora bien, aplicando el Homyz(—, k*) a la siguiente sucesién
exacta
1—G— k) 5Ty — 1
tenemos
1—M— 71 5 +(G) — 1,

Dado que los puntos de Z*(1) define un elemento « € Cl(Xs) tenemos que todo
elemento de x(G) proviene de un «. Por lo tanto x(G) ~ Cl(Xz).

Para el tltimo inciso recordemos que A € Homy(M, k*) se define como la
evaluacion del caracter asociado a m € M es decir, A(m) = x™(t) = ;™ -
to™2 ...t ™ | por lo tanto el morfismo identidad, A. es A.(m) = x™(t) =
t™ - tg™M2. ..t ™ = 1 para toda m € M. La misma caracterizacion se tiene
para (k*)=(1) ~ Homgy(Z*™), k*) por otro lado los puntos de Z*(1) representan
un elemento de C1(Xyx ) mediante la asignacién ((m,u,)) donde p € X(1), por lo
tanto los elementos de G C (k*)z(l) satisfacen la relacion deseada, es decir

G= {(tp) € (k*)z(”\Hthm’“p) =1 paratoda m € M} .
P

En particular si{eq, - - - , en}es una base de M se tiene que paratodo g = (t,) € G
y para cada e; , ]_[p tp (eiup) — 1, cumpliendo asi la segunda igualdad en el inciso
c. ([

Definimos el siguiente ideal monomial en el anillo de coordenadas de (k)Z(l) ,
para cada p € X(1) asignemosle la variable x,, y consideremos

S =klxplp € £(1)]

entonces el Specm(S) = (k)*(1). A'S se le denomina el anillo total de coordenadas
de Xs. Ahora bien para cada o € X, definimos el monomio

xS = H Xp-
péo(l)

Consideremos el ideal

B(Z) = (x°loe L) CS.
Notemos que si xT es un multiplo de x% cuando T es cara o.

Por lo que X2 = {0 € X|0 esun cono miximo de X} generaa B(X), es

decir -

B(X) = (x°]0 € Linax)-
Se define

Z(£) = V(B(%)) < (k=M.

Definicion 3.26. Un subconjunto C C X(1) es una coleccién primitiva si

(a). C¢Z o(1) paratodo o € L.
(b). Para cada subconjunto propio C’ C C existe 0 € £ con C’ C o(1).
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Con esta definicién podemos dar una descripcién de Z(X).

Proposicion 3.27. Z(X) como unién de componentes irreducibles estd dada por

2(£)=JVixplp € O
C

donde la union es sobre todas las colecciones primitivas C C Z(1).

DEMOSTRACION. Demostremos que los subespacios coordenados méximos
contenidos en Z(X) provienen de colecciones primitivas.

Supongamos que V(xp,, -+ ,Xp,) €s un subespacio cumpliendo la hipéte-
sis. Por lo tanto el ideal de anulacion I = (x,,, - ,Xp,) es primo. Luego, por
construccién, para cualquier cono o € X se tiene que x% se anula en todo Z(X)
por lo que existe un Xx,;, que divide a x%, es decir que la variable x,, apara-
ce en su expresion monomial por lo tanto el rayo asociado a x,,, no pertenece
a o(l). Sea C = (p1,---,ps) contenido en X(1), demostramos que para cual-
quier cono 0 € X(1) se cumple que C ¢ o(1). Ahora bien, sea C' = C\{pi},
basta demostrar que si todo subconjunto propio de esta forma estd contenido en
o(1) para algin cono, se cumpla que cualquier subconjunto propio de C, esté con-
tenido en o(1) para algin o. Por lo que consideremos C’ como antes, entonces
(Xpy) € (Xpy, -+, Xp,) implica que

=

=

V(X917 e axps) - V(Xpi))
dado que (x,,) es primo y por ser V(x,,,- - - , Xp, ) maximo , se tiene que
Z(Z) C V(xp,)

por lo que existe o € X tal que x% divide a Xp; lo cual implica que X0 = Xp;-
Entonces p; ¢ o(1) pero por definicién de x se tiene que {plp # pi} C o(1).
En particular C’ estd contenido en o(1). Con lo que se demuestra que C es una
coleccion primitiva.

Ahora bien, sea C = {p1,---, ps} una coleccién primitiva, consideremos el
ideal definido por las coordenadas asociadas alos rayosen C, Ic = (Xp,,- -+, Xp,)-
Por ser C primitiva se tiene que para todo o € X, C € o(1) por lo que existe p; tal
que no pertenece a 0(1) por lo tanto x,,, divide a x%. Lo cual implica que para todo
cono o € I se tiene que x° se anula en V(I¢) concluyendo que V(I¢) C Z(X).

Supongamos que existe V tal que V(I¢) € V. Sea I el ideal de anulacién de V.
Entonces por condiciones de contencién I C I, porlo que I = <Xpt1 e ,xpt1>.
Sea C' = {pt,, - ,pt,} & C, por lo que existe un cono tal que C’ C o(1).
Considere X = [Togo(1) Xp, entonces xp, no divide a x%. Es decir, existe un

cono o tal que x° no se anula en V, por lo tanto V ¢ Z(%).
O

Observacion 3.28. Dado que (k*)*(1) actda en (k)*(*) por medio de las matri-
ces diagonales, se tiene que (k*)*(1) actia en (k)*(V\Z(X). Por lo tanto G C
(k*)Z(1) también actda en (k)Z(IN\Z(Z).
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Para poder demostrar que toda variedad tdrica es casi un buen cociente reque-
rimos de una variedad afin adecuada, la cual serd construidad a partir de un nuevo
abanico. Sea Xy una variedad afin térica con abanico £ C Ng. Consideremos la Z
base estandar de Z*(1)

{eplp € Z(1)}.
Para cada o € X definimos el siguiente cono

0 = cono(eplp € o(1)) C R,

Dado que los conos que conforman nuestro abanico X son conos poliédricos fuer-
temente convexos, podemos construir el siguiente abanico

Y ={t/t < Gparaalgin o€ X}
en (Z*1))r = RZ(1) Este nuevo abanico tiene las siguientes propiedades.

Proposicion 3.29. Sea Y como antes. Entonces:
(a). (K)XWN\Z(Z) es la variedad térica del abanico ¥.
(b). Laaplicacion e, — Wy, define un morfismo entre las reticulas y/Au O p—

N compatible con los abanicos Ly X.
(¢). El morfismo térico inducido

e (k) EFNZ(Z) — Xs
es constante en orbitas.

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente abénico, X formado por
cono(eplp € £(1))

y sus caras, el cual es el abanico asociado a la variedad térica (k) Z(1)| ¥ es subaba-
nico de X, aplicando el teorema de correspondencia entre 6rbitas y conos (3.19)
en una variedad térica, se tiene que la variedad térica Xy se obtiene de (k)*(1) al
remover las Orbitas correspondientes a los conos en Zo\i, es decir, la cerradura
de las érbitas de conos minimos. Ahora bien, todo cono en & € Zo\Z es tal que
6 ¢ o(1) para todo cono en ¥, a su vez, & debe ser un cono minimo, es decir,
cualquier subconjunto propio de G(1) estd contenido en o(1) para algin cono de
¥ Es decir, hay que remover los conos asociados a las colecciones primitivas de Z.
De nuevo por el teorema de correspondecia de 6rbitas y conos esto es equivalente
a eliminar para cada coleccion primitiva

Vixplp € C),

por lo tanto eliminar todos las érbitas asociadas a los conos en o\ es equivalente
a eliminar
Z(2) = JVixplp € C).
C

Concluyendo asi la demostracién del inciso a).

Recordemos que la reticula asociada a Xy es N, entonces definimmos el mor-
fismo entre reticulas:

. zF) 5 N
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definida por 7t(e,) = u, (el rayo minimo en N). Dado que cada cono o de 7=
estd generado por 1, con p € o(1) se tiene que 7t (0) = o por construccién de I
Por lo tanto 7t es un morfismo compatible con los abanicos X y p3

Ahora bien, el morfismo 7t : Z*(1) — N induce un morfismo entre las reticu-
las duales correspondientes, M y Z*() | es decir, tomar el funtor Homy (—, k*) es
decir, el morfismo de toros inducido por 7t coincide con el morfismo de toros de la
sucesién exacta corta (6). Dado que G C (k*)*(1) se tiene que paratodo g € G y
x € (k)EIN\Z(X), se tiene

mt(gx) = 7t(g)7(x) = (%)

la primera igualdad se debe a que 7t es el morfimos correspondiente entre toros y
por lo tanto se aplica la equivarianza, y la segunda porque G estd contenido en el
ntcleo del morfimos entre los toros de la sucesion exacta corta. Demostrando que
Tt es constante en Orbitas. U

Para finalizar el capitulo daremos la demostracion de que toda variedad térica
es un casi buen cociente, pero este resultado serd hecho para el caso de que el
campo es el de los nimeros complejos. Requererimos un lema previo.

Lema 3.30. Suponga que V es una variedad torica afin no necesariamente normal,
con toro T. Dado un punto p € V existe un punto q € T y un subgrupo a un
pardmetro \ : C* — T tal que

P = lim A(t)q.

t—0

Teorema 3.31. Sea X5 una variedad torica sin factor toro y considere el morfismo
torico 7 : (C)*WN\Z(X) — X5 de la proposicién 3.29 anterior. Entonces

(a). Ttes un casi buen cociente geométrico para la accién de G en (C)*W\Z(X).
Por lo tanto

X5 ~ (C)FIN\Z(£)/G.

(b). 7t es un cociente geométrico si 'y solo si L es simplicial.

DEMOSTRACION. Sea o € L, consideremos el morfismo
L1
TUr-1(Ug) - TC (UU) — Ug.

Denotemos por 7s a 71y, ). Por construccion del morfismo 7, se tiene que
para todo 7,0 € X si 7tr(T) C o implica que T < o. Por lo tanto 7w (Ug) es la
variedad térica Ug asociada al cono 6 = cono{ep|p € o(1)}. Es decir tenemos el
siguiente morfismo tdrico

Mg - u(} — Uc.
Dado que G es un grupo reductivo, por el teorema 2.29, basta demostrar que 75
induce un isomorfismo entre los anillos de coordenadas

ClUs] ~ C[U,]C

para que 7t sea un buen cociente categdrico.
Analicemos los anillos coordenados involucrados
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= Para U, el semigrupo asociado al cono G es
gV Nzt = {(ap) € Zz(l)lap >0 paratodo p e o(l1)}
Entonces el anillo de coordenadas es

Us] = [HxS"Iap >0 paratodo peo(l)]=3S:s
P

donde S5 eslalocalizacionde S = Clx,lp € Z(1) Jenx% Hped

» Para U, su anillo de coordenadas es C[o N M].

» El morfismo 7t : N —» ZZ(1) tiene por dual el morfismo de la sucesién
exacta corta (5) como se demostré previamente, es decir, el morfismo
M — Z*) definido por 7T (m) = ((m, Up)) € 7> Dado que los
caracteres del toro Ty son una base para su anillo de coordenadas, basta
analizar el morfismo entre los anillos coordenadas, 714 ™ : CloVNM] —
S, en los caracteres, es decir

ot (x™ = [ [ xo™
o)

pero este morfismo estd bien definido puesto que (m,u,) > 0 para todo
p € o(1) por definicién de su semigrupo asociado.

Por otro lado 714 es constante en Orbitas, se tiene en realidad que
s : CloY NM] — (Sxa)G.

De la sucesién exacta corta (6) se tiene que 74 ((C)*1)) = Ty entonces, la ima-
gen de Ug bajo 715 contiene un abierto denso, por lo tanto 71 s es un morfismo
inyectivo. Demostremos que 7t* ; es suprayectivo, sea f € S_s, entonces f tiene la

siguiente expresion
f= E Cax?
a

donde x¢ prp" € C[Ugl, luego f es G-invariante si y s6lo si para todo

t = (tp) € G se tiene que
Z Cax® = Z Catdx®.
a a

O bien, f es G-invariante si y s6lo si t¢ = 1 paratodat € G siempre que cq # 0.
Observe que la aplicaciéon t — t® es un caracter de G por tanto pertenece a su
grupo de caracteres, es decir a Cl(Xx ). Dado que este caracter es trivial cuando
ca # 0 se tiene por la sucesion exacta corta (5) que para el exponente a = (a,)
existe m € M tal que ap, = (m,u,) para p € Z(1). Por otro lado, se tiene que
x® € S, porlo que

XG’

a, =(m,u,) >0 paratodo p e X(1).

Demostrando que m € ¢ N M lo cual a su vez implica que f pertenece a la
imagen de 7t};. Concluyendo asi que 7t es un buen cociente categérico.
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Para la siguiente parte de la prueba, supongamos primero que o es simplicial.
La prueba se reduce a demostrar que las G drbitas son cerradas en Ug por el teore-
ma 2.27 del capitulo 2. Ademads por la caracterizacién de las componentes conexas
de un grupo algebraico afiin, en este caso G, basta probar que las G.-0rbitas, de
la componente conexa que contiene a la identidad del grupo, son cerradas en Ug,
puesto que G es de indice finito en G.

Seap € Us yp € 6rbg(p) C Ug. Observe que 6rbg(p) es una variedad
térica (posiblemente no normal) con toro T ~ G¢/(Ge)p. Por el lema 3.30 previo
a este teorema, existe un subgrupo a un parametro, A’ : C — Ty q’ € T tal que

p=1lmA " p.

p=lmA(t)q"-p
Este subgrupo a un parametro define un subgrupo a un pardmetro A : C — Ge y
un punto q € Ge tal que

p=1 -Pp.

p = limAlt)q - p
Ahora bien, dado que G, C (C*)*(1) podemos escribir A(t) = (t%¢) con ap € Z.
De hecho, por el lema 3.25 se cumple que

Z apup =0.
P

Escribamos a p = (pp), P = (P,) ¥ 4 = (qp), analizando el limite en cada
componente, tenemos

Pp = tlij%}‘(tap)qp “Po-

Dado que p,p € Us y q € Ge, se tiene que sus p-ésimas componentes son no
ceros para p ¢ o(1). Entonces, el limite en cada una de esas componentes para
que esté bien definido se necesita que a, = 0, por lo que tenemos la siguiente

condicion
peo(l)

Sin embargo, o es simplicial, lo cual implica que u, con p € o(1) son linealmente
independientes. Entonces a, = 0 para todo p € o(1). En resumen a, = 0 para
todo p. Demostrando que A es el subgrupo a un parametro trivial. Concluyendo asi
que P pertenece a Orbg, (p), es decir, la érbita es cerrada en Usg.
Para demostrar la otra implicacién, supongamos que o € X no es simplicial.
Entonces existe una relacion
Z apu, =0

pea(l)

donde a, € Zy al menos un a, > 0. Definamos a, = 0 para p ¢ o(1). Esto
permite definir un subgrupo a un pardmetro

Alt) = (t%) € (€)=,
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el cual también es un subgrupo a un parametro de G. La razon de ello es que, para
toda m € Z*1 se tiene que

A =(t%) e G = [[ee)mue =1
o]

= JJeeimwr =1

o)
H(t)<m7apup> =1
o)

(1)L (Mudele) — 1
(t){m2p @ole) — 1

Z apup =0.
o}

[

Ahora bien, definimos un punto p = (p,) € Ug por

1 ap =20
Pp = 0
ap <0.

Ahora bien, considere el lim_,0 A(t)p, este limite existe en (C)*(*) yaque p, = 0
para a, < 0. De hecho, si p ¢ o(1) se tiene que a, = 0 por lo p-ésima compo-
nente de A(t)p es igual a 1 para toda t, por lo que p = lim¢_,o A(t)p pertenece a
Us. Por la condicion de dependencia lineal, tenemos que existe pg € o(1) tal que
ap, > 0, entonces

= Dado que pg-ésima entrada de p es distinto de cero, lo mismo para todo

gp € orbg(p)
= La condicién que a,, > 0 implica que pp-€sima entrada de

p = lim A(t)p
€S Cero.

Demostrando asi que existe un punto p € 6rbg(p)\ 6rbg(p), con lo cual se con-
cluye que la drbita no es cerrada en Ug. Finalizando asi de que 7t no es un buen
cociente geométrico.

Para concluir con la demostracién del teorema, usaremos los teoremas 2.27 y
2.28 del capitulo 2. Dado que 714 es un buen cociente categérico para cada 0 € L
se tiene que:

7 (C)FINZ(L) — X5

también lo es.
Ahora bien, para probar el primer inciso del teorema, considere el subabanico
que contiene a todos los conos simpliciales, denotémoslo por £’ C Z. Entonces

Xy es abierto en Xy, ademds £/(1) = X(1), por lo que X5/ y X5 poseen el mismo

anillo total de coordenadas y el mismo grupo G. Al definir el abanico I C Zﬂg(l)

se tiene que
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» Paracada o € X’ se tiene que 71 : T ' (Ug) = Ug por lo que

o (Xg) = U (Usg).
oex’

= Se realiza el mismo andlisis que en la proposicion 3.29, sea Xy como en
ese caso, y Xy es la variedad todrica resultante de remover la cerradu-
ra de conos minimos de Xo\X’ es decir, remover los conos cuyos rayos
son linealmente dependientes, y como deben ser conos minimos cual-
quier subconjunto propio de sus rayos debe ser un conjunto linealmente
independiente, por lo tanto

' (Xs) = | (Us) = (C)>"N\Z(Z").
ocex’
Por las propiedades de ser un buen cociente categdrico se tiene que

T (Xy/) 27’(71(le) — Xy

es un buen cociente categérico y para cada 0 € X’, 7y es un buen cociente
geométrico, por lo tanto, 7t es un casi buen cociente geométrico y es buen cociente
geoétrico cuando X es simplicial. Por dltimo, si cada o € X es simplicial, cada 7t
es un buen cociente geométrico, de nuevo por los teoremas 2.27 y 2.28 del capitulo
2, 7t es un buen cociente geométrico. Quedado asi demostrado este teorema. ([
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