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Introduccion

En la década de 1920, Lotka y Volterra propusieron de forma indepen-
diente un modelo matematico para describir la dinamica de dos especies que
coexisten en un habitat donde la presa tiene abundante comida, y el de-
predador tiene como suministro de alimento exclusivamente a la poblacién
de presas. Este modelo clésico es conocido como modelo Lotka-Volterra, el
cual se ha convertido desde entonces en un modelo icénico de la biologia
matematica, ver [?]. Sin embargo, las observaciones empiricas han mostrado
que se requieren cambios sucesivos a estos supuestos, dando lugar a otros
modelos, tales como modelos depredador-presa dependientes de la propor-
ciéon de la poblacion, los cuales son mas adecuados para las interacciones
depredador-presa cuando los depredadores buscan, capturan o matan a otras
presas.

El Empoasca onukii o saltamontes del té verde es una de las plagas que
amenazan la produccién de té en China y otros paises de Asia, y el dcaro
Anystis baccarum se ha venido utilizado como agente para el control de esta
plaga, ver [?]. Es ampliamente conocido que el uso de grandes cantidades
de insecticidas inevitablemente da lugar a la resistencia de los saltamontes
a éstos, ademas algunos quimicos contenidos en los pesticidas afectan a la
salud humana y a la produccién de té. Con el fin de reducir las pérdidas
econdémicas, y evitar los pesticidas que se usan comunmente, asi como el
resurgimiento de plagas y los residuos de pesticidas no deseados, la técnica
de control bioldgico ha recibido una creciente atencién en los ultimos anos
considerando al acaro como depredador potencial.

Existen estudios sobre el control biolégico de plagas en las plantaciones
de té verde. En particular resaltamos el trabajo de Chen et al. [?, 7] quienes
realizaron estudios de campo sobre el uso de Anystis baccarum como agente



para el control de Empoasca onukii. En dicho estudio se considero que Anystis
baccarum es un depredador generalista que ayuda al control biol6gico de Em-
poasca onukii. La dinamica de interaccién entre las dos especies en campos
de cultivo de té y otros entornos similares que involucran depredadores ge-
neralistas se ha modelado y estudiado en trabajos recientes, ver por ejemplo
(7,7, 7,7, ?]. Los 4caros se adhieren a lo largo de las venas de las alas y se
alimentan de la hemolinfa del saltamontes. Una vez llenos, los acaros caeran
del saltamontes de la misma manera que lo haria una garrapata hinchada en
un humano, lo cual afecta al crecimiento del saltamontes impidiendo que se
desarrolle por completo.

Sean E(t) y M(t) la densidad de poblacién de Empoasca onukii'y Anystis
baccarum en el tiempo ¢, respectivamente. En 2021, P. Yuan et. al [?] propu-
sieron un modelo bidimensional depredador-presa para estudiar la dindmica
que describe el control bioldgico de la plaga de saltamontes, el cual es descrito
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dE o1 E mEM

—_— =7 —_ J—

dt 1 K, a+E’ "
dM uli M . mEM
—_— =T —_

dt 2 K, a+E’

donde r; > 0 es la tasa de crecimiento intrinseco de saltamontes, ro > 0 es
la tasa de crecimiento intrinseco de acaros, K; es la capacidad de carga en
ausencia de acaro, K es la capacidad de carga en ausencia de saltamontes,
a > 0 describe el nimero de saltamontes controlados por el acaro en el
periodo de tiempo promedio en que el dcaro busca y captura con éxito un
saltamontes, m es el nimero maximo de saltamontes que los dcaros pueden
manipular como forraje en un periodo de tiempo y c es la tasa de conversion.

El modelo (1) fue propuesto y estudiado por P. Yuan et al. [?], quienes
concluyeron que la naturaleza eurifaga! es crucial para que el depredador so-
breviva en la naturaleza, y es una caracteristica muy importante de la especie
que facilita la coexistencia de las dos especies. Este modelo descrito por el sis-
tema (1) tiene apariencia matematica simple, pero exhibe una dindmica muy
compleja. A través del analisis de bifurcacion, P. Yuan et al. demostraron que

!Especies eurifagas son aquellas que pueden nutrirse de una muy amplia variedad de
alimentos.



pueden existir diferentes estados de equilibrio cuando los pardametros varian
en las plantaciones de té, y las bifurcaciones asociadas y la dinamica de estos
equilibrios revelan los posibles escenarios. En particular, el sistema (1) tiene
tres equilibrios sobre los ejes coordenados (o puntos frontera) en el primer
cuadrante y un maximo de tres equilibrios de coexistencia, y su dindmica es
tan complicada que involucra la bifurcacién de Bogdanov-Takens, y bifurca-
ciones de singularidad nilpotente donde rq, 79, K7 v K5 son los parametros
de bifurcacién.

Los datos registrados en la literatura revelan que la erradicacion de la
plaga de saltamontes es dificil, y dindmicamente se ha observado que cuando
la capacidad de carga del dcaro es lo suficientemente alta (K > ~¢), el
equilibrio libre de plagas es localmente estable (punto sobre el eje M con
E = 0). Pero todavia existe el estado de equilibrio estable de alta poblacién
de saltamontes. La erradicacién de la plaga también depende de la condicién
inicial de la poblacién de saltamontes, tal como fue observado in [?] por
Seo y Wolkowicz. Por lo tanto, es plausible suprimir la plaga en lugar de
erradicarla. El andlisis del equilibrio de coexistencia también es crucial para
la estrategia de supresion de plagas. Mas aun, resultado del estudio de la
dindmica ellos concluyen que la coexistencia de estas dos especies siempre es
posible.

Con el fin de considerar un modelo més general, debemos tomar en cuenta
que en la naturaleza cada especie suele tener su propio ciclo de vida con
diferentes etapas, ademas de que los adultos depredadores pueden tener una
mayor capacidad de depredaciéon. Por otro lado, los adultos de las presas
pueden tener una mayor capacidad para evitar la depredacion, y la plaga
(presa) inmadura puede estar protegida por las céscaras de sus huevo. En
una plantacién de té, el desarrollo de dcaros pasa por las etapas de huevo,
prelarva, larva, ninfa y adulto. Una vez que pasan a la etapa de larva, se
vuelven activos y pueden alimentarse de presas adecuadas [?]. El saltamontes
crece pasando por las etapas de huevo, ninfa y adulto, y la etapa de ninfa
se compone de cinco estadios. Los huevos generalmente se ponen debajo
del floema de los brotes tiernos de té para evitar enemigos naturales [?].
Uno esperaria construir un modelo que incluyera todas las etapas de las dos
especies, sin embargo no es facil trabajar con la complejidad de ecuaciones
diferenciales de dimensiones superiores con multiples interacciones no lineales
entre las etapas.



Una opcién para mejorar la dindmica descrita por el sistema (1) es con-
siderar con dos etapas de reproduccién y desarrollo de la poblacién de salta-
montes. Un modelo que tiene esta caracteristicas fue propuesto por P. Yuan
y H. Zhu en el articulo [?] y es dado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales

dF
d_tl =rkEy — aky,

dFEs mEo M
— =aF, — Kk E2 —

at T T MR Ry (2)
dM emBEs M
— —ro M — M2+ 2

dt "2 i + a—+ E2 ’

donde E;(t) y Es(t) denotan la densidad de huevos e individuos nacidos
(ninfas y adultos) de saltamontes en el tiempo ¢, respectivamente, mientras
que M (t) denota la densidad de dcaros. Aqui se ignora la tasa de muerte
natural de los huevos de saltamontes debido a su proteccion, y « es la tasa
de eclosién de los huevos de saltamontes, k1 y ko son las tasas de competencia
intraespecifica ? de los adultos de saltamontes y dcaros, respectivamente.

El objetivo de esta tesis es estudiar la dinamica descrita por el modelo
(2). Luego, los resultados presentados en este trabajo estan inspirados en el
articulo de P. Yuan y H. Zhu en [?].

La organizacién de esta tesis es la siguiente. Con el fin de hacer auto
contenido el trabajo, en el capitulo 1 presentamos los resultados necesarios
para dar contexto a lo concluido en la tesis. En el capitulo 2 mostraremos
que el sistema (2) tiene tres equilibrios de frontera (sobre los ejes coordena-
do en el primer octante)S;, Se y S3 y hasta tres equilibrios de coexistencia
S12, Si2, los cuales para ciertos valores de los parametros se fusionan, ver el
diagrama de la figura 1. El capitulo 3 Ademas, la bifurcacién y la dinamica
compleja asociada involucran la bifurcacién del nodo de silla de codimension
1y 2, bifurcacién de Hopf, bifurcacién de Hopf degenerada. Finalmente en el
capitulo 4 presentamos simulaciones numéricas que ejemplifican la dinami-
ca compleja, y por lo tanto la diversidad de bifurcaciones presentes en las
ecuaciones diferenciales(2). Las simulaciones numéricas fueron realizadas con

2La competencia intraespecifica es la interaccién entre individuos de una misma especie,
que conduce a una disminucion en la disponibilidad de recursos debido a su uso compartido
cuando se encuentra en cantidades limitantes, y afecta la probabilidad de supervivencia y
reproduccion.
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Figura 1: El diagrama de bifurcacién muestra la coexistencia de los puntos
de equilibrio y su transformacion en nuevos equilibrios al fusionarse. Los
puntos S; y Sy colisionan cuando los pardmetros ko = k5 (k1) y coinciden en
el equilibrio Si5. De la misma manera, el equilibrio Sy S3 colisionan cuando
k1 = R dando lugar a Sy3. Si k1 = k] and kg = K3 esto ocurre cuando todos
los puntos de equilibrio colapsan, originando Sis = Ss3 = Sia3.

el software Mathematica y el paquete MatCont para el estudio numérico de
continuaciéon y bifurcacién de sistemas dinamicos que involucran pardmetros.
La parte final presentamos una breve seccién de conclusiones.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene resultados que nos serviran para el analisis cua-
litativo del modelo a estudiar, los cuales hemos extraido de los libros de
Guckenheimer y Holmes [?] y Perko [?].

Sea el sistema no lineal
x = f(x), x € R" (1.1)

con f € C'(R") y £(0) = 0. Luego el sistema (1.1) es topolégicamante equi-
valente al sistema lineal

x = Ax, (1.2)

en un entorno del origen, donde A = Df(0).

Definicién 1. Sea p = 0 el punto de equilibrio del sistema (1.2) con n = 2.
Entonces

= p es no degenerado si ambos valores propios de la matriz A son dife-
rentes de cero.

= p se llama hiperbdlico si los dos valores propios de A tiene parte real
diferente de cero.

= p es un punto semi hiperbdlico si A tiene exactamente un valor propio
wgual a cero.



= p es un punto nilpotente si ambos valores propios de A son igual con
cero, pero A # 0.

Definicién 2. Un sector del retrato fase del sistema (1.1) que es topoldgica-

mente equivalente a los sectores que se muestran en la figura 1.1

» se dice que es un sector hiperbolico si es topologicamente equivalente a
la figura 1.1 a)

s se dice que es un sector parabdlico si es topologicamente equivalente a
la figura 1.1°b)

= se dice que es un sector eliptico si es topologicamente equivalente a la
figura 1.1 c)

1

Figura 1.1: a) sector hiperbdlico. b) sector parabdlico. ¢) sector eliptico.

1.1. Puntos no hiperbdélicos en R?

En esta secciéon presentamos los casos para los cuales la matriz A tiene
uno o dos valores propios cero, pero A # 0 con n = 2.

Iniciemos con el caso cuando la matriz A tiene un valor propio cero, es
decir, det(A) = 0 pero tr(A) # 0, entonces el sistema (1.1) tiene la forma
normal

x:pQ(xvy)u (1 3)
U =y+q(z,y),



donde py vy g2 son analiticas en una vecindad del origen y tiene expansio-
nes que comienzan con término de segundo grado en z y y. Los siguientes
teoremas sirven para identificar los tipos de puntos.

Teorema 1. Supongamos que el origen es un punto de equilibrio aislado
del sistema analitico (1.3). Sea y = ¢(x) una solucion de la ecuacion y +
@(x,y) =0 y Y(r) = apae™ + ... donde m > 2 y a,, # 0 la expansion en
una vecindad de x =0 de la funcion ¥(x) = po(z, ¢(x)).

1. Sim es impar y a,, > 0, entonces el origen es un nodo inestable.

2. Sim es impar y a,, <0, entonces el origen es una silla.

3. Sim es par, entonces el origen es una silla-nodo.

Ahora, consideremos el caso cuando A tiene dos valores propios cero, es
decir, det(A) = 0y tr(A) = 0 pero A # 0. En este caso la forma normal del
sistema (1.1) es

&=y,

Y ) ) (1.4)
§ = apz" (14 h(x)) + buz"y(1 + g(x)) + ¥ R(z,y),

donde h(z), g(x) y R(x,y) son analiticas en una vecindad alrededor del origen,

h(0) =¢g(0)=0,k>2,a,#0yn>1.

Teorema 2. Sea k=2m+1 conm > 1 en (1.4) y A =02 +4(m+ 1)ay, con

m > 1.

1. St ap > 0 entonces el origen es una silla.

2. El origen es un foco o un centro, si ar < 0 y se satisface alguna de las
siguientes condiciones; b =0 0b, #0yn>m ob, #0, n=m y
A< 0.

3. El origen es un nodo con un dominio eliptico y b, # 0, si n es impar y
n <m o bien, sib, #0 yn es impar,n=m y A >0

Teorema 3. Sea k = 2m con m > 1 en el sistema (3). El origen de 1.1 es
1. una cuspide sib, =0 0b, #0yn>m

8



2. una silla-nodo si b, # 0 yn < m.

La demostracion de los teoremas 2 y 3 se pueden consultar en el libro de
Andronov et al. [?].

1.2. Teoria de la variedad central

Consideremos el caso donde A = Df(0) = diag|C, P, @], tal que la matriz
cuadrada C' tiene ¢ valores propios con parte real cero, la matriz cuadrada P
tiene s valores propios con parte real negativa, y la matriz cuadrada () tiene
u valores propios con parte real positiva, es decir, el sistema (1.1) puede
escribirse en la siguiente forma diagonal:

t=Cx+ F(x,y, z),
g'/:Py—i—G(a:,y,z), (15>
i=Qz+ H(z,y,2),

donde x = (z,y,2) € R®* x R* x R*, F(0) = G(0) = H(0) =0y DF(0) =
DG(0) = DH(0) = 0. El siguiente resultado es fundamental en la teoria de
la variedad central.

Teorema 4 (Carr [?]). Sean E C R"™ una vecindad del origen y f € C(E).
Si 0 es un punto de equilibrio del sistema (1.1), A= Df(0) = diag|C, P, @],
entonces existe una vecindad alrededor del origen U € R y hy, hy € C1(E),
tales que el sistema (1.1) es una vecindad del origen se escribe como

t=Cxr+ F(l’, hl(.’E), hQ(I‘)),
y = Py, (1.6)
Z=Qz

donde (z,y,z) € R® x R®* x R* y las funciones hy, he, satisfacen,

Dhy(z)(Cz + F(z, hi(x), ha(z))) — Phi(z) — G(z, ha(z), hao(z)) = 0,
(1.7)
Dhs(z)(Cx + F(z, hi(z), ha(2))) — Qha(z) — H(z, by (), ho(x)) = 0.



1.3. Bifurcacion de Andronov-Hopf

Considere el siguiente sistema en el plano

dz

-t . 1.
dy

—~ = h : 1.
dt (:L‘?y’lj')? ( 9)

donde p es un pardmetro y sea z = (21, 22) € R% Por otra parte, tenemos la
notacion . p (.9)
T g\r,y
T (X)) = — =
a ) dt(y) (h(w,y)>

Por lo tanto, sea X (1) = (Z(p),y(1)) el punto de equilibrio. La matriz
)

jacobiana el vector en el campo f(X) en X es

Los valores propios de D f(X) son funciones que dependen del pardmetro
p. En términos de la tr(Df) y del determinante det(D f), los valores propios
de la jacobiana son

Aqui consideramos el caso especial en que el parametro p = g,
trDf((po)) =0,  det Df(Z(po)) > 0. (1.10)

Cuando estas dos condiciones se satisfacen, los valores propios de D f(X') son
imaginarios puros. Ademsds, si la condicién de transversalidad

d
TR A0, (111)

se satisface, entonces la bifurcacién de Hopf se presenta en el punto de bifur-

cacién (X (o), to). Notemos que Re(z) es la parte real de z. Por lo tanto la

10



bifurcacién de Hopf para algin u cerca de g, existen oscilaciones de pequena
amplitud (ciclos limite). La amplitud de estas oscilaciones se aproxima a cero
cuando p se aproxima a pg. Aunque la teoria de Hopf garantice la existencia
de tales dérbitas periddicas para p & g, esto no nos garantiza la existencia
de oscilaciones para p mas alejadas de po. Sin embargo, las érbitas periddi-
cas persisten y aumentar en amplitud cuando |p — pg| incrementa. Cuando
i = po el sistema lineal (linealizacién de (1.8) y (1.9) en X) es
dz

CoDf(X)s 2= (s ER (1.12)

en z = 0. Entonces, las soluciones de z(t) son de la forma
2(t) = 1 cos(wt) + caCa sin(wt),

para alguin ¢, constante real y vector constante (i, k = 1,2. Si se cumple las
condiciones (1.10), Ay = fwi donde * = —1y

w=+y/det Df. (1.13)

Si (1.10) y (1.11) se cumplen, la teoria de Hopf garantiza que para todo
i con |p — po| suficientemente pequenio, existe una drbita T-periédica (ciclo
limite) X, (¢; 1) que satisface (1.8) y (1.9). Si el periodo es T' = T'(u), la teoria

de Hopf garantizan que

27
lim T = —. 1.14
lu—po|—0 (1) w ( )

En otras palabras, para g muy cercano de pg el periodo de las érbitas pe-
riddicas de (1.8) y (1.9) es casi igual al periodo de las érbitas periddicas del
sistema lineal (1.12).

Luego, la matriz jacobiana tiene la forma

Df(Xo) = { e

w }7 XOZX(MO)-

La expansién en serie de Taylor hasta tercer orden de (1.8) y (1.9) alrededor
de X tiene la siguiente forma

le

P (bp+ a(z7 + 23))z1 — (w + cp + b(23 + 23)) 29, (1.15)
d
% = ((w+cpu+ b2+ 22))z1 + (6 + a2} + 23)) 2 (1.16)
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y su expresion en coordenadas polares es

dr

o = (6p + ar?)r, (1.17)
d
d—j = (w+ cp+ br?) (1.18)

donde a, b, ¢, § son constantes, con w,z; = rcosw y zo = rsinw. Notemos
que la ecuacién para r(t) no estd acoplada a la ecuacién para w. Ademas,
dependiendo de los signos de las constantes a y ¢, el polinomio de tercer grado
dpr +ar?, el sistema posee 6rbitas periédicas a lo largo del lugar geométrico

p=—5 0#0

se puede mostrar que

5= %{Rewm)}

w=po

la existencia de las érbitas periddicas locales en el punto de bifurcacion de-
pende de 0 # 0. Esta es solo la condicién de transversalidad (1.11).

1.3.1. Teoremas de Hopf

Ahora consideremos el siguiente sistema,

T = pr —y+pz,y),

, (1.19)
y=x+py+q(z,y).

Teorema 5. Sea (1 el primer coeficiente de Lyapunov. Si £1 # 0, entonces
una bifurcacion de Hopf ocurre en el origen del sistema plano analitico (1.19)
cuando p = 0. En particular,

1. ¢4 <0, entonces el unico ciclo limite estable se bifurca cerca del origen
de (1.19) para p crece desde cero.

2. 41 > 0, entonces el unico ciclo limite inestable se bifurca en el origen
de (1.19) para p decreciendo desde cero.
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Para el caso en que /1 < 0, el teorema 5 garantiza la existencia de un
ciclo limite estable, cuando p pasa a través del valor de bifurcacién p = 0,
en este caso se dice que hay una bifurcacion de Hopf supercritica. Para el
segundo caso, con ¢; > 0, el punto critico genera un ciclo limite inestable
cuando p pasa a través del valor de bifurcacién p = 0, y se genera la llamada
bifurcacion de Hopf subcritica; para mayores detalles ver capitulo 4 de [?].

Teorema 6 (Bifurcacién de Hopf). Sea

d
—=f@n), TR, peR (1.20)

un sistema bi-dimensional, con f diferenciable. El sistema (1.20) en el punto
de equilibrio x = 0 tiene valores propios

AMa(p) = B(p) £iw(p),

donde B(uo) =0, w(ug) = wo > 0. Si se satisface

» Sea ly es el primer coeficiente de Lyapunov, si 1(pg) # 0,

¢ T £0, ie o {Re(han)} £0,

Entonces el sistema (1.20), es una vecindad del origen es topoldgicamente
equivalente al sistema

()= 3 ) ()= ()

1.4. Calculo del primer coeficiente de Lyapu-
nov

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria en dimensién n en un
punto de bifurcaciéon de Hopf no degenerado. Supongamos que el punto de
equilibrio lo trasladamos al origen de coordenadas,

x = Ax + g(x), para x€R" (1.21)
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donde f(x) = O(|x|*) y A = (a;;). Escribimos la expansién de Taylor de
f(x) en un entorno de x = 0 de la siguiente forma
1 1
g(x) = Ax + §B(x,:1:) + 60($,$, z) + O(|z|"),

donde B(z,y) y C(z,y,2) son las formas multilineales cuyas componentes
son

— 3%g;(£,0)
Bi(z,y) = J—‘ T, 1.22
"B 0°g;(£,0) (&,0) ‘
(z,y, TrY1Zm, 1.23
R v (1:23)
donde j = 1,2,...,n. Sean \; o = Fiw con w > 0 los valores propios de la

matriz A. Sea ¢ € CV un vector propio complejo de A asociado al valor propio
A = iwy p € CY el correspondiente vector propio de la matriz transpuesta

AT entonces o )
q = g, @ = _Z‘w67
(1.24)
ATp = —iwp, Aq = iwqg,
donde p y ¢ denotan el conjugado de las componentes complejas de los vec-
tores. Se sigue que el primer coeficiente de Lyapunov se puede calcular dada

la siguiente férmula invariante

60) = 5 [ Cla.0.0) ~ 20p. Bla. 47 B(3.9))

2w
+ (p, B(7, (2iwly - A)'Blg,q)))] - (1.25)

Podemos normalizar a p tal que el producto interno de p con ¢ en C (producto
Hermitiano) cumple

N
(p.g) =D'q=> D,q; =
j=1

Para el caso de bidimensional en el espacio vectorial dado por g(g', g?) el
célculo del primer coeficiente de Lyapunov dada en la expresién (1.25) se
puede expresar de la siguiente forma (ver [?], pagina 110):

6 = ﬁRe((ﬁTB@,q))(ﬁTB(q,a)) +wp' C(q,¢,7)). (1.26)

Observemos que la notacién utilizada no es unica, ver por ejemplo [?].
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Capitulo 2

Modelo presa-depredador del
saltamontes del té verde
Empoasca onukit y acaros
Anystis baccarum

2.1. Planteamiento del modelo

El saltamontes del té verde, Empoasca onukii, es una de las plagas de
insectos que amenazan la produccon de té verde en China, Japén, Indonesia
y otros paises de Asia. El control de esta plaga se basa principalmente en
insecticidas, pero estos pueden aumentar la resistencia a los insecticidas de
Empoasca onukii, ademés los residuos de insecticidas representa una pérdida
econémica [?].

Estudios sobre el control biolégico de plagas en la plantaciones de té
verde sugieren el uso de Anystis baccarum como agente para el control de
Empoasca onukii. En los 1iltimos tiempos de ha observado que las etapas de
reproduccién y desarrollo son las que mas contribuyen a la poblacién adulta
de Empoasca onukii.

El modelo presa-depredador que planteamos en esta tesis considera dos
etapas de desarrollo de vida para la presa ya que considerar mas de dos hace
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el estudio del modelo tenga mayor complejidad. Sea Ei(t) y Fs(t) la densi-
dad de huevos e individuos eclosionados de Empoasca onukit en el tiempo
t, respectivamente, y M (t) a la densidad de Anystis baccarum. A partir de
ahora nos referiremos a Empoasca onukit y Anystis baccarum por sus nombre
vulgares, saltamontes y acaro, respectivamente.

Para describir la dinamica de estas poblaciones utilizaremos el modelo
presa-depredador con depredador generalista y dos etapas en el desarrollo de
la presa, el cual es descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales:

dE;

“dt =rEy — ok,

dEs 9 mM

— =aby — kb — ——F 2.1
dM cmM

—— = roM — ko M? E

dt T2 R2 + a+ E2 2

donde 1y, 1o, @, a, ¢, m, k1 y ko son parametros positivos y su significado
biolégico es dado en la tabla 2.1.

’ Parametro \ Descripcion

1 tasa de crecimiento intrinseco de E. onukii

ro tasa de crecimiento intrinseco de Anystis baccarum

Q@ tasa de eclosion de los huevos de E. onukii

a numero de E. onukii controlados por el A. baccarum

c tasa de conversion

m nimero maximo de E. onukii que A. baccarum puede manipular
como forraje en un periodo de tiempo

K1 tasa de competencia intraespecifica de E. onukii

K2 tasa de competencia intraespecifica A. baccarum

Tabla 2.1: Significado bioldgico de los pardmetros del sistema (2.1).

Para llevar a cabo el estudio del modelo , introducimos el reescalamiento
1
del tiempo t = —7, y el cambio de variable
cm
Ei(t) = aXy(t), Es(t) = aXs(t), M(t) = acY (1),

es decir,

X, (t) = éEl(t), Xo(t) = é@(t), Y(t) = L M),
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Aplicando la regla de la cadena obtenemos

dE dEy d
L_ o Eiem,

dt  dr dt
ABy _dBydt _ g, 1

dr ~ dt dr Yem”
d d

donde - = — v/ =24
R

Notemos que la tltima ecuacién la podemos escribir como X| = E; =

dE dE
—~1 Si sustituimos d_tl =riEy — aF, obtenemos

-
d (1
Xi=—|-F
! dT(CL 1)

Ahora, considerando las variables X; y X5 obtenemos la siguiente ecua-
cién

X{ - ?1X2 - aXl, (22)
donde 71 = b ya= @ Ahora consideremos la segunda ecuacién de (2.1)
cm
y obtenemos
d (1 1
X,=2(2E) = —FE
2 dr (a 2) acm’ ?
1 mEgM
— — |aB - mE2 - .
acm {Ot LT MR a—l—Eg]

Lo siguiente es sustituir Fy y M en la expresion anterior,

X&}g(l&)__@%m%y_Tﬂm&ﬂwY)

em \a acm acm(a + aXs)
a (1 K1 9 XY

_ Y (L) -z .
cm (a 1) em” % 14+ X,
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Finalmete llegamos a

~ . XoY
Xé = OéXl - 51X22 - 1+ XQ, (23)
~ (0 ~ akq S1u: . sz
donde &« = — y k3 = —. Por tltimo, consideramos la tercera ecuaciéon de
cm cm
(2.1):
d (1 1
Y = — (—M> = M’
dr \ ac ac’m
1 emBEyM]
= M — koM? 4+ ————
ac’m {TZ 2 + a+ Ey ]

Ahora, sustituimos Fy = aXs y M = acY,

1
Y =

ac*m

[rg(acY) — ka(acY)? + Cm(aXZ)(“CY)}

a+ ((ng)
T9 a“c Ko _ o a’PmXsY

cm ac’m a’c®m(1 + Xy)
XoY

e Y I L

cm m + 1+ X5

En pocas palabras, hemos obtenido

XY
14+ X5

Y =RY — Y2+ (2.4)

donde@zﬁy@:@.
cm m
Notemos que las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) son el reescalamiento del
sistema (2.1). Sin pérdida de generalidad, a partir de ahora denotaremos por
Ey, Es y M a X, X,, Y, respectivamente. Luego, las ecuaciones (2.1) se
transforman en

dFE . .

d—tl:TlEg—OéEl,

dEy, - E,M

—2 _QE, — R B2 — .
a MR T Ty (2:5)
dM EsM

=M — Ry M?

T )
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~ T1 ~ T2 ~ (6% ~ K1 ~ Ko
donde 71 = —, 7, = —, @ = —, k1 = — y ky = —. Observemos que
cm _cmo ] m, cm, )
ahora este sistema tiene sélo 5 parametros libres. Con el fin de hacer mas

sencilla la notacion, a partir de ahora omitiremos los gorros en los parametros.

Remark 1. Los sistemas (2.1) y (2.5) son topoldgicamente equivalentes pues
las transformaciones de escala en las variables y tiempo no cambian la topo-
logia del sistema.

Tomando el cambio de variable £y = aX;, Es = aXs, M = acY y el
reescalamiento en el tiempo dado por 7 = emt, se construye la funcion

¢:§XR—>QXR,

tal que (X1, Xs, Y, 7) = (aXy,aXs, acy, %7’) = (Ey, B9, M, t) con determi-
nante

a 0 0 O

0 a 0 O
det Do(Xy, Xo,Y,7) = 0 0 ac O ’

00 0 X+

cm

donde ¢ es un difeomorfismo que preserva la orientacién del tiempo. Ademas
det Dp(X1, X5,Y,7) > 0, en particular el modelo que considera el dcaro y

a3

saltamontes tenemos que det Dp(X1, X,Y,7) = & cona > 0y m > 0,
entonces los sistemas (2.1) y (2.5) son topoldgicamente equivalentes.

Para mayores detalles consulta el libro [?].

2.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Iniciemos observando que en el caso E; = 0, Fy =0y M = 0 obtenemos
que el origen Sy = (0,0,0) es un punto de equilibrio. Luego, para localizar
los equilibrios no triviales debemos encontrar los ceros simultaneos de las
ecuaciones (2.5).

Usando la primera ecuacién de (2.5) tenemos que

TlEQ —OéEl == 0,
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Esry
es decir, £} = . Ahora, sustituimos esta expresion en las otras dos

a
ecuaciones de (2.5) y tenemos que

EQmM
—E3k — o + Eyr; = 0, (2.6)
cEomM 9
S — KeM? 4+ Mry = 0. 2.
a + EQ 2 * 2 0 ( 7>

Igualando las ecuaciones (2.6) y (2.7) y resolviendo para M, obtenemos las
siguientes dos posibles soluciones

M (Eyry — E2k1)(a + E») _ (aE1 — /ﬁE%) (a + E2> @28)

Egm E2 m
(a + E3)re 4+ cEym 1 cmEs
M = = — + , 2.9
(a + EQ)K/Q K9 2 a—+ E2 ( )
(A

donde hemos considerado que F; = p;Fy con p; = —.
o

Notemos que ambas expresiones de M son validas, pues se deben satisfa-
cer ambas para obtener los puntos de equilibrio.

B, — k1 E? E
UA(Ey) = (a — ) (fn )

1 cmE.
UQ(EQ) B F&_z (TQ * a—l—Ezz) '

Para garantizar la existencia de un punto de equilibrio de coexistencia de
las especies, denotado por S(Ey, Ey, M), estudiaremos la interseccién de las
curvas de Uy y Us en el plano Fo M. Iniciemos por tomar la diferencia de las
expresiones (2.10),

(aE1 = /<;1E22) (a + E2> 1 ( cmBEy )
- 7’2+ :()7
Es m Ko a+ Fy

lo cual equivale a

Sea

(2.10)

1

W(cﬁEgmﬁQ + 2aE§/<51/<;2 + ngimg + cEom? — a®kary — 2aFokor
a 2) K2

— E2kyry + amry + Eymry) = 0.
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Ya que los parametros son todos positivos, se sigue que el denominador
(a+ Es)ky # 0. Por lo tanto, los valores de Ey donde se interceptan las curvas
Ui (E2) y Us(E3) son los ceros del siguiente polinomio de grado 3:

ESk1ko+(2am1 Ky —kor1 ) B3 +(a® k1 kot+em? —2akyr +mry) Ey-Famro—a®kory = 0.

Ahora vamos a calcular las raices de este polinomio, para lo cual lo divi-
dimos entre ki1Kks y obtenemos un nuevo polinomio de grado 3 en términos
de la variable Ej :

2
U(E2)=E§—<Tl—2a>E§+[a2_2a”+m(cm+r2)] By {mrz ]:0
k1 K1 K1K2

Aplicando el teorema fundamental del dlgebra obtenemos que U(FE3) =0
tiene a lo mas 3 raices, las cuales pueden ser postivas. Notemos que el término

. . mry .
independiente se anula cuando —= — k9 = 0, 0 equivalentemente
ary

mro
Ry = —.
ary

En este valor de ko, o = 0 es una raiz de (2.11). Definimos

mr
Ko = Fig = ——. (2.12)
ary

™ . T2
Dado que E; = — Ej, tenemos que si B, = 0, entonces £y =0y M = —.

« Ko

T
Denotamos este punto de equilibrio como Sg; = (0,0, K3), donde Ky = =y
R9

cuya interpretacién biolégica es que la plantacién de té verde esta libre de
plaga de saltamontes.

Ya que 2 — ko > 0 implica que ™2 > ko, entonces los coeficientes
ary ary

de (2.11) tiene a lo més dos cambios de signo. Luego aplicando la regla de
Descartes [?], si kg < Rz la ecuacion (2.11) tiene a lo més dos raices positivas.
En lo que sigue vamos a analizar el discriminante de Cardano-Ferrari asociado
a la ecuacion (2.11), ver la pag. 95 de [?].

Sean A, By C' los coeficientes cuadratico, lineal e independiente, respec-
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tivamente, del polinomio (2.11), es decir

1
A=2a— —,
K1
2ar1  mem + ry
B=a*—- + ( )
R1 R1Rg
a’ry [mry
C = — — Ko .
k’llﬁlg ary

Para aplicar las férmulas de Cardano-Ferrari definimos
3B A? 2A% —9AB + 27C
3 27 ‘

Luego, el discriminante es

p q= (2.13)
A = 4p® + 274, (2.14)

el cual en términos de los parametros del modelo toma la siguiente forma

2 3
A:i " 9a) 43 a2_2arl+m(cm—|—r2)
27| \ k1 K1 K1k2

N 1 {2 (2a B ﬂ)‘g N 27a(—akary + mrs)

K1 K1kK2
+9 (ﬁ - 2a> <a2 _Zary | mlom+ TQ)) ]2. (2.15)
K1 K1 K1K2
Simplificando las expresiones tenemos
= %‘111/-@% m? <4G4C/€§fi§ +12aPcririr 4 (em+ry)? (dekym® — kori 4 4kymrs)

— 2akor (102 k1m? — 2ckor? 4 1lckymry + Ki73)
+ a*k1 kg (82 kim? — kyrd + dc(3kor? — 5/@1mr2))>,

o equivalentemente,

A = da’crirg 4+ 120 ckikary + (em + 19)? (dekym? — kor? + 4kymry)
— 2akor (102 k1m* — 2ckor? + 1lckimry + Ki73)

+ @K1 ko (8¢t kim? — Kirh + 4c(3kort — Brimry)).
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Ahora factorizamos los términos comunes y obtenemos la siguiente expresion
mas simple:

[4660(6151 +71)%k5 + (a*(8¢*m? — 20emry — r3)K3
— 2ary(10¢*m?® + 1lemry + 13Ky

— ri(ry 4+ em)?) kg + 4rym(em + r2)3] .

Observemos que hemos obtenido un polinomio de grado 2 en la variable
Ko, el cual lo escribimos de forma abreviada como

2

m
Ag = Ao(ff2) =

Hl”% [a2</€1>/€§ + al(/ﬁ)mz + aO(Kl)L (216>

donde

as (k1) = dac(ary, + 1),
a1 (k1) = a*(8c*m?* — 20emry — r3)k? — 2ar16,(10em + ro)Ky — 1707,
ap(k1) = 4m&iky,
m3
con d; = 13 + cm. Notemos que —— # 0. Luego Ay se anula cuando
K

1h2
as(r1)k3 + ai (k1)K + ag(k1) = 0. Para simplificar la notacién, definimos

f(k1) = ag(k1)ka + a1 (k1)K + ag(ky). (2.17)

Con el fin de determinar las raices de f(k1), definimos A;(k;) como el
discriminate de la férmula general de segundo grado asociado a (2.17), es
decir,

Al(lﬁl) = (cmﬂ’g + 7“1(51)(7“1(51 — a/<¢152)3,
donde 95 = 8&cm — ro.
Un célculo directo nos muestra que Aq(r;) = 0 cuando

7101 , r101
Ry = ——, (6] Rl = ——.
adsy arsy
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Ya que buscamos raices positivas de f(k1), descartamos la segunda solucién
y elegimos
* 7101
K=K = —. 2.18
1 (162 ( )
Entonces, cuando 0 < k; < &} la ecuacién Ag(kg) = 0 puede tener a lo mas
dos raices positivas dadas por

—ai(k1) — V/A1(K1) N

e ) — —ai (k1) + /Ai(k1)
2(12(/11) ’ 2= 2< 1)

2@2(/{1)

Ko = Ky (K1) =

Sustituyendo el valor de k] en Ag(kg) obtenemos

3a3m365(8cm® + 6emr3 — ry + 3c®m(5mry — 9akar))?

A — 2.19
0("4’:2) H%T%(S% ) ( )
el cual se anula cuando 525
* 192
= — 2.20
"2 27Triac2m ( )

Observemos que los valores de k] y x5 son aquellos para los cuales p y ¢
dados en (2.13) se anulan.

Ahora, sustituimos (2.12) en Ag(k2) y tenemos

. m(4ackim — riry)(cmry + akiry — rire)?

AQ(HQ) = D) .
ar?

Es claro que Agy(k2) = 0 cuando

R = M, donde 1y > cm. (2.21)
raa

El siguiente resultado nos permite determinar el ntimero y bifurcacion
de los puntos de equilibrio del sistema (2.5) en términos los pardmetros r;
y Ko, para lo cual debemos tomar en cuenta los signos del determinante de
Cardano-Ferrari (2.14) o equivalente de (2.16).

Proposicién 1. En el plano (K1, k2), las tres curvas

002/€2:_2, K1 > 0,
Ky (K) 0 <Ky <K' Ky >0,
+

Ky (K)

Cx Ko

OK:KJQ

Y
9

0< K1 <K', kg >0,
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dividen la region k1 > 0, ky > 0 en cuatro subregiones Vo, Vi, Vo y Vi (ver
la figura 2.1):

Vo = {(k1,k2) | K1 >0, (k2 <K (k1)) N (k2 < F2)},
Vi={(k1,k2) | k1 >0, Ky <hz}\ Vi,

Vo ={(k1,k2) | k1 >0, Ky (k1) < ke <Rz},

Vi ={(k1,k2) | 0 < k1 <K}, Ky(K1) < ko< E;(Iﬁ) N (kg > F2)}.

En las regiones Vg, Vi, Vo y Vi el sistema (2.5) tiene 0, 1, 2 y 3 equilibrios
positivos, respectivamente. Sean S1, Sy y Sz los tres equilibrios de coexisten-
cia simple que pueden ezistir, donde la correspondientemente coordenada Fs
satisfacen Ey(S1) < Ea(Sy) < Ey(Ss). Sia, si existe, denota el equilibrio
positivo donde Sy y Sy se fusionan. Las definiciones similares pueden ser
adaptadas para So3 y Sios. Para el sistema (2.5) se cumplen las siguientes
condiciones.

1. En la curva Cy, donde C = (Fy, Fa)

» 51 k1 > Ky, no existen puntos de equilibrio de coexistencia;

» Si k1 = Ry, existe un punto de equilibrio de coexistencia de multi-
plicidad 2, Sa3;

» 51 k1 < Ry, existen dos puntos de equilibrio de coexistecia, Sy Yy
Ss.

2. En la curva Cf, existe un punto de equilibrio de coexistencia Sz y un
punto de equilibrio de coexistencia de multiplicidad 2, Sis.

3. En la curva CL,

» Si Ko > Ra, entonces existe un punto de equilibrio de coexistencia
S1, y un punto de equilibrio de coexistencia de multiplicidad 2,

553;
s Si kg < Rg, entonces coexiste un equilibrio de multiplicidad 2, So3;

7”1(51 5%(52
ads ' 27riac?

4. En el punto C*(k7, k%) = ( ), existe un punto de equili-
m

riads ads 18r1a02m)

brio de coexistencia de multiplicidad 3, S193 = | ——, —,
510& 51 (5152

donde 0 < ry < 2cm, donde 63 =
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En la figura 2.1 mostramos las curvas Vy, V1, Vo y V3 del sistema (2.5), el
cual puede tener 1 equilibrio de coexistencia S; 6 Sy 6 S3, 6 1 equilibrio de
coexistencia degenerado Sg3 0 Sia3, 0 2 equilibrios de coexistencia Sy, Sa3 0
St2, S3 6 .55, S3, 6 3 equilibrios de coexistencia Sy, Sa, v 93, simultaneamente.
Notemos que las curvas CX y Cx representan los valores de los parametros
para los cuales el polinomio ciibico (2.11) tiene una raiz de multiplicidad 2 y
una de multiplicidad 1. Las coordenadas del punto C son los valores de los
pardmetros para los cuales Fy = 0 es raiz de (2.11) y el punto C* corresponde
a valores de los parametros donde todas las raices son reales, y al menos 2
de ellas son iguales.

0 Ky

Figura 2.1: Existencia de equilibrios positivos (nimero y posicién) del sistema
(2.5) con Ky y Ko como pardametros. Existen 0, 1, 2 y 3 equilibrios positivos en
las regiones Vq, Vi, V4 v V3, respectivamente. Se produce una bifurcacion de
nodo de silla hiperbdlica cuando los parametros cruzan C’X, y se produce una
bifurcacién transcritica cuando se cruza la linea Cy. Esta figura fue tomada

de [?].
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2.3. Estabilidad lineal de los puntos de equi-
librio
En esta seccion vamos a estudiar la estabilidad lineal de los puntos de

equilibrio del sistema (2.5), para lo cual usaremos la matriz siguiente jaco-
biana asociada a (2.1),

mM E, mM mkEs
9% E _ _
J=| ¢ TMERTUTEE T ar B2 ot B ,
acmM cmEs
0 —_— ro — 2ko M +
(a+ B,)? 2o a+ B,

o equivalentemente

- 71 0
J = « —2:"€1E2 + MP/(EQ) —p(Eg) s (222)
0 CMP/(EQ) To — 2/’4}2M + P(EQ)
mk.
donde P(FE,) = . ;2.

Iniciemos con el estudio de la estabilidad lineal del punto Sy = (0,0,0),
cuya matriz jacobiana es

—a r 0
J(So) = « 0 O s
0 0 T2

y polinomio caracteristico asociado
p(A) = (12 — N)(A? + aX — ria).
Luego un valor propio es \; = 1y, y los otros dos valores propios los

obtenemos de las raices del polinomio de segundo grado A\?> 4+ aX — riq, es
decir,

(o~ VT dar,)

N =

1
)\2:§<—a—|— ()42+404T1>, A3 =
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con o > 0.

Notemos que a? +4ar; > o?, es decir —a + /a2 + 4ar; > 0, entonces Ay
es positivo, mientras que A3 es negativo. Luego, Sy tiene dos valores propios
positivos y uno negativo, y concluimos que es un punto de equilibrio inestable.

Para analizar la estabilidad del punto Sjy = (p1 K3, K1,0) con K; = E,
R1
consideramos (2.5) con M = 0, y obtenemos el sistema
dE dE dM
d—tl:T'lEQ—OéEl, d—;:OdEl—K,lEQQ, %:O
2
Como consecuencia las coordenadas del punto de equilibrio S;o son By = ——
K1

r r
y FEy = —1, con M = 0. Ya que en el punto de equilibrio F; = —1E2,
K o

1
obtenemos que la matriz jacobiana en Sy es

—a 0
9 mrq
o —=2r -
J(Sho) = ! ary + 11 ,
cmry + akirg + 117
0 0 1 172 172
ary + 17

con ecuacion caracteristica

[(7"1 + K1)\ — (rokra + rrg + cmrl)} [/\2 + 2ri + )\ + Tla}

aki + 11

Tomando en cuenta que los parametros son positivos, es suficiente considerar
el numerador de la expresién anterior para determinar las raices, es decir,

[(7“1 + K1)\ — (rokia + rire + cmrl)} [)\2 + 2ri + )+ rla} = 0.
Notemos que el primer factor se anula cuando
(r1 + k1a)XA — (rok1a + 119 + cmry) = 0,
es decir,

cmry

A=A =r+——),
T+ Ki1a

28



pues 1 +k1a # 0. Dado que todos los pardametros son mayores a cero, el valor
cmry

propio A; es positivo si ry + > 0, y los otros dos valores propios son

1+ K1a
las soluciones de A* + (2r; + a)\ + ria = 0, es decir,

1 / 1 /
/\225(—27“1—(1/"' 47”%‘}‘0(2), /\325(—27‘1—&/— 47‘%‘}‘0&2).

Observemos que —2r; — a < /472 + a2, de donde obtenemos que Ay es
positivo, mientras que A3 es negativo. Como consecuencia podemos concluir
que S0 = (p1 K71, K1,0) es un punto de equilibrio inestable.

En el siguiente paso es estudiar la estabilidad del tercer punto de equili-

brio, el cual ocurre cuando el sistema esta libre de plaga, es decir, se elimina
r

el saltamontes (E; = 0, E5 = 0). Sea Sp; = (0,0, K3) con Ky = —2, entonces
K2

el sistema (2.5) toma la forma

dr dE dM
L _9p 2 _ 0, ali
dt

—_— _ — — 2
o , o koM* + Mrs.

., , T2
La tercera ecuacién se anula cuando M = 0 6 M = —. Recordemos que en

Rg
r
este caso los depredadores (dcaros) permanecen, luego M = =2 # 0. Ahora
K2
evaluamos (2.22) en el punto Sp; y obtenemos
—o 71 0
« M 0
J(S(]l) = ak9 )
0 e
ak9 2
cuya ecuacion caracteristica es
mr mr
(—re — N) l)\Q + <oz + —2) A+« (—2 - 7“1)] = 0. (2.23)
ak9 ak9
Es evidente que un valor propio es Ay = —ry < 0, mientras que los otros dos
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valores propios los determinamos de la ecuacién cuadratica de (2.23),

1 2
Ao = — —<a+@)+\/<a+@) —404(@—7‘1)
2 ako akso ako
: S (224)
1
o L _(a+@2)_vk@+ﬂﬁ>_4a(ﬁ@_ﬁ)
2 ako ako ako

En lo que sigue vamos a caracterizar cuando estos valores propios son
reales o complejos. Iniciemos por notar que

2
_(Q+Tﬁ)<o v (Q+T@) -0,
aKo aKo

pues todos los parametros son positivos. Por otro lado tenemos que

mnro - mro
——r;=0 cuando Ko = Ry = ——,
ak9 ary
es decir, en este caso los valores propios son Ay = 0y A\3 = —(r; + a) < 0,

el cual corresponde a una situacién degenerada y la estabilidad del punto
no puede ser determinada por el teorema de Hartman—-Grobman. Luego el
estudio de su estabilidad lo llevaremos a cabo en el capitulo 2.

Los resultados obtenidos hasta ahora nos permiten concluir lo siguiente:

» cuando Ky < Ro el discriminante de la raiz cuadrada en (2.24) es negati-
vo, luego Ao ¥ A3 son complejos conjugados y tienen parte real negativa,
entonces Sy; es asintoticamente estable.

» cuando kg > Rs el discriminante en (2.24) es positivo, entonces Ag y A3
son reales de signos contrarios, entonces Sy es inestable.

Continuando con la discusiéon de la estabilidad local, consideremos el pun-
to de equilibrio de coexistencia S, es decir, el sistema (2.5) en términos de

las expresiones de U; y U, dadas en (2.10). Ya que la ecuacién d_tl en (2.5)
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no depende de M, esta queda invariante, mientras que

dE2 . (OéEl — H1E22)<CL -+ Eg) mEQM

dt a+ Ey a+ By’
. mE2 OéEl — IilEQZ a + E2 M
N a+ E2 E2 m .
Ahora sustituimos a P(Es) y U;(F2) y obtenemos

4E,
dt

= P(E,)(Ui(Ey) — M). (2.25)

Por otro lado, realizamos las respectivas sustituciones en la tltima ecuacién
de (2.5) y llegamos a

dM 1 emEs
— = kM| — - M. 2.26
dt 2 (Hg (TZ+G+E2) ) ( )

Resumiendo los célculos anteriores, el sistema (2.1) se transforma en

dE

d_tl =rEy — aky,

dr

2 = P(E,)(Uh(By) - M), (227
dM

W == KZQM(UQ(EQ) - M)

Con el fin de analizar la estabilidad del punto S, calculamos la matriz
jacobiana asociada al sistema (2.27),

J(S)=| o P(E)UL(E:) + P(E)U{(Ey) — P'(Ex)M —P(E,)
0 RQMUé(EQ) KQUQ(EQ) — 2:‘12M
donde ' = 1B
o dFEy .
Notemos que M = U;(E,) implica que i 0, mientras que e 0

cuando M = U,(E,). Luego al evaluar la matriz J(S) en S = (E,, Ea, M),
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en la entrada 22 la M = U, (E,), y en la entrada 33 la M = U,(Es), de tal
forma que
B -« o 0
J(S)=| o P(EJUI(E) —P(E) |, (2.28)
0  keMUNE;) —koM

cuyo polinomio caracteristico es

p(\) = — (@ + koM — P(Ey)U{(E5)) N
+ (“2MP(E2)(U1(E2) Uy(E2)) + a(P(E2)Ui(Bz) — koM +71)) X
+ (XKQMP(EQ)(U/ (F) Ué(FQ)) + O[foMTl. (229)

Para poder caracterizar las raices del polinomio p(\) lo escribimos de la
siguiente forma:

N AN+ AN+ Ay =0, (2.30)
donde
Ay = a+ KoM — P(E2)Uj(E),
Ay = a (M = P(B)UL(Bp) — 1) + M P(By) (Uy(Es) — U3 (B)),
Ay = ars MP(Es) (UL(Es) — Uy(FR)) + ana Mry. .

Antes de seguir adelante, hagamos las siguientes observaciones.! En la
ecuacion caracterfstica (2.30), Ay = —tr(J(S)) que corresponde a la suma de
los valores propios, mientras que Ag = det(.J(S)) es igual al producto de los
valores propios. Por otro lado, tenemos que As > 0 (ver la demostracién en
el apéndice A), luego tenemos

tr(J(S)) = —Ay = —a — koM + P(By)UL(Ey) < 0.

Entonces uno de los valores propios debe de ser negativo. Por otra parte, el
determinante de (2.22) es

det((3)) = Ao = am M P(EB)[U}(Fs) — UY(Es)] + ool (2.32)

1Si A es una matriz de tamafo n x n, entonces el polinomio caracteristico es
p(A) = AN — (tr )AL 4 (=) (tr(adjA)) A + (—1)" det A,

donde trA, adjA y det A denota la traza, la adjunta y determinante de la matiz A, res-
pectivamente.
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Luego, J(S) tiene un valor propio cero cuando Ay = 0. En otras palabras,
cuando se satisface la siguiente ecuacion:

ary M (P(ER) (U{(BR) — U3(B)) + 1) =0,

S I T
lo cual se cumple cuando Uj(Fsy) — U;(Es) = ——.
p 5(En) 1(E2) P(Ey)

Ya que vamos a estudiar el punto de equilibrio S con E,>0,M>0y

los pardmetros «, xk > 0, entonces el signo del det(J(.S)) es definido por el

signo de UL(Ey) — Ul(Es). Sea ky = Ul(Ey), ko = UY(Ea) y & = ——.
P(E,)

Proposicién 2. Para el sistema (2.5) se cumple lo siguiente:

1. El punto de equilibrio Sp1, asociado a la extincion del depredador, es
una silla hiperbolica.

2. El punto de equilibrio Sy, asociado a la extincion de la presa, es:

= 51 K9 > Ro es una silla hiperbolica,
m S Ko = Ro €S una Silla-nodo de codimension 1;

m Si Ky < Ry es un nodo localmente estable.
3. Si existe el punto de equilibrio S entonces se cumple lo siguiente:

» Sy y S3 son una anti-silla (foco o nodo);
s Sy es una silla hiperbolica;

» 51 J(S1(23)) todos los walores propios son reales y uno de estos
es cero, y tr(J(512(23))) # 0, entonces Sia(23) €s un silla-nodo de
codimension 1;

n s1.J(S1(s)) tiene un valor propio negativo y dos imaginarios puros,
entonces tr(J(Si()) < 0 y det (J(Si(z)) < 0. Luego Si(s) es un
punto de bifurcacion de Hopf;

L) J(512(23)) tiene dos valores propios cero y tr(J(Slg(gg))) < 0,
entonces Sia23) €s un punto de bifurcacion tipo Bogdanov-Takens

(BT).
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Capitulo 3

Bifurcaciones

En un un sistema dindmico no lineal dependiente de parametros, cuando
cambian algunos parametros puede cambiar el comportamiento cualitativo
y topoldgico del retrato fase del sistema, es decir, ocurre una bifurcacion.
En este escenario es cuando pueden aparecer nuevos puntos de equilibrio u
orbitas periddicas, o bien desaparecer los que ya existen, o tal vez cambiar
sus estabilidades.

La dindmica del modelo (2.1) es mucho més complicada que la del modelo
clasico de presa-depredador, pues involucra 5 parametros libres y 3 ecuacio-
nes diferenciales no lineales. Por otro lado, hemos visto que tiene 3 puntos
de equilibrio sobre los ejes coordenados (en la frontera del primer octante) y
a lo mas 3 puntos de equilibrio en el interior o de coexistencia. Estas parti-
cularidades implican que la dindamica involucra varios tipos de bifurcaciones.

En este capitulo analizaremos algunas de las bifurcaciones presentes en
el sistema (2.1).

3.1. Bifurcaciones silla-nodo y cuspide

Teorema 7. El sistema (2.1) con tr(J(Siz23))) # 0 los puntos de equilibrio
de coexistencia S1o 0 Sa3,
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1. si existen, son puntos silla-nodo de codimension 1, cuando ky = ki (K1),
entonces el sistema experimenta una bifurcacion de tipo silla-nodo.

2. 81 K1 = K] Yy Ko = K5 entonces S1g = Sa3 = Si23 es una silla-nodo
de codimension 2. En este caso el sistema experimenta una bifurcacion

tipo cuspide.

El desdoblamiento (unfolding) del punto semi-hiperbdlico de codimensién

2 lo mostramos en el plano xki-kg; ver la figura 2.1.

Demostracion. Tomando en cuenta la proposicion 2, el equilibrio Sip 6 Saz
es una silla-nodo de codimension 1, pues k1 es un parametro libre y ko esta
fijo. Con el fin de evitar confusiones, a partir de ahora (F1, Fy, M) denotara

las coordenadas de los equilibrios Sis 6 Sa3.

Ahora supongamos que hay un valor propio cero, entonces Ay = 0. Luego,

el polinomio caracteristico queda factorizando como
AAZ+ AN+ A)) =0,
donde A; y A, son los definidos en (2.31). Tomando en cuenta que

Ezm

p— E:
a+ E2 Y

_n
El - &E27 P(EQ) P(E2>7

el vector propio asociado al valor propio cero, denotado como Ao = 0, lo

obtenemos de la solucién del sistema

T1U9 — V1 (X
Egﬁgm —ary — E27"1 Egm
Vg —
a -+ E2 a + EQ
KJQMHJQUQ — Mﬁgvg

JVy =

Un célculo directo muestra que el vector propios es

T
o

‘/2:

R9
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Ya que uno de los valores propios es cero, entonces det(JJ) = 0 y el término
constante del polinomio (2.30) Ay = 0, es decir

O./I{QM(P(E)]Q — P(Ey)ky + 7‘1) =0,

o equivalentemente ko — k1 = , de donde obtenemos que

P(Es)

acm?Es
(a+ E)%(a + 2E5)(ry — Eqky)

Ro = Rg =

Ahora vamos a obtener los otros dos valores propios, los cuales son la
solucién de A2 + A\ + A; = 0, es decir

N Ay + /A2 — 44, N Ay — [ A2 44,

1= 9 ) 3 = 9 5
donde
= 2B+ (—nthtatan)B +alr o)
2 (a —I—E) )
T 20m1F22 + (oz(51 —2ry + aky) + 51T1)F2 + a(riry — ma + ra)
1 = )

a+ By
Estas expresiones los obtenemos al sustituir M de (2.9) y tomando la expre-
sién de Us(Es) en (2.10), asi como A; y Ay de (2.31).

Por otro lado, los respectivos vectores propios los obtenemos de resolver
el sistema (J — \;)V; = 0 para ¢ = 1,3. Con el fin de simplificar los célculos,
llevaremos el computo de manera formal usando la matriz jacobiana (2.28).
Luego, para ¢ = 1, 3 tenemos el sistema

o - — N 1 " 0 Vi 0
(J=X\)V; = o P(E;)U{(Ey) =N —P(E,)_ Vie | =10
0 ko MUY(Ey)  —koM — X Vi 0

el cual se puede escribir como el siguiente sistema de tres ecuaciones si-
multaneas

(—a — Xz)‘Zl + 7“1‘2‘2 =0,
aVis + (P(By)ki — \)Via — P(E)Vig = 0, (3.2)
KQM/CQ‘Z‘Q - (HQM - Xz)f/z?, =0,
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donde ky = Uj(Ey), ky = Uy(Ey) y M = M de (2.9). La solucién de (3.2),
para ¢ = 1,3, son ficiles de obtener y nos da los respectivos vectores propios
de A\ y A3, cuyas expresiones son las siguientes:

1 r1
o+ X1 o+ X3
V= 1 7 V= 1
KoM ks KoM ks
koM + N\ KoM + 3

Ahora, para estudiar la estabilidad de los puntos Sis y Soz, vamos a
calcular la forma normal haciendo uso de la variedad central, la cual tiene
dimensién 1 en este sistema. Para mayores detalles sobre este tépico el lector
puede consultar la seccién 2.11 en [?].

Para llevar a cabo el proceso de forma normal, el primer paso es trasladar
el origen de coordenadas al punto de equilibrio, es decir, X; = E; — Fj,
XQZEQ—EQYY:M—M

Considerando que By, = X, + Ey, By = Xo+ FE; vy M =Y + M, la matriz
jacobiana del sistema (2.1) en el punto de equilibrio es

—« 1 0
B+ X)) (M +Y M+Y — Ey+ X
o ME2+ Xo)( +2 ) mM+Y) (B + Xa)m _m(E2 + Xo)
J= (a+ E2 + X2) a+ E2 + X2) a+ E2x+ X
M+Y Ey+ X —
0 _aem(M+Y) ro+ SUE2EXD) o qp vy
(a+ B2 + X2)2 a+ Es 4+ Xo

(3.3)
Con el fin de diagonalizar esta matriz, es decir a la parte lineal del sistema
(2.1) en una vecindad del punto de equilibrio, calculamos la matriz de cambio
de base dada por la matriz M = (Vi, V5, V3). Luego las nuevas coordenadas
son

X X
X2 = M_l X2 )
Y Y

donde M~ es la matriz inversa de M. Lo siguiente es evaluar la matriz J
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en (X1, X5,Y) =(0,0,0) para obtener

e 71 0
M - B,
[0 —m—_ — 2E2/{1 — mn 2_
J(0,0,0) = (a+ Ey)? a+ By . (3.4)
M E
0 acm_ an _2 + o — QMKQ
(a+ E,)? a+ o
Notemos que la matriz transpuesta de M es
1 81 1
a+ A\ « a+ As
M = 1 1 1 : (3.5)
kQMK/Q I{Qk’QM

—= - Lk -
)\1 + IigM 2 )\3 + K/QM

mientras que la matriz inversa M~ es

_a(a+)\1)(a+)\3)(>\1+ﬁ2M) (a+)\1)()\1+/€2M) (a—l-)\l)()\l—‘rl{gM)()\g—l-HgM)

)\1()\1 —Ag)Tl(a—HgM) )\1()\1 —)\3) )\1()\1 —)\3)k2(a—52M)
M- _akeM(a+ A1) (e + A3) aka M a(A1 4+ kaM)(Az + ko M)
N A A3r1(a — ko M) A1z A Azko (o — ko M) ’
a(a+/\1)(oc+>\3)()\3+m2M) _(Oc+>\3)()\3+/62M) _(a-l—)\g)()\l-‘rligM)()\g-f—figM)
(M1 — A3)Azril(a — ko M) (A1 = A3)A3 (A1 — A3)Azka (o — f@géW) )
3.6
de tal forma que
wh X1
Wa = Mfl X2 ’
W3 Y
donde
(a + )\1)(;‘{2M + )\1)( — a2k;2X1 + kgrng(a — HQM) + IigM?”lY + )\3(T1Y — Ozk'gXl))
wp = ,
! )\1()\1 — )\3)]{327"1 (Oé — HQM)
[0
= M| — a®ko Xy + kor1 Xo(ow — koM MriY + A3(rY — ako X
w2 A Askari(a — ke M) (KZ ( ke X1 + ko1 Xola = s M)+ e MriY + Aaln a2 1))
+ Al (KQM(le — O[kQXl) -+ )\3(T1Y — HQkQMXl))>,
(oz + )\3)(%2M + Ag)( - Ot2k'2X1 + ]{527’1X2(Ot - HQM) + HQMT1Y + Al(’f’ly - OleXl))
w3 = .

)\3()\1 — )\3)sz1 (a — IiQM)
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El siguiente paso es desarrollar las wy, wy y w3 en serie de potencias de
X1, X5 vy Y en un entorno del origen, y como consecuencia obtener la forma
normal del sistema en los puntos de equilibrio Sis v Se3. Llevando a cabo ese
proceso obtenemos

N i+j+h=2 ‘
T1 = Mxg + Z e aby® + O(|wy, x2, y[?),
i,5,kEN
i+j+k=23
Ty = Z bigpaiady” + O(|a1, w0, y[*), (3.7)
i,5,kEN
N it j+h=2 ‘
T3 = A3y + Z Gt why" + O (a1, 22, y1%),
i,5,kEN
donde
~ a(rea + 61 Fo —3 —2 —
bozo = = (r 155) (@3E2” + @By + 1 Es> + qo),

Ai(a + E)3[(6; — a) By + a(ry — )]
g3 = —k1(6 — ),
G = —r1a(81 + 19 — 2a) + (6 4+ A),
¢ = —alkia(rs — a)],
go = a*(rs + M),
Aplicando el teorema 1, pagina 151 de [?] tenemos que el origen (21, x2, x3) =

(0,0,0) es un punto silla-nodo. Los detalles del cdlculo se pueden consultar
en el apéndice B.

El sistema (3.7) reducido a la variedad de dimensién 1 generada por el
valor propio cero, cuyo flujo es dado por la ecuacion diferencial

$'2 = 1_7020]]% -+ O('.ﬁlﬁ'g’g),

donde hay dos pardmetros libres 1 y k2. Luego, el punto de equilibrio S13 =
So3 es de codimension 2. En el caso que by = 0 el flujo en la variedad central
es determinado por la ecuacion

Ztg = [_)0301‘3 + O(ll‘2|4),

lo cual implica que z2 = 0 es un punto de equilibrio de multiplicidad 3, asi
como un punto de pliegue (fold point). En la seccién 2.2 vimos que el punto
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de equilibrio tiene multiplicidad 3 cuando k1 = k3 y ko = K3, y por el teorema
3 del capitulo 1, el equilibrio x5 = 0 es tipo cuspide. Para mayores detalles
ver [7]. O

Teorema 8. El punto de equilibrio So; para el sistema (2.1) asociado a la
extincion de la plaga, satisface lo siguiente
1. si kg = Ko, es un equilibrio silla-nodo de codimension 1. A lo largo de

la curva Cy el sistema experimenta una bifurcacion silla-nodo;

2. 8t Ko = Ry Yy K1 = K, es decir So1 = Si2 y son un punto silla-nodo
de codimension 2. Ademds el sistema experimenta una bifurcacion tipo
cuspide.

Demostracion. En el caso kg = o, el sistema (2.1) se transforma en:

dE
d_tl =rky —aky,
dE2 mEQM
22 _ aFE, — ki E2 —
dt LN Rl at EQ, (38)
dM cEomM — mM?3?ry
— =M — .
dt T2t a+ By ary
Recordemos que el punto de equilibrio que estamos analizando es el que
M?r2
tiene por coordenadas £y = 0 y Ey = 0. Luego, Mry — myre_ 0, cuyas
ary

. ma . .
soluciones son M = 0y M = —. Ya que buscamos soluciones positivas,
m

entonces M # 0y Sp; = (O, 0, @)
m

Ahora, si suponemos que ko = Ko entones la ecuacion caracteristica (2.23)
se transforma en — (X +13)[A* 4+ (a+71)A\] = 0. En otras palabras, buscamos
los ceros del siguiente polinomio

(A+72) (N + (a4 1r1)A) =0. (3.9)

Notemos que el segundo factor de la ecuaciéon anterior es un polinomio de
grado 2, el cual no tiene término constante, lo cual implica que det(J(Sp1)) =
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0, en otras palabras, hay un valor propio cero. Por lo tanto los valores propios
de J(So1) son Ay = 0, Ay = —ry y A3 = —a — r;. Para continuar con la
demostracion, debemos realizar un procedimiento similar al llevado a cabo
en la demostracion en el teorema anterior. Iniciamos por trasladar el equilibro
al origen de coordenadas usando el cambio de variable X7 = E;, Xy = Ej,

ra . .,
Y = M — — y realizamos la transformacion
m

X1 T PN
N_l X2 - ) 5 N: (WlaW27W3)7
Y Y

donde los vectores propios asociados los valores propios Ay, Ay v A3, respec-
tivamente, son

_ ! [ a (o0

Wl = C}" ) W2 = 1 ) WS = 0
-1 cr 1
Tg —T] — QU r_g

Luego, la matriz de cambio de base tiene la siguiente forma

r1
-1 — 0
«Q
N = 1 1o |
Cry Cry 1
To —T1 — Q& T2
y su matriz inversa es:
1 T 0
1 _r (1 _rl
1-7 (-1-%)a
1 1 0
Nt = T o T
(07 (e
2
cry cry cry cry
r9 ri—ro +a T2 a(ri—ro+a) 1
1_n 1_n
(0% o
Como consecuencia obtenemos las nuevas coordenadas considerando
U X1
uy | =N Xy |, (3.10)
us Y
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donde

TlXQ—XlOé
ulz—
r + «
(X1+X2)Oé
u2:—
r + «
—roXo + (X1 + X
u3:Y—|—CT1( T2 A2 ( 1 2)04).

T’Q(—Tl +7’2 —Oé)

Continuando con el procedimiento, el siguiente paso es desarrollar las expre-
siones de uq, us, y uz en serie de potencias de X, X5 y Y en un entorno el
origen. Finalmente, obtenemos la forma normal del sistema en el punto de
equilibrio S7, es decir,

i+ k=2
:L:l = (_Tl - Ct)l'l + Z aljkxllx%yk + O(’xhx% y’3)7
g, kEN
i+j+k=2,3
Ty = Z bijeriagy” + O(|x1, 22, y]"), (3.11)
i,j kEN

i k=2
By =—ry+ Y Gpriady® + 0wy, s, y)%),

ij,kEN

donde

alri(ry — em) — Kyraal

boso =
020 roa(ry + @)

Notemos que hay dos parametros libres, ki y ko, ademas el punto de
equilibrio S13 = Sp; tiene un valor propio cero y dos negativos, entonces es
un punto de tipo semi hiperbdlico de codimension 2. Para mayores detalles
ver la definicién 1 del capitulo 1, asi como el libro [?].

]
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3.2. Bifurcacién de Hopf

Siguiendo la proposicién 2, cuando los puntos de equilibrio S; 6 S5 exis-
tan, entonces el sistema (2.1) presentard una bifurcacién de Hopf, ademas
tr(J(S;)) < 0y det (J(S;)) <0, con i = 1,3. Aqui vamos a considerar a «
como el parametro de bifurcacién.

Con el fin de facilitar los célculos, seguiremos usando E, para denotar
la coordenada F, en los puntos de equilibrio S; 6 S3. Como primer paso,
consideremos el polinomio dado en (2.30),

A4+ AN+ AN+ Ay = 0.

Para que la bifurcacion de Hopf exista en los puntos de equilibrio S; 6 Ss,
deben tener dos valores propios imaginarios puros. Luego el polinomio carac-
teristico debe tener la siguiente factorizacion

A+ AN+ Ay) =0, (3.12)

donde A; y Ay estan dados en (2.31) y Ay > 0. Ahora, si desarrollamos el
(3.12) obtenemos
)\3 + AQ)\Q + Al)\ + AQAl - O,

es decir,
Ao = A1A27 con Al > 0.

Esta ecuacion la podemos definir como la siguiente funcién en términos del
parametro «,

H(a) = Ay — A1As = hoa® + i+ hy, (3.13)
donde:
hy — —2I€1F22 + (—alil - (51 + 2T1)F2 + G(Tl - 7’2)
2 T ,
1 — —3
hy = ——— | —4rk2E* + ((6r1 — 461 )k1 — 4ar>)E

- (aQK% + ary(2em — 5ry + 6r2) + 2r1(ry — 61) + 62)E2

+ ((Tl — 2ry)a’ky — a(2rydy — 2ryry + r%))E — a%%),
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51?2 “+ ary

ho = Sk}
HQ(CL + Eg)

(25152 + (aky + 61 — 7“1)F2 + CLT2>
— —3 —
<2/€1Ii2E2 + (bakike — rike) By + 2aks(2ak, — 1) By

+ a(cm2 —ary + a2/€1R2)E> .

Ahora vamos a calcular los valores de « para los cuales H(a) = 0. Sea
Ay, el discriminante de la formula general de grado 2 asociada a la funcién
H(a), el cual tiene la siguiente forma

Ap = hi — 4hohy
= ﬁ (4/{%@4 + (4a/<ﬁ + 461k, — 67’1’£1)E3
+ (07 4 2ak161 — 2r01 + (r1 — ak1)® — a(3r1 — 4ra)Ky + rf)Ff
+a(r} — 2rire + 21961 — aryky + 2arsky) By + a27,§>
. 4@(515 + aTQ)
(a+ Ey)bko

((2/@15 +aky + 01 — 1) By + am) ((E +a)*((a+2Es)k1 — 1) ko + acm2>.

((251?2 +arky + 51 — 27’1)F2+ G(T’Q — 7’1))

Observemos que la ecuacién H(«) = 0 tiene dos raices reales y posible-
mente positivas cuando A, > 0, cuya expresion son de la siguiente forma

VA, R TRZ%)
2hy 2hy

Por otro lado, en el caso A, = 0 la ecuacién H(a) = 0 tiene una raiz
doble. Sea a* esta uinicas solucién,

e
oy

of =
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1
2(a —+ E) (E/il (CL —+ 2?2) + ((51 — 2T1)F2 + arqg — arl)

( - 4/{%?24 — 2K (2@/11 + 6 — 3T1)E3

— (a®kT + a(2em — Bry + 6r) + 2r1 (01 +71) + 5%)E2
+ a( — r% +7r1(2re + aky) — 2ry(aky + 51))@ _ a2r§>,

Notemos que este es un caso degenerado, es decir, la bifurcacion es una Hopf
degenerada. Ahora, estamos en el caso de la bifurcacién de Hopf, por lo que
la traza es negativa, ademas tiene dos valores propios imaginarios puros y el
tercer valor propio es negativo, por lo que A; > 0 dada en (2.31), se cumple
bajo las siguientes condiciones

(a+ E5)(emEs + (a+ Es)ra)a
cmE3 + (a + Es)(aa + Ey(re + 2a))’

™

emEs [Eg(rl —a) — aoz} + (a + E2) [a(rl — ro)a — roaly + FEorq(re + 204)}
Eg(a + 2E2) [cmEg + (Cl + EQ)(TQ + O{)]

obtenemos que para ks > kg, cuando

0< Kk <

Y

—acm?®Ey(6,E; + ars)
— - —3 ~— =
(a4 E2)*(@3 B2 + 2By + 1 B + qo)

~

Z]vg = 2:‘%1((51 + Oé:t>,
Go = akq (cm + 30 + 37‘2) —2a%r, 4+ 6,(a* — 1)),
G = a(cml(rg + o) + (em — 3ry + 2ry)a™ — T17’2),

Go = a’a®(ry —1y).

R Lo siguiente es verificar la condicién de transversalidad. Sean Xl, Xz y
A3 los valores propios asociados a la ecuacién (2.11), la cual tiene al menos
un valor propio real negativo, sin pérdida de generalidad, tomamos Xl < 0.
Recordemos que A1 + Aa+A3 = — Ay, y como consecuencia Ap Az = —As— ).
Ahora, si A y A3 son complejos conjugados, entonces 2y = Ay + A3, donde 7y
es la parte real de Ay y A3, tal que satisfacen la ecuacién (2.30).

y = %(tr(J(Eg)) ).
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A — A
Ya que Ag — A1As =0y A; > 0, entonces Ay = 9 Luego tr(J(Eg)) 0

A T Ay
se sigue que
Ay~
=———-A
! (Al )

donde

A (acEam? + (a + Ez)*(a+ 2Es) (=11 + Exk)ka)) (01 B + ars)

_ —5  _ —1 _ —3 _ — _ —=— _
Ay PsEy + 0yl +psEa +paEy +p1Es + g
con
ﬁ = 2((51 + Ck)/‘il/ig,
Py = a(bem + Tro) ki — (21 — Taky)ke — 01(r1 — @) Ke,
D3 = a(9 a(ry + a)ky + em(—2r + 3o + daky) — (Try + 4ry)a — 37“17“2)/4:2,
Py = a(a2 (em + 5ry + 5a)kiky + alemry + 3rirs — 3ema + 9rya + 6roa) Ky + ¢2m? + cm27“2)
P = a2( (ro + @)k1k2) — a(rire — (em — 5ry + 4ry)a) ke + cm2r2),
Do = a'(ry — r1)aks.
) . . . Ag
Luego, el calculo de la derivada de v se traduce a derivar el cociente 1 es
1
decir,
9 29 (w(J(E :--(-).
P = 200 ")) =550 (7
Al evaluar en o = o* tenemos
Ay 3 E2(51E2 + rza)2 [HQ(G, +E2)2(—r1 + (a+ QEQ)Hl + acm2)] {(a +E2)2(a + 2E2)(—7’1 —i—Eg/ﬂ)NQ + acm2E2]

9 — — — — — — 12
dafg—a* [(@Eé + 3B+, B +o)(a+ E2)2k2 + acm?2(61E2 + TQ(I)EQ]

qs = 2(ai + 1)K,
G, = (3ak; + 51)Ozi + ary(3ry + cm) — r1dy,
T, = alem + 1y + 2ry + aky)a™ + ary(—r) + aky),

Go = a*(ry +11)a™
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0
Un célculo algebraico nos indica que el =0 siy sélo si

804 a=a*
acm2E2 + (CL + E2)2(CL + 2E2)(—7’1 + /€1E2)H2 = 0, (314)
é —_— —_—
acm?® + (a + E2)*(=r1 + (a + 2E9) Ky )ky = 0. (3.15)

Despejando « de (3.14) obtenemos que

acm?Es
(a + FQ)Q(CL + 2E2)(T1 — H1E2) ’

Ro =—

esto es, kg = Ry cuando D(J(S)) = 0 para S = Si5 6 S = Sys. Asf mismo, la
ecuacién (3.15) se cumple para

acm?

Ko = — —. 3.16
2 (a+ E9)%(ry — ary — 2K1Es) ( )

Un céalculo directo muestra que el equilibrio S = Sj3 existe si se cum-

— . dU d*U
ples las siguientes igualdades U(E;) = 0, — = 0y ——5 = 0 se cumplen
simultaneamente, entonces
3em r101 0702
E*: —1+— , = *:—7 — *:—'
2= ( 1 > M= adsy 2= 27ac*mry
Ahora, después de sustituir By = Ef y k) = K} en (3.16) obtenemos ry =
k5. Luego (3.16) esta asociado con el equilibrio S = Sies. Por lo tanto,
0
81 . # 0 y la condicién de transversalidad de satisface. Entonces, en
A la=a

el sistema (2.1) existe una bifurcacién de Hopf cuando o*.

Estos resultados demuestran el siguiente teorema, el cual describe las
condiciones necesarias para que se produzca una bifurcacién de Hopf.

Proposicién 3. Para el sistema (2.1), si ke > Ra, el punto de equilibrio de
coexistencia S1 ¢ S3, cuando existe, entonces

1. sia=a Jda=a', entonces el sistema experimenta una bifurcacién

de Hopf;
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2. st a = «F, entonces el sistema experimenta una bifurcacion de Hopf
degenerada.

Remark 2. En el articulo [?] erréneamente consideraron ko < Ko, pues al
parecer confundieron y consideraron tr(J(S)) = Ay y no tr(J(S)) = —As,
ast como Ag = —det (J(S)) en lugar de Ay = det (J(S))
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Capitulo 4

Estudio numeérico de diagramas
de bifurcacion

Este capitulo esta dedicado al estudio numérico de bifurcaciones para
ilustrar los resultados tedricos realizados en los capitulos 2 y 3. Para llevar a
cabo el estudio utilizaremos MatCont el cual es un software de Matlab para
el estudio numérico de continuacion y bifurcacion de puntos de equilibrio.
Particularmente mostrando algunos ejemplos de bifurcaciones que presentan
los puntos de equilibrio de coexistencia del sistema (2.5), para los valores
fijos de los parametros.

Primero listamos algunas las abreviaciones para las bifurcaciones en la
salida del programa MatCont.

’ Abrevacion ‘ Nombre ‘ Propiedades ‘
CcP Cuspide A =0,a=0
GH Bautin /\172 = :tin, gl =0
BT Bogdanov-Takens A2=0
ZH Cero Hopf A =0, Ao 3 = Fiwy, w >0

Tabla 4.1: Notacién y caracterizacion de las diferentes bifurcaciones de codi-
mension 2.

En la tabla 4.2 resumimos las condiciones que se deben cumplir en el
sistema (2.5) para la existencia de las diferentes bifurcaciones, asi como las
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codimensiones de cada una.

Resumen de los diferentes tipos de bifurcaciones en el sistema

Condiciones Tipo de bifurcacion | codimension

Punto de equilibrio libre de plagas Sy (0, 0, ;—z)

Ko = fom silla-nodo 1
ma

Ko = @, K1 = w(m > cm) silla-nodo 2
ra r2a

Puntos de coexistencia S(Ey, Fy, M)

U(Ey) =0, ky — ky =k, tr(J(S)) # 0 silla-nodo 1

U(Ey) =0, ky —ky =k, U"(Ey) =0, tr(J(S)) #0 silla-nodo 2

U(E;) =0 tr(J(S)) # 0,det(J(S)) # 0 Hopf >1

Tabla 4.2: Resumen de los diferentes tipos de bifurcaciones.

Con el fin de hacer los calculos menos tediosos, en las simulaciones numéri-
cas consideraremos a = 1, ¢ = 1, m = 1. Biolégicamente esto significa que el

nimero de individuos adultos de los saltamontes que se desaparecen por ser
EsM

14+ By

Sean r; = 60, ro = 1.6, o = 51.57, k1 = 23.15, Ky = 0.026671. Con estos
valores de los parametros los puntos de equilibrio del sistema (2.5) son

p1 =(0.630679, 0.542069, 73.1729),

atacados por acaros es igual a

p» =(0.0341976, 0.0293928, 61.0631),
ps =(0.0236545,0.0203311, 60.7396),
pa =(0,0,59.9925),

ps =(3.01547, 2.59179, 0),

ps =(0,0,0).

Sin embargo, para el estudio de las bifurcaciones elegiremos sélo los puntos
de coexistencia py, pa v p3.

En primer lugar elegimos al punto p; y lo continuamos numéricamente,
el diagrama de bifurcacién obtenido lo mostramos en el plano (ky, M), ver
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la figura 4.1. Hacemos notar que hemos elegido ese plano porque es donde
hemos podido visualizar los resultados numéricos.

76—

74—
H

72—

68 [~
66 [~
64—

62—

e

225 23 235 24 245 25 255

Figura 4.1: Diagrama fase de los puntos de coexistencia con parametros a =
l,e=1,m = 1,r, = 60,7y = 1.6, = 51.57, ks = 0.026671 y x; libre. En
la figura se muestra que las linea continua representa estabilidad y la linea
punteada inestabilidad.

Notemos que en la continuaciéon del punto p; obtenemos que hay valores
de k1 para los cuales el punto de equilibrio es: Hopf (H), punto limite de bifur-
caci6n (LP) y silla-nodo (SN). Los valores de los pardmetros y coordenadas
del punto de equilibrio los hemos desplegado en las tablas 4.3.

Ademsds, se tiene que ke = 0.0000801963 < ko = 0.026671, por lo que se
cumple la hipotesis del Teorema 3. Con ayuda del software MatCont obtuvi-
mos el primer coeficiente de Lyapunov, que corresponde a ¢; = 0.02036690 >
0, ya que el coeficiente sea positivo y por el Teorema 5 concluimos que la
bifurcacién de Hopf (H) es de tipo subecritica, es decir, el ciclo limite que
surge cerca del punto de equilibrio es inestable.

Notemos que no importa qué punto se elija para el andlisis, pues en cual-
quier punto obtendremos el mismo resultado. Como siguiente paso es lle-
var a cabo la continuacién del primer punto limite de bifurcacién (LP) el
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Figura 4.2: Diagrama fase de los ciclos originados por el punto de Hopf,
con coordenadas F; = 0.614426554662767, F, = 0.528099623732648, M =
72.9478611523887, con parametro x; = 23.2197961461739 y ¢; = 0.02036690

cual tiene coordenadas Fq = 0.284780227879295, Fy = 0.244768605862254,
M = 67.362972393605, x1 = 24.0355038650836. Para realizar ésta continua-
cién se dejan libres dos parametros k1 v ko, ver la figura 4.4.

La informacién de los puntos de bifurcacion estan dados en la siguiente
tabla 4.4.

En el plano se puede observar un punto cispide (CP), ver la figura 4.4, la
interpretacién cualitativa de este punto no tiene sentido, pues las coordenadas
E, y FE5 son negativas. Sin embargo, numéricamente es relevante, pues un
punto de bifurcacién Bogdanov-Takens se generan punto cuspide, Hopf (ciclos
limite) y silla-nodo.

Ahora realizamos la continuacién en el punto silla-nodo (SN). Observemos
que al variar los parametros k; y ko se obtienen los siguientes puntos de
bifurcacién; Bogdanov-Takens (BT) y Hopf Generalizada (GH), ambas de
codimensién 2, ver la figura 4.5. Los datos de estos puntos estan desplegados
en la tabla 4.5.
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Figura 4.3: (E1, E5, M)- plano fase del punto de Hopf cuyas coordenadas son
E, = 0.614426554662767, Ey = 0.528099623732648 M = 72.9478611523887.
Se muestran los ciclos limites inestables (LPC) de la bifurcacién de Hopf.

El primer coeficiente de Lyapunov ¢; se hace cero, por lo que se tiene una
bifurcacién de Hopf degenerada. Con apoyo de MatCont obtenemos que el el
segundo coeficiente de Lyapunov es 5 = —0.001914430, entonces este punto
es una bifurcaciéon de Bautin o bien Hopf generalizada (GH).

Para visualizar los ciclos limite debemos dejar libre a dos parametros, x;
y ks. La bifurcacién la ilustramos en las siguientes figuras 4.6 y 4.7 donde los
LPC representan el colapso de los ciclos limite estables e inestables.
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kappa1l

Figura 4.4: Diagrama fase de la continuacion del punto limite de bi-
furcacion (fold) (LP) con coordenadas E; = 0.284780227879295, FEy, =
0.244768605862254 y M = 67.362972393605 con parametros a = 1,¢ =
I,m=1,r =60,79 = 1.6, = 51.57, ko = 0.026671
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Hopf (H) ‘
Coordenadas

E; | 0.614426554662767
E5 | 0.528099623732648
M | 72.9478611523887
Parametro

k1 | 23.2197961461739
Valores propios

A1 | -109.28094024998

| Punto limite (LP) |
Coordenadas
Ey | 0.284780227879295
E5 | 0.244768605862254
M | 67.362972393605
Parametro
K1 \ 24.0355038650836
Valores propios

Ao | 1.098247050732311 il _109'020%12050922
Az | -1.098247050732311 /\2 0.491
2 0.02036690 3 ‘
’ Silla-Nodo (SN) ‘ ’ Punto limite (LP) ‘
Coordenadas Coordenadas
Ey 0.171556 By 0.032836
Es 0.147452 Ey 0.028223
M 64.808363 M 61.019395
Parametro Parametro
k1| 23.870555 k1| 23.225161
Valores propios Valores propios
A1 | —109.02051205 A1 —111.0409
A2 —0.2531784 A2 —1.1831
A3 0.2531784 A3 0

Tabla 4.3: Los valores de los parametros y coordenadas del punto de equilibrio
de diversos puntosde bifurcacion de la figura 4.1.
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Bogdanov-Takens(BT) || Bogdanov-Takens(BT) | | Cuspide (CP) |

Coordenadas Coordenadas Coordenadas

Ey 1.516355 B, 0.178996 B, -0.000767
Es 1.303307 Ey 0.153847 Es -0.000660
M 95.150806 M 64.903875 M 59.971703
Parametros Parametros Parametros

K1 14.340046 K1 24.375000 K1 22.469134
Ko 0.022762 Ko 0.026706 Ko 0.026667
Valores propios Valores propios Valores propios
A1 —109.0501145 A1 —109.55332 A1 | —111.5816256
Ao 0 Ao 0 Ao —1.610453
A3 0 A3 0 A3 0.0016199

Tabla 4.4: Datos de los continuacién del primer punto limite (LP).

Figura 4.5: Diagrama de la continuacién del punto silla-nodo (SN) cuyas
coordenadas son F; = 0.171556, Fy = 0.147452, M = 64.808363 y parame-
tros 1 = 60,7y = 1.6, & = 51.57 mientras que k; y ks son libres. Se observan
puntos de bifurcacién Bogdanov-Takens (BT) y Hopf Generalizada (GH)
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Hopf Generalizada (GH) |

| Bogdanov-Takens (BT) |

Coordenadas
Coordenadas o > e
Ey —0.000767
Ey 0.441669
Ey —0.000660 ¥ "
M 59.971703 ! .
Parametro Pardmetro
K1 24.665343
K1 22.469134 h .
Ko 0.026667 2 L
Valores propios Valores propios
A —111.5816256 A1 | -109.326162726243
)\1 -1 610453 Ao 1.0910208605339:
)\2 0 616199 Az | -1.0910208605339z
: ' 0y -0.001914430

Tabla 4.5: Datos de la continuacién del punto de bifurcacién silla-nodo, ver
figura 4.5.
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GH
70

68 -

66 -
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64
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Figura 4.6: Retrato fase de los ciclos de la bifurcacion de Bautin E;, =
0.513868, Fy = 0.441669, M = 70.794719, y parametros k1 = 24.665343,
ko = 0.026928 y ¢y = —0.00191430. También se muestra el ciclo limite, el
cual es el punto limite (LPC).
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Figura 4.7: Espacio fase de los ciclos originados por la bifurcacion de Bautin
(GH) cuyas coordenadas son E; = 0.513868, Ey = 0.441669, M = 70.794719
y parametros k, = 24.665343, ko = 0.026928 y 5 = —0.00191430

G

70.785 —

70.78 —| / /
0.443
05125
0513 o 0.4425
05135 04415
0.514 0.441

0.5145 0.4405
E1 E2

Figura 4.8: Amplificacion del LPC en el punto GH de la figura 4.7.
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Capitulo 5

Calculo del primer coeficiente
de Lyapunov para los puntos de
Hopf obtenidos con MatCont

En esta seccién vamos a llevar a cabo el calculo de ¢; de los puntos de
Lyapunov obtenidos en los diagramas de bifurcacion en las figuras 4.1 y 4.6.
El proceso de calculo lo haremos siguiendo el planteamiento dado en el libro
de Kuznetsov [?].

5.1. (; para el punto de Hopf mostrado en la
figura 4.1

Consideremos el sistema (2.5) con los parametros r; = 60, ro = 1.6,
k1 = 23.2197961461739, ko = 0.026671 y « libre, pues es el parametro de
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bifurcacién. Luego tenemos el sistema

dE

d—tl:60E2—OéE1,

dE, . BEM
— =aklf] —23.2198E; — ————
g ok 232198k, = e

dM  E,M 8
— = —M — 0.026671M2.
it 1+E 5

Ahora, con la ayuda de Mathematica encontramos el punto de equilibrio
de coexistencia, y obtenemos que las coordenadas son:
~31.68597742395891

b = , By = 0.5280996237326485, M = 72.94786115238868.
e}

Luego trasladamos el origen de coordenadas a este punto de equilibrio, de
tal forma que la matriz jacobiana asociada al nuevo sistema es

—a 60 0
A=| o —557646 —0.345592 | — (5.1)
0 312399 —1.94559

Ademas, el polinomio caracteristico asociado es

p(A) = A° + (57.71019414394609 + ) A* + (119.29144757976023
— 2.289805856053907) X + 2.5559032920387246¢x.  (5.2)

Ya que el punto de equilibrio es tipo Hopf, entonces satisface la ecuacién
(3.13) y obtenemos

2.5559032920387246 o =
(119.29144757976023—2.289805856053907cr) (57.71019414394609+«),

cuya solucién es o« = 51.5712. Los valores propios asociados a (5.2) son

A = —109.28, Ay =1.098257, A3 = —1.09825.

Ahora, vamos a calcular los vectores propios, para lo cual debemos consi-
derar que se debe cumplir Aq = iwqg y A = —iwq. Notemos que la segunda
igualdad es equivalente a calcular Alp = —iwp v Ap = iwp.
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Para los valores que estamos considerando la frecuencia es w = 1.0982470818879984,
entonces

q= (0.0732975462990058 + 0.03934107194069¢,

0.062279144318043225 + 0.035155301974447585¢, 1),

p = (—5.694825237686602 + 3.0565897588378691,
— 5.629731376612385 + 3.1778681089311617, 1),

donde (p, q) = 0, luego son vectores ortogonales.
Ahora, tomamos el conjugado de p,
P = (—5.694825237686602 — 3.0565897588378691,
— 5.629731376612385 — 3.1778681089311611, 1),
y el vector ¢ normalizado es
¢n = (0.000868078-+0.0863774 i, —0.000834949-+0.0742573 i, 0.500243+0.909953 7),
pero lo seguiremos denotando por ¢. Luego, tenemos que
P.q) =1,
es decir, p y ¢ son vectores ortonormales. Ademas ambos cumplen las condi-
ciones (1.24), es decir,
Aq = 1wq
= (—0.0948637 + 0.0009533647, —0.0815528 — 0.00091698:, —0.999353 + 0.549391),
Aq = —iwq
= (—0.0948637 — 0.0009533644, —0.0815528 4 0.00091698:, —0.999353 — 0.54939:),
ATp =iwp
= (3.35689 — 6.25433i, 3.49008 — 6.182844, 0. + 1.098254).

Ahora estamos en posibilidad de calcular la forma bilineal y trilineal (1.22)
y (1.23),

0
B(€, (5) = ( —5552386252 - 0428249(6362 + 6253) > s
—40.8872¢6505 — 0.053342€565 + 0.428249 (€305 + €203)
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0
Clv,¢m) = ( —80.2707Cy2m2 + 0.560499 (C3v212 + Co¥am2 + C2Y2713) > :
80.2707Cyyams — 0.560499(Cavam2 + Coyama + Coyans)

Con el fin de calcular ¢; mediante la férmula (1.25) (ver [?], pagina 197),
definimos las siguientes expresiones auxiliares:

—0.295803 — 0.314622¢ —0.301793 — 0.3272217 0.0524176 — 0.00105358%
(2iwIz—A)~! = ( —0.259391 — 0.2812477 —0.247412 — 0.2922957 0.0450915 + 0.00101337% ) )
—4.07257 4+ 0.0818572¢: —4.07605 — 0.09160357  0.552362 — 0.6073236¢

B(q,q) = (0,0.0888446 — 0.03047684,0.198017 — 0.01232681),
B(q,7) = (0, —0.0881368, —0.225486),
A~'B(q,7) = (0.0425856,0.0366023, 0.70361),

C(¢,4,7) = (0,0.00185304 — 0.0244695i, —0.00185304 + 0.02446954),
B(g, (2iwl; — A" B(q,q)) = (0,0.0199196 — 0.0220339,0.0515561 — 0.06685634),
Blg, A'B(q,7)) = (0, —0.00741999 — 0.05172994, —0.00993586 — 0.1086454),

donde I3 es la matriz identidad 3 x 3.

Finalmente el primer coeficiente es

1
6 = Re<(—5.69483 — 3.05659i, —5.62973 — 3.17787i, 1),
w

2w
(0,0.00185304 — 0.0244695i, —0.00185304 + 0.02446957)
—2(0,—0.00741999 — 0.0517299i, —0.00993586 — 0.1086457)

+ (0,0.0199196 — 0.0220339:,0.0515561 — 0.0668563i)>

1

= 2—Re(0.0444554 — 0.2620977)
W

~ 0.02023924438087691

Notamos que ¢; ~ 0.020239244380876910 coincide con el obtenido por Mat-
Cont. Por otro lado tenemos que ¢; > 0, luego el teorema 5 nos permite
concluir que la bifurcacién de Hopf (H) es de tipo subcritica.

62



5.2. /(; para el punto de Hopf mostrado en la
figura 4.6

Usando un proceso similar al de la seccién anterior, vamos a calcular ¢,
para el punto de bifurcacién Hopf generalizado o Bautin (GH), considerando
los valores de los parametros r; = 60, 1o = 1.6, k1 = 24.665343, Ky =
0.026928 y dejando « libre, pues es el pardmetro de bifurcacion.

Con estos valores el sistema (2.5) toma la siguiente forma

dE

d_tl == 60E2 - OéEl,

dE, ExM )

— = — — 24.6653E
@ T T E 2

M E,M 8 )
aM S0 — 0.026928M2.
it Btl 5

El programa Mathematica lo usamos para encontrar el punto de equilibrio
de coexistencia, y obtenemos que las coordenadas son:

~26.50046796593474
o

£y , By =0.4416744660989123, M = 70.79479107587791.

Al igual que en el caso anterior, trasladamos el origen de coordenadas a este
punto de equilibrio. Luego la matriz jacobina asociada al nuevo sistema es

—o 60 0
A= o —55.8498 —0.306362 |, (5.3)
0 34.0617 —1.90636

y la ecuacion caracteristica asociada es

— X% — (57.7562 4+ a) A2 + (—116.905 + 2.24379a) A — 2.523540 = 0.  (5.4)

Este punto satisface la siguiente ecuacion (3.13) cuando

2.523538571812829%4 v =
(116.90526661728725—2.243788629612523x) (57.756211370387476+v).

63



Al resolver obtenemos que el valor de o = 51.5712 y los valores propios son
A = —109.327, A2 = 1.09105¢, A3 = —1.09105:.
Los vectores propios los obtenemos de las relaciones Aq = iwq y Aqg =

—iwq,y para el segundo ATp = —iwp v ATp = iwp, de tal forma que la
frecuencia es w = 1.0910485264119107.

En este caso
q= <0.06587415414227442 + 0.03587307517131684z,

0.05596783556827626 + 0.03203149256441818:, 1),

p = (—6.295103455128673 + 3.428123251029728;,
— 6.222577538004387 + 3.56130345431976954, 1),

donde (p, q) = 0, luego son vectores ortogonales. El vector ¢ normalizado a
considerar es

¢n = (0.000868078+-0.08637747, —0.000834949+0.0742573i, 0.500243+4-0.9099531),

e igual que antes lo seguiremos denotando por ¢q. Notemos que estos vectores
satisfacen la propiedad de ortorgonalizacién (p, q) = 1.

Ahora estamos en posibilidad de aplicar la férmula (1.25), y obtenemos

1
(1 = 5-Re(0.0444535 — 0.2620951)
w
~ 0.000000583006

Notemos que ¢; no es idedticamente cero, pero es del orden de 1077, lo
cual numéricamente es aceptable y coincide con el resultado obtenido de
MatCont.
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Conclusiones

Si una plaga estd generando graves danos al ecosistema o plantaciones
en una regiéon y si ésta es inevitable, entonces se deben planear politicas de
regulacién que minimice el dano del ecosistema.

El control biolégico de plagas agricolas consiste en reducir las poblaciones
plaga por medio del uso de enemigos naturales, los cuales pueden ser otros
insectos benéficos como depredadores. En el caso de los saltamontes del té
verde se usa a los dcaros como de depredadores, los cuales ayudan al control
biolégico para reducir a la plaga a niveles que no causen danos econémicos
y ecoldgicos.

Esta tesis esta centrada en el estudio del modelo depredador-presa descri-
to por tres ecuaciones diferenciales del sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales (2.1), donde se considera dos etapas de crecimiento de los saltamon-
tes del té verde y la poblacion de acaros, los cuales son el agente de control
bioldgico de la plaga de saltamontes.

En este trabajo nos hemos enfocado en el estudio de la existencia los
puntos de equilibrio de coexistencia de las dos poblaciones y sus bifurcacio-
nes, asi como su estabilidad lineal. Particular atencion hemos puesto en las
bifurcaciones de Hopf, las cuales son de interés en los modelos biolégicos.
Utilizamos métodos numéricos para mostrar que el modelo (2.1) posee pun-
tos de equilibrio estables e inestables, asi como ciclos limite que bifurcan de
puntos de Hopf.

Los ciclos limite estables son de interés en ecologia, pues dan garantia de
la existencia de la oscilaciones periddicas de las poblaciones. Las simulacio-
nes numéricas llevadas a cabo con el programa MatCont solo hemos podido
identificar, bajo ciertas condiciones en los pardametros, la existencia de ciclos
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limite inestables envolviendo a un punto de equilibrio estable. Ademaés, loca-
lizamos la presencia de un punto de Hopf generalizado (GH, punto de Hopf
donde el primer coeficiente de Lyapunov ¢; = 0), el cual influye profunda-
mente en el comportamiento cualitativo del sistema dindmico generado por
las ecuaciones diferenciales (2.1).

Un posible trabajo en un futuro muy préximo es localizar numéricamente
ciclos limite estables que bifurquen de puntos de Hopf.
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Apéndice A
Demostracién de Ay > 0

Sea

Ay = —a — koM + P(Ey)U; (E),
emBy + a(ry + @) + 2k By + Ey(arky — 1y + 19 + @)
a+ B,

Notemos que A, estd bien definida para valores de Fy # —a. Vamos a tomar
el caso cuando Ey > 0.

Vamos a ver como es la grafica de A,. Iniciemos por ver que el numerador
de As en By = —a es
a(—em +ry + aky).

Luego, calculamos

lim Ay =a(—cm + 11 + aky)
E2—>—a+

donde —em + 11 + aky > 0y Ey > 0 para valores cercanos a la derecha de
—a, con lo queel lim A, = cc.
Eg*)*(:LJr

Por otro lado, si evaluamos A; en E5 = 0 obtenemos 73 + a > 0, pues los
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parametros son positivos. Si calculamos las raices de As = 0 para Fs tenemos

— 1

Ey=—— (77 + v/ —8a(ry + a)ry + 7]2>,
4/%1

— 1

Es = ——(?7 — \/—8CL<7’2 + Oé)/€1 +7]2>,
4/'{1

donde n = em — ry + ro + a 4+ ary y todos los pardametro son positivos, en
particular —em + ry + aky > 0, o bien aky > aky — cm > —rq, ademas
—8a(ry + a)k1 < 0, luego

\/—8a(7“2+a)/11 +(em—ri+ry+a+ar)? <l|em—r1r +re+ a+ ary,

Ya que ak; > —ry se sigue que cm — 11 + 792 + a + aky < 0, entonces las dos
raices de Ay son negativas. En seguida calculamos la primera derivada de A,
respecto de Fsy con la finalidad de encontrar los puntos criticos, si los hay.

dA, B 2/{1@2 + dak By + alaky + cm — 1)
dB, (a+ En)?

Observamos que el denominado no se anula, entonces encontrar los puntos
criticos se reduce a solucionar un ecuacion de segundo grado para F,. Luego
los puntos criticos son

2ak, + \/Qam(—cm + 71 + akq)

Fy = Al

2 251 ) ( )

B — —2aky + \/2a/<;(—cm +7r + a/-cl)' (A2)
R1

Notemos que A.1 es negativo, mientras que el signo del segundo punto critico
no estd bien definido. Con el fin de determinar el signo de A.2, analizamos
la derivada % en Fy = 0, y obtenemos

dAs cm — 11 + akg

dEs | g, a

Observemos que —cm~+r1+ak1, de donde —ecm—~+r; > —aky. Si multiplicamos
por —1 obtenemos ¢cm — ry < aki. Ya que k1 > 0 concluimos que ecm — r +
ak; > 0. Luego la primera derivada en Ey es positiva. Entonces el punto
critico A.2 es positivo.
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Con el fin de obtener més informacién sobre calculamos la segunda deri-

vada
d? A, d 2a(—cm + 711+ aky)

& B (@t B

observamos que la segunda derivada siempre es positiva para valores Ey >
—a, por lo tanto no hay puntos de inflexién. Ahora, para determinar si el
punto critico (A.2) es maximo o minimo lo evaluamos en la segunda derivada,
y obtenemos

d2A2 (E 4\/5/{/%
— (L) =

dEy Vaki(—em +ry + ak;y)
es positivo por lo tanto es un punto minimo. Bajo todo esto andlisis se puede
concluir que Ay >0
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Apéndice B

Forma normal

B.1. Forma normal del sistema (3.7)

Desarrollo en series del sistema (3.7) de grado 1 y 2 Desarrollo de los
coeficientes de la forma normal del sistema (3.7). Sea II = Ra.

_ a4+ A
k’z(a =+ E72)3(Oc — HHQ)/\1()\1 — )\3)
+ a2k2( — emIlkg + kam(a — llka) + 6/@1E72(a — an))

T = ()\1 (2a3k2/@1 (o —IIka) + 2]€2E723f€1(0! — 1)
+ a(2emIIM ko + k3mE3 (o — ko) + 6kQEQHl (a — IIk2)

- ka(CHEHQ + QM(a — Hng))) — acm(aka + koFo — QH)@) + 2I1ko

(a3k2(om1 + k2 (kake — k1)) + k2E723(am + k2 (keke — k1))

+ a2k2(—cml_[f$2 + 3]€2HH§E + kam(a — Ik2) + 3»{1E72(oz —Ilka))

+ a(emIlke M + 3k251F22(a —Tlkg) + k3 E2 (3TK3E2 + m(a — Tlkg))

— kam(cIlka Eg + M (o — Tk2)))

+ (acm(M — ko E9) + askgng + 3ak2ﬁ2E722 + k%nﬂ?f + a2k2(—cm + 3k252F2))A3))) T129
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o+ A o (
_ _ Ko
kQ(a —+ E2)3(a — Hliz))\l ()\1 — )\3)(1_[/{2 —+ /\3)

+ kQEg(aﬁl + ko (koke — k1)) + a2k2( — cemlIlkg + 3]{21_[,‘{%?2 + kam(a — Ilk2)

211ko (a3k2 (anl + Ilko (k’gl{g - Kl))

+3r1 B2 (a — Hng)) + a(cml’[nzﬂ + 3k2n1F22(a —Ilkg) + k%E(SHn%E + m(a — Ik2))
- kgm(cH/{gE«k M(a - Hng)))) + (2a3k2(oml + ko (kaka — k1))

+ 2k2E723(a141 + ka(keke — k1)) + a2k2( — 3emllkg + 6k2Hn§E+ kom(a — Ilka)

+ 6r1 B2 (o — [k2)) + a(demIlke M + k2E5(6IIk3E2 4+ m(a — Ilkz))

+ k‘2(6/€1EQ (o — Tk2) + m(—20M — 3ckaITEs + 2HK]2M))))>\3 — acm(aka + ka B2 — ZM))\%)
-\ (HHQ( — 2a%K1ks (a — ko) — 2k2n1E723(a — Ilka) + a2k2(—k22m04 — 6Esar) + cmllke

+ komlIlkg + 6I1Esk1 K2) + a( — 2emIIM kg — 6k2f22n1 (a0 —TIka)

+ k%mE(—a + Tlk2) + kom(cllEaka + 2M (o — Hng))))) + ( —2a%kor (o — TIkg)

— 2k Fa Ky (a — Tkg) 4 a®ka(cmllky — 6E2k1 (a — Tk2))

+ a( — 4emITM ko — 6k:2E722/£1 (o — Tk2) 4 kam(cllEgka + 2M (o — H/{g)))) A3

— 2acmM)\§> 1Y

1
+ —
k’z(a + EQ)Q(OC — I{QH)/\l ()\1 — )\3)

< - )\% <a2k‘2(042 +2ak1Eg — 2H/§152E72)

+ k2E722 (a2 + 2Fsak; — 2l1Esk1 K2) + a( — emIIMka + kgmﬁ(a — Ilk2)

+ 2koEa(a® + 2FEz0k1 — 201Esk1k2)) + (—acmM + a%koa + 2akoFaa + kQEQa)A3)

+ allko (kQEQ(—QEa51 + emllkg + Iroks + 21 Esk1 kg — QHM,‘Q% + (r1 — kam)(a — Ilk2))

+ a2ko(r1(a — Ikg) — 2E2k1 (o — k) + ko (r2 — 2Mks))
+ a(emITM ko + k%mfz(—a + Ilka) + k:gm(—ﬂoz + cllFsko + Hﬁng)
+ 2ko Eo(rl(a — Mke) — 2E2k1 (o — Tlka) + Tka(re — 2Mk2)))

+ (acm(kap2 + M) + a2k2(r2 - 2Hn2) + 2ak2E72(7"2 — QMNQ) + kQEQ(cm +ro — 2MHQ))>\3)

+ A\ <k2f22 (rloz(a — ko) — QEnl(QQ - HQH%) + Hng(faz + kom(—a + Ik2)

+ Ik (cm + ro — 2Mk2))) + a’ko (ria(o— rg) — 2Fsk1(a? — T12k3) — Mka(a? + MKa(—12 + 2Mk2)))
+ a(kgmHEigﬁg(fa + ko) + cmﬂﬁﬁg(a + ko) + kQM(*M&Q + CHQEigng

+ HQMff%) — ngfz(rla(—a + Ik2) + 2F5 kK1 (a2 - H2n§) + Ilko (oc2 + ko (—r2 + QMKQ))))

+ (CLQk‘QHKQ(T’Q —a— 2MI€2) + k2HE2K2(Cm +ro —a— 2Mﬁ2)

— 2akoTTIEzka(—72 + o + 2p3k2) + acm (k2T E2k2 + M (o + HHQ))))\3)> 1
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«

Ig = — —
ka(a + E2)3(a — Ik2) A1 A3

((acm(—kgE‘g + M) + a3k§ﬁ+3ak§E722142 + k%F23ﬁ2

+ a2k2(—cm + 3k2E72f€2)) A (erg + )\3) + Ilko (aBk‘Q(alﬂ + ko (—kK1 + kzmg))

+ kQES(anl + ko (—kK1 + kak2)) + a2k‘2( — cemlIlkg + BkQHEng + kom(o — Ilk2) + 3F5k1 (a— HHQ))
+ a(cmHHng + 3k2F22ﬁ1(a —Ilk2) + kgE(SHEng + m(a —Ik2)) — ka(CHEKQ +M(a — Hng)))
o Vi 312 2, 62 273 2 o 2

+ (acm(—kgEQ + M) + a’kiko + 3akisp2°ke + k3 Eo” ko + a“ka(—cm + 3k2E2/@2))>\3))1‘2

o+ A\
ko (a +E72)3(a — Hng))\g(/\l — /\3)
+ a2k2( — emlIlkg + kom(a — llkg) + GmEiQ(a — Hng))

gy = ()\1 (2a3k2n1 (a - HKQ) + QkQESH1 (a — H)

+ Q(QCWHMHQ + k%mE(a — Ilk2) + GkQFQQRl (o — TIkg)

— kam(cIlEzk2 + 2M (a — Ilk2))) — acm(aks + ko Ez — 2M A3) + 21k

(a?’kg(cml + ko (keke — k1)) + kQES(aR1 + ko (keke — K1))

+ a2k2(7cmHn2 + 3k2Hn%E + kom(a — Ilk2) + 3K1E72(a — Ilk2))

+ a(emIlka M + 3k251EQ (o — ka) + k%E(3Hn§E + m(a —Ik2))

— kam(cITka B2 + M (o — Tk2)))

+ (acm(ﬁ — koEo) + a%%ng + 3ak2/@2E722 + k%ﬁg?gg + azkz(—cm + 3k2f€2E72))>\3))>561x2

. o+ A
k‘Q(a +E)3(a - HI{Q)/\l()q — )\3)(1_[,‘{2 + )\3)

<HI{2 (QHHQ (a3k2 (ali1 + Ilko (szig - Ii1))

+ k'QES (ak1 + ko (kake — k1)) + a2k2( — emlIlks + SkQHK%E + kam(a — ko)
+3r1 B2 (a — an)) + a(cml’[ﬁgﬂ + 3k2/£1E722(a —Ilk2) + k%E(3Hn§E + m(a — Ikg))
- kgm(cHKQE+M(a - Hng)))) + (2a3k2(am1 + ko (koko — K1))

+ 2k2F23 (ar1 + ko (kake — k1)) + a’ko ( — 3emllkg + 6k2Hn§E + kom(a — Ik2)

+ 6rk1 B2 (o — Ik2)) + a(demIlra M + k2E3(6IIk3Es + m(a — Ikz))

+ k2 (651 B2 (a — Tka) 4+ m(—2aM — 3ckall By + 2T1ka M) ) A — acm(aks + ko Bz — 2M)A§>
-\ (H/ﬂg( — 2a3n1k2(o¢ —Ilka) — ngnlfzg(a — Ilk2) + a2k2(—k2ma — 6Eyar] + cmllke

+ komlIlkg + 6I1E2k1 K2) + a( — 2emIlM kg — 6k25251(a — Ilk2)

+ k3mEs(—a + k2) 4 kam(cllEakz + 2M (o — ng))))) + ( — 2a3koky (o — Ilk2)

— 2k Fa ki1 (o — TIka) + a2ka(cmllkg — 6F2k1 (a — Tks))

+ a( — 4emITM ko — GkQEQHl (o — Tlk2) 4 kam(cllEgka + 2M (o — HHZ)))) A3

— 2acmM)\§> 1Y
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1
+ —
kQ(a + E2)2(a — IizH))q ()\1 — )\3)

( — )\% (a2k32(oz2 + 2ak1 By — 2Tk ko F2)

+ kQEQ ((12 +2Esar) — 2M1Egk1 ko) + a( — emIIM kg + kemM (o — Tlkz)

+ 2k2f2(0¢2 + 2Fsak] — 211Esk /{2)) + (7acmM + a2kya + 2ako Eocr + kQEQa)A3>

+ allke (kQEQ(—2Eaﬂl + emllkg + Irokg + 21 Esk 1 ko — QHMR% + (r1 — kam)(a — Ik2))

+ a2k2(7‘1(a — ke) — 2E2x1 (o — Hk2) + Mka(ry — 2Mk2))
+ a(emITM ko + k%mEiz(fa + Ik2) + kam(—Ma + cllE2ka + ITMk2)
+ 2k2f2(r1(a —Ilk2) — 2FE5k1 (a — Hka) + Hk2(re — QMHQ)))

+ (acm(kap2 + M) + a2k2('r2 — 2M#k3) + 2akaEa(re — 2Mksg) + kgEQ(cm +ro — 2Mﬁg)))\3>

+ A\ (kQEQ (ria(a — kg) — 2Fak1 (a2 — T12k3) + ko (—a? + kam(—a + TTk2)

+ Ik (em + r2 — 2Mk2))) + aZksy (ro(a —kg) — 2Es k1 (02 — I12k32) — Mka(a? + Mka(—r2 + 2Mk2)))
+ a(k%mﬂfgfm(—a + ko) + emIIM kg (o + Tka) + kgm(—Moz2 + CHZEI%

+ HQMﬁg) — 2koEs(r1a(—a + ke) + 2E2k1 (a2 - Hzng) + Ilko (a2 + ko (—r2 + QMRQ))))

+ (a2k2Hf@2(r2 —a—2Mk2) + kQHEQKQ(Cm +7re —a — 2Mk2)

— 2akoTIEaka (=72 + o 4 2p3k2) + acm(kallEBaka + M (o + Hng)))Ag)) 1.
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B.2. Forma normal del sistema (3.11)

Desarrollo en serie de potencias del sistema (3.11) hasta orden 1y 2

. ( ) mrq mnrq
1 =(—a—1r)r] — ————Toy — ———=
! 1 a(ry + «) 2 a(ry + «) 1y
ri(emri(r1 — 2ry + @) = 2ry(ry — 1o + a)(r1 — ary)) 2cry
T1T2 + — T122Y,
ary(—ry + 19 — ) (r + @) a?(ry + «)
) a('rl (ro —cm) — I<L1TQCL) ) ma mao
Ty = T5 — Toly — ——————O
2 are(ry + @) 2 a(ry + «) 2 a(r; + «) 1y
a(cmrl(rl —2ry+ ) — 2ry(ry — ro + ) (ry — a/ﬁ)) mo 9
1T + Q—Z‘Qy
ary(—r1 + 19 — ) (r1 + @) a?(ry + a)
2ma ria(em(=2r1 4 3ry — 20) 4 3ra(r1 — 2 + @) 3ma 5
— < T1T9Y + 5 T1T5 — 1LY
a?(ry + «) a’ro(—r1 +1ry — )(r1 + ) a*(r + )
alemry + (r1 —ro + a)(r; — a/ﬁ))x% T mao x%y
a(ry + a)(ry — ra + @) a?(ry + «)
ria(3re(—r1 + 19 + @) +em(ry — 3rs + « 3am
o 2(21 2+ a) (ry —3r ))xfxg— i 2205 +y
a’ro(—r1 + 19 — ) (r1 + @) a3(ry + a)
3ria(2ra(—r1 + 19 — ) + cm(r; — 2rs + « 6
olrlntn o)y onn It o)) gy, _ma .,
adro(—ry + 19 — a)(r; + «) at(ry + «)
J = —ryy — em(ra(re — a) + 11 (=219 + a))xzy B em(r3 + ria+ roa) cry

aro(—ry + 19 — @) are(—r1 + 19 — @) 1Y a’ro(ry —ro + @)?
[cm(rl(rg +ra) —a(ry + 1) (re — a)) —2r9(r; —ro + @) (arl — (ry — a)(rey — anl))]xlxg
2em(—r3 + ria + raa)

a’ro(—r1 + 19 — @)

T1T2Y.

74



AN\

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

ACTA DE EXAMEN DE GRADO

No. 00235
Matricula: 2212801586

-

Ny g——
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