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Introduccion

Esta tesis trata con problemas de control de Markov con recompensa total
esperada ([6], [9], [15] y [16]). En particular aqui se encontrara la solucién a dos
ejemplos de problemas de control de Markov en espacios finitos y con un estado
absorbente, ambos ejemplos tienen a su funciéon objetivo relacionada con la rec-
ompensa total esperada. El primero de ellos seréd llamado ejemplo neutral al riesgo
mientras que al segundo le llamaremos sensible al riesgo. Una forma alternativa
de distinguirlos sera a través de un parametro A conocido como coeficiente de
sensibilidad al riesgo. Cuando A = 0 se tiene el caso neutral al riesgo [16], y una
de las aportaciones de este trabajo es proporcionar detalladamente la solucién a
este ejemplo. Por otro lado cuando A\ # 0 estamos ante un problema de control de
Markov sensible al riesgo con recompensa total esperada [5]. Hasta donde sabe-
mos son escasos y poco detallados los ejemplos a problemas de control de Markov
con este tipo de funcién objetivo, por ello resulta interesante la aportacién de la
tesis en este sentido. En este trabajo proponemos la extension del ejemplo neu-
tral al sensible a través de la funcién objetivo adecuada, también proponemos y
verificamos la solucién de este nuevo ejemplo utilizando los resultados de Cavazos-
Cadena y Montes-de-Oca en [5]. Esta extension constituye otra aportacién de la
tesis.

En esta introduccion ademéas de proveer un panorama general del trabajo
queremos mostrar un ejemplo que nos sirva para ilustrar el concepto de modelo de
control de Markov y también discutir brevemente el de sensibilidad al riesgo. Este
ejemplo es interesante porque aparte de que permite describir los elementos de
un modelo de control es también un ejemplo de una de las primeras aplicaciones
de PCMs con sensibilidad al riesgo en el campo de la inteligencia artificial (véase
12)).

Considérese una particula situada en el interior de una cuadricula, de hecho
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Introduccion v

en el interior de alguno de los cuadrados, no sobre los vértices ni sobre los ejes; la
particula puede cambiar su posicién a un cuadrado adyacente. Supongamos que
podemos observar periddicamente estos cambios. Los movimientos de la particula
son producto de la accién o decisién de un controlador. Esta acciéon puede ser
de dos tipos: determinista o aleatoria. Con accién determinista nos referimos al
hecho de que el controlador no tiene mas que una opciéon para la nueva posicion
y es ésta la que elige. El caso aleatorio es mas interesante; aqui el controlador
tiene un distribucién probabilistica que le ayuda a elegir la nueva posicién. Puede
ilustrarse esto en el siguiente cuadro.

A B A B
/
b| -+ b | <1~
c c »
(i) Accion determinista (ii) Accién aleatoria

Cuadro 1: Dos formas de moverse
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(i) (i)
Cuadro 2: Dos tipos de trayectorias
La figura del Cuadro 1 es sélo ilustrativa pues en principio el controlador

podria elegir entre todas las posiciones adyacentes o incluso elegir la posicion ini-
cial y no sélo entre las tres dibujadas. Notese ademas que, en este ejemplo, para
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cada posicion de la particula, existe sélo un nimero finito de acciones posibles
(cuadrados adyacentes) que el controlador puede elegir.

Ahora supongamos que la particula debe llegar desde una posicion inicial s
en la cuadricula hasta una final h, (véase el cuadro 2(i)). Entonces el controlador
necesitara determinar una serie de acciones que deriven en que la particula al-
cance la posicion h. En el caso de que el controlador tome acciones deterministas
el punto h se puede alcanzar de una sola manera. Por otro lado, si las acciones
que puede elegir el controlador son aleatorias, resultan distintas formas de llegar
a la posicién h. A las formas de llegar las llamamos trayectorias. En el Cuadro 2
se muestran dos tipos de trayectorias generadas bajo acciones aleatorias.

Consideremos ahora que en cada paso, es decir ante la accion elegida para el
estado de la particula, el sistema no sélo se mueve hacia otro estado sino que
ademas responde de alguna forma; podriamos pensar por ejemplo que hay una
penalizacién si la accién elegida provoca que la particula llegue a la zona oscura
de la reticula. Asi esta funcion de respuesta del sistema de la particula podria
llamarse funcion de costo por etapa.

Desde el enfoque de los problemas de control de Markov (aunque atin de mane-
ra informal) este ejemplo puede observarse ast:

Denotemos con z; la posicion en la que se encuentra la particula en el tiempo ¢
(t =0,1,..., es decir tiempo discreto), al conjunto de las posiciones le llamaremos
espacio de estados. Tomando en cuenta x; un controlador elige una accién ay, ir
al norte, al sur, al sureste, al este etc. Como consecuencias de la accién elegida
estan la nueva posicion de la particula z;,; y la funcién de respuesta del sistema
p(xy, ar), como la penalizacion de la que se hablé antes; dado que esto sucede para
cada etapa del proceso resulta natural llamar a esta p funcion de respuesta por
etapa. Como la particula estd ya en su nueva posicién x;,q, el controlador tiene
las condiciones para elegir una nueva acciéon a;r; y continuar con la dindmica
del sistema. En el contexto de los procesos de control de Markov a la sucesién
de acciones tomadas se le conoce como politica 6 estrategia. No hay razén para
pensar que hay una sola politica, asi que para cada politica fija y cada estado z
también fijo, queda determinado un proceso estocastico que serd llamado proceso
de control de Markov. Ahora consideramos una funcién real-valuada V' que mida
la calidad de cada politica m dado un estado inicial x(, utilizando p la funcién de
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respuesta por etapa. V(m, xg) serd llamada funcion objetivo. Como ejemplos de
este tipo de funciones tenemos el costo total, el costo promedio y la recompensa
total ([6], [9], [15] ¥ [16]). Conviene aqui aclarar la diferencia entre p y V. Como
ya dijimos la primera es una funcién de respuesta por etapa mientras que en la
segunda se debe considerar todo el proceso.

El problema bésico de un problema de control de Markov (PCM), consistird en
encontrar la politica que optimiza la funcién objetivo y también es conocido como
problema de control optimo (PCO). De tal manera que en esta tesis se usaran las
dos expresiones para referirnos al mismo concepto; por otro lado reservaremos el
uso de las iniciales PCMs para abreviar problemas de control de Markov.

La funcion objetivo es un ingrediente importante del problema de control,
pues ésta determina el tipo de problema; asi, se habla de problemas con recom-
pensa total, con recompensa descontada, con costo total, etc. En particular estan
los que por funcién objetivo tienen, de hecho, una familia de funciones objetivo
parametrizada por un nimero real llamado coeficiente de sensibilidad al riesgo,
usualmente denotado por A.

Desde la perspectiva de la teoria de los problemas de control de Markov, uti-
lizar este tipo de funciones objetivo simplemente genera una familia particular de
problemas, y como tales se han estudiado. En la literatura pueden encontrarse re-
sultados acerca de problemas de control con costo promedio sensible al riesgo [4],
con recompensa total sensible al riesgo [5]. Para una revisién mas exhaustiva puede
consultarse el articulo de Marcus et. al. [13], este es un articulo que podriamos
llamar panoramico, [3] y la disertacién de Liu [12] y las referencias dadas por ellos.

Histéricamente los PCMs que toman en cuenta la sensibilidad al riesgo del con-
trolador surgieron a partir de observarlos desde el enfoque de la llamada Teoria
de la Utilidad. En ella se afirma que, bajo ciertas condiciones, es posible modelar
las preferencias de un consumidor a través de una funcién numérica que llaman
funcion de utilidad. En [17] von Neumann y Morgenstern llevaron esta idea al
ambito estocdstico y encontraron que pueden modelarse preferencias entre dis-
tribuciones de probabilidad (que ellos llamaban loterias), a través de una funcion
de utilidad esperada. En [10] Howard y Matheson extendieron esta idea ain més y
la llevaron a la preferencia entre politicas relacionando de esta manera a la teoria
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de la utilidad con la teoria de los problemas de control de Markov. Esto derivé en
una extensién importante a la teoria de los problemas estudiados anteriormente
pues la funcion objetivo de los que podriamos llamar “clasicos” modela las pre-
ferencias del consumidor de manera lineal y en ese sentido la funcién objetivo es
una funcion de utilidad neutral al riesgo. Pero gracias a la propuesta de Howard
y Matheson es posible incluir en las decisiones del controlador su actitud ante el
riesgo a través de una funcion no lineal. Con actitud al riesgo se refieren a los
comportamientos que tiene el controlador al momento de elegir sus acciones y
se distinguen tres tipos de controladores: neutrales al riesgo, aversos al riesgo y
propensos al riesgo.

En este sentido son muy interesantes los resultados presentados en la tesis
[12] para el ejemplo de las trayectorias de la particula. En este trabajo hicieron
la simulaciéon de 2000 trayectorias proponiendo funciones objetivo de tres tipos
distintos: neutral al riesgo, aversa al riesgo y propensa al riesgo. Los resultados
obtenidos son cualitativamente distintos, por ejemplo es notoria la dispersién de
las trayectorias cuando se usa una funciéon de utilidad propensa al riesgo. Esto
no es una sorpresa, pues es intuitivamente claro que usar una funciéon de utilidad
propensa al riesgo derive en que las acciones elegidas por un controlador sean mas
“aventuradas” y esto a su vez, derive en que las trayectorias sean mas dispersas.
Hasta donde sabemos este es uno los primeros trabajos de inteligencia artificial
en los que estan aplicados los conceptos que desarrollaron Howard y Matheson en
1972.

La organizacién de este texto es la siguiente. En el Capitulo 1 se presentan con
detalle los preliminares necesarios para plantear un problema de control 6ptimo;
desde lo que es un modelo de control de Markov hasta llegar a los dos tipos
de problemas de control que se discutiran en el resto del trabajo. El Capitulo 2
esta dedicado a presentar cuidadosamente las dos funciones objetivo que generan
los problemas de control, esto se hace necesario sobre todo para la que sera lla-
mada A-funcién objetivo, pues en su definicién estan incluidos conceptos de tipo
econdmico que requieren cierta cautela. En el Capitulo 3 se hallan los teoremas que
respectivamente seran usados para resolver los problemas de control. Los Capitu-
los 4 y 5 contienen los ejemplos que fueron propuestos y resueltos con la teoria
previamente descrita. En particular a lo largo del Capitulo 4 esta minuciosamente
desarrollado un ejemplo de un PCM con recompensa total neutral al riesgo, inclui-
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das las herramientas técnicas necesarias para su solucion. El Capitulo 5 contiene
la propuesta y solucién de un ejemplo de un PCM sensible al riesgo. Este capitulo
esta fuertemente apoyado en el anterior pues como ya se ha dicho el ejemplo \-
sensible al riesgo puede mirarse como una extension del neutral al riesgo. Ademas
en el apéndice A se pueden consultar los resultados y propiedades de teoria de la
medida necesarios tanto para la construccién del proceso estocastico como para
la solucion a los ejemplos planteados. Mientras que en el Apéndice B se halla una
discusion acerca de los elementos de la teoria de la utilidad que generaron la idea
del proceso de control de Markov sensible al riesgo.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo quedaran establecidos los preliminares que permiten plantear
un problema de control éptimo. En la primera seccion se estableceran lo que es
un modelo de control de Markov (MCM) y una interpretacién para este tipo de
modelos. En la segunda se define lo que entenderemos por politica para llegar a
la definicién de proceso de control de Markov. En la tercera seccién se plantea de
manera general lo que es un problema de control de Markov (PCM), o problema
de control 6ptimo (PCO).

1.1. Modelos de Control de Markov

En esta seccion se encontraran la definicion e interpretacion de lo que es MCM,
particularmente de modelos de control de Markov (MCMs) a tiempo discreto y con
espacios, tanto de estados como de controles, finitos (véase [9]), pues los ejemplos
desarrollados en la tesis no requieren mas.

Definicién 1.1. Un Modelo de control de Markov es una quintupla
M= (X, A {A(z)|z € X},Q,p) (1.1)
que consiste de

1. X, un conjunto finito, al que se llamara espacio de estados del sistema.
Los elementos = € X se llamaran estados.
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2. A, un conjunto finito, llamado espacio de controles o espacio de accio-
nes.

3. {A(z)|x € X}, una familia de subconjuntos no vacios A(z) de A, donde
A(x) es el conjunto de controles admisibles para el estado x € X. A

K:={(z,a) |z€X, acAx)}, (1.2)
se le llamard conjunto de pares estado-accion admisible.

4. (), una medida de probabilidad sobre X dado K, se le llama también ley
de transicion. Este nombre tiene sentido pues () nos “da” la probabilidad
condicional de que el sistema se mueva a un nuevo estado dado que se
encuentra en el estado actual y se elige una acciéon admisible; es decir @) es
de la siguiente forma (véase Apéndice A):

Q(B | z,a) :=Prob(Xyy1 € B| Xy =2,A,=a), BCX, (1.3)
donde t=0,1,2,...

5. p : K — R, una funcién que representa una respuesta del sistema, en el
sentido de que p(x, a) es resultado de haber aplicado el control a cuando el
sistema estaba en el estado x.

El dltimo elemento de la quintupla es muy importante para la definicion del
problema de control 6ptimo. Algunos ejemplos de p pueden ser: el costo por
etapa o la recompensa por etapa es decir el costo o recompensa que se ob-
tienen en cada etapa del proceso como resultado de haber elegido una accién
(control) dado que el estado actual es x . En particular en esta tesis se traba-
jara con una funcién de recompensa por etapa.

Interpretacion.

Consideremos un sistema estocastico controlado y supongamos que el sistema
puede ser observado en cada etapa. Es posible hacer una conexion entre este
sistema y un modelo de control como el descrito al inicio de la seccién. Es decir el
modelo de control definido en (1.1) representa al sistema estocéstico controlado
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con espacio de estados X y de controles A, este sistema es observado en cada
tiempo t = 0,1,... Con X; y A; se denotaran el estado del sistema y el control
(o accién) aplicado en el tiempo ¢, respectivamente. Asi el desarrollo del sistema
puede ser descrito como sigue: si el sistema estd en el estado X; = x € X en el
tiempo t y el control A; = a € A(x) es aplicado, entonces sucede lo siguiente.

(i) se obtiene una respuesta del sistema p(x,a), como consecuencia de la accién
elegida para ese estado y

(ii) el sistema se mueve al siguiente estado X1, el cual es una variable aleatoria
X-valuada con distribucién Q(- | z,a) i.e.,

Q(B|z,a) :=Prob(Xyy1 € B| Xy =2,A,=a), BCX

esto sucede para cada estado y cada acciéon admisible elegida para él asi, lo que
tenemos es una matriz de transicion

Q = [guy(a)]

con las siguientes propiedades: para cada y € X fijo ocurre ) gy, = 1, y ademads
zeX
cada ¢, € [0,1].

Una vez que el sistema se encuentra en el nuevo estado, se vuelven a tener las
condiciones de elegir un nuevo control y el proceso se repite. Un modelo de control
de Markov se caracteriza por (i) y (ii) de manera que, en cualquier tiempo, la
respuesta obtenida p y la ley de transicién dependen sélo del estado actual del
sistema y de la accion elegida para ese estado y ese momento.

Con el modelo de control de Markov establecido, surge natural la siguiente
pregunta jcémo elegir a para cada x?, mas atin jla respuesta del sistema a cada
acciéon elegida mejora o empeora con cada accién? ;puede controlarse la forma de
elegir? Aqui se hace importante el concepto de estrategia o politica.

1.2. Politicas

En esta seccion se definira lo que es una politica o estrategia en el contexto de

modelos de control y con esto se podra llegar a la definiciéon de proceso de control
de Markov.
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Considerando un modelo de control como en la definicién (1.1), para cada t =
0,1, ... se define el espacio H; de historias admisibles hasta el tiempo t como sigue
Hy =Xy

H =K'x X=KxH,_; para t=12,... (1.4)

donde K esta dado por (1.2). Un elemento genérico h; de Hy, al que se llamard una
t-historia admisible, o simplemente una t-historia, es un vector de la forma

ht - (€O7a07"'7£t—17at—1a§t) (15)

con (§,a;) € Kparai=0,....t —1,y& € X.

Definicién 1.2. Una politica de control aleatorizada - o simplemente politica-
es una sucesion m = {m,t = 0,1,...} de medidas de probabilidad m; sobre el
conjunto de controles A dado H; que satisfacen lo siguiente

m(A(xy) | hy) =1 paratodo h, € H,, t=0,1,... (1.6)

Definicién 1.3. Sea F el conjunto de todas las funciones f : X — A tales que
f(z) € A(z) para todo x € X. Se llamarédn politicas deterministas esta-
cionarias a las politicas para las cuales existe una funcién f € F tal que m(- | hy)
estd concentrada en f(z;) € A(x;) para toda hy € Hyyt=0,1,....

El conjunto de todas las politicas es denotado por P y al conjunto de las de-
terministas estacionarias con [F; esta claro que F C P. Nétese que estos conjuntos
de politicas estan asociadas al modelo, sin embargo no es costumbre indexarlas
pues cargaria ain mas la ya de por si abigarrada notacién. En esta tesis usaremos
politicas estacionarias. Con el concepto de politica definido estamos en condiciones
de definir lo que llamaremos proceso de control de Markov.

Dada una politica 7 y un estado inicial xy queda determinado un proceso es-
tocéastico cuya dindmica podemos describir como sigue.

Supongamos que en el tiempo t el proceso tiene una historia h; y esta en
el estado x;, entonces se elige una accién (posiblemente de manera aleatoria), de
acuerdo a 7. Sea a; la accién dictada por 7, entonces el proceso estara en el estado y
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con probabilidad Q({y} | xt, a;). Esta dindmica junto con la politica 7 y un estado
inicial = definen todas las distribuciones finito-dimensionales &g, oy, ..., &1, a1,
&,t € N,y el teorema de Ionescu Tulcea garantiza que, dados x y 7 se definen las
sucesiones {X;}, {A;} de estados y controles respectivamente (véase apéndice A).
Denotamos con P] y ET respectivamente a las probabilidades y las esperanzas
relacionadas con esta construccion.

1.3. Problema de Control ()ptimo

En esta seccién se planteard, en general, lo que es un problema de control
6ptimo o problema de control de Markov. Con esto quedan terminados los pre-
liminares.

La idea es considerar una funcién del siguiente estilo
V:PxX—R, (1.7)

a través de la cual mediremos el resultado obtenido a lo largo del proceso, bajo
las acciones dictadas por alguna politica m, y dado que el estado inicial fue un x
fijo. Una funcién con tales caracteristicas es lo que llamaremos funcion objetivo.
Como regla general esta funcion estard relacionada con la funcién de respuesta
por etapa.

Definicién 1.4. Dados un MCM {(X, A, {A(x)|z € X},Q,p)}, el conjunto de
politicas P y una funcién objetivo V. El Problema de Control Optimo consiste en
determinar 7* € P (si es que ésta existe), tal que

V(r*,z) =sup V(mz), z€X.

TP
Mas atn
Definicién 1.5. A la funcién
V(z) =sup V(m,z), z€X, (1.8)

TeP

la llamaremos funcion de valor éptimo del PCO.

De tal manera que resulta natural la siguiente definicién.
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Definicién 1.6. Si existe una politica 7* € P tal que
V(zr) =V (r",xz) paratodo z€ X (1.9)
entonces a esta 7* le llamaremos politica optima.

El proceso de control de Markov junto con la funciéon objetivo a optimizar es
lo que se conoce como Problema de Control de Markov (PCM). En algunos textos
se utilizan de manera indistinta las dos expresiones. Pero en este trabajo reser-
varemos la segunda para hablar del modelo de control y su estructura de politicas
P més la funcién objetivo a optimizar. Y en todo caso usaremos a discrecién pro-
blema de control de Markov como sinénimo de problema de control éptimo.

En el capitulo siguiente se presentan dos problemas de control éptimo que
tienen asociado el mismo modelo de control pero distintas funciones objetivo.



Capitulo 2

Funciones Objetivo Asociadas a
la Recompensa Total

A lo largo de este capitulo tendremos fijo un proceso de control de Markov, es
decir un MCM y su estructura de politicas. La idea es que a partir de ellos queden
descritos completamente los dos problemas de control de Markov o problemas de
control 6ptimo que son ejes de este trabajo. El primero de ellos fue motivado por el
ejemplo de la Seccién 2 del capitulo IV en [16]. Este problema tiene como funcién
objetivo a la recompensa total esperada, asi la primera seccion de este capitulo
estd dedicada al planteamiento de este problema. Al final de la segunda seccién
quedara planteado otro PCM que de hecho serd una familia de PCMs parametriza-
dos por un ntimero real A # 0. Pero antes de llegar a este planteamiento deberan
presentarse algunos preliminares que ayudan a entender la importancia de este
tipo de funcion objetivo.

2.1. Caso Neutral al Riesgo
Consideremos un modelo de control
(X, A, {A@)|r € X},Q, R), (2.1)

en el que tanto A como X son finitos y donde estamos usando R para denotar la
funcion de respuesta p de la que hablamos en el capitulo anterior, pues en este
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modelo en particular serd una funcién de recompensa R, por etapa que ademas
supondremos no negativa; sea P el conjunto de politicas de este modelo.

Para describir el primer PCM se usara como funciéon objetivo la esperanza de
la recompensa total, es decir dados el modelo de control y el conjunto de politicas
asociadas a él, consideremos la siguiente funcion de objetivo para una politica
m € P y un estado inicial xg = x € X

E7 , reX.

D R(X,, Ay)
t=0

Aunque esta medida del funcionamiento de una politica no siempre es
apropiada tendremos, més adelante, condiciones en la descripcion de un MCM
que nos permitirdn usarlo, véase [15] p. 123; denotaremos con V(w, z) a la es-
peranza de la recompensa total ganada bajo m cuando el estado inicial es
ro = x, es decir

V(mz)=E} |> R(X;,A)|, ze€X.

t=0

En este caso se dice que tendremos un problema con horizonte infinito. Como
R >0, V(m,x) estd bien definida, aunque podria ser infinita.

Igual que en (1.8) definimos a la funcién de valor éptimo como sigue

iR(Xt, Ay)

t=0

V(z) = sup EI

TeP

, paratodo =€ X,

y del mismo modo diremos que 7* es dptima si

V(z) =V(r*,x), paratodo z € X.

2.2. Caso Sensible al Riesgo

El concepto de funcion de utilidad U nace en economia a partir de la necesidad
de estudiar las preferencias de un consumidor. La idea bésica es poder represen-
tar, a través de una funcion numérica U, las preferencias de un consumidor; estas
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preferencias en principio no estdan determinadas numéricamente asi que la con-
veniencia de usar una U es que ella si lo es. Mas atn, gracias a los trabajos de
J. von Neumann y O. Morgenstern [17] es posible representar preferencias bajo
condiciones de incertidumbre; en estos casos se habla de una funcion de utilidad
esperada. J. von Neumann y O. Morgenstern demuestran que utilidades esperadas
mayores representan situaciones mas deseables. En el caso de los PCMs lo que se
hace es modelar preferencias sobre las politicas a través de la funcién objetivo.
Pero si ademads introducimos una funcién de utilidad asociada a la recompensa
total ganada bajo una politica dada [5], resulta natural decir que preferimos una
politica sobre otra observando cudl de ellas tiene mejor utilidad esperada. Mas
aun, a través de esta funcién U también es posible medir la sensibilidad al riesgo
que tiene un controlador. Y en este sentido también hablamos de preferencia al
riesgo [11],[10],[5],[17]. En este caso la funcién objetivo también estara relacionada
con la recompensa total pero ademas con otros dos conceptos que a continuacion
definiremos.

2.2.1. Certeza Equivalente aplicada a PCMs !
Definicién 2.1. Dado A € R fijo. Para todo = € R sea

Uy (z) = { Zi’gn()\)e&g’ ii% (2.2)

Donde sign(A) = 1 si A > 0 y sign(A) = —1 si A < 0. Nétese que U,(+) es una
funcion estrictamente creciente para cualquier valor de .

El segundo concepto del que hablaremos y que sera de gran importancia para
ayudarnos a definir lo que llamaremos la A-funcién objetivo es el siguiente.

Definicién 2.2. Sea Z una variable aleatoria y supongamos que el valor esperado
(con respecto a cierta probabilidad, digamos ), de U\(Z) estd bien definido. La
certeza equivalente O, de Z con respecto a U, estd dada por

Q\(2) = { %;IFZ(]E D 220, (2.3)

'En esta seccién usaremos el concepto de Certeza Equivalente como objeto matemético fuera
de interpretaciones pues no se pretende estudiarlo desde el punto de vista de la Economia
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En esta definicién E denota la esperanza (con respecto a ©) de manera genérica.
A partir de (2.2) y (2.3) es posible verificar directamente que se cumple lo siguiente

Ux(Qx(2)) = E[UAZ)], (2.4)

es decir, la funciéon de utilidad y la certeza equivalente estan fuertemente rela-
cionadas. Lo que esto implica es que el controlador tiene la opcién de intercam-
biar la oportunidad de obtener la recompensa aleatoria Z, por la correspondiente
certeza equivalente Q,(Z), (véase [5]).

Esta relacién entre funcién de utilidad y certeza equivalente tiene gran impor-
tancia, como se vera mas adelante, en el contexto del modelo de control. Dado
un estado inicial zy € X fijo, consideremos los procesos {X;} y {A;} generados a
partir de la medida inducida por alguna politica, digamos por 7, y consideremos

oo

también la variable aleatoria Y = Y  R(X;, A;); es decir Y es la recompensa total
=0

ganada (a través de todo el proceso). Para no cargar la notacién no serd indexada
esta Y con la politica 7 y el estado inicial zy que la generaron, sin embargo esto
debe tenerse siempre en cuenta. Por otro lado, puesto que Y es un valor en R,
tiene sentido aplicarle Uy. En este caso diremos que U,(Y) es la utilidad de la
recompensa total ganada (bajo 7). No obstante nuestro interés estara enfocado en
algo un poco més elaborado.

Denotamos con

Uy (iR(Xt, At)>

a la utilidad esperada de la recompensa total ganada dado que el estado
inicial es Xy = x y se esta usando la politica 7.

By

Es claro que si 7 es otra politica podemos comparar la utilidad esperada de la
recompensa total obtenida bajo ella con respecto a la que se obtuvo bajo 7, pues
son numeros reales. Si en particular ocurre que

B |vs (iR(Xt,A») > 11 |v, (iR(Xt,A») 2.5)
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entonces tiene sentido decir que un controlador prefiere a m sobre 7.

La utilidad esperada de la recompensa total ganada bajo alguna politica 7 en
si misma podria ser propuesta como funcién objetivo, sin embargo cambiaremos
el enfoque y, a través de (2.4), obtenemos

0 (f;R(Xt,Ag) “u, (QA (f;R(Xt,At))) |

o0

Para aligerar la notacion, regresemos a usar Y = > R(Xy, A;) y escribimos
=0

o8

EZ[UNY)] = Ux(@x(Y)). (2.6)

Esto no es més que lo escrito en (2.4) s6lo que ahora guarda sentido con los
elementos del modelo de control. Aunque el lado derecho de esta igualdad no
parece estar relacionado con la politica m recordemos que Y esta relacionada con
ella; ademas este lado de la igualdad tiene sus ventajas como veremos ahora.
Supongamos que U, toma valores y no constantes y tomemos A negativo asi que
tenemos la siguiente funcién:

U(y) = —€e; yeR,

que es claramente céncava. Veamos qué consecuencias tiene esto sobre (2.6), para
ello tenemos una herramienta basica: la desigualdad de Jensen. Lo que en ella se
afirma es que si consideramos una funcion real valuada f y una variable aleatoria
W entonces E(f(W)) es siempre més pequena que f[E(W)] si y sélo si f es
concava. Tomemos f = U, y W =Y. Usando esta herramienta podemos afirmar
que

Ux(E[Y]) > E[UN(Y)].

Llevando esto al contexto de los PCMs, cuando un controlador tiene este com-
portamiento, es decir cuando prefiere la utilidad del valor esperado con certeza
sobre la utilidad esperada de una situacién incierta, se le llama averso al riesgo. Si
ademas recordamos que la esperanza es con respecto a la medida de probabilidad
inducida por la politica 7 y el proceso tiene como estado inicial x € X, esto queda
alin mas preciso de la siguiente manera

Ux (EZ[Y]) > EZ[UX (V)] (2.7)
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Notese que esta desigualdad no esta comparando lo obtenido por una politica
con respecto a otra. Aqui estamos estableciendo otro orden de preferencias a saber:
sobre cémo prefiere medirse la calidad de la politica. Esta desigualdad tiene gran
importancia pues al combinar (2.7) con (2.6) obtenemos

Ux (E7 [Y]) > Ux(@a(Y)) (2.8)
mejor aun, como U) tiene inversa conseguimos
E7[Y] > Q\(Y). (2.9)

Del lado izquierdo de esta desigualdad tenemos la funcion objetivo del pro-
blema de control planteado en la seccién anterior asi que tiene sentido, al menos
suponer, que del lado derecho lo que hay es otra funcién objetivo. De hecho gracias
a la definicién (2.3) la conocemos explicitamente.

NS> t,A¢
> iln (E;r e <t=0R(X )>]> . (2.10)

Ademas de permitirnos describir una funcién objetivo, de hecho una familia
de funciones objetivo, esta desigualdad nos dice que un controlador sensible al
riesgo es averso al riesgo, cuando A es menor que cero, pues prefiere como funcién
objetivo algo menor que la funciéon objetivo no modulada con U,.

0

> R(X, Ay)
t=0

No esta por demas decir que para el caso A > 0 se obtiene de manera anédloga

lo siguiente
1 A Y R(XA
< Xln (E;r e <t§0 ( )>]> : (2.11)

y aqui se considerara que un controlador sensible al riesgo es propenso al riesgo
pues prefiere como funcién objetivo algo mayor que la funcién objetivo no modu-
lada con U,.

B

> R(X, Ay)
t=0

En el caso A = 0 al controlador se le considera neutral al riesgo, este adjetivo
resulta natural simplemente porque la funcién de utilidad definida en (2.2) es
lineal para este caso (de hecho es la identidad). Por lo tanto el comportamiento
del controlador en realidad no estd modulada por una funcién de utilidad.
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2.2.2. PCMs con Recompensa Total Sensible al Riesgo

Recordemos que tenemos un MCM fijo y P el conjunto de politicas del modelo;
la funcién Uy definida en (2.2) ahora es ingrediente fijo importante. Sea m € P una
politica y, para A # 0, consideremos la certeza equivalente de la utilidad esperada
de la recompensa total ganada bajo 7, dado que el estado inicial es xg = x, es
decir

> 1 2SS R(X0, A
Q)\ <ZR(Xt7At)) = Xll’l (E;r (& ‘go e 1) . (212)
t=0

Con ésta como funcién objetivo? se puede ya definir lo que llamaremos -
problema de control optimo o problema de control de Markov \-sensible al riesgo.
De hecho esta A\-funcion describe una familia de PCOs. En adelante la denotaremos
como sigue:

A R(X:,Ar)
: ¢ o ] ) . (2.13)

, , ASS R(X0,Ar) .
Notese que para todo A # 0 se tiene que e =0 > 1 simplemente porque

estamos considerando a la recompensa como no negativa. Por lo tanto Vy(m, x) >
0.
Recordemos la definicion de la A-funcion de valor dptimo

1
Vi(m,z) = <In (E;r

Vi(z) = sgp{V,\(w,:c)}, reX, (2.14)

y que una politica m* es A\-Optima si
Vi(r*,z) = V\(z), paratoda ze€ X

Finalmente han quedado establecidos los dos tipos de problemas de control de
Markov que se estudiaran en esta tesis. En el siguiente cuadro quedan esquema-
tizados estos dos problemas.

2En [5] a esta funcién la llaman recompensa total esperada \-sensible al riesgo.
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Funcion de Politica Problema
Funcién Objetivo valor éptimo Optima | de C. Optimo
V(m,x) = ET [ZR(Xt, At)] V*(z) = sup V(m,x) * Neutral
t=0 ™
al Riesgo
Va(m,z) = Lin (E;g eAtZOR(Xt’A”D Vi(x) = sup Vi(m, z) N Sensible
al Riesgo




Capitulo 3

Desigualdades de Optimalidad

En este capitulo se presentan los resultados que permitiran dar solucién a los
problemas de control 6ptimo planteados en el anterior. Demostraremos cuando
es posible afirmar que una politica es 6ptima tanto para el modelo con funcién
objetivo recompensa total como para el que tiene asociada la recompensa total
A-sensible al riesgo.

3.1. Caso Neutral al Riesgo

Consideremos el siguiente modelo

(X, A {A(x)|z € X},Q, R), (3.1)

en el que tanto A como X son finitos y donde R es una funcién de recompensa
por etapa que ademas supondremos no negativa; sea P el conjunto de politicas
de este modelo y como funcion objetivo la recompensa total

SOR(X A) 32

t=0

V(r,z) = Ef

El problema de control de Markov asociado con este modelo serd el siguiente.

Hallar una politica 7* € P (si es que existe) tal que

V(r*,z) =sup V(mz), z€X.

TeP

15
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En esta seccion daremos las condiciones suficientes para afirmar que una
politica f es éptima es decir,

V(f,z)=V(x), x € X;
y esto lo haremos a través de la que sera llamada desigualdad de optimalidad.

Teorema 3.1. Sea f una politica estacionaria tal que V(f,z) < oo para todo
xr e X.Si

V(f,2) > R(z,a) + Y V(f,y)quy(a), (3.3)

Y

para todo x € X y para todo a € A(x) entonces se cumple que

es decir, f es 6ptima.

Demostracion. Sea Xy =z € X. Dada una politica 7 cualquiera, por la propiedad
de Markov, (véase (A.6)) tenemos para t > 0 lo siguiente

EZIV(f, Xes1) | heyae] = ZV(ﬁ Y)ary(ar)
= {R(X,, Ay) +Zv £9)Qdy | 2y, a,)} — R(X,, Ay)

V(f, Xt) — R(X;, A;) por hipétesis,

es decir,

R(Xt7At) < V(f7 Xt) - E;;T[V(fv Xt-‘rl) | ht7 at]a t= 07 17 27

en lo que sigue V' (f,-) = W(-); sumemos desde ¢t = 0 hasta n — 1

[y

n—1 n— -1

ZR(XtaAt> < Z Xt+1 | Dy, at]

t=0 t=0

~+
Il
o

luego reordenamos los indices de la primera suma del lado derecho es decir,

n—1 n—1 n—1

D R(X, A <D W(Xp) + W (Xo) = W(X,) = Y EIW (Xei) | b, ),

t=0 t=0 t=0
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al reescribir

n—1 n—1 n—1

D R A) = W(Xo) + W(X,) < W(Xip) = Y EZ W (X)) | s ai].

t=0 t t=0

I
o

Ahora tomamos la esperanza, usamos del Apéndice A la Proposicién A.1(a) y
obtenemos

XS R(X,, A= EXW (Xo) [+ XV (X,)] < S (BT (Xoon )|~ EXW (X )]}
BT R(Xe A — EXV(Xo)] + EZIV(X,)] < 0.

Como la recompensa es no negativa tenemos que ET[W(X,,)] es positivo, asi que
podemos escribir, a partir de la desigualdad anterior,

BEY_ (X0 A9)] < EIW(X0)] = W(Xo) = W(r).

t=0

Al tomar el limite cuando n — oo y regresando a la notacién V' (f, ) = W (-) esto
es igual a
V(m,z) <V(f,z),

pero esto lo hicimos para cualquier 7, en particular tendremos
V(z) <V(f ).

Por otro lado sabemos que se cumple trivialmente la otra desigualdad, asi obtene-
mos finalmente que

V(z)=V(f,z), xe€lX,

es decir, f es Optima. O
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3.2. Caso Sensible al Riesgo

Con el mismo modelo de control de Markov como base, pero ahora tomando
por funcién objetivo la recompensa total sensible al riesgo:

1 | AT R(xA)
V,\(W,x)len E7 |e =0 , A#0, meP,xeX.

El problema de control éptimo que se tiene ahora consiste en hallar la politica 7*
tal que

Vi(r*,x) =sup Vi(m x), z€X, (3.4)

™

recordemos que a

Va(z) =sup Vi(m,z), ze€X,
se le llama A-funcién de valor 6ptimo. Como ha sido el caso esta vez necesitamos
elaborar un poco mas las herramientas necesarias para abordar el problema. En
primer lugar recuérdese la definicién de funcién de utilidad Uy, que se presento en
el Capitulo 2, para z € R

sign(\)eM*, X\ # 0;
U*(Z)::{zg( | Aio.

Noétese que Uy(-) es una funcién estrictamente creciente y que, para A # 0, tiene
la siguiente propiedad

(3.5)

Un(z +¢) = e*Us(2), z,c€R, (3.6)

ademds, de la definicién de V,(-) y (3.5) se obtiene que

Ux(Va(m,z)) = E7 (3.7)

U, (iR(Xt, At)>
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Teorema 3.2. Sea f una politica estacionaria. Si V)\(f, z) < oo para todo x y

U\VA(f.2)) = > FED 1S U (VA 9))day () (3.8)

Y

para todo x € X y para todo a € A(z), entonces V)\(-) = Vi(f,-) vy por lo tanto f
es Optima.

La demostracion de este teorema es consecuencia del siguiente lema que, por
razones de espacio, serd demostrado usando alternadamente la notacién de inte-
grales y de sumas.

Lema 3.1. Con las mismas hipotesis del Teorema 3.2, para toda n € N y para
cualquier politica m € P se cumple que

Z R(X¢,Ar)

Ur(Va(f,z)) > ET |e= U (. Xns1)) |, 7€ X (3.9)

Demostracion. En efecto sea m € P cualquier politica. A lo largo de esta prueba
denotaremos a Vi (f,-) con W(-). La demostracién se hard por induccién. Asi para
n = 0 tenemos lo siguiente

E;T[eA(R(Xo,AO))UA(W X)) =

/// M0 Uy (W (a1))Q(dy | 2o, ag)mo(dag | wo)v(do)
X A X
donde v es la medida concentrada en Xy = x. Observemos que la integral interna

/GAR(QCO’QO)UA(W(ml))Q(dﬂfl | w0, a0) = M CUN(W (21)) g 1 (a0),

X

por (3.8), es menor o igual que Uy(W(x)) asi

ET [RCoA0) , (1 / / Us(W (2))mo(das | 20)0(dao) = Us(W(x))

Asi hemos probado la base de induccion pues obtuvimos que

Uy(W (z)) > EF [MEA) 0 (W(X1))] .
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Ahora supongamos que para algin n > 1 es cierto lo siguiente

A R(X¢,Ar)

Ux(W(z)) = ET |e =0 UA(W(Xn—H))] :

Probaremos que esto vale para n + 1. En efecto, usando la Propiedad A.2 del
apéndice A calculemos la siguiente esperanza condicional

S R
z |€ 7 Ux(W(Xoy2)) | hngry oy | =
n+1
)\ Z R(:ct,at)
- / ¢ 5 U (W (2012)) Qs | Ter ) (3.10)
X

y si reescribimos

)\i R(x¢,at) . a
e / A0 DT (W (19)) QA | Tt )

X

una vez mas, observemos con cuidado que la integral es:

/eAR(anrlvanJrl)U)\(W(Q;n+2>>Q(d$n+2 | Tpy1, Gng1) =

= ZeAR(mn+1,an+1)UA(W(xn+2))qxn+hxn+2 (ng1)

Tn+2

que, usando (3.8), es menor o igual a Uy(W(z,11)). Asi podemos escribir la
ecuacién (3.10) como sigue

A zn: R(x¢,at)

n+1
A Y0 R(Xy,At)
A W (X)) | B, anH] < &Y (W),

K e t=

para quitar el condicional del lado izquierdo, integramos de manera conveniente
ambos lados de la desigualdad obteniendo

s
T

n+1
AS R(X:,A
RHEEE .

— T

Ux(W(Xny2))
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y de la hipétesis de induccion se sigue

™
€T

n+1
A Y R(Xt,At)
0

e t=

Ux(W(Xny2))| < Ur(W(2)).

Por lo tanto hemos probado que para toda n se cumple que

> R(Xe,A)

Ux(VA(f,z)) > E7 |e=0 Ux (VA(f, Xn+1))] :

]

Demostracion del Teorema 3.2. Notemos que, debido a que V) (f, X}) es positiva
y U, es creciente se sigue que

Ux(VA(f, Xk)) > Ux(0)

para cualquier k£ > 1, asi

n

XY R(Xy,At)

Ai R(X¢,At)
e =0 U (Va(f, Xnt1)) =

¢ i=o UA(O)] . (3.11)

T
xT

> by

Por otro lado de la propiedad (3.6) tenemos que

A R(X,Ayr) i
e i=o Ux(0) = Uy (ZR(}Q, At)> .
t=0

Combinando estos dos tltimos hechos se sigue que

U, (iR(Xt, At)>

A R(X+,Ar)
t=0

T
xT

e U (Valfs Xns1)) | 2 E3 , (3.12)

t=0

y usando (3.9) y (3.12) obtenemos para toda n € N y para cualquier 7 € Py
r € X que

Ux(VA(f,2)) = EF (3.13)

U, (iR(Xt, At)>

Ahora consideremos los siguientes casos
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* A > 0. En este caso, como la recompensa es no negativa, tenemos

0 < Uy /Uy

Y

iR(Xt, Ay)

t=0

iR(Xt, Ay)

t=0

asf, al tomar el limite cuando n tiende a infinito en (3.13), por el teorema
de convergencia mondtona obtenemos

Ux(VA(f,2)) = E7 | Uy (f:R(XuAt)) ) (3.14)
o usando (3.7)
U)\(V)\(f,l')) Z U)\ (V)\(ﬂ',l’)). (315)

* A < 0. En este caso, usando las propiedades de U,(+), y debido a que la recom-
pensa es no negativa, tenemos que

iR(Xt, Ay)

t=0

<0.

iR(Xt, Ay)

t=0

Ur(R(Xo, Ag)) < U, /" Uy

Tomando el limite cuando n tiende a infinito en (3.13) el teorema de con-
vergencia dominada aseguran, también para este caso, que ocurre

U)\(V)\(f,x)) 2 U,\ (V){W,l’)). (316)

Asi, para cualquier A se ha establecido la desigualdad (3.15). Y debido a que
U, es creciente se tiene que V)\(f,z) > V) (m, x) para cualquier 7, entonces

Va(fs) Z Vi)

Es decir, f es 6ptima.

[]

Observacion 3.1. En [5] y [16] se presentan condiciones que garantizan el cumpli-
miento de la igualdad en (3.3) y (3.8).



Capitulo 4

Un Ejemplo: Caso Neutral al
Riesgo

En este capitulo se detallara la solucion a un ejemplo, con el cual se ilustra
el problema de control de Markov con recompensa total como funcién objetivo
(véase la seccién 2.1 del capitulo anterior). Este ejemplo serd llamado ejemplo
neutral al riesgo). Originalmente planteado por Ross en [16], su importancia en
esta tesis radica en ofrecer la solucién a un tipo de problema de control de Markov
con recompensa total pues este tipo de funciones objetivo no son féciles de traba-
jar debido a la posible divergencia de la serie involucrada al sumar la recompensa
por etapa. Sin embargo Ross propone una recompensa binaria lo cual le permi-
tird reducir el problema a una caminata aleatoria. Nuestra principal aportacion
en este capitulo es ofrecer una solucion detallada del ejemplo.

4.1. Planteamiento del Ejemplo

Consideremos el siguiente modelo de decisién de Markov.

Modelo 4.1. Para un entero positivo fijo N y un ntmero p € (0,1), los cinco
elementos del modelo quedaran descritos como sigue:

o X :=10,1,2,..., N}, el espacio de estados del sistema.

o A:=10,1,2,...,[N/2]}, el espacio de controles, donde [z] es la parte entera
de z.

23
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o A(z) : Paracada v € X, A(z) ={1,2,...,min{z, N — z}}.

o Entre los estados definimos la siguiente ley de transicién @ = (guy(a)) para
re€XyacAx):

L. qzata(a) =p

2. Qoo-ala) =q=1-p

3. qnola) =1

4. qoo(a) = 1, (ndétese que esta condicién implica que el cero es ab-
sorbente).

¢ Como funcién de respuesta definimos la recompensa por etapa como sigue:

R(z,a) =0, x#N; R(N,a)=1.

Con el modelo descrito tomemos la siguiente funciéon objetivo:

V(m,z) = E; (iR(XmAt)) )

t=0

es decir, la recompensa total esperada bajo una politica m dado que el sistema
comienza en x. El PCM asociado al modelo 4.1 con esta funcién objetivo es el
siguiente: hallar, si es que existe, una politica 7* tal que

V(n*,x) = sup V(m,x)
TeP

y para resolverlo utilizaremos el Teorema 3.1 del capitulo anterior. Antes de ini-
ciar propiamente el desarrollo de la solucion es necesario detenernos a analizar las
siguientes consecuencias sobre la sucesién de estados (véase el apéndice A), que
resultan de la descripcién del modelo.

De gno(a) = 1 se sigue que
{Xi = N} C{Xpsr = 0}, (4.1)
para todo t =0,1,2, ...y para todo k =0,1,2, ...y
{Xm=N}In{X,=N}=0, (4.2)
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para todo par m # n.

Por otro lado, que el proceso alcance el estado NV en el tiempo t implica que
en todos los k < t, no ha alcanzado ni al cero ni al mismo N es decir,

{Xi =N} (X # N} {Xi #0}). (4.3)
k<t

Ademas notemos que la recompensa en la etapa j guarda la siguiente relaciéon con
el estado del sistema en j, para todo j € N

{R(X;,A;) =1} ={X; =N}, v {R(X;,A;)=0}={X; #N}. (44)

i
Para i € N, sea B; = |J{X; = N}, el conjunto de trayectorias que alcanzan a
t=0

N en algiun t entre 0 e 7; claramente B; C B,y para todo ¢ € N. Al conjunto de
trayectorias que alcanzan a N en algin tiempo ¢t € {0,1,2, ...}, lo denotamos con

By — [_'j{xt _ N}

Lema 4.1. Bajo las condiciones del modelo para todo m € N ocurre lo siguiente.

m

> R(Xi, A) =1

t=0

2 = P[B,). (4.5)

Demostracion. A lo largo de esta prueba usaremos la siguiente notacion R; =
R(X}, A;); por induccién, veamos primero el caso m = 0

{Ry =1} ={Xo = N} = By,
como el otro valor que puede tomar la recompensa es el cero se sigue que
{Ro =0} ={Xo # N} = (Bo)".

Con lo cual hemos probado la base de la induccién, ahora supongamos que es
cierto lo siguiente

{mlet - o} — (B (4.6)
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Usando la observacion (4.4) para i = m obtenemos

{Bm =0} = {Xyn, # N},

entonces
m m—1
{ZRt = 0} = {ZRt + R, = 0} = (Bpn-1)°N{Xy # N} = (Bn)°
t=0 t=0
por lo cual

{ZRt _ 1} 5,
t=0
[l
Lema 4.2. P {ZR(Xt, Ay) = 1] = P[B.], donde P = PJ para cualquier politica
=0
7y un estado inicial z, z # 0, (véase Apéndice A).

Demostracion. Por induccion puede probarse que para todo m € N

m

> R(Xi, A) =1

t=0

2 = P[B,). (4.7)

De la consecuencia (4.1) listada arriba, y de que el modelo dicta recompensa uno
s6lo para el estado IV, se sigue que

{ZR(Xt,At) = 1} = {ZR(Xt,At) = 1} para todo m € N;
t=0 =0

y como A; — A, al tomar el limite cuando m — oo en (4.7) obtenemos directa-

mente que
{x = N}] .

t=0

P|) R(X,A)=1|=P

t=0
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Observacion 4.1. Ahora, como los conjuntos {X; = N} son ajenos se sigue que

ZR (X;, Ay) = 1] ZP {X, =

y, del hecho de que el estado N de alcanzarse, se alcanza una sola vez, concluimos
que el Unico otro valor posible para la serie es cero. De aqui se desprende que

V(m,z) = EX

> R(X, Ay)
t=0

=) kP] ZR (X, Ay) —k]

k=0,1

<ZR X, A) = ) (4.8)

es decir

= ipg (X, =N). (4.9)

Asi el problema de control 6ptimo que consiste en mazimizar la esperanza de
la recompensa total ganada es equivalente a maximizar la probabilidad de que el
sistema alcance el valor N antes que a cero.

4.2. Solucion

Para hallar la solucion buscada primero la idea es encontrar como se ve la
desigualdad de optimalidad (3.1) bajo las condiciones del modelo descrito al prin-
cipio de este capitulo. Recordemos que N es arbitrario pero fijo, x se usard para
denotar el estado actual del sistema y a para denotar el control aplicado a esta x.
Distinguiremos tres grupos de estados {0}, {N} y {1,..., N — 1}. Para los dos
primeros, y cualquier politica estacionaria f, la desigualdad (3.3) siempre se
cumple, veamos cada caso.
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Caso

Caso

x=0. Basta notar que los siguientes hechos ocurren bajo cualquier politica
estacionaria: el inico control para cero es el cero mismo i.e., A(0) = {0},
asi al unico estado al que el sistema puede moverse en un paso es también
al mismo cero asi go(0) = 1, por otro lado la descripcién del modelo dicta
recompensa cero para este estado (i.e. R(0,0) = 0), asi pues lo que debe
verificarse es lo siguiente.

Lo cual es claramente cierto.

x=N. Basta notar que los siguientes hechos ocurren bajo cualquier politica
estacionaria: el inico control para el estado N es el cero i.e., A(N) = {0},
y por definicion del modelo al inico estado al que el sistema puede moverse
desde N en un paso es al cero i.e, gno(0) = 1, por otro lado la descripcion
del modelo dicta recompensa uno para este estado (R(N,0) = 1), de modo
tal que la desigualdad por verificar queda como sigue:

V(f,N) =1+ V(f,0).

Pero es claro que si el estado inicial es N, la recompensa total ganada, bajo
cualquier politica es uno, de donde V(f, N) = 1 y que si el estado inicial
es cero, la recompensa total ganada, bajo cualquier politica (en particular
bajo cualquier estacionaria), es cero i.e., V(f,0) = 0. Una vez mas lo que
obtenemos es la igualdad.

Ahora veamos qué pasa con el tercer conjunto de estados.

Observacion 4.2. Sea f una politica estacionaria. Bajo las condiciones del Mode-
lo 4.1, para el conjunto de estados {1, ..., N — 1} la Desigualdad de Optimalidad

toma la siguiente forma

V(f,x) >pV(f,x+a)+qV(f,x —a) para a<min{zx, N —z}. (4.10)

Esto se sigue de los siguientes hechos: para los estados en cuestién, el modelo

dicta

recompensa cero. Asi (3.3) se reduce en primer lugar a lo siguiente

V(f,z) > ZV(f, Y)quy(a) para toda a € A(x). (4.11)
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Un segundo hecho es que para cada a elegido por la politica f hay sélo dos estados
y a los que el sistema puede moverse desde x, a saber y = x +ay y = x — a,
con las probabilidades definidas por la ley de transicién ) dada en el modelo, es
decir ¢y 444(a) =D Y Qua—al(a) = ¢, de modo que la serie de (4.11) tiene sélo dos
sumandos, es decir

D VU@ = > ay(@V(fy)

Yy y=r—a,r+a

Ahora, para un estado x, el modelo permite que sus controles sean a lo mas
min{z, N — z}, asi que (4.11) queda finalmente como sigue.

V(f,z) >pV(f,x+a)+qV(f,x —a) para a<min{z, N —z}.

En resumen hemos obtenido que, bajo las condiciones del modelo, para afirmar
que una politica estacionaria f es éptima, basta verificar que su correspondiente
V(f,z) cumple con (4.10) en el conjunto de estados {1,2,...,N — 1}.

Ahora bien, la idea es dividir el problema en dos casos, a saber: p > gy p < q.
En cada caso se propone una politica estacionaria y se probara que la esperanza
de la recompensa total obtenida bajo ella cumple con (4.10).

Caso p > ¢

Se define la politica timida T como la que siempre elige el control a = 1, es
decir
7(z) =1 paratodo z € X.

Claramente 7 es estacionaria, bajo esta politica ocurre que el sistema se aproxima
o se aleja de su objetivo N con pasos de tamano uno. Ahora nos sera 1til la
Observacion 4.1 que derivé en la ecuacién (4.9) y asi para 7 tenemos que

V(r,x) = in (X;=N). (4.12)

Observemos que bajo esta politica el proceso {X;} se comporta como una
caminata aleatoria con paso de tamano uno, con la siguiente matriz de transicién.
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01 2 3 N-2 N—-1 N

0 1 0 0 0 0 0 0

1 q 0 p O 0 0 0

2 0 g 0 p 0 0 0

3 0 0 g 0 0 0 0

N -1 0 0 0 O q 0 p
N 1 0 0 0 0 0

Y calcular la probabilidad de que este proceso llegue alguna vez a N antes que
a cero, dado que se inicia en x es lo que tenemos en el siguiente resultado.

Lema 4.3. La probabilidad de que, dado que el estado inicial es z, el proceso
alcance N antes de llegar al cero es:

Vi =Y P = ={ 1=( (4.13

donde ¢ =1 — p.

Demostracion. Sea o, la probabilidad de que el proceso alcance el estado N antes
que al 0, dado que el estado inicial es x. Por la definicion del modelo tenemos que
00 = 0y oy = 1. El proceso tiene la siguiente dinamica: desde el estado z con
probabilidad ¢ llegara al estado x — 1 y con probabilidad p llegara al estado x + 1.
Entonces debe ser claro que existe la siguiente relacién entre las o,'s.

POz = POzy1 + q0z—1, donde 1<z <N -1

Como p + g = 1 esta igualdad podemos escribirla como

P(0r — 0+1) = q(02—1 — 02),
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o bien
9
Or — Oz+1 = ;(gw—l - &QZB)J

de aqui no es dificil obtener que

_(a)\"
Ox — Oz+1 = (—) (Qo - 91)7
p

es decir,

q x
Oz — Oz4+1 = —01 (]_)) . (414)

Por otro lado, usando una suma telescopica y las condiciones iniciales tenemos

=

(02 — 0241) = 00 — on = —1,

combinando estas dos ultimas ecuaciones obtenemos

@1NZ_1 (g)x =1, (4.15)

=0

cuando p # ¢ esta tultima expresién toma la forma
N
()
P 1

es decir,

q

(3) -1
p
Ademas para cualquier z tal que 1 < z < N podemos escribir

z—1
> (02— 0x11) = 00 — 0= = —0:

=0
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o bien por (4.14)

Usando el valor de p; calculado en (4.16) y calculando la suma llegamos a

() - i

T =0
p

01

Aqui usamos otra vez el valor obtenido para g; en (4.16) y obtenemos

N
()
p
1—2
p

0z =

Probando asi el resultado para p # ¢. En el caso p = ¢ las ecuaciones (4.15) y
(4.17) toman la forma

01 = %% 201 = 0z
de donde
oz
0, = N
Asi se ha obtenido el resultado para los dos casos. O

Ahora podemos plantear el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Si p < %, la politica timida 7 maximiza la esperanza de la recom-
pensa total ganada.

Demostracion. Debe probarse que (4.13), que es una forma de escribir la esperan-
za de la recompensa total ganada bajo 7 dado que se inicia en x, cumple con
(4.10) que es la versién adecuada de la desigualdad de optimalidad (3.1) bajo las
condiciones del modelo.

En el caso p =q = % es facil verificar que V (7, x) = £ sf satisface (4.10) y por lo
tanto 7 en este caso es dptima.

Cuando p > % debe probarse que



4. Un Ejemplo: Caso Neutral al Riesgo 33

N =D N | T4 N
MR I IO
P p p
es decir,
q T q r+a q T—a
) =G) )
p p
equivalentemente
=0 () +o(f)
p q

reescribiendo esto

=G (0))

Ahora debe notarse que esto si se vale para a = 1, simplemente porque

lﬁp(ngl)—l;
p

y para los a mayores que uno, también es cierto usando el Lema 4.5 para la
expresion entre corchetes haciendo r = %. Por lo tanto

V(r,z) > pV(r,x 4+ a) + qV (1,2 — a), ze{l,..,N -1}

Por lo tanto podemos afirmar que 7 es éptima cuando p > q. O

Asi, se ha probado que cuando p > ¢ la politica éptima es 7.
Caso p <q

Sea « la siguiente politica
alz) =z siz < N/2.
alr) =N —z sixz > N/2.
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A diferencia de la politica timida que en cada paso elige la accion 1 , esta politica
elige una accién mas agresiva, pues cuando el sistema estd en un estado = < N/2,
a elige la accién que le permitiria avanzar el doble del estado actual y cuando
sistema estd en x > N/2, su eleccion es todo lo necesario para que, de avanzar,
llegue al objetivo N; por esta razén llamaremos a esta politica audaz.

Recordemos que con V(a, ) se denota la esperanza de la recompensa total
ganada bajo a y dado que el estado inicial es x y por la Observaciéon 4.1 y por la
ecuacién (4.9) podemos representarla con

Via,x) = f:P;‘ (X;=N). (4.18)

Ahora, en lugar de considerar la recompensa total supongamos que tenemos un
numero finito n de intentos permitido para alcanzar el objetivo N y entonces
usaremos la siguiente notacién

n

V*(a,z) = Po" (O{Xt = N}) => P (X, =N), (4.19)

t=0

donde P3™ (X; = N) denota la probabilidad condicional de que el proceso alcance
el estado N (antes que el cero), en n pasos dado que se inici6 en el estado z vy,
por supuesto, estamos bajo la politica a. Notemos que el teorema de convergencia
mondtona garantiza que

lim V"*(a,z) = V(o x). (4.20)

n—oo

Bajo «a, la dinamica del proceso depende de que el estado actual del sistema

sea menor o mayor que N/2, analicemos esto con cuidado. Cuando z < N/2 la
estrategia dicta que con probabilidad p el sistema se mueve hacia 2x y hacia cero
con probabilidad ¢. Por otro lado si x > N/2, el control elegido deriva en que el
sistema se mueva hacia N con probabilidad p y hacia 22— N con probabilidad ¢. Si
ademas tomamos en cuenta a n, el nimero de intentos permitidos, esta claro que
después de cada intento queda uno menos por hacer pero ahora desde el estado
al que se llegé. La dinamica del proceso queda entonces descrito con la siguiente
ecuaciéon en diferencias. Para n € N definimos
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V™" Ha,2z), x
V' a,z) = (4.21)
p+q¢V" a2z - N), =

IN
w2

V4
w2

Las condiciones iniciales que siguen también tienen sentido en el contexto del mo-
delo a saber, para todo n € N

* V™(«r,0) = 0, dado que el estado inicial es cero, es claro que la recompensa es
cero para cualquier nimero de intentos permitidos.

* V™, N) = 1, si el estado inicial es uno, el siguiente sélo puede ser cero y
entonces para cualquier n > 0 la esperanza es uno.

* VO a,x) = 0, si no hay intentos permitidos entonces la esperanza es cero para
x < N.

Lema 4.4. Cuando p < %, para cada n > 0 la politica audaz maximiza la proba-
bilidad de alcanzar el estado N en un tiempo n > 0.

Demostracion. Debemos probar que la expresiéon obtenida en (4.21) para la es-
peranza de la recompensa ganada bajo a dado que se inicia en x y se tienen n
intentos permitidos cumple con la condicién (4.10)

V(a,z) > pV(a,z+a) +qV(a,x —a) para a < min{z, N —z},

que es la versién adecuada de la desigualdad de optimalidad (3.1), bajo las condi-
ciones del modelo. Pero ademés debemos tomar en cuenta los n intentos que se
tienen, esto se convierte en

V' a,z) —pV" Ha, x4+ a) — qV" o,z —a) >0 (4.22)

para a < min{z, N — z}.
Pero esto es lo que se afirma en el Lema 4.6. O

Entonces hemos probado que cuando p < 1/2 la estrategia audaz () maximiza
la probabilidad de alcanzar N para cualquier n. Cuando el nimero de intentos no
esta limitado tendremos el siguiente resultado.
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Teorema 4.2. Cuando p < % la politica audaz es la que maximiza la probabilidad
de alcanzar N.

Demostracion. Por la observacion (4.20) al tomar el siguiente limite

lim [V™*(a, 2) —pV" o,z +a)—qV" Ha,r—a) > 0] para a < min{z, N—x},

n—oo

obtenemos
V() —pV(a,z+a) —qV(a,z —a) >0 para a <min{z, N —z},
pero esto implica que « es 6ptima. [l

Concluimos pues habiendo hallado dos politicas 6ptimas para el ejemplo de
PCM planteado al inicio del capitulo, cada una de ellas en los casos particulares
p>qyp<q Como ya se dijo a este ejemplo lo llamamos ejemplo neutral al
riesgo para distinguirlo del ejemplo que serd discutido en el siguiente capitulo.

4.3. Demostraciones de Resultados Auxiliares

En esta seccion se encontraran los resultados técnicos que fueron usados para
sustentar la soluciones que fueron presentadas en la anterior.

Lema 4.5. Si r € (0, 1], entonces h(x) = (1) + (2)*~1, 2 € [1,00) es creciente.

T

Demostracion. En efecto, basta calcular la derivada de h con respecto a x y veri-

ficar que es positiva
W (z) = (r)log(r) + (%)H log (%)
sl ()
YOt

pero esto es mayor que cero debido a porque z > 1y r € (0,1]. Por lo tanto h es
creciente. O
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La siguiente es la demostracion de lo afirmado en el Teorema 4.2. Por sim-
plicidad prescindiremos en la notacién de a, para ello denotamos con V¥(2) a
la V"(a, z) de la seccién anterior. Hecha la aclaracién consideremos la siguiente
ecuacion en diferencias.

pV*1(22), 2
VF(z2) = (4.23)
p+qVil(2z — N), 2>

IN
N

|2

Y

con las siguientes condiciones iniciales y de frontera:

V*0)=0, VHN)=1, k>0, V’%z)=0, z<AN.

Lema 4.6. Sip < % entonces para todo n > 0,
V() — qV*(z —a) — pV¥(z +a) >0, a<min{z, N —z}. (4.24)

Demostracion. En efecto. Para k£ = 0, usando las condiciones de frontera puede
verificarse directamente que

Vix) — ¢V (z —a) — pV(z +a) = V(z) >0
sucede tanto para x < N/2 como para x > N/2.
Ahora supongamos que vale lo siguiente
VF() — V(1 —m) — pVF (1 +m) >0, m <min{l, N —1}. (4.25)
CASO 1. z+a < %

N

En este caso ocurre también lo siguiente v —a < 5, v < %, con estas
suposiciones y usando (4.23) adecuadamente para x, t+ay x —a en (4.24)
obtenemos

pV*(22) — p(p(V* (22 + 2a)) — q(pV* ' (22 — 2a)),
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CASO

CASO

es decir
p[V¥(2x) — pVF 1 (22 + 2a) — qV* 1 (22 — 2a))],

pero esto es mayor que cero pues p > 0, y
VF(2z) — pV* 1 (22 + 2a) — qV* 1 (22 — 2a)
también, basta tomar | = 2z y m = 2a en la hipétesis de induccién (4.25).
2. x—a> %
En este caso se tiene ademas que x +a > % y también que x > %; con estas

suposiciones y una vez més usando (4.23) adecuadamente para x, z + a,
y & — a en (4.24) obtenemos

p+qV*(2z — N) = p(p+q(V* "' (22 + 2a — N)) — q(p+ ¢V (22 — 2a — N))
es decir
p—p'—qp+ q[Vk(Zx — N) —pV’C_I(Zx +2a—N)— qVk_l(Zx —2a — N)J.

Ahora nétese que los tres primeros sumandos se reducen a cero, asi: p—p* —
qp = 0 y lo que esta entre corchetes es mayor que cero haciendo | = 2z — N
y m = 2a en la hipétesis de induccion (4.25).

3. v < % <z+a.
Recuérdese que a < x, ademaés es claro que r —a < z < %

Usando adecuadamente la definicién (4.23) vemos que, lo que ha de probarse
es

PVH(22) - p(p + a(V* " (2(z + @) — N))) — (V" (2(z — a))) = 0
en el lado izquierdo tenemos
p[VF(2z) —p — ¢V (22 + 2a — N) — gpV*" (22 — 24)].
Ahora nétese que 2z > x4+ a > % asi que puede continuarse como sigue

plp+qVF 1 (4x — N) —p — ¢V 1 (22 4+ 2a — N) — qVF 1 (22 — 2a)]
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o equivalentemente

q[pV* (4 — N) — pV* (22 + 2a — N) — pV* (22 — 24a)].

Ahora nétese que 4z — N = 2(2z — %) y que 2x — % < %, por lo tanto la

ultima expresion es equivalente a
q[VF (22 — N/2) — pV*1 (22 + 2a — N) — pV*~1 (22 — 2a)].
Basta probar que
VF(2x — N/2) — pVF " (22 4+ 2a — N) — pV* 122 — 2a) > 0.  (4.26)

Pero esto es cierto para cualquiera de los dos siguientes casos. Cuando a >
como p < ¢ se tiene que (4.26) vale al menos

N
4

N
V(22 — 5) — pV* (22 4+ 24 — N) — qV* (22 — 2a)

pero esto si es mayor que cero, basta usar [ = 2x — % ym = 2a— % en la
hipétesis de induccién. Ahora en el caso a < & (4.26) vale al menos

N
V(22 — 5) — ¢V (22 4+ 2a — N) — pV* (22 — 2a)

, _ N _ N
para ver que .esto sf es mayor que cero, basta usar [ = 2z — 5 ym = 5 —2a
en la hipotesis de induccion.

CASO 4. z—a <

v|z

<z

De la suposicion se sigue que % < x + a, asi que usando adecuadamente

(4.23) en el lado izquierdo de (4.24) se obtiene
p+qV*(2z — N) — pp+ qV* (22 + 2a — N)) — q(pV* ' (22 — 2a))

para probar que esto es mayor que cero primero nétese que de las suposi-
ciones se obtiene que x < % y de esto ultimo se desprende que 2x — N < %;
asi usando esta nueva informacion en la ultima expresion se obtiene
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pq+qpV* 4z —2N) — pgV* 1 (22 +2a — N)) — pgV* ' (22 — 2a) (4.27)

4 : N N (o
Hacemos un paréntesis para notar que 2x — T =5 (simplemente porque

x> &), por lo tanto
VF(2z — g) =p+ gV (222 — 5) — N) =p+qV* (42 — 2N)
es decir
V*(2z — g) —p=qV* (42 — 2N).
Cerramos el paréntesis y sustituyendo en (4.27) esta nueva informacion, se

obtiene

N
pq + p(VF(2z — Z)=p) - pgV*" (22 + 2a — N) — pgV* ' (22 — 2a),

es decir,
k N k—1 k—1
plg —p) +p[V (2$—3)—QV (2x +2a — N) — ¢V* (22 — 2a)].

El primer sumando de esta expresion es claramente positivo pues p < ¢, resta
probar que lo que estd en el interior de los corchetes es positivo. Cuando
a > % esto vale al menos

N
V*(2r — 3) —pV* (22 + 20 — N) — ¢V (22 — 2a)

lo cual es positivo tomando en la hipdtesis de induccion | = 2x —
m = 2a — % El caso a > % es analogo.

N
5 Y

Finalmente se ha conseguido probar que para cualquier caso se verifica que

V*(2) — qV¥(z —a) — pV¥(x +a) >0, a < min{z, N —2}.



Capitulo 5

Un Ejemplo: Caso Sensible al
Riesgo

En el presente capitulo se encuentra la aportacion mas importante de este
trabajo: la extension al ejemplo del problema de control propuesto en el capitulo
anterior, a esta extension la llamaremos ejemplo sensible al riesgo. La idea es
mantener el modelo tal cual y proponer una funcién objetivo que es de hecho una
familia de funciones objetivo parametrizada por un ntmero real A # 0. Técni-
camente entonces estamos hablando también de una familia de ejemplos, pero
siempre nos referiremos a la extension en singular. La funcién objetivo que genera
este nuevo ejemplo de problema de control 6ptimo esta fuertemente relacionada
con la anterior pues también tiene que ver con la recompensa total, sera de hecho
llamada funcion objetivo sensible al riesgo. Sin embargo una diferencia fundamen-
tal es el hecho de considerar una funcion de utilidad para plantearla y, a través
de ella, considerar la actitud que tiene el controlador en el momento de elegir el
control.

5.1. Planteamiento del Ejemplo

Consideremos el Modelo 4.1 descrito en el capitulo anterior y suponiendo \ #
0, tomemos la siguiente funcién objetivo:
g

1
Vi(m,x) = Xln (E;T

41
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a la cual llamamos en el Capitulo 2 recompensa total esperada sensible al riesgo
o A\-recompensa total esperada bajo una politica m dado que el sistema comienza
en x. Recordemos que el problema de control de Markov asociado al modelo con
esta funcion objetivo es el siguiente: hallar, si es que existe, una politica 7* tal
que

Vi(r*,z) = sup Va(m,z), x€X.
TeP

A partir de ahora nos referiremos a este ejemplo como el ejemplo de PCM
sensible al riesgo. Para resolverlo recordemos primero que la funcién objetivo
Vi(m, x) estd relacionada con la certeza equivalente Q de la variable aleatoria

Y = > R(X;, Ar) es decir,
=0

V)\(ﬂ', LL’) == Q)\ (Y)
por lo tanto de (2.6) se sigue que

Uy (Vi(m,z)) = EZ [Uy (Y)]. (5.1)

Por otro lado, las observaciones hechas en el capitulo anterior para V (7, z) se
siguen manteniendo, en particular de (4.8) se sigue que

V(mz)=1—Pr [iR(Xt, A) = 0} , (5.2)
Yy
V(r,z)=> PI(X,=N). (5.3)

5.2. Solucion

La idea es usar el Teorema 3.2, para ello notemos que para los estados 0 y
N la desigualdad (3.8) se cumple para cualquier politica estacionaria, este hecho
quedara explicado en la siguiente observacion.

Observacion 5.1. Para una politica estacionaria f, si x = 0 6 N entonces

UA(VA(fv J})) Z eAR(%a) ZUA(V/\(fv y))me(a) ;

Y
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para todo a € A(x).

Esto se sigue directamente de aplicar las condiciones del Modelo 4.1 para cada

x.
x=0. Para este estado la recompensa es cero i.e. eM0® = 1 ademds el tnico
elemento del conjunto {A(0)} es el mismo cero asi que la suma del lado
derecho de la desigualdad tiene un tnico sumando por lo tanto lo que debe

probarse es
U/\(V)\(f> 0)) 2 U/\(V)\(fa 0))(100(0),

pero qoo(0) = 1, por lo cual obtenemos la igualdad.

x=N. En este caso la recompensa es uno, el tnico control permitido es el cero
y, por las condiciones del modelo, el tinico estado al que se permite moverse
desde N es al cero asi lo que hay que probar es

Us(VA(f, N)) > e*Ur(VA(f,0))gno(0);

otra consecuencia del modelo es que gno(0) = 1, usando esto y la definicién
de V), la tltima expresién se reescribe como
)\ § (XhAt)] ) )
e =0 :

UA<%hL(E£ >) zeAUA<§hz<Eg

o0

Pero es claro que »  R(X;, A;) suma uno cuando el estado inicial es N, y
=0

cero cuando el estado inicial es cero (véase 4.1), entonces

0y (3 (4 107) ) = s (3 (1))

finalmente, es claro que

A>T R(X¢,Ad)
e t=0

Ux(1) > U5 (0) = Ux(1).

Asi tenemos que para cualquier estrategia estacionaria, los estados 0 y N
cumplen con la desigualdad (3.8).

Por otro lado, para el resto de los estados analicemos lo siguiente.
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Observacién 5.2. Para cualquier politica estacionaria g, la desigualdad (3.8)
toma la siguiente forma para los estados {1,2,..., N — 1}

Ux(Va(g,x)) = pUr(Va(g,z+a))+qUr(Va(g,z—a)), a <min{zx, N—=z}. (5.4)

Esto se sigue trivialmente de los siguientes hechos: el modelo prescribe para
estos estados recompensa cero, de tal manera que (3.8) se reduce a:

Us(Valg, ) = > Us(Va(9,9))gay(a),

Y

y por otro lado es claro que desde el estado actual x, hay sélo dos estados y a los
que el sistema puede moverse, a saber y = x +a y y = x — a con las probabili-
dades descritas por el modelo. Asi, la iltima expresién se puede reescribir como
afirmamos.

Finalmente, del mismo modo que ocurrié con el caso neutral al riesgo, hemos
obtenido que, bajo las condiciones del modelo, para asegurar que una politica
estacionaria f es 6ptima, basta verificar que su correspondiente V (f, z) cumple
con (5.4) para todos los controles tales que a < min{z, N — z}.

De manera similar a lo hecho en el capitulo anterior, distinguiremos dos casos
con respecto al valor que tome p.

CASO p > g.

Sea 7, la politica timida del capitulo anterior; usando (5.1) y la definicién de
la funcién U, calculamos Uy (Vy\(T, x)):

A R(Xt,Ar)
Ux(Va(7,x)) = E [Sign()\)e =0 ]

iR(Xt, A) = k])

t=0

= sign(\) ( Z e PT

k=0,1

iR(Xt,At) ~1

t=0

+P]

s -1] ).

t=0

= sign(\) (e’\PxT
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Se sigue de las igualdades dadas en (5.2) y (5.3) que

Ur(Va(r, x)) = sign(N)[(e* — DV (1, 2) + 1]. (5.5)
Donde V (7, x) es la esperanza de la recompensa total ganada bajo 7 cuando el
sistema comienza en x en el caso neutral al riesgo. Para el conjunto de estados
{1,..., N — 1} tenemos el siguiente resultado.
Lema 5.1. U,(V,(7,z)) cumple con la desigualdad (5.4) es decir,

Ux(Vi(7,x)) > pU\(Vi(T, 2 + a)) + qUA(Vi(T, 2 — a)),
a < min{z, N — z}.
Demostracion. Es necesario verificar los dos casos de A:
A > 0: en efecto, por el Teorema 4.1 sabemos que
V(r,z) > pV(r,x+a) +qV (1,2 — a)
debido a la condicién sobre A, sucede que (e¢* — 1) > 0 asi obtenemos
(e* = 1)V (r,z) > p(e* =)V (r,z +a) +qle* = D)V (1,2 — a)

usando el hecho de que p+ ¢ = 1 se consigue

(e =DV (r,z)+1> (= 1)V(r,z+a)+p+((* -1V (r,x —a)+1)q

es decir

(e =1V (rz)+1> ((* =1V (r,z+a)+1)p+((e* = D)V(r, 2 —a)+1)g

lo cual prueba que

Ur(Va(7,2)) > Ux(VA(7, 2 4 a))p + Ux(VA(7, 2 — a))q

para este caso de A.
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A < 0: Procedemos de manera andloga, por (4.1) sabemos que
V(r,z) > pV(r,x+a) +qV (1,2 — a)
debido a la condicién de A sucede que (e — 1) < 0 asf obtenemos
(e = 1)V (r,z) < ple* =DV (r,z+a) +qle* = D)V (1,2 —a)
usando el hecho de que p + ¢ = 1 se consigue
—{(e* 1)V (r,2)+1} > —{((*=1)V (7, 24a)+1)p+((e*-1)V (1, 2—a)+1)q}
es decir
—[(e* =1V (1, 2)+1] > —[((e* 1)V (1, z+a)+1)p+((e* —1)V (1, z—a)+1)q]
lo cual prueba que
Ux(Vi(7,2)) > Ux(Va(r, 2+ a))p+ Ux(Vi(7,2 — a))q

para A\ negativa.

De este resultado y de (5.2) se sigue inmediatamente que
Uy(Va(r,x)) > Ux(Wi(x)), xe€ X.
Tenemos finalmente el siguiente resultado.
Teorema 5.1. Para el A-ejemplo si p > ¢, entonces la politica 7 es éptima.

Demostracion. Esto se sigue de usar la observacién (5.1) para 7y del Lema 5.1.
[
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CASO p<yq

Sea «, la politica audaz del capitulo anterior; la idea es la misma, calcular
Ux(Via(a, z)) y obtener

Ux(Va(a, 2)) = sign(\)[(e* = D)V (o, 2) + 1]. (5.6)

Donde V(a, x) es la esperanza de la recompensa total ganada bajo a cuando el
sistema comienza en x en el caso neutral al riesgo. Para el conjunto de estados
{1,..., N — 1} tenemos el siguiente.

Lema 5.2. U,(Vy(a, x)) cumple con la desigualdad (5.4) es decir,
Us(Va(a, ) > pUr(Va(o, z + a)) + qUr (Vo (T, 2 — a)),
a < min{z, N — z}.
Demostracion. Esta demostracion es totalmente analoga al caso de 7. O]

De este resultado y de la observacién (5.1) se sigue que cuando p < ¢ podemos
afirmar lo siguiente

Us(Vala,z)) > Ux(Va(z)), z€X
y obtenemos el teorema correspondiente.

Teorema 5.2. Para el A\- ejemplo del problema de control 6ptimo la politica «
es 6ptima cuando p < gq.

Demostracion. Esto se sigue aplicar del Lema 5.1 para « y del Lema 5.2. O

Observacién 5.3. Finalmente podemos afirmar lo siguiente. Las politicas que
resultaron optimas para el ejemplo neutral al riesgo también son éptimas en el
caso sensible al riesgo. Una vez maés es importante notar que esto es consecuencia
de las condiciones impuestas en el modelo, que en el caso particular del sensible
al riesgo, derivaron en la forma para la A-funciéon objetivo obtenida mediante la
siguiente ecuacién

Ux(Va(n,2)) = sign(\)[(e* = D)V (n,2) +1], z€X, necP.
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Gracias a esta ecuacién es facil ver algunas propiedades de Vy(n,z), z €
X, mn € P. En particular podemos demostrar que ésta es una funcion creciente
en A, para cualquiera de las dos politicas: 7y «, (de hecho para cualquier politica).
También es posible verificar que cuando A tiende a infinito Vy(n, z) tiende a 1,
mientras que cuando A tiende a menos infinito V) (n, x) tiende a 0. Por otro lado
el limite cuando A tiende a cero es la funcién objetivo del neutral al riesgo, i.e.

V(n,z). La siguiente es una grafica tipica del comportamiento de Vy(n,z), con
V(n,z) =0.6

V/\(% ‘T)




Conclusiones

Usar un parametro A y una funcion de utilidad para plantear los problemas
de control optimo A-sensibles al riesgo, de manera que el caso A = 0 resulte neu-
tral al riesgo, ha sido la manera clasica de abordar el tema de los problemas de
control éptimo sensibles al riesgo. Sin embargo en este trabajo se parte del lado
opuesto: se conoce la solucion del ejemplo a un problema de control éptimo con
recompensa total que no ha sido abordado desde la perspectiva sensible al riesgo
(v en ese sentido lo consideramos neutral al riesgo), y buscamos extenderlo a un
problema de control 6ptimo A-sensible al riesgo de tal manera que el caso A = 0 se
reduzca al ya conocido. Podriamos decir que nuestra primera pregunta al iniciar
el trabajo de tesis fue: jes posible extender la solucién conocida (la neutral) al
caso sensible al riesgo? es decir jqué ocurre con las politicas que dan solucién en el
problema que no toma en cuenta el riesgo cuando se plantea el sensible al riesgo?
Jfuncionaran de la misma manera? La respuesta a estas preguntas constituyen la
principal aportacion de este trabajo.

Antes de resolver la pregunta original fue necesario comprender a fondo la
solucion al ejemplo conocido. De esta manera resultd otra aportacion de esta tesis
que consistio en describir exhaustivamente esta solucién conocida. En primer lugar
resulté necesario clarificar una fuerte afirmacion de Ross [16], en el sentido de que
la esperanza de la recompensa total ganada es equivalente calcular la probabilidad
de que el sistema alcance a un estado especial N (fijo), antes que al cero. Esta
afirmacion, aunque cierta incluso desde el punto de vista intuitivo, no es trivial y
su demostracion requiere algunos detalles que Ross no ofrecié en su solucion. Por
otro lado, cuando hablamos de la solucién al caso neutral al riesgo nos debemos
referir al par de soluciones verificadas en [16] pues, para ser resuelto, el problema
debio ser dividido en dos casos, a partir de ciertos pardametros p y q descritos en
el modelo. El primero p, es la probabilidad con la que se avanza sobre el espacio
de estados en la dinamica del sistema. Mientras que ¢ = 1 — p es la de retroceder.

49
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Asi, cuando p > ¢ se encuentra que la politica llamada timida 7, es éptima. Y
respectivamente cuando p < ¢ es la politica audaz « la éptima.

A manera de sintesis se presentan los cuadros finales. El primero (5.1), es
basicamente un esquema de los dos problemas de control de Markov que se ejem-
plificaron en este trabajo y el resultado que les da solucién respectivamente. Los
cuadros subsecuentes contienen el modelo que genero los ejemplos que ilustran la
teorfa del cuadro (5.1); en cada caso se presenta la solucion obtenida a través de:
una version apropiada de la desigualdad de optimalidad y de la representacion que
induce el modelo de la funcién objetivo. Cabe senalar que el caso p > ¢ (cuadro
5.2), permiti6 dar la forma explicita de la funcién de valores 6ptimos de la politica
solucién, mientras que en el otro caso, aunque sabemos cudl es la politica 6ptima
explicita, la funcién valores éptimos no lo es. Esto tltimo abre la posibilidad de
establecer como problema abierto la buisqueda de las condiciones en el modelo que
permitan obtener de forma explicita la funciéon de valor éptimo para el caso p < q.

Como puede verse en los cuadros (5.2) y (5.3), la misma politica da solucién
tanto al ejemplo neutral al riesgo como al sensible al riesgo. Es decir, hay una
especie de herencia hacia el modelo sensible al riesgo, pues las politicas que fun-
cionaron para el neutral, funcionan también para el sensible. Este resultado de-
pende fuertemente de que el modelo tiene un unico estado absorbente. Es in-
teresante notar que las politicas mencionadas dan solucién al caso extendido sin
importar cuél sea valor de A, es decir no hay incidencia del valor (ni siquiera del
signo), de este pardametro en la solucién al caso extendido.

En general se espera encontrar un comportamiento distinto de las soluciones
cuando se utiliza una funcién de utilidad. Pero esta claro que no ocurrié tal efecto
en el caso estudiado en este trabajo. Esto es resultado del tipo de funcién de util-
idad con el que se trabajo, pues las propiedades que tiene la funcién exponencial
permitieron conectar ambas soluciones.

En este sentido, cabe notar que el hecho de que la funciéon de utilidad tenga
forma exponencial, es consecuencia de considerar constante al coeficiente de sen-
sibilidad al riesgo (véase [8]). De tal manera que un problema abierto a este tema
de tesis serfa proponer una funciéon de utilidad que no considere constante esta
sensibilidad y que por lo tanto no tenga forma exponencial.



PROBLEMAS

Recompensa Total Neutral al Riesgo

t=0

Recompensa Total Sensible al Riesgo

2SS R(Xy,Ar)
e t=0 ]):CGX,WEP.

Vi(m, z) = +In (E;f

SOLUCIONES

Desigualdad de Optimalidad (DO)
Sea f € I tal que.
*V(f,r) <oo,z€X,
*V(f,x) = R(x,a) + 2V (f,9)tay(a),
Y
r € X,ae€ Ax)

entonces f es éptima y V(-) = V(f,-) .

A-Desigualdad de Optimalidad (A-DO)
Sea f € I tal que.
*W(f,z) < o0, z € X,
* Us(Va(f,2)) = exB@) 1520 (VA 4))ay(a) |
Yy
r € X,ac€ Ax)

entonces f es éptima y Wa(-) = Va(f, ).

Cuadro 5.1: Teoria

SoUOISN[OU0))

14



EJEMPLOS (p > ¢)

6 X :={0,1,2,..,N} o A:={0,1,2,..,[N/2]} o A(z)={1,2,....,min{z, N —z}}

<o QI,:H—a(a) =D, q:c,ac—a(a) =4q= 1 - D, QN,O(a) = QO,O(G) = 17 ¢ R(:IZ,(Z) = 07 x 7& Nv R(N7 a) =1

Recompensa Total Neutral al Riesgo Recompensa Total Sensible al Riesgo
Vima)=SP{X, =N}z e X,m€P | Uy(Vi(r,z)) =sign(\)[(e* = 1)V (m,z) + 1,7 € X, T €P
t=0
SOLUCIONES
DO. f € F es 6ptima si A-DO. f € F es 6ptima si
V(f: .’L‘) > pv(fv T+ a) + QV(f, T — CL) U/\(V)\(f7 .%')) > pU}\(V)\(fv T+ CL)) + QU)\(V,\(f, T — a))
r € X, a<min{z, N —z}. r € X, a<min{zx, N —z}.
La politica timida 7 es 6ptima en ambos ejemplos vy,
V(r,z) = _<(57))N y  Ux(Va(r,x)) = sign(X) {(eA —1) {j_((f’))N} + 11, p#3

V(r,e)=% vy Ux(Va(r,2)) = sign(\) [(eA —1) [%] + 1}, p#:

Cuadro 5.2:

SoUOISN[OU0))
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EJEMPLOS (p < q)

o X :={0,1,2,..,N} o A:={0,1,2,....,[N/2]} o A(z)=1{1,2,...,min{z, N —z}}
< qgc,x-i-a(a) =D, Qa:,x—a(a) =q= 1 - D, QN,O(CL) - QO,O(Q) - ]-7 ¢ R(ZL',(I) = 07 z 7& Nv R(Na CL) =1

Recompensa Total Neutral al Riesgo Recompensa Total Sensible al Riesgo

V(m,x) = in{Xt =N}oe X,meP | Uy(Va(r, x)) =sign(N)[(e* = 1)V (m,z) + 1],z € X,m€P

SOLUCIONES
DO. f € F es 6ptima si A-DO. f € F es 6ptima si
V(f,x) ZzpV(f,x+a)+qV(f,x—a) Ux(VA(f,2)) 2 pUA(VA(S, 2 + a)) + qUA(VA(f,  — a))
r € X, a<min{z, N —z}. r € X, a<min{zx, N —z}.

La politica audaz « :

a(x) =z, cuando x < N/2, a(z) = N — z, cuando x > N/2
es 6ptima en ambos ejemplos.

Cuadro 5.3:

SoUOISN[OU0))

€¢



Apéndice A

Propiedades Basicas de Procesos
de Control de Markov

Este apéndice esta basado en literatura dedicada a los procesos de control de
Markov [6],[9]. Y esta dividido en dos partes, la primera contiene resultados basicos
de esperanza condicional y la segunda las pruebas de las propiedades basicas de los
procesos de control de Markov. Antes de la primera seccion tenemos el siguiente
resultado de teoria de la medida.

Teorema A.1. Sean (9, §) v (Qo, o) espacios medibles, sea T : (2, §) — (20, Fo)
un mapeo medible, y ;2 una medida de probabilidad sobre §. Definimos pg = pT'~!
sobre §p como

Ho(A) = w(T71(A), A€

Si f:(Q0,80) — (R, B(R)

[ s@@dnte) = [ o)

(R)) v A € o, entonces
T-14

En el sentido de que si una de las integrales existe, entonces la otra también, y
las dos integrales son iguales.

A.1. Resultados de Esperanza Condicional

Definicién A.1. Sea (2, F,©) un espacio de probabilidad, H una sub-o-dlgebra
de F y Z una v.a. F-medible. Si Z es ©O-integrable entonces la esperanza condi-

o4



Propiedades Basicas de Procesos de Control de Markov 55

cional de Z dada ‘H denotada por F(Z | H), es cualquier funcién W sobre (2 tal
que

(a) W es H-medible, y
(b) [WdQ = [ZdQ para cada B € H.
B B

Si V' es un conjunto en F, la esperanza condicional de V' dada H se define como
OV |H) = E(ly | H).

Proposicién A.1. Sean Z, Z' v. a. sobre (2, F,Q) y H y ‘H' sub o-algebras de
F, si H C 'H' entonces

(a) E[E(Z|R) | H]=E[E(Z|H)|H]=E(Z]|H).

(b) Si Z es H- medible, entonces E(ZZ' | H) = ZE(Z' | 'H); en particular
E(Z|H)=Z.

A.2. Propiedades

Sea {(X, A, {A(z)|z € X},Q,p)} un modelo de control con su estructura de
politicas P (véase [9]). Donde X y A denotan los espacios de estados y de controles
respectivamente, los cuales se suponen espacios de Borel (i.e. subconjuntos medi-
bles de espacios métricos separables y completos), A(x) los controles admisibles
para el estado x, @ la ley de transicion del modelo, y p la funcién de respuesta.
Sea,

K:={(z,a) |z € X, acAx)},

el conjunto de pares estado-accién admisible.
Sea H, el espacio de historias admisibles hasta el tiempo t con Hy := X; y

H =K'x X=KxH,; para t=12,.. (A.1)

hy € H; tiene la forma h; = (&, g, ..., &1, -1, &) con (&, ;) € K para todo

Dada una politica m € P (véase [9]), y una medida de probabilidad v sobre X
que llamaremos inicial. Construiremos el siguiente espacio de probabilidad: 2., =
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(XA)>® =(XA) - (XA)-(XA)-- [nétese que Hoo = K> C Q. la correspondiente
o-élgebra producto § en  y tomamos PT la medida de probabilidad sobre (2, §).
Esta PT existe por el Teorema de Ionescu Tulcea (véase [2]) y coincide con las
medidas marginales, es decir cada vez que consideramos ya sea (X A)' o bien
(XA)'X para algin ¢t € N (cada vez que “recortamos” o paramos el proceso
a un numero finito). Para ver mds claramente esto consideremos las siguientes
elementos aleatorios.

X : Qo — X, dadapor Xi(xo,ag,T1,...2, Qo) =24, Y

Ay Qoo — A, dada por  Ay(zo,ag, 1, .74, g, ....) = ay.

Es decir para cada t, el proceso toma uno de los valores de X que indexaremos
con el tiempo x;, asi pues estamos mirando las sucesiones de variables aleatorias
de los estados {X;} y de las acciones {A;}.

Aqui probaremos algunas de las propiedades que satisface la medida de proba-
bilidad P7, sin embargo es necesario primero hacer una aclaracién sobre la no-

| 2]

tacion de las medidas, para aligerarla usaremos P en lugar de P7, aunque para

no confundir la medida total sobre 2, con las medidas marginales, para t € N,
usaremos P? para medir sobre (X A)" cuando detenemos el proceso en A; | y
P**1 para medir sobre (X A)!X cuando lo detenemos en X; y usaremos la sigui-
ente notacion

dp =

Wt_l(dat_l | ht—l)Q(dxt—l | l’t_g,at_g)"'Q(dxl | ZEm(lo)?To(d(lo | ZEo)I/(dZE()) (A2)

dP2t+1 —

Q(dl’t ’ l'tfhatfl)'/'rtfl(datfl ’ hpl)'“@(dl’l | l’oy@o)ﬂo(dao ’ 950)V(d950)a (A-3)

por supuesto dP° = dv.
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NOTAS.

(1) Dada una v.a. W, o(W) representa a la sigma algebra generada por ésta. De
esta manera si usamos la Definicién A.1 para los, recién definidos, Q, T y
PT y tomamos H = o(Xo, ..., Xy, A;) entonces, paraun B € o(X, ..., Xy, Ay)
lo siguiente

/IVdP = /E[[V | o(Xo, ..., Xy, Ay)]dP (A.4)

B B

se cumple para cualquier V' € § y ademas

PV | o(Xo, ... Xi, Ay)) == E(Iy | 0(Xo, ..., X¢, Ay))

(2) En el resto del apéndice tendremos B € o(X)y D € o(A)
Propiedad A.1. PJ(X, € B) = v(B) c.s. con respecto a P.
Demostracion. En efecto, basta calcular

PT(Xy € B) = /[{XoeB}(w)dP; = /IB(a;O)dPO(xO) = /dy(xo) =v(B).

La segunda desigualdad se debe al Teorema de Cambio de Variable A.1, para
Q=0, =X, n=P, no=rP yT =X,

[
Propiedad A.2. PJ(XtJ,_l €eB | Ht,At> = Q(B | Xt,At).
Demostracion. Sea C € o(Xy, Ao, ..., Xi, A¢), consideremos el conjunto
{(Xo, Ag, ..., Xy, Ay) € C'} entonces,
/ P™(Xe1 € B | Hy, A)dPT (A5)

{(Xo,Ao ..... Xt,At)EC}

por (A.4) esta integral es igual a
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/ I{Xt+1€B}dP;r

es decir,

Q

como {{Xiy1 € B} N{(Xo, Ao, ..., X3, A;) € C}} es la imagen inversa de un ele-
mento de la o(Xy, Ao, ..., Xy, A, Xi41), usamos cuidadosamente el Teorema de
Cambio de Variable con la proyeccién para medir en (X A)*'X con P2(HD+! y
obtenemos

/ /[C Loy --ey A IB(.CEH_l)dPQ (t+1)+1

(XA (t+1) X

/ / Io(w0, -y @) I (1) Qg | 1, 0,) AP+

(XA X

= /Q(B | fL‘t,at)dPQ(t+1).

Usamos nuevamente el Teorema de Cambio de Variable para regresar a la medida
en {2, y asi esta ultima expresion es igual a

/ Q(B | X, A,)dPr. (A.6)

{(Xo,A0,...,X1,A1)eC}

Como las integrales (A.5) y (A.6) son iguales, obtenemos finalmente la igualdad
deseada.

Pl(Xi1 € B | Hi, Ay) = Q(B | Xy, Ay)

Propiedad A.3. PJ(Ay € D | Xy) = mo(D | Xo) casi seguramente c.r. P.
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Demostracion. Sea D € o(X,), consideremos el conjunto {X, € D}

/ PJ(Ao € D | Xo)dP] = / Iiagepyd Pl = /[{{AoeD}m{XoeD}}dP;r

{XoeD} {Xo€D} Q

al tomar la medida en X A via el TCV esto es igual a
/ID(CL())ID(fL‘Q)dPQ = /WQ(D | l’o)dPO(Io) = / 7T0<D | )(())d.P;r
XA D {XoeD}

probando asi que PJ(Ag € D | Xo) = mo(D | Xo). O

Propiedad A.4. PF(A; € D | H;) = m/(D | Hy) casi seguramente c.r. P.

Demostracion. Sea E_E o(Xo, ..., A;_1, X;) y consideremos los conjuntos
{(Xo, ..., A1, Xy) € D} y {{Ar € DY n{(Xo, ..., Ar—1, Xy) € D}} = W. Calcule-
mos de sobre todo 2.

/ P:(At eD | Ht)dpf = / [{AteD}dP;r = /[{W}dP;r
{(Xo0,...,At_1,X¢)€D} {(Xo,...,A¢t_1,X:)eD} Q

usando el TCV con la proyeccion en los valores, pasamos a la medida marginal
dP?>*t1) y esta integral la escribimos como sigue

/ ]DlﬁdPQ(H_l) = / /ID(ﬁbo,CLO, ...,l’t)ﬂ't<dat | ht)dPQH_l
(XA2WX D

(XA)2<t+1)
es decir
= / 7 (D | hy)dP* T = / (D | H)dPT
D {(Xo,---, At_1,Xt)€ﬁ}

probando asi que PJ(A; € D | Xo) = m(D | Hy). O
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Antes de probar la propiedad de Markov que cumple el proceso necesitamos
algunas definiciones.

Definicién A.2. Con ® denotamos el conjunto de todos los kérneles estocéasticos
¢ en P(A | X) (el espacio de las medidas de probabilidad condicionales de X
dado A) tales que p(A(z) | ) =1 para todo z € X

Definicién A.3. Sea ® como en la definicién anterior, I el conjunto de todas las
funciones medibles de X — A tales que f(z) € A(z) paratodoz € X. Y py Q
como en la definicion del MCM. Definimos para cada x € X

p(,p) = /p(w,a)so(da | z)

A

Q| 2.9) = / Q. a)p(da | z)

Mas aun si f pertenece a [F esto se convierte en

oz, f) =ple, f(x)) vy QBlz f)=Q(B |z f(z)) (A7)

Propiedad A.5. P;(Xprl €eB | Ht) = IQ(B | Xt,at)ﬂt(dat | Ht)
A

Demostracion. En efecto, como o (X, Ao, ..., X;) C 0(Xo, ..., Xy, A;), por la Proposicién
A.1 tenemos que

EZ[]{Xt+1€B} | Ht] = EZ[EZ[I{XtHeB} | HtaAt] | Ht]
= Ej[P;({ X1 € BY | Hy, Ay) | Hyj
= E;T[Q<B | XtaAt> | Ht] <A~8)

la dltima igualdad se debe a la Propiedad (A.2). Ahora ndtese que para todo
C € U(XO, ...,Xt)
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/EW%BM&JMIEMR?Z/Q@HX@&MRT
C C

— //Q(B | X¢,a0)dP] (A, € A| Hy)dP]
C A

_ //Q(B | X, an)mi(day | Hy)dP}
C A

(la ultima igualdad se debe a la propiedad (A.4)). De aqui se sigue que

@@@M&&Hw=/memMMmHﬁ
A

o bien, por A.8

P;[Xt-i—l e B | Ht] = /Q(B | Xt,at)ﬂ't(dat | Ht)
A

]

Observacién A.1. A manera de corolario notemos lo siguiente. Si en particular
se tiene una politica estacionaria esto se reduce a

Pi(Xen1 € B Hy) = Q(B | Xy, f(X)). (A.9)

Propiedad A.6. Si 7 es politica de Markov entonces el proceso { X;} cumple con
lo siguiente: para cada B € B(X)yt=0,1,2, ...,

Pl( X1 € B[ Xo, ..., X4) = PJ (X1 € B[ Xy). (A.10)

Demostracion. Se probara que ambos lados de la igualdad son iguales a
Q(B | Xy, f(X}). Primero notemos que, por la proposicién anterior

P:(Xt+]_ €B ‘ Ht) = /Q(B ’ Xt,At>7Tt(dat ’ Ht)
A
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para cualquier 7 y para todo B € 9B(X) y por la proposicién anterior se tiene que
cuando es de Markov ocurre

PJ(Xer1 € B| Hy) = Q(B | Xy, f(X4))- (A.11)

Ahora bien, como o(Xy, X1, ...X;) C 0(Xo, Ao, ...X;), usamos la Proposicién A.1(a)
para el lado izquierdo de la igualdad A.10 obtenemos

P:(Xt+]_ E B ’ XO, "'7Xt) = E:[PJ(Xt_A,_]_ 6 B ‘ Ht) | X07 '-'7Xt]7
se sigue de (A.11) que
= E:[Q(B ‘ Xtaf(Xt)) ‘ X07 "'7Xt]7
y de la Proposicién A.1(b) se sigue que

= Q(B | Xy, f(X3)).

Por otro, lado procediendo de manera similar para el lado derecho de la igual-
dad (A.10) obtenemos

P}(Xi1 € B| Xy) = EJ[P] (X1 € B| Hy) | Xy

y por (A.11)
= EZ[Q<B ‘ X, f(Xt>> | Xt]

usando propiedades de esperanza condicional

= Q(B | Xt, f(Xt))



Apéndice B

Sensibilidad al Riesgo

Este apéndice estd basado en los trabajos de Fishburn [7], Arrow [1], Pratt
[14],[8].

La siguiente es una breve discusion acerca de la naturaleza y propiedades de lo
que fue llamado coeficiente de sensibilidad al riesgo. Iniciarla requiere de contar
con la definicién de funcién de utilidad, de hecho es necesario ir mas atras; sin
embargo aqui simplemente supondremos lo siguiente: hay un orden de preferencias
sobre las alternativas que puede elegir un controlador, y este orden lo denotaremos
por >=.

Definicién B.1. Una funcién v : W — R se dice que representa un orden de
preferencia = definida sobre el conjunto de alternativas W si

para todo z,y € W, r=y siysélosi u(z) > uly). (B.1)

Es decir, u representa las preferencias del controlador si y sélo si, dadas dos
alternativas, u le asigna un nimero real mayor a la alternativa que el controlador
prefiere. A una funcién de utilidad sobre alternativas la llamaremos de tipo ele-
mental.

Pareciera que esta funcién captura de manera fiel las preferencias de un con-

trolador sin embargo hay algo que atin no esta tomado en cuenta: la actitud del
controlador ante el riesgo. Veamos un ejemplo de actitud ante el riesgo.

63
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Un jugador debe elegir entre los juegos A y B, en el juego A gana 35 pesos con
probabilidad % o no obtiene nada con la misma probabilidad, en el juego B gana
con probabilidad 1 (con certeza) 12 pesos.

Probabilidad | Recompensa | R. Esperada
1/2 $ 35.00
1/2 $ 0.00 $17.50
B 1 $ 12.00 $ 12.00

Cuadro B.1: Un ejemplo de actitud al riesgo

En este ejemplo tomamos como funcién de utilidad a la recompensa esperada.
A los jugadores que eligen la opcién B, ganar seguro a pesar de que la esperanza del
juego A es mayor. Es decir los que eligen la que tiene menor recompensa esperada
se les llama aversos al riesgo. Para estos jugadores pareceria que la recompensa
esperada como funcién de utilidad no esta funcionando muy bien. Es aqui donde
entran las ideas de von Neumann y Morgenstern: pensar en una funcion de utili-
dad sobre las probabilidades mas que sobre la recompensa.

John von Neumann y Oscar Morgenstern probaron [17] que pueden repre-
sentarse también preferencias entre distribuciones de probabilidad a través de
funciones de utilidad a las que llamaron funciones de utilidad esperada. En este
apéndice tendremos solamente la definicién.

Definicién B.2. Sea A el conjunto de las distribuciones de probabilidad definidas
sobre un conjunto W. Existe una funciéon U : A — R que modela un orden de
preferencias (=) en A es decir

para todo P,Q € A, P=Q siysolosi U(P)>U(Q). (B.2)

La actitud de los jugadores puede explicarse intuitivamente argumentando que
tienen miedo de arriesgarse, que son aversos al riesgo. Esta idea no suena tan mal
pero por otro lado no es una constante de comportamiento, pues las personas
siguen comprando billetes de loteria sabiendo que el precio que pagan por ellos es
mucho mas grande que el valor esperado de la loteria. Es para tratar de entender
estas evidencias, aparentemente contradictorias, que se estudian las actitudes al
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riesgo. Las funciones de utilidad esperada de von Neumann y Morgenstern son un
primer paso en este sentido pero sus alcances son mayores.

Aversién al riesgo y certeza equivalente

En [1] Arrow realiza una discusién acerca de las actitudes al riesgo que deriva
en el concepto de lo que llamara certeza equivalente.

Supongamos que contamos con la funcién de utilidad v que modela las pref-
erencias de un consumidor y que esta funcion tiene segunda derivada. Sea Y la
riqueza del consumidor y supongamos que se le ofrece la oportunidad de ganar o
perder la cantidad h con igual probabilidad, 1/2; o bien la alternativa de quedarse
con su riqueza inicial Yy. Esto es bastante parecido al primer ejemplo con la dife-

rencia de que en este caso ambos juegos tienen la misma recompensa esperada, a
saber Y.

Probabilidad | Recompensa
A 1/2 Yo+ h
1/2 Yo—nh
B 1 Yo

Cuadro B.2: Otro ejemplo de actitud ante el riesgo

A pesar de este dato un consumidor que le teme al riesgo (es averso al riesgo),
por definicion preferira quedarse con lo seguro, i.e. su funcién de utilidad debe
cumplir con

u(¥p) > Zul¥o+ h) + su(¥ — b) (B.3)

a partir de aqui, con algunas cuentas de por medio, puede deducirse que u debe
ser concava.

De tal modo que si proponemos una funcién de utilidad concava para el jugador
de la primera tabla tendremos una idea mas clara de por qué llaman aversos al
riesgo a los jugadores que eligen la opcién B. Nuestra propuesta de u es 1—0.9” que
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es claramente céncava. Esta funcién asigna u(0) = 0, u(12) = 0.71 y u(35) = 0.97
es decir ordena las preferencias de manera racional. !

u(x)
14k

0.97

o
39
—

Utilidad

Pero por otro lado tenemos que la utilidad esperada del juego A es de 0.47 mientras
que la esperada del juego B es otra vez 0.71. Asi ya no resulta tan extrano que la
mayoria (sic) de los jugadores elijan el juego B.

Probabilidad | Recompensa | R. Esperada | Utilidad | U. Esperada
1/2 35.00 0.97
1/2 0.00 17.50 0.00 0.47
1 12.00 12.00 0.71 0.71

Cuadro B.3: Un ejemplo de actitud al riesgo

Ahora ya estd mas claro que cuando al controlador se le asocia una funcién de
utilidad esperada céncava, entonces serd considerado averso al riesgo. De la figura
también podemos mirar lo siguiente. Si la funcion de utilidad del controlador es
una funcién afin creciente, entonces le dara lo mismo elegir el juego A o B. Sim-
plemente porque en tal caso u(12) < u(17.5). Es decir E4[u(R)] = u(E4[R]).

Iracional en el sentido de que asigna un valor mayor a los objetos que més prefiere el jugador.
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Regresando a la discusién sobre la concavidad, sabemos que el valor numérico
de v”(Y) nos da informacién en este sentido, sin embargo este valor no es sufi-
ciente para medir la aversién al riesgo de un consumidor. Pratt [14] introdujo una
medida de la aversion al riesgo de la siguiente manera: pensemos en que el jugador
esta dispuesto a pagar una cantidad p con tal de evitar entrar en el juego que le
parece riesgoso. Por supuesto esta cantidad debe ser razonable, jqué tan razona-
ble? A esta cantidad p le llamo6 premio de riesgo del juego A. Que el jugador
esté dispuesto a pagar para evitar el juego es equivalente a la siguiente condicién

u(BA(R) = p") = B u(R)). (B4)

Donde E4(R) es la esperanza de la recompensa ganada en el juego A. Para
aligerar la notaciéon pongamos E4(R) = R*. Haciendo el desarrollo del lado
izquierdo de (B.4)

u(RY = p) = u(R?Y) — p™u' (R?) + olp”] (B.5)
donde ola]/a — 0, cuando av — 0.
Mientras que del lado derecho obtenemos

BA(R)] = u(RA) + %agu"(RA) + EAlo(R — RAY? (B.6)

combinando las tres ultimas ecuaciones obtenemos
1
phu(RY) = —50,2416”(73’4) +o[p”] + E4[o[(R — R™)P]. (B.7)

De donde se deduce que p? es proporcional hasta el primer orden (es decir, local-
mente) a la varianza de la recompensa, con factor de proporcionalidad igual a 1/2.
Finalmente llega a obtener una medida de aversion al riesgo que llama coeficiente
de aversion al riesgo.

r(Y) = = ilog(u’(Y)) (B.8)
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En general este cociente puede ser una funcion de Y. Esta clase de medida
de aversion al riesgo “genera” funciones de utilidad que son conocidas como de
Aversion Absoluta al Riesgo, ARA por sus siglas en inglés. Si ademads, como es
el caso de este trabajo, el cociente es constante entonces se llama medida de
tipo CARA (Constant Absolute Risk-Aversion). Existen otros tipos de medida
de aversion al riesgo. En economia han surgido distintos tipos de funciones de
utilidad que son de gran ayuda para deducir resultados analiticos, son utilizadas
porque resultan de facil manipulacion pero no hay razén obvia para creer que
representa actitudes de algin consumidor o controlador en el mundo real [8].

Noétese que sir(-) > 0 entonces el controlador es averso al riesgo y serd propenso
al riesgo en el otro caso. Y que r(Y) = 0 implica que u es lineal, es decir el con-
trolador es neutral al riesgo.

Asi se ha obtenido una manera de medir al riesgo del controlador que en general
podria ser una funcién de la riqueza que él tenga. Es posible verificar que cuando
no depende la sensibilidad al riesgo de la riqueza actual sino que es una constante
v, ocurre que la funciéon de utilidad del controlador debe ser de la siguiente forma

_ _ [ sien(y)e””, v #0;
r(Y)=vy=u,(Y):= { Y i (B.9)

Una tultima e importante consecuencia, derivada de la condicion impuesta en
(B.4), es el concepto de certeza equivalente. Este nombre no sorprende si recor-
damos que la condicién impuesta tiene como propodsito hallar la cantidad que
estaria dispuesto a pagar el jugador con tal de no entrar en un juego que le parece
riesgoso, es decir hallar una especie de balance entre los dos juegos. Asi, llamare-
mos certeza equivalente (Q) a lo que resulte en (B.4) para cada funcién de utilidad
propuesta, es decir,

w(Q(Y)) = Efu(Y)]. (B.10)
En el caso de (B.9) se tiene como certeza equivalente a

Q,(Y) = { g;ﬁf[ev D zig (B.11)



Bibliografia

[10]

[11]

Arrow K, en: Essays on the Bearing-Risk, Markham, Chicago, 1971.
Ash R., Probability and Measure Theory, Academic Press, India, 2008.

Barz C., Risk-Averse Capacity Control in Revenue Management, Springer,
Berlin Heidelberg, 2007.

Cavazos-Cadena R. and Fernandez-Gaucherand E., Controlled Markov chains
with risk-sensitive criteria: average cost, optimality equations and optimal
solutions, Mathematical Methods of Operations Research (2000), no. 43, 121—
139.

Cavazos-Cadena R. and Montes-de-Oca R., Optimal stationary policies in
risk-sensitive dynamic programs with finite state space and nonnegative re-
wards, Applicationes Mathematicae 2 (2000), no. 27, 167-185.

Feinberg E. and Shwartz A., Handbook of Markov Decision Processes: Meth-
ods and Applications, Kluwer, 2001.

Fishburn P., Utility theory, Management Science 14 (1968), no. 5, 335-378.
Gollier C., The Economics of Risk and Time, MIT Press, 2002.

Hernandez-Lerma O.and Lasserre J. B., Discrete-Time Markov Control Pro-
cesses: Basic Optimality Criteria, Springer-Verlag, 1988.

Howard R. and Matheson J., Risk-sensitive Markov decision processes, Man-
agment Science 18 (1972), no. 7, 356-369.

Howard R., Decision analysis: practice and promise, Management Science 6
(1988), no. 34, 678-700.

69



70

[12] Liu Y., Ph.D. thesis, Decision-Theoretic Planning under Risk-Sensitive Plan-
ning Objectives, College of Computing, Georgia Institute of Technology, At-
lanta, Abril 2005.

[13] Marcus S., Fernandez-Gaucherand E., Herndndez-Hernéndez D. , Coraluppi
S., and Fard P., Risk-sensitive Markov decision processes en: Systems and
Control in the Twenty-First Century, Eds. Byrnes Ch., Datta B., Gilliam D.,
and Martin C., Birkhauser, 1997.

[14] Pratt J, Risk aversion in the small and in the large, Econometrica 32 (1964),
122-136.

[15] Puterman M., Markov Decision Processes, Wiley, New York, 1994.

[16] Ross S., Introduction to Stochastic Dynamic Programming, Academic Press,
1983.

[17] von Neumann J. and Morgenstern O., Theory of Games and Economic Be-
havior, Springer-Verlag, 1944.



AN

(asa abierta al tiempo Fecha : 12/08/2008
Pdgina : 11

CONSTANCIA DE
) de la alumna
s 132 créditos
~de estudio. Con
N\ DE GRADO cuya

La Universidad
PRESENTACION DE EXAME
MARIA SOLEDAD ARRIAG
correspondientes a las un
fecha veinte de agosto
denominacién es:

PROBLEMAS DE CONTROL DE MARKOV CON RECOMPENSA TOTAL ESPERADA EN ESPACIOS FINITOS.
CASOS NEUTRAL Y SENSIBLE AL RIESGO j

Cabe mencionar que la aprobacién del Examen de Grado tiene un valor de 60
créditos y el programa consta de 192 créditos.

El jurado del examen ha tenido a bien otorgarle la calificacién de:

/?Iproéar

JURADO

Presidente Secretario

DR? JUAN GONZALEZ HERNANDEZ DR. JOSE RAUL MONTES DE OfLA MACHORRO

Vocal

UNIDAD IZTAPALAPA

Coordinacion de Sistemas Escolares >
Av. San Rafael Atlixco 186 Col. Vicentina, Del. lztapalapa CP 09340 México, DF Apodo. Postal 555-320-9000

Tels. 5804-4880y 4883 Fax 5804-4876




