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INTRODUCCION

Una de las actividades de la ciencia es el estudio de los fenémenos natu-
rales o sistemas fisicos, a través del analisis de modelos matematicos.

Un modelo matematico es la simplificacién de un sistema, de tal forma
que se consideran las variables mas importantes que influyen en éste y se
relacionan siguiendo leyes fisicas para obtener ecuaciones ya sean algebraicas,
diferenciales ordinarias o parciales, por mencionar algunas.

La informacion que se obtiene de un modelo es una aproximacion de la
realidad, ya que en principio el modelo es una simplificacion del sistema.

Se cree que al elaborar modelos que involucren un mayor nimero de varia-
bles del sistema la solucién estarda mas cerca de la realidad, el problema aqui
es que el modelo sera mas complejo y darle solucién puede requerir un gran
trabajo tedrico y/o computacional. Un ejemplo de esto son las ecuaciones no
estacionarias de Navier-Stokes que modelan la velocidad y presién de un flui-
do viscoso e incompresible, también se puede modelar la temperatura si las
consideramos en el contexto de la aproximacién de Boussinesq en fluidos no-
isotérmicos. Para dimensién tres este problema no esta téoricamente resuelto
para tiempos grandes desde el punto de vista de problema bien planteado:
existencia de solucién unica y dependencia continua respecto de los datos;
ademas la solucidon computacional con simplificaciones requiere de un gran
trabajo.

Una forma de clasificar los modelos es en problemas directos (forward) y
problemas inversos.

En un problema directo se quiere hallar la solucién a un conjunto de
ecuaciones con datos conocidos, es decir, se conoce la geometria, condiciones
iniciales, condiciones a la frontera, valores de pardmetros, etc. Por ejemplo
sea ! C R? un dominio conexo, acotado y de frontera suave I', queremos
hallar u = u(z) con z € , que sca solucién del problema eliptico:

u—Au=0 en
au__
on

v sobre I',

donde v es conocida.

Este problema directo es un modelo normalizado para un proceso de
difusién estacionario en un medio homogéneo isotrépico y absorbente, u(z)
representa la concentracién (o temperatura) de sustancia en z € Q.



lin un problema inverso se tiene alguna informacién sobre la solucién de
las ecuaciones y lo que se busca es la condicién sobre los datos para que la
solucion del problema directo tenga las caracteristicas pedidas.

Para el ejemplo anterior un problema inverso es el siguiente, sea w C ! un
subconjunto abierto y conexo y ur = ur(z) con z € w. Se quiere hallar una
funcién v definida en T' de tal forma que la solucién u = u(z) del problema
directo:

u—Au=0 en §)

Ju

on
satisfaga u(z) = uy(z) para cada z € w.

Para este ejemplo la funcién uz es una distribucién que se desea alcanzar
en un sub-dominio w y para tal efecto se controla el flujo en la frontera, es
decir, se busca v.

En el problema inverso la ecuacién que modela el sistema recibe el nombre
de ecuacion de estado, la solucién de la ecuacion es la variable de estado
v el dato buscado es el control. En estos términos un problema inverso
onsiste en hallar un control que permita que la variable de estado alcance
una distribucion deseada. Estos problemas inversos o de control se plantean
como problemas de control dptimo, es decir, no solo se busca un control
adecuado sino también que el control sea de minima energia (norma).

En los dltimos treinta afios han cobrado gran importancia los problemas
de control éptimo de sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales par-
ciales (sistemas distribuidos), pero es en la década de los ochentas y hasta la
fecha cuando han aparecido més trabajos en relacion con este tépico (solu-
cién numérica), en particular con ecuaciones parciales lineales y en especial
con la ecuacién de onda. Esto se debe a que el control de la ecuaciéon de on-
da es una primera aproximacion para estabilizar estructuras que presentan
oscilaciones.

El primer trabajo relevante en Control Optimo es el libro [1] de J.L. Lions,
publicado en 1971. En éste se resuelven problemas de controlabilidad exacta
de sistemas gobernados por ecuaciones elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas,
con condiciones de frontera Dirichlet y Neumann. Los problemas que se abor-
dan son lineales y para estos se establecen desigualdades variacionales con la
finalidad de demostrar existencia y unicidad del control éptimo en espacios

v sobre I',



de Hilbert adecuados, sin embargo, no se abordan algoritmos numéricos para
el calculo explicito del control.

Posteriormente en 1986 J.L. Lions en su articulo: “Exact Controllability,
Stabilization and Perturbations for Distribuited Systems” [2], demuestra la
existencia del control exacto, independientemente de si la dimension espacial
es par o impar, utiliza una técnica constructiva, la cual permite calcular el
control numéricamente. El trabajo es bastante general y aborda en detalle
el problema de controlabilidad exacta de la ecuacién de onda con control
Dirichlet y control Neumann.

Tomando como punto de partida el trabajo anterior de J.L. Lions, en
1987 R. Glowinski y Li (3], resuelven numéricamente el problema de contro-
labilidad exacta para la ecuacién de onda en rectangulos, usando diferencias
finitas. En 1988 A. Nicolas [4] resuelve el mismo problema en dominios ar-
bitrarios usando elemento finito. Estos dos trabajos usan una regularizacion
tipo Tichonoff, la cual consiste en la adicién de un término biarmdnico con el
objetivo de obtener un problema discreto bien planteado. Posteriormente en
1989 R. Glowinski y Mary Wheeler resuelven sin regularizacion de Tichonoff
Ja controlabilidad exacta para la ecuacion de onda en rectangulos [5].

Por otra parte, ain cuando la controlabilidad exacta de la ecuacién de
calor también se aborda en el trabajo de Lions, a diferencia de la ecuacion
de onda el calculo numérico del control no es claro, o al menos no facil por
los espacios involucrados y al hecho que la ecuacién de calor, a diferencia
de la ecuacién de onda no modela un proceso reversible. Sin embargo, los
primeros experimentos numéricos para la controlabilidad (desde el punto
de vista de control 6ptimo) de problemas de difusién y difusién-adveccién
(ecuacién de calor y transporte), se deben a R. Glowinski y M. Berggren en
1992 con la Tesis: “Control and Simulation of Advetion-Diffusion Systems”
[6]. En este trabajo se busca un control éptimo aproximado de tipo Dirichlet
en una seccion de la frontera, el problema se plantea para rectdngulos y
la semidiscretizacién de los problemas directos se hace con un esquema de
separacion de operadores. Para el cdlculo del control éptimo se aplica el
método de gradiente conjugado y para la implementacién numérica se usé
el método de elemento finito.

En el trabajo que se presenta aqui, también se busca el control 6ptimo
aproximado para procesos de difusién y difusién-adveccién sobre rectangulos,
solo que usamos una discretizacion implicita del operador espacial, mediante
diferencias finitas.
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Hay que considerar que para la solucién de un problema inverso es nece-
sario resolver el problema directo asociado, por lo tanto, se necesita de un
método de solucién eficiente para el problema directo. En los problemas
que presentamos la geometria de los dominios es rectangular, por lo cual
se han elegido para resolver los problemas directos métodos de di ferencias
finitas para discretizar en tiempo y espacio. La extensién a otras geometrias
discretizando en espacio mediante elementos finitos, no es una complicacién
esencial. Ademas, tomando en cuenta que para datos suaves en rectangulos el
problema aproximado en diferencias finitas coincide con el problema aproxi-
mado por elementos finitos para la triangulacién regular de Friedrichs-Keller,
entonces los resultados que se obtengan con diferencias finitas son una base
fuerte para la validez con elementos finitos en regiones arbitrarias.

Por 1ltimo sefialamos que el articulo de 1994 de J.L. Lions y R. Glowinski:
“Exact and Aproximate Controliability for Distributed Parameter Systems”
[7], contiene métodos numéricos para el control puntual en problemas de
difusidn y en éste se anuncia la aparicion en 1995 de un estudio mas completo
tedrico y computacional del control 6ptimo tipo Dirichlet y Neumann para
las ecuaciones de difusion y de sistemas tipo Stokes.

En los capitulos ITy I1I de este trabajo, buscamos un control tipo Dirichlet
en una seccion de la frontera y en el capitulo IV usamos un control Neumann,
lo cual representa una aportacion nueva a los trabajos en esta direccion.



CAPITULO I

1 Problemas de Control Optimo

1.1 Problema Inverso como un Problema de Control
Optimo

Consideremos el siguiente problema directo:
Hallar u : 2 x (0,T) — R que satisfaga el problema parabdlico

Ou
ot

—Au=f en Qx(0,7) (L.1)

con condicién de frontera

Ou ,
au + S ag en [ x(0,7) (1.2)
on
u=v en I'.x(0,7T) (1.3)
y condicion inicial
u(0) = u(z,y) en Q (1.4)

Donde € es un dominio acotado y conexo de R? con frontera I'. La
frontera se divide en dos secciones I'y y I'; tales que I'y UT, =T y estas solo
se intersectan en dos puntos extremos.

La ecuacién parabolica (1.1) conocida como la ecuacion de calor es un mo-
delo normalizado de la distribucién de temperatura u(z,y,t) en cada punto
(z,y) de una lamina al tiempo ¢, dicha ldimina se considera como un cuerpo
hemogeneo e isotrdpico. La funcién f representa una fuente de densidad de
calor sobre cada punto (z,y) de la lamina y puede variar con el tiempo.

)l problema inverso asociado que nos interesa es el siguiente: Dada una
distribucién de temperatura ur(z, y) en la lamina, deseamos hallar la funcién
v de temperatura sobre I'; adecuada para que la solucién del problema directo
(1.1,1.2,1.3,1.4) satisfaga al tiempo t = T', u(z,y,T) = uyr(x,y) para cada
(z,y) € Q.

% decir, asumimos que la evolucion del sistermna se da de acuerdo a la
ccuacion (L.1), el flujo de calor en la frontera T'y estd dado de acuerdo a
(1.2) y ademas partimos de una distribucién inicial conocida de temperatura



de acuerdo a (1.4). Lo que falta por determinar es la condicion de frontera
Dirichlet {1.3) para que el problema, asi cerrado, tenga solucion que al tiempo
T se distribuya sobre la ldmina Q en la forma deseada ur(z,y).

Nos interesa controlar el sistema de forma éptima en el sentido que el
control v calculado sea el que represente minima energia (minimo costoj, es
decir queremos que v minimice la funcional que calcula su energia

1 [T R
T =5 / /r dydt
Jo .

esto es, desde el punto de vista matematico nos interesa el control de minima
norma en L*(I'. x (0,T)).

[l problema ast planteado es un problema clasico de teoria de control
éptimo denominado controlabilidad exacta. El problema como estd planteado
puedc no tener solucién, es decir, es posible que para una distribucién urp(z, y)
desecada no exista un control v que haga que la solucién del problema directo
cumpla con u(z,y,T) = ur{(z,y) y, por lo tanto, no hay un conjunto de
controles admisibles sobre los cuales se pueda minimizar la funcional J{v]
que mide la energia, tal funcién ur se denomina distrihucion no-alcanzable
del sistema.

Para que el problema no sea tan estricto se plantea como de control aprozi-
mado, es decir, buscamos el control v que genere una solucién u del problema
directo que al tiempo T esté lo mas proxima a la distribucién deseada ury.
En este caso queremos minimizar

/(uT — (7)) dz dy
0

que es la norma en L*(Q), y mide el error de aproximacién.
Como ambas funcionales a minimizar son no-negativas podernos minimi-
zar la suma, es decir

17 , 1 )
Jv] = 3 / / v‘zdydt+2— (ur —uw{T))"dxdy €>0 (1.5)
Jo Jr, € Ja

donde ¢ es un pardmetro de penalizacion. Cuando ¢ es pequeno, damos mayor
peso a minimizar ¢l error de aproximacién en L*(§2), es decir, esperamos que
cuando ¢ - 0 u(T) — uy.
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La funcional (1.5) la lamaremos en lo sucesivo funcional de encrgia.
Isn conclusion el problema de control éptimo aproximado es

1T ) Lo
Min  Jv] = 5/ / vedydt + 7 (ur —w(T))*dzdy , e>0 (1.5)
0 JI.

¢ Ja
sujeto a:

S

E _Au=f  en Qx(0,7) (1.1)

ot

au + % = ag en ['1x(0,7) (1.2)
u=v en ['.x{(0,T) (1.3)
u(0) = uo(z,y) en (1.4)

Otro problema a tratar es el de control éptimo en un proceso de difusion-
adveccién (el fenémeno de difusién estd dado en términos matematicos por
Au y el de adveccion por w - Vu), en este caso la ecuacidén de estado es
conocida como la ecuacion de transporte

@~ﬂAu+w-Vu:f, div(w) =0
ot
y es el modelo de la distribucion de temperatura o concentracion de conta-
minantes u{z,y,t) en cada punto de un fluido incompresible (div(w) = 0) de
velocidad conocida w, en el tiempo {.
También en este caso nos restringimos a un dominio acotado conexo §)
de R? con frontera I', la frontera se divide también en dos secciones I'y y I',
tales que I'; UT, = I' y estas solo sc tocan en dos puntos extremos.
Se desea controlar la temperatura del fluido a un tiempo 7" > 0 median-
te el control de la temperatura en la seccion de frontera I'. (control tipo
Dirichlet) a minima energia (costo) de forma aproximada.
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Il problema de control 6ptimo en este caso es

T 1 ,
Min J[U]: -12—/ / de'ydt—{-éz/(uT—u(T))zdatdy, e>0
0 e 0

sujeto a:

%_ﬂAu—%w-Vu:f, div(wy =0 en Qx(0,1)
o

au—%—ﬁ?ﬁ{:ag en I'; x(0,7)
on
U= en I'.x(0,7T)

u(0) = ug(z,y) en

Con la finalidad de desarrollar un algoritmo para resolver numéricamente am-
bos problemas de control éptimo (difusion y difusién-adveccion) necesitamos
asumir las siguientes caracteristicas. Los datos f,g v uo{z,y) sc consideran
funciones cuadrado integrables en su dominio, de hecho para los experimen-
tos numéricos se consideran funciones de clase C'?. La velocidad del fluido w
la consideramos constante, es decir w = (wq, ws) con wy,we € R, por ultimo
las constantes a vy 3 son reales positivos.

Hacemos dos hipétesis sobre los problemas directos, la primera es que
para cada v € LT, x (0,T)) existe u = u(z,y,t), (z,y) € Lyt >0 que
es solucién de la ecuacion de difusion (difusion-adveccion) con las correspon-
dientes condiciones de frontera e iniciales, esto es indispensable para que el
espacio de controles admisibles en el prehlema de control éptimo sea no vacio.
La segunda es la continuidad respecto del control, es decir si vy converge a
v9 entonces uy converge usg, esto significa que para una perturbaciéon pequena
dv de un control v se tiene una perturbacién du pequena de la solucién u del
problema directo, es decir para una censtante C positiva consideramos:

6ull 2y < Clloviizr.x(o,1y)-

El significado de la funcional J{v] en ambos problemas (difusién y difu-
sion- adveceion) es el mismo. Se puede observar que la ccuacion de estado
del problema de difusion se obtiene de la ecuacién de difusién-adveccién con
w=0; esto es, en ¢l caso de que el fluido estd en reposo.



1.2 Propiedades de la Funcional de Energia

La funcional de energia (1.5) es la funcional que se desca minimizar a fin
de resolver los problemas de control dptimo. Iil espacio donde se desea mi-
nimizar es el espacio de Hilbert L*(I'. x (0,7)), esta eleccién es natural ya
que para que la primera integral exista el control v debe pertenecer a este
espacio.

Teorema 1.1 La funcional de energia es estrictamente conveza.

Antes de demostrar el teorema hay que observar que dado que las ecua-
ciones de estado en ambos casos (calor y transporte) son lineales y las condi-
ciones a la frontera e iniciales también, entonces para dos centroles diferentes
vy ¥ v2€ L*(T. % (0,T)) con correspondientes soluciones u; y uy del proble-
ma directo, se tiene que al control Av; + v, le corresponde la solucidn del
problema directo Auy + pus.

Demostracion

Tomamos vy y voe L*(I':x(0,T)) con correspondientes soluciones del pro-
blema directo u; y uz, y M € (0,1). Considerando que \* < X, se establecen
las desigualdades:

(Avy + (1 — A)vy)? < Aol + (1 — Aol
g (T) + (1 = Nua(T) = ur)? < M (T) = ur)® + (1 — MN{ua(T) — ur)?

Integrando ambas desigualdades obtenemos:

17 M
3 [Oosu-nnpaacg [ e
2 I . 2 0 .

(I—X)

_____-/ / v2 dy dt

\ A ~
\)\ul(] )+ (1~ Nug(T) — up)dedy < 9 /(ul(T) —ur)tdz dy+
(I =X)

1
‘76

/( (1) — ur)* de dy

sumando las dos ultimas dc,mgudldadcs y agrupando terminos, obtenemos:
JAvp+ (1= Mvol < A [or] + (1 — X)J [vy)]

q.c.d.
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Antes de probar la existencia y unicidad del minimo de la funcional de
energia, cnunciamos algunos resultados gencrales sobre diferenciabilidad de
funcionales (Vease por ejemplo [8]).

Definicion. Sea H un espacio de Hilbert y J : H — I una funcional, se
dice que la funcional es fuertemente diferenciable si:

Jv + 8v] — J[v} = Ljv; 6v] + w(v; év) Y bv

donde év es un incremento funcional, L]v;év] es lineal y acotada en év y

ademas
lw(v; 6v)|

l[v]]

L se llama la primera variacién 6 diferencial de J[v] y se denota

—0 si |j6v]|—0

6J[v; év] = Llv; bv].

Como una consecuencia directa de la definicién tenemos el siguiente teo-
rema.

Teorema 1.2 St la funcional J[v] es fuertemente diferenciable entonces es
continua y ademds la primera variacion es unica.

Definicion. Sea H un espacio de Hilbert y J : H — R una funcional, se
dice que la funcional es débilmente diferenciable si el limite:

lim J[v + Aév] — J[v]

A—0 /\

existe como una funcional lineal acotada en év. Iin caso de existir se denota

como DJ[v; év].

Los siguientes teoremas relacionan los dos conceptos de diferenciabilidad

definidos.

Teorema 1.5 51 J[v] es fuertemente diferenciable entonces, es débilmente
diferenciable y ademds las diferenciales son iguales, es decir:

6J vy év] = DJv; évl.
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Teorema 1.4 Si J[v] es débilmente diferenciable y ademds DJ[v;bv] es
conlinua en v enlonces es fuertemente diferenciable.

IS} siguiente teorema es necesario para plantear un método numérico efi-
ciente en los problemas de control éptimo definidos en la seccién anterior.

Teorema 1.5 La funcional de energia (1.5) es fuertemente diferenciable
con primera variacion continua:

T 1 [, .
6Jv; bv] = / / vév dy dt + - /(u(T) —ur)ou(T) dz dy (1.6)
o Jr. Q

Demostracion

Para demostrar esta propiedad hacemos uso del teorema (1.4), por lo
tanto, calculamos primero la derivada débil, el calculo lo hacemos para la
ecuacién de transporte ya que es mas general que la ecuacién de calor (w=0).
A una variacién év del control v le corresponde una variacion éu de la solucién
del problema directo. 5i éu se define como la solucién del problema directo:

)
—a—a—fl—t——ﬂAé'u%—w-Véu:O , div(w) =0 en 2x(0,7)

aé
abu + [3——?{ =0 en Iy x(0,7)
on
du = bv en ['.x(0,T)
bu(0) =0 en {2

entonces por la linealidad de la ecuacién de estado y condiciones de frontera
e inicial al control v + Aév le corresponde la solucién u + Adu del problema
directo, evaluando en este control la funcional dc energia, tenemos

N 1 [ ‘
Jv+ Nv] = 5/ / (v + Aév)? dy dt + 50 (u(T) + Nu(T) — ur)? dz dy
o Jr. Q

si desarrollamos los términos al cuadrado y restamos J[v] obtenemos:

. A6v] — Jlv B L \
J[v + Aév] = Jv] _ / / vév dy db + -/('u<T) — ur)éu(T) dz dy+
Jo Jr, §2

A €
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A/T/ §%vd dt+i/52 (T da d.
5, C vdy % | U T dy

tomando en ambos lados de la igualdad limy_q, tenemos

T
DJv; év] = vév dy dt —}-l w(T) — ur)bu(T) dz dy
r €Ja )
1] c

por lo tanto, la funcional de energia es débilmente diferenciable y se puede
expresar la diferencial como:

DJ{U; 61)] = (U, 5U)L2(FC><(O,T)) + %—(TL(T) - ur, 51L(T))L2(Q)
esta expresién es til para mostrar la continuidad. En lo que sigue se debe
entender que la norma para los terminos de u y du es la norma en L*(Q) y
para los terminos en v y év la norina usada es la que corresponde al espacio
L*(T. x (0,T)).
Sean vy y vo€ L3(T'.x(0,T')) con correspondientes soluciones del problema
directo u; y us, entonces usando la desigualdad de Cauchy tenemos

|DJ[vs; 6v] = DJv2; 60)] < flog — ol || 60} + 1iilul(T) — up(T)[I|6u(T)]|

ahora si v; — v, entonces, u; — uy por la continuidad de la solucién respecto
de las condiciones de frontera para la ecuacién de calor y transporte, esto
asegura que

|DJ[vy; 6v] — DJ[vg; 6v]| — 0,

por lo tanto DJ[v;év] es continua en v. Un argumento similar muestra que
DJ[v; év] es continua en év y por lo tanto es una funcional lineal acotada.

Por el tecorema 1.4 se concluye que la funcional de energia es fuertemente
diferenciable.

q.e.d.

1.3 Existencia y Unicidad del Control Optimo.

Fn lo que sigue se establece la existencia y unicidad del minimo de la funcional
de energila sobre el espacio L(T, = (0,7T)), para csto usamos los siguientes
teoremas.



Teorema 1.6 Sea H un espacio de Hilbert y J : H — I una funcional.

a)si J[v] es conveza entonces todo minimo local e¢s un minimo global.

b)si J{v] es estriclamente conveza entonces el minimo global es inico (si
eziste).

Demostracion

Sea u € H un minimo local, entonces existe ¢ > 0 tal que Vv que cumpla
llv — u]} < € se tiene que J{u] < J{v]. Supongamos que no es minimo global,
entonces cxiste w € H tal que J{w] < J[u]. Como J[v] es convexa al tomar
A € [0,1] se cumple:

JAu+ (1= Nw] < MJu]+ (1 = NJ[w] < AJ[u] + (1 ~ N J[u] = J{u]

definimos v = Au + (1 — AM)w donde A = 1 — ¢/2||u — w]|, con esta eleccién
A € [0,1] y por lo tanto, J[v] < J[u], sin embargo

lo—ul = (1= Mju—w] =3 <

lo cual contradice que u es minimo local, por lo tanto, u tiene que ser minimo
global.

Para demostrar la unicidad supongamos que vy y v; son minimos globales
diferentes, es decir J{v] = J{vy] < J[v] Vv € H. Ahora si tomamos A €
(0,1) fijo y considerando que J[v] es estrictamente convexa tenemos

JPvr + (1= Avg] < A[vg] + (1 = A)J{ve] = AJ[vi] + (1 — M) J ] = J[vy]

lo cual contradice que vy es minimo global, por lo tanto vy = v,.
q.e.d.

Los siguientes dos teoremas dan condiciones necesarias y suficientes sobre
el minimo, de hecho el segundo teorema se utiliza para justificar un criterio
de paro en el algoritmo que desarrollaremos en el siguiente capitulo para
calcular ¢l control éptimo (minimo).

Teorema 1.6.1 (Condicién necesaria) Sea H espacio de Hilbert y J -
II' = R una funcional fuertemente diferenciable. Si v* ¢s minimo cnlon-

ces 8 [0* 0] = 0 Vév.



Demnostracion
Definimos f(A) = J[v* + Adv], calculamos el cociente

SONHR) = F(A)  J[v" + Ao + hév] — J[o" + Aév]

h h
tomando limite cuando A — 0 en ambos lados obtenemos
fI(A) = 8J[v* + Av; b,
es decir, f es derivable V A, de hecho
f(0) = 6Jv™; 6v] .
Por otra parte, la funcion f tiene un minimo en A = 0, ya que
£(0) = J1™) < J[o" + Adu] = F(3) YA

entonces por cdlculo en una variable f'(0) = 0, es decir, §J[v*; év] = 0 Vév
va que év se tomo arbitrario.

q.e.d.

Teorema 1.6.2 (Condiciones suficientes) Sea H espacio de Hilbert y J :
H — R una funcional estrictamente conveza, con primera variacién continua
8J[v; bv]. Si existe v* € H tal que

8J™8v] =0V dv
entonces v™ es el minimo global unico de J[v}.

Demostracion
Sea z € H cualquiera, definimos w = z —v* y f(A) = J[v* + dw],
calculamos el cociente:

JOO+R) = f(N)  J" + dw + hw] = J{o™ + dw)
h B h "

tomando limite cuando h — 0 en ambos lados obtenemos

J'(A) = 8Jv" + dw; w,
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es decir, [ es derivable con continuidad, de hecho,
f1(0) = §Jw"w] = 0.

Por otra parte f es estrictamente convexa en R.
Sean A\, A2 € Ryt €(0,1),

J[Hv" + Aw) + (1 = (v + Aw)] < tT[0* + Mw] + (L — ) J[v™ + Aquw)

= f(tA+ (1 =)X) <tf(h) + (1 =) f(X2).

Ahora siendo f clase C'(R) y f'(0) = 0, entonces A = 0 es maximo, minimo
6 punto de inflexién. Si A = 0 fuera maximo 6 punto de inflexién, existiria un
intervalo donde f fuera concava, lo cual es imposible ya que f es estrictamente
convexa en R. Por lo anterior A = 0 es un minimo local. Por el teorema 1.6,
A = 0 es minimo global tnico; en particular

Jl = f(0) < f(1) = J[z]

y como z es arbitrario tenemos que v* es el minimo global dnico de J{v] en

H.
q.e.d.

Definicidn. Sea J[v] la funcional de energia, definimos
J* = inf{JPljv € L}(Te x (0,T))},

Cu=1{v € I*T x (0,T)] S J" 44}, p>0

El nimero real J* existe ya que J[v] > 0 Vv, y C, es no vacio para cada
i 2 0 por definicion del infimo.

Lema 1.1 C), es un conjunto convexro cerrado y acotado en el espacio de

Hilbert L*(T, x (0,T))




Demostracion
Sean v, y vy € C,, y A € [0,1], entonces

JDw; + (1 = M) < Mfor] + (1 = A)J[vq] <

M+ +Q=-N)JI +p)=J"+p

por lo tanto, Avy + (1 — A)v, € C,,.. Esto prueba la convexidad.
Sea {v,}%, una sucesién en C,, convergente en L*(I'c x (0,1')) y definimos
z como su limite, es decir lim, ... v, = z. Como J[v] es continua entonces
J{v,] — J[2], por lo tanto, ¥ € > 0 existe N tal que |J[vx] — J[z}] < coen
forma equivalente:

Jz]<e+Jon] e+ (J +p) Ye>0

esto implica que J[z] < J*+ p y por lo tanto, z € C,. Esto prueba que (),
es cerrado.
La funcional de energia se puede escribir como:

1 1

1. 2
Jv] = 'Q‘H"U“%qrcx(o,T)) + ‘Q‘EHU(T) - uTWL?(n) 2 TZ'HUHL:?(er(o,T)) ;

con esta desigualdad y usando la definiciéon de C, obtenemos:
ol <200+ w) ¥ v € C,

por lo cual concluimos que €, es acotado.

q.e.d.

St el minimo global v* de la funcional de energia existe entonces v* € C,,

para p > 0 fijo, entonces vamos a mininizar a J[v] restringiéndonos a este
tipo de conjuntos con propiledades importantes.

Definicion. Sea H un espacio de Hilbert, = su dual y J : H — R una
funcional, definimos varios conceptos:

a)Una sucesién {u,}°2, en H es débilmente convergente si existe u € H,
tal que L(w,) — L{u)V L e H*.

b)Un conjunto €' C M es débilmente cerrado, si para toda sucesion
{v,}22., débilmente convergente de elementos en () se tiene que el limite
v de la sucesion pertencee a C.
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¢)Un conjunto C C H es débilmente compacto, si para toda sucesién
{v,}%2, de elementos en C existe una subsucesién {v,, }72, que converge
débilmente a un elemento de C'.

d)Una funcional J[v] es semicontinua inferior débilmente (s.i.d.) en u €
H si para cada sucesion {v,}22, que converge débilmente a u se tiene que
Jlu] < iminf, . J]va).

Teorema 1.7 Sea H espacio de Hilbert y C C H cerrado y convero, en-
tonces C es debilmente cerrado.

Demostracion
Sea {v,}22, una sucesién débilmente convergente a v, supongamos que v
no esta en C, entonces por el Teorema de la proyeccion (ver Apendice) existe
pv € C tal que (v — py,vn — py) <0 Vn, con esto definimos L € H* como
L(u) = (v — py,u) que cumple

L(va) = (v = pu,vn) = (v = Po, v — pu) + (v = Poy Po) < (v = Py, Do)
= L{v,) < L(p,) Vn,

también cumple

L(v) = (v = pe,v) = (v = po,v = pu) + (v = po, o) = [fo = pu|* + L(py)
= L(v) > L{p,)
por lo tanto, L(v,) < L(p,) < L(v) Vn, lo cual es una contradiccion ya que
L(v,) — L(v), entonces v € C.
g.e.d.

Teorema 1.8 Sea H espacio de Hilbert y C C H cerrado, acotado y con-
vero, cntonces C es débiimente compacto.

Demostracion

Como C' es un conjunto acotado, existe N > 0 tal que /—{,-C C B, donde B
es la bola unitaria cerrada. Por el Teorema de Banach-Alaoglu (ver Apendice)
B es débilmente compacto. Sea {z,} una sucesién en (', entonces {x2,} es
sucesion en f3, por lo tanto, existe una subsucesién {2, } que converge
débilmente a y € B. Por el teorema (1.7) %C es débilmente cerrado y por lo
tanto y € j{~,(7, podemos escribiv ¢y = 7{737 para algun = € C'. Multiplicando
los elementos por N concluimos que {;zin]} converge debilmente a 2 € (.

q.e.d.
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Leme 1.2 La funcional de energia (1.5) es semicontinua inferior débilmente

(s.i.d.) en el espacio de Hilbert 1l = L*(I'. x (0,T)).

Demostracion

Sea v € H y supongamos que no cs s.i.d., entonces existe una sucesion
{v,}%,, dcelementos en H que converge débilmente a v pero liminf, o, J{v,] <
J[v]. Como J* es infima, entonces en particular

J* < liminf J{v,] < J{v]
podemos elegir g > 0 para que se cumpla

liminf J{v,) < J" 4+ p < J[v] = ér>1f Jve) <J"+p VY n,

n~+00

entonces existe una subsucesién {v, }32; tal que J[v,,] < J* 4 g, es de-
cir, vn; € C, 'V j, ya que C, es cerrado y convexo, el teorema (1.7) ga-
rantiza que es débilmente cerrado y como la subsucesién {v,,}32, converge
débilmente a v, entonces se concluye que v € C,, es decir J[v] < J* + p, lo
cual contradice la cleccién de u. Esto prueba que la funcional de energia es

s.i.d.
q-e.d.

Teorema 1.9 La funcional de energia (1.5) tiene un minimo inico en el

espacio de Hilbert H = L*(T. x (0,T)).

Demostracion

La unicidad fue probada en el teorema 1.6, por lo tanto, nos concentramos
en la existencia.

Consideremos un conjunto C,, con g > 0 fijo. Construimos la sucesion
{va}22, en C, en la forma:

T <+ <4y v on
n

csto cs posible ya que J* es un infimo. Ista construccién garantiza que
Jvn] — J.

C,. es cerrado, acotado y convexo, entonces por ¢l teorema 1.8 es débilmente
compacto, entonces existe una subsucesién {v,,, 1221 que converge débilmente
a un clemento v* € (7, como J[v] es s.i.d., entonces J[v*] < liminf; o Jon, | =
i, o J{v,) = J7, ya que J™ es el infimo concluimos que J[v*] = J* y por
lo tanto, »* ¢s ¢l minimo.

q.c.d.



Para un tratamiento mas general de minimizacién de funcionales convexas
sobre espacios de Hilbert ver [9].

1.4 Método de Solucion.

Como se mostré en la seccidn 1.3, el control éptimo existe y es tinico para
cada € > 0 fijo, es decir, la funcional de energfa:

1 [T 1
Jv) = 5/0 / vidydt+ - n(uT——u(T))2da:dy

tiene un minimo global sobre H = L*{. x (0,7)) que depende de ¢. A
continuacién justificaremos la introducciéon del parametro ¢, cuyo manejo
sera importante para obtener mejores aproximaciones al estado uz(z,y).

Cuando planteamos el problema inverso como un problema de control
aproximado, tenemos en mente que el control éptimo serd, en este caso, de
menor energia (menor gasto) que en el caso de controlabilidad exacta, la
razon es la siguiente:

Sea ¥ = {v € Hlu(z,y,T) = ur(z,y),(z,y) € Q}, es decir, ¥ es el
conjunto de controles para los cuales la solucién del problema directo se
distribuye al tiempo T' > 0 como ur(z,y). En este caso el problema de
control éptimo (exacto) es:

: LT,
l}j/Ielél Je[v]—§/0 /Fcb dv dt

Iiste problema tiene solucion tnica, y los argumentos son los mismos que
los descritos en la seccion 1.2 y 1.3 para el problema de control aproximado,
sélo que hay que aplicar los argumentos en el conjunto X, que es cerrado y
convexo, por lo cual no hay variantes. (Suponemos que ¥ # §).

Sea v, el control dptimo exacto y v* el control éptimo aproximado, en-
tonces tomando en cuenta que ¥ C H y J.[v} = J[v] Vv € X, tenemos

Jelve] = infoesdelv] = infuen 0] > infoenJv] = J[v7],

podemos escribir cn términos de integrales:

1" , 1 . r
= / / v *? dy dt + ;—v/(uff — (T dedy < L v2 d~ dt,
2/ Jr. 2¢ Jo 200 Jro "
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ya que la scgunda integral es no negativa, obtenemos

T T
/ / v dydt < / / v dy dt,
0 ¢ 0 c

esto demuestra que el control éptimo aproximado es de menor energia que
el control éptimo exacto para cualquier ¢ > 0. Este hecho fundamental nos
permite centrar nuestra atencién tinicamente en el error de aproximacion del
estado que se desea alcanzar ur(z,y), ya que el gasto de energia a quedado
acotado. lista es la razén de usar un parametro €, que para valores pequenos
da maés peso a la integral

/(u(T) —ur)? dz dy,
Ja
de esta forma esperamos que al minimizar la funcional de energia J[v], este-

mos minimizando el error de aproximacion al estado ur que deseamos alcan-
zar.

En el siguiente cjemplo, para una funcidén de una variable, hacemos ver
la influencia que esperamos tenga el parametro ¢, en la funcional de energia.

1
f(lE)=332+—(1:—-y)2 e>0, 220y u>0,
€

calculamos el minimo para esta funcién:

2
flla)=2z+~(z—p) =0 < z=—
€ L+e
f"(x):9+g>OV:L‘:>x~: a
e 4 €

si € — 0 entonces z,,;, — pu, es decir, que para valores de € pequenos, el
minimo de la funcién tiende al minimo de la parte dominante o de mayor
peso de la funcidn f(z), que en este caso es (z — p)*.

Por lo anteriormente descrito, nuestro problema es minimizar la funcional
de energia J[v], para valores pequenos de ¢. Il método que usarcmos se co-
noce como gradiente conjugado. La convergencia y el aigoritmo se establecen
en el siguiente teorcma.
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Teorema 1.10 Sea I un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y nor-
ma inducida |v]] = (v,v)2, v € H. Sea J: H — R una funcional conveza,
continuamente diferenciable con minimo inico, entonces el problema:

MinJjv)

veH,

se aprozima generando con el siguiente algoritmo una sucesion {vn} que con-
verge en Il al dptimo v*, para cualquier condicion inicial 00 que se tome.

Algoritmo de gradiente conjugado
1) Hallar ¢° € H tal que:
(¢°,6v) = 6J[v%; 6v] V¥ v € H;
2) wl = g¢°.

Para n > 0 hallamos ¢"™!, w™*! y ¢! como sigue:
3) Hallar p, € R tal que:

J" — paw”] < JP" = puw" ¥V p € R;

4) o™= " — prw™
5) Hallar g"*' € H tal que

(g™, 6v) = §J[v" T 6] V bv € H;

s

!( 41 1|
llg 0‘_1 < Tol .
llg°l]
entonces v* 1= vt
de otra forma:

6) v = .gjnﬂ’gnH).

(g, ™)



7) ’LU”+1 - gn»i-l + ,Ywn,
8) Tomnar n « n -+ 1 y regresar a 3).

La aplicacién de este algoritmo a la funcional de energia es posible ya que
cumple con las hipétesis del teorema 1.10, las cuales se demostraron en la
secciéon 1.2.

Ver [6] para aplicaciones de este algoritmo con una discretizacién en espa-
clo a través del método de Elemento Finito. En este trabajo la discretizacion
y aplicacién del método se lleva a cabo con Diferencias Finitas.



CAPITULO II

2 Control en la Frontera tipo Dirichlet para
la Ecuacion de Calor

En este capitulo se calcula el control éptimo tipo Dirichlet (minimo de la
funcional de energia) para la ecuacion de calor a través del método de gra-
diente conjugado, mostramos la discretizacion correspondiente del algoritmo
y finalmente resultades numéricos de algunos ejemplos.

Especificamos en la frontera porque no es ésta la unica forma de intentar
controlar un sistema fisico, en el caso del control de la temperatura de un
cuerpo, parece congruente intentar un control sobre la frontera o una parte
de esta, rientras que en modelos ambientales seria mejor un control puntual
dentro del dominio del sistema. Un control tipo Dirichlet varia la temperatu-
ra a lo largo del tiempo sobre una parte de la frontera para influir dentro de
el dominio, miertras que un control Neumann mantendria el flujo de calor a
lo largo del tiempo en la frontera para lograr el mismo efecto, en el capitulo
IV se trabaja con un control Neumann para la ecuacion de transporte.

El problema por resolver y al cual nos referiremos en todo el capitulo cs
el siguiente

, 1T 1 [
MinJ[v] = 5/ / v?dydt + é_/ (w(T) — ur)dz dy, €>0,
0 JT. ¢Ja

para v € L* [T x (0,T)],

sujeto a:
ou )
b—j —Au = f en Qx(0,7)
du
av + 5. = 99 en ['y % (0,T) % (2.1)
U = v en . < (0,T)
u(0) = we(z,y) en Y J

En todo lo que sigue H denota al espacio de Hilbert L2 [I'. x (0,7)].



2.1 Cilculo de la Ecuacién Adjunta

En el algoritmo de gradiente conjugado, es necesario utilizar la primera va-
riacién de la funcional de energia en los pasos 1) y 5) (ver seccién 1.4), en
tales intrucciones buscamos un vector g* € H tal que '

(¢F,6v) = 6J[v;6v] ¥V SveH

este vector g* llamado gradiente de la funcional existe de forma tnica ya que
por el teorema de representacién de Riez la funcional lineal acotada 6J[v; 6v]
puede expresarse con el producto interior de H de forma unica.

El calculo de este vector g* es indispensable pues determina (salvo con-
jugacién) la direccién de méximo descenso, que es la técnica para minimizar
la funcional de energia, para facilitar el cilculo de ¢g* vamos a modificar la
expresion de la primera variacién para que solo tenga un producto interior.

Segun lo calculado en el capitulo I (ecuacidén 1.6) la primera variacion es:

T -
8J[v; 6v] = / / vévdydt + }—/ (W(T) ~ ur) bu(T)dzdy
0 Jre ¢ Ja

donde du es la variacién de la solucion u del problema directo (2.1), que
corresponde a la variacion év del control v, éu se calcula por la linealidad de
la ecuacién de estado y condiciones de frontera e iniciales como solucién del
problema directo

o6
%—Aéu =0 Q x (0,T) (2.2)
oéu
= 0 I x(0,T) (2.3)
on :
bu = v I. x (0,7) (2 4)

Ahora introducimos una funcién P = P(xz,y,t) con suficiente snavidad cuyas
caracteristicas se determinan con el siguiente desarrollo:
Multiplicando (2.2) por P e integrando, obtenemos

()6u T
bl DA Sa
/ / Y ./{) ./QIA(MMO,



integramos por partes en tiempo la primera integral y aplicamos la segunda
féormula de Green en la segunda (ver apéndice) para obtener:

/ | s Zf—-/ 6ug‘l—] —/ [/éuAP+/PQ§3 - 611—-——} =0,
. Ql_ 0 8t 0

agrupando términos y considerando (2.5) tenemos

> T
s [ (3 -s0) [ [P -2]
0 o JrlL On on

F :
pedimos a P que cumpla -%i— — AP =0en x(0,T), entonces la segunda

integral se hace cero, separamos la tercera integral en las secciones de frontera

L.y Iy

[ [ #52-[  of e [

pedimos que P = 0 en I'. x (0,7), con esto la segunda integral es cero.
Usamos (2.3) en la tercera integral y (2.4) en la cuarta, obtenemos

/QP(T)éu(T)ﬁ—/OT/rléu (uwili) / /61}——

. P
pedimos a P que cumpla aP + 5, = 0 en I'y x (0,7), de esta forma la
n
1

segunda integral es cero, también requerimos que P(T") = ~ (u(T) — ur) en
"€

{1, entonces
1 Al
6v—d'ydt + = | (w(T) = ur}éu(T)dzdy = 0,
c Q
restando esta ultima ecuacién de (1.6, seccién 1.2) obtenemos

i 6] = / () — ~——> ov dv dt, (2.6)
0

que cs la formulacion adecuada de la primera variacion para usar en Gradiente
Conjugado.



La funcién P’ que aparece en la ecuacién (2.6) la calculamos resolviendo

el problema directo conocido como ecuacion adjunta

p Y\
_?_I_AP = 0 en Qx(0,7)
o op
aP + 5 = 0 en I't x (0,77)
n
P =0 en I'. x(0,T)
1
P(T) = —(u(T)—ur) en Q
€ J

Hay que observar que este no es un problema con valor inicial, si no, con

valor final.

2.2 Aplicacién del Método de Gradiente Conjugado

Una vez que formulamos la primera variaciéon como una sola integral (2.6)
(producto interior en H), podemos aplicar el algoritmo de gradiente conju-

gado (Teorema 1.12) para nuestro problema.
Tomamos v° € H, puede ser v° = 0.

Paso 1) Hallar ¢° € H tal que V év € H

(¢°,6v) = 8§J[v% 6],

en términos de integrales requerimos que

T T
/ / g bvdydt = / / (vo — Qﬁ) dvdvydt YV év
0 ‘c 0 ¢ an
T

P
= {go — <’UO - ?_) } ovdydt =0 VY v
0 I. ] 371

J

ar 1 2
se toma 2E solo en ', x (0, 7).
aon

Il céleulo de P se realiza en dos pasos:
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(1.1) Resolver para obtener u®(T)

@—0 —Au® = f en Qx(0,T)
ot o
au® + %u_ = ayg en Iy x (0,7)
30 = ° en . x(0,7)
uw’(0) = wolz,y) en Q

Es decir, resolvemos el problema directo (2.1) para el control v°.

(1.ii) Resolver para obtener P

apP
————AP = 0 en Qx(0,T)
ot ap
aP+— =0 en I'y x (0,T)
dn
P =0 en e x(0,T)
1
P(TY = =(™T)~—ur) en Q,
€

es decir, resolvemnos la ccuacién adjunta (2.7) con la solucién u®(T')
calculada en (1.1).

(1.111) Hacemos la asignacion

4]
g =v -

on
donde &£ solo se toma en T'. x (0, 7).

Paso 2) Hacemos la asignacién
W = ¢°

la cual define la direccidon de descenso, hasta aqui tenemos calculados

0 0 0
v,9,w.

Para n > 0 calculamos v, g™t y W™t de v, g™, w™ de la siguicnte
forma:

Paso 3) Hallar p, € R que minimice
J" — pw™] VpeR.
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este es un problema de minimizaciéon de una funcion de una variable
real p de valores reales ya que v™ y w" estdn fijas. Por la linealidad,
al control v™ — pw™ le corresponde la solucién u™ — pz" del problema
dirccto (2.1).

(3.i) 2" se calcula como solucién del problema

Y —AZ" =0 en Q% (0,1)
e} (‘)ZTL Al al
a’ o = 0 en Iy x(0,7)
20 = Wt en e x (0,77
Z70) = 0 en Q
1 T
J" - pw" = —/ (v d’\dt+-—/ F—p2™ )T
2 Jo
—uz)? d:cdy
d [ T
—JP" - pu" = — / v — pwMw"dydt
i p] ) T ey
1
o [ W) = g2 (1) = w7y
Q

&2
E:ﬁ]v ~pw"] / / w" d’ydtn—/( (1)) dzdy >0 Vp € R

esto significa que la solucién de la ecuacidn d%J[v” — pu"] =0es
el minimo p, buscado, es decir:

/ / whdydl + — /(un — up) 2" (T)dzdy

JQ

/ / w™) dydt + -—/ (z"(1))? dzdy

(3.i)




Paso 4) Hacemos la asignacién

n+1

" =" — ppw”

que es el punto donde mas ha descendido la funcional J[v] en la direc-
cién w".
Paso 5) Hallar g"t! € H tal que V §v € H
(g™, 6v) = §J[v™T, bv)

(5.1) como en el paso 1 resolvemos el problema directo (2.1) con el
control v"*! para obtener u™™!(T).

(5.ii) Resolvemos la ecuacién adjunta (2.7) con u™+!'{(T") para obtener

P.

(5.ii1) Hacemos la asignacion

n+l __ . n+l aP

=) —_—
I on
y como antes 2& sélo se considera en I'. x (0, 7).
Si |lg"* || /1lg°]l < Tol entonces el éptimo es
v* ="t

de otra forma,

(g™, ™)

(g™, 9™)

Paso 7) Hacemos la asignaciéon w™t! = g™+ 4 4™,

Paso 6) v =

Paso 8) Tomar n «— n + 1 y regresar al paso 3).

La convergencia del algoritmo se garantiza por que el control 6ptimo v*
es 1inico y la funcional de energia cumple con los requisitos pedidos en el
teorema 1.10.

Concluimos esta seccidn con un comentario sobre el criterio de paro en el
paso 5 del algoritmo, este sugiere que cuando el gradiente ¢"*! sca pequefio
(cercano a cero), el correspondiente control »™*! se tome como el minimo,
csto es correcto ya que el tecorema 1.6.2 garantiza que cuando la primera
variacién es cero (o el gradiente) entonces el control correspondiente es el
minimo global.
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2.3 Discretizacién del Problema Directo

En la seccidon 2.2 se desglosé el algoritmo de gradiente conjugado para nuestro
problema de difusién, en éste se observa que es necesario resolver de forma
iterativa problemas directos asociados a la ecuacion de calor (pasos 1.1, 1.ii,
3.1, 5.1, 5.ii).

Hay que resolver el problema directo (2.1) para diferentes lados derechos
(pasos 1.i, 3., 5.1), pero conservando los dominios y los lados izquierdos de
las ecuaciones.

El otro problema directo por resolver es el de la ecuacién adjunta, que es
un problema con valor final, es decir, se necesita cumplir una condicién al
tiempo T > 0 (pasos 1.ii, 5.1i).

~%§ —AP = 0 en Q% (0,7)
aP + %—g =0 en Iy x(0,T)
P =0 en T, x (0, )

P(T) = %(u(T) — ur) en Q

Para resolver este problema, lo escribimos como un problema con valor ini-
cial haciendo un cambio de variable en tiempo y dejando fijas las variables
espaciales

ti=T—r, g(z,y,7) = P(z,y,T — 1) 0<r<T.

L0_op o op
or ot or ot
y todas las derivadas espaciales | — —6— ﬁ— et
Oz’ Oy’ dz?’
q(z,y,0) = P(z,y,T)¥(z,y) € Q. Con este cambio de variable la ecuacién
adjunta se escribe como:

c.> son iguales. Ademads

0
gq— —Ag =0 en Qx(0,7)
-
dq -
aq—l—%— = en o< (0,7
qg = ({ en e < (0,7
g(0) = —(u(T)~uyp) en Q
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que nuevamente es un problema directo como (2.1) pero para diferentes lados
derechos.

Esto nos lleva a concluir que para implementar computacionalmente el
algoritmo de gradiente conjugado necesitamos un programa que resuelva el
problema directo (2.1) en forma eficiente y versatil, es decir, que sea posible
correrlo para diferentes lados derechos y que de buenos resultados cn su salida
(u(z,y,t)), va que ésta se usa en otros pasos del proceso iterativo.

El método de discretizacion que usamos para resolver el problema directo
(2.1) es el de diferencias finitas tanto en tiempo como en espacio, lo cual
se facilita ya que el dominio de trabajo Q = [0,1] x [0,1] es el cuadrado
unitario que representa una ldmina donde se desea controlar la distribucién
de temperatura.

Para discretizar en tiempo usamos la féormula de Gear modificada, que
es una formula en diferencias que aproxima la primera derivada usando dos
puntos hacia atras igualmente espaciados y con un error de truncamiento de
orden dos

%f(il?zq-z) = 2f(zi1) + %f(fm)
Az

F(zisa) = +o(Ac),

donde z,40 = T4y + Az, Tip1 = 2, + Az y Az > 0 es el tamario de paso.
Este método que es de dos pasos necesita de un método de un paso

para arrancar, en este caso usamos la férmula de Euler hacia atras, que

aproxima la primera derivada usando un punto hacia atrds y tiene un error

de truncamiento de primer orden.

f(ziv1) — (i)
Az
Para discretizar en espacio las primeras y segundas derivadas, usamos férmulas

de diferencias centradas para tres puntos igualmente espaciados con error de
truncamiento de orden dos

J@icr) = 2f(x:) + flxin1)

fl(ziy) =

+o(Az).

f”(l‘i) = %, + o(h'z)
f(.?:H,]\ - /(.‘1‘,;‘) .
e, — Y STl 2
J) e o)
donde z,_y = u; — h. iy = 2+ Ry B > 0 es el tamano de paso.
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Fstas formulas se deducen {acilmente usando el teorema de Taylor para
una variable.

Discretizacién de la Ecuacién de Estado.

Sea At > 0 el tamafio de paso en tiempo y t, = nAt n =0,1,2... los
niveles de tiempo, denotamos por u* = u(z,y,t) y por f* = f(z,y,11).

Aplicando la férmula de Gear modificada a la ecuacién de calor en el nivel
de tiempo n + 1 (n > 1) obtenemos

+1 -Zu'n. + %un—-l
At

LRIV
>

+ O(At)2 71+1 fn+1

despreciando el término de error y acomodando términos tenemos:

3
oAt

2 1
1 _ Aun+] — fn—l-l __un un 1

At 2At

lo cual nos indica que en cada nivel de tiempo hay que resolver un problema
eliptico.

Definimos "4} = fr+! 4 Zy® — —u"~!, entonces hay que resolver
3 — "t Ayt = Y oen Q.
2A¢
Sea h = V_+f el tamano de pase en espacio, z; =th i =0, N +1 y y; = jh
J = 0, N 41 las coordenadas de los nodos de la malla sobre @ = [0, 1] x {0, 1].
Vamos a denotar por ufj = uk(z;,y;) y ff; = f*(x:,y;), aplicando las

formulas de diferencias centradas al operador Au en los nodos (z;,y;) ¢ =
1, N;j=1,N, tenemos:

.on+1 __9,,n+l n+1 n+l n+1 n+1
3 e Uity = 2u 0 F Ul Y 2ug” A ugly 4 o(h?) = FrH]
2AL Y h? h T

(2.8)

Despreciando el término de error y agrupando términos tenemos:

J B «*_ _1_ “7.1+l . 1 Ln+l 1 171+1 o _l_un—}—l _ Lq 41 [m+1
2N 2 ) e Tt T e T gt e Tt =

=1,N, j=1,N.



Para completar el problema, discretizamos las condiciones de frontera
sobre los puntos de la malla ya definidos y en el nivel de tiempo n + 1.
La condicidn de frontera tipo Dirichlet sobre I,

n+l . ondl

Uiy =1 = U{\Ih tn-}—l) ¢ = 17 N (29)

condicién de frontera mixta en {1} x [0, 1]

nt+1 Ountl n+1 n+1 n+l - n+1
au +—8 :ag = au +VU 'n:ag
n
donde 7 = (1,0)
+1
un
= qu"t! + 9 = ag"t!
T
3, n+l n+4l 1, n+1
Su c— 2Un A+ SUN
2UN+1 N N-1 i
= quith, 4 2N : i T3 L+ o(h?) = agitl, despreciando

o(h?) y agrupando tenemos:

n 2h n 2 n 1 n . -
U, = 34 2ah (agN-t)—llj + guNng - éﬁ”/\’tllj> j=1LN (2.10)

5, n+1
d“as con un esquema de orden dos (Gear
modificado), para ser consistentes con las demas discretizaciones en espacio.

La discretizacién de las otras condiciones de frontera son semejantes, en
[0,1] x {1} obtenemos:

hay e observar que discretizamos

. 2k n 2 . o ,
“i)\ﬁl = m (agu\ﬁl + E“u\tl - ﬁuu\tL) 1=1LN (2.11)

y en {0} x [0,1]

2h 2 1 :
U,Zfl = 3900 T 5ah (ag:;'l + Eu?}“ — ‘—ZZUZ_H> J=1LN (2.12)
La ecuacién (2.8) junto con (2.9), (2.10), (2.11) vy (2.12) forman el problema
discrelo en el nivel de tiempo n -+ 1 para el problema directo (2.1).

Al escribir la ecuacién (2.8) para cada¢ = I, N v j = 1, N ¢ incorporando
las condiciones (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12), obtenemos un sistema lineal de
N? ecuaciones con N? incégnitas. Al resolver dicho sistema obtenemos una
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aproximacion discreta a u(z,y,t,4;) formada por {u%“} 1=1,N,3=1,N,
finalmente, obtenemos las incdgnitas en la frontera usando las ccuaciones
(2.10), (2.11) y (2.12). Si lo que se desea es obtener una aproximacién para
u(z,y,T), entonces se resuelve este problema M — 1 veces, donde M debe
cumplir que MAt = T, decimos M — 1 veces ya que el primer nivel de
tiempo se calcula en otra forma, la razon es la siguiente. El esquema de Gear
modificado para discretizar en tiemipo nos da un método de solucion de dos
pasos en cada nivel, esto es claro en la definicion de

Fn+1 — fn-H + _z_un _ _l_u

At 2At

que es el lado derecho del problema eliptico por resolver.

Para n = 1 necesitamos conocer u’ y u' (de hecho las aproximaciones
discretas), u® se conoce, ya que es la condicién inicial del problema (2.1),
pero u! debe ser calculado por un método de un solo paso, en este caso
usamos la formula de Euler hacia atras, es decir, discretizamos como:

ou'  ul = N

o = A e
Signiendo los pasos analogos a la discretizacion con el esquema de Gear,
obtenernos que el problema (2.1) para el primer nivel de tiempo es:

n-1 n Z 1

1 4 ;1 1 1 1 : .
(‘A”t + 7;5) uz‘j”ﬁui—lj-ﬁ“gﬂj‘—ﬁuzj-l"ﬁu3j+1 =Gi; i=1,N;j=1,

donde Gy; = fl 4+ 4;u junto con las ecuaciones (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12)
para n = 0, ya que usamos la misma discretizacion para la frontera.

Como en el caso anterior, estas ecuaciones nos definen un sistema lineal
N? x N2, que al resolver nos dan {ul} 1 =1,N, 7 = 1, N la aproximacién
discreta a u! necesaria para arrancar el método de dos pasos.

2.4 Aspectos de Algebra Lineal Numérica en la Im-
plementacién de Gradiente Conjugado.

En la scecidn 2.3 establecimos la necesidad de resolver ¢l problema directo
(2.1) de forma eficiente y versatil ya que este problema aparece repetida-
mente en el algoritmo de gradiente conjugado. Para calcular la solucién de
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(2.1), discretizamos en tiempo y espacio con férmulas de diferencias finitas y
obtuvimos el problema discreto:
Resolver para cada n > 1

i=1,N; j=1,N.

3 4 n+1 1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 n+1 o+l
(EZZ + _h_2> ij+ ——h—2 i:lj‘h—fz 1—1j hgu'ij-}-l hgulj -1 Iij 3
(2.8)
( u?0+1 el ’U?-}-l 'L = 1, N (29)

2h 2 1 : .
n+1 _ n4-1 ntl - on+l _ 7
uNtl] - 3+ %h ag’\’+1] + huN] Qhux\l—olj) J= 17]\' (210)

\ 2h 2 1
n n n n+1 . ;
11;}’--:—1 = 3 + 2ah <ag1'\7-}—l + l uz]tf-l hui/\‘*f'—l> L= 17‘\[ (211)
2h 2 1 )
n+1 — ntl | 2 ndl s .
| = 370k ( “Go Tt T gt ) j=LN (2.12)
2 1

m41l n+1 n n—1
Ademas {ui]»} i=1,N; j=1,N se obtiene resolviendo

14 1 T R B . |
(E + E;) u}j'—;z—guz!-{—lj—'ﬁui—lj_ﬁuija-l“ﬁuij—l =Gy, i=1LN; j=1N.
(2.13)

junto con (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12) para n = 0, donde
Gi; = flj + ——u

Para cada n > 1 el problema (2.8)-(2.12) consiste en resolver un sistema
lineal de N? ecuaciones y N? incégnitas, la matriz A del sistema y el lado
derecho b™*! se muestran a continuacion.

A C
D B D

D B

o

L Jd N2x N2

> O



A es una matriz tridiagonal por bloques, cada bloque de tamano N x N.
Los bloques de la diagonal principal A y B3, son tridiagonales y los bloques
C' y D son matrices diagonales

[+ ey o 1
C2 e
A=
ca €1+ Ca¢4 Cy
| (5)) + Cols G + 262C4 J nxn
- S S
Ca €1 (2
B g
Co Cy Co
i C2 + C2C5 €1 F Cacy | NxN

C = (¢; + ¢z¢5)1, D = ¢l donde I es la matriz identidad NV x N.
Las constantes ¢, k = 1,5 se definen como sigue

3 N 4
= 2At A%’
1
Cy = _?1—2’
2ah
ey = —
° 3+ 2ah’
4
Cy =
34 2ak
1
€5 = o ———
3+ 2ah

El lado derecho b"*! es un vector de tamafio N? y lo trabajamos en
blogues de tamano N.
[[)1 "

})2

| b
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El problema discreto consiste entonces en resolver el sistema AU
b™*! para cada nivel de tiempo, donde U™ = {u?fl} i=1,N;j=1,N.

Es rauy importante notar que la matriz A no depende del nivel de tiempo
en el que se esté resolviendo el problema, ya que sus entradas dependen solo
de las constantes a, h y At que se fijan a lo largo de todo el proceso de
solucién; lo que cambia al resolver en cada nivel de tiempo es el lado derecho
del sistema b™*!, ya que este depende de [™*!y g™t

La matriz A es dominante diagonalmente estrictamente, entonces es in-
vertible, para verificarlo solo hay que mostrar tres condiciones que corres-
ponden a tres renglones de la matriz; la dominacia en los otros renglones es

inmediata.

1) er| > 4leal

1(—‘1’ =

i) e+ cpeq| > 2lea] + le2 + cacs

bk

3
2A

|(,'1 + C2(24| =

by

by

4
4+ —

h?

1
h?

(14

on)

F 4l » il
FI{T — cavy — 239y
ntl n+1
Fiy — cacagoy
41 k1
I*UYH — CQngON:rll
mn . n
| Fiv @ (9inh t+9
17:1+1 — Uk 1
AUE
£ k2
. o«
: k=2,
n+1
A "
n n
’kN — CnggkN+1 |
n+1 § . n+1
41\/1 — CUN — 62639N+11
41 n41
FN2 - C2639N+12

Fm—f—l

n+1
NN-1 7 €2C9N11 N-1

1
y Alea] = 7 = |eg] > 4lesl.

)

3h? 1
2AL 3+ 2ah
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1
2|cal + |ea + cocs| = 72 (2 +1 -

_.1 l_LShQ 3 >0
)= " 2At 34 2ah

ler + eaeq] — (2)ea] + Je2 + cacs

i) lep + 2cacq| > 2lez + caes).

2eqc4| = L 2 :
ler + 2¢2¢4| = 7,2 + 2At 3+ 2ah /)’
1 2
" o - — 2— P
o 9 3h? 6 0
ley + 2¢p¢4] — 2| + ezc5) = A2 + At 3+ 2ah -

El hecho de que la matriz A sea estacionaria y domine diagonalmente,
muestra que el sistema lineal AU™! = b™! tiene solucién tnica para cual-
quier lado derecho b™*!, es decir en cualquier nivel de tiempo.

El problema discreto (2.13), (2.9), (2.10), (2.11) y (2.12) que necesitamos
resolver para el célculo de U' = {u);} ¢ = 1, N, j = 1, N; también consiste en
resolver un sistema lineal AglU/! = b' de N? incégnitas y N? ecuaciones. La
matriz Ag es igual a la matriz A salvo que hay que cambiar ¢; por ¢p = ﬁﬂ« 7:%,
la propiedad de ser dominante diagonalmente estrictamente se preserva (el
argumento es el mismo que para A) y por lo tanto AqlU! = b' tiene solucién
unica.

El lado derecho b! es igual a b™"! salvo que hay que cambiar F;’;H por
G,j y la funcién g"*! se tomaenn =0,i=0,N +1;j =0, N + 1.

Para calcular la solucion de estos sistemas de ecuaciones usamos el método
de Gauss-Seidel por Blogues, este método iterativo se adapta en forma sencilla
a una matriz con las caracteristicas de A (Ag), es decir, tridiagonal por
bloques y los bloques de la diagonal son a su vez matrices tridiagonales.

I)] algoritmo general para resolver Az = b donde A es una matriz con las
caracteristicas antes mencionadas es

Para /(' = 07 k max
. Resolver Aargkﬂ) = by — C"”(zk);

Para:1 =2, N —1
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2. Resolver Bmgkﬂ) =b, — Da:fﬁ” - D;Egi)l;
3. Resolver Ax%“) = by — C:c(\lffl’

En este método se itera hasta que ||z(®) — z(-+1)

w < Tol, en tal caso,
la solucién se toma como la tltima iteracién (z(*+1), si no se cumple la
condicién antes de knax iteraciones entonces se detiene el proceso.

Il método necesita de una condicién inicial (z(?), en nuestros problemas
AU = b™*! tomamos como condicién inicial a U™, es decir, la solucién
del sistema en el nivel de tiempo anterior.

En los pasos 1,2 y 3 del algoritmo de Gauss-Seidel, es necesario resolver
sistemas lineales de tamafio N x N, en estos casos factorizamos las matrices
Ay B en la forma LU y resolvemos los sistemas con una sustitucién hacia
adelante seguida de una sustitucién hacia atras, esto es posible ya que siendo
A dominante diagonalmente entonces A y B también son dominantes dia-
gonalmente. Los algoritmos de las factorizaciones y sustituciones adquieren
una forma sencilla, ya que A y B son tridiagonales.

La estructura de estas matrices y la factorizacion buscada es

B ] m 1 (1w
s r s 1 u
[ 2
; d1 2 1
s r s In
D t L qN -1 4

Algoritmo de factorizacion

l) l] =T

)

2) up = F

Para:=2, ,N -1
3) Li=r — sui_q;
1) ui = 7

4 — o
5) qioy = s

6) Iy =1 — pun_y;
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) gnoyr = p.

Para resolver LUz = b, hacemos el cambio de variable y = Uz, entonces
resolvemos primero Ly = b por sustitucién hacia adelante

by
1 = ==
) Y1 I
Parai1 =2, N -1
o b; — sy
2) y; = *—7———1"
by — -
3) N = N — PYN-1

In

Ahora resolvemos Uz = y por sustitucion hacia atras

1) zn :=yn

Parat=N -1, |1

b
2) =y — UiTig

Como consecuencia de que A es estacionaria (y por lo cual A y B lo son),
tenemos que las factorizaciones LU de A y B se hacen una sola vez y se
almacenan en vectores para usarse en la solucién del problema directo (2.1)
en cada nivel de tiempo.

Con esto se completa la descripcién de la solucién numérica del problema
directo (2.1), el cual es parte esencial del algoritmo de gradiente conjugado,
el programa escrito en FORTAN 77 que incorpora estas ideas aparece en el
Apéndice 2 con el nombre de RECUCAL.FOR, ejemplos de la solucién numérica
de problemas directos con este programa, aparecen en la siguiente seccion.

En la seccidn 2.2, se desglosd el algoritmo de gradiente conjugado, el
cual se programé en FORTAN 77 y aparece en el Apéndice 2 con el nombre
de GRACON.FOR. Este programa llama a RECUCAL.FOR segun lo indica el
algoritmo en los pasos 1., 1., 3.1, 5.1 y 5.1i.

Otros calculos importantes en gradiente conjugado son las integrales en
L*(P, x (0,7)) y L*(Q) (productos interiores), que aparecen cn los pasos
3.1 y 6, estas integrales corresponden a funciones de dos variables sobre
rectangulos; su cdlculo se realizé con el método de Trapecio que tiene un
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error de truncamiento o(h?), lo cual es congruente con las discretizaciones
hechas en espacio. El algoritmo es material estdndar y se puede ver en [5], los
programas correspondientes escritos en FORTRAN 77 aparecen en el Apéndice
2 con los nombres de PIL20T y PIL2.FOR.

2.5 Resultados Numeéricos

En esta seccidn se presentan resultados numéricos y graficas de ejemplos
particulares tanto para problemas directos como para problemas inversos.

Ejemplo 1.

Consideramos el problema directo (2.1) con los siguientes datos:
flz,y,t) =2z - 1)+ (y — 1)*] —4(1 +1){32* - 3z + 1],
o(z,8) = (22 — 2+ (1 +2)

uo(x,y) = z3(z — 1)* + (y — )%

Al resolver este problema con el programa RECUCAL.FOR para ¢l caso
a =0 v hasta T = 1 se obtiene la siguiente tabla de resultados:

h At M TGS IGS ERROR
L L 10 107" 170 7.23 x 107
1

a 10

b 16 25 20 1071 240 3.066 x 107

c & L 100 107'® 260 8.148 x 1073
32 100

d % 105 100 10716 325 5317 x107°

Donde h > 0 es el tamafno de paso en la discretizacion e espacio; At > 0 es
el tamafio de paso en la discretizacion de tiempo; M representa los niveles
de tiempo, tal que MAt = T; T'GS es la tolerancia en el método iterativo
de Gauss-Seidel para resolver los sistemas lineales; [GS son las iteraciones
necesarias para alcanzar la TGS, error = {ju(T) — ur||co.

El tiempo de maquina en una PC-486 para obtener la solucion de este pro-
blema con una discretizacion como en ¢) es de 120 sg. (aproximadamente).
y aumenta conforme la discretizacion en espacio y tiempo es mas fina. lLos
errorcs mostrados en la tabla son congruentes, ya que ¢l método de discreti-
zacidén en espacio y tiempo tiene un error de truncamiento o(h? + At?). Las
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graficas 2.1.1 y 2.1.2 al final de la seccién muestran los cortes de la solucién
exacta (u(z,y,t) = [z%(z — 1)* + (y — 1)*}(1 + t)) y la solucién aproximada,
para la discretizacién c¢) de la tabla.

Considerar el problema inverso asociado.

4 1
MinJ[v] = —1—/ / vidydt + — /(u(T) —ur)idzdy, €>0
2 0 I 26 Q
Sujeto a:
OJu
—a—t—~Au = f en x(0,7T)
au + Ou = ag en Ty x(0,T)
on
u = v en I'.x(0,T)

u(0) = uo(z,y) en

donde a, f(z,y,t) y uo(z,y) estan definidas como arriba. Para este problema
consideramos que la distribucion por alcanzar al tiempo 7' =1 es

ur(z,y) = 2[2*(z — 1) + (y - 1)°].

Los resultados numeéricos obtenidos en esta parte no son satisfactorios ya
que no se logra la convergencia del método, se puede decir que el algoritmo
sufre un estancamiento, es decir, el criterio de paro de gradiente conjuga-
do |lg*||/1lg°]l el cual se busca se anule no desciende més alld de una cota.
Buscamos que se anule el gradiente (g¥) o la primera variacién ya que esto
es una condicién suficiente para obtener el minimo (Teorema 1.6.2). Para
ejemplificar esto consideramos la corrida con los datos A = ilg, At = %5,
M =100, TGS = 1071¢ € = 1074; en este caso el proceso se estanca después
de 12 iteraciones en el valor ||g*||/||g°l| = 0.0532. La gréfica 2.1.3 muestra el
control exacto (v*(z,t) = (z*(z — 1)2 + 1)(1 + t)) y el control calculado, asi
como los cortes de la distribucién ur y la distribucién calculada. Los errores
para estos son:

lv* — vl = 0.02
lur — u(T)||e = 0.42.

El tiempo de maquina utilizado en una PC-486 es de aproximadamente 20
min., esto se debe a que cada iteracion de Gradiente Conjugado requiere
resolver 3 problemas directos como el descrito al principio de este ejemplo.
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Antes de dar una explicacién de este comportamiento desarrollamos otro
ejemplo.

Ejemplo 2.

Consideramos el problema directo (2.1} con los siguientes datos:

10 . 20
oy t) = ey — 1) =
10
o(a,t) = —,
‘ I+t

u(z,y) = 10y - 1)~

Al resolver este problema con el programa RECUCAL.FOR para el caso a = 0
y hasta T =1 se obtiene la siguiente tabla de resultados

h At M TGS IGS ERROR
a L X 10 107 175 2.806 x 107
b o & 20 107 255 7.042 x 107
¢ 3 mp 100 1071 230 2539 <107
d L L 100 107 360 2.501 x 107

El tiempo de maquina requerido en una PC-486 para obtener la solucion de
este problema con una discretizacion como en ¢) es de 120 seg. aproxima-
damente. El tiempo de cdmputo aumenta conforme la discretizacion es mas
fina.

Esto se debe a que la dimension de los sistemas lineales por resolver es
mayor, y por lo tanto la solucién requiere de mas operaciones aritméticas.

Los crrores mostrados en la tabla indican que la soluciéon aproximada es
correcta, es decir, se resuelve el problema directo en forma satisfactoria.

La grafica 2.2.1 al final de la seccion muestra el corte de la solucion exacta
(u(z,y,t) = (1 + t)[2%(z — 1)* + (y — 1)?]) y la solucidn aproximada para la
discretizacién c) de la tabla.

MinJ[v / / vid~dt + — (ukl y—upYidedy, <> 0
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Sujeto a:

%;i —Au = f en Qx(0,7T)

au + "aﬁ = ag en Iy x(0,7)
on

U = v en ['.x(0,T)

u(0) = wug(z,y) en 0

donde a, f(z,y,t)y uo(z,y) estén definidas como arriba. Para este problema
consideramos que la distribucién por alcanzar al tiempo T' =1 es

ur(z,y) =5y — 1)2-

Para el calculo del control 6ptimo (v) de este problema usamos el pro-
grama GRACON.FOR, el cual es una implementacién del método de gradiente
conjugado analizado en la seccidén 2.2,

Al igual que el ejemplo 1, los resultados numéricos en esta parte no son
satisfactorios, ya que no se logra la convergencia del método, de hecho el
proceso iterativo sufre un estancamiento. Para la corrida con los datos:

1 1
h=—, At=

= M =100 TGS =107 ¢=10""
16’ 100" 0 TGS =107" «

el proceso se estanca después de 16 iteraciones y el criterio de paro toma el
v k 0 — ¢
valor [|g*|l/I1g°ll = 0.0428.
’ 1 0 N . . .,
La grafica 2.2.2 muestra el control exacto {v* = ili)-z) y distribucién ugp y
la distribucién calculada. Los errores correspondientes son:

o™ — vl = 0.32

ur — u(T}]jeo = 0.37

El tiempo de maquina utilizado en una PC-486 es de aproximadamente 28
min., es importante observar que cada iteracion de gradiente conjugado re-
quiere resolver 3 problemas directos como el descrito al principio de este
ejemplo.

Estos dos ejemplos muestran que existe una deficiencia en la solucion de
los problemas inversos. El método de gradiente conjugado para minimizar
una funcional cs eficiente, por lo cual el error debe estar en la implementacion



de éste. Basicamente, lo que se hace en una iteracién del método de gradien-
te conjugado es resolver 3 problemas directos, calcular productes interiores
(integrales dobles) y calcular gradientes.

Por lo visto en los ejemplos 1 y 2 concluimos que la solucion de los pro-
blemas directos se realiza en forma satisfactoria. Por otra parte, el calculo
de productos interiores con el método de Trapecio es material estandar y las
rutinas utilizadas (P1L20T, PILZ) se revisaron satisfactoriamente. Isto nos
lleva a concluir que el error se encuentra en el célculo del gradiente:

P
g~ =vF - f?\_ en I'.x{0,T)
an ’

donde P es la solucion de la ecuacién adjunta.

El célculo de P es correcte ya que es solucion de un problema directo,
de hecho el error esta en el cilculo de la derivada normal %S, esta derivada
se aproxima con férmulas de diferencias finitas hacia adelante, es decir, para
calcular la derivada en puntos de la frontera usamos puntos en el interior
de ; estas féormulas producen pérdida de cifras en los datos v de hecho
son inestables, es decir, conforme la discretizacién es mas fina (b — 0), los
resultados numéricos son mas inexactos.

En los ejemplos 1 y 2 el calculo de if
puntos:

se realiza con una {ormula de tres
) .
opP , OP 2Py — 3P3— 3Py
an on h
para cada i =0, N + 1.

Los resultados obtenidos sc dan en la siguiente tabla:

h At M Error del problema Jrror en la

1 1 directo(T = 1) derivada normal(T = 1)
1 1 9 220 -6 g 1n—-3
P Tl T
R 1(30 ?'00‘3 >< 16-° “90‘) >< ;6_2
T 100 ‘1—90’3 x 107° ;%0; X ;()"'2

00 100 o S *

Los dalos para resolver el problema dirccto son los del ejemplo 2.




Los experimentos numéricos del cdlculo de la derivada normal confirman
que el gradiente (g*) se calcula en forma deficiente, esto descompone el pro-
ceso de gradiente conjugado en su parte mas importante ya que g* define Ia
direccion de descenso en la bisqueda del minimo.

En las conclusiones abordamos las alternativas para este calculo que como
se ha visto es muy importante.



PROBLEMA DIRECTO: ECUACION DE DIFUSION

0.5 g=

SOLUCION APROXIMADA (Corte para x=1/2 y T=1)

SOLUCION EXACTA (Corte para x=1/2 y T=1)

Grafica 2. 1.1
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PROBLEMA DIRECTO: ECUACION DE DIFUSION.

SOLUCION APROXIMADA {(Corte para y=1/2 y T=1)

SOLUCION EXACTA (Corte para y=1/2 y T=1)
Grafica 2.1.2
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION

CONTROL
EXACTO VS
CONTROL
APROXIMADO
(Corte para T=1)

1.985

1.8b

ESTADO EXACTO (7=1) VS
ESTADO APROXIMADO
{Corte para x=1/2)

0.5 ESTADO EXACTO (7=1) VS
ESTADO APROXIMADO
(Corte para y=1/2)

Grafica 2. 1.3
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U

PROBLEMA DIRECTO: ECUACION DE DIFUSION

SOLUCION APROXIMADA (Corte para x=1/2 y T=1)

y

0.2 Q.4 LB 0.8

SOLUCION EXACTA ( Corte para x=1/2 y T=1)

Grafica 2.2.1
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION

CONTROL EXACTO (v=5) VS CONTROL APROXIMADO (Corte psra T=1)

ESTADO EXACTO (7=1) VS ESTADO APROXIMADO (Corte para x=1/2)

Grafica 2.2.2
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CAPITULO I1I

3 Control en la frontera tipo Dirichlet para
la Ecuacion de Transporte

Iin este capitulo calculamos el minimo de la funcional de energia en el espacio
H = L*(T':x(0,T)), solo que ahora la restriccion es la ecuacion de transporte,
la cual modela la distribucién de la temperatura en un fluido incompresible
(div(w) = 0) de velocidad w conocida. El problema de control éptimo para
esta ecuacién lo describimos en la secciéon 1.1. El método de solucion es a
través del algoritmo de gradiente conjugado, mostramos la aplicacion de éste
y la discretizacion del problema directo correspondiente, al final del capitulo
damos los resultados numéricos.

Los calculos y ejemplos mostrados en el capitulo anterior indican que es
arduo, pero no imposible, controlar el comportamiento interno de un proceso
de difusién desde la frontera. Muchos fenémenos fisicos pueden ser vistos
como una combinacion de procesos de difusion y adveccion, entonces la pre-
gunta natural es jcoémo afecta el fenémeno advectivo la contrabilidad interna
de un sistema? Recordamos que el fenomeno de difusién estd dado por Au
y el de adveccién por w - Vu.

El problema a resolver y al cual nos referimos en todo el capitulo es el
siguiente

MinJ [v / / vidydi + — [ (w(T) = up)dady €> 0,
¢ Q

para v € H, sujeto a:

0
(91: BAu+ w - Vu = f,diviw)=0 en Qx(0,7) W
au + /[))5; = ag en F] X (O, :[V) > (31)
u = w en ' x(0,7)
u(0) = wuglz,y) en €}

donde I denota al espacio Hilbert L2[I". x (0,7)].
Hay que notar que el problema (3.1), a diferencia del problema (2.1) (el
cual ¢s un problema potencial), es un problema no potencial lineal, atn en el
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caso de que la condicién de frontera sea solamente de Dirichlet. Esto conduce
a que la matriz del sistema algebraico en el problema totalmente discreto sea
no simétrica.

Como en el capitulo anterior, el control es de tipo Dirichlet, es decir,
buscamos controlar la distribucién de temperatura interna del fluido por
medio del control de temperatura en la frontera.

3.1 Calculo de la Ecuaciéon Adjunta

En la seccién 2.1 del capitulo 1T notamos que para aplicar el algoritmo de
gradiente conjugado al problema de control 6ptimo con la ecuacién de difu-
sién, es necesario escribir la primera variacién de la funcional de energia en
términos tnicamente del producto interior de H, en dicho calculo aparece la
nueva funcién que satisface una ecuacion importante conocida como ecuacion
adjunta. Para el problema de control éptimo con la ecuacion de transporte
repetimos el proceso, es decir, calculamos ¢* € H tal que

(gk,(Sv) = §J[v*; dv) Vév € H,

la existencia y unicidad de dicha representacién la asegura el teorema de
representacion de Riez.

La funcional a minimizar en ambos procesos, difusiéon y difusiéon advec-
ci6n, es la misma, y como ambas ecuaciones de estado son lineales tenemos
que la primera variacién también. En el teorema 1.5 se obtuvo (ecuacién 1.6)
que la primera variacion es

§.7[v; 6v) = /0 ' / | vSudydt + - /Q (w(T) — ur) 6u(T)dzdy

donde éu es la variacién de la solucién u del problema directo (3.1), que
corresponde a la variacion év del control v, du se calcula por la linealidad de
la ecuacion de estado y condiciones de frontera e iniciales como solucién del
problema directo

)
G- PASu 4w Veu = 0, en Qx(0,T)

(
06
a(su+ﬁ(a—: =0 en I x(0,7) (33
(
(

du = 6v en I, x(0,7)
ou(0) = 0 en 0



Introducimos una funcién P = P(z,y,t) definida para (z,y) € Q y ¢t > 0,
con suficiente suavidad y cuyas caracteristicas se determinan en el siguiente
desarrollo.

Maultiplicamos (3.2) por P e integramos

//paﬂ_/ /ﬂPA6u+/ | pw-veu=o

en la primera integral hacemos una integracién por partes en tiempo y en la
segunda aplicamos la segunda férmula de Green para obtener

/Q[P‘S“loT—/or 5uaP} g/ U 6uAP+/ (P%%——éu—)] / /pw Ty - .

usando (3.5) y V(Péu) = PVéu + §uVP en la iltima integral, podemos
escribir

/ //&L(-——mp va) [3/ /<p@_5u2_1:>+
/OT/QW-V(P(Su):O,

pedimos a P que cumpla

—0P
ot

entonces tenemos

/ T)éu(T) — ﬂ/ /(Pa—&f—éu%>+/:/ﬂw-V(P6u):0,

por otra parte, tomando en cuenta que div(w) = 0 tenemos

—BAP —w-VP =0 en Qx(0,7),

div(w(Péu)) = w - V(Pbu) + (Péu)div(w) = w - V(Pdu)

aplicando esto a la tltima integral y usando el teorema de la divergencia,
podemos escribir

06 P r
/ Nou(T) — [3/ / P(—u — 6u(— + / (Péu)w -n =0,
on on o Jr



las ultimas dos integrales las separamos en las secciones de frontera I'; y I'y

[ramars [ [ daa [/ 2o [ on [ w2
/(;T/C(Péu)w-nﬁ—/oT/Fl(Péu)w n =

pedimos que P = 0 en I, x (0,7). Aplicamos (3.3) y (3.4) para escribir

opP
/ TYou(T +ﬁ/ /—5v+/ (aP + B+ Pw-n)du =0,
o Jr, on

1
pedimos que aP + ,3— +w-nP=0enT, x(0,7)y P(T) = Z(u(T) —ur)

en ), entonces

T
/ ,8%1—;—61) + l/Q(u(T) —ur)éu(T) =0,

restando esta ultima igualdad de la ecuacién (1.6) obtenemos

J[v; 6v] = / / (v- —> Svdydl (3.6)

que es la formulacion adecuada de la primera variacién de la funcional de
energia para utilizar en gradiente conjugado.

La funcién P que aparece en (3.6) se calcula resolviendo el problema
directo siguiente, conocido como ecuacidn adjunta (caso transporte).

—%—I;—ﬁAP w-VP = 0 en Qx(0,T) ]
opP .
ap+5b;+w-np =0 en Tyx(0,7T)
P =0 en I'.x(0,7)
1

P(T) = z(u(T) —ur) en

f (3.7)

/

El problema (3.7) es un problema con valor final, y como en ¢l problema de
difusion lo resolvemos como un problema de valor inicial mediante un cambio
de variable.



3.2 Aplicacion del Método de Gradiente Conjugado

En la seccién 2.2 del capitulo anterior, aplicamos el algoritmo de gradiente
conjugado (Teorema 1.12) al problema de control éptimo en el proceso de
difusién, en este capitulo lo aplicamos al proceso de difusién-adveccion, el
desarrollo es similar, ya que la funcional a minimizar y su primera variacion
son semejantes.

Paso 1) Hallar ¢° € H tal que Vév e H
(6°, 6v) = 6.1 6],

en términos de productos interiores podemos escribir (3.6) como

6J[v; dv] = (v - ﬂg—f,év) ,

igualando expresiones obtenemos

opP
o_.,0_ a9f
g=v -0 on’
El célculo de P se realiza en dos pasos:
1.1) Resolver para obtener u°(T')
ou® 0 o
—8—t—*ﬁAu +w-Vu = f en O x(0,T)
ou®
auo—{-ﬁgu—— = ayg en Iy x(0,7)
n
uw = ° en ['.x(0,7T)

u(0) = wuo(z,y) en £,

es decir, resolvemos el problema directo (3.1) para el control v°.

1.i1) Resolver para obtener P

opr
_E_—ﬂAP—W-VP = 0 en Qx(0,7)
or
a[)+ﬂ%+w'np = 0 en Iy x(0,7)
P =0 en TI'.x(0,7)

P(T) = —(u(T) — uy) en



es decir, resolvemos la ecuacién adjunta (3.7) con la solucién w®(7")
calculada en 1.i).

1.iii) Hacemos la asignacion

0 o 0P

=y - —

on

donde oP solo se toma en I'; x (0,7).

on

Paso 2) Hacemos la asignacién
W= g°

la cual define la direccién de descenso, hasta aqui tenemos calculados
0 0 0
v 79 ?w .

Para n > 0 calculamos v™*?, g"*! y w™*! de v™, ¢g" y w™ de la siguiente
forma

Paso 3) Hallar p, € R que minimice
Jv™ — pw"] VpeR,
el calculo de p, se hace en dos pasos

3.1) Calcular 2™ como solucién del problema

a n
5215 - pAZ"+wW-V2" = 0 en Qx(0,7T)
a n
"+ 82— = 0 en Ty x(0,7)
on
2" = w" en I'.x(0,T)
z2"(0) = 0 en Q

3.ii)

€

T 9
1
/ / (W) dvydt + ?/(z”(’l'))zdxdy
o Jre - Ja

los detalles de este cdlculo son los mismos que para el problema
de difusidn, pueden verse en la seccién 2.2.

T
1
/ / v W dydt + — / (w™(T) — up)z"(T)dzdy
_ Jo_ Jr. Q

Pn

o7



Paso 4) Hacemos la asignacion

vn+1 — vn . pnwn

que es el punto donde mas ha descendido la funcional J{v] en la direc-
cién w".
Paso 5) Hallar g"*! € H tal que Vév € H
(", 6v) = 6J[™; v).

5.i) Resolvemos (3.1) con el control v™*! para obtener u™**(T').

5.ii) Resolvemos la ecuacién adjunta (3.7) con u™t!(T), para obtener

P.

5.111) Hacemos la asignacion
P .
gn+1 = ’l.)n_*-1 — /38*— en Fc X (O,T)
an

Si |lg™*1/1lg°ll € Tol entonces el éptimo es v* = v™*!, de otra
forma,

(gn+l , gn+l )

(g™ 9™)

Paso 7) Hacemos la asignacion

Paso 6) v =

wn+l — gn+l _*_,Ywn7

Paso 8) Tomar n «— n + 1 y regresar a 3).

La funcional de energia tiene un minimo tnico en A y cumple con las hipdtesis
del teorema 1.10, entonces la convergencia esta asegurada y el criterio de paro
usado es que el gradiente se anule, lo cual por el teorema 1.6.2 sabemos que
es condicién suficiente para el cilculo del minimo.



3.3 Discretizacién del Problema Directo.

La aplicacién del método de gradiente conjugado requiere resolver la ecuacion
de difusién-adveccién (problema directo 3.1) y la ecuacién adjunta (3.7) en
forma repetitiva, por lo cual requerimos programas eficientes y versatiles para
cada uno de estos problemas.

La ecuacién adjunta (3.7) es un problema de valor final, es decir, debemos
cumplir una condicién al tiempo T > 0. Para resolver este problema lo
pasamos a uno de valor inicial con un cambio de variable en tiempo y dejando
fijas las variables espaciales.

t:=T-—1t, q(z,y,t) := P(z,y,T — t) 0<r<T

o _op o _or
or ot or Ot

y todas las derivadas espaciales son iguales, ademas

q(z,y,0) = P(z,y,T)  V(z,y) e

=

Con este cambio la ecuacién adjunta se escribe como

o}
gg—ﬁAq—w-Vq = 0 en Qx(0,T)
aq+ﬂg—q+w-nq = 0 en TIyx(0,7)
n
g = 0 en T.x(0,7)
1

a(0) = ~(u(T) - ur) en 0

(3.8)

que es el problema con valor inicial por resolver.

El método de discretizacién que usamos para resolver los problemas di-
rectos (3.1) y (3.8) es el de diferencias finitas, lo cual se facilita ya que el
dominio de trabajo es 2 = [0, 1] x [0,1]. Para discretizar en tiempo usamos
los esquemas de Gear modificado y FEuler hacia atrds, mientras que en es-
pacio usamos férmulas de diferencias centradas para aproximar la primera y
segunda derivada. En la seccién 2.3 hemos descrito estas ecuaciones.

Discretizamos solo (3.1) ya que (3.8) se puede ver como un caso particular.

Discretizacién de la Ecuacién de Estado.

Sca At > 0 el tamano de paso en tiempo y t, = nAt, n =0,1,2,... los
niveles de tiempo, denotamos por u* = u(z,y, 1) y por [* = f(x,y, k).
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Aplicando ¢l esquema de Gear modificado para discretizar % en la ecua-

cién de difusién-adveccién y en el nivel de tiempo n + 1 (n > 1), obtenemos

§un+l — U™ + %un—l

2
At

— PAUM w - V"t 4 o(A?) =

acomodando términos y despreciando el término de error, tenemos

3

Eu"” - BAVT +w - Yyt = en )

donde F"*! = frtl 4 Zym — —u™', que es el problema semidiscreto
que hay que resolver en espacio, para cada nivel de tiempo.

Sea h = N% el tamano de paso en espacio, z; = tht1 = 0,N + 1y
y; = jh j = 0,N + 1 las coordenadas de los nodos (z;,y;) de la malla
sobre © = [0,1] x [0,1]. Denotamos por uf = uf y fE = f*(zi,y;), si
discretizamos aua':rl, 8“8";1 , 825‘::1 y 325‘:2“ con férmulas centradas de orden
dos y despreciamos el termino de error, tenemos

n+1 n+1l n+1 n+1 n+l __ n+l,  __ <
caul +euil; + esull; + cupy +ocsu = Fij =1, N, y=1,N.

ij~1
(3.9)
si consideramos la velocidad w = (w;,wsy) con w; y w, constantes, entonces
las constantes ¢, r = 1,5 se definen como

3 43

o = on T
)
2 oh  h?’
_ B w1

“ T TR o
w2 B
4 = — — -,
2h A2

_ g Wy

Cs = —E—i—:j‘}"i.

La discretizacion de las condiciones de frontera sobre los puntos de la malla
antes definida y en cada nivel de tiempo n + 1, son semejantes a lo hecho
para ¢| problema de difusién, en I'. obtenemos

u:.t;H = 1):'+1 7 = l, N (310)
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I'; se divide en tres secciones, en {1} x [0, 1] tenemos

up = 38+ 2ah < N 7 UN i Tgpuncy) J=LN O (31D
para [0,1] x {1} obtenemos
2h 28 B :

n+1 n+1 n+1 n+1 —

11;’*-+1 = m ( 11;}-0-1 + —h—_ iN T 2h UiN - 1) t= I’N (312)
finalmente, en {0} x [0,1]

n 2h bt 2B _ B o :

= g (oo A ) =N e)

Para cada una de las discretizaciones de las derivadas que provienen de 8“;:1 ,

se utiliza un esquema de Gear modificado, €l cual tiene un error de trunca-
miento de orden dos, esto es consistente con las discretizaciones en {2.

La ecuacién (3.9) junto con (3.10), (3.11), (3.12) y (3.13) forman el pro-
blema discreto en el nivel de tiempo n + 1 para el problema directo (3.1).

Al escribir la ecuacién (3.9) para ¢ = 1, N y j = 1,V e incorporando
las condiciones (3.10), (3.11), (3.12) y (3.13) obtenemos un sistema lineal
de N? ecuaciones con N? incdgnitas. Al resolver dicho sistema, obtenemos
una aproximacién discreta de u(z,y,t,41), formada por {u"‘“} = 1L,N
y 7 = 1, N, finalmente obtenemos las incégnitas en la frontera usando las
ecuaciones (3.11), (3.12) y (3.13).

La discretizacién en tiempo con Gear modificado define un método de dos
pasos, es decir, para aproximar u™*! necesitamos u® y u™”!, esto se aprecia
en la definicién del lado derecho del problema semidiscreto, .

Fn-H —_ fn+1 _2_un . _l_un-l
At 2At

Para arrancar el método necesitamos u° y u!, «° es la condicién inicial
(u® = ug(z,y)), entonces hay que calcular ! con un método de un solo paso,
como en el problema de difusién, usamos Euler hacia atrds para discretizar
en tiempo la ecuacion de difusion-adveccion, en espacio usamos diferencias
centradas y las condiciones de frontera quedan como en el caso anterior, asi
tenemos

11 1 1 . N T L ‘
iyt couiy g+ estiyy teauyy tesuy oy =Gpe= LN, 5 =1,N (3.14)
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donde Gij = f, + AU

El problema (3.14) junto con (3.10), (3.11), (3.12) y (3.13) forman un
sistema lineal N? x N2, las constantes c¢,, 7 = 2,5 tienen el mismo significado
queen (3.9) y ¢f = 3; + 2.

Queda claro que en cada nivel de tiempo resolvemos un sistema lineal
N? x N?% y para calcular la aproximacién a u(z,y,T) = u(T) resolvemos
entonces M sistemas lineales, donde M cumple 7' = MAT.

M y N son grandes ya que At y h se requieren pequerios para tener buenas
aproximaciones, esto se traduce entonces en un arduo trabajo computacional
para resolver el problema directo. Problemas directos en forma iterativa se
resuelven dentro de gradiente conjugado, por lo tanto esperamos un tiempo
de computo grande.

3.4 Aspectos de Algebra Lineal Numérica en la Im-
plementacion de Gradiente Conjugado

La solucién del problema (3.1) en forma numeérica la obtenemos resolviendo
el sistema lineal N2 x N2, descrito por las ecuaciones (3.9) ... (3.13), en cada
nivel de tiempon = 2... M y para n = 1 resolvemos (3.14) junto con (3.10),
(3.11), (3.12) y (3.13).

Fscribimos estos sistemas como:

AU' = b!
{Awm = b n=1..M-1 (3.15)
donde U*F = {uf]} 1 = 1,N; 5 = 1,N, es la aproximacién discreta a

u("l;a Y, tk)
Las matrices A y Ag no dependen del nivel de tiempo en el cual se calcula
la solucidén, sdlo los lados derechos en los sistemas, esto facilita la solucién
de (3.1) numéricamente, ya que las factorizaciones que de estas matrices se
requieran sdlo se hacen una vez y se almacenan.
La estructura de A y Ag es tridiagonal por bloques, es decir,
A C
DB D

0B D
croA

L Jd N2x N2




Los bloques A, A’, B,C,C’, Dy D' son de tamafio N x N, ademas los bloques
en la diagonal principal son tridiagonales, mientras que C,C’', D y D' son

diagonales, es decir,

¢ + ¢acr
Cs
A=
1
Cs
B =
L
¢ + ¢cr
Cs
A =

C = (Cg + Cng)]I,

C4

Cq

Cs

Cs

Cs

1 + ¢3¢z Cq
cs + cacs 1+ cr(es + ¢a)

4 NxN

B

(6] C4
Cs + C4Cg €1 F €407

1 NxN

C4
cy + C2¢7 C4
cs +cacs ¢+ cr(ca+cq) NxN

C'=(cs+cs)l, D=cl y D =c3l

donde I es la matriz identidad N x N. La matriz Ay es igual a A salvo que
hay que cambiar ¢; por ¢}. Las constantes ¢ y ¢,, r = 1,8 se definieron en

la seccién 3.3.

Los vectores del lado derecho b y b™! tienen la siguiente estructura,

bn+l

by
b

b -y

L b J
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41 . n+l
FI'N 1 — cacsgon
I,'vn+1

. ndl n+1
iN T C3CYon T Caledin 4

4 Nx1
antl 7
[‘ k1 - Csvk
b
bk = :
n+1
FkN—l

n41 ) ntl
L Fin" — caceYpn

Jd Nx1

n+1 n+1
Fi "+102C6g/\’+11n+"] CsUN
7L 7
FGs — e

H

by

n+1 . n+1 s
Funot — C2C6gN111 — CBUN

n+1 . nt a el
L FyN — caCegn'yin — CaCednNN 41

4 Nx1
el vector b! tiene la misma estructura que b™"!, solo hay que cambiar 1’}?“
por G i1 =1,N;7=1,Ny gfj“ por g}j =0, N+1;7=0,N+1.

En el problema de difusién las matrices asociadas a los sistemas lineales
para resolver el problema dirccto (2.1) dominantes diagonalmente estricta-
mente, lo cual es condicidn suficiente para su solucion. Cuando se introduce
el fenémeno advectivo w - Vu entonces las matrices A y Ag asociadas a los
sistemas lineales para resolver el problema directo (3.1) ya no son dominan-
tes diagonalmente estrictamente en forma incondicional, este es el problema
numérico asociado a un modelo mas complejo. Sin embargo, el problema que
nos interesa controlar en este trabajo cs cuando el fendmeno es fuertemente
advectivo, es decir, cuando # — 0 en la ecuacion de transporte. In este
caso demostramos que las matrices A y Ay son dominantes diagonalmente
estrictamente en forma condicional, para esto necesitamos que se cumplan
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las siguientes condiciones para A,

le1 + cser] > e + les| + [e2 + cacs
ler + cscr + cacz] > Jes + cacs| + ez + cacs]
ledl > lea| + les| + Jea] + los]
ler + cacz] > ez| + |es) + Jes + cacs)
ley + ezez] > eal + les| + ez + cacs]

>

lc1 + cacr + cqcr ¢s + cacs) -+ |c3 + cucs]

gue son satisfechos si la discretizacién cumple la condicion

3h
2At

> fwr] + Jwr|

donde w; y w; son las componentes de la velocidad del fluido.
Las condiciones para Ag son las mismas solo que hay que cambiar ¢; por
ci, en este caso son satisfechas bajo la condicién

L onl + fenl (3.16)
Desde el punto de vista de la solucién numérica de los sistemas lineales (3.15),
el problema de difusién-adveccion es mas dificil, ya que no hay condiciones
suficientes incondicionales en las matrices que aseguren la solucidn, es decir,
no son simétricas ni dominantes diagonalmente estrictamente, ni positivas
definidas (para valores grandes de w; é wy, algunos términos en la diagonal
de A y Ag son negativos). Por esta razén nos restringimos al control en el
proceso de difusién adveccion cuando el fendmeno es fuertemente advectivo
(8 — 0) y discretizamos bajo la condiciéon (3.16), con el fin de asegurar
la solucién de los sistemas (3.15) y factorizaciones LU de los bloques de
la diagonal, esto ultimo es importante ya que el método de soluciéon de los
sistemas (3.15) lo hacemos usando el método iterativo de Gauss-Seidel por
bloques. que es una forma de aprovechar los bloques N x N de ceros en
las matrices y lo mas recomendable en sistemas lincales grandes. Aclaramos
que se realizaron cdlculos con § no muy pequenc y se tuvo solucién iinica,
esto es consecuencia de que el problema continuo tiene solucidn dnica para
2 > 0. El algoritmo para resolver Ar = b, donde A tienc la estructura antes
mencionada es,

Pa.m A = ()g “ ey kmax
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1. Resolver Axgkﬂ) = b — Cmgk)
Para 1 =2,...,N —1

3. Resolver B:zgkﬂ) =b;, — Dmﬁi’l — Dlx_gljl)

3. Resolver Alx%cﬂ) =by — Cl&”%fi)

con este algoritmo iteramos hasta que ||z} — z+1}| | < Tol, en tal caso,
la solucién la tomamos como la Gltima iteracién z**+V si no se cumple la
condicion antes de kn., 1teraciones, entonces se detiene el proceso. El al-
goritmo necesita de una condicién inicial z(%), en los problemas AU™ = b"
n =1,...,M tomamos como condicién inicial a U™, es decir, la solucién
del sistema en el nivel anterior.

En los pasos 1,2 y 3 del algoritmo de Gauss-Seidel, es necesario resolver
sisternas lineales N x N, en estos casos factorizamos las matrices A, By A’
en la forma LU para posteriormente resolver con sustituciones hacia adelante
y hacia atras. Los algoritmos de factorizacion y sustituciéon adquieren una
forma particularmente sencilla ya que estas matrices son tridiagonales.

La estructura de las matrices y la factorizacién buscada es,

r i 1

é’l ! U9 t
_ ‘s

qu i .€N_.114

Algoritmo de Factorizacién
oupi=r
Para 7 =1, N -2

2. 4 = plu;
3. Ui =T — [)1/

4. Unoy = qfun_y

. un = S — ﬁN—lt
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Algoritmo de sustitucién hacia adelante.
1. yy:=by
Para 1 =2,...,N
2. yii=b —Liyyia
Algoritmo de sustitucidon hacia atras.
1. zy = yn/un

Para 1 =N —-1,...,1
Yi —tZip
Uq

2. ;=

Con esto se completa la descripcién de la solucién numérica del problema
(3.1), ¢l cual es parte esencial del algoritmo de Gradiente Conjugado, ¢l
programa que incorpora estas ideas fue escrito en FORTRAN 77 y aparece
en el Apéndice 2 con el nombre de RECUTRA.FOR, ejemplos de la solucién
numeérica de problemas directos con este programa, aparecen en la siguiente
seccion.

En la seccién 3.2 se desglosé el algoritmo de gradiente conjugado para
el problema de difusién-adveccion, el cual se programé en FORTRAN 77 y
aparece en el apéndice 2 con el nombre de GRATRA.FOR. Lste programa
llama a RECUTRA.FOR segln lo indica el algoritmo en los pasos 1.4, 1.ii, 3.1,
51y 5.1

Otros célculos importantes son las integrales en L?(Q) y L*(I'. x (0,7))
(productos interiores), que aparecen en los pasos 3.i y 6, cstos calculos co-
mo en el problema de difusién se obticnen con los programas PILZ.FOR y
PILZOT.FOR que aparecen en el apéndice 2.

3.5 Resultados Numéricos

En esta scccidon se presentan resultados numéricos y graficas de cjemplos
particulares, tanto para problemas directos como para problemas inversos.
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Ejemplo 1.

Considerar el problema directo (3.1) con los siguientes datos:

20 10

(z,y,t) = f =1 = 3) = ———(y — 1),
10

vl =

uo(z,y) = 10(y — 1)~

Al resolver este problema con el programa RECUTRA.FOR para cl caso
a=0,w=(1,1)y 8 =1yhastaT =1 se obtienen los siguientes resultados:

h At M TGS IGS FERROR

¢ & 01 10 107 115 8.8532 x 107*
b L 001 100 107?22 7.9927 x 107°
¢ 4 001 100 1072 152 80224 x 10°°
d L 001 100 107> 46 8.0136 x 10~°

Donde h > 0 es €l tamaiio de paso en la discretizaciéon en tiempo; Af > 0 es
el tamartio de paso en la discretizacion en tiempo; Af representa los niveles de
tiempo tal que MAt =T = 1; TGS es la tolerancia en el método iterativo
de Gauss-Seidel para resolver los sistemas lineales; IGS son las iteraciones
necesarias para alcanzar la TGS y el Error se calcula como la norma infinito,
es dectr,

Error = |[u(T) = ur|co-

El tiempo de maquina en una PC-486 para obtener la solucién de este pro-
blema con los datos del inciso c) de la tabla anterior es de aproximadamente
140 seg. y aumenta conforme la discretizacion en espacio vy tiempo es mas
fina.

Lia siguiente tabla muestra el comportamiento de este probilema directo
con respecto al parametro 3, los datos fueron gencerados con la discretizacion

1 .
h= e AL=001, M =100, y TGS =107".
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3 IGS  ERROR
0.001 10 4.0488 x 10~
0.01 9  2.8080 x 10~
0.1 12 9.7166 x 10-°
1 46 8.0136 x 10~°
5 240 2.4683 x 10~°
10 285 1.1375 x 10~
100 1130 1.0617 x 10~7

Los errores en ambas tablas nos indican que se estd resolviendo el problema
directo en forma eficiente con un método combinado con error de trunca-
miento o(h? 4+ At?).

La gréfica 3.1.1 al final de la seccion muestra un corte de la solucién exacta
(u(z,y,t) = 1—%(3; —1)?) y la solucién aproximada para la discretizacién c)
de la primera tabla.

Considerar el problema inverso asociado

T
MinJ{v] = -;—/ / vidydt + %/(U(T) —ur)’dzdy, ¢>0
o Jr. ¢ Ja

Sujeto a:

%’? — ﬂAu +w-Vu = f’ dn(u/'} =0 en O x (O,T)
du
au + }6% = ag en I'y x(0,7)
u = v cn Fc X (0,T)
u(0) = wuo(z,y) en ()

donde f, up, a, w y 3 estan definidas como arriba. Para este problema
consideramos que la distribucion por alcanzar al tiecmpo 7' =1 es

ur(z,y) = 5(y — 1)°

ur(z,y) = 5(y — 1)
Para el célculo del control 6ptimo (v) de este problema usamos el progra-

ma GRATRA.FOR, cl cual es una implementacion del método de Gradiente
Conjugado analizado en la seceidn 3.2,

Los resultados numéricos obtenidos no son satisfactorios, yva que no se
logra la convergencia del método, se puede decir que el algoritmo sufre un
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estancamiento, es decir el criterio de paro del Gradiente Conjugado ||g*||/11¢°||
el cual se busca se anule no desciende mas alla de una cota.
Para ejemplificar esto consideramos la corrida con los datos:

1
h = —1—, At=-—, M =100 TGS =10"" ¢=10"%
32 100

en este caso el proceso se estanca después de 8 iteraciones en el valor ||g*||/|l¢°l =

0.0803.

La grafica 3.1.2 muestra el control exacto (v* = 1%) y el control calculado,
asi como un corte de la distribucion ur y la distribucion calculada. Los errores
para estos son:

|v* — v]|oo = 0.20
|u(T) — ur)l|cc = 0.48
El tiempo utilizado en una PC-486 es de aproximadamente 25 min., esto

se debe a que cada iteracidén de Gradiente conjudado requiere resolver 3
problemas directos como el descrito al principio de este ejemplo.

Ejemplo 2.

Consideremos el problema directo (3.1) con los siguientes datos:

flzyyy) = 2%z =1+ (y — 1) = 48(1 + 1)(32” — 3z + 1)
+2(1 + 1)z(z — 1)(2z — 1);
v(z,1) = (1+)(1+2°(z ~1)%);
uo(z,y) = iz —1)"+(y —1)°

Este problema, se resolvié con el programa RECUTRA.FOR usando los siguien-
tes datos:

a=0, w=(1,0), =1 yhasta T =1,

la siguicnte es una tabla de resultados para diferentes discretizaciones.

h At M TGS IGS  FERROR

g 0.1 10 1072 114 841l x 1072
ic 0.01 100 10-" 42  3.5625 x 107
© a7 0.00 100 107" 137 95047 x 107
d 35 0.01 100 107'% 206 6.1610 x 1073
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Il tiempo de méaquina en una PC-486 es para la discretizacion d) de
aproximadamente 140 seg., ahora consideramos en la siguiente tabla el efecto
de variar el parametro § para la discretizacion en c).

3 IGS ERROR

0.001 12 8.2793 x 10~3
0.0 9 8.3238 x 1073
0.1 23 8.6868 x 102
1 137 9.5047 x 1073
5 562 1.0210 x 102
10 1005 1.3714 x 1072
100 1670 1.9871 x 10-2

Los errores en ambas tablas son satisfactorias considerando la complejidad
de las funciones [ v y ug, ademas de que el método combinado tiene un error
de truncamicnto o(h? + A#?). La gréfica 3.2.1 al final de la seccién muestra
los cortes de la solucién exacta (u(z,y,t) = (¢t +1)(e*(z = 1)2+ (y — 1)?) y
la solucién aproximada para la discretizacion en c) de la primera tabla.
Considerar el problema inverso como en el problema 1 de esta seccién
con los datos de a, f, ug, w y 3 dados como arriba. Para este problema
consideramos que la distribucion por alcanzar el tiempo 7' = 1 es:

ur(z,y) = 2’(z = 1) + (y — 1)?).

Para ¢l calculo del control éptimo (v) se utilizd el programa GRACON.FOR.
Como en el problema 1 los resultados numéricos no son satisfactorios ya
que nuevamente el algoritmo sufre un estancamiento, para los datos:

1 1 ~i2 -4
h=o5, At=—m, M =100 7G5 =107 ¢=10

tenemos que el proceso se estanca después de 15 iteraciones en el valor
g*lI/1lg°ll = 0.079.

La grafica 3.2.2 muestra el control exacto (v* = (1 4+ )(1 +2*(1 — x)?)) y
el control calculado asi como los cortes de distribucién ur y la distribucion
calculada. lLos errores para éstos son:

o™ — zi;w = ().24

Hup — w1l = 0.13
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El tiempo de maquina utilizado cn esta corrida es aproximadamente 27 min.

Estos dos ejemplos muestran que existe una deficiencia en la solucién de
los problemas inversos, pero por los resultados del capitulo Il sabemos que
estos no corresponden a la solucién de los problemas directos, sino al calculo
del gradiente para la aplicacién del método de gradiente conjugado:

g®) = o) ?q—[z en [, x{0,7).
on

El céalculo P es correcto ya que es soluciéon de un problema directo (ecua-
cién adjunta), el problema esta en el calculo de 3P/dn ya que esta derivada
normal se aproxima con férmulas de diferencias finitas con puntos hacia ade-
lante, las cuales han demostrado ser inestables y producen pérdida de cifras
en los datos. El efecto en el proceso de gradiente conjugado es el calculo in-
correcto de la direccién de maximo descenso, en las conclusiones abordamos
las alternativas para éste calculo.

La siguiente tabla (correspondiente al ejemplo 1) muestra cl efecto de
calcular 0P/084 con diferencias finitas de tres puntos:

apP apP 2Py — 1Py — 3Py .

ﬁ—VPn——Ej—~ 3 Z—O,]\f~1

h At M Error del problema Error en la
directo(T' = 1)  derivada normal(T = 1)

L 100 80224 x 1076 5.0017 x 107

+ 1o 100 8.0136 x 1076 6.813 x 107°

L 100 7.403 x 1076 1.389 x 1072

L1000 3171 x 107 7.378 x 1072
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PROBLEMA DIRECTO: ECUACION DE DIFUSION-ADVECCION

SOIL.UCION EXACTA (Corte para x=1/2 y 7=1)

Grafica 3.1.1
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION-ADVECCION

CONTROL EXACTO (v=5) vs CONTROL APROXIMADO
(Corte para 7=1) *

ESTADO EXACTO (T=1) vs ESTADO APROXIMADO
(Corte para x=1/2)

Grafica 3.1.2
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PROBLEMA DIRECTO: ECUACION DE DIFUSION-ADVECCION

SOLUCION EXACTA vs APROXIMADA

(Corte parax=1/2 y T=1)

0.2 0.4 a8

SOLUCION EXACTA vs APROXIMADA

(Corte paray=1/2 y T=1)

Grafica 3.2.1
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION-ADVECCION

v IR CONTROL
o S EXACTO vs
. CONTROL

APROXIMADO
(Corte para 7=1)

ESTADO EXACTO (7=1) vs .4
ESTADO APROXIMADO
(Corte para x=1/2)

ESTADO EXACTO (7=1) vs
ESTADO APROXIMADO
(Corte para y=1/2)

= x

0.2 0.4 0.8

Grafica 3.2.2
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CAPITULO 1V

4 Control en la Frontera Tipo Neumann pa-
ra la Ecuaciéon de Transporte

En los capitulos anteriores se traté de controlar el proceso de difusién y
difusién-adveccién a través de un control v del tipo Dirichlet (v = v en
I'. x (0,T)), en este capitulo el control v es tipo Neumann

(?_u_ =uv en ', x (0,T)> ,
on

por lo cual controlamos el flujo de calor a través de una seccién de frontera
y no la temperatura. Este cambio no modifica la funcional de Energia (1.5)
que se desea minimizar, es decir, el problema de control éptimo planteado en
el capitulo I es el mismo:

Sea ur(z,y), (z,y) € Q@ y T > 0 una distribucién de temperatura en el
dominio . Queremos hallar v € L?(I'. x (0,T)) tal que

17 1
MinJ{v] = 5/ / vidy dt + é;/ (w(t) —ur)dz dt, €>0
o Jre Q

Sujeto a:
[ Ju ,
a—ﬁAu—{—w-Vu = f en O x(0,7)
0
au+ﬂ51i = ag en [y x(0,7)
(4.1) { ”
Ju .
o, =V en T'.x(0,T)
\ u(0) = wue(z,y) en Q

donde div(w) = 0.

Sobre este problema de control dptimo asumimos dos cosas, la primera
es que para cada v € L* (T, x (0,T)) existe una funcién u{z,y,t) definida
para (z,y) €  y 0 < ¢ < T que es solucién del problema (4.1), los datos
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f,9 v uo(z,y) los consideramos cuadrado integrables cn su dominio. La
segunda consideracién es que respecto del control v hay continuidad, es decir,
si vy — v, entonces u; — u,. Con estas consideraciones es posible demostrar
que el problema de control éptimo tiene solucién tnica v* en L (T x (0, 7)),
el argumento es el mismo que el mostrado en el capitulo I. Para calcular el
control éptimo v* minimizamos la funcional de Energfa (1.5) con el método
de gradiente conjugado; este método requiere de la primera variacion de la
funcional y su gradiente, el cual en el caso de control Neumann si es diferente
por lo cual procedemos a su calculo.

4.1 Calculo de la primera variacion

Se define la primera variaciéon como:

6. (v 60] = }\incl) Jv+ /\6/\0] — J[v].

Por linealidad del problema (4.1) al control v + Adv le corresponde el control
u + Aéu, donde du es solucién de

{
?é;——ﬂA6u+W'V6U = 0 en Qx(0,7)

0
5 .
adu + ﬁ?ﬁu = 0 en I'1x(0,7)
(4.2) ¢
dbu R
—8; = bv en IC X (O,T)

6u(0) = 0 en Q.

Por otro lado,

Jv + Adv] = / / (v + Aév)?dydt + ——/ ) 4+ A6u(T) — uyp)® dedy

1 2 A 2
= v+ A vévdydt + — S vdvydt+
2 Jo Jr, o Jr. 2 Jo Jr.

1 A 2 A
+ % A (u(T) — ur)® + - /(; (u(T') — wr) bu(l) + 37 /{; & u(T)
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J[”“‘S” / /vévdt+ / /62vd7dt

—/Q(u(‘Y)—m)éu(T) ;/95%(77)

€

tomando en ambos lados limite cuando A — 0 obtenemos:

Jlv; 6v] = /0 ! / vivdt + % /Q (w(T) = ur) $u(T) (4.3)

La ecuacién (4.3) es correcta pero poco itil ya que contiene integrales de
diferentes espacios, lo que se busca es una sola integral (producto interior en
T x (0, 7)) con el fin de deducir la expresién para el gradiente g, la cual serd
titil en la aplicacién del método de gradiente conjugado.

Es decir, requerimos g tal que

T
8J[v; 8v] = (g, 6v) 2. x(0.1)) = / / gévd~ydt
0 ¢

el cual existe de forma tnica por el teorema de representacién de Riez. Ahora
procedemos a su calculo.

4.2 Calculo de la Ecuacion Adjunta

Sea P = P(z,y,t) cuyas caracteristicas se determinan en lo que sigue:
Multiplicando (4.2) por P e integrando, tenemos

T
// Pg—é—u~ﬂ// I’A6u+// Pw - Véu = 0.
aJo

Integrando por partes y usando la segunda férmula de Green

- P 259 >
/[1)&1,[(’) —/ &f—-} g/ U SudP + / pdon 5,90
Q 0 - Ou dn
// Pw - Véu =0,
QJo




tomando en cuenta que du(0) = 0, se tiene

/Q (T)6u(T // 5u(—§£—mp> ﬁ/ /[P@—éu——}
/9/0 Pw-Véu=0

De w - V(Péu) =P w-Véu+ duw- VP, tenemos

//PwVéu—//wVPéu //6quP

Entonces,

/9 // 6u<—-———ﬁAP w - VP)
o[ 1] o

pedimos a P que cumpla

apP
—B{—ﬁAP w-VP =0 en Qx(0,7),

/QP(TéuT _ g/ /p_a_fsﬂ_/T BQ@
'H3/ / u——+ﬂ/ /r,éu——
+/Q/OTW-V(P5U):0

/ﬂp(T)au(T) - @/f/rc N s ﬂ/ /6u%§
+/OT/r16u<al’+ﬂ‘——> // w - V(Psu) = 0
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div(w(P8u)) = w - V(Péu) + Péu div(w) = w - V(Péu),
ya que div(w) = 0.

:>/Q/OTw-wPéu)z/OT/()div(w(Péu)=ATAP5uw-n.
Entonces
/P(T&uT) ﬂ// patu //5u——~
+/0 /F16u<aP+ﬁ5;+Pw-n>+/OT/CP5uw-n:O.

Pedimos que

P
aP+[)’g—n+PW-n:0 en ['1 x(0,7).

/QP(T)éu(T)+/OT/C—ﬂP5v+/OTACﬁ5u—+/ / Péuw-n=0
/QP(T)éu(T)Jr/OT/‘Céu (ﬁ%in)-+Pw-n> —/OT/FCBP&;:O

pedimos que [3%’5 +Pw-n=0 en T.x(0,7)y P(T)=1{(w(T)~—ur)en
), entonces tenemos

%/ﬂ(u(:r)_uT)éu(T)_/oT / BP6v =0 (4.4)

restando (4.3) y (4.4) tenemos la expresion adecuada para la primera varia-
cion.

T
6‘][7);60] = / / (U + ﬂP)(S’U = (U -+ ﬂp, 610)1:2(1‘0((0,'1‘)) (45)
0 1::

=g=v+pPenl'. x(0,7T).
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Donde P se calcula como solucién del problema adjunto.

(0P :
_a_ﬁAp_w.vp = 0 en x(0,T)
aP+ﬂ%—li+Pw-n =0 en I'y x(0,7T)
(4.6) ﬁ "
ﬁéﬁ +Pw-n = 0 en I'.x(0,7)
on ,
| P(T) = Y(u(T)—wur) en .

Ya que este es un problema de valores finales, se escribe como un problema
de valores iniciales:

T=T —t¢

q(z,y,7) := P(z,y,T — 1) i.e ¢q0)=P(T)

0 _op ou_ op

or ot or  ot’

y las derivadas en espacio son iguales, entonces obtenemos:

3} ,
——q—ﬁAq—qu = 0 en QX(O,T)
ar
9q \
aq+55—+qw-n = 0 en I'y x(0,7)
(4.7) ¢ n
9q .
B—+qgw-n = 0 en T'.x(0,7)
on
q(0) = T(u(T)—wur) en 0.
Se deben notar dos cosas muy importantes, la primera es que el célculo del
gradiente ¢ = v + 3P ya no involucra como en los problemas de control

tipo Dirichlet a la derivada normal de P, esto es una gran ventaja en la
solucién numérica ya que no se pierde precision por el calculo de la derivada
con diferencias finitas, lo cual como se ha visto cn los capitulos anteriores
fué determinante en el control del sistema. Podemos decir que la precisién
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de los datos numéricos en el cdlculo de ¢ es la misma precision con que se
resuelve el problema directo (4.6) para obtener P. Esto lleva a la busqueda
de un algoritmo eficiente para resolver los problemas directos y de esta forma
obtener la mayor precisién en el calculo del gradiente, en la seccién 4.4 se
analiza mas este punto.

El segundo punto por notar es que cada vez que sea necesario resolver
el problema (4.6) se resuelve el problema (4.7) para obtener ¢(z,y,7), a
continuacién aplicamos el cambio de variable P(z,y,t) = ¢(z,y,T — t) para
obtener P.

4.3 Aplicacién del Método Gradiente Conjugado

En el capitulo I se mostré que la funcional de Energia (1.5) es estrictamen-
te convexa y con primera derivada continua, ademas el minimo v* (control
optimo) existe de forma tnica, por lo cual el algoritmo siguiente genera una
sucesion {v"} en L2 (I'. x (0,T)) que converge a v*. El criterio de paro del
método es la anulacién del gradiente, lo cual para una funcional estrictamente
convexa es condicién suficiente para el optimo (Teorema 1.6.2).

Tomar v° € L*(T. x (0,T)) (por ejemplo v° = 0), definimos

H =1 (T. % (0,T))
Paso 1) Hallar ¢° € H tal que V év € H
(¢°, 6v) = §J[¢°, 6v)].

En la seccién 4.2 se mostré que g° = v° + B8P, este calculo se hace en
tres pasos

1.1) Resolver para obtener u%(T)

ou® 0 0
T = BAu +w-Vu =f en Qx(0,T)
8 0
au® + ﬂ%’l =ag en L) x(0,T)
,) 0
_(.5% = UO ecn 1‘(: X (OS 71)

u(0) = u(z.y) en Q
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es decir, resolvemos la ecuacién (4.1) con el control v°.

1.ii) Resolvemos para obtener P

—-%?—ﬁAP—w-VP:O en Qx(0,7)

P
aP-i-ﬂ%;{-l-PW-n:O en Iy x(0,7)
%f—{—Pw-n:O en I'.x(0,7T)

P(T) =

on |-

(u®(T) —ur) en 9 ,

es decir, resolvemos la ecuacion adjunta (4.6) con la solucién u°(T")
calculada en 1.1).

1.ii1) Hacemos la asignacion
g°=0"+pP
donde P solo se considera en I'. x (0,T).

Paso 2) Hacemos la asignacién

wOZgO

la cual define la direccion de descenso, hasta aqui tenemos calculados
0 0 ,,0
v, g° y Wb

Para n > 0 calculamos v, g"*! y w™t! de v™, g" y w™ de la siguiente
forma.

Paso 3) Hallar p, € R que minimice
J" — pw"] VpeR,

el calculo de p, se hace en dos pasos.
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3.1) Calcular 2™ como siguc

dgt CBAS +w -V =0 en Qx(0,T)
az”-{-ﬁaazn =0 en Iy x(0,T)
882 =w" en I'.x(0,T)

n

z"(0) =0 en £,

T
/ / v w"dydt + l/(u" — ur)z"dzdy
_Jo Jr. €Ja
= = !
/ / (w™)2dvdt + —/(z")zdxdy
0 c €Ja

pn define el punto de minimo sobre la linea (v — pw™) de maximo
descenso.

3.ii)

n

Paso 4) Se define el nuevo control

vn+l — vn _ inn-

Paso 5) Hallar ¢g"*! € H tal que Vév € H
(g"th, v) = 8J[v™T!, év).

5.1) Resolvemos (4.1) con el centrol v**! para obtener u™+1(7').

5.i1)) Resolvemos la ecuacién adjunta (4.6) con u™*'(T'), para obtener
P.

5.ii1) Hacemos la asignacién
n+l _ n+1 [) F e
g =0"" + 8P en Tox(0,7).

Si lg™t|/1l¢°]l € Tol, entonces v* = v™* de otra lorma:

9 ]

,.
<t



n+1 (n+l
Paso 6) v = g—q———’:l*,l——l
(9™ 9")
Paso 7) w™t! = g™t 4 qwn,
Paso 8) Hacer n «— n + 1 y regresar a 3).

Para la aplicacién numeérica de este algoritmo y por lo tanto para la solucién
del problema inverso, se necesitan sélo dos tipos de programas, uno que
resuelva problemas directos del tipo de la ecuacidn (4.1) y otro que calcule
productos interiores (integrales dobles), el detalle de estos se analiza en la
siguiente seccién.

4.4 Discretizacion y Resultados Numéricos

Para la discretizacidn y experimentos numéricos de este capitulo se tomd el
problema de difusidn, es decir, consideramos 3 =1, w = (0,0) ya=0en la
ecuacion (4.1) y (4.6). La semidiscretizacién en el caso general es semejante
a lo desarrollado en el capitulo III (seccién 3.3).

Por las experiencias numéricas en el control tipo Dirichlet desarrolladas
en los capitulos II y I, sabemos que para resolver el problema inverso es
muy importante resolver los problemas directos con la mayor precision posi-
ble. Las discretizaciones en tiempo y espacio empleadas para los problemas
directos en esos capitulos fueron de Diferencias Finitas, con un error de trun-
camiento de orden dos. Estas férmulas fueron suficientes para obtener buenas
aproximaciones, por lo cual se vuelven a utilizar en este capitulo atraves de
una rutina eficiente que a continuacién se describe.

La subrutina DEPX4 (FISHPAK) es una subrutina que resuelve ecuaciones
diferenciales parciales elipticas (separables); usa aproximaciones por diferen-
cias finitas de orden dos y orden cuatro en dominios ~2ctangulares, es decir,
encuentra u(z,y) con A <z < By C <y < D que es solucién de:

0*u D 0*u
/1(:1:)(7)‘%—2 + ]3(1:)33: + C{z)u + P = G(z,y) (1.,8)
Las condiciones de fronteraen X = A, X = B, Y =C y Y = D, pueden ser
de tipo periodico, Dirichlet, Neumann o mixtas (Fourier).
La discretizacion de la ecuacién parcial y sus condiciones de frontera las

realiza la subrutina SEPX4, con esto se obticne ¢l sistema lincal cuya solucion
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es el vector {u;;} que aproxima los valores de la funcién u(z;, y;) en una maila
sobre el rectangulo A < z < By C <y < D. Elsistema lineal se resuelve por
un método iterativo eficiente conocido como “Reducion ciclica generalizada”,
una referencia de este método se encuentra en [11]. La documentacién de la
subrutina DEPX4 se encuentra en el apéndice 2.

Ya que DEPX4 resuelve en forma eficiente problemas elipticos, se ocupa
para resolver los problemas directos (4.1) y (4.6), debido a que (4.1) es maés
general que (4.6) solo se resuelve (4.1), aplicando el programa que resulta a
(4.6).

Para resolver (4.1) discretizamos en tiempo con la férmula de Gear, pa-
sando €l problema parabdlico a una sucesiéon de problemas elipticos cuya
solucién en cada nivel de tiempo se obtiene con DEPX4. De hecho como la
formula de Gear determina un esquema de dos pasos, es necesario, para ob-
tener la solucién en el primer nivel de tiempo, un esquema de un paso, en
este caso usamos la férmula de Euler hacia atras. Una vez discretizado en
tiempo es necesario escribir los problemas elipticos en la forma (4.8) para
aplicar DEPX4, presentamos las dos discretizaciones.

Sea At > 0 el paso de tiempo y M los niveles de tiempo, tal que MAt = T,
los niveles de tiempo se difinen como t,; = (k + 1)At.

Semidiscretizacién con Euler.
k=0,1,... M — 1.

OPutt! - Lukﬂ 0*uft! e —l——uk en 0
Ox? At Oy? At
Ouk+!
. = 0 en X =0
Ourt! _ 0 X =1
5o = en =
o k+1
- ?) = ot en Y =0
Y
JuFt!
= 0 en Y =1
dy
u® = uy(z,y).




Este csquema se aplica una vez (k = 0) para encontrar u'.

Semidiscretizacién con Gear.
k=1,2,...M—1.

(?2uk+1 3 k+1 azuk+1 k+1 2 k l k—1
2 e _Z = 0
527 ot T o U oA
k41
Ju = 0 en X =0
oz
k1
agx = ( en X =1
—aUk+1 = gt en Y =
Ay
auk+1
= 0 en Y =1
dy

u® = ug(z,y) y u' es la solucién calculada con Euler.

La subrutina ECALFN.F en FORTAN 77 que resuelve de acuerdo a los
esquemas anteriones el problema directo 4.1 aparece en el Apéndice 2.

Para aplicar el algoritmo de la seccién 4.3 (gradiente conjugado) es nece-
sario calcular productos interiores (integrales dobles), estos se calculan por
el método de trapecio en dos dimensiones con la subrutina PROINT.F en
FORTRAN 77 que aparece en el Apéndice 2.

El programa que resuelve el problema inverso (gradiente conjugado) usa
a ECALFN.F y PROINT.F de acuerdo al algoritmo en la seccion 4.3, aparece en
el Apéndice 2 con el nombre de GRAFN.F. Las aplicaciones de este programa
se hacen a continuacion.

Ejemplo 1.

Consideramos el problema directo (4.1) con los datos antes mencionados.
Se definen [, v y ug como sigue:

f(CL‘,y,l) = _-——_g_(y* 1)2—




20
'U(ZE, t) = —1——{:}-’

Uo(x,y) = 10(?7’-1)2-

Este problema se resolvié usando el programa ECALFN.F el cual se des-
cribié arriba, la siguiente tabla muestra los resultados:

h At M T  ERROR
e & & 10 1.0 27313 x107°
b L L 20 1.0 7.2656 x 107
¢ & 5 100 1.0 3.0728 x 107*
d 3 =5 900 1.0 1.2435 x 107°
e =5 togs 1000 1.0 3.1134 x 107°
f & 15 100 1.0 3.0728 x 107

Donde h > 0 es el tamafo de paso en espacio; At > 0 es el tamano de paso
en tiempo; M representa los niveles de tiempo de tal forma que MAt =T,
en esta caso se calcula la solucién hasta T' = 1, finalmente FRROR =
Juz — w(T) oo

Estos ejemplos se corrieron en una maquina PC-486, el tiempo de calculo
para la discretizacién e) de la tabla anterior es aproximadamente 4 min.

Estos resultados numéricos son satisfactorios y proporcionan una base
conflable para la solucion de los problemas inversos.

Ahora consideremos el problema inverso asociado, es decir,

MinJ[v //vclydt+—— Q(u(T)-—uT)Qd:cdy, >0,
sujeto a:
(g‘t‘ BAu+w-Vu = en Qx(0,7)
au + 5% = ag en Ty x (0,7)
u
9., = en I'.x(0,7)

u(0) = wue(z,y) en N
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donde div(w) = 0.
Este problema se resolvid con los datos antes mencionados y el estado por
alcanzar hasta T' =1 es:

ur =5(y —1)* en Q.

El célculo del control éptimo (v) se realizé con el programa GRAFN.F
descrito en la seccién anterior, en este caso los resultados numéricos son
satisfactorios lograndose la convergencia del método de gradiente conjugado.
La siguiente tabla muestra dichos resultados

h At M T € Tol El L2
a 35 1o 1000 1.0 0.0001 0.001 0.15 0.0114
b oo 1000 1.0 0.0001 0.0001 0.022 0.0037

32 1000
Donde Tol es la tolerancia en el método de gradiente conjugado, 1 es el
error en el control aproximado, es decir,

El = ||v" = v]le
y F2 es el error en el estado aproximado, es decir,
E2 = {[u(T) — ur)|lc-

Ambos ejemplos se obtuvieron en una PC-486 y el tiempo de maquina
aproximado para el ejemplo a) es de 35 min, que corresponden a 26 iteraciones
y en el ejemplo b) es de 60 min que corresponde a 44 iteraciones.

La grafica 4.1.1 al final del capitulo muestra al control aproximado y los
cortes del estado aproximado con este control, los datos corresponden a la
discretizacion en a).

La gréfica 4.1.2, correspondiente también a la discretizacion en a), mues-
tra el estado calculado con el control éptimo para T = 1.

A diferenica de los ejemplos estudiados en los capitulos anteriores si hay
convergencia en ¢l proceso iterativo de gradiente conjugado, la diferencia
radica entonces en que el calculo del gradiente

g% =oF 3P

ya no requiere de la derivada normal de P y por lo tanto no se tiene inestabi-
lidad numérica que causaba su aproximacion usando {ormulas de diferencias
finitas.
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Ejemplo 2.

Consideramos el problema directo (4.1) con los datos siguientes:

flz,y,t) = {[e“’(l_z) ~1]e*07)(42? — 4z — 1) + =09 (1 — 22)?}
20
(1+1)?
v(z,t) = 0,
uo(z,y) = 20[e”0") —1}%

[ez(l—z) _ 1]7

Usando el programa ECALFN.F para resolver el problema anterior, se genera
la siguiente tabla de resultados:

h At M T ERROR

a &= & 10 1.0 1.3413 x 107!
b & = 20 1.0 20772 x107?
¢ & L 100 1.0 9.4676 x 10~
d 3 w5 500 1.0 7.9815x 10~
€ 35 1055 1000 1.0 7.8916 x 107"
f & 15 100 1.0 58152 x107°
g _612 5“(136 500 1.0 8.0642 x 10~¢
Analizando la columna correspondiente a los errores de aproximacion a la
20
solucién exacta | u(z,y,t) = T2 [er(l“‘r) - 1]2> para T = 1, observamos

que son satisfactorios y forman una buena base para resolver el problema
inverso asociado.
El tiempo de méquina utilizado en una PC-486 es de aproximadamente
3 min para una discretizacién como en el inciso €) de la tabla anterior.
Ahora consideramos el problema inverso asociado con los datos de [y ug
dados arriba. El estado por alcanzar en T' =1 es:

up = 10 [ez(l“z) - 1]2 en (.

Il control éptimo (v) se calculd con el programa GRAFN.F y se generd la
siguicnte tabla de resultados:

h At M T ¢ Tol 1 2
¢ & =1 1000 1.0 0.0001 0.001 0.022 0.0019

32 1000

b 3—12 ]—JE 1000 1.0 0.0001 0.0001 0.022 0.00085

91




Como en el ejemplo anterior tenemos convergencia del método iterativo
de gradiente conjugado, por lo cual el control éptimo calculado genera a su
vez una buena aproximacion al estado uy (error E2).

El ticmpo de méquina utilizado en una PC-486 es de 25 min en la discreti-
zacién a) que corresponde a 20 iteraciones del método de gradiente conjugado
y en el caso de la discretizacion b) se utilizan 50 min que corresponden a 34
iteraciones del método.

La gréfica 4.2.1 corresponde a la discretizacion en a) y muestra el control
Sptimo calculado y cortes del estado alcanzado con el control. La grafica
4.2.2 muestra el estado alcanzado como una superficie sobre €.

Ejemplo 3.
Considerar el problema directo (4.1) con los siguientes datos:
fla,y,t) = [fYz—1+(y—1)*] —4(1+1) [3z% — 3z + 1],
v(z,t) = 2(141),
wale,y) = e — 1)+ (y 1)
Usando el programa ECALFN.T para resolver el problema anterior, se genera
la sigutente tabla de resultados:

h At M T FRROR
Lo 10 1.0 3.8770 x 103

@ 5 1o

bl L 20 1.0 80832 x 1074

¢ L D100 1.0 87202 x 1077
1 1 -

d 315 g?—(; 5(30 1.0 1.342?/\/\10_-:

FL 100 1.0 11972 x 10°°
1 1

9 @ s 900 1.0 1.7994 x 107°

Analizando la columna correspondiente a los errores de aproximacion a
la solucién exacta (u(z,y,t) = (1+1¢) [¢*(z = 1) + (y — 1)7]) para T = 1,
observamos que son satisfactorios y forman una buena base para resolver cl
problema inverso asociado. El tiempo de méaquina utilizado en una PC-486
es de aproximadamente 3 min para una discretizacién como en el inciso c¢)
de la tabla anterior.

Consideramos ahora el problema inverso asociado con los datos de [y
dados arriba. El estado por alcanzaren 7' =1 es

up = 2 [‘sz(if - 1) 4 (y - 1)2} en ).
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21 control dptimo (v) se calculd con el programa GRAFN.F y se genero la
siguiente tabla de resultados:

h At M T € Tol El 2
a &+ —— 1000 1.0 0.0001 0.001 0.114 0.0559

32 1000
b & - 1000 1.0 0.0001 0.0001 0.070 0.0043

32 1000

Como en los ejemplos anteriores se tiene convergencia en el método iterativo
de gradiente conjugado, por lo cual el control éptimo calculado genera a su
vez una buena aproximacién al estado ur (error £2).

El tiempo de maquina utilizado en una PC-486 es de 28 min en la discreti-
zacién a) que corresponde a 24 iteraciones del método de gradiente conjugado
y en el caso de la discretizacién b) se utilizaron 70 min que corresponden a
40 iteraciones del método.

La grafica 4.3.1 corresponde a la discretizacion en a) y muestra el control
éptimo calculado y los cortes del estado alcanzado con este control. La grafica
4.3.2 muestra el estado alcanzado como una superficie sobre (2.

Remarcamos que estos ejemplos muestran la ventaja de que el gradiente

g* =v"+ 8P

no se calcule con la derivada normal de P.
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION
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PROBLEMA INVERSO: ECUACION DE DIFUSION
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Conclusiones

El trabajo presentado trata sobre una clase de problemas inversos rela-
cionados con ecuaciones diferenciales parciales. Los problemas fueron del
siguiente tipo: Hallar la accidén (condicién de frontera) de minima energia
que provoque que el sistema evolucione hasta una distribucion dada ur en
un tiempo T > 0. La evolucién del sistema se da de acuerdo a la evolucion
parcial que lo modele. Estos problemas de Control Optimo se formularon a
través de una funcional (funcional de energia) la cual se busca minimizar.
El calculo del minimo se realizé con el método de gradiente conjugado. lste
método iterativo requiere del gradiente de la funcional y como se aclard en
los capitulos 1I, IIl y IV éste es fundamental para una adecuada solucion.
En los problemas donde se usé un control de tipo Dirichlet en la frontera,
los resultados no son satisfactorios ya que el calculo del gradiente requiere
del célculo de una derivada normal, la cual al aproximarla con férmulas de
diferencias finitas sufre pérdida de cifras significativas (inestabilidad}, lo cual
provoca un estancamiento en el método de gradiente conjugado. La primera
alternativa tomada fué utilizar férmulas de diferencias finitas que involucren
un mayor nimero de puntos (mayor orden). Todas las férmulas conocidas
se obtienen usando polinomios de interpolacion o polinomios de Taylor, por
cjemplo, si buscamos aproximar la primera derivada con tres puntos hacia
adelante, tenemos:

J'(a) = af(a) + Bf(a+ k) +7f(a+2h) + 6 f(a + 3h),

donde h > 0 es el tamafo de pasoe, desarrollando con la férmula de Taylor
hasta orden cuatro los términos f(a + f), f(a + 2h) y f(a + 3h) tenemos:

, o e .9,
fia) = fla)la+B+~+8]+ [(«)[hB+ 2hy + 306+ ['(a) ”2—/’3 + 2h%y + ;h‘zé

R L8R 3 7%
t 8+ ._L_A/ + L{—‘}-é + ()(/L’;)
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)
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igualando términos obtenemos el sistema lineal:

11 1 1 N 0
0 h 2h 3h 8 1
h2 22 2 32 9 =
= 2h* Th / 0
’ hz*‘ 22‘3 3 3?3 3 ’Zg 0
con solucién: a = -4 =3 y=-2 yé5= .

Esto nos proporciona una férmula de orden tres, en forma similar se
obtienen férmulas de orden cuatro, cinco, etc.

Al utilizar este tipo de formulas de calculo de %% la inestabilidad numérica
fué similar, perdiéndose aproximadamente 50% de precision en los datos. Por
consiguiente el comportamiento en el proceso iterativo de gradiente conjuga-
do de nuevo sufre un estancamiento. No encontrando otra alternativa para el
calculo de dicha derivada normal concluimos que el método de diferencias fi-
nitas no es el mas adecuado para abordar estos problemas de control 6ptimo,
de hecho, seglin lo expuesto en [6], la mejor forma de resolver el problema
de control éptimo usando un control Dirichlet es a través del método de Ele-
mento Finito, en este caso la derivada dP/0dn se aproxima en forma especial
utilizando una forma integral.

En el problema donde se utilizé un control tipo Neumann el método de
solucion usando diferencias finitas, proporciona resultados satisfactorios; en
este caso, €l calculo del gradiente no requiere de la derivada normal de P y por
lo tanto no hay pérdida de cifras significativas, teniendo como consecuencia
la convergencia del método de gradiente conjugado. Hasta la fecha no existe
un trabajo semejante con el cual se pueda comparar, por lo cual concluimos
que esta es una forma correcta de resolver el problema con control Neumann
sin necesidad de grandes requerimientos de memoria y tiempo de cémputo,
de hecho lo que nos indican estas experiencias es que una forma sencilla de
controlar procesos de difusién y difusion-adveccidn es a través de controlar el
flujo de calor en la frontera y no la temperatura, este hecho como se apunta
en [6] es mas natural, dada la naturaleza de las ecuaciones.

Las ideas expuestas en este trabajo nos motivan a pensar la aplicacién
del método a otros sistemas con las siguientes caracteristicas: la ccuacién
de estado debe ser lineal, la regidn de solucidén debe ser rectangular y el
gradiente de la FFuncional de Energia asociada no debe contener ¢l célculo
de alguna derivada normal. De hecho, estas ideas también pueden fomar la
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base para abordar problemas no lincales y acoplados (como las ecuaciones de
Navier-Stokes o el modelo Boussinesq), donde la correspondiente funcional

a minimizar no necesariamente es convexa; en [20] se explica mas sobre este
ultimo punto.



Apéndice A

Teoremas Citados.

1.

Teorema de la Proyeccién.
Sea H espacio de Hilbert, C C H cerrado y convexo y v un elemento
de H tal que v € H. Entonces existe Pv € H tal que

(v— Pv,u— Pv) <0 Vued(.

Teorema de Banach-Alaoglu.

Sea (E,]|| - ||) un espacio normado. La bola unitaria cerrada B;(0) es
compacta en la topologia débil.

Se puede consultar la demostracién en [10].

Segunda Forma del Teorema de Green.

Sea S una superficie cerrada que rodea un volumen V y u,v funciones
escalares de clase C*(V). Entonces se tiene,

//Sﬁ (uVv — vVu)ds = ///V(uAv — vAu)dV

donde 7 representa el vector normal unitario exterior a S.

Se puede consultar la demostracion en [19].

103



Apéndice B

Este apéndice incluye los listados de los programas utilizados para la
simulacién numérica de los problemas ejemplo de los capitulos I, 111 y IV.

e Capitulo IT

— GRACON.F
— RECUCAL.F
— PIL20T.F

— PIL2.F

— GAUSELF

— FACTLU.F
— RESUELVE.F
— ERROR.F

e Capitulo III

GRATRA.F

— RECUTRA.F

SEIDEL.F

LUFACT.F

SOLVE.F

e Capitulo IV

GRAFN.F

ECALFN.F

I

FISHPAK.F

— PROINT.F

ERROR.F
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C****************************************************************

EL SIGUIENTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE CONTROL
OPTIMO ASOCIADO A LA ECUACION DE CALOR APLICANDO EL
METODO DE GRADIENTE CONJUGADO.

EL SIGNIFICADO DE LAS VARIABLES UTILIZADAS ES EL SIGUIENTE:
N=NUMERO DE SUBINTERVALOS PARA LA DISCRETIZACION EN ESPACIO
H=TAMAEO DE PASO EN ESPACIO

M=NUMERO DE SUBINTERVALOS PARA LA DISCRETIZACION EN TIEMPO
DT=TAMAEO DE PASO EN TIEMPO

TOL=TOLERANCIA EN GAUSS-SEIDEL

KMAX =NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES EN GAUSS-SEIDEL
TOLGC=TOLERANCIA EN GRADIENTE CONJUGADO

MAXIT=NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES EN GRADIENTE CONJUGADO
EPS=PARAMETRO DE PENALIZACION.

V=VECTOR DE CONTROL

U0=VECTOR DE CODICION INICIAL

U1l=VECTOR DE ESTADO ALCANZADO

DNGO0=VECTOR DE DERIVADA NORMAL

Sk 3 3 afe e sfe e sk ke o e e s e e fe ok e sk e 3 sfe ok ke o e Sk ke e ke sk e e sk 3k 3k e s ke e e e sk 24 e sk ke s s e sk e sk Sfe o sk e 3k sk ke ke e ok e

QOO0

DOUBLE PRECISION U0(2500),U1(2500),V(2500),b(2500),X(50),
1 W1(50),W2(50),W3(50),W4(50),CDV0(4000),
1 DNGO0(4000),DDW0(4000), AUX1(4000),AUX2(2500)

DOUBLE PRECISION H,DT,TOL,EPS,PIGO,PIG1,PI1,PI2,PI3,Pl4,
1 FCI3,F3,FUSOL3,CERO,RO,TOLGC,GAM,GO,CRI

INTEGER N,M,KMAX,CONT,MAXIT
EXTERNAL F3,CERO

WRITE(*,*) 'INGRESA:N,DT,M,KMAX,TOL,EPS, TOLGC , MAXIT’
READ(*,*) N,DT,M,KMAX,TOL,EPS, TOLGC,MAXIT
H=1.0DO/DBLE(N+1)
C
DO 10 I=1,N*M
10 CDVOI)=0.0D0
C
DO 301I=1,N
DO20J=1,N
20 UO((I-1)*N+1)=FCI3(I*H,J*H)
30 CONTINUE
C
CALL RECUCAL(UO,U1,V,b,X,W1,W2,W3,W4 N,DT,M,KMAX,TOL,
1 F3,CDV0,DNGO0)
C
DO 40 I=1,N*M
40 AUXI1(I)=0.0D0
C
DO 60 1=1,N
DO 50 }=1,N
UO((I-1)*N +1) =(U1((I-1)*N +J)-FUSOL3(I1*H ,J*H, DT*M))/EPS
50 AUX2((I-D)*N+J)=U1((-1)*N +J)-FUSOL3(I*H,J*H,DT*M)
60 CONTINUE
C
CALL RECUCAL (U0,U1,V,b,X,W1,W2,W3, W4, N,DT,M KMAX,TOL,
1 CERO,AUX1,DNGO)
C

DO 90 K=1,M-1
DO 80 1=1,N
80 AUXH((K-1)*N+I)=DNGO(((M-K)-1)*N +1)



DO 100 I=,N
100 AUXI((M-1)*N+1)=(0.5D0*AUX2((I-1)*N +2)-
1 2.0DO*AUX2{(I-1)*N +1))/(EPS*H)
C
DO 110 I=1,N*M
110 DNGO@)=CDVOI)-AUX1()
Cc
DO 120 [=1,N*M
120 DDWG(1)=DNGO()
C
CALL PIL20T(H,N,DT ,M,DNGO0,DNGO,PIG0C)
GO=PIGO
C
C
CONT=0
121 CONT=CONT+1
C
CALL PIL20T(H,N,DT,M,DNGO,DNGO,PIGO)
C
DO 130 I=1,N*N
130 UO(1)=0.0D0
C
CALL RECUCAL(U0,U1,V,b,X,W1,W2,W3 W4 N.DT,M,KMAX,TOL,
1 CERO,DDWO0,DNGO)
C
CALL PIL20T(H,N,DT ,M,CDV0.DDWO,PI1)
CALL PIL20T(H,N,DT,M,DDWO0,DDW0,PI2)
CALL PIL2(H,N,AUX2,U1,PI3)
CALL PIL2(H,N,U1,U1,Pl4)
RO=(PI1 +PI3/EPS)/(PI12 +PI4/EPS)
C
DO 140 I=1,N*M
140 CDVO(I)=CDV(I)-RO*DDWO(I)
C
DO 160 I=1,N
DO 150 J=1,N
150 UO((-1)*N+1H=FCI3(I*H,J*H)
160 CONTINUE
C
CALL RECUCAL(UO,U1,V,b, X, W1, W2, W3 W4 N.DT,M,KMAX,TOL,
1 F3,CDVO0,DNGO)
C
DO 170 I=1,N*M
170 AUX1(1)=0.0D0
C
DO 190 I=1,N
DO 180 J=1,N
UO((I-1)*N +J)=(U1((I-1)*N +J)-FUSOL3(I*H,J*H,DT*M))/EPS
180 AUX2((I-D)*N+1)=U1({I-1)*N+1)-FUSOL3(I*H,J*H,DT*M)
190 CONTINUE
C
CALL RECUCAL(UO,U1,V,b,X,W1,W2,W3 W4 N, DT,M,KMAX,TOL,

1 CERO,AUX1,DNGO0)
C

DO 210 K=1,M-1

DO 200 1=1,N
200 AUX1((K-D)*N+1)=DNGO((M-K)-1)*N+1)
210 CONTINUE

DO 220 I=1,N
220 AUXI((M-1)*N+1)=(0.5DO*AUX2((1-1)*N +2)
1 -2.0DO*AUX2((I-1)*N +1))/(H*EPS)

C




230 DNGO(I)=CDVOD)-AUXI()

C

CALL PIL20T(H,N,DT,M,DNGO,DNGO,PIG1)
C

GAM =PIG1/PIGO

CRI=DSQRT(PIG1/G0)

WRITE(*,*) "CRITERIO DE PARO=",CRI
C

IF (CRI.LE.TOLGC) THEN
WRITE(*,*) 'CONVERGENCIA EN GRADIENTE CONJUGADO’
WRITE(*,*) "CONTROL OPTIMO’
DO 240 1=1,N*M
240 WRITE(*,*) CDVO()
C
C
DO 242 I=1,N
DO 241 J=1,N
241 UO((I-1)*N-+I)=FCI3(I*H,J*H)
242 CONTINUE
CALL RECUCAL (U0,U1,V,b,X, W1, W2, W3 W4 N, DT M ,KMAX,TOL,
1 F3,CDV0,DNGO0)
DO 243 I=1,N*N
243 WRITE(*,*) Ul
C
C
STOP
ELSE
DO 256 I=1,N*M
250 DDWO(I)=DNGO(I)+GAM*DDWO()
END IF
C
IF (CONT.EQ.MAXIT) THEN
WRITE(*,*) "NO HUBO CONVERGENCIA EN GRADIENTE CONJUGADO’
STOP
ELSE
WRITE(*,*) 'ITERACION EN GRADIENTE CONJUGADO=",CONT
GO TO 121
END IF
END
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C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA RESUELVE LOS PROBLEMAS DIRECTOS

C ASOCIADOS AL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO.
C

stk ks ook ok s b ok ok ko ot ol e s o kel s ook ok kot bk o ek ok ok o o
SUBROUTINE RECUCAL(UO,U1,V,b,X, W1, W2, W3 W4,
1 N,DT,M,KMAX,TOL,FLD,CD,DNG0)
C
DOUBLE PRECISION H,ALFA,BETA,GAMA,DT,TOL,E,U0(1),
i UT(D,V(1D),b(1),WI(1),W2(1),W3(1),W4(1},FLD,
i X(1),R,S,T,P,CD(1),DNGO(1)
INTEGER N.M KMAX

H=1.0DO/DBLE(N+ 1D
ALFA =3.0D0/(2.0D0*DT)+4.0D0/H**2
BETA =-(1.0D0/H**2)
GAMA =1.0D0/DT +4.0D0/H**2
C
DO 10 I=1,N**2
10 V(=00
C
DO 30 I={,N




0 b(I-D*N+H=FLD{I*H,J*H,DT)+UO((1-H*N+13)/DT
0 CONTINUE

DO 351=1,N
iS5 b((-1)*N+1)=b((I-1)*N+ 1)-BETA*CD(I)

R=GAMA +({4.0D0/3.0DO)*BETA
S=BETA
T=GAMA+(8.0D0/3.0D0)*BETA
P={2.0D0/3.0D0)*BETA

CALL FACTLU(R,S,T,P,W1, W2 N)

R=GAMA

S=BETA

T=GAMA +(4.0D0/3.0D0O)*BETA
P=(2.0D0/3.0D0y*BETA

CALL FACTLU(R,S,T,P,W3,W4,N)

CALL GAUSEI(UO,U1,b,TOL,KMAX,N,E,BETA,X,W1,W2,W3,W4)

DO 36 I=1,N
36 DNGOI)=(1.5D0*CD(I) +0.5DO*U1((I-1)*N +2)-2.0D0*
1 Ul(I-1)*N+1))/H

“
-

DO 60 I=1,N**2
uom=Vv()

60 V(I)=0.0D0
R=ALFA +(4.0D0/3.0D0)*BETA
S=BETA
T=ALFA+{8.0D0/3.0D0)*BETA
P=(2.0D0/3.0D0)*BETA
CALL FACTLU(R,S,T,P,W1,W2,N)

LQP]

R=ALFA

S=BETA
T=ALFA+(4.0D0/3.0D0)*BETA
P=(2.0D0/3.GD0)*BETA

CALL FACTLU(R,S,T,P,W3,W4 N)

@]

DO 150 K=2M

(@]

DO 80 I=1,N
DO70J=1,N
70 b((I-1)*N+J)=FLD(I*H,J*H,K*DT) +
1 (4.0DO*U1((I-1)*N +J)-U0((I-1)*N +1))/(2.0D0*DT)
80 CONTINUE
DO 851=1,N
85 b((I-1)*N+1)=b((I-1)*N +1)-BETA*CD((K-1)*N +1)
C
DO 90 I=1,N**2
V{H)=U1(Q1)
uo()=U1(I)
90 U1(I)=0.0D0
C
CALL GAUSEI(UO,U1,b,TOL, KMAX,N,E,BETA,X,W1,W2, W3, W4)
C
DO 95 1=1,N
95 DNGO((K-1)*N+I)=(1.5DO*CD((K-1)*N +1)+0.5D0*U 1((I-1)*N +2)-2.0D0*
1 U1((I-1)*N +1))/H
C
DO 100 [=1,N**2
U0 = V()




C
150 CONTINUE
C
RETURN
END
ook sk koo ks e o s e b Ao ok sk ek R R ok o ok
C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA CALCULA LOS PRODUCTOS INTERIORES
C ENJ0,1} X [0,T].
C
Ok sk kot ok ook skl el ot b ook ok o ook
SUBROUTINE PIL20T (H,N,DT,M,XLLETA,PI)
DOUBLE PRECISION H,DT,XI(1),ETA(1),PI,SUM
INTEGER N.M
P1=0.0D0

SUM =0.0D0
DO 10I=1,N
10 SUM=SUM +2.0DO*XI()*ETA(D)
SUM=SUM+XI(1)*ETA(1)
SUM =(SUM +XI(N)*ETA(N))*H/2.0D0

PI=PI+SUM

DO 30 K=1,M-!
SUM=0.0D0
DO 201=1,N
20 SUM =SUM +2.0DO*XI((K-1)*N +I)*ETA((K-1)*N+1)
SUM =SUM + XI((K-1)*N+ D*ETA((K-1)*N +1)
SUM = (SUM + XI(K*N)*ETA(K*N))*H/2.0D0
PI=PI+2.0D0*SUM
30 CONTINUE
C
SUM =0.0D0
D040 1=1,N
40 SUM=SUM +2.0DO*XI((M-1)*N + )*ETA((M-1)*N+1)
SUM =SUM + XI(M-1)*N + )*ETA(M-1)*N + 1)
SUM =(SUM + XI(M*N)*ETA(M*N))*H/2.0D0

PI=(PI+SUM)*DT/2.0D0
RETURN
END
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C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA CALCULA LOS PRODUCTOS INTERIORES
C EN[0,1] X [0,1].
C
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SUBROUTINE PIL2 (H,N,XI,ETA,PI)
DOUBLE PRECISION H,XI(1),ETA(1),PI,SUM
INTEGER N
P1=0.0D0

SUM =0.0D0
SUM =SUM#*XI(1)*ETA(1)
DO 10J=1,N

10 SUM=SUM +2.0D0*XI(J)*ETA())
SUM = (SUM +XI(N)*ETA(N))*H/2.0D0
PI=PI+SUM

DO 30 I=1,N
SUM =0.0D0




DO 20J=1,N
SUM =SUM +2.0D0*X1((I- )*N + H*ETA((I-1)*N +1J)
SUM =(SUM +XI(I*N)*ETA(I*N))*H/2.0D0
PI=PI1+2.0D0*SUM
| CONTINUE

PI=(P1+SUM)*H/2.0D0
RETURN
END
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SUBROUTINE GAUSEI{(X0,X1,b,TOL,KMAX,N,E,BETA ,X,V1,V2,V3,V4)
DOUBLE PRECISION X0(1),X1(1),b(1),TOL,E,BETA,
i XD, VI, V2(1),V3(1),V4(1)
INTEGER N,KMAX
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SOLUCION DEL SISTEMA POR BLOQUES CON GAUSS-SEIDEL Y EN CADA
BLOQUE SE RESUELVE DIRECTAMENTE CON UNA FACTORIZACION LU.
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K=0
0 K=K+1
DO 201=1,N
0 X(I)=b(I)(2.0DO*BETA*XO(N +1))/3.0D0
CALL RESUELVE (N,V1,V2,X,BETA,2.0DO*BETA/3.0D0)
DO301=1,N
0 X1(D=X({)
DO 70 J=2,N-1
DO 50 I=1,N
0 X(I)=b((J-1)*N+I)-BETA*(X1((J-2)*N+1)+X0J*N +1))
CALL RESUELVE (N,V3,V4,X,BETA,2.0D0*BET A/3.0D0)
DO 601=1,N
0 XWG-D*N+D=X(D)
0 CONTINUE
DO 80 I=1,N
30 X(I)=b((N-1)*N +I)-(2.0DO*BETA*X 1((N-2)*N +1))/3.0D0
CALL RESUELVE (N,V1,V2,X,BETA,2.0D0*BETA/3.0D0)
DO 90 I=1,N
30 XI(N-D*N+D)=X(I)
CALL ERROR (X0,X1,E,N)
IF (E.GT.TOL.AND.K.LT.KMAX) THEN
DO 100 I=1,N**2
X0()=X1(I)
X1(1)=0.0D0
100 CONTINUE
GO TO 10
END IF
IF (E.LE.TOL) THEN
WRITE(*,*) "CONVERGENCIA EN EL PROCESO DE GAUSS-SEIDEL’
WRITE(*,*) *ITERACIONES = * K
ELSE
WRITE(*,*) "NO HUBO CONVERGENCIA EN GAUSS-SEIDEL’
STOP
END IF
RETURN
END
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C
C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA CALCULA LA FACTORIZACION LU DE
C CADA BLOQUE DE LA DIAGONAL.
C
C
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DOUBLE PRECISION R,S,T,P.L(1),U(D)
INTEGER N

DOS5I=I,N .
L(1)=0.0D0

; U)=0.CDO
L(1)=R
U()=S/L(1)

DO 10 I=2,N-1
L(I) =R-$*U(I-1)
U(D) =S/L(I)

[0 CONTINUE
L(N)=T-P*U(N-1)
U(N)=0.0D0
RETURN
END
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LA SIGUIENTE SUBRUTINA RESUELVE EL SISTEMA PARA CADA BLOQUE
UTILIZANDO LA FACTORIZACION LU.

AP IRV Y X
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SUBROUTINE RESUELVE (N,L,U,X,S,P)
DOUBLE PRECISION L(1),U(1),X(1),8,P
INTEGER N
X(1)=X(1)/L(1)
DO 10 I=2,N-1
X(1) = (X()-S*X(I-1))/L()
10 CONTINUE
X(N) =(X(N)-P*X(N-1))/L(N)
DO 20 I=N-1,1,-1
XD =XD)-UDM*X(A+1)
20 CONTINUE
RETURN
END

C****************************************************************

SUBROUTINE ERROR (X0,X1,E,N)
DOUBLE PRECISION X0(1),X1(1),E
INTEGER N

C-—-CALCULO DE LA NORMA INFINITO DE LOS VECTORES X0y X1--—-
E=0.0D0
E=DMAX(DABS(X0(1)-X1(1)), DABS(X0(2)-X1(2)))
DO 10 [=3,N**2
E=DMAXI(E,DABS(X0(I)-X 1(I)))

10 CONTINUE

RETURN
END
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PROGRAM GRATRA
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C
C ESTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

C ASOCIADO A LA ECUACION DE TRANSPORTE USANDO EL METODO
C DE GRADIENTE CONJUGADO.

C

C
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DOUBLE PRECISION UQ(2500),U1(2500),V(2500),bLD{2500),X(50),
1 W1(50),W2(50),W3(50),W4(50),W5(50),W6(50),
1 CDV0(4000), DNG0(4000), DDWO0(4000), AUX(2500)

DOUBLE PRECISION H,DT,TOL,DELTA,Z1,Z22,EPS,RO,FTRA FCI3,CERO,
1 PI1,PI2,PI3,PI4,PIGO,PIG1,GO,TOLGC,GAMA,
1 FUSOL3

INTEGER N,M,KMAX,CONT,MAXIT
EXTERNAL FTRA,CERO

WRITE(*,*) 'INGRESA:N,DT,M,KMAX,TOL,DELTA,Z1,Z2,EPS, TOLGC,MAXIT’
READ(*,*) N,DT,M,KMAX,TOL,DELTA,Z1,72,EPS, TOLGC,MAXIT
H=1.0DO/DBLE(N+1)

C
DO 10 I=1,N*M

10 CDVO(I)=0.0D0

C
DO 30 I=1,N
DO 20J=1,N

20 UO((I-1)*N +J)=FCI3(I*H,J*H)
30 CONTINUE

C
CALL RECUTRA(UO,U1,V,bLD,X,W1,W2,W3,W4,W5,W6,N,DT,M,KMAX,
1 TOL,DELTA,Z1,Z2,FTRA,CDVO0)

C
DO 50 1=1,N
DO 40 J=1,N
AUX((I-1)*N+J) = U1((I-1)*N +J)-FUSOL3(I*H,J*H,M*DT)

40 UO((I-1)*N +J)=AUX((I-1)*N +J)/EPS
50 CONTINUE

C
CALL RECUAD(UO,U1,V,bLD,X,W1,W2, W3 W4, W5, W6,N.DT,M,KMAX,
1 TOL,DELTA,Z1,Z2,DNGO)

C
DO 60 I=1,N*M
DNGO(I) =CDVO(I)-DELTA*DNGO(I)

60 DDWO(I)=DNGO(I)

C
CALL PIL20T(H,N,DT,M,DNG0,DNGO,PIG0)

GO =DSQRT(PIGO)

C

C
CONT=0

65 CONT=CONT+1

WRITE(*,*) "ITERACION=",CONT,'DE GRADIENTE CONJUGADO’
C

CALL PIL20T(H,N,DT,M,DNGO0,DNGO0,PIG0)
C
DO 70 1=1,N*N
70 UO(DH=0.0D0O
C

CALL RECUTRA(UO,U1,V,bLD,X, W1, W2 W3 W4, W5 W6,N,DT M, KMAX,




C
CALL PIL20T(H,N,DT,M,CDV0,DDWG,P11)
CALL PIL20T(H,N,DT,M,DDW0,DDW0,PI2)
CALL PIL2(H,N,AUX,U1,PI3)
CALL PIL2(H,N,U1,U1,Pl4)
RO= (P11 + PI3/EPS)/(P12+PI4/EPS)
C
DO 80 I=1,N*M
80 CDVO(I)=CDVO()-RO*DDWO(I)
C
DO 100 I=1,N
DO %0 J=1,N
90 UO((1-1)*N+J)=FCI3(1*H,J*H)
100 CONTINUE
C
CALL RECUTRA(UO,U1,V,bLD,X,W1,W2,W3, W4 W5 W6 N,DT,M,KMAX,
1 TOL,DELTA,Z1,Z2,FTRA,CDVO0)
C
DO 120 I=1,N
DO 110J=1,N
AUX((I-D*N+1)=U1({(I-1)*N+J)-FUSOL3(I*H,J*H,M*DT)
110 UO((I-1)*N +1)=AUX((I-1)*N+J)/EPS
120 CONTINUE
C
CALL RECUAD(UQ,U1,V,bLD, X, W1, W2 W3, W4 W5 W6,N,DT,M,KMAX,
1 TOL,DELTA,Z1,7Z2,DNGO)
C
DO 130 I=1,N*M
130 DNGO(I)=CDVO(1)-DELTA*DNGO(I)

C

CALL PIL20T(H,N,DT,M,DNGO,DNGO,PIG1)
C

WRITE(*,*) "CRITERIO DE PARO=",DSQRT(PIG1)/G0
C

IF (DSQRT(PIG1)/GO.LE.TOLGC) THEN
WRITE(*,*) *CONTROL OPTIMO TIPO DIRICHLET’
DO 140 I=1,N*M
140 WRITE(*,*) CDVO(I)
WRITE(*,%) *SOLUCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE CON EL COPT’
READ(*,*)
DO 142 1=1,N
DO 141J=1,N
141 UO((I-)*N+J)=FCI3(1*H,J*H)
142 CONTINUE
CALL RECUTRA(UO,U1,V,bLD,X,W1,W2,W3,W4, W5 W6,N, DT, M,KMAX,
1 TOL,DELTA,Z1,Z2,FTRA,CDV0)
DO 1451=1,N
DO 144 J=1N
144 WRITE(*,*) U1((I-1)*N +J)," * FUSOL3(I*H,J*H,M*DT)
145 CONTINUE
STOP
END IF
C
GAMA =PIG1/PIGO
DO 150 I=1,N*M
150 DDWO(I)=DNGO(I) + GAMA*DDWO(I)
C
IF (CONT.LT.MAXIT) THEN
GO TO 65
ELSE

WRITE(*,*) 'NO HUBO CONVERGENCIA EN GRADIENTE CONJUGADO’
STOP




END
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C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA RESUELVE LOS PROBLEMAS DIRECTOS
C ASOCIADOS AL METODO DE GRADIENTE CONJUGADO.
C

C****************************************************************

SUBROUTINE RECUTRA (U0,U1,V,bLD,X, W1, W2 W3 W4 WS W6,

1 N,DT,M,KMAX,TOL,DELTA,Z1,Z2 FLD,CD)

DOUBLE PRECISION H,ALFA,BETA,A,B,C,D,DT, TOL,E,U0(1),U1(1),
1 V(1),bLD(1), W1(1),W2(1),W3(1),W4(1),W5(1),

1 we(1),X(1),Z1,22,FLD,CD(1),R,S,T,P,Q,DELTA

C
C----SOLUCION DE LA ECUACION DE TRANSPORTE POR DIFERENCIAS FINITAS---
C----DE ORDEN DOS. DISCRETIZACION EN EL TIEMPO CON GEAR-MODIFICADO --
C----Y EN ESPACIO CON DIFERENCIAS CENTRADAS -
C

H=1.0D0O/DBLE(N +1)

ALFA=3.0D0/(2.0D0*DT) + 4.0DO*DELTA/H**2

BETA=1.0D0O/DT + 4.0DO*DELTA/H**2

A=-(DELTA/H**2 + Z1/(2.0D0*H))

B=7Z1/(2.0D0*H)-DELTA/H**2

C=-(DELTA/H**2 + Z2/(2.0D0*H))

D=2Z2/(2.0D0*H) - DELTA/H**2

R=BETA+4.0D0*A/3.0D0

S=BETA +4.0D0*(A +D)/3.0D0

T=D

P=C

Q=C-D/3.0D0

CALL LUFACT(R,S,T,P,Q,W1,W2,N)

R=BETA
S=BETA+4.0D0*D/3.0D0
CALL LUFACT(R,S,T,P,Q,W3,W4,N)

R=BETA + 4.0D0*B/3.0D0
S=BETA + 4.0D0*(B +D)/3.0D0
CALL LUFACT(R,S,T,P,Q,W5,W6,N)
C
DO 10 [=1,N**2
10 V{I)=U0()
C
DO 301=1,N
DO 20J=1,N
20 bLD((-1)*N+J)=FLD(I*H,J*H,DT,DELTA) + UO((I-1)*N +J)/DT
30 CONTINUE
DO 40 I=1,N
40 bLD(I-1)*N+1)=bLD((I-1)*N +1)-C*CD(J)
C
CALL SEIDEL(UO,U1,bLD,TOL, KMAX,N,E,A,B,T,W1, W2 W3, W4,
1 W5,W6,X)
C
DO 50 I=1,N**2
uo(ly=v()
50 V()=0.0D0
C
R=ALFA+4.0D0*A/3.0D0
S=ALFA +4.0D0*(A + D)/3.0D0
CALL LUFACT(R,S,T,P,Q,W1,W2,N)

R=ALFA




CALL LUFACT(R,S,T,P,Q,W3,W4,N)

R=ALFA + 4.0D0*B/3.0D0
S=ALFA + 4.0D0*(B+D)/3.0D0
CALL LUFACT(R,S,T.P,Q,W5,W6,N)

DO 110 K=2,M
DO 70 1=1,N
DO 60 J=1,N
0 bLD((-1)*N+J)=FLD(I*H,J*H,K*DT,DELTA) +(4.0D0*U 1((I-1)*N +J)-
1 UO((I-1)*N +1))/(2.0DO*DT)
0 CONTINUE
DO 80 I=1,N
0 bLD((I-1)*N +1)=bLD((I-1)*N +1)-C*CD((K-1)*N +1)
DO 90 I=1,N**2
V(H=U1()
Uo=U1(I)
0 U1(1)=0.0D0
CALL SEIDEL(UO,U1,bLD,TOL,KMAX,N,E,A,B,T,W1,W2,W3,W4,
1 W5,W6,X)
DO 100 1=1,N**2
U0y =V()
00 V(I)=0.0D0
10 CONTINUE
RETURN
END

f****************************************************************

! LA SIGUIENTE SUBRUTINA RESUELVE LOS SISTEMAS LINEALES EN
> CADA NIVEL DE TIEMPO UTILIZANDO EL METODO DE GAUS-SEIDEL.
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SUBROUTINE SEIDEL (X0,X1,bLD,TOL, KMAX,N,E A, B,T,W1,W2,W3,W4,
1 W5,W6,X)
DOUBLE PRECISION X0(1),X1(1),bLD(1),TOL,E,A,B,T,W1(1),W2(1),
1 W3(1),W4(1),W5(1),W6(1),X(1)
INTEGER KMAX,N
K=0
10 K=K+1
DO 201=1,N
20 X{I)=bLD{I)-(B-A/3.0D0Y*X0O(N+I)
CALL SOLVE (W1,W2 T . X,N)
DO30I=1,N
30 X1(H)=X{D)
DO 60 J=2,N-1
DO401=1,N
40 XI)y=bLD((J-1)*N+D-B*XO0(J*N +1)-A*X 1((J-2)*N+1)
CALL SOLVE (W3,W4,T,X,N)
DO 50 1=1,N
50 XI((I-D*N+D=X(D)
60 CONTINUE
DO 706 I=1,N
70 X(I)=bLD{(N-1)*N+1)-(A-B/3.0D0)*X1((N-2)*N +1)
CALL SOLVE (W5,W6,T,X,N)
DO 80 1=1,N
80 XIUN-I*N+DH=X(D
CALL ERROR(X0,X1,E,N)
IF (E.GT.TOL.AND K.LT.KMAX) THEN
DO 90 [={,N*N




X1(1)=0.0D0
90 CONTINUE

GC TO 10

END IF

IF (E.LE.TOL) THEN

WRITE(*,*) "CONVERGENCIA EN EL PROCESO DE GAUSS-SEIDEL’

WRITE(*,*) "ITERACIONES =" K

ELSE

WRITE(*,*) *"NO HUBO CONVERGENCIA EN GAUSS-SEIDEL’

STOP

END IF

RETURN

END .
C****************************************************************
C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA CALCULA LA FACTORIZACION LU EN CADA
C BLOQUE DE LA DIAGONAL.
C
C****************************************************************

SUBROUTINE LUFACT (R,S,T,P,Q,L,U,N)

DOUBLE PRECISION R,S,T,P,Q,L(1),U(1)

INTEGER N

DO 10I=1,N

L()=0.0D0

U(I)=0.0D0
10 CONTINUE

U(l)=R

DO 20 1=1,N-2

L()=P/U(Y)

U(I+1)=R-L()*T
20 CONTINUE

L(N-1)=Q/U(N-1)

U(N)=S-L(N-1)*T

L(N)=0.0D0

RETURN

END
C****************************************************************
C
C LA SIGUIENTE SUBRUTINA UTILIZA LA FACTORIZACION LU DE CADA
C BLOQUE PARA RESOLVER EL SISTEMA POR BLOQUES.
C
C**********************************************************+*****

SUBROUTINE SOLVE (L,U,T,X,N)

DOUBLE PRECISION T,L(1),U(1),X(1)

INTEGER N

DO 10 1=2,N
10 X(H=XO)-LA-DH*X(I-1)

C-----SUSTITUCION HACIA ATRAS

X(N)=X(N)Y/U(N)
DO 20 N-1,1,-1
20 X(H=XD-T*XA+ 1))/U0)
Cc
RETURN
END
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L2

EL SIGUIENTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO
ASOCIADO A LA ECUACION DE CALOR USANDO EL METODOQO DE GRADIENTE
CONJUGADO. EL CONTROL EN ESTE CASO ES DE TIPO NEUMANN.

[SIF I U S S )

:**********************************************************************

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z)

DIMENSION CD(107,1001),U0(101,101),U1(101,101},P(101,1001),
1 G(101,1001),W(101,1001),AUX1(101,101)

EXTERNAL FLD1,CERO

INGRESO DE DATOS Y CALCULO DE CONSTANTES

(xQ2

WRITE(*,*) 'INGRESAR N,MT,T,EPS,TOLGC'
READ(*,*) N MT,T,EPS, TOLGC

H=1.0DO/N

DT=T/MT

IPDIM =101

PASO #1 Y #2 DEL ALGORITMO DE GRADIENTE CONJUGADO

QOO0

DO 20 K=1,MT+1
DO 10 1=1,N+1
P(1,K)=0.0D0
10 CD(,K)=0.0D0
20 CONTINUE
C
DC 40 I1=1,N+1
DO 30J=1,N+1
U1(1,J)=0.0D0
30 UO(,J)=FCI1((I-1)*H,(3-1)*H)
40 CONTINUE
C
CALL ECALFN(FLD1,CD,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)
C
DO 60 1=1,N+1
DO50J=1,N+1
AUX1(1,3)=U1(1,J)-FSOL1((I-1)*H,(J-1)*H,T)
Uo(,J)=AUX1(1,J)/EPS
50 U1(1,J)=0.0D0
60 CONTINUE
C
DO 80 K=1,MT+1
DO 70 1=1,N+1
70 P(1,K)=0.0D0
80 CONTINUE
C
CALL ECALFN(CERO,CD,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)
C
DO 99 K=1,MT+1
DO 90 I=1,N+1
G(1,K)=CD(1,K) +P(},K)
90 W(IK)=G(IK)
99 CONTINUE
C
C CALCULO DE LA NORMA DE GO
C
CALL PROINT(G,G,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
GON=DSQRT(PINT)
C -
C  PASO #3 Y #4 DEL ALGORITMO DE GRADIENTE CONJUGADO




ICONT=0
100 ICONT=ICONT+1
C
DO 120 I=1,N+1
DO 110J=1,N+1
U0(1,3)=0.0D0
110 U1{,1)=0.0D0
120 CONTINUE
C
CALL ECALFN(CERO,W,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)
C
CALL PROINT(CD,W,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
P1=PINT
CALL PROINT(AUX1,U1,H,N,H,N,PINT,IPDIM)
P2=PINT/EPS
CALL PROINT(W,W H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
P3=PINT
CALL PROINT(U1,U1,H,N,H,N,PINT,IPDIM)
P4 =PINT/EPS
RO=(P1+P2)/(P3+P4)

DO 140 K=1,MT+1

DO 130 I=1,N+1
130 CD(1,K)=CD(,K)-RO*W(I,K)
140 CONTINUE
C

C PASO #5 DEL ALGORITMO DE GRADIENTE CONJUGADO

C
DO 160 I=1,N+1
DO 150 J=1,N+1
UL =FCI1(d-1)*H,J-1)*H)
150 U1(1,J)=0.0D0
160 CONTINUE
C
CALL ECALFN(FLD1,CD,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)
C
DO 180 I=1,N+1
DO 170 J=1,N+1
AUX1LH=U1LN)-FSOL1(J-D)*H,J-1)*H,T)
U0(I,J)=AUX1({,J)/EPS
170 U1(1,J)=0.0D0
180 CONTINUE
C
C CALCULO DEL PRODUCTO INTERIOR (GN,GN)
C
CALL PROINT(G,G,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
GNN=PINT

DO 200 K=1,MT+1
DO 190 1=1,N+1
P(1,K)=0.0D0
190 G(I,K)=0.0D0
200 CONTINUE
C
CALL ECALFN(CERO,G,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)
C
DO 220 K=1,MT+1
DO2101=t,N+1
210 G({I,K)=CD(1,K)+P(I,K)
220 CONTINUE
N

C PASO #6 Y #7 DE GRADIENTE CONJUGADO




ICONT=0
0 ICONT=ICONT +1

DO 120 I=1,N+1
DO 110 J=1,N+1
0U0(1,1y=0.0D0
0 UL(1,])=0.0D0
‘0 CONTINUE

CALL ECALFN(CERO,W,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)

CALL PROINT(CD,W,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
P1=PINT

CALL PROINT(AUX1,U1,H,N,H,N,PINT,IPDIM)
P2=PINT/EPS

CALL PROINT(W,W,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
P3=PINT

CALL PROINT(U1,ULH,N,H,N,PINT,IPDIM)
P4=PINT/EPS

RO=(P1+P2)/(P3+P4)

DO 140 K=1MT+1

DO 130 [=1,N+1
30 CD(1,K)=CD(1,K)-RO*W(L,K)
40 CONTINUE

PASO #5 DEL ALGORITMO DE GRADIENTE CONJUGADO

DO 160 I=1,N+1
DO 150 J=1,N+1
| UO(1,J) =FCI1((I-1)*H,(J-1)*H)
50 UI(1,J)=0.0D0
60 CONTINUE

CALL ECALFN(FLD1,CD,U0,Ul,IPDIM,N,MT,T,P)

DO 180 I=1,N+1
DO 170 J=1,N+1
AUXI(L))=UI1)-FSOL1((I-1)*H,J-1)*H,T)
U0(1,7)=AUX1(1,J)/EPS

70 Ui(L,J)=0.0D0

80 CONTINUE

CALCULO DEL PRODUCTO INTERIOR (GN,GN)

CALL PROINT(G,G,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)
GNN=PINT

DO 200 K=1,MT+1
DO 190 I=1,N+1
P(I,K)=0.0D0

190 G(1,K)=0.0D0

200 CONTINUE

CALL ECALFN(CERO,G,U0,U1,IPDIM,N,MT,T,P)

~

DO 220 K=1,MT+1

DO 210 I=1,N+1
210 G(1,K)=CD(1,K)+P(1,K)
220 CONTINUE

-

~

PASO #6 Y #7 DE GRADIENTE CONJUGADO




CALL PROINT(G,G,H,N,DT,MT,PINT,IPDIM)

CRIT =DSQRT(PINT)/GON

WRITE(*,*) '"GRADIENTE=",CRIT

WRITE(*,*) "ITERACION DE GRADIENTE=",ICONT

IF (CRIT.LE.TOLGC) THEN
GO TO 250
ELSE
GAMA =PINT/GNN
DO 240 K=1,MT+1
DO 230 I=1,N+1
30 W({I,K)=G(I,K)+GAMA*W(1 K)
40 CONTINUE
GO TO 100
END IF
50 CONTINUE

RESULTADOS

DO 280 K=1,MT+1

DO 270 I=1,N+1
70 WRITE(*,*) CD(1,K),” ’,FCD1((I-1)*H,(K-1)*DT)
80 CONTINUE

READ(*,*)

DO 290 I=1,N+1
DO 285 J=1,N+1
U1(1,J)=0.0D0
85 UO(I,J) =FCI1((I-1)*H,J-1)*H)
'90 CONTINUE

CALL ECALFN(FLD1,CD,U0,U1,IPDIM,N ,MT,T,P)
DO 310I=1,N+1
DO 300J=1,N+1

300 UO(1,J)=FSOL1((I-1)*H,(J-1)*H,T)

310 CONTINUE

CALL ERROR(UO,U1,E,N,IPDIM)

WRITE(*,*) 'ERROR DE APROXIMACION AL ESTADO DESEADO ES=",E
STOP

END
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> LA SIGUIENTE SUBRUTINA CALCULA LOS PRODUCTOS INTERIORES

3 o o e e o ok o ok sk ok ke o ok ok e e e o o sk 3k 3k 3k Sk e ok sk ofe ke ke e ofe fe b ke ke ke b ke ok sde ok ok ok s sbe sk sk sk o sk ok o s o ke e ke ok e ok sk ok ok e sk ok

SUBROUTINE PROINT(U,V,H1,N1,H2,N2,PINT,IPDIM)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION U(IPDIM, 1),V(IPDIM, 1)

L2

PINT=0.0D0
DO 20 I=1,N1+1
AUX=0.0D0
DO 10 J=2,N2
10 AUX=AUX+2.0DO*U(1,I)*V(,])
AUX=H2*(U(,1H)*V({,1)+U(I,N2+ 1)*V(I,N2+ 1)+ AUX)/2.0D0
IF (1.LEQ.1.OR.1I.LEQ.N1+1) THEN
PINT=PINT+AUX
ELSE
PINT=PINT+2.0D0*AUX




t CONTINUE
PINT=HI*PINT/2.0D0
RETURN
END
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LA SIGUIENTE SUBRUTINA CALCULA LA NORMA INFINITO DE DOS
VECTORES.
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SUBROUTINE ERROR(X0,X1,E,N,IPDIM)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-Z)
DIMENSION X0(IPDIM, 1),X1(IPDIM, 1)

E=0.0D0

DO20I=1,N+1

DO 10J=1,N+1
0 E=DMAXI(E,DABS(X0(1,3)-X1(1,1)))
0 CONTINUE

RETURN

END
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LA SIGUIENTE SUBRUTINA RESUELVE LOS PROBLEMAS DIRECTOS
UTILIZANDO LA SUBRUTINA FISHPAK EN LOS PROBLEMAS ELIPTICOS.
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SUBROUTINE ECALFN(FLD,CD,U0,U1,IPDIM,N,MT,T)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A-H,0-2)

DIMENSION CD(IPDIM, 1),U0(IPDIM, 1),U1(IPDIM, 1)

DIMENSION BDA(101),BDB(101),BDC(101),BDD(101), GRHS(101,101),
1 USOL(101,101), W(4000)

EXTERNAL FLD

DT=T/MT
H=1.0DO/N
IORDER =4
A=0.0D0
B=1.0D0
M=N
MBDCDN=3
DO 10J=1,N+1
BDA(J)=0.0D0
BDB(J)=0.0D0
BDD(J)=0.0D0
0 CONTINUE
ALPHA =0.0D0
BETA=0.0D0
C=0.0D0
D=1.0D0
NBDCND =3
DO 20 I=1,N+1
0 BDC(I)=-CD(,2)
DO 40 I=1,N+1
DO 30J=1,N+1
30 GRHS(LJ)=-FLD((I-1)*H,(J-1)*H,DT)-U0(1,J)/DT
{0 CONTINUE
IDMN =101
IBANDERA =0
CALL DEPX4(IORDER, A,B,M,MBDCND,BDA,ALPHA ,BDB,BETA,C,D,N,NBDCND,BDC,
1 BDD,COFX,GRHS,USOL,IDMN,W,PERTRB,IERROR)
DO 60 I=1,N+1
DO 50 J=1,N+1
U1(1,J)=USOL(L,))
50 USOL(I,J)=0.0D0
60 CONTINUE
WRITE(*,*) 'SE CALCULO LA SOLUCION AL TIEMPO =1’

V1 Vi v

DO 200 K=3,MT+1
IORDER =4
A=0.0D0
B=1.0D0
M=N
MBDCND =3
DO 70J=1,N+1
BDA(J)=0.0D0
BDB@J)=0.0D0
BDD(J)=0.0D0
70 CONTINUE
ALPHA =0.0D0




C=0.0D0
D=1.0D0
NBDCND=3
DO 80 I=1,N+1
0 BDC®I)=-CD(,K)
DO 100 I=1,N+1
DO 90 J=1,N+1
0 GRHS(I,J)=-FLD((I-1)*H,(J-1)*H,(K-1)*DT)-2.0D0*U 1(1,J)/DT +
1 U0(1,3)/(2.0D0*DT)
00 CONTINUE
IDMN =101
IBANDERA =1
CALL DEPX4(IORDER,A,B,M,MBDCND,BDA,ALPHA,BDB,BETA,C,D,N,NBDCND,BDC,
1  BDD,COFX,GRHS,USOL,IDMN,W,PERTRB,IERROR)
DO 120 I=1,N+1
DO 110J=1,N+1
uo,h=U1({,)
U1({1,3)=USOL(LJ)
{10 USOL(I,J)=0.0D0
120 CONTINUE
WRITE(*,*) *'SE CALCULO LA SOLUCION AL TIEMPO="K-1
200 CONTINUE
RETURN
END

VRN SN
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SUBROUTINE DEPX4(IORDER,A,B,M,MBDCND,BDA ,ALPHA ,BDB,BETA,C,D,N,
INBDCND,BDC,BDD,COFX,GRHS,USOL,IDMN,W,PERTRB,IERROR)
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{GUMENTS USOL(IDMN,N+1), GRHS(IDMN,N+1),
W (SEE ARGUMENT LIST)

\TEST REVISION OCTOBER 1980

JRPOSE SEPX4 SOLVES FOR EITHER THE SECOND-ORDER
FINITE DIFFERENCE APPROXIMATION OR A
A FOURTH-ORDER APPROXIMATION TO THE
SOLUTION OF A SEPARABLE ELLIPTIC EQUATION
AFX)*UXX +BFX)*UX+CFX)*U+UYY = G(X,Y)

ON A RECTANGLE (X GREATER THAN OR EQUAL TO A
AND LESS THAN OR EQUAL TO B; Y GREATER THAN

OR EQUAL TO C AND LESS THAN OR EQUAL TO D).

ANY COMBINATION OF PERIODIC OR MIXED BOUNDARY
CONDITIONS IS ALLOWED.

IF BOUNDARY CONDITIONS IN THE X DIRECTION

ARE PERIODIC (SEE MBDCND =0 BELOW) THEN THE
COEFFICIENTS MUST SATISFY
AF(X)=C1,BF(X)=0,CF(X)=C2 FOR ALL X.

HERE C1,C2 ARE CONSTANTS, C1.GT.0.

THE POSSIBLE BOUNDARY CONDITIONS ARE

IN THE X-DIRECTION:

(0) PERIODIC, U(X +B-A,Y)=U(X,Y) FOR ALL Y,X

(1) U(A,Y), U(B,Y) ARE SPECIFIED FOR ALL Y

(2) U(A,Y), DU(B,Y)/DX +BETA*U(B,Y) ARE
SPECIFIED FOR ALL Y

(3) DU(A,Y)/DX + ALPHA*U(A,Y),DU(B,Y)/DX +
BETA*U(B,Y) ARE SPECIFIED FOR ALL Y

(4) DU(A,Y)/DX+ALPHA*U(A,Y),U(B,Y) ARE
SPECIFIED FOR ALL Y

IN THE Y-DIRECTION:

(0) PERIODIC, U(X,Y+D-C)=U(X,Y) FOR ALL X,Y

(1) U(X,C),U(X,D) ARE SPECIFIED FOR ALL X

(2) UX,C),DU(X,D)/DY ARE SPECIFIED FOR ALL X

(3) DU(X,C)/DY,DU(X,D)/DY ARE SPECIFIED FOR
ALL X

(4) DU(X,C)/DY,U(X,D) ARE SPECIFIED FOR ALL X

ISAGE CALL SEPX4(IORDER,A,B,M,MBDCND,BDA,ALPHA ,BDB,
BETA,C,D,N,NBDCND,BDC,BDD,COFX,
GRHS,USOL,IDMN,W,PERTRB,IERROR)

‘RGUMENTS

IORDER

= 2 IF A SECOND-ORDER APPROXIMATION IS SOUGHT
= 4 IF A FOURTH-ORDER APPROXIMATION IS SOUGHT

AB
THE RANGE OF THE X-INDEPENDENT VARIABLE;
LLE., X IS GREATER THAN OR EQUAL TO A AND

LESS THAN OR EQUAL TO B. A MUST BE LESS THAN
B.

M

THE NUMBER OF PANELS INTO WHICH THE INTERVAL
[A,B] IS SUBDIVIDED. HENCE, THERE WILL BE




XI=A+(I-1)*DLX FOR 1=1,2,... . M+1 WHERE
DLX =(B-A)/M IS THE PANEL WIDTH. M MUST BE
LESS THAN IDMN AND GREATER THAN 5.

MBDCND

INDICATES THE TYPE OF BOUNDARY CONDITION AT

X=A AND X=B

= 0 IF THE SOLUTION IS PERIODIC IN X; L.E.,
U(X+B-A,Y)=U(X,Y) FOR ALL Y,X

= | IF THE SOLUTION IS SPECIFIED AT X=A AND
X=B; L.LE., U(A,Y) AND U(B,Y) ARE
SPECIFIED FOR ALL Y

= 2 IF THE SOLUTION IS SPECIFIED AT X=A AND
THE BOUNDARY CONDITION IS MIXED AT X=B;
LE., U(A,Y) AND DU(B,Y)/DX+BETA*U(B,Y)
ARE SPECIFIED FOR ALL Y

= 3 IF THE BOUNDARY CONDITIONS AT X=A AND X=B
ARE MIXED; LE., DU(A,YYDX+ALPHA*U(A,Y)
AND DU(B,Y)/DX+BETA*U(B,Y) ARE SPECIFIED
FOR ALLY

= 4 [F THE BOUNDARY CONDITION AT X=A IS MIXED
AND THE SOLUTION IS SPECIFIED AT X=B;
LE., DU(A)Y)/DX+ALPHA*U(A,Y) AND U(B,Y)
ARE SPECIFIED FOR ALL Y

BDA

A ONE-DIMENSIONAL ARRAY OF LENGTH N+1 THAT

SPECIFIES THE VALUES OF DU(A,Y)/DX+

ALPHA*U(A,Y) AT X=A, WHEN MBDCND=3 OR 4.
BDA(J) = DU(A,Y])/DX+ALPHA*U(A,YJ);
J=1.2,....,N+1

WHEN MBDCND HAS ANY OTHER VALUE, BDA IS A

DUMMY PARAMETER.

N INPUT ALPHA
THE SCALAR MULTIPLYING THE SOLUTION IN CASE
OF A MIXED BOUNDARY CONDITION AT X=A (SEE
ARGUMENT BDA). IF MBDCND ’ 3,4 THEN ALPHA IS
A DUMMY PARAMETER.

BDB

A ONE-DIMENSIONAL ARRAY OF LENGTH N+1 THAT

SPECIFIES THE VALUES OF DU(B,Y)/DX +

BETA*U(B,Y) AT X=B. WHEN MBDCND=2 OR 3
BDB(J) = DU(B,YJ)/DX+BETA*U(B,Y]J);
J=1,2,....N+1

WHEN MBDCND HAS ANY OTHER VALUE, BDB IS A

DUMMY PARAMETER.

BETA
THE SCALAR MULTIPLYING THE SOLUTION IN CASE
OF A MIXED BOUNDARY CONDITION AT X=B (SEE

ARGUMENT BDB). IF MBDCND'2,3 THEN BETA IS A
DUMMY PARAMETER.

C,D
THE RANGE OF THE Y-INDEPENDENT VARIABLE;
LLE., Y IS GREATER THAN OR EQUAL TO C AND

LESS THAN OR EQUAL TO D. C MUST BE LESS THAN
D.

N




{C,D] IS SUBDIVIDED. HENCE, THERE WILL BE
N+1 GRID POINTS IN THE Y-DIRECTION GIVEN BY
YI=C+{J-1)*DLY FORJ=1,2,...,N+1 WHERE

DLY =(D-C)/N IS THE PANEL WIDTH. IN ADDITION,
N MUST BE GREATER THAN 4.

NBDCND

INDICATES THE TYPES OF BOUNDARY CONDITIONS AT

Y=C AND Y=D

= 0 IF THE SOLUTION IS PERIODIC IN Y; LE,,
UX,Y+D-C)=U(X,Y) FOR ALL X,Y

= 1 IF THE SOLUTION IS SPECIFIED AT Y=C AND
Y = D, L.LE., U(X,C) AND U(X,D) ARE
SPECIFIED FOR ALL X

= 2 IF THE SOLUTION IS SPECIFIED AT Y=C AND
THE BOUNDARY CONDITION IS MIXED AT Y=D;
LE., DU(X,C)/DY AND U(X,D)
ARE SPECIFIED FOR ALL X

= 3 IF THE BOUNDARY CONDITIONS ARE MIXED AT
Y=CAND Y=D LE,, DUX,D)/DY
AND DU(X,D)/DY ARE SPECIFIED
FOR ALL X

= 4 I[F THE BOUNDARY CONDITION IS MIXED AT Y=C
AND THE SOLUTION IS SPECIFIED AT Y=D;
LE. DUX,C)Y/DY+GAMA*U(X,C) AND U(X,D)
ARE SPECIFIED FOR ALL X

BDC
A ONE-DIMENSIONAL ARRAY OF LENGTH M+1 THAT
SPECIFIES THE VALUE DU(X,C)/DY
AT Y=C. WHEN NBDCND=3 OR 4
BDC(I) = DU(XI,C)/DY
I=1,2,... . M+1.
WHEN NBDCND HAS ANY OTHER VALUE, BDC IS A
DUMMY PARAMETER.

BDD
A ONE-DIMENSIONAL ARRAY OF LENGTH M +1 THAT
SPECIFIED THE VALUE OF DU(X,D)/DY
AT Y=D. WHEN NBDCND=2 OR 3
BDD(I)=DU(XI,D)/DY
I=12,... . M+1.
WHEN NBDCND HAS ANY OTHER VALUE, BDD IS A
DUMMY PARAMETER.

COFX
A USER-SUPPLIED SUBPROGRAM WITH
PARAMETERS X, AFUN, BFUN, CFUN WHICH
RETURNS THE VALUES OF THE X-DEPENDENT
COEFFICIENTS AF(X), BF(X), CF(X) IN
THE ELLIPTIC EQUATION AT X.
IF BOUNDARY CONDITIONS IN THE X DIRECTION
ARE PERIODIC THEN THE COEFFICIENTS
MUST SATISFY AF(X)=C1,BF(X)=0,CF(X)=C2 FOR
ALL X. HERE C1.GT.0 AND C2 ARE CONSTANTS.

NOTE THAT COFX MUST BE DECLARED EXTERNAL
IN THE CALLING ROUTINE.

GRHS



VALUES OF THE RIGHT-HAND SIDE OF THE ELLIPTIC
EQUATION; L.E., GRHS(1,))=G(X1,YI), FOR

I=2,...,M; 1=2,... N. AT THE BOUNDARIES,

GRHS IS DEFINED BY

MBDCND GRHS(1,J) GRHS(M+1,J)

G(AY)) G@B,Y))
* *

G(A.Y]) G@B,Y))

0
1
2 * G(B,Y)) J=1,2,....N+1
3
4  G(A,Y)) *

NBDCND GRHS(1,1) GRHS(I,N+1)

G(XI,C) GEXI,D)

* *

* GXID) I=1,2,... M+1
G(XL,C) GEXLD)
G(X1,C) *

BN = O

WHERE * MEANS THESE QUANTITES ARE NOT USED.
GRHS SHOULD BE DIMENSIONED IDMN BY AT LEAST
N+1 IN THE CALLING ROUTINE.

USOL
A TWO-DIMENSIONAL ARRAY THAT SPECIFIES THE
VALUES OF THE SOLUTION ALONG THE BOUNDARIES.
AT THE BOUNDARIES, USOL IS DEFINED BY

MBDCND USOL(1,J) USOLM+1,))

* %

UAY)) U@B,Y))

U(A,Y)) ¥ J=12,....N+1
*

*

HWN—~O

* U(B,Y))

NBDCND USOL(,1) USOL(I,N+1)

* *

UXLC) UXLD)

U(XLC) *  I=1,2,...M+1
*x

*

PWLWRNO—~O

* U(XI,D)

WHERE * MEANS THE QUANTITES ARE NOT USED IN
THE SOLUTION.

IF JORDER =2, THE USER MAY EQUIVALENCE GRHS
AND USOL TO SAVE SPACE. NOTE THAT IN THIS
CASE THE TABLES SPECIFYING THE BOUNDARIES OF
THE GRHS AND USOL ARRAYS DETERMINE THE
BOUNDARIES UNIQUELY EXCEPT AT THE CORNERS.
IF THE TABLES CALL FOR BOTH G(X,Y) AND

U(X,Y) AT A CORNER THEN THE SOLUTION MUST BE

CHOSEN. FOR EXAMPLE, IF MBDCND =2 AND
NBDCND =4, THEN U(A,C), U(A,D), U(B,D) MUST BE
CHOSEN AT THE CORNERS IN ADDITION TO G(B,C).

IF IORDER =4, THEN THE TWO ARRAYS, USOL AND



N OUTPUT

USOL SHOULD BE DIMENSIONED IDMN BY AT LEAST
N+1 IN THE CALLING ROUTINE.

IDMN
THE ROW (OR FIRST) DIMENSION OF THE ARRAYS
GRHS AND USOL AS IT APPEARS IN THE PROGRAM
CALLING SEPX4. THIS PARAMETER IS USED TO
SPECIFY THE VARIABLE DIMENSION OF GRHS AND
USOL. IDMN MUST BE AT LEAST 7 AND GREATER
THAN OR EQUAL TO M +1.

W
A ONE-DIMENSIONAL ARRAY THAT MUST BE PROVIDED
BY THE USER FOR WORK SPACE.
10*N + (16 + INT(LOG2(N)))*(M + 1) +23 WILL SUFFICE
AS A LENGTH FOR W. THE ACTUAL LENGTH OF
W IN THE CALLING ROUTINE MUST BE SET IN W(1)
(SEE IERROR =11).
USOL
CONTAINS THE APPRGXIMATE SOLUTION TO THE
ELLIPTIC EQUATION. USOL(LJ) IS THE
APPROXIMATION TO U(X1,YJ) FOR I=1,2... M+1
ANDJ=1.2,... N+1i. THE APPROXIMATION HAS
ERROR O(DLX**2+DLY**2) IF CALLED WITH
IORDER =2 AND O(DLX**4 +DLY**4) IF CALLED WITH
IORDER=4.

w
CONTAINS INTERMEDIATE VALUES THAT MUST NCT BE
DESTROYED IF SEPX4 IS CALLED AGAIN WITH
INTL=1. IN ADDITION W(1) CONTAINS THE EXACT
MINIMAL LENGTH (IN FLOATING POINT) REQUIRED
FOR THE WORK SPACE (SEE IERROR=11).

PERTRB

IF A COMBINATION OF PERIODIC OR DERIVATIVE
BOUNDARY CONDITIONS (1.LE., ALPHA=BETA =0 IF
MBDCND=3) IS SPECIFIED AND IF CF(X)=0 FOR ALL X
THEN A SOLUTION TO THE DISCRETIZED MATRIX
EQUATION MAY NOT EXIST (REFLECTING THE NON-
UNIQUENESS OF SOLUTIONS TO THE PDE). PERTRB

IS A CONSTANT CALCULATED AND SUBTRACTED FROM
THE RIGHT HAND SIDE OF THE MATRIX EQUATION
INSURING THE EXISTENCE OF A SOLUTION.

SEPX4 COMPUTES THIS SOLUTION WHICH IS A
WEIGHTED MINIMAL LEAST SQUARES SOLUTION TO
THE ORIGINAL PROBLEM. IF SINGULARITY IS

NOT DETECTED PERTRB=0.0 IS RETURNED BY

SEPX4.

IERROR

AN ERROR FLAG THAT INDICATES INVALID INPUT

PARAMETERS OR FAILURE TO FIND A SOLUTION

= 0 NO ERROR

= | IF A GREATER THAN B OR C GREATER THAN D

= 2 IF MBDCND LESS THAN 0 OR MBDCND GREATER
THAN 4

= 3 IF NBDCND LESS THAN 0 OR NBDCND GREATER
THAN 4

= 4 IF ATTEMPT TO FIND A SOLUTION FAILS.
(THE LINEAR SYSTEM GENERATED IS NOT



= 5 IF IDMN IS TOO SMALL (SEE DISCUSSION OF
IDMN)
= 6 IF M IS TOO SMALL OR TOO LARGE (SEE
DISCUSSION OF M)
= 7 IF N IS TOO SMALL (SEE DISCUSSION OF N)
= 8 IF IORDER ISNOT 2 OR 4
=9]IFINTLISNOTOOR i
= 10 IF AFUN IS LESS THAN OR EQUAL TO ZERO
FOR SOME INTERIOR MESH POINT XI
SOME INTERIOR MESH POINT (X1,YJ)
= 11 IF THE WORK SPACE LENGTH INPUT IN W(1)
IS LESS THAN THE EXACT MINIMAL WORK
SPACE LENGTH REQUIRED OUTPUT IN W(i).
= 12 IF MBDCND =0 AND AF(X)=CF(X)=CONSTANT
OR BF(X)=0 FOR ALL X IS NOT TRUE.

ECIAL CONDITIONS NONE

JMMON BLOCKS SPLA4

) NONE

ECISION SINGLE

IQUIRED LIBRARY  NONE

LES

'ECIALIST JOHN C. ADAMS, NCAR, BOULDER, COLORADO 80307

\NGUAGE FORTRAN

NTRY POINTS SEPX4,SPELI4,CHKPR4,CHKSN4,ORTHO4,MINSO4,TR1S4,
DEFE4,DX4,DY4

(STORY SEPX4 WAS DEVELOPED BY MODIFYING THE ULIB
ROUTINE SEPELI DURING OCTOBER 1978.

IT SHOULD BE USED INSTEAD OF SEPELI WHENEVER
POSSIBLE. THE INCREASE IN SPEED IS AT LEAST
A FACTOR OF THREE.

LGORITHM SEPX4 AUTOMATICALLY DISCRETIZES THE SEPARABLE
ELLIPTIC EQUATION WHICH IS THEN SOLVED BY A
GENERALIZED CYCLIC REDUCTION ALGORITHM IN THE
SUBROUTINE POIS. THE FOURTH ORDER SOLUTION
1S OBTAINED USING THE TECHNIQUE OF
DEFFERRED CORRECTIONS REFERENCED BELOW.

EFERENCES KELLER, H.B., NUMERICAL METHODS FOR TWO-POINT

BOUNDARY-VALUE PROBLEMS, BLAISDEL (1968),
WALTHAM, MASS.

SWARZTRAUBER, P., AND R. SWEET (1975):
EFFICIENT FORTRAN SUBPROGRAMS FOR THE
SOLUTION OF ELLIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS. NCAR TECHNICAL NOTE
NCAR-TN/IA-109, PP. 135-137.
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