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Capitulo 0

Introduccion

En diversas dreas de matematicas y sus aplicaciones, la construcciéon de soluciones de
ecuaciones funcionales lineales es una tarea muy importante. Los métodos que usual-
mente se aplican con este proposito estdan basados en la idea de una transformada in-
tegral como la de Laplace, Fourier, Mellin o la transformada z para el caso discreto; o
bien en un célculo operacional tipo Mikusinski. En este trabajo se presenta un método
algebraico que permite encontrar soluciones explicitas de ecuaciones funcionales lineales.
Este método separa los fundamentos algebraicos generales presentes en los métodos que
emplean transformadas, de las propiedades analiticas que caracterizan cada método en
particular. Lo que obtenemos es un marco algebraico unificado de los métodos de transfor-
madas u operacionales que permite resolver cierta clase de ecuaciones bésicas realizando
solamente calculos sencillos con funciones racionales y funcionales de Taylor.

A fin de aclarar un poco lo dicho en el parrafo anterior consideremos un ejemplo bien
conocido. En el caso de las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes,
la clase basica consiste de las ecuaciones no homogéneas de la forma

u(D)g(t) = f(2), (1)
donde u es un polinomio en la variable compleja z, D = Bd‘t es el operador de diferenciacién
usual; f es un polinomio exponencial dado, es decir, f es una combinacién lineal finita de
productos de polinomios por funciones exponenciales; y g es la funcién incégnita la cual
debe satisfacer adicionalmente algunas condiciones iniciales prescritas. Este género de
ecuaciones comunmente se resuelve utilizando el método de la transformada de Laplace.
Nuestra teoria algebraica nos permitird encontrar un inverso por la derecha M del o-
perador u(D) que depende, de manera simple y explicita, del polinomio u y la funcién
e**. De este modo la determinacién de la solucién g = M f, resulta ser un célculo
algebraico directo. Extendiendo el dominio de M, podemos resolver una clase més grande
de ecuaciones. Un tal proceso de extensién pudiera requerir la introduccién de integrales.

El operador D en (1) puede ser reemplazado por un elemento L de una clase més o
menos general de operadores lineales que incluye operadores diferenciales o en diferencia
con coeficientes variables. Por ejemplo, aparte de (1), algunas de las ecuaciones que
pueden resolverse son las siguientes.
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(1} Ecvaciones en diferencias.

u(L)g{k) = f(k), >0k €N,
donde L es el operador definido por Lg(k) = c(k)g(k + 1), con ¢(k) una sucesién dada,
tal que ¢(k) # 0 para todo k.

(i) Ciertas ecuaciones diferenciales ordinarias.

(a) u{Ll)g{t) = f(t), L=a(t)D+b(t),

(b) Z (:) (et D™ Fy =0, n€ENcecC
k=0 ’

(e) (a2t +b2)y"(t) + (ant + b1)y'(t) + (aot +bo)y(t) =0,  a; €C;j=0,1,2,
(@) {(1-&)D*—tD+nlhg(t) = F(t), nen,
(e) {(1—t**D* —6t(1 —t)D* + (742 — 4)D* +tD — n*}g(t) = 0,
donde ¢ es una variable real o compleja y D = 3‘%
(i) El Problema de Cauchy para el Operador de Derivada Fraccional de Riemann-
Liouville.
w(Du)g = f,  Im(D,_y1D,0)(t) = dig,

I, sl é¢N,
RN S
i, st e N

VY Eeouaciones matriciales.

dondcuéR*,n:{ s g=0,1,...,n -1

M(t) = AM(#) M(0) = C,

donde A v €' son matrices m x m dadas, y M una matriz m x m a determinar.

La teoria que exhibimos se basa en la existencia de varios isomorfismos entre espacios
vectoriales que aparecen naturalmente en distintas areas de matemaéticas y los cuales son
realizaciones concretas del algebra de Hopf dual del dlgebra de Hopf de los polinomios en
una variable. Entre tales algebras tenemos las funciones racionales propias, introducidas
en [11); el dlgebra de las sucesiones linealmente recurrentes, la cual fue estudiada en
(18, 19, 20]; el dlgebra de los cuasipolinomios o polinomios exponenciales, que son las
soluciones de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes, y el
algebra de operadores de avance invariantes, la cual es fundamental en el calculo umbral.
Omitiremos los aspectos del dlgebra de Hopf del método; éstos y algunos resultados
sobre convoluciones y productos interiores se encuentran en [11] y [12]. Asimismo pueden
consultarse [9] y [10].

Puesto que el algebra de las funciones racionales propias juega un papel central en
el desarrollo que hacemos, necesitamos algunos resultados béasicos acerca de diferencias
divididas, las cuales son los funcionales que corresponden a los reciprocos de polinomios
cuando las funciones racionales son consideradas como elementos de ciertos espacios
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duales. En el Capitulo 1 presentamos algunas propiedades de los funcionales de diferen-
cias divididas y las funciones racionales.

En el Capitulo 2 damos una primera version de nuestro método algebraico. Se usan
funciones generadoras para la construccién de algebras de funciones que son isomorfas,
como espacios vectoriales, a las funciones racionales propias. Se emplean operadores
adjuntos con respecto a una funcién generadora y se identifican las funciones racionales
con funcionales lineales, como en la teoria de funcionales analiticos desarrollada por
Fantappie [4]. Adicionalmente se incluyen varios ejemplos.

En el Capitulo 3 damos un enfoque mas algebraico y simplificado de nuestro método,
el cual pone de manifiesto que éste puede ser empleado para resolver ecuaciones que
involucran un operador lineal que se comporta como diferenciacién en un cierto sentido
del dlgebra lineal y ademds facilita la determinacién de un producto de convolucién
adecuado. Nuestra discusién en esta parte permite generalizar algunos resultados del
capitulo anterior. Se exhiben otros ejemplos.

Concluimos nuestra exposicién con el Capitulo 4 donde definimos los funcionales de
diferencias divididas de orden fraccional y los polinomios exponenciales generalizados.
Esto constituye una extensién de nuestra teoria que tiene aplicaciones interesantes. Una
de ellas estd relacionada con el Célculo Fraccional, el cual en las ultimas décadas ha
sido considerado por muchos autores muy apropiado para la descripcién de propiedades
eléctricas y mecdnicas de varios materiales reales, como los polimeros; asi como de
propiedades reoldgicas de rocas. Otros campos que requieren su uso son: la reciente-
mente elaborada teorfa de fractales [45]; los modelos ARMA fraccionales en anélisis de
series de tiempo discretas; procesos dindmicos en estructuras porosas y autosimilares y
la teoria de control de sistemas dindmicos, cuando el sistema controlado y/o el contro-
lador se describe por una ecuacién diferencial fraccional. Para ver diversas aplicaciones
puede consultarse [42]. En [46, 47] se dan consideraciones fisicas fundamentales en favor
del uso de modelos basados en derivadas de orden no entero. En general, las derivadas
fraccionales proveen un instrumento excelente para la descripciéon de propiedades heredi-
tarias y memorizables. Esta es la principal ventaja de dichas derivadas en comparacién
con los modelos clésicos de orden entero.

La modelacién matematica y simulacién de sistemas y procesos empleando derivadas
fraccionales conducen naturalmente a una ecuacion diferencial fraccional y a la necesidad
de resolver tales ecuaciones. Sin embargo, ni en los trabajos mds ttiles sobre calculo
fraccional se encuentran métodos generales efectivos para resolverlas. En consecuencia,
nuestra investigaciéon en esta direccién resulta sumamente util ya que reporta algunas
simplificaciones del esquema planteado en el libro de Igor Podlubny [42], que emplea
transformadas integrales.

Ademaés, en este mismo capitulo mostramos cémo nuestra teoria puede aplicarse para
obtener soluciones de otras ecuaciones diferenciales de orden dos con coeficientes varia-
bles.

Una buena parte del trabajo que exponemos aparece publicado en [9], [10], [12], [15],
[16] v [17]. Algunas de nuestras ideas pueden ser muy utiles en cursos de ecuaciones
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o

diferenciales, sistemas lineales o dlgebra lineal, ver [14].

Finalmente, queremos decir que la teoria que se da en esta tesis puede ser considerada
como una contribucion a los objetivos generales del Andlisis Algebraico, debido en gran
parte a Przeworska-Rolewicz [6]. Véase también el libro de Dimovski [3].



Capitulo 1

Diferencias Divididas y Funciones
Racionales

En este capitulo se presentan conceptos y resultados que serdan de utilidad para todo el
desarrollo posterior.

En la Seccién 1.1 definimos el espacio de los funcionales de Taylor y ciertos espa-
cios vectoriales isomorfos a éste, construidos mediante lo que llamaremos una funciéon
generadora.

En la Seccion 1.2 se establecen algunas propiedades de las funciones racionales propias,
entre las cuales la formula de descomposicién en fracciones parciales es una de las prin-
cipales. Para méds informacién ver [9].

En la Seccién 1.2.1 definimos un producto interior sobre el espacio vectorial complejo
de las funciones racionales y se mencionan sus caracteristicas elementales. La estructura
de 4lgebra de Hopf de dicho espacio y otros detalles pueden consultarse en [11].

Concluimos dando la definicién del funcional de diferencias divididas y sus propiedades
bésicas en la Seccién 1.3. Una discusion mds amplia sobre este tema puede encontrarse

en [8] y [9].

1.1 El algebra de los funcionales de Taylor

Denotamos por P el espacio vectorial complejo de todos los polinomios en la variable z

y por P* el espacio vectorial dual de P. Para n > 0 el subespacio de P de todos los

polinomios cuyo grado es menor o igual a n se denota por P,, y su dual por P.
Describiremos la dualidad de P* y P mediante la notacién

(L,p) = Lp, LeP* peP.

Los funcionales de Taylor basicos 7, x son los elementos de P* definidos por

1
(Tok,p) = HD"p(a), a€C, keEN, pe P, (1.1)
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donde D denota el operador usual de diferenciacién. El espacio vectorial generado por los
funcionales de Taylor bésicos se denota por 7, v sus elementos son llamados funcionales
de Taylor.

Definimos una multiplicacién conmutativa x sobre 7 como

k-+m

Ta,k * Tb.m = ( L

)Ta’#b.k+m~ (1.2)
Notese que g es el elemento unidad para la multiplicaciéon x.
La regla de Leibniz para diferenciacion puede expresarse en la forma

Dn n Dk Dn—k
(PQ) = Z FP m% (1-3)

!
n: =0

v puesto que las evaluaciones son funcionales multiplicativas, obtenemos

n

<tra,n»pq> = Z <Ta,1cap> <Ta,n—~k, q> . (14)
k=0

A la ecuacién (1.4) le llamaremos regla de Leibniz para los funcionales de Taylor.
Sea A un elemento de 7. Es claro que podemos escribir

s m;—1

A= Z Z Ci,jTai,ja (15)

i=0 j=0

donde los a; son nimeros complejos distintos, los m; son enteros positivos y los ¢; ; son
coeficientes complejos. Definase el polinomio

w(z) = H(z —a;)™, (1.6)

v sea n + 1 el grado de w.
De la regla de Leibniz (1.4) se sigue que

(T, ;. pw) =0, 0<i<s, 0<j<my peP,

v entonces (A, pw) = 0 para cualquier polinomio p. Esto significa que el ideal wP estd
contenido en el nicleo de A. El teorema de interpolacién de Hermite [11] puede ser usado
para mostrar que 7 es el conjunto de funcionales cuyos nicleos contienen un ideal de la
forma wP. En el contexto de la teoria de dlgebras de Hopf, esto implica que 7 es el dual
finito o continuo de los polinomios. Ver [12].

Los funcionales de Taylor pueden aplicarse a funciones mas generales que polinomios,
por ejemiplo a funciones enteras o meromorfas. En el tratamiento tradicional de funciones
generadoras, se aplica el funcional bdsico T, a una funcién G(z) para extraer el coefi-
ciente de z* en la serie de Taylor de G. Usaremos funciones generadoras en una forma
ligeramente diferente.
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Supongase que G(z,t) es una funcién de dos variables para la cual
Gak(t) = (Tox, G(z, 1)), a€C, keN,

es una funcién de ¢, bien definida para ¢ en algtin dominio apropiado y tal que las funciones
gak son linealmente independientes. Entonces el espacio vectorial complejo G generado
por las g,k es isomorfo a 7. Decimos que G es generado por G(z,t). Obsérvese que
podemos equipar a G con la multiplicacién = por medio del isomorfismo entre G y 7.
Veamos algunos ejemplos.
St G(z,t) = e, donde z y t son variables complejas, entonces
th
eak(t) = (Tok, G(2,1)) = Fea‘, a€C, keN. (1.7)
Denotamos por & el espacio vectorial complejo generado por las funciones e, 4. Los
elementos de £ son llamados cuasi-polinomios o polinomios exponenciales. La multipli-
cacién natural de los elementos bésicos e, x, considerados como funciones de ¢, conduce

a
k+m
€a k€bm = < k )ea+b,k+m: (18>
que es precisamente la multiplicacién .
Como un segundo ejemplo sea ahora G(z,t) = (t — z)~!. En este caso tenemos

1

Ta,k(t) = <Ta,k‘a G(Z,t)> =
Estas funciones racionales bdsicas forman una base para el espacio R de las funciones
racionales propias.
La multiplicacién x da como resultado

1 1 _ (k+m> 1 (1.10)

(t — a)l+k * (t — b)l+m ko) (t—a— b)l+kim’

que es la convolucién de Hurwitz. Dicha convolucién usualmente se describe en términos
de series de potencias o integrales complejas. Ver [36], Seccién 11.6.

Finalmente, sea G(z,n) = z". Aqui se reemplaza ¢ por la variable discreta n, que
toma valores en los enteros no negativos. Obtenemos

n

Sap(n) = (o, G(z,n)) = (k

)a”_k, a€C, kEN. (1.11)

Las sucesiones s, x(n) generan el espacio vectorial complejo S de las sucesiones lineal-
mente recurrentes. Estas son las soluciones de ecuaciones en diferencia lineales, ho-
mogéneas y con coeficientes constantes. Ver [9].
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Ju calculo directo usando el teorema del binomio muestra que la multiplicacién = en
S coincide con la convolucién de Cauchy en el espacio de las sucesiones, definida por

T

Frgn) =3 (;‘)fmgm 5. (1.12)

§=0

La multiplicacién natural de sucesiones como funciones complejas de n es la multiplicacién
término a término, también conocida como el producto de Hadamard.

Obsérvese que los espacios T, £, R, y S son todos isomorfos como espacios vectoriales
complejos y que una multiplicacién en cualquiera de ellos puede ser transferida a todos
los demds. Es claro que podemos agrandar la lista de estructuras isomorfas, tomando
otras funciones generadoras de interés. En los capitulos posteriores nos ocuparemos de
dicha tarea.

Sea B el espacio vectorial complejo libre generado por € x N. Note que todos los
espacios considerados anteriormente son isomorfos a B. Diremos que cada uno de ellos
es una realizacién concreta de B.

1.2 El algebra R de las funciones racionales propias

Sea r > 0, sean ag, ay, . . ., a, numeros complejos distintos y mg, my, ..., m, enteros posi-
tivos. Definimosn+1=3m;y

T

u(z) = [[(z = a)™ = 2" 4+ byz" + - 4 by (1.13)
1=0

Denotamos por Z el conjunto de indices

v para cada (7,7) en T sea

u(z)

gij(z) = ———— (1.14)
1]( ) (Z——a,i)m’_]

Se observa que g; ; es un polinomio de grado menor o igual que n. Si j > 0 entonces a,

es una raiz de g;; de multiplicidad j. Ademas, a; no es una raiz de g;o. Definimos los

funcionales lineales L;; por

(L,s,p) = <Ta,_;,,s, £> , peP, (j,s) el (1.15)

4;,0

La funcién racional _
qair(2)  (z2—a;)™

go(2)  (z—a)m*
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tiene a a; como una raiz de multiplicidad m; si ¢ # j, y es igual a (2 — a;)¥ sii=j. Por
consiguiente, aplicando la regla de Leibniz para los funcionales de Taylor (1.4), concluimos
que

(Lijs Grs) = O(i),(k.s)s (2,7),(k,s) € 1. (1.16)

Esta relacién de biortogonalidad implica que {¢;; : (¢,7) € Z} es una base para P, y que
{L;;:(i,7) € I} es la base dual correspondiente. En consecuencia

p(z)= Y (Lijp) @;(2), DpEPn (1.17)
(1,7)€T

Dividiendo (1.17) por u(z) y usando (1.14) obtenemos la formula de descomposicion en
fracciones parciales (DFP)

(2) _{Lij,p)

po——" mz"]
2 (ij)el Z a

3

p € P (1.18)

o

~

Empleando la regla de Leibniz es facil mostrar que L, ; es una combinacién lineal finita
de los funcionales T, ;, de modo que es un elemento de 7.

De (1.18) es claro que R es el conjunto de funciones de la forma p/u, donde p y u son
polinomios, u es ménico con grado positivo y el grado de p es estrictamente menor que
el grado de u.

Definimos el funcional lineal ¢ sobre R por ¢r,x = dok. La proposicién siguiente
es una propiedad importante de los residuos de las funciones racionales propias. La
demostracién se encuentra en [9)].

Proposicién 1.2.1 Sea u un polinomio mdnico de grado n+ 1 y sea p un elemento de
Pn.. Entonces
=Y Residuos de g = (To.n,D) - (1.19)

En particular, si p(z) = d,2" + dn,_12""! + ... 4+ do es un elemento de P,, entonces

_ {dn, si grad(p) =

¢ 0, si grad(p) < n

23

Veamos ahora la multiplicacién de elementos de R, considerados como funciones de
t. Tomando u(z) = (2 — a)***(z — b)**™, con a # b, p(z) = 1, y aplicando la férmula
DFP (1.18) obtenemos

k m
TakThm = Z C(aa ]7 ba m)ra,k—j + Z C(b1 ]7 a, k)rb,m—ja (120)

donde los coeficientes estan dados por
JFe

Cla,3;6,4) = (Taj, Ts) = (—1)]’( ; >(a — )7 a#b, i,j EN. (1.21)
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Note QUE Tq kTam = Ta,1+k+m-

La férmula (1.20) define una multiplicacién en cualquier realizacién concreta G de B,
reemplazando 7, ; por la correspondiente funcién basica de G. Por ejemplo, en el espacio
£ tal multiplicacién coincide con el producto de convolucién clasico de Duhamel, definido

por
(Fro)t) = [ fllolt—ydy, ter (1.22)

el cual facilmente se extiende al caso de valores complejos de ¢. Ver [10].

1.2.1 Un producto interior sobre las funciones racionales

Definiremos ahora un producto interior sobre el espacio vectorial complejo de las funciones
racionales Q.
Para a # b tenemos

(Tas om (1)) = (1) (k ;m) m- (1.23)

El funcional T, x se extiende para ser un elemento de R* definiendo
(ToksTam) =0, a €C, k,m €N. (1.24)
Por lo tanto, como elemento de R*, T, , esta dado por
(Tox, f(t)) = Residuo en a de f(t)r,x(t), (1.25)
y definimos el producto interior como
(rak:Thm) = Residuo en a de 7, x(t)7pm (1), (1.26)

el cual es igual a cero si a = b y coincide con el lado derecho de (1.23) si a # b.
La definicién (1.26) y (1.23) implican que

(Ta,kv Tb,m) = —(""b,my Ta,k)-

Extendiendo (1.26) linealmente obtenemos un producto interior indefinido y anti-

simétrico sobre R.
Utilizando el algoritmo de la divisién para los polinomios, cada funcién racional se

representa en forma Unica como la suma de un polinomio y una funcién racional propia.
Por consiguiente @ = P & R como espacios vectoriales complejos y entonces el producto
interior puede extenderse a todo Q de la manera siguiente. Definimos primero

(Ta,kap) = <Ta,k»p> s pcE P.
Asi, (f,p) esté bien definido para f en R y p en P. Luego, definimos

(p+ fra+9)=(f9) - (g9.p) + (£, 9), p,g€P, figeR. (1.27)
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Nétese que (p,q) = 0 para cualesquier polinomios p y g. Ademds el producto interior
sobre Q es anti -simétrico.
Con la notacién de producto interior, para a # b, (1.20) se expresa como

k m
Ta k() Thm(t Zu],?“bm Tak—j( va],rak Tbm—j(t)- (1.28)

De un célculo directo empleando (1.28) o la interpretacién del producto interior en
términos de residuos resulta
(T'a,na Ta,krbnn) = (Ta,'n—}—k-l—la Tb,m)-
También es facil verificar que

k+m

(e e =) = (* " rasonon), (129)

y, por linealidad, obtenemos

(f x9)(2) (1.30)

i
=
=
Y
™
|
=
k’ﬁ
K
m

3

1.3 Diferencias divididas

Continuaremos empleando la notacién introducida en las secciones anteriores. Sea u(z)
un polinomio moénico de grado n + 1, como se definié en (1.13), y sea p un elemento de
P,. De la férmula DFP (1.18) observamos que el elemento de 7 que corresponde a p/u
bajo el isomorfismo natural entre R y 7 es el funcional

A= A(p/U) = Z <Li,k‘;p> Tat,ml-—l—k' (131)
(i,k)eT

Decimos que una funcién f de una variable compleja ¢ y con valores en los complejos
esta definida en las raices de u si y sélo si (Ty, x, f) estd bien definido para (i,k) en Z.
Para cualquier funcién f con esta propiedad tenemos

(A, f) = Z <Li,k,p> <Taumi*1—k)f>' (1.32)

(i,k)eT

De aqui en adelante escribiremos (p/u, f) en lugar de (A, f). Es decir, identificamos p/u
con su imagen en 7 bajo el isomorfismo natural que manda r, 4 a 7, 4, tal y como se hizo
en la definicién del producto interior sobre R.

Empleando la definicién de los L; s y la regla de Leibniz en (1.32) resulta la igualdad

<§’f> - zr:@i’ml—bpf)v (1.33)

e
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que puede expresarse como

<B,f> = Z Residuo en a; de EJ—C (1.34)
u i=0 u /
donde ag, ay, ..., a, son las raices de u, ver (1.13).

El funcional lineal asociado con 1/u es llamado el funcional de diferencias divididas
con respecto a las raices de u. Si f es una funcién definida en las raices de u entonces

1 d . f

<-,f> =Y Residuo en a; de =. (1.35)

u ~ u
1=0

Como parte final de esta seccion enunciaremos algunas propiedades elementales de

las diferencias divididas. La mayoria de ellas son consecuencias directas de (1.34). Las
demostraciones pueden verse en [8] o [9].

Si w tiene raices simples ag.ay, ..., a, v f estd definida en las a, entonces
1 = flai)
<~—,f> =) ) (1.36)
U ow(a

Para cualquier polinomio ménico u de grado n + 1 tenemos

1 k> ]
20 ) = Onk, 0<k<n, 1.37)
<u<z> 37

y /l/u. zk> es un polinomio en las raices de u si k > n.
v \ . . L . ’
Si f es una funcion definida en las raices de u entonces

<éuf> = 0. (1.38)

Si u y v son polinomios ménicos de grado positivo y f estd definida en las raices de

(o= (L)

Si u y v no tienen raices comunes y f estd definida en las raices de uv entonces

1 1 1
uv U v vou
Las férmulas (1.39) y (1.40) se llaman las propiedades de reduccién y descomposicion

de las diferencias divididas, respectivamente.
Siel grado de wesn+ 1y f estd definida en las raices de « tenemos

(2= o). e

(7

uU entonces
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Si p/u pertenece a R, ¢ es un polinomio y f estd definida en las raices de u entonces

(2at) = (ot = (Lor) = 2o1)

donde pg = vu + 7, y el grado de 7 es estrictamente menor que el grado de u. Es decir,

7 es el residuo de pg mddulo w.
Para cualquier nimero complejo a y cualquier entero no negativo k, tenemos

1 2zt . tk at
m,e = He . (143)

Definimos una sucesién de polinomios u(z) como sigue: ug =1y
ur(z) =25 b by k>1, (1.44)

donde los b; son los coeficientes de u introducidos en (1.13).
Los ug(z) son llamados polinomios de Horner asociados a u(z). Claramente forman

una base del espacio vectorial P. Observamos que

Uks1(2) = zug(2) + br1, k>0, (1.45)

y va que b; = 0 para j > n + 1, tenemos que un+1+x(2) = 2*u(z) para k > 0. Estos

polinomios satisfacen la propiedad de biortogonalidad

by
i) 4N 5 g<k<n 0<j<n (1.46)
u(z) ’
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Capitulo 2

Solucion de Ecuaciones Funcionales
Lineales por el Método de
Diferencias Divididas

Muchos problemas de aplicaciones en diversas areas se reducen a encontrar una funcién
f que satisface una ecuaciéon de la forma

u(L)g = f,

donde L es un operador lineal, u es un polinomio moénico y f una funcién dados.

En este capitulo se da un primer enfoque de nuestro método algebraico para resolver
ecuaciones de esta clase.

En la Seccién 2.1 se presenta el método, utilizando funcionales de diferencias divididas.

El resto de las secciones contienen varios ejemplos de interés, como el caso de las
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes (Seccién 2.2), ecuaciones Eulerianas
y la ecuacién de Chebyshev (Seccién 2.3) y ecuaciones en diferencias (Seccién 2.4).

2.1 Soluciéon de Ecuaciones Funcionales

Sea G una realizacién concreta de B y G(z,t) una funcién generadora correspondiente, tal
que los elementos de G son funciones con valores en los complejos y que estdn definidas
sobre cierto conjunto abierto de numeros complejos. Luego, una base para G consiste de
las funciones

go(t) = (Tu, G(z,1)) . (a,k) ECXN. (2.1)
Identificamos T, x con 7., y escribimos g, x(t) = (rox(2), G(2,t)). Por lo tanto tenemos
un isomorfismo de R a G, que manda un elemento p/u de R a la funcién

g(t) = <9(—Z)-,G(z,t)> _ <—1—,p(z)G(z,t)>. (2.2)

u(z) u(z)

19
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Supoéngase que existe un operador lineal L, definido en algin espacio de funciones de
t apropiado, que satisface

L G(z,t) = 2G(z,1), (2.3)

donde L actua con respecto a t. En tal caso decimos que L es el adjunto de la multipli-
cacién por z para la funcién generadora G(z,t). Por ejemplo, para G(z,t) = e* tenemos
L = D, el operador de diferenciaciéon usual, puesto que

D.e*" = ze** (2.4)

Note que esta relacion es lo que hace que la transformada de Laplace sea una 1til herra-
mienta para resolver ecuaciones diferenciales lineales.

Para G(z,n) = 2", la funcién generadora de S, el operador L es el operador de avance
E, definido por Ef(n) = f(n + 1), y para G(z,t) = e*!°8*, L es el operador tD;, el cual
estd asociado con la transformada de Mellin y las soluciones de ecuaciones diferenciales
Eulerianas. Ver Zemanian [28].

El concepto de operador adjunto con respecto a una funcién de dos variables es
ciertamente antiguo. En [7] tales operadores adjuntos fueron usados para relacionar
formas particulares del Cédlculo Umbral con un algebra de series de Laurent formales en
varias variables. Freeman [5] desarroll6 la teoria de operadores adjuntos en el contexto
de series de potencias formales con coeficientes polinomiales.

Para cualquier polinomio u (2.3) implica que

u(L)G(z,t) = u(2)G(z,t).

Sea g(t) la funcién definida en (2.2). Se tiene que

Lg(t)= <Z—E—3,L G(z,t)> = <i—§—z—;—,zG(z,t)>,

y por (1.42),
Lo = (13.0.0).

donde zp(z) = cu(z) +r(z),c € Cy el grado de r es estrictamente menor que el grado de

u. En consecuencia Lg es un elemento de G.

Note que
Lga,O = <Ta,0a ZG(Za t)> =a <Ta,01 G(Z, t)) = aga,07

y para k > 1, de la Regla de Leibniz para los funcionales de Taylor (1.4) resulta
Lga‘k = <Ta,k1 ZG(Z, t))

= {aTur + Tor-1,G(2,1)
AGak + Gak—1-




2.1. SOLUCION DE ECUACIONES FUNCIONALES 21

Por lo tanto, la accién del operador L sobre la base {g,} de G estd dada por la siguiente
relacién
agao(t), si k=0,

aGar(t) + gas_1(t), sik>0. (2.5)

Lga,k<t) = {

Proposicién 2.1.1 Seau(z) un polinomio mdnico de grado n+1. Entonces el subespacio
lineal de G que consta de los elementos g que satisfacen la ecuacidn u(L)g = 0 es igual
al conjunto

G(u) = {g(t) = <§%,G(z,t)> ‘pE Pn} . (2.6)

Demostracion. Sea g en G(u). De (1.38) se tiene que

u(L)g(t) = <?(—2—>—,u(z)G(z,t)> = 0.

Por otra parte, si g es un elemento de G tal que u(L)g = 0 entonces

_ /1) o,
g(t) - <U(z)7G( 7t)>’

para alguna funcién racional propia q/v, con q y v primos relativos. Usando la propiedad
(1.42) tenemos

0 = u(L)g(t) = <§—%,u<z>c<z,t>> _ <%,G<z,t>> |

donde ¢{z)u(z) = ¢(2)v(z) + r(z), y el grado de r es estrictamente menor que el grado
de v. Puesto que el mapeo de R a G descrito en (2.2) es un isomorfismo, debemos tener
que r/v = 0. Luego 7 = 0 y v divide a qu. Pero q y v son primos relativos, as{ que v
divide a u y u = vw para algin polinomio w. En consecuencia ¢/v = quw/vw = quw/u y
por lo tanto g es un elemento de G(u). =

Corolario 2.1.1 Sea {po,p1,...,pn} una base de P, y sea u un polinomio mdnico de
grado n + 1. Si definimos

at) = (2E8.6en)  osksn

entonces {go, g1, .., 9.} €s una base de G(u).

Existen varias bases de P,, estrechamente relacionadas a u(z), para las cuales las
bases correspondientes de G(u) son relativamente simples. Ver [9] y [10].
Consideremos ahora la ecuacién no homogénea

u(L)g(t) = £(t), (2.7)
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donde la funcién f es un elemento dado de G. Sea

£(t) = <g%§,a<z,t)>,

con g/ven Ry qy v primos relativos.

Supdngase que
~/s(z)
g(t)"“ 7G(Z:t) )
w(z)

donde s/w esta en R, es una solucién de (2.7). Entonces
s(z) g(z)
y = t) ). .
<w(z),u(z)G’(z,t)> <v(z)’G(z’ ) (2.8)

Sea su = pw + 7, con el grado de r estrictamente menor que el grado de w. Aplicando
(1.42) obtenemos que r/w = g/v y por consiguiente cualquier funcién racional de la
forma

DU+ ¢
! L peP,

& | =

WU

2.7). Tomando p = 0 resulta s/w = g/uv. Por lo tanto

~—~

corresponde a una solucién g de

gt) = <u—(q-(i)—,c;(z,t)> (2.9)

es una solucion particular de (2.7)
Denotemos con * el producto de convolucién en G que corresponde a la multiplicacién
de funciones racionales en R. Esto significa que

Gak(t) * gom(t) = (Tan(2)T6m(2), G(2,1)), (2.10)
o bien, usando el isomorfismo de R a G junto con (1.28), obtenemos
k m
Gak * gbm = Z(Ta,j: Tb,?n)ga,k-j + Z(Tb,ja Ta,k)gb,m—-j- (211>

j=0 j=0

Luego, con el producto de convolucién es posible escribir (2.9) como g(t) = f(t)*h(t),
donde

1
ht) = ( ——,G(z,t) ). 2.12
(0 = (5.60) 212
Asi, hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.2 Para cualquier f en G la funcion g = f * h, donde h estd definida
en (2.12), es una solucidn particular de la ecuacidn (2.7).
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Puesto que

guolt) = { ===, Gl2,8) ) = (Tao, G2, 1)) = Gla, ), (2.13)

zZ—a

para todo nimero complejo a, podemos considerar G(z,t) = g,0(t) y entonces

ﬂﬂ=f@*Mﬂ=f®*<£§ﬂwm>=<£§J@*mdﬂ> (2.14)

El intercambio de las operaciones se justifica facilmente utilizando la linealidad y el caso
en el que f y 1/u son elementos béasicos de G y R, respectivamente.

Noétese que hemos demostrado que el mapeo lineal definido sobre G que manda f a
f *h, donde h(t) = (1/u(z),G(z,t)), es un inverso por la derecha de u(L).

Proposicién 2.1.3 Para cualesquier f y g en G tenemos que
L(fxg)=Lfxg+gdf, (2.15)
donde ¢ es el funcional definido sobre G por ¢pgex = dok.
Demostracion.
Sean f(t) = (p(2)/u(z),G(2,1)) vy 9(t) = {a(2)/v(2),G(2,1)), con p/uy q/v en R.

Sea zp(z) = cu(z) + r(z) donde c es una constante y el grado de 7 es menor que el grado
de u. Puesto que 2p(2)q(z)/u(z)v(z) estd en R, de (1.42) se sigue que

L(f*g) = <p<z)q<z) zG(z,t)> - <fﬁ(i)—q—(z—) G(z,t)>,

u(z)v(z)’ u(2)v(z)’

y
Lﬂw=<§§ﬂww>

Escribiendo

p()ale) _, ale) | r(2)ale

u(z)v(z) v(z)  u(2)v(z)’
se obtiene () ()4(2)

B LIC r(2)q(z
L(fxg)= C<v(z)’G( ,t)> + <u———-——(z)v(z),G(z,t)> ,

y en consecuencia
L(fxg)=cg+Lf=*g.

En virtud de (1.19) tenemos que

c = Z Residuos de g = Qﬁg = ¢f,
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lo cual completa la demostracion. [ |

De la Proposicién (2.1.2) vemos que para resolver la ecuacién (2.7) con una funcién
f(t) mas general, necesitamos un espacio vectorial H que contenga a G y una extensién
de la convolucién * a una forma bilineal * : H x G — H. Entonces, para cualquier f en
H el elemento fxh, con h definida por (2.12), puede ser considerado como una solucién
generalizada de (2.7). En muchos casos, el encontrar una representacién integral para la
convolucién * sobre G provee un camino directo para construir la extension H de G.

También es posible definir funciones del operador L como sigue.

k

f(L)ga,k(t) = <Ta,k7 f(z)G(z,t)) = Z <Ta)j) (Z)> ga,k—j(t):

§=0

t

donde f es alguna funcién apropiada. Por ejemplo, si L = D y G(z,t) = e* entonces,

para a # 0 y un numero complejo «, tenemos

e tk at ls ozt . «a a—7 tk~j at
D (He )=<fa,k,z e >:Z i a ](k—~j)!e :

7=0

Esta idea nos sera util para desarrollar un célculo fraccional en el Capitulo 4.

2.2 Ecuaciones Diferenciales Lineales con
Coeficientes Constantes

Como una primera aplicacién de nuestros resultados, en esta seccién resolveremos el
problema de Cauchy

u(D)g(t) = f(t) (2.16)
¥ ©0) = &, k=0,1,...,n (2.17)

donde D = %, u es un polinomio de grado positivo como se definié en (1.13), los ¢, son
nimeros complejos dados, f es una funcién conocida y t es una variable real o compleja.
[niciaremos con el estudio de la solucién de la ecuacién diferencial homogénea o re-

ducida correspondiente a (2.16), es decir el caso en que f(t) = 0.

2.2.1 Solucién de la ecuacién homogénea
Una funcién g con valores en los complejos que satisface la ecuacién diferencial homogénea
u(D)g =0 (2.18)

se llama un cuasi-polinomio o polinomio exponencial asociado a u. Denotaremos por
£(u) al conjunto de tales funciones. Es claro que £(u) es un espacio vectorial complejo y
que es un subespacio de £(qu) para cualquier polinomio g.
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La ecuacién (2.4) muestra que D es el operador adjunto de la multiplicacién por z
para la funcién generadora G(z,t) = e** y de acuerdo con (1.7) dicha funcién genera
al espacio de los cuasi-polinomios £. Por consiguiente, como un caso particular de la
Proposicién 2.1.1 tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.1 FEl subespacio lineal de £ que consta de los elementos g que satisfacen
la ecuacion u(D)g(t)=0 es el conjunto

E(u) = {g(t) = <Z—g—;,e"t> ‘pE 'Pn} : (2.19)

Note que si grad(p) > n, de (1.34) se sigue que

<p(2) ezt> — <m ezt>
(z)° u(z) /7

donde p(z) = q(z)u(z) + r(z), y r pertenece a P,. Esto nos dice que la funcién

o) = (23 ),

es un elemento de &(u) para todo polinomio p. Compérese con la Proposicién 3.1 en [10].
Definimos el mapeo lineal £, de P, a £(u) por

L,p(t) = <§%—; e”>, pEP,. (2.20)

Consideremos la base de P, que consiste de los polinomios de Horner uy(z) definidos
en (1.44). Del Corolario 2.1.1 se concluye que las funciones

o

9;(t) = Luun_j(2), 0<j<m,

forman una base de £(u). Luego, la funcién

o(t) = 3 c;,(0) (2.21)
7=0
es una solucién de (2.18), para cualesquier nimeros complejos ¢y, c1, ..., ¢,. Adicional-

mente, empleando la relacién de biortogonalidad (1.46) vemos que

v¥(0) = icj <Z~kﬂl@ 1> = ¢ (2.22)

u(z)

De esta manera, hemos encontrado la solucién del problema homogéneo de Cauchy.
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Proposicién 2.2.2 Sean cg, ¢y, .. ., ¢, nimeros complejos dados. Entonces el inico ele-
mento v de £(u) que satisface v (0) = ¢x, para 0 < k < n, estd dado por (2.21).

Corolario 2.2.1 El mapeo L, es un isomorfismo entre espacios vectoriales y su inverso
estd dado por

L =Y [0y f € Ew). (2.23)
=0

Sea k' = m; — 1 — k. Los polinomios g; s+, con (4, k) en Z, constituyen una base de P,;
por lo cual las funciones £,g; »» forman una base de £(u). De (1.14) y (1.43) resulta

Logiy = —-——}—-—~62t =—tie““t (i,k)eT
qu,k - ( )1+k’ kl 3 H

Z — Q;
Usando esta férmula y (1.17) llegamos a la expresion.

L.p(t) = Z (Liw,P) Lui i
(i,k)eT

tt
— Z (Li,k',p> —Te 11, P e Pn
(i,k)eT k!

Esto nos lleva a la siguiente.

Proposiciéon 2.2.3 Sea p un elemento de P,,. Entonces

Larlt) = Lplo)e

donde
mi—l tk .
pl(t) = k;) <Li,k’7p> Ha OSE _<.T'-

Combinando la Proposicién (2.2.2) y (1.17) obtenemos la proposicién que sigue.

Proposicién 2.2.4 Sea f un elemento de E(u). Entonces

e
f(t)‘: Z ai,k%—!ea‘t, (224)
(i,k)eT :
donde

aip =3 [0 (Lipunes), (k)T (2.25)
§=0
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Esta proposicién nos permite expresar la solucién v(t) del problema homogéneo de
Cauchy (2.18)-(2.17) en términos de la base de £ dada en (1.7) como

n tk .
L’(t) = Z Z Cjbi'jvkme li, (226)

J=0 (i,k)el

donde los coeficientes b; ; x = (Lim,~1-k, Un—;) estan determinados por la descomposicién
en fracciones parciales

Up—ql 2 b; ik

Uneglz) oy bk (227)

u(z) e (z — ai)Hk'

Corolario 2.2.2 Sea f una funcion de la forma
ft) = > p(t)er,
=0

donde los y; son niumeros distintos, los p; son polinomios con grad(p;) =ji — 1y > Ji =
m + 1. Entonces f es un cuasi-polinomio y f(t) = L, F donde

(Z - yi)jl?

—.

i
=

u(z) =

FE O upm(2),

NE

F(z) =

,T
i

0

y los u son los polinomios de Horner de u.

La propiedad de reduccion de las diferencias divididas (1.39) nos lleva al siguiente
resultado.

Corolario 2.2.3 Sea F un elemento de P, y sea f(t) = L, F. Sea v el mdzimo comin
divisor de v y F y definamos w y q por las relaciones u = wv y F' = qu. FEntonces

ft) = Lug.

2.2.2 La Ecuacion No Homogénea

Empezaremos considerando la ecuacién diferencial
u(D)g(t) = f(t) (2.28)

donde g es una funcién desconocida, u es un polinomio ménico igual que antes y f es
un cuasi-polinomio. Entonces existe un polinomio ménico w tal que f estd en E(w) y
f = L, F para algin polinomio F' cuyo grado es estrictamente menor que el grado de w.
Por la propiedad de reduccién de las diferencias divididas podemos suponer que w y F
son primos relativos.
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Sea G/v en R. Observemos que si h(t) = £,G es otro cuasi-polinomio y % denota el
producto de convolucién en el espacio £ definido en {2.10), entonces

(f*xRh)(t) = LoF * L,G = Loy, FG. (2.29)

Luego, como una consecuencia directa de la Proposicién (2.1.2) y utilizando (2.29)
tenemos.

Proposicién 2.2.5 Una solucion particular de la ecuacion (2.28) estd dada por g, =
LowoF, donde w y F son polinomios tales que f = L, F.

St u y F tienen un factor comun g, con grad(q) > 0, sean v = u/q y G = F/q.
Aplicando la propiedad de reduccién (1.39) resulta que g, = £,.,G.

Recuérdese ademads que el Corolario 2.2.2 nos proporciona F' y w cuando f(t) estd
dada como una combinacién lineal de productos de polinomios por exponenciales.

La propiedad de descomposicién de las diferencias divididas (1.40) nos conduce al
siguiente.

Corolario 2.2.4 Bajo las hipdtesis de la proposicion anterior, si u y w SOn primos
relativos, entonces la solucion particular de la ecuacion (2.28) dada por g, = L., F, puede
escribirse en forma dnica como g, = g1 + g2, donde g; pertenece a £(u), g2 pertenece a

E(w), LR
9i(t) = <17(z—) w(z)e’ > (2.30)

_ L FE)
92(t) = <w(z), o) > (2.31)

Este corolario afirma que siempre que u v w son primos relativos entonces £(uw) es
la suma directa de £(u) y £(w). Note que la funcién racional F/w de (2.30) puede ser
reemplazada por el polinomio que interpola a F/w en las raices de u. De igual manera
F/u puede sustituirse por un polinomio.

Por otra parte, (1.19) vy (1.34) implican que la solucién particular g, satisface las

condictones

g]gk)(o)._.< . (2) 1>=0, k=0,1,...n, (2.32)

Jw

puesto que grad(uw) — grad(zFF) > 2.
Combinando la Proposicién 2.2.2 y (2.32) encontramos la solucién del problema de
Cauchy en el espacio de los cuasi-polinomios.

Proposicién 2.2.6 Si f = L,F es un cuasi-polinomio, la solucién unica del problema
de Cauchy (2.16)-(2.17) en el espacio € puede expresarse como

9(t) = Lo F +v(t), (2.33)
donde la funcién v estd dada por (2.21) o (2.26).
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Es claro también que para una f como en la proposicién anterior la solucién general
de (2.16) es de la forma

9(t) = Lo F + LLH = L {F +wHY}, H € P,.

Consideremos ahora otra clase de ecuaciones no homogéneas que aparecen con fre-
cuencia en las aplicaciones; ver [25, 26, 27]. Para el resto de esta seccién ¢t denotara una
variable real y u serd, como siempre, un polinomio ménico de grado n + 1. Denotamos
por Ky al espacio vectorial complejo de las funciones de variable real, con valores en los
complejos y que son seccionalmente continuas para t > 0. Encontraremos una soluciéu

particular de la ecuacién
u(D)g(t) = f(t), t=0, (2.34)

donde la funcién f(t) es un elemento dado de K.
Para cualesquier funciones f y h en Ky el producto de convolucion de Duhamel f * h
se define por

(Fm)t)= [ flt-yhlg)ay, 120 (2.35)

Es bien sabido que la convolucién de Duhamel es una operacién conmutativa, asocia-
tiva y distributiva en Ko. Ver [3].

El lema que sigue es otra propiedad bien conocida de la convolucién de Duhamel.
Para una demostracién en un marco ligeramente distinto ver [29], Capitulo III, Teorema
C.2.1.

Lema 2.2.1 Sean f y h en Ky y supdngase que h(t) es continuamente diferenciable para
t > 0. Entonces

D(f * h)(t) = F(t) = K(t) + F()R(O). (2.36)

Teorema 2.2.1 Sea u un polinomio mdnico de grado n+ 1 y sea f un elemento de K.
Definase g, por
gp(t) = f(1) x ©(2), (2.37)

donde ¢(t) = (1/u(z),e*) y la convolucion se calcula con respecto a t. Entonces g, es
una solucion particular de (2.34).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. Sin = 0 entonces u(z) =z —a
para algin nimero complejo a y
1
< ,62t> — eat.
zZ—a
Por el Lema anterior tenemos

D{f(t) xe*} = f(t) * ae® + f(t),
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yoen consecuencla

(D —al){f(t) =™} = f(1).

Supongase ahora que k > 1 y que el teorema es vélido para cualquier v de grado .
Sea p(z) un polinomio ménico de grado k + 1. Entonces, podemos escribir

plz) = (2 - aju(z),

donde a es un nimero complejo v u es un polinomio ménico de grado k. Sea

) 1 2t
g(t) = f(t)*<17(5’€ >
. 1 zt\
— f(t)*<@~a,)/u@’e />

Nuevamente, usando el Lema 2.2.1 obtenemos

(D= arlt) = 0+ i o - >> S (o ) e

z —a)u(z)

donde €g denota la evaluacién en t = 0. Pero

-G
N\pz)” [ \ple) ) 7

puesto que grad{p) =k + 1> 2.
Aplicando la propiedad de reduccién de las diferencias divididas (1.39) resulta

1 2\ /1 o7t
<(z — a)ufz)’ (z = aje > - <u(z)’ ' > '

Por lo tanto (2.38) se reduce a

(0= al)gt) = 10+ (56",

Y entonces
p(D)g(t) = w(D)D —al)g(t)
: 1 o\
- un {5
u(z)
= f(t).
La nltima igualdad se sigue de la hipdtesis de induccion. =
Finalmente, apuntamos que la ecuacion (2.29) que nos da la convolucién en £, sigue

siendo valida si * denota la convolucion de Duhamel. La demostracion de esta aseveracion
se encuentra en [10], Teorema 4.2.
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2.3 Una clase de ecuaciones diferenciales que con-
tiene a las ecuaciones de Euler y Chebyshev

Sea U un subconjunto de nimeros reales o complejos. Sea h una funcién diferenciable
en U tal que h'(t) no se anula en U, h(ty) = 0 para algin tg en U y la funcién inversa de
h bajo la composicién, denotada por h, existe y estd definida en h(U).

En esta seccién estudiamos las soluciones de las ecuaciones diferenciales lineales de la

forma,
u(L)g(t) = f(t), (2.39)

donde g es una funcién incégnita, u es un polinomio no cero, f es una funcién dada, ¢ es
una variable real o compleja y L es el operador definido por

D. (2.40)

Las ecuaciones de Chebyshev y Euler son de este tipo.
Sea G(z,t) = ¢**®) donde z y t son variables complejas, entonces

L G(z,t) = zG(z,1).

Es decir, el operador L definido en (2.40) es el adjunto de la multiplicacién por z con
respecto a la funcién generadora G(z,t) = e***). Sea M el espacio vectorial complejo
generado por las funciones

h _ h()\ _ (W) ey
ak(t) = (Tap, ™) = e (e k) eCxN. (2.41)
Claramente H es otra realizacién concreta de B. Por consiguiente los resultados que se
presentan a continuacién son consecuencias inmediatas de la teoria general expuesta en la
Seccién 2.1 y constituyen una primera generalizacion de nuestros resultados concernientes
a las ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes (el caso en que h{t) = t). Debido
a la similitud con estos wltimos, solamente los enunciaremos, sin dar las demostraciones.
Ver [15].

2.3.1 La Ecuacién Homogénea

Proposicién 2.3.1 Seau(z) un polinomio ménico de grado n+1. Entonces el subespacio
lineal de H que consiste de los elementos g que satisfacen la ecuacion u(L)g(t) = 0 es
igual al conjunto

H(u) = {g(t) = <%,ezh<t>> ‘p€E Pn} : (2.42)
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Corolario 2.3.1 Las funciones

/' ,u — (’ hi ‘\
}?]«t> - (—Ji“:?“\_ /\ " H\“/‘, O S J s n
\ U,(\.Z} /

forman una base del espacio vectorial H(u).

¢ midmeros dados y F2) = 30 cyun;{(z). Entonces,

Corolario 2.3.2 Sean ¢y, ¢y, ..
ol wnico elemento f ode H{w) que satisface LY F{t)], -, = co. para 0 < k < n, estd dado
por
N f 4<:} _zh{t) — . /
ft)={ == = > c;hy(1).

Sean py w polinomios tales que p — w = qu para algin polinomio ¢, entonces

A
\

<p<z)‘ezh(t)> _ <w(z‘) g2h(®) 5

1(2) u(z)”

I particular, dado p podemos tomar a w como el residuo de p médulo u, el cual es un

™2

~

clemento de Py,
Definimos el mapeo lineal £, de P, a H(u) como

A p(Z) zh t\,\
ﬁup(t): ) € (® ) pEPn-
u(z)
Corolario 2.3.3 El mapeo L, es un somorfismo entre espacios vectoriales y su inverso

esta dado por
T

L' g =Y 1L g(t)]imey uny(t), g€ Hu).

Jj=0
Las funciones L, ¢, donde &' = m, — 1 — k, forman una base del espacio vectorial

H{w). Un céleulo simple usando (1.34) nos conduce a

k
Eu Ch,k"(t) - [h(At')} eaih(t)-, (7 if) I~ 7.

Do esta formula y (1.17) concluimos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.2 Sea p un elemento de P,. Entonces

L., p(t) = Zpi(t)(%“’hm

1=(}
dornde )
Tzt (hit
pi(t) = Z Lixp - (”)J . 0 <2<y
k!

h=0



2.3. UNA CLASE DE ECUACIONES DIFERENCIALES 33

Combinando el Corolario 2.3.2 y (1.17) obtenemos.

Proposicién 2.3.3 Sea f un elemento de H(u). Entonces

]k

= > alk M) (2.43)
(i,k)eZL
donde
ai,k—Z[L FO)lmtoLiptin-s,  (i,k) €T. (2.44)

s=0
Corolario 2.3.4 Seua f una funcién de la forma
sz eyzh(t
1=0

donde los y; son nimeros distintos, los p; son polinomios tales que grad(p;) = ji — 1 y
S ji=m+ 1. Entonces f es un elemento de H(u) y f(t) = L, F con

u(z) = H(z — )%,
i=0

F(z) = 3[LF f(t)]imtotm—i(2).

k=0
2.3.2 La Ecuacién no Homogénea
Consideremos ahora la ecuacién no homogénea (2.39).

Proposicién 2.3.4 Sea F/w una funcion racional propia, f = L, F un elemento de H
y definamos la funcion p(t) = <1/u(z), eZh(t)>. Entonces

g (t) = (f * 9)(t) = LuwF,
es una solucion particular de la ecuacion u(L)g = f.

En consecuencia, dada una funcién f como en la proposicién anterior, la solucién
Unica en el espacio H del problema de Cauchy

u(L)g(t) = f(t),
Lkg(t)lt:to = Cg, 0<k<n,

puede expresarse como
g(t) = Lo F +9(t), (2.45)
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donde
i L T
08y = S hadt) = NTONT s HORNEPIPNAYY
0t} = > cihylt) == NS Cbignme
J=0 7=0 (¢, kel )

con los coeficientes b, ;. dados por la descomposicion en fracciones parciales (2.27).

A fin de resolver ecuaciones 1o homogenéas con una funcién f mas general en ¢l lado
derecho, daremos una representacion integral de la convolucién. Para ello supondremos
que t es una variable real. h es una funcion diferenciable sobre un intervalo J tal que
hita) = 0 para algin ¢y en J v h'(1) es cominus ¥y no se anula en J. Denotamos por X{.J)
al espacio vectorial complejo de las funciones con valores en € v que son seccionalmente
contitas en J.

Para cualquier par de funciones [ v g en K(J) definimos el producto de convolucion
¢ con respecto al operador L como

oty = [ fng(hth(t) = b )W () dy. te L (2.46)

St ’
Haciendo el cambio de variable z = A(h(f) — A{y)) en (2.46), podemos ver que la
convolucidn con respecto al operador L es una operacion commnutativa. Asimismo. un
caleulo directo nos lleva al siguiente resultado.

Proposicién 2.3.5 Sean [ y g en K{(.J) y supongase que g es continuamente diferen-
crable sobre J. Entonces

L{fxg)(t) = f(t) = Lg(t) + f(t)g(ts)

Usando esta propledad obtenemos un resultado andlogo a la Proposicion 2.3.4. La
demostracion es similar a la del Teorema 2.2.1

Proposicion 2.3.6 Sea v un polinomio mdnico de grado n + 1 y sea f un elemento de
K(J). Definase g, por

gp(t) = f(t)* o(t)
donde @(t) = <1,/'f'u,.(z), €Z}L(f’)> y la convolucion se calcula con respecto a t. Entonces g, cs

una solucion particular de la ecuacion w(L)g(t) = f(t).

2.3.3 Ecuaciones de Chebyshev y Euler

Con objeto de ilustrar nuestros resultados previos, en esta seccion encontraremos las
soluciones de varias ecuaciones diferenciales.
Sen u el polinomio de grado n+1 definido en (1.13). Consideremos primmero la ecuacion
diferencial lineal
w(Ly)g(t) = F(t). (247

donde g(t) es la funcion incognita, F(4) es una funcion dada y Ly es el operador diferencial
obtenido de {2.40) con h(t) = — arccost, es decir Ly = (1-t*}2D. La funcion generadora
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correspondiente a este operador es Gi(z,t) = e #¥°st (Qbsgérvese que el operador
diferencial L? estd relacionado con la transformada de Chebyshev; ver [28].
Si F' = 0, de acuerdo con (2.43) y (2.44), la solucién general de la ecuacién (2.47)

tiene la forma
(arccost)*

g(t) — Z ("‘1)kai,k T e—aiarccost
(i,k)eZ '

donde .

aip = > L} g(t)]s=1LikUns

s=0
En este caso K(J) es el espacio vectorial complejo de las funciones F(t) con valores
en C y que son seccionalmente continuas en el intervalo J = (—1,1). Para cualesquier
funciones f y g en K(J) el producto de convolucién (2.46) se expresa como

ot = [ (A=) S ay (249

Por lo tanto, si F' es un elemento de K(J), entonces una solucién particular de (2.47)
puede obtenerse usando la Proposicién 2.3.6 y (2.48).
La ecuacién de Chebyshev

(1-)D*—tD+n%g(t) =0, neN,

se escribe como

w(Ly)g(t) =0 (2.49)
donde w(z) = z? +n?. La propiedad (1.36) de las diferencias divididas y (2.42) implican
que su solucién general estd dada por

~ntarccost p( _ N’i>€n1 arccost

p(nie

2.50
2ne 2ne ( )

g(t) =

donde p(z) es cualquier polinomio en P;.
Si hacemos p(z) = z en (2.50), obtenemos el polinomio de Chebyshev de grado n,
T,(t) = cos(n arccost). Esto es

— z —z arccost
Sea F' la funcién definida por
0, -1 <t<0,
F(t):{t, 0<t<l.

Deseamos construir una solucién particular g,(t) de la ecuacién diferencial no homogénea
w(Ly)g(t) = F(t). Primero determinamos

1 1
o(t) = <—,e‘“r°°°s‘> = ——sen(narccost).
w(2) n

(
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Luego

gplt) = F(t)x (1)
n arccosy)

1 st I , sen(
= —= [ F(ty+ (1 —1){1 -2
nA (ty + /(1 2)(1 = ?)) T

Realizando la integracién, obtenemos
(V1 — 2 =21, n=1,
gp(t) =
——(Tr—l—{seu narccos V1 — t2) + ncos(narccost)}, n> 1,

para ten (—1,0), y
%\/1 — t2arccost, ' no=1,

——{t — cos(narccost)}, n>1,

gp(ﬂ =

sl t estd en [0, 1).
También es posible resolver ecuaciones diferenciales de orden mayor que dos. Por
ejemplo la ecuacién

{(1=t22D —6t(1 — ) D* + (7t* - 4)D* +tD — n*}g(t) =

es equivalente a
U(Ll)g(t) = 07

donde u(z) = z* — n*. Por consiguiente, si p(z) es cualquier elemento de Ps, la solucién
k) b
general de esta ecuacién se expresa como '

g(t) = __Z_’{p<nl‘)e——m'arccost _ p(——m’)em arccost}

( ) ~narccost

narccost }

— p(-n)e

4n3
De manera parecida, podemos encontrar soluciones de ecuaciones de la forma

u(La)g(t) = F(t), (2.52)

3%

donde Ly = tD v F es una funcién apropiada. Tales ecuaciones se llaman ecuaciones
de Euler. El operador diferencial L, estd relacionado con la transformada de Mellin. Si
F =0 la solucién de (2.52) es

(Int
Zazkrll{)

(i,k)eXL
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con

n

Qi k = Z[LS g()}t=1 L krtns.

s=0

En este caso una representacién integral de la convolucién viene dada por

(29 = [ tf(i) g—i?dy (2.53)

para cualesquier funciones f y g de variable real, con valores en los complejos y seccional-
mente continuas sobre el intervalo (0, co).

Por 1ltimo, notemos que de (2.40) es posible obtener otros operadores de interés. Por
ejemplo, para las funciones

ht) = gtf-:—g, ad - be £ 0,
h(t) = arctant,

h(t) " nen,

h(t) = In]csct — cott|

tenemos los operadores

L (ct+d)2 |

ad — be
L = (1+t¥)D,
L = nt= D,
L = (sent)D

respectivamente.

2.4 Ecuaciones en Diferencias

Como ejemplos adicionales de nuestro marco teérico general, aqui damos la versién discre-
ta de los resultados presentados en las dos secciones anteriores. En primer lugar estudia-
mos las ecuaciones en diferencias lineales y con coeficientes constantes, cuyas soluciones,
las sucesiones linealmente recurrentes, tienen numerosas aplicaciones en diversas édreas.
En [18] se halla el enfoque de élgebra de Hopf y muchas referencias. Para ecuaciones
en diferencia pueden consultarse [21], [22] y [23]. Posteriormente discutimos una clase
de ecuaciones en diferencias con coeficientes variables que incluyen a las de coeficientes
constantes. Ver [9] y [13].
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2.4.1 Sucesiones linealmente recurrentes

Sea f una furcion definida sobre N o Z. El operador de avance £ manda f a la sucesion
Ef definida por Ef(k) = f{k+1).

Una sucesiéon f con valores en C que satisface u(E}f = 0, para algin polinomio no
cero w, se llama una sucesion linealmente recurrente asociada a u. El conjunto de estas
sucesiones sera denotado como S{u). Nétese que S(u) es un espacio vectorial complejo
v que es un subespacio de S(qu) para cada polinomio ¢.

Se tiene que Fz" = z- 2% asi que E es el operador adjunto de multiplicacion por
= de la funcién generadora G(z, k) = 2%, la cual genera al espacio S de las sucesiones
linealmente recurrentes. Luego, de la Proposicion 2.1.1 tenemos el siguiente resultado.
Proposicidon 2.4.1 Sea v un polinomio monico de grado n + 1. El subespacio lineal de
S que consiste de los elementos g que satisfacen la ecuacion homogénea u(F)g(k)=0 es
el conjunto

NG A - o
glk) = )’ tp€Puyp. (2.54)

En analogia con el caso continuo se tiene que la sucesién

Slu) =

flk) = plz)

2
u(z)

es un elemento de S(u) para todo polinomio p.
Definimos el mapeo lineal M,, : P, — S(u) mediante la ecuacién

o (=) ,
Mplk) = \YUE?) AR peP,. (.

Del Corolario 2.1.1 concluimos la proposicién que sigue.

[
(2
Tt
~—

Proposicion 2.4.2 Las sucesiones linealmente vecurrentes g; = My, ., para 0 < j <
. forman una base del espacio vectorial S(u).

De esta proposicién y empleando la relacion de biortogonalidad (1.46) obtenemos

inmediatamente el siguiente.
Corolario 2.4.1 Sean ¢y, c1, ..., ¢, numeros complejos . Entonces el unico elemento f
de S(u) que satisface f(k) = ¢k, para 0 < k < n, estd dado por f = M F, donde

F(z) = Zn: Citn—;(2).
5=0

Corolario 2.4.2 El mapeo M, es un isomorfismo entre espacios vectoriales y su inverso

estd dado por
MI3F =S FG) [ € Su) (2.56)
i=0
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Para (i, 7) en Z, un célculo sencillo usando (1.34) nos conduce a una expresion explicita
de M, g;; de la forma

1 A (R e
Mo = (s = (e e20

Sea g en P,. De la férmula anterior y (1.17) obtenemos

Mug = > LijgMug;

(4,J)eT

= imfleyg<> .

=0 j=0
Concluimos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.3 Sea g un elemento de P,. Entonces
Mug =Y pik)ai™, k>0
donde

mi—1
Z Li; g(J) k>0

Combinando el Corolario 2.4.1 y (1.17) obtenemos la proposicién que sigue.

Proposicién 2.4.4 Sea f un elemento de S(u). Entonces

Z a”(]) : k>0 (2.57)

donde .
= Z f(S)Li,j’un——sa (L]) € I (258)

Corolario 2.4.3 Sea f una sucesion dada en la forma
=> pk)ys, k>0

donde los y; son numeros distintos, los p; son polinomios tales que grad(p;) = ji — 1 y
S 4. =m+ 1. Entonces f es una sucesion linealmente recurrente y f = M F con

8

u(z) = [[(z = w)”,
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La propiedad de reduccién de las diferencias divididas nos conduce al siguiente resul-
tado.

Corolario 2.4.4 Sea F un elemento de P, y sea f = MF. Sea v el mdximo comun
dwisor de u y F y definamos w y q por las relaciones u = wv y F = qu. FEntonces
f = -MuQ-

Sea f una sucesién linealmente recurrente. Entonces, existen polinomios w y F con
grad(F) < grad(w) tales que f = M, F. Nuevamente, por la propiedad de reduccién,
podenios suponer que w y F son primos relativos. Sea u un polinomio de grado n + 1.
Consideremos la ecuacidn en diferencias no homogénea

w(B)g(k) = f(k), k>0, (2.59)

donde g es una sucesion desconocida.
De la Proposicion (2.1.2) tenemos.

Proposicidn 2.4.5 Una solucidn particular de la ecuacion (2.59) estd dada por g, =
M’LL'LUJ';“

Note que si u y F tienen un factor comin g, con grad(g) > 0, entonces g, = M, G,
donde v=u/qy G = F/q.

Ademas el Corolario 2.4.3 nos proporciona F' y w cuando f(k) estd dada como una
combinacién lineal de productos de polinomios por exponenciales de k.

La propiedad de descomposicién de las diferencias divididas (1.40) nos conduce al
sigiiente.

Corolario 2.4.5 Siv v y w son primos relativos, entonces la solucidn particular de la
ccuacion (2.59) dada por g, = My F, puede escribirse en forma dnica como g, = g1+ g2,
donde g, pertenece a S(u), gy pertenece a S{w),

R _1_ ZkF(Z)
91(k) <u(z), w(z)>, k>0 (2.60)

' 1 L F()
92(k) = <w(z)’Z u(z) > - k20 (2.61)

Este corolario nos dice que si u y w son primos relativos entonces S{uw) es la suma
directa de S{u) y S(w). Obsérvese que es posible reemplazar la funcién racional F//w
de (2.60) por el polinomio que interpola a F'/w en las raices de u. Asimismo F/u puede
sustituirse por un polinomio.

Por otra parte, (1.19) y (1.34) implican que la solucién particular g, satisface las

condiciones

. 2 F(z2) _ }
(1) = <m, 1> =0, 0<y<m, (2.62)
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puesto que grad(uw) — grad(zFF) > 2.
Sea f como en (2.59). Combinando la Proposicién 2.4.1 y (2.62) concluimos que la
solucion en S del problema de Cauchy

puede expresarse Como
g9(t) = My F +v(k),

donde

vik) = i cjg;(k) = z": Z cibiji (?) af_"

7=0 (i,l)eT

Es claro también que la solucién general de (2.59) es de la forma

g(t) = My F + M H = My {F+wH},  HEP,

2.4.2 El algebra de las sucesiones c-recurrentes

Veamos ahora el caso discreto de los resultados principales de la Seccién 2.3, esto es,
cuando la variable t se reemplaza por la variable discreta k. Continuaremos empleando
la notacién introducida anteriormente.
Sea c(k) una sucesién de nimeros complejos tal que ¢(k) # 0 para k en N. Denotemos
con C(k) a la sucesién dada por
1

Ch) = e F2b (2.63)

y C(0) = 1. Sea G(z,k) = C(k)2*, para (2, k) en C x N. Definimos las funciones

Gus () = (Tus, Glz.k)) = C(k) (’?

)z’“"f, a€CkeEN. (2.64)
J

Sea S. el espacio vectorial complejo generado por las sucesiones g, ;. Note que S,
coincide con el dlgebra S de las sucesiones linealmente recurrentes si ¢(k) = 1 para toda
k en N. Llamaremos a S. el dlgebra de las sucesiones c-recurrentes. Ademads es claro que
el mapeo que manda la funcién racional propia p/ w a la sucesién

g(k) = <p(z) ,G(z,k')> - <-i-,p(z)c;(z,k)>, (2.65)

w(z) w(z)

es un isomorfismo de R a S.. La multiplicacién = definida como

7+m
Ga,j * Gbom = ] Ja+bj+m>
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hace de S, otra realizacién concreta de B v por ende es isomorfa a 7 y a R con la
convolucién de Hurwitz. Un célculo simple nos lleva a

‘ ok C(k) Y ; : 5 6a)
(f*g)(k) ;O (j) TGOk = j)fO)g(k i, fgEeSs, (2.66)
que es una convolucién de Cauchy generalizada para sucesiones.

Sea L el operador definido por Lf(k) = c(k)Ef(k) = c(k)f(k + 1), para cualquier
sucesion f. Usando la relacién ¢(k)C(k + 1) = C(k) vemos que LG(z, k) = 2G(z, k); es
decir L es el operador adjunto de multiplicacién por z con respecto a Gy por 1o tanto
tenenios los siguientes resultados.

Proposicion 2.4.6 Sea u(z) un polinomio monico de grado n+1. Entonces el subespacio
lineal de S. que consiste de los elementos g que satisfacen la ecuacion u(L)g(t) = 0 es
iqual al conyunto

Selu) = {g(k') = <§8,C(k)zk> p € Pn} . (2.67)

Definimos el mapeo lineal M, : P, — S.(u) por

/\}lup(lc) = <ZE§; , C(k)zk> . peP,. (2.68)

Corolario 2.4.6 Las sucesiones g; = Myu,—;, para 0 < j < n, forman una base del
espacio vectorial S.(u).

Corolario 2.4.7 Sean dy,dy, ..., d, nmimeros complejos dados. Entonces, la solucion de
uw(L)y = 0 que satisface g(j) = dj, para 0 < 7 < n, esta dada por g = Myp, donde

un —i{

Corolario 2.4.8 Elmapeo M, es un isomorfismo entre espacios vectoriales y su inverso
estia dado por

= g—!— Uy g € Sclu) (2.69)
= CU)

Para (¢,7) en Z, de (1.34) resulta

My gy (k) = <(———1—$Tj C(k)z"> - (j)cu-,)af o k=0

z — 0

Issta formula nos lleva a la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.4.7 Sea g un elemento de P,,. Entonces
Mg =3 p(k)ai™, k20
i=0

donde 1
™my— k
pi(k) = 3 Ltj'Q(j.)C(k)’ k> 0.
7=0

Combinando el Corolario 2.4.7 y (1.17) obtenemos la proposicién que sigue.

Proposicion 2.4.8 Sea f un elemento de S.(u). Entonces

fky= 3 ay (&)C(k)af'j, k>0 (2.70)
(i.g)€T J
donde i
ij = go -é%Li,yun_s, (4,7) € T. (2.71)

Corolario 2.4.9 Sea f una sucesion dada en la forma
fk) =2 pk)C(R)y:, k>0
i=0

donde los y; son numeros distintos, los p; son polinomios tales gque grad(p;) = j5; — 1,
> i =m+ 1y Clk) es una sucesion dada por (2.63). Entonces f es un elemento de
Sc(u) y f = MyF con

s

u(z) = [[(z = w)*,

=0

F(z)= g%um_l(z).

Consideremos ahora la ecuacién no homogénea
u(L)g(k) = f(k), (2.72)

donde la sucesién f es un elemento dado de S, y en consecuencia es de la forma f(k) =

<q(z)/v(z), C’(k)zk> , donde g/v estd en R y q y v son primos relativos.
Denotemos con * el producto de convolucién en S, que corresponde a la multiplicacién
de funciones racionales en R. Si definimos la funcién h por

h(k) = <17125 C(k)z"> , (2.73)

entonces tenemos la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.4.9 Para cualquier f en S. la funcion g, = f * h, con h definida por
(2.73), es una solucion particular de la ecuacion no homogénea (2.72).

Note que el mapeo lineal sobre S, que manda f a f * &, donde h estd definida en
(2.73), es un inverso por la derecha de u(L). Esto significa que h(k) es una funcién de
Green para el problema (2.72). Ver [24] para resultados relacionados.

Proposicién 2.4.10 Para cualesquier f y g en S, tenemos

L(fxg)=Lf*g+gf(0). (2.74)

2.5 Observaciones finales

Los resultados de la Seccién 2.1 pueden emplearse para encontrar un espacio adecuado de
funciones que contenga las soluciones de ecuaciones lineales asociadas con un operador
dado L. Como se vio, el problema principal radica en encontrar una funcién generadora
((z,t) tal que L;G = zG. Una vez que encontramos G, tenemos el algebra G y la con-
volucién definida sobre G en forma puramente algebraica . En algunos casos podria ser
necesario completar G con respecto a alguna topologia apropiada y extender el producto
de convolucion al espacio completo. Para este fin, seria 1itil dar una representacion inte-
gral de la convolucién, como se ejemplifico en las Secciones 2.2 y 2.3. Estas ideas pueden
proveer un método alternativo a algunos de los problemas de construir inversos derechos
de operadores considerados por Dimovski [3] y para la construccién de transformadas
integrales. Ver Zemanian [28].

.o idea de introducir una multiplicacién en un espacio de funcionales lineales aparece
en |1). ast como una correspondencia natural entre espacios lineales de operadores v
funcionales lineales. En [2] se introduce la representacion de operadores sobre el espacio
de polinomios como operadores diferenciales de orden infinito con coeficientes variables.

Nuestros métodos pueden utilizarse también para encontrar soluciones de sistemas de
ecuaciones funcionales. En [10] y [13] se consideran ecuaciones matriciales diferenciales
v en diferencia.



Capitulo 3

Operadores Similares y un Calculo

Funcional para el Operador
Diferencial Lineal de Primer Orden

Sean G un espacio vectorial complejo, L : § — G un operador lineal, u(z) un polinomio
moénico de grado positivo y f un elemento dado de G. En la Seccién 2.1 encontramos el
espacio de soluciones de la ecuacién lineal

w(L)g = f, (3.1)

empleando diferencias divididas. En este capitulo se presenta un enfoque mas algebraico
y simplificado de nuestro método, tomando como base la ecuacién (2.5). Mediante éste,
se clarifica el papel de la convolucion en los métodos cldsicos operacionales y que usan
transformadas y resulta mas sencilla la construccién de un producto de convolucién ade-
cuado para un operador dado, lo cual es uno de los problemas principales en el libro
de Dimovski [3]. Asimismo, hace posible dar en forma explicita la solucién general de
cualquier ecuacién funcional que sea ”similar” a una ecuacién diferencial con coeficientes
constantes.

Nuestra motivaciéon proviene de las ideas del algebra lineal que sirven como funda-
mento de los métodos para resolver ecuaciones lineales utilizando transformadas. Para
ilustrar cémo el concepto de similaridad puede emplearse con la finalidad de obtener
un marco abstracto para nuestros resultados principales, en la Seccién 3.1 usamos una
version algebraica simplificada de la transformada de Laplace. En la Seccién 3.2 presenta-
mos la teoria general tomando como modelo los resultados de la seccién previa. También,
proporcionamos demostraciones directas de los resultados principales en el marco teérico
general, sin necesidad de hacer uso de la similaridad o propiedades particulares del espacio
vectorial de los operadores lineales.

En la seccién 3.3 usamos la similaridad para mostrar que nuestros métodos generales
pueden aplicarse a una clase grande de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
variables. En la seccién 3.4 aplicamos los métodos a ecuaciones de la forma u(L;)g = f

45
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donde Ly = a(t)D+b(t)I es un operador diferencial lineal de primer orden con coeficientes
variables, generalizando asi los resultados de la Seccién 2.3. En la Seccién 3.5 damos
varios ejemplos concretos y algunos criterios para determinar si un operador diferencial
de segundo orden con coeficientes variables dado puede escribirse en la forma u(L;). Entre
los ejemplos incluimos la llamada ecuacién diferencial lineal binomial de orden n, que
esta relacionada con los polinomios de Hermite, y una clase de ecuaciones diferenciales
que pueden resolverse mediante un calculo operacional que utiliza la transformada de
Weierstrass.

3.1 Similaridad y ecuaciones equivalentes

Sean X y Y conjuntos no vacios, T : X - Y una funcién biyectiva, f : X — X una
funcién y b un elemento dado de X. Definase S = {w € X : f(z) =b}. Sea F: YV - Y
definida por F = To foT " ysealU = {y €Y : F(y) = T(b)}. Usando solamente
propiedades bésicas de la composicién de funciones, es facil ver que S = T7HU) y
U = T(S). Por lo tanto, encontrar el conjunto solucién S es equivalente a hallar el
conjunto U. En otras palabras, resolver la ecuacién f(z) = b en el conjunto X es
equivalente a resolver F(y) = T(b) en el conjunto Y. En ciertas situaciones concretas
uno de los problemas se considera mas fécil que el otro. Por ejemplo, supéngase que
con el objeto de resolver f(z) = b aplicamos la transformada 7" produciendo la ecuacién
transformada F(y) = T(b), la cual es més facil de resolver. Entonces, de alguna manera
se determina el conjunto solucién U y finalmente el conjunto S se obtiene aplicando la
transformada inversa T~! a los elementos de U/. Este es el fundamento de los métodos
de transformadas, como la transformada de Laplace para ecuaciones diferenciales y la
transformada z para ecuaciones en diferencia. Por supuesto, tales ideas conducen a
un método general que resulte de utilidad, solamente si las operaciones necesarias para
caleular las imagenes bajo Ty T~ ! pueden hacerse en forma relativamente simple.

Usaremos una version algebraica de la transformada de Laplace para ilustrar nuestras
idleas principales. Consideremos las funciones basicas e, vy 7.4 de los espacios £ y R
definidas en (1.7) vy (1.9), respectivamente. El mapeo biyectivo T' entre las bases de &
v R, definido por Te,r = 7ok, se extiende linealmente a un isomorfismo entre espacios
vectoriales 7 : & — R.

El operador de diferenciacién usual D satisface

A€a,0, st k= Oa

Deay = {aea,k +eqk-1, sik>1 (3:2)
Definimos el operador lineal H sobre el espacio R por
_ {areo, sik=0,
Hrop = {afra,k + Tak-1, Sik>1. (33)

Se tiene que D = T-'HT. Luego, para cualquier polinomio u el operador diferencial
u(D), el cual actia sobre el espacio &, es similar al operador u{H), que actiia sobre R. Un
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calculo simple nos permite ver que Hrg, 1 (2) = zr,x(2), para k > 1y Hroo(2) = 27,0 — 1.
Esto muestra que la accién de H sobre las funciones racionales propias es la multiplicacién
por z seguida de la proyeccion sobre el espacio R. Asi que, para gen Ry k > 0, H*g(z)
es igual a la parte racional propia de la funcién racional 2*g(z). Es decir, H*g(z) es
zFg(2) reducida médulo los polinomios.

Sean w un polinomio ménico de grado positivo y f un elemento dado de €. Entonces,

resolver la ecuacién diferencial
u(D)y = f (3.4)

en el espacio £ es equivalente a encontrar funciones racionales propias g que satisfagan
la ecuacién u(H)g(z) = Tf, la cual puede escribirse en la forma

u(z)g(z) =Tf (mod P). (3.5)
Es claro que el conjunto solucién de (3.5) es
T
U:{g:—f+£:pe7>yge72}. (3.6)
uou u

El método usual de la transformada de Laplace da el conjunto de soluciones de (3.4)
en la forma S = T~!}(U). La herramienta principal para calcular las imdgenes bajo T es
la férmula de descomposicion en fracciones parciales. Una vez que se tiene un elemento g
de U representado como una combinacién lineal de funciones racionales bésicas, el aplicar
T~! consiste simplemente en sustituir cada 7, que aparece en la expresién de g por el
correspondiente polinomio exponencial bésico e, .

Note que el procedimiento descrito arriba para encontrar las soluciones de (3.4) no
requiere representar al mapeo T como una transformada integral. Una de las principales
limitaciones en la generalidad de la ecuacién (3.4) es la condicién de que la funcién f
debe ser un elemento de £. Esta limitacién serd eliminada mas adelante. Primero encon-
traremos una descripcion de la construccion del conjunto U en términos de operaciones
con funciones racionales propias bésicas y entonces usaremos la similaridad para traducir
la construccién a una que pueda hacerse enteramente en el espacio £, sin usar los mapeos
T y T7!. La equivalencia légica de las ecuaciones (3.4) y (3.5) hace posible este objetivo.

Observemos que T'f/u estd en R, puesto que T'f lo estd. Ademds p/u pertenece a R
si y solo si p es un polinomio cuyo grado es estrictamente menor que el grado de u.

Sea u(z) un polinomio de grado n + 1, como se definié en (1.13). Puesto que los
elementos del conjunto U, definido en (3.6}, son de la forma g = (T'f)/u + p/u, donde
p estd en P,, la férmula de descomposicién en fracciones parciales DFP (1.18) nos da a
p/u como una combinacién lineal de funciones racionales bésicas. El término (T'f)/u es
un producto de elementos de R y también puede expresarse como una combinacién de
funciones racionales bésicas mediante la DFP.

Tomando p = 1 en la férmula DFP obtenemos

r mj—l

_1_) = Z Z aj,k'raj,k(z), (3'7)

u(z j=0 k=0
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donde
Qy L = Lj‘m)_lA/\.l. (38)
Nétese que los coeficientes «, , dependen solamente de las raices de u(z) y sus multipli-
cidades.
Multiplicando (3.7) por «(z) v usando que
u(z)

Gyomy—1—k = (—;:W,

0<yj<r0<k<m;—1,

obtenemos la identidad polinomial

r m;~—1

> Y Galym,-i-k(2) = 1. (3.9)

3=0 k=0

Ahora podemos describir la construccion de los elementos del conjunto U en términos
de funciones racionales propias bésicas. Tenemos que f es una combinacién lineal finita de
funciones del tipo ey, ; (), puesto que f estd en £, y en consecuencia T f es una combinacion
lineal de funciones 73 ;(2). Por lo tanto cada solucién g de la ecuacién (2.4) tiene la forma

d my—1 d mj—1
= Z Z JJ»T“J Tf Z) + Z Z ﬁ],k ajk (310)
7=0 k=0 7=0 k=0

donde los coeficientes 5, son nimeros complejos arbitrarios.

Queremos pasar (3.10) a la ecuacién correspondiente para T~'g en el espacio €. En
lugar de realizar la multiplicacién en el primer término de (3.10) y luego aplicar 7!,
podemos hacer uso del producto de convolucién en £ que corresponde a la multiplicacion
en R. Dicha convolucién * se define de acuerdo con (2.11) como

k m
Cok * €hm = ZC’(a,j; b,m)eqk—; + Z C(b, j;a, k)ebm—j, (3.11)

3=0 j=0
donde los coeficientes funcionales estdn dados en (1.21). Esto claramente implica que
fxh=T"YTfTh), fiheé, (3.12)

donde la multiplicacién en el lado derecho es multiplicacion de funciones racionales.
Aliora aplicamos T7! a (3.10) para determinar las soluciones de la ecuacién (3.4) mas
facilmente. Tenemos asi el siguiente.

Teorema 3.1.1 Sea f un elemento dado de £. La solucién general de la ecuacion dife-
rencial u(D)y(t) = f(t) es

d m]'—l

y(t) = f() = halt) + D D Bixea; i (3.13)

=0 k=0
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donde
r mj—-1
hu(t) = Z Z aj,keaj,k(t),
7=0 k=0

los ok estdn definidos en (3.8), y los B;,x son numeros complejos arbitrarios.

Para calcular el lado derecho de (3.13) necesitamos solamente la representacién de
f como una combinacién lineal de polinomios exponenciales basicos, determinar los
nanieros «; x, los cuales dependen tnicamente del polinomio u y la férmula de convolucién
(3.11). Todo esto puede hacerse sin siquiera mencionar el mapeo T

Note que en el lado derecho de (3.13) el dltimo término es la solucién general de
la ecuacién homogénea u(D)y = 0 y el primer término es una solucién particular de la
ecuacién no homogénea u(D)y = f. Ademas h, = T~ (1/u).

Corolario 3.1.1 El mapeo lineal sobre el espacio € que manda f a f * h, es un inverso
por la derecha del operador u(D).

3.2 El modelo abstracto

En esta seccién usamos como modelo los resultados precedentes acerca del espacio £
de los polinomios exponenciales y obtenemos extensiones de los resultados principales
en un marco teérico muy general. Aunque el uso de la similaridad proporciona una
demostracion casi trivial de nuestros resultados, preferimos dar pruebas directas en las
que se emplean unicamente propiedades bésicas de polinomios y funciones racionales, las
cuales también son de gran utilidad para obtener generalizaciones importantes.

Sea G un espacio vectorial complejo que tiene una base {g.kx : (a,k) € C x N}.
Definimos el producto de convolucién conmutativo * sobre G como sigue. Si a # b

k m
Gak * Gom = Z C(a” .71 ba m)ga,k—j + Z C(baj) a, k)gb,m—ja (314)
j=0 j=0

donde los coeficientes funcionales estan definidos en (1.21) y

ga,k * Jam = Jal+k+m, k, m € N. (315)

Los coeficientes del producto de convolucién (3.14) satisfacen las relaciones que se
dan en los siguientes dos lemas.

Lema 3.2.1 Sean a y b numeros complejos y j en N tal que 7 > 1. Entonces
(i) bC(b,0;a,0) = 1 + aC(b,0;a,0).
(i) bC(b,5;a,0) + C(b, 7 — 1;a,0) = aC(b, j;a,0).
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Demostracion.
(i) De (1.21) tenemos que
b
bO(b,0;,0) = —— =1+ 2

—-a b—a

=1+ aC(b,0;a,0)

(11) Nuevamente, de (1.21) se tiene que
(=1 =1y
(b—a) 5 " (b—ay
(-1)7"Y(~b+b—a)
(b— )+
(-=1)a
= aC(b,j;a,0).

bc’(ba.]) CL,O) + C(b)j - lvaao)

Lema 3.2.2 Seana,b enC y 5,k en N con j, k > 1. Entonces
(1) bC(b,0;a,k) = C(b,0;a,k = 1) +aC(b,0;a, k).
(i) bC(b, jya, k) + C(b,j — Lya, k) = aC(b, j;a, k) + C(b, j;a,k — 1).
Demostracion.
(i) Para k > 1, de (1.21) se sigue que
b
bC(b, 0, a, k) = m

a
(b— q)l+-1) + (b— a)l+*
= C(b,0;a,k — 1)+ aC(b,0;a,k)

(ii)Usando (1.21) junto con una identidad binomial bien conocida, resulta
bC(b, jia, k) + C(b,j — L a,k) =

(1) (j + k) b(b—a) t7I7F 4 (1)} (j k- 1)(1) — o)k

J J-1
_ (_1)j<j;gk)b(bwa);l_j_k+(_I)H K]jk) ~ (Hjj—ﬂ R
= (=1y! (j ‘; ") (b—a) b+ b—a)+ (~1) (7' - ’j - 1)(1; _q)k
= a(-1) (j Jj” k) (b—a) 7% + (—1) (j * ;; B 1)(13 — )7t

= aC(b j;a,k)+C(b,j;a,k —1).
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El mapeo lineal L : G — G se define por

[ ageo; si k=0,
Lga,k N {aga,k + Gak-1, 51 k 2 1. (316)
Para cualquier a en C es obvio que
0, si k=0,
L-abas={y | ka1 (3.17)
y en consecuencia
(L —al)"" ™ gar =0, m > k. (3.18)

Lema 3.2.3 Sean a,b en C y k en N dados. Entonces, para cualquier m en N se cumple
que

(L—al)"goe =3 (’;‘) (b= a)™ gor_y. (3.10)

7=0

donde s = min{m, k}.

Demostracion.

Haremos la demostracién por induccién sobre m. Para m = 0 la ecuacién (3.19)
claramente es valida, ya que se reduce a la igualdad trivial gpx = gb«-

Supongamos que (3.19) se cumple para todo entero m > 1. Entonces

(L - a[)m“gb,k = (L - a])(L - a])mgb,k

= (L—al) Xs: (T) (b—a)™ go—j>

§=0

donde s = min{m, k}.
Hay dos casos que considerar. Sim < k, entonces s = m y aplicando (3. 16) obtenemoq

(L — al)" g = —al) Z( > I Gy ke—;

§

—~
<

—~a)" (b - a)gpk-; + Gok—j-1]

<
il
o
.

I
.Ms
T
3

m+l—j — (m m-—j
— Q)™ g+ Z (j > (b—a)™ gy p_isn)

3=0

—~
o

M 10z

[}
AN
QE

m+1—j3 sy m m+l—j
—a) gbk—]+z i-1 (b—a) bk~

I
—~ %
<ol
|
=
\/

gbk

m
) + <j— 1)} (b—a)™ 1 gy + Gokom-1

3

. mg
P \/\/v
=

<
i
—
Y

+
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il

(b~ a) “gmz( ] )(b—a) Hogy e gkt
j=1

m+1 m + 1 _
= > ( ‘ )(b —a)™ gk,
=0 J

Por otra parte, si & < m entonces s = k y otra vez de (3.16) se sigue que
k (m,
(L - al )" g = (L- a])z (j.)(b* a)" I gy ~3
=0

) m
= Z ( ) b — CI [(b - a)gb,k“j + gb,k—j_1] -+ (k> (b a)m degb’o
k

m

= (b-a)" Mg+ Km) + <m ” (b~ a)" " gy

j=1 7 J—1

k
m+ 1
= (b—a)™gex + ) ( : )(b — )" g

Luego, si 8 = min{k,m + 1}, tenemos que
Y 1

' +1
(L~—aI) gbk—Z(m, )(b—a>m+l ngk YK

=0\ J

lo cual muestra que (3.19) sigue siendo vélida para m + 1.
Por lo tanto del principio de induccién matemadtica y lo anterior concluimos que la
ecuacién (3.19) se cumple para todo m en N. =

Note que para a # b, (3.19) implica que

(L—al)"gox # 0, m, k € N. (3.20)

Proposicién 3.2.1 Seana y b nimeros complejos y sean k ym dos enteros no negativos.
Entonces
L(ga.k‘ * gb,m) = (Lga,k) * Gbon + gb,m®ga,ka (321)

donde ® es el funcional lineal definido sobre G como DGk = Ook-
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Demostracidn. Veamos primero el caso en que k£ = 0. De (3.14) y (3.16) se sigue que

L(ga,O * gb,m) -

C(a,0;b,m)Lgao + > _ C(b,j;a,0)Lgsm-—;

7=0

m—1

aC(a,0;b,m)gap + 3 C(b,7;a,0)(bGbm—j + Gom—j1)

3=0
+bC (b, m; a,0)gso
m~—1
C(aObmgao+Zbe] a,0)gom—; + >_ C(b,7;a,0)gsm-j-1
j=0 7=0

aCla,0;b,m) gao+2 [bC(b, 5;a,0) + C(b, j — 1;a,0)]gsm-;

7=1

+bC(b,0; a,0)gbm,

y empleando el Lema 3.2.1 en la dltima igualdad, resulta

L(ga,O * gb,m)

aC(a,0;b,m)gao + Y_ aC(b, 5;a,0)gsim—; + [1 + aC(b,0;a, 0)]gs.m

7=1

aC(a,0;6,m)gap + Y_aC(b,5;a,0)gsm—; + Goym
7=0

aga,O * gb,m + gb,m

(Lga,()) * gbm + gb,m-

Con esto concluye la demostracién para este caso. Sea ahora k > 1. De (3.14) y

(3.16) tenemos

L(ga,k * gb,m)

k m
Z C(CL, ]7 ba m>Lga,k‘—j + Z C<b) ]) a, k)Lgb,m—j

-1

>

C(a, 7;b,m)(agak—; + Gak—j—1] +aCla, k;b,m)gao

.
3 ]
[

C(b,7;a,k)[bgsm-j + Gom-j—1] + bC(b,m;a, k)gso

1l
S

k—1
aC(aaj; b? m)ga,k—-j + Z C(a‘ij b7m)ga,k-1*j
0 j=0

m—1

+ be]CLk)Qbm~J+ZCb]ak)gbm1]
—o =0
k k-1
Zac(a]bmgak—] Z a]bmgak 1—j

]=0 :

M=

A
I
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me mn

-+ Z bC'(h, jia, k)Gym-; + Z C(b,j— Lia,k}gom—;
3=0 y=1
k k-1
- Z CLC((I,, ] bv T”}F]a,k‘~-] + Z CY(\ar ]a b: 7n)ch,RAl—j
5=0 j=0
ZbC(b] a,k)+C,j—1;0,k)gpm-; + bC(b,0;a,k)gsm-
J=1

Aplicando el Lema 3.2.2 en el lado derecho de la igualdad anterior obtenemos

k k-1
L(.ga,k * gb,m> Z GC(CL, j: bu Yn)ga,/f,‘j + Z Cv(aw 7~ b-, nL)g(L,k—-le
4=0 7=0

+3 [aC(b,jia k) + Cb, 550,k = 1)|gbm—;
7=1

+{C(b,0;a,k — 1) +aC(b,0;a, k)] gs.m

k ™m
= > aC(a,j;b,m)gap—; + Y_aC(b,5;a, k)Gom-;
=0 3=0
k-1 m
+ C(Cl,j; b& WZ)ga,k—l~j + Z C(b7]1a* k— 1)gb,m~j
3=0 7=0

= Qgak * Jbm -+ Gak—1 * Qb
= {aga,k + !]a,,k—l} * Obom
- (Lga,k> * gb,‘n‘n

con 1o cual se completa la demostracion. |
Extendiendo por linealidad la propiedad (3.21) encontramos que
L{g« f)={(Lg)* f+fbg.  f.geg. (3.22)
Lema 3.2.4 Seana enC, k en N y f un elemento cualquiera de G. Entonces
(L—al)'" ™ (gan* f) = f (3.23)

Demostracion. Procederemos por induccion sobre k. Para & = 0. usando (3.21),
tenemnos que

(L ~al)(gao* f) = L(gap*f)— agao* f
= (Lgao) * [+ [ —agao*f
= agao* [+ f—~ageo* [
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Luego, la ecuacién (3.23) se satisface cuando £ = 0. Supéngase por induccién que
(3.23) es valida para cualquier £ > 1. Entonces empleando nuevamente (3.21) junto con
(3.16) obtenemos

(L —al) ! (gaps1 * f)

(L= al)*(L = al)(gak+1 * f)

(L - a[)k[L(ga k1 * f) = aGaks1 * f]

= (L —al)*[(Lgajs1) * [ — Qgaps1 * f]
(L—a[)k[agakH*f—|~gak*f—agak+1*f]
(L —al)*gar f

= f

La ultima igualdad se sigue de la hipétesis de induccién. n

Sea u(z) un polinomio ménico de grado positivo como en (1.13). Entonces, de acuerdo
con (3.7), la descomposicién en fracciones parciales para 1/u es

Definimos la funcién A, en G como

d
Z Z 5 k Gay k- (3.24)

Transportando por similaridad el Teorema 3.1.1 al presente marco obtenemos.

Teorema 3.2.1 Sea f un elemento dado de G y sea u un polinomio igual que antes.
Entonces, la solucion general de la ecuacion u(L)g = f es

d mj——l

g=hux F+Y > BixGa;k (3.25)

7=0 k=0
donde h, estd definida en (3.24) y los coeficientes B son nidmeros complejos arbitrarios.

Demostracion: La definicién (1.14) de los polinomios g;x nos conduce a la igualdad

u(2) = qm;-1-k(2)(2 = a;)t* 0<;j<d 0<k<m;—1,

y entonces tenemos las factorizaciones
U(L) = gjm;—1-+ (L)L —a; )'*, 0<j<d 0<k<m;—1 (3.26)
Luego, de (3.18) resulta

UW(L)gayk =0, 0<j<d, 0<k<m;—1, (3.27)



H6 CAPITULO 3. OPERADORES SIMILARES Y UN CALCULO FUNCIONAL

v por 13.23)
yIbk oy \ .
(L a5 sox ) = f

Notemos que (3.20) v (3.27) mnplican que {g, » U< 7 <d. § <k <m; —1} es una
{ S 1 Yu, A 7

base del kernel de u(L). Por lo tanto, para (mﬂquim g dada por {3.25) se tiene que
w(L)yg = u(L)(A, * f) v en consecuencia

o 1
')/(j,)://') e /‘\V B \ﬁ Z (¥ ;;71(’[,\}{ 0, x )
R A VL VAR Y Y IR VA zL,‘_}»J A
Jy.;r” is:U
,{ m, -1
e Y N l—f}x / I
= Z tljon, 1 d AL L = a L) T (o, ke ¥ )
7 *‘) 1 :()
d Ty
— Z‘ Y ‘“h(;{jm‘—] ([J)j
Jw k=0
]f
Eu la tltima igualdad hemos usado la identidad polinomial (3.9). [

Supongase aliora que la convolucion * puede extenderse a un mapeo bilineal conmu-
tativo * de G x K a &, donde K es un espacio vectorial complejo que contiene a G. Vemos
que (3.22) nos permite extender la definicion del operador L al conjunto de elementos
de la forma g+ f. congen G v f en K. De la demostracién del teorema es claro que ¢l
cdleulo que conduce a la ecuacion u(L)(h” x f} = f no requiere la aplicacion de L a f. Si
g es un elemento de G ral que @g = 0 v festd en K entonces L™ {(g= f} = (L"g) « f v asi

w{l)g* f)=(w(Ll)g)* [, w e P.

Bajo el isomorfismo natural entre los espacios G y 'R. que manda g, a 7, %, el funcional
& definido sobre G coincide con el funcional ¢ definido sobre R en la Seccidén 1.2. Luego,
de la Proposicidn 1.2.1, para cualquier polinomio 1 cuyo grado sea mayor o igual que dos
tenemos que ¢(1/u) = 0 vy en consecuencia ®h, = 0. Puesto que L(gao* f) = agaox [+ f
os claro que L*(gao * f) esta definido si y sdlo si Lf se define. Estas observaciones con
relacion a las extensiones de * muestran que podemos generalizar el Teorema 3.2.1 v

obtener el siguiente.
Corolario 3.2.1 Sea f un elemento dado de Ky sca u como antes. Entonces la solucion
general de la ecuacion u(L)g = [ es
o ry e
. — T o
g=hux ) D Buda s (3.28)
JoU k=0
donde hy, es la funcion defimida en (3.24) y los 3, son numeros arbitrarios.

Note que ¢l elemento i, es una suerte de "Funcion de Green” para el operador u{L).
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Los ejemplos dados en las Secciones 2.2 y 2.3 ilustran como la convolucién puede
extenderse a un espacio més grande.

El enfoque que acabamos de presentar de nuestro método, puede resumirse como
sigue. Empezamos con un espacio vectorial G que tiene una base {g,x} vy entonces
definimos en (3.16) el operador L en términos de su accién sobre la base. Este enfoque
es mas algebraico que el que se da en la Seccién 2.1. En dicha seccién iniciamos con un
operador lineel L que actia sobre cierto espacio de funciones de una variable t y entonces
construimos el espacio G y la base {g,x} para la cual (3.16) se cumple. La manera comno
esto se hizo fue encontrando primero una funcién G(z,t) de dos variables, definida sobre
algin dominio apropiado, que satisface

LG(z,t) = 2G(2,1), (3.29)

donde L actia con respecto a t, considerando z como un parametro. Luego, definimos
lag funciones

Gak(t) = Tk, G(2,1)), (a,k) € C x N, (3.30)

donde el funcional de Taylor actia con respecto a z. Estas satisfacen la condicién (3.16),
como se muestra en (2.5), y generan al espacio vectorial G.

Uno de estos enfoques o ambos, segin sea mds conveniente, pueden emplearse para
resolver una ecuacién funcional lineal dada.

3.3 Operadores similares y convoluciones

Usando el espacio de los polinomios exponenciales y el concepto de similaridad podemos
construir muchos otros ejemplos interesantes. Supéngase que A : H — & es un isomor-
fismo lineal de un espacio H de funciones definidas en algin subconjunto de R, sobre el
espacio £ de los polinomios exponenciales. Luego, el operador L = A™'DA manda H en
H y las funciones . ; = A‘leaJC forman una base de H. Denotemos por © la convolucién
sobre H. Entonces tenemos que

ho f =AY ARk« Af), h,f €H, (3.31)

donde * denota la convolucién sobre €. Ver [3]. Note que para cada operador apropiado
A, la ecuacién (3.31) también proporciona una representacién integral para ©@. Es claro
de las definiciones que

L(h® f)=(Lh)® f+ f®h,  h feEH, (3.32)

donde la funcional @ se define sobre H por ®h = P(Ah) = (Ah)(0), puesto que la
funcional ® sobre £ es evaluacién en cero (véase el Lema 2.2.1). Usaremos el mismo
simbolo ¢ para denotar la funcional correspondiente sobre cualquier espacio isomorfo a

£.
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A continuacién consideramos una clase importante de ejemplos relacionados con la
idea de cambio de variables en ecuaciones diferenciales. Sea ((t) una funcién definida
en un intervalo J = (¢, d) que contiene al cero y tal que su inversa bajo la composicion,
denotada por [3(t), existe. Sea a(t) una funcién definida sobre J con la propiedad de que
a(t) # 0 para todo t en J. Denotemos por Sg el operador de substitucién de ¢ por G(¢).
y por M, el operador de multiplicacién por a(t). Entonces el operador L definido como

L= M;'S5DSsM., (3.33)

es similar al operador diferencial D. En este caso la base para el espacio H es el conjunto
de funciones N
L g

_ -1l¢, — %
Rog = M7 Szeqn = O exp (a,@(t)> . (3.34)
De (3.31) vemos que la convolucién © asociada con el operador L es

FOh=MSs{(SpMaf) * (SsMah)},

donde * es la convolucion de Duhamel. Por lo tanto
(R = a%;) [, a8 = ) £(8(3() - Bu)) a@h)F w)dy. (3.35)

Esta representacion integral puede usarse para definir la convolucién © de funciones en
un espacio mas grande que M, de manera parecida a como se hizo en las Secciones 2.2 y
2.3

Usando algunas propiedades bésicas de la convolucién de Duhamel es facil ver que ©
es una operacion conmutativa y que satisface la siguiente propiedad.

Proposiciéon 3.3.1 Sean o y § como antes, f una funcion seccionalmente continua en
el intervalo J = (¢, d) y sea h una funcidn continuamente diferenciable sobre J. Entonces

L{f @ h)(t) = f(t) © Lh(t) + [(t)h(Bo)(Bo), (3.36)
donde By = (3(0).
Demostracion. Usando (2.36) resulta
L(fORr)t) = LMI'Sz{(SaMaf)* (SaMah)}
= M;'S;D{(SsMaf) * (SsMah)}
MT'Ss{(SsMuf) * (DSsMah) + aBo)h(Bo) SsMa f (1)}
= MJ'S5{(SpMaf) * (SsMaLh)} + f(2)h(G0)(Bo)
= f(t) © Lh(t) + f(t)h{Bo)(Bo).
B
Observemos que podemos aplicar el Corolario 3.2.1 para encontrar las soluciones de

ecuaciones de la forma u(L)g = f, donde L es un operador dado por (3.33) y f es como
en la Proposicion 3.3.1.
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3.4 Operador diferencial lineal general de primer or-
den

En esta seccién consideramos algunas propiedades elementales del operador diferencial
lineal general de primer orden L;, definido por

Li=a(t)D +b()], (3.37)

donde a(t) y b(t) son funciones continuas en un intervalo J = (¢,d) y a(t) # 0 para t en
J. Un cédlculo simple nos conduce a la siguiente proposicién.

Proposicién 3.4.1 Sean r(t) y s(t) funciones diferenciables definidas sobre J tales gque
r'(t) = —= s'(t) = L (3.38)
i a(t) * : J

Entonces Ly es el operador adjunto de la multiplicacion por z de la funcién generadora
G(z,t) = exp(zs(t) — r(t)), es decir

L\G(2,t) = 2G(z,1). (3.39)

De la funcién generadora G(z,t) obtenemos las funciones

Gak(t) = (Tuk, G(2,t)) = e‘r(‘)(—s—(l—:—')—z—,ie“(t), (a,k) € C x N. (3.40)

Estas funciones generan un espacio vectorial G, otra realizacidon concreta de B, y satisfacen

aGa.0, si k=20,

a9ak + Gak-1, Stk =>1. (3.41)

nga,k - {
Por lo tanto podemos aplicar el Teorema 3.2.1 para resolver ecuaciones de la forma
u(L1)g = f, para f en G. Mostraremos en seguida que L; es similar al operador diferencial
D.
Si L es un operador similar a D dado por (3.33) entonces realizando las operaciones
indicadas por cada uno de los operadores que aparecen en esta ecuacién llegamos a
a'(t)

Ly(t) = B'(B()y' (1) + 5’(5(t))my(t),

es decir
o)

1
50" awrm

De esta expresién y (3.37), obtenemos inmediatamente la siguiente proposicién.
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Proposicién 3.4.2 Sea L, el operador diferencial definido por (3.37) y sean r(t) y s(t)
funciones que satisfacen (3.38). Supdngase que s(t) tiene una funcidn inversa bajo la
composicion, la cual denotamos por §(t). Entonces Ly puede escribirse como

Ly = M;'S5DSsM,,
donde B3(t) = 3(t) y aft) = "W).
Por lo tanto el operador L, es similar a D.

Corolario 3.4.1 Si s(ty) = 0 para algin to en J, entonces la convolucidn © para el
operador Ly es

t

(fOR)E) =0 / exp{r(3(s(t) = s(y))) }f (3(s(t) ~ (1)) Vh(y)s'(y)dy (3.42)

to

Ly(f @ h)(t) = f(t) © Lih(t) + f(t)h(to)e™™ (3.43)

para h en G y una funcion f apropiada.

3.5 Ejemplos

Sea ul(z) = z°+byz+ by un polinomio ménico de grado dos y sea Ly el operador diferencial
definido en (3.37). Entonces

w(Ly) = a*(t)D? + a(t){a'(t) + 2b(t) + b1} D + {b*(t) + a(t)b'(t) + bib(t) + b2} 1. (3.44)

Usando esta ecuacidn caracterizamos dos tipos de ecuaciones diferenciales que pueden
resolverse usando el método descrito en las secciones anteriores.

Proposicién 3.5.1 La ecuacion diferential
y"(t) + p(t)y'(t) + a(t)y(t) =0, (3.45)

puede escribirse en la forma u(L) = 0, donde u(z) = z* + bz + by, L = D +b(t) y
b(t) = (p(t) — by)/2, si y solo si

P2t + 20/ (1) — 4q(t) = b — 4bs.

Demostracion. Sea L el operador diferencial definido por L = D + b(t). Empleando
la ccuacion (3.44) vemos que

w(L) = D? 4+ {2b(t) + by } D + {8°(t) + V'(¢) + bib(t) + o} . (3.46)
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Si hacemos b(t) = (p(t) — b1)/2, entonces el coeficiente de I en el lado derecho de la
igualdad anterior se reduce a

BR(t) + b (t) + bib(t) + by = [1r>(t)4—1n]2 N p’ét) b

= in?(t) +2p/(t) — b2 + 4by).

+ by

[p(t) = b]
2

Luego, comparando (3.45) y (3.46), se concluye que la ecuacién (3.45) puede escribirse
en la forma u(L) = 0 si y sélo si se satisface la condicién

() = 3(0) + 20(0) — b} + ),

o bien
PP(t) +2p'(t) — 4q(t) = b7 — 4by.

Proposicién 3.5.2 Sean L = a(t)D y u(z) = 22 + d1z + d% un polinomio mdnico de
grado dos con dy # 0. Una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion

Y () + F(0)y(6) + g*(t)y(t) = 0, (3.47)

pueda expresarse como u(L) =0 es

En tal caso a(t) = dy/g(t).
Demostracion. Sea L = a(t)D. De (3.44) tenemos que
u(L) = a*(t)D?* + a(t)[a’(t) + d1] D + da1,
de modo que la ecuacién diferencial u(L)y = 0 es equivalente a

a'(t) +d1 / d%
oty Y T

Y+ = 0. (3.48)

Hagamos a(t) = dy/g(t), entonces

(Zl(t) -+ d1 - d1g2(t) d dgg'(t)
a(t) dag(t)
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En consecuencia, las ecuaciones (3.47) (3.48) son iguales si y sélo si se cumple que

_ dig*(t) — dag'(t)

f(t)

dyg(t)
0 sea )
fglt) +g'(t) _dy
92(1) da
|
EJEMPLO 1. Sean a, 4 en € y consideremos la ecuacién diferencial
v+ (20t + By + at(at + By =0, —oc <t < 0. (3.49)

En este caso p(t) = 2ot + 3, ¢(t) = at(at + 3), v
PAt) + 20/ () — 4q(t) = 4o + B2

Por lo tanto es posible aplicar la Proposicién 3.5.1 para resolver la ecuacién. Los valores
de by y by pueden seleccionarse de varias maneras a fin de satisfacer la condicién b2 —4b, =
4o+ 3% Sean by = 0, by = —(a+ B%/4), u(z) = 2 — (a+ F/4) y L = D + (at + g)
Entonces la ecuacion (3.49) toma la forma u(L)y = 0. Por lo tanto su solucién general
estd dada por

B\2

y(t) = Ch exp{aot - é—(at + 5) } + Cy exp{alt — é(at + 2)2}’

donde aq, a; son las raices del polinomio u(z) y C;, Cy son nimeros complejos arbitrarios.
FJEMPLO 2. Para la ecuacion diferencial

ty' (- Ly + Py =0,  0<t<oo, (3.50)
si denotamos f(t) = (t* — 1)/t y g(t) = t, entonces

f(t)g(t) +g'(2)
9*(t)

Esto significa que la hipdtesis de la Proposicién 3.5.2 se satisface. Escogemos d; y dy tales
que d;/dy = 1, por ejemplo d; = dy = 2. Luego, la ecuacién diferencial puede escribirse
como u(L)y = 0, con L = (1/t)D y u(z) = 2% + 2z + 4. Por lo tanto la solucién general
de (3.50) es

= 1.

#2 42
y(t) = C4 exp(ao—Q—) + Ch GXP(Gi'{z—):

donde a9 = —1 — V3iap = —1 + V31 y Ch,Cy son cualesquier nluneros complejos.
Consideremnos ahora la ecuacién no homogénea

(t -

’ 1 ; .
Yy + ——t—~—2y’ + 2y = 12 t > 0. (3.51)
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Para el operador L = (1/t)D una representacién integral de la convolucién correspon-

diente es ,
F(,/t2 —~ y2)h(y)ydy. (3.52)

Ya que u(z) = 22 + 2z + 4, operaciones algebraicas sencillas dan como resultado
- @142y _ 9042
hu(t) = u{exp (—2—t ) exp ( 5 t )},

donde = —(/3/6)i. Sea F(t) = t?, la funcién en el lado derecho de (3.51). Entonces
una solucién particular de (3.51) es

(hx F)(t) = |

0

(he * F)(t) = M/Ot(t?' — y*){exp (%tg) — exp (%QtQ)}yd'y.

Usando integracion por partes obtenemos

_ 1o Ky oo ai 2 2 o 2
(hy x F)(t) = Z(t -1)+ g{ 5 exp (——2—t ) — aj exp (Et )}
De manera similar podemos resolver las siguientes ecuaciones diferenciales
y// + ty/ + e—tzy = 0
3
y" + (tant)y’ + (Z sec’tly = 0
1 1
" /
Sy - —y = 0
v+ ty 4t211
1
y" + (cost)y’ — Zsent(sent +2)y = 0.

EJjeMPLO 3. Consideremos ahora una clase de ecuaciones diferenciales lineales facilmente
reconocibles. Para (¢,n) en C x N | la ecuacién

> <Z> (ct)* D"y =0 (3.53)
k=0

se llama la ecuacién diferencial lineal binomial de orden n. Esta ecuacién ha sido
estudiada por varios autores. Ver {30, 32, 33].

Denotemos por H,(z) a los polinomios de Hermite usuales y por He,(z;¢) a los
polinomios de Chebyshev-Hermite, que se definen como

[n/2) n | /2 1k
t(2) = 3 (0 (5) G = 3 o e

kg (n) (2k)! <C>k =2k _ A nl(=o)f . _u

K\2 T Rm -2kl
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respectivamente. Es facil ver que estas familias de polinomios se relacionan de la siguiente

nanera
Hen(ze) = (S 1, (2
enlzc) = | = nl —==1. 3.54
<2) (\/QC) (3:54)

Los polinomios H,(z) satisfacen la relacién de recurrencia
H, i (2) =22H,(2) ~ 2nH, _1(z) n>1,

a partir de la cual, junto con (3.54), se sigue que

o (r1)/2 Z
Hepii(z0) = (5) Hpi (—\/—2—2)
e\ (/2T 9y z z
= | = —H, | —= ] - 2nH, | —
& [ () - ()]
o\ /2 5 o (n-1)/2 5
= Zz <§> Hn (—5(;) — nc ('2—) Hn—l E) .

Es decir, los polinomios He,(z;¢) cumplen la relacién de recurrencia
Hepi1(z;¢) = zHe,(2;¢) — ncHen 1(2;¢) n> 1. (3.55)

Probaremos una identidad que generaliza algunas identidades de operadores dadas
por Klamkin [32] v Chatterjea [30].

Lema 3.5.1 Sean ¢ en C, n en N y He,(z;¢c) el polinomio de Chebyshev-Hermite de
grado n. Entonces

He (D +ctlic) =Y (:) (ct)* D"k, (3.56)

k=0

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre n. La identidad (3.56)
claramente se cumple para n = 0, ya que en este caso se reduce a [ = .

Supéngase que (3.56) es valida para todo entero n mayor o igual que uno. Usando la
relacion de recurrencia (3.55) v la hipdtesis de induccién resulta

He,o (D +ctl;c) = (D4 ctl)He (D + ctl;c) —ncHe, (D + ctl;c)

T

- (D+ctl)z<z>( kprh ncZ( )( 4)F etk

k=0

_ D;L-,Ll + - <”) [(Ct)kl_])”%—lgk + /tCCkka]D”"k:}

n -1 _
+ Z) (Ct)k+lDrL—k - ne Z (n L 1) (Ct)an-»]—k

k=0
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= i <:> (ct)kD™H=* 4 Z <k> (ct)+1pn=k

k=0 k=0

n n—1 —_
+> ( >Acktk Lpn-* —ncy. (n i 1) (ct)* D1k
k=0

k=1

n Ct Dn+1 k + ,gjl n (ct)an—H—k
k k-1
n 1

+ (n> ket 1Dk — e Z (n h )(ct)k_lD”_k
1 k=1 k=1

k=

= D"l4 k; K:) + (k ﬁ 1)} (ct)F DR g (et)

I n n—1
k _ ktk—-an~k
2 ) -G

= 1
= D4+ (n N )(ct)kD"“‘k + (et)™T

Il
ANgE

k=0

=i\ k
n+1 1
— Z(”* >(ct)kD”+1“k.
k=0 k

En la pemiltima igualdad hemos usado una identidad binomial y el hecho de que

k(:) N ”(:: i) T (n fT:)!k! " -T-l(JZL)IZkl-)-' i =0

La identidad (3.56) implica que el operador diferencial de (3.53) es un polinomio en
el operator Ly = D + ctl. Aplicando la Proposicién 3.4.1 encontramos que la funcién
generadora para L; es

G(z,t,c) = exp(zt — gt2>.

Como ademas las raices p, o, - - ., itn, del polinomio de Chebyshev-Hermite son distintas,
se concluye que las funciones

9k(t) = (T, 0,G(2,t,¢)) = G, t, ¢), k=12 ...,n,
constituyen un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial binomial

(3.53).
Notemos que cualquier identitidad del tipo

w(a(t)D + b(t)]) = Z fe(t) D7 *, (3.57)
k=0
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donde w es un polinomio y a, by fi. son funciones de ¢, nos permiten resolver ecuaciones
diferenciales de la forma u(L)y = 0, donde L es el operador en el lado derecho de la
ecuacion (3.57) y u es un polinomio. Varias identidades de esta clase han sido obtenidas
en [31] y [34].

EJEMPLO 4. Hagamos a(t) = —2 y b(t) =t en (3.37) y sea L, el operador definido por

L, = —=2D; +t1, el cual estd relacionado con la transformada de Weierstrass. Ver [28].
En este caso, de las ecuaciones (3.38) tenemos
t 1
r'(t) = ~3 s'(t) = 5
v entonces
t2
r(t) = ——,  s(t)=—=
(t) =~ (t)

Luego, de la Proposicién 3.4.1 se sigue que L; es el operador adjunto de la multipli-
cacion por z para la funcién generadora

- 2zt t?
G(z,t) = exp (—2— + Z) ,
v por consiguiente también lo es de cualquier funcién de la forma h(z)é'(z, t), donde h es
una funcion que depende tnicamente de 2. En particular, tomemos la funcién generadora
Gz, t) = e */1G(z,t) = ezt
cuyo reciproco es precisamente el kernel de la transformada integral de Weierstrass.

Usando el Corolario 3.4.1 y los cédlculos anteriores vemos que una representacion
integral de la convolucién es

‘ A el’4 gt vt =)t
(f*h)(t) = —5 exp {—LL(-M““} J{t~y)h{y)dy.

Sean u un polinomio de grado n 4+ 1 como antes y f una funcién seccionalmente
continua en un intervalo cualquiera que no contenga al cero. Usando nuestros resultados
encontramos directamente que la solucién general de la ecuacién

u(t —2D)g(t) = f(t),  t>0,

puede expresarse en la forma

g(t) = (ha = F)(E) + <ﬂf_) 6(371')2/4> . DpEP,
u(z)

o blen o
g(t) = (hyx f)(t Zz B kGas k

donde .
Gak = <Ta,k‘> 6(37” /4> y

h,, esta dada por (3.24) y los coeficientes /3, x son niuneros complejos arbitrarios.



Capitulo 4

Diferencias Divididas Fraccionales

En este capitulo extendemos nuestra teoria introduciendo diferencias divididas de orden
fraccional y polinomios exponenciales generalizados.

En la Seccién 4.1 usamos una integral de contorno de Hankel que representa al
reciproco de la funcién Gamma para definir diferencias divididas generalizadas, un ope-
rador de diferenciacién fraccional L, relacionado con el operador de Weyl y una familia
de funciones que forman una base de un espacio vectorial £ de polinomios exponenciales
generalizados.

Empleando el Teorema 3.2.1 encontramos una férmula explicita para la solucién ge-
neral de ecuaciones de la forma u(L,)g = f, donde u es un polinomio y f es un elemento
dado de €.

En la Seccién 4.2 describimos las relaciones de nuestros polinomios exponenciales
generalizados con las funciones de Mittag-Lefller biparamétricas y mostramos que nuestro
operador L, coincide con el operador de derivada fraccional usual de Riemann-Liouville
D,, sobre cierto subespacio de £. También aplicamos nuestro método (Seccién 4.1) al
resolver un problema de Cauchy con valores er la frontera para D,, que fue estudiado
por Luchko y Srivastava [39, 40] usando un célculo operacional tipo Mikusinski.

En la Seccién 4.3 encontramos soluciones de la ecuacién diferencial de Laplace usan-
do nuestros resultados y como casos particulares de ésta, resolvemos las ecuaciones de
Bessel, Laguerre e Hipergeométrica Confluente. Dichas ecuaciones fueron resueltas con
un método operacional tipo Mikusinski por Yosida [37].

4.1 Diferencias Divididas Fraccionales y Polinomios
Exponenciales Generalizados

En esta seccién generalizaremos (1.43) y definiremos un nuevo espacio de funciones £
como una extensién del espacio £ de los cuasi-polinomios. Después de esto daremos una

clase de ecuaciones funcionales cuyas soluciones son precisamente los elementos de £.
Hermann Hankel demostré que el reciproco de la funcién Gamma puede representarse

67
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>
g
Figura 4.1: Trayectoria de Hankel C.
mediante la siguiente integral de contorno (ver [48] p. 234 y [35] p. 324)
1 e*
— = [ —dz, bec. 4.1
') Jezb (41)
Aqui, cortamos el plano complejo z a lo largo del eje real negativo y definimos
Z*b - e—blogz

tomando la parte imaginaria de log z entre —7 y 7. El contorno de integracién C sigue
el borde inferior del corte desde —o0 a —¢, con € > 0, va alrededor de la circunferencia
|z = € en el sentido positivo y finalmente sigue el borde superior del corte desde —e hasta
—oo (figura 4.1).

La integral no depende del valor de € y para cualquier ¢ tal que § < 6 < 7, C se
puede reemplazar por el circuito C(8) que consta del rayo rectilineo arg z = -0, |z] > e,
del arco de la circunferencia |z] = € que se define por la condicién |arg z| < 8 y del rayo
rectilineo arg z = 6, |2| > €, que es simétrico al primero respecto del eje real (figura 4.2).
La curva C en (4.1) corresponde al caso limite cuando f tiende a 7. Llamaremos a una
curva de esta clase una trayectoria de Hankel alrededor del origen.
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v

Figura 4.2: Trayectoria de Hankel C(6).

Sean a,t en C y € > 0 dados. Denotemos por § a la curva que consta del rayo que
pasa por a, definido por argz = m — argt, |z — a| > ¢, recorrido en direccién hacia a,
de la circunferencia |z — a| = € orientada positivamente y otra vez del mismo rayo pero
orientado en sentido opuesto (figura 4.3). Es decir, 3 se obtiene de trasladar y rotar una
trayectoria de Hankel.

Consideremos la integral

zt

1 e
It,b:——_/————a’, bec. 4.2
(£,5) 2711 Jg (z — a)l+b : < (42)
Sea ¢(z) = t(z — a). Haciendo el cambio de variable w = ¢(z) y empleando (4.1) en la
igualdad anterior, resulta

2fbeat et(z—a)

Itb) = == /
(t,5) 271 Jp [t(z — a)]”btdz
tbeat ep(z)

= ot e O
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Figura 4.3: Trayectoria de Hankel rotada y trasladada.

fb(;]at ew
= - ——dw.
2 /@o,@ with

Es claro que en la integral (4.2) también podria emplearse una curva como la de la
figura 4.2, centrada en a y girada. En el caso en que ¢ es un nimero real positivo no hay

rotacion.
De esta forma encontramos que

]‘ zt\ t,LL at €C (4 3)

—— " ) = — ", a, : :
(z—a)t*+n’ ) T(Q+up) s

tomando el contorno de integracién como una trayectoria de Hankel alrededor de a y

rotada. Note que (4.3) es una extensién de (1.43).
Por otra parte, del Teorema del Residuo podemos escribir la ecuacion (1.34) en la

forma <B f> _ %/ﬁ%da peP, (4.4)

u



4.1. DIFERENCIAS FRACCIONALES Y POLINOMIOS EXPONENCIALES 71

donde f es una funcién definida en las raices de u, v es una curva cerrada simple,
rectificable y orientada positivamente (scroc, ver [48] p. 172, 241) la cual encierra a
las raices de u, que son ag,ay,...,a, Asi que si f es una funcién analitica sobre un
conjunto U C C, h es una funcién analitica sobre U excepto por singularidades aisladas
20,21,---,2, ¥ 7y €s una scroc en U tal que zp,2;,...,2, se localizan en su interior,
definimos

(W), () = 5= [ W2 f(2)dz. (45)

271 Jy

Esta expresion generaliza (1.43).

Es facil probar que
(h(z), f'(2)) = (=h(2), f(2)) (4.6)
y que se cumplen propiedades andlogas a (1.36)-(1.42).

Proposicién 4.1.1 Sean b yt nimeros complejos arbitrarios y z en el conjunto C— {z +
iyeC:z < -1,y =0}. Entonces

((1+2)%e%t) = Z(”) t lb) (4.7)

Demostracién. Sean by z nimeros complejos con |z| < 1. Por el teorema del binomio

(ver [37] p. 39) tenemos
(1+2)° Z < )

donde

b\  bb—1)---(b—k+1)
(k)z k! BLES

y (g) = 1. Luego, si by z son nimeros complejos con |z| > 1, se tiene que
1\* > B\ 1 & (b 1
et (10 1) S (VLSS () L
(1+2)0°=2"(1+ . z 2 k)7 = 2 k)

Por lo tanto, usando (4.3) obtenemos

(e ) = (B () =)
- £
B ; @ Ft(kk_i)
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-3
N

Sean zy y zy dos nimeros complejos distintos que 1o son cero y sea V el conjunto de
nunieros complejos = = & + 1y que consiste de todo el plano complejo excepto los rayos
y=1Imz,z < Rez vy =1Imz,z < Rez. A continuacién daremos otro resultado,
semejante a (4.7), que nos sera de utilidad mas adelante. El contorno de integracion al
que se hace mencién en la definicién (4.5) es, en este caso, una trayectoria de Hankel en

el conjunto V = {z € V : |z] > max{|z], |22/}

Proposicion 4.1.2 Sean 21,2y y V' como en cl pdrrafo anterior. Si A y 0 estdn en C y
zen'V, entonces

( y 5 , oG . tL:——A—(i—l
z— 2z = 29)" %) = -, 8)
<\ 1) 4 2) € > g;()( ) Fk[’(k-,\——é)’ (46/

donde .
LA ) -
G=Y. > ( 22y, (4.9)

VYA ]

Demostracion. Para z en V| del teorema del binomio tenemos que

A 1
(z—2)Mz—2)° = 2M° (1 - i) (1 - —?)

z z .
o0 A 7 oc (5 m
— Sy ) OB IR
=0 1) % m=0 m/)zm
v ultiplicando las series resulta
A 5w ) 1
(Z—Zl) { —,:Q) :Z(—l)‘(‘kﬁz—k_—/\:s‘.

i o0 ) 1
(= 2P =) = (-1 (o)
k=0
o fk—)\—5-l
= Z(Uk , I
k=0 F<A — A= O)

Obsérvese que si 2129 = 0 0 21 = 29, entonces podemos usar (4.7) con el fin de dar
una representacién en serie para el lado izquierdo de la ecuacién (4.8).
Definimos en seguida una familia de funciones mediante la cual generalizamos nuestros

resultados previos y que contiene a los polinomios exponenciales.
Sea j¢ un numero real positive. Para a en C, A en R y k en N definimos las funciones
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¢ —q’

G,\(a,t)=< 2 ezt> (4.10)

Drak(t) = ToxGalz, t), (4.11)

donde el funcional de Taylor actia con respecto a z. Ahora z estd en el conjunto U
definido por
U={zecC:2*#a}—{a+iyeC:2 <0,y =0} (4.12)

La trayectoria de integracién es una curva de Hankel en U que inicia y termina en —oc
y encierra el disco |z| < |a|'/# orientado positivamente: —7 < arg t < 7 sobre C.

Denotamos por & al espacio vectorial complejo generado por las funciones Gjak, Dara
(,a,k) en N X C x N, y para cada entero fijo jo, c‘fjo denota el subespacio generado por
las funciones g, .k, para j =0,1,...,jo y (¢, k) en C X N.

Note que
A

Irak(t) = <—'Z—)T+7C,€”> » (4.13)

(z¢ —a

En particular, si A =0y u =1 entonces

— 1 zt _ tk at
gO,a,k(t) = m,e = k—!e .

Debido a esto, decimos que los elementos de € son polinomios exponenciales generaliza-
dos.

Si A < pyp > 0 veremos en la préxima seccién que gy, puede expresarse en
términos de una funcién biparamétrica de Mittag-Leffler. Si A > p entonces gy , x contiene
adicionalmente una combinacién lineal de potencias de ¢ con exponentes que son menores
o iguales que —1.

Concluimos esta seccién introduciendo una clase de ecuaciones funcionales cuyo es-
pacio de soluciones es £. Para a > 0 definimos el operador lineal L, sobre £ por

7j
Lagj,a,k(t) = <m, Za€z£> . (4,14)
Estudiaremos las soluciones de ecuaciones de la forma
u(L,)g(t) = f(t), (4.15)

donde g es una funcién desconocida, u es un polinomio de grado positivo como en (1.13),
t es una variable real o compleja y f es un elemento de £.

Mostramos primero que el operador L, es un mapeo lineal del espacio & en sl mismo,
es decir L, : E — & Si k=0 tenemos

2ite . ] az? N
L,gja0(t) = < e t> = <zJ + ,€ t> = ag;,q,0(t),

2# —q’ 2H —q
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puesto que (27, ¢*') = 0 para todo j en N, por la propiedad (1.38). Si k > 1, entonces

) / 2] 44 . \\
Lygjailt) = \\ E’;}T_“a_)’l“jz N
/ j

- ('l*g.),a,i:@) + f/j,a,k»l(f)*

En consecuencia el operador L, tiene la propiedad (comparese con la ecuacion (3.16))

) a4; a0, sl h = O; o
—L,‘igﬁu.lx' = { . qk > 1 (4 l())
agj,a‘k T Gjak-1, S1 K 2 1.

Generalizamos {4.16) en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.3 Sean j,q y k en Z con k > 1. Entonces

Afy.q-1,a.0; 8l ko= 0, j > q -+ 1’
Ly-q-1Gyak = | To7en) T Wima-ta0r k=0, 5<q (4.17)

aGj-—q-1,ak + Gj-g-1,ak—-1, Si k=1

Demostracion. Veamos primero el caso k = 0. Se tiene que

Itu—g—l t\
Lli—qwlgj,a,()(ﬂ = - ~,_*7ez

si j < g. Luego

L'll,-‘(]'v lg_y‘(l.()(t) == i

N e " k'- . < )
T{g—j+1) + a’.gjﬁqA].u.Ua 51 7 q
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Por otra parte, sea k > 1. Entonces

ZItp—g—1 .
Lu—q—lgj,a,k(t) = (_z;— a)1+k’e

B <zj‘q—1(z“ —a+a) e"'t>

(21 — q)1+k

zI=g9-1 . zi—q9-1 o
= __—_(z#—a)“e +a -———————(Z#_G)Hk,e

= agj-—q——l,a,lc(t) + gj—q*l,a,k——l(t)

75

Definimos el producto de convolucién conmutativo * sobre £ como sigue. Sean 1, j, k,

y m en Ny sean a, b nimeros complejos. Si a # b definimos
k m
Giak * Giom = 2 Cla, 16, m)Gisjap—t + 2 Clb,la,k)gitsbom-t,
1=0 1=0

donde los coeficientes funcionales estan definidos en (1.21), y

Giak * Gjam = Gitja,l+k+m-

Para cualquier a en C es claro que

0, si k=0,

(L = al)gjar = {g],a,k—h sik 21,

y asi
(L, —al)™™g;ar =0, m>k

De manera parecida a como se demostré (3.19) es facil ver que

m > m m—i
(Ly = al)™gipk = > (Z. >(b —~ @)™ Gy ki

i=0
donde s = min{m, k}. Por lo tanto, para a # b tenemos
(LM - a[)mgj,b,k 7£ 07 .ja ka m € N.
Un célculo directo como en (3.21) nos lleva a

Lp(go,a,k * gj,b,m> = (Lyg(),a,k) * gj,b,m + gj,b,mq)g(),a,ka

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

donde ® es el funcional lineal definido sobre & por ®g; .« = do k. Por linealidad obtenemos

L g*f)=(Lug)*f+ f®g, fe€&, gebo

(4.25)
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En forma andloga a como se establecié (3.23), también por induccién es facil probar
que
(L~ ) (goan= )= f. (k) eCxN, fe& (4.26)

Sea u(z) un polinomio ménico de grado positivo como en (1.13). Recordemos que de
acuerdo con (3.7) la descomposicién en fracciones parciales para 1/u es

1 T m1—1

— Z Z (Xi,}cra,»,k<z)'

U<3) i=0 k=0

Definimos ahora la funcién

oo, — 1

Be = > Goifoa k- (4.27)

1=0 4=0

Luego, como un caso particular del Teorema 3.2.1 obtenemos

Teorema 4.1.1 Sea [ un elemento dado de £ y sea w un polinomio igual que siempre.
Entonces la solucidn general de la ecuacion u(L,)g = f es

g=hy*f+g, (4.28)

donde h, estd definida en (4.27) y g es cualquier elemento del subespacio de & generado
por {GjanJEN 0<e<r 0<k <m; — 1}

4.2 Aplicacion a las ecuaciones diferenciales
fraccionales

Iniciaremos esta seccién dando algunos conceptos v teoremas basicos del cédlculo frac-

cional. La teoria y aplicaciones generales pueden consultarse en [41, 42, 43, 44].
Denotemos por A al espacio vectorial de funciones que son seccionalmente continuas

en el intervalo .JJ' = (0,00) e integrables sobre cualquier subintervalo finito de J = [0, o0).
Sea p un numero real positivo y f en A. El operador I, definido por

. 1 t
(L) = 7= [ = f©ds,  1>0, (4.29)
' T'(u) Jo
se llama el operador integral fraccional de Riemann-Liouville de orden p.
Si f es una funcidn continua, tomando el limite cuando p tiende a cero por la derecha
se encuentra que [42]

lim
p—0+

(L)) = f(2).

En consecuencia, se define

(Lo f)(t) = f(1), (4.30)

sobre el espacio de las funciones continuas en J.



4.2. APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES FRACCIONALES 77

En particular se tiene que

F()\ + 1) t)\—f—p

Lth = ——
K A+ p+1)

p>0,A>-1t>0.
Teorema 4.2.1 Si f es una funcidn continua en J y A, u son numeros reales positivos,
entonces

LN ()] = Lieaf(t) = DILS(B)]-
Sea p > 0 y denotemos por 7 al menor entero mayor o igual que p, es decir

Ly st €N

El operador diferencial fraccional de Riemann-Liouville de orden p, denotado por D,,, se
define como

0.0 = (5] Ui, t>0 (4.32)

Para una funcién f en A, D, f se llama la derivada fraccional de f de orden p, si
es que existe. Por supuesto, si p es un entero positivo, digamos j, entonces D;f puede
existir para t > 0 aun si f no pertenece a la clase A. Por ejemplo, sea f(t) = t~!. Pero,
si f es continua y 7 veces derivable en J, ciertamente estd en A4 y de (4.30) resulta

& f(t)

€))
0]

Djf()—gz;of()

lo cual significa que para t > 0 la derivada fraccional de Riemann-Liouville de orden
i = 7 coincide con la derivada convencional de orden j.

Cabe sealar que en algunos libros se escoge n = [u] + 1, que difiere de la defincién
(4.31) tnicamente cuando x es un numero entero. En este caso, si p = j y f tiene j
derivadas continuas en J, entonces f pertenece a A y de la relacién

D,(6) = D [ fede = 90,

vemos que nuevamente (4.32) estd de acuerdo con la definicién usual de la derivada
ordinaria.
Un célculo directo muestra que

T(A+1)

L . A>—=1,u>0,t>0.
T =+ 1) #

Dt =

Diremos que una funcién f es de clase F si es de la forma

F(&) = £¢(1), (4.33)
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O

f(t) = tMlog t)((t), (4.34)

donde A > —1 vy ((t) es una funcién analitica en una vecindad del origen.

Ahora, si {(t) tiene un radio de convergencia finito, f no pertenece a A, puesto que no
esta definida sobre J. Podemos evitar esta dificultad de la siguiente manera. Supdngase
que R es el radio de convergencia (finito) de ((¢). Sea X un nimero positivo menor que
R. Entonces si definimos ((¢) como cero para t > X, vemos que f(t) es ahora de clase
A. Usando este artificio, en el caso en que ((t) no es una funcién entera, diremos que F
es una subclase de A. Puede demostrarse que si f estd en F, entonces I,.f y D, f existen
para cualquier p > 0.

Teorema 4.2.2 Sea [ en F. St f estd dada por ({.33), con
SOED I
k=0

entonces

k+A+1—p)

D.flt)y=t"*%" g (4.35)
k=0 \

Teorema 4.2.3 Sea [ en F. Fs decir, f(t) es de la forma (4.33) 0 ({.34), donde X > —1
)
C(ﬂ = Z(thk,
k=0

tiene un radio de convergencia R > 0. Sea X un numero positivo menor que K. Entonces
DI/[D/l.f(t)] = Du+;t,f(t) (436)

para todo t en (0, X] s

(o) p < A+ 1y v es arbitraro, o

(b) u> X+ 1, v es arbitrario y ar = 0 para k = 0,1,...,n7 ~ 1, donde 1 es el menor
entero mayor o igual que u, definido por (4.31).

Del teorema anterior queda claro que la relacién D,[D,] = D,4, no se cumple en

general .
En esta seccidén estudiamos las soluciones de las ecuaciones diferenciales fraccionales

de la forma

u(D,)g(t) = f(1), (4.37)

donde u es un polinomio no cero dado en (1.13), t es una variable real o compleja y
denotamos por D/’j la composicién de k operadores diferenciales fraccionales de Riemann-

Liouville.
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Una funcién de Mittag-Leffler biparamétrica se define por la serie

[e's! Zk
E.3(z) = — a, 8 € RT, 4.38
S = gy o (438)
o equivalentemente por la integral
1 ta=Pet

Eop(z) = — dt, (4.39)

2w Je to — 2

donde la trayectoria de integracién C es una trayectoria de Hankel como en (4.10) y
(4.11). Ver [38], vol. 3. Hay algunas relaciones con otras funciones conocidas, dadas en

esta misma referencia (secciéon 18.1):

e’ —1
El,l(z) = e, E1,2(Z)= P
senh
Eg}l(z) = COSh\/E, E2,2(2)= \/—z_\/z,
2

Byaa(V3) = —meerie(~5)

Las siguientes dos proposiciones relacionan nuestros resultados de la seccién previa
con los conceptos que acabamos de dar.

Proposicion 4.2.1 Sean p y A numeros reales tales que i > 0 y A < u. Entonces

pulk+1)=A~1

grai(t) = ———E, s(at"), (4.40)

donde i Gt By
oo + ~y']

Ec(xk) Yy) = Ea = ; ] .

2 dy* ) jg()jlf(a] + ak + )

Demostracidn. Para z en el conjunto U definido en (4.12) y tal que |z| > [a]'/#,

tenemos
1 1 1 {Z‘i < a >’“
= — = — B )
2 —a (1l —az7H) 2k \2#
asi que
S pa
ZH — @ - prard Z#’H‘N—/\,

y usando (4.10) y (4.3) obtenemos

2 .
Gi(a,t) = z“—a’ez
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S

puk A1

Il
M8

>
i
<

ak
o Dlpk+p—X)
tr)k
= A A-1 (l
Z D(pk +p— X))’

1
gk

ke

i

es decir
Gala,t) = " *7LE, ,_s(at?). (4.41)

De (4.41) y (4.11) obtenemos (4.40). ]

La Proposicion 4.2.1 puede escribirse en términos de las funciones E? g, definidas en
(39! por v
o ( K
\ p)/\:‘-
EP 5(z) = e pEN
of ;Ljok'[’(akJr 8) '
va que

lE\[J)( ).__ E)+1 "(Z).

aopt+i3

P
Supongase que A esteal y que A > 4. Sea lp el menor entero tal que lop < A < (lp+1)u,
y definase a = A — lpp. Asique A=lp+a,con0<a<py

A af L plo lo—1 lo o
Z . < (Z ) _ N\ o1l _plta a”z
e = L a z + — :
¢ —a 2+ —-a =0 2t —aq

Usando (4.3) obtenemos

lo—1-1 / _ul+ ¢ lo ppt—a— /
Gyla,t) = a'® <z“ *“,ez>+a”t“ @ 1E”‘H,_Q(at”)

lo—~1 alo 1- [t —pl—a—1 ;
= +a®t* T B, o (att),
(=0 I (_Ml - O‘)

La ultima expresion, junto con (4.11), muestran que la funcién g ., contiene una com-
binacién lineal de potencias de t con exponentes que son menores o iguales que —1, y en
consecuencia D,,gx .k 1O existe si A > p.

Un célculo directo empleando (4.32) y (4.40) permite ver que las funciones g, con
7 en Ny 0 <7< u, satisfacen la siguiente propiedad.

Proposicién 4.2.2 Sea D, el operador diferencial fraccional de Riemann-Liouville de
orden p y sea j en N, con j < u. Entonces

_ [ 89560, si k=0,
D,ug],a,k B {a’g;),a,k‘ + Gjak-—1, si k Z 1. (442)
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Demostracion. Tenemos que

o m am—-ktmp-ut-—j——l
= 5 (V)i

= T(mu+ p - j)

Si k = 0 entonces, aplicando (4.35) resulta

00 gmymp=j— 1 i 1tip.+l»t—j‘“l ( )
DL 9, . t == —_T = = ag 'vaao t :
uGiaolt) mz__:l C(mu — 7) S Tlp+up—7g) ’

Ahora, para k > 1 usando nuevamente (4.35) tenemos

a™ ktmy i—1
Dyugjer(t) = < )m

(Z+1> 1+1 ktzy—%-u—j—l
“) Pl +p—7)
(Z + 1) aH—l—kti;H—u—j—-l tku——j—-l
: ~— + :
i\ k) Tlp+p—y3) Tlkp-7)

<Z> ai+1—ktip+u—j—l
, — +
kk T(ip+p~7)
Z ( . qit1—kpintu—j-1 thu—j—1
+ -
Py >F0u+u~ﬂ [k — J)
z ktut—{»p 7—1
- £
= Pip+p—7)
i < : )al (k- l)tiu+u~j—1
Mol Tlip+p—17)
= agjak(t) + Giak-1(t).

e

Il
ng

1

Il
AM8

Il

1

i
_Mg

1

Note que usando (4.42) repetidas veces es posible calcular D' 1.9j.ak, Para i > 1, en

términos de las funciones g;om, con 0 < m < k. Sea E,, 1 el espacio vectorial complejo
generado por las funciones g; ok, con (J,a,k) e NxCxNyQ<j<n-1 Entonces
D, E,, ;] — 5,, 1- Ademés, la Proposicién 4.2.2 nos dice que D, = L, sobre 8 _1, donde
L, se defini6 en (4.14). Por lo tanto del Teorema 4.1.1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.1 Sea f un elemento dado de € y sea el polinomio u como antes. Entonces
la solucion general de la ecuacion u(D,)g = f es

7’)—1 r m;—1

g=hu* f+3 3" BiirGjak: (4.43)

7=01=0 k=0

donde h,, estd definida en (4.27) y los coeficientes (3, son nimeros complejos arbitrarios.
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Un célculo directo, utilizando (4.35), muestra que D, -y = L, ,_; sobre &,-1 para
g=0,1,...,m— 1L De esto, (4.40) y (4.17) concluimos que

B Dy g195.0k(t) = 85.0).(9,0)- (4.44)
Aplicaremos nuestros resultados previos para resolver el problema

u(Du)g = f, W(Du—g-1D,9)(t) = dyg, (4.45)

donde [ = 0,1,...,n;, ¢ =0,1,....n -1y f € 517—1' El problema 4.45 se llama un
problema de Cauchy con valores en la frontera para el operador de derivada fraccional
de Riemann-Liouville D,,. Si i = 1 éste se reduce al bien conocido problema de Cauchy
para una ecuacion diferencial ordinaria de orden n + 1 con coeficientes constantes, el
cual examinamos en la Seccién 2.2, ver [10]. Primero, daremos un resultado acerca de la
solucién particular de la ecuacion.

Proposicién 4.2.3 Sea h,, como antes. Entonces
Hn(Dyumgo1 Dy (1) = 0, (4.46)

para cualquier fen &,y yl=0,1,....n; ¢=0,1,... ,n—1.

Demostracion. Tenemos que
2J 1 2
2t zt
Gjaklt) = —— ¢ ) = 75\ on € )
(z# —a) (- a;) 2 —
Z T

G“:i—i)m’g”'”(t)> : (4.47)

es decir
gjra,k(w = <
De (4.47) v (4.18) es facil ver que

/
. 1
(Geap * Ggom)(t) = <($ — a)l Rz — pybm 9:‘+j,r,0(t)> :

Sea f un elemento de &,_;. Entonces

n—1
FO=>"" > ¢imgd.(t). Citm € C,
7=0 (m,leJ

para algin conjunto de indices del tipo J = {(m,l) : 0 < m <s, 0< 1<, ~1}, 0
equivalentemente

- .
HOBEED DS Cj,t,m<m’gj,x,0(t)>

7=0(m,)eTJ
-1

- : e <B(x—),9j,z,0(t)>7

= \v(@)
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donde p/v es un elemento de R y los e;’s son nimeros complejos. Ademéas

1
h, = k0ak = { —, gozo(t) ),
(z\: @4 £ 90,a; k <U(I) 90,2,0( )>

ik)eZ
asi que
n—1 1
et = J-;o (i,k)eI,E(;n,z)eJ SukCatim <(17 — a)"*H(z ~ dp) 1 gj’m’O(t)>
0 ot
hy* f= jgoej <ZL-(—§%%§’ g]-,zyo(t)> . (4.48)

Por consiguiente, utilizando (4.44) obtenemos

n—1
, ! o A p(z) .
%g%(Du~q—lDuhu * f)t) = P_E% Dyimg-1 ; €; <U(CE)’U(LE) 3 T gg,r,O(t)>

0

_ z'p(z) >
- "<u<x>v<m>’1
= (.

La tltima igualdad se sigue de la Proposicién 1.2.1, ya que grad(uv) — grad(z'p) > 2. @

Podemos escribir la solucién (4.43) en una forma diferente e interesante. Sea G una
funcién del tipo

n—1
Gz, t) = Z ¢j9jz0(t), (4.49)
5=0

donde los coeficientes ¢; son nimeros complejos arbitrarios y = y ¢ son variables reales o

complejas. Entonces
D,G(z,t) = 2G(x, 1), (4.50)

puesto que D,g;.0 = Zgj.0 Para 7 = 0,1,...,n — 1. Luego, G(z,t) es una funcién
generadora para D, y en consecuencia, por la Proposicién 2.1.1, la solucién general de
la ecuacién homogénea u(D,)y = 0 puede expresarse como

y(t) = <M,G(w,t)>, pE€ b (4.51)

u(z)

Sean u(x) los polinomios de Horner asociados a u definidos en (1.44). En particular,
consideremos la solucién

o) = 3 S dn, <3‘"—“’~"—@,gj,x,o<t>>. (4.52)

m=0 j=0 U(CE)

14
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Entonces
Un-m(Z)
dmm , T G5 0(t > ,
2;032;) 7 < u(z) paeolt)
y usando (4.44) y la propiedad de biortogonalidad (1.46) resulta

lim(D, g1 D')(t) = 3 qu<“" () -f> = dy,. (4.53)

t-=0 m=0 (‘1’1)

En consecuencia v(t) es la solucién en el espacio ET, 1 del problema de Cauchy correspon-
diente a (4.45) con f = 0.
Por la férmula DFP (1.18) también se tiene que

u'n—m(m) = Z bi,k,m

ufz) ier (T —a)

donde b; km = (Lim,—1-k, Un-m,. Asi que

(i,k)el

f=s Z b'i,k.mgj,a“k(t)"

(i.k)eT

n n—=1 v my~—1

=222 2 dushikmbiai(t). (4.54)

m=0 j=01i=0 k=0

Combinando la Proposicién 4.2.3 y (4.53) obtenemos la siguiente.

Proposicién 4.2.4 La solucidn tnica del problema de Cauchy con valores en la frontera
(4.45) en el espacio &,_1 puede representarse en la forma

g9(t) = (hu * f)(E) + v(2), (4.55)
donde la funcion v(t) estd dada por (4.52) o ({.54) .

Se sabe que los operadores diferenciales DL y Diy, parat = 2,3,...,n+1 son distintos.
Sin embargo, de (4.48) se tiene que

n-1 i
Dy (s (1) = L ey <—f—3@—) gj,m,o<t>> ,

=0

y un calculo directo nos conduce a

il
Pt
<
3
=

8

3
+

&s

&
]

<
=
~—

D;,9j.20(t)
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donde

t(m—-H—l)u—j——l

T(u(m —i+1) = 7j)

ft,j,m(t) =

asi, usando (4.48) nuevamente resulta

1
[
o

Dl s () = 2_6ﬂmm@)<£;%%%J>+lﬁUm*fﬂﬂ

0 m=0

"p(x) B
<wmmw‘>“a

param =0,1,...,i—2; i=2,3,...,n+ 1. Por lo tanto

[
Il

Pero

Dy (hu * f)(t) = Diu(ho * f)(t) (4.56)
y obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.2 Sea f una funcion en &,_1. La solucion unica del problema con valores
en la frontera

n+1

Z bi(D(nH—z)uy)(t) = f(t), }%(Dlu+u—q—ly)(t) =0, (4.57)
i=0
paral=0,1,...,myq=0,1,...,n —1 puede expresarse como

y(t) = (hu * f)(2), (4.58)
donde by = 1 y u, h, estin definidos en (1.18) y (4.27), respectivamente.

A continuacién resolveremos dos problemas tomados de [39]. En ambos ejemplos
supondremos que la funcién f en el lado derecho de la ecuacién pertenece a &, _;.
EJEMPLO 1. Para a en C consideremos el siguiente problema de Cauchy:

(D)) = ay(t) = £(8),  lm(Dygury)(®) = dy, (4.59)
donde los d, son nimeros complejos arbitrarios y ¢ = 0,1,...,7 — 1. Aplicamos la

Proposicién 4.2.4 con u(z) = z — a. En este caso
ha(t) = goao(t) = t*7" B, u(at”),
y utilizando (4.54) podemos escribir la solucién de (4.59) como

n—1
y(t) = (goa0 * ) () + X digjan(t).
0

1=
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FJIEMPLO 2. Para el problema
(D%y)(t) — oy () + BZ(D%y)(t) —afy(z) = f(t), a, €, (4.60)

lim (D1 )y(t) = limy(t) = lim(D3 )y(t) = 0,

t—0 t—0
podemos emplear el Corolario 4.2.2 con u(z) = z° — az? + %z — af* y u = 1/2 para
encontrar su soluciéon. Tenemos que
1 A B C

u(z) z——cyTz—i,B‘fAz+7lﬁ’
donde A = 1/(a? + 3?), B = —1/2(5% +iaB),C = 1/2(=3* +iad). Asi que

hy = Agoao(t) + Bgoigolt) +Cgos0(t)

tﬁl/Q[AE%,%<atl/2) + BE%%(H%UQ) 4 CE%,%(—Z'/%UZ)}.

Usando (4.40) es facil ver que

z + 32 €
= —AlTVPE, (=5 + By (-6,

Mt a
BQOLH‘()(t) + Og0'4L57o(f) = _A < Zl> ,

entonces, alternativamente tenemos (ver [39])
L AL-1/2m 1/2 ~1/2 32 22
h.“ = ‘4[t b%’%((lt ) — El%(’ﬂ t) — aEl\l(—.d t)]
La solucion estd dada por (4.24).

Concluimos esta seccion recordando que, como se mostré en el Capitulo 2, nuestros
resultados pueden aplicarse para hallar la solucion de una ecuacién con una funcién f
mas general en su lado derecho, con tal que tengamos una representacion integral para
la convolucién. Ver [39].

4.3 La Ecuacién de Laplace

En esta seccion consideramos la ecuacion diferencial
(CLQt -+ bz)yu(t) + ((1115 + bl)y/(f) + (agt + bo)y(t) = U, (461)

donde ay, by son numeros complejos dados para k& = 0,1,2 v as # 0. Dicha ecuacion se
llama Ecuacién de Laplace en honor a Pierre Simon de Laplace (1749-1827), quien la
estudio en su tratado “Thedrie analityque des probabilités” de 1817.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que by = 0, tomando a ¢ + by/as como
una nueva variable. De modo que nos concentraremos en la ecuacién diferencial

aty”(t) + (art + b1)y'(t) + (act + bo)y(t) = 0, (4.62)
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con as # 0, en el dominio ¢t > 0.

Definimos los polinomios P y @ por P(z) = biz + by y Q(2) = a22% + a1z + ao, ¥
el operador diferencial de segundo orden L por L = P(D) + tQ(D). Luego, la ecuacién
(4.62) puede escribirse como

Ly = [P(D) +tQ(D)]y = 0. (4.63)
Buscamos una solucién de (4.63) de la forma

g(t) = (h(2),e™), (4.64)
para una funcién apropiada k. En primer lugar nétese que

Lg = (h(z),[P(z) + tQ(2)]e*")
= (h(2),[P(2) + Q(z)D.]e*)
= (=D.Q(2)h(2) + P(2)h(2),€*) .

Entonces, la funcién g dada en (4.64) es una solucién de (4.63) si h es una solucién de la
ecuacion diferencial de primer orden

—D.Q(z)h(z) + P(2)h(z) =0,

0 equivalentemente

D,h(z) + h(z) = 0. (4.65)

Resolviendo (4.65) obtenemos
h(z) = Ce H®), (4.66)
donde C' es una constante arbitraria y H es una funcién tal que

Q(z) —P(2) _ (“2a0+b)z—ar+ bO.

H' = =
(2) Q(z) ax2? + a1z + ag

La funcién H puede hallarse por integracién simple. Hay dos casos que analizar, depen-
diendo de si las raices de ) son distintas o iguales.

Teorema 4.3.1 Si la ecuacidn Q(z) = 0 tiene raices distintas z, y 2o, entonces la
funcién

9(t) = (K(z = 21)"(2 ~ 20), ™), (4.67)
es una solucidn de la ecuacion (4.62) para cualquier constante K, donde A y B estdn
determinadas por la descomposicion en fracciones parciales

(—2a2+b1)z—a1 + b . A " B
a2z +az+a0 0 z—2z1 z—2
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Demostracion. En este caso tenemos

asi que

H(z) = ~In|K(z — z1)*(z = )|,
donde K es una constante arbitraria. Usando esta expresién junto con (4.64) y (4.66)

establecemos (4.67). u

Usando la Proposicion 4.1.2, la solucién (4.67) se representa mediante la serie de

potencias
tk~ A-B-1

git) = é(‘l)kckm,

Cp = ‘ 2tz
k J;O(] }C—‘J) 142

EirMPLO 1. La ecuacidn diferencial hipergeométrica confluente.

con

ty + (¢ -ty —ay =0, a,c e C. (4.68)
En este caso ay = 1,by = 0,a; = —1,by = ¢,ap = 0 y by = —a, por lo cual
(=2+c¢clz+1~-a A B
H() = 21 L
zt -z z z—1

Un cdleulo simple nos permite encontrar que A =a~1v B =c—-a~1. De (4.67), la
funcion
v g faaml.  qye—a-i zt)
g(t)»]\/\z (z—1) e
es una solucién de (4.68). Ahora bien, del teorema del binomio se tiene que

1 1 1 1 crat
P (,’J _ 1)c—a—— = 4 Zcma‘l <1 . __)

o~

para |z| < 1. Luego

o0 — - 1)k 00
=i 3 (T TN (e = S

c—a— 1) (=1)khti-c
( )F(k+2—c}
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Si Re(l1—¢)>001-c=0, tenemos

¢c—a—-1\ (=)t (a—c+1)(a—c+2) - (a—c+k)
( k )F(k+2—c)wF(2—c)(2—c+1)---(2—c+k—1)’

y entonces
_ i a—c+1)(a—c—+—2)---(a—c+k)ﬁ
Yealt) = T2 -0)(2—ct 1) (2—cthk—1)k’

es solucién para t > 0.
EJEMPLO 2. La ecuacion diferencial de Laguerre.

ty' —t+a-1)y+(a+ANy=0 a,AEC. (4.69)

Esta es esencialmente la misma ecuacién del ejemplo 1. En efecto, si en (4.68) hacemos
c=1-aya=—a- )\ obtenemos (4.69). Por consiguiente una solucién es

Yar(t) = K <z_1"’"\(z -1, e‘”> .

k=0

Pero
Z—l—a——)\(z

H

por lo cual
(_ 1>ktk+a

/A
Yart) = K,;) (k) Tk+a+1)

Observamos que =%y, se reduce a un polinomio en ¢ si y solo si A estd en N. Adema4s,
cuando A = ny K = I'(a+n+1)/T(n+1), obtenemos el n-ésimo polinomio de Laguerre
de orden «,

3 F(n~;a+1) " (n (—t)k
R W mra

n! o \kJT(k+a+1)
" (n+ o)\ (~t)*
(e
puesto que

n\ I'la+n+1)
k)nll'(k+a+1)
~nn=1)-(n-k+1)(a+n)la+n—-1)--(a+k+ 1)l (a+k+1)
- k! nn—1)---(n—k+1)((n—kK))(a+k+1)

[+t l
T \n—k/kI
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De esta manera obtenemos la funcién de Bessel de la primera clase y orden o (Re(a) >
0Ooa=0)

. ~ 09‘ (__1)k t 2k+a
Ja(t) = ™%y, (t) —%p(k+1)r(a+k+1) (5) ’

la cual satisface la ecuacién diferencial de Bessel original, para ¢ > 0.
Para el segundo caso tenemos el siguiente.

Teorema 4.3.2 Si la ecuacidn Q(z) = 0 tiene una raiz doble a, entonces la funcidn

k ok
KZE'(T“UC)”%# Al (4.72)

es una solucion de la ecuacién (4.62) para cualquier constante K, donde A y B estdn
determinadas por la descomposicion en fracciones parciales

(—2a2+b1)z—a1+b0 . A + B

az? + a1z + ap z—a (z-a)?

Demostracion. Ahora tenemos que

B
H(z) = —In|Cyi(z — a)*| + — CGec

por lo cual
h(z) = Ke B/ (5 — o)A, Kec.

Expandiendo h en una serie de potencias de z — a encontramos que

_(=UfBF

o0
X:: z—a’“A’

v utilizando (4.64) y (4.3) obtenemos (4.72). n
EJEMPLO 4. En la ecuacién diferencial
aty” +y =0, t >0,

tenemos que ag = a,by = 0,a; = 0,01 = 0,a0 = 0 y by = 1. Entonces

—2az + 1 2 1

—H'(z) = ——— = -~ + —.

(2) az? z + az?

y en consecuencia A = —2, B = 1/a. De (4.72), una solucién de la ecuacién es
[es) ( l)ktk+1 o) l)ktk+1

v =K merary - KX k+1) K12k’

k=0 k=0

donde K es una constante arbitraria.
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Capitulo 5

Conclusiones

La teoria algebraica que hemos expuesto nos permite encontrar soluciones, en un espacio
vectorial adecuado, de ecuaciones funcionales de la forma

u(L)g = f, (5.1)

donde v es un polinomio de grado positivo, L es un operador lineal y f una funcién
dados. En los Capitulos 2 a 4 se estudiaron varios problemas concretos que ilustran
algunas aplicaciones de nuestro método. No hemos pretendido presentarlas todas, ya que
es una técnica bastante general, cuyos alcances se extienden al combinar las ideas sobre
funciones generadoras, operadores similares y del operador diferencial de orden «, con
a > 0; acerca de lo cual hay todavia mucho por hacer. Por ejemplo, consideremos el
operador diferencial de orden dos

4u® —1
_ 2
L,=D"~ PR u>0z>0.
Es claro que la ecuacién de Bessel (4.70)
B.g+g =0, (5.2)

donde B, = D? + z7!D — z721?, se escribe en la forma
1
ﬁLu\/Eg +g=0.

Se observa que B, y L, son operadores similares. Luego, si J, denota a la funcién de
Bessel de la primera clase de orden u, se tiene que

Lz (z) = =T u(x). (5.3)

Denotemos por G,(z,t) al kernel de la transformada de Hankel, es decir la funcién de
dos variables definida por

Gu(z,t) = Vztd,(zt), z,t> 0.

93
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Haciendo el cambio de variable x = =t en (5.3), se obtiene que
L;J.G,u(za t) = —ZQGﬂ(zv t)'

donde L,, acttia con respecto a t. En consecuencia, si w es un polinomio ménico de grado
n+ 1 que no tiene raices en el intervalo (—oo, 0], de la Proposicién 2.1.1 concluimos que
la funcién
gu(t) = <ﬁ%,6’“(z,t)> . PE P,

es una solucién de la ecuacién diferencial w(L,)g = 0. Nétese que debido a la simila-
ridad entre B, y L,, otra clase de ecuaciones que podemos resolver son las ecuaciones
diferenciales de la forma w(B,)g = 0. Ver [28].

Una futura labor serfa examinar otras ecuaciones del tipo (5.1), que involucran op-
eradores diferenciales o en diferencia de orden mayor o igual que dos; como el operador
diferencial L = ¢(t)Dw(t)D, para funciones ¢ y ¥ dadas, o los operadores en diferencia
U, V, W definidos por

fin+ 1)+ fln-1)

Ufln) = 5 ,
Vi) = f(n+1) +22nf(n - 1))
Wfn) = —(n+1)f(n+1)+2n+1)f(n) —nf(n-1),

los cuales estan relacionados con algunas familias de polinomios ortogonales conocidas.

En las Proposiciones 3.5.1 y 3.5.2 se enuncian dos casos simples de cudndo una
ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes variables puede escribirse en la
forma (5.1), para algun polinomio de grado dos y un operador diferencial L de primer
orden. Sin embargo, un problema fundamental que no hemos considerado aqui es el
siguiente. Dado un operador diferencial {o en diferencias) lineal A con coeficientes varia-
bles, determinar si es posible escribirlo en la forma A = w(L), donde u es un polinomio
y L un operador que satisface la condicién (3.16) sobre algin espacio apropiado. Esto
pudiera estar relacionado con la teoria diferencial de Galois.

Por otro lado, en la Seccidon 4.2 vimos que nuestro método se aplica de manera
muy natural para resolver las ecuaciones diferenciales fraccionales secuenciales. Ver [41].
Como continuacion de esta parte pensariamos en extender nuestros resultados para es-
tudiar ecuaciones diferenciales fraccionales de la forma

amDmyy + am—lD(m»I)yy +...+ alDuy + agy = f(t)» u > Oym € N)
o aun mas general, del tipo
amDpy + am1Dg, y+ ...+ a1 Day + ayDgy = f(t),  mEeN,

donde D, denota al operador de derivada fraccional usual de Riemann-Liouville, los aj s
estan en Cy {O}1, es una sucesién estrictamente creciente de niimeros reales positivos.
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Dichas ecuaciones han sido resueltas empleando la transformada de Laplace. Ver [41]
y [42]. Por supuesto, dentro de este tema, también falta considerar otros operadores
diferenciales fraccionales, como el de Weyl.

Otra tarea que queda por realizarse es la generalizacion de nuestro método algebraico
al caso de n variables. Hay una extension directa tomando C* x N" como una base
para un algebra y usando funciones generadoras de dos variables en C". Sin embargo,
la versién general en n variables es probablemente mucho mas complicada, puesto que
ésta requerirfa una teoria algebraica de residuos en n variables. Los avances en esta
direccién podrian simplificar algunos de los resultados sobre transformadas integrales
multidimensionales que estédn contenidos en [49].

Finalmente cabe resaltar el valor tedrico de algunos de nuestros resultados. En ge-
neral, nuestro método proporciona una simplificacién importante de aquellos que em-
plean transformadas integrales y de los métodos operacionales, como los que son tipo
Mikusinski.

En lo particular, tenemos los siguientes comentarios. El producto interior que defini-
mos sobre R puede usarse como un fundamento algebraico para el estudio de funciones
analiticas. El dlgebra de operadores de avance invariantes y algunas generalizaciones
pueden proveer un método interesante del Célculo Umbral, ver [12].

Como se vié en algunos ejemplos de los Capitulos 2 y 3, la construccién de una con-
volucién apropiada para un operador diferencial dado, se simplifica usando isomorfismos
entre espacios vectoriales. Una manera de detectar posibles pares de espacios isomorfos
consiste en analizar las transformadas integrales ya estudiadas.

En nuestro trabajo se puso de manifiesto una caracteristica interesante de las funciones
de Mittag-Leffler. Al examinar las ecuaciones (4.13) y (4.40) nos damos cuenta de que
una generalizacién muy natural del espacio de los cuasi-polinomios es el espacio generado
por las funciones g, .« dadas en (4.40), precisamente en términos de funciones de Mittag-
Leffler.

Las ideas usadas en la Seccién 4.3, para obtener soluciones de la ecuacién de Laplace,
pueden extenderse si en (4.64) ponemos una funcién de dos variables G{(z,t) en lugar de
la exponencial e**. De este modo es posible considerar otras ecuaciones. Por ejemplo,
para la ecuacién diferencial de Gauss o hipergeométrica,

t(l=t)y" + v —(a+ 8+ Dty —aBy =0,

donde «, 8 y 7 son constantes, hacemos G(z,t) = (t — z)"*~!, con A un pardmetro a
determinar. Entonces, nuestro método nos conduce directamente a una representacion
integral de sus soluciones, las llamadas funciones hipergeométricas que comunmente se
denotan por Fla, 3,v;t).
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