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INTRODUCCION

La Teoria de Control Optimo es una de las &reas de las
matemidticas modernas que ha alcanzado un gran desarrollo en
los ultimos afios. Sﬁs aplicaciones estin en problemas donde
se requliere controlar sistemas dinamicos, los cuales se
presentan en campos tan diversos como: Economia, Biologia,
Medicina y en todas las ramas de la Ingenieria.

Su objetivo es buscar la manera de operacién 6ptima de
dichos sistemas, en el sentido de que se deben determinar las
acciones o decislones de control que deben tomarse para
optimizar su comportamiento. Dicho comportamiento lo mide una
funcién a la que llamaremos Indice de Funcionamiento, la cual
en nuestro caso representard el costo de operaclién del
sistema.

En todos estos campos de aplicacién, surge la necesidad
de considerar elementos estocasticos que modelen clerta
incertidumbre que influye en el comportamiento del sistema.
En este trabajo nos ocuparemos de la teoria de control 6ptimo
estocatico.

La teoria de control tuvo sus origenes en el céalculo de
variaciones, y fué hasta los afios 50’s cuando se le dié gran
impulso. Se propusieron técnicas para resolver el problema de
control. Una de ellas fué la Programacién Dinamica propuesta
por Bellman en el afio de 1951, la cual toma gran importancia
ya que se puede extender directamente al caso estocastico.

Una clase de sistemas de control estocastico, 1la
constituyen los Procesos de Control de Markov (PCM), cuya
teoria se apoya basicamente en la técnica de Programacién
Dindmica Estocastica.




Introduccion
El estudio de los PCMs se puede dividir, por ejemplo:

1.- Seguin el tipo de espaclos de estados:
(a) espacio numerable;
(b) espacio de Borel (i.e. subconjunto de Borel de un
espacio métrico separable y completo);
2.- Segun el tipo de indice de funcionamiento:
(a) costo descontado;
(b) costo promedio;

(c) costo total.

Dentro de esta utltima clasificacién, .se da el caso en que
los costos pueden ser acotados o no acotados. La literatura
mas comin sobre PCMs se desarrolla en el caso 1(a) con costos
acotados. |

En este trabajo, estamos interesados en analizar
condiciones de optimalidad para los casos 1(b) y 2(b), a
tiempo discreto, permitiendo costo y controles no acotados.

Dentro de los caminos para estudiar el caso promedio estéa
el hacerlo por medio del caso descontado. Esto lo propuso
inicialmente Blackwell en 1962 y consiste en analizar el caso
promedio como un limite del caso descontado. A este esquema
se le conoce como el "enfoque del factor de descuento
desvaneciente" (vanishing discount factor approach) y es
precisamente en el gque estamos Iinteresados para desarrollar
este trabajo.

En el Capitulo I, presentamos los diferentes elementos de
la teoria de control 6ptimo estocastico, y en particular la
de los PCMs. Definimos el indice de funcionamiento y las
politicas de control, para después formular el Problema de
Control Optimo.

En el Capitulo II, desarrollamos la teoria necesaria
sobre los procesos de control de Markov con costos
descontados.

En el Capitulo III, analizamos la optimalidad en el caso

promedio bajo dos tipos de condiciones.




Introduccion

Las definiclones y resultados que se exponen en este

trabajo, se ilustran con los siguientes ejemplos:

1) Sistema de Produccién-Inventario,
2) Sistema lineal con costo cuadratico,
3) Sistema de colas,

4) Problemas invariantes.




CAPITULO |

PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV

Introduccién.
Modelo de control de Markov.

Politicas de control.

Espacio canétnico de probabilidad.

Problema de control éptimo.

N N b W N =
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EjJemplos.

1.- Introduccioén.

El objetivo de la Teoria de Control Optimo, es determinar
las acciones o decisiones de control que deben tomarse para
optimizar el comportamiento de un sistema que evoluciona en
el tiempo. Dicho comportamiento lo mide una funcién a la que
llamaremos indice de funcionamiento y que en nuestro caso
representard el costo de operacién del sistema. E1 hecho de
tratar sistemas dinamicos es lo que diferencia a los
problemas de control 6ptimo de los problemas de optimizacién
comunes.

Los problemas de control se pueden clasificar,
dependiendo del fenémeno a modelar, en deterministicos o
estocadsticos (si influyen elementos aleatorios), y a tiempo
continuo o dlscreto. Estos a su vez en problemas con
horizonte finito o infinito, dependiendo de que el sistema
sea observado durante un periodo finito o infinito de tiempo.
Aqui trabajaremos con problemas con horizonte infinito.

Otra clasificacién es con respecto al tipo de indice de

funcionamiento. En nuestro caso analizaremos 2 tipos: caso
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descontado y caso promedio.

En este capitulo, definiremos los Procesos de Control de
Markov a tiempo discreto (los cuales constituyen una clase de
sistemas de control estocéstico a tiempo discreto y cuya
teoria se apoya en la técnica de Programacién Dindmica
Estocédstica) y daremos los elementos suficientes para definir
el Problema de Control Optimo.

Por ultimo, en la seccién 1.6, se dardn una serie de
ejemplos para ilustrar el problema de control éptimo, los

cuales también nos servirén en las secciones posteriores.

-2.- Modelo de control de Markov.

DEFINICION 2.1: Un modelo de control de Markov (MCM),
estacionario a tiempo discreto, se compone de cuatro

componentes, (X,A,Q,C), donde:

- X es un espacio de Borel [Def. 1, Ap. A] no vacio llamado
espacio de estados. A los elementos de X los llamaremos
estados.

- A es un espacio de Borel no vacio llamado el conjunto de
acclones o de control.

A cada xeX, le asociamos un conjunto no vacio A(x)eB(A),
la oc-algebra asociada al espacio A. A A(XX) lo llamaremos

el conjunto de acciones admisibles en el estado x.

Supondremos que el conjunto:

K:={(x,a) : xeX, aeA)

de las parejas estado-control admisibles, es un subconjunto

de Borel de XxA.

- Q es un kernel estocastico [Def. 1, Ap. B] en X dado K, al
cual llamaremos ley de transicién entre los estados.

- C es una funclién real definida en K, medible, 1la cual

representa el costo por etapa.
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Como podemos observar, .la relacién x3A(X) es una
multifuncién de X a A ([Def. S5, Ap. A]. Algunos autores
especifican mas la definicién 2.1 incluyendo al conjunto
Ax)y: (X,A,{Ax), x€X},Q,C).

El modelo de control (X,A,Q,C) representa un sistema
estocastico controlado que se observa en los tlempos
t=0,1,.... La evolucién del sistema por medio de este modelo
de control es la sigulente. Sea X, el estado del sistema al
tiempo t y a, la accién aplicada al tiempo t. Si xtsxex y
at=aeA(x). entonces: 1) se incurre en un costo C(a,x) y 2) el
sistema avanza a un nuevo estado Xy o4 de acuerdo a la
probabilidad Q(./x,a) en X, es decir,

Q(B/x,a)=Prob(xbueB/xt=x,at=a), BeB(X).

Estando ahora en el nuevo estado. digamos xt’1=x’. se aplica
un nuevo control a'€A(x’) y se repite el proceso anterior.

Por lo regular, el estado inicial xoex es un punto dado,
o en otro caso, puede ser escogido de acuerdo a una
distribucién de probabilidad inicial v dada:

Prob(xoeB)=v(B), BeB(X).

El periodo de tiempo hasta el cual sera observado el
sistema se le llama Horizonte o Tiempo Terminal, el cual es
un entero no negativo que puede ser fijo o variable como en
los problemas con horizonte rodante [17]. Aqui consideraremos
problemas con horizonte infinito. El andlisis y solucién de
estos problemas son de gran utilidad para resolver problemas
con horizonte finito pero extremadamente grande.

En algunos problemas especificos como control de
inventarios, sistema lineal con costo cuadridtico, control de
reservorios, etc. [ver secc. 6], la evolucién del sistema es

determinada por ecuaciones en diferencia de la forma:

xt’1=F(xt,at,£t) t=0,1,2,....
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donde (E;) es una sucesién de varlables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) tomando
valores en algun espacio de Borel § y es llamada proceso de
ruido o perturbacién; F es una funclén dada, F:XxAxS5X,
medible, y el estado iniclal X, es independiente de (et).

Este tipo de problemas caben dentro del MCM (X,A,Q,C).
Para obtener la ley de transicién Q, sea u la distribucién

comin de Et, entonces:
Q(Bs/x,a) = Prob[F(xi,at.E;)eB/xisx,at=a] = u{seS:F(x,a,s)eB)
= I I [F(x,a,s)lu(ds) BeB(X), (x,a)ek (2.1)
S

donde IB(.) es la funcién indicadora del conjunto B.

Para fines teéricos y/o practicos, se pide que el MCM
(X,A,Q,C) cumpla con cierto tipo de restricciones. Estas se
imponen en cada una de sus componentes como veremos en los

capitulos siguientes.

3.~ Politicas de control.

En esta seccién veremos la manera de como elegir o
seleccionar los controles admisibles en cada etapa. Para

esto, primero daremos la siguiente definicién.

DEFINICION 3.1: Para cada t=0,1,..., el espacio Ht de
historias admisibles hasta el tiempo t es:

H : =K xX=KxH t=1,2,...
t t-1
Un elemento htth es un vector o historla de la forma:

ht=(xo,a seeeesX L@ 1,xt)

o] t-1" t-
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donde (xn,an)eK para n=0,1,...,t-1y xtex.

La definicién general de una politica de control es la

sigulente:

DEFINICION 3.2: Una politica (aleatorizada) es una sucesién
n-(xt) de kérneles estocisticos ® sobre A dado Ht. con la

restriccién:
ut(A(xt)/ht)sl v htth, t=0,1,2,...

Al conjunto de todas las politicas lo denotaremos por I.

En este caso, la politica elige el control con cierta
probabilidad, i.e. en cada tiempo t, la accién de control es
una variable aleatoria con distribucién ut(./ht). Otro caso
es elegir los controles deterministicamente. La definicién

seria la siguiente:

DEFINICION 3.3: Una politica = = (ﬂt) es deterministica si
existe una sucesién (gt} de funclones medibles gt:Ht-eA, tal
que nt(./ht) estad concentrada en gt(ht) para toda htth y

t=0,1,..., i.e.,

nt(B/ht):=IB[gt(ht)l BeB(A)

En este caso nos referiremos a m con la sucesién (g‘).

En los casos de las definiciones 3.2 y 3.3, la politica
elige el control tomando en cuenta toda la historia anterior.
Este tipo de politicas toman mayor importancia en los
problemas de control adaptado [15].

Dentro de la familia de todas las politicas, existen las
que no dependen de la historia anterior; estas son las
llamadas politicas de Markov o politicas "sin memoria". Para
dar su definicién, denotemos por F al conjunto de todas las

funciones medibles f:X-A, tal que fooeAx) para toda xeX.
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DEFINICION 3.4: Una politica n = (ut) se dice que es:

(a) de Markov, si existe una sucesién (ft) de funclones f;eF.
tal que lt(./hc) esta concentrada en ft(xt)eA(x‘) para toda
hteut' t=0,1,2,.....

(b) de Markov estacionaria, si existe una funcién feF tal que

't('/ht) esta concentrada en f(xt)eA(xt) para toda htth,

En estos casos, identificaremos a m con la sucesién (ft)
o la funcién f respectivamente.

De la misma forma, cuando usemos la politica x = (fg)’ el
control aplicado al tiempo t lo denotaremos por at:=ft0&);
el costo obtenido C(xt.f(xt)) por C(xt,ft) y la ley de
transicién Q(./xt,ftuﬂ)) por Q(./xt.ft). Para el caso de una
politica estacionaria feF, a dichas expresiones 1la

denotaremos por C(x,f) y Q(./x,f) cuando X, =X.

4.- Espacio canénico de probabilidad.

Cada politica n = {ut) genera un proceso estocastico
(x&), xiex vV t=0,1,.... En esta seccién, daremos el espacio
candénico de probabilidad para el proceso, asi como algunas de
sus propiedades.

Sea (f2,%) un espacio medible, donde 2:=(XA)” = XAXA.....
y ¥ es la o-algebra producto correspondiente. Un elemento wef
es de la forma:

w= (xo,ao.xi,a D xtex. ateA vV t=0,1,....

1

donde las variables X, y a son las proyecciones de N2 en los

conjuntos X y A respectivamente.

Se puede ver que fl contiene al espacio Ho = KKK.... de
historias admisibles (xo,ao, ..... ) donde (xt,at)ek vV t.
Sea m = (ut) una politica de control arbitraria vy

supongamos que el estado inicial X, se elige de acuerdo a una
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distribucién inicial v, 1.e., v es una medida de probabilidad
sobre X. Entonces, por el Teorema de C. Ionescu Tulcea [25],

existe una Unica medida de probabllidad P: en (Q,¥) dada por:

n
Pv(dxo,dao,dxl,dal, - )sv(dxa)uc(da0 /xo)Q(dxi/xo.ao)-

R (dai/xo,ao,xi) .........

satisfaciendo:

4.1(a) P} (Ho)=1.

4.1(b) P:(xoeB)=v(B) BeB(X).

4.1(c) P:(atec /ht)=ut(C/ht) CeB(A).
4.1(d) P:(xtﬂeB/ht,at)#)(B/xt,a;) BeB(X).

En particular si el estado inicial es X, =X, entonces v es
una medida de probabilidad concentrada en {x} y escribiremos
P" como P". Con esto, P"(x =x)=1.

1 4 x x O -
Al operador esperanza con respecto a P 1o denotaremos
or E" si x _=x, por E' y
p v Y o x> P x’

Al proceso estocastico (Q,?,P:,(xt)) se le conoce como
Proceso de Markov Controlado (PMC).

El nombre de PMC es por el hecho de que la propledad
4.1(d) es esencialmente la propiedad de Markov. De hecho, el
proceso (xt) es de Markov si utilizamos una politica de

Markov (Def. 3.4) como se prueba en la Proposicién 4.1.

PROPOSICION 4.1: Si n = (ft.) es una politica de Markov,
entonces {xt) es un proceso de Markov con kernel de

transicién Q(./x,ft), esto es:

Pu(x

/X X
v t+1eB o’

voex) = P(x

(%, B/%,) = Q(B/x, .f,) (4.2)

1

a Lyt
50 b
&
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DEMOSTRACION:
Sea n = (a%) una politica arbitrarlia. Por las propiedades

B4 y BS en el Apéndice B sobre esperanza condicional, tenemos

que:

P:(x\¢1EB/hi) = E: [Fc(xi ‘B/hi’at)/qk]

+1

= E: [ Q(B/x,.a,)/h ] [por 4.1(d))
- 4
- IAQ(B/xt, a )P} (da /h )

= J;Q(B/xt,at)ut(dat/ht) [por 4.1(¢c)]

Ahora, si n = (ft) es una politica de Markov, la igualdad
anterior quedaria:

P"(x

v t‘1eB/ht) = Q(B/xt,ft). (4.3)

Aplicando de nuevo las propledades B4 y BS (Ap. B), primero a
la expresién del lado derecho de (4.2) y luego a la del lado

izquierdo, obtenemos:

n X 4
PU(X,,,€B/% , .- ,x) = E, [P"(x €B/h )/% ,....X ]

V' ot+l P tel t
= 1:: [Q(B/x,,£)/% ... ,%,] [por (4.3)]
= Q(B/xt,ft), [por B6, Ap. Bl
y ademas, ?
PLOaBx) = By [0, <B/m )/ ]
= E} [Q(B/x,,f,)/x,] [por (4.3)]
= Q(B/xt,ft) [por B6, Ap. B]

Por lo tanto se cumple (4.2). |
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En este resultado, si usamos una politica estacionaria
feF, entonces obtenemos que (xt) es un proceso de Markov a
tiempo homogeneo con kernel de transicién estacionario
Q(./x,f).

5.- Problema de control 6ptimeo.

Con cada politica =€ll obtenemos una sucesién de costos
(C(xt,at)) que nos da informacién sobre el comportamiento del
sistema. Para formular el problema de control éptimo,
necesitamos una funcién que mida dicho comportamiento. A esta
funcién se le conoce como indice de funcionamiento y su forma
depende de las caracteristicas del problema y/o del criterio

de optimalidad gque se emplee. Por ejemplo:

(a) Costo Descontado (CD). Sea O<a<l. El1 Costo Descontado
total esperado por usar la politica m con estado inicial X=X
es:

- J

S t
v, mx Ex [ §: o C(xt,at)]. (5.1)

t=0
Al numero o se le llama "factor de descuento".

(b) Costo Promedio (CP). El Costo Promedio total esperado por

usar la politica m con estado imicial X, =% es:

n
_ -1 n
Jm,x) := lir:_)gup (n+1) Z Ex [C(xt,at.)]. (5.2)
t=0

Estos son los indices de funcionamiento mas usados en los
casos donde el horizonte es infinito. En el caso cuando el
horizonte es finito, por lo regular se usa el criterio de
costo total esperado (CT), cuyo indice de funcionamiento toma

la forma:

i2
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Jx = E: [ Z C(xt,at)] (5.3)

t=0

Los indices que nos interesan en este trabajo son CD y
CP. La diferenclia entre estos, es que el primero mide el
funcionamiento del sistema en el presente y en el futuro
cercano, mientras que el segundo mide el funcionamiento
promedioc a largo plazo.

Con todos estos elementos podemos formular el problema de
control 6ptimo (PCO) como sigue: Dado un modelo de control
(X,A,Q,C), una familla de politicas admisibles T y un indice
de funcionamiento, el PCO consiste en encontrar una politica
u' tal que minimice dicho indice.

Por ejemplo, para el caso CD, nuestro problema seria

encontrar una politica u'en tal que:
L ]
Va(u »X) sta(n.x) V mell, xeX
En este caso decimos que m es a-descontada 6ptima (a-6ptima).
Para el caso CP, el PCO seria encontrar una politica
u‘eﬂ, tal que:
J(n.,x) = J(n,x) - V mell

y decimos que n' es optima en costo promedio

(CP-6ptima).Similarmente serfia para el caso CT.

A las funciones

»
Va(x) 1= 1%f Va(n,x) = Va(n ,X) (5.4)

Jx) = i%f Jin,x) = J(n.,x) (5.5).

las 1llamaremos el costo a-descontadc éptimo y el costo

promedio 6ptimo respectivamente; también se les llama

13
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funciones de “valor".

Para que el problema de control no sea trivial, es
natural pedir que va("X)<“ para al menos una politica well y
xe€X. En el caso de CP, puede suceder que el limite no exista.
Es por esta razén que tomamos el limite superior en (5.2),
aunque también se podria tomar el 1limite Iinferior. La
diferencia es que con el limsup estamos minimizando el costo
mayor, i.e., estariamos usando un criterio pesimista; y con
el liminf, minimizariamos el costo menor, lo que serfia usar
un criterio optimista. Bajo clertas condiciones, ambos
limites coinciden, como por ejemplo en [26]) y [11].

En este trabajo usaremos el 1lim sup por facllidad de
trabajarlo matematicamente.

Un resultado interesante [2, 39] dice que, en un gran
naimero de problemas de control estocastico, para cualquier

politica nell, existe una politica de Markov n' tal que:
G(r’ ,x) = G(n,x), xeX,

donde G es el indice de funcionamiento. Esto lo podremos

apreciar en los capitulos sigulentes.

6.~ Ejemplos.

En esta seccibén, daremos algunos ejemplos para ilustrar
la teoria expuesta en las secciones anteriores. Recurriremos
a estos ejemplos cuando tratemos la existencia de soluciones
6ptimas en los capitulos sligulentes. Por el momento solo

plantearemos el PCO en cada uno de ellos.

6.1.- Sistema de Produccién-Inventario. (8, 23, 29).
Consideremos un sistema de Produccién-Inventario, para el

cual:

xt, es la cantidad de articulos disponibles al principio del

periodo t.
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a., es la cantidad de articulos que se producen o se ordenan
al principlo del periodo t.

Et, es la demanda (aleatoria) del articulo durante el
periodo t.

Supondremos que las variables aleatorlas Et son 1.1.d.,
acotadas e independientes de Xy tomando valores en un
conjunto S=[0,D].

La dinamica del sistema es:

xuls(xtd-at-&t)’. t=0,1,.... (6.1)

Supondremos que la capacidad de almacenamiento es M, de
modo que el espacio de estados y el de control son X=A=[0,M].
El conjunto de acciones admisibles es Ax)=[0,M-x] V xeX.

Los costos que intervienen en la etapa t son, el costo
por ordenar o producir el articulo, mas el costo que
ocasionan los articulos sobrantes (xbu>0). De esta manera,

el costo total en el periodo t sera:
+
C(xt.at,st) =ca + hxtﬂ

donde ¢ y h son los costos por articulo ordenado o producido
y por exceso de articulos respectivamente (c>0, h>0).
Usando (6.1), los indices de funcionamiento para los
casos CD y CP son:
-4
Va(u,x) = E: [ Z at[cat + l'x(xt+at—€t )’]]

t=0
n
- -1 N - +
J(n,x) = ligggup (n+1) E: Ex [cak+h(xt+ai E;) ]
t=0
Ahora supongamos que las variables aleatorias (Et) tienen

distribucién comin u. Por (2.1), el kernel estocistico Q

tiene la forma:

15
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Q(B/x,a) = I IB[(x+a-s)’]u(ds) xe€X, aeA(x), BeB(X)
S

El problema de control 6ptimo es encontrar una politica
a-6ptima y CP-6ptima que minimice los indices
correspondientes.

En estos problemas existen diferentes maneras de escoger
el espacio de estados dependiendo de las hipbétesis del
problema. Por ejemplo, sl se permite acumulamiento de demanda
y la capacidad es M, el espacio de estados seria (-o,M]. En
nuestro caso se puede mostrar que el problema de
Produccién-Inventario es equivalente a un problema de control

de reservorios [38].

6.2.- Sistemas lineales con costo cuadratico (LQ). [8, 27].

Este tipo de sistemas se presenta en los casos donde se
conoce de antemano la trayectoria 1ideal del proceso, y el
problema es encontrar una politica tal que la trayectoria
generada por esta, diste lo menos posible a la trayectoria
deseada.

Aqui supondremos que la trayectoria deseada es el origen.
A este tipo de problemas se le conoce como Problema del
Regulador Lineal.

La dinamica del sistema es lineal de la forma:
xt+1=7xt+Bat+€t t=0,1,.....

donde X, ath en el caso mas sencillo y las perturbaciones
(Et) son varliables aleatorias i.i.d. tomando valores en un
espacio S, con media cero y segundo momento finito ¢2>0 y que
no dependen de X ya. Ademds, 7y y B son constantes dadas
tal que ¥B=0.

De aqui, los espacios de estados, de control y de
acciones admisibles son X=A=A(X)=R V xeX.

Suponiéndo que u es la distribucién comin de las §t. la

ley de transicién es:
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Q(B/x,a)= IB[1x+Ba+s]n(ds) xeX, a€A(x), BeB(X).
S

El costo en estos problemas es cuadratico de la forma:
2 2
C(xt.at) = qx + ra (6.2)

donde q y r son constantes tales que qz0-y r>0.

Los indices para los casos CD y CP 1los obtenemos
sustituyendo el costo (6.2) en (5.1) y (5.2) respectivamente.

Si en el problema de control de reservorios nuestro
objetivo es mantener el 4gua cerca de un determinado nivel,
podemos usar los sistemas LQ para modelarlo. En este caso,
B<O, X, seria el nivel de agua en el reservorio al tiempo t,
a, la cantidad de agua liberada al tiempo t y Et el flujo de
entrada (aleatorio) en el tiempo t.

El problema de Produccién-Inventario y el LQ, pertenecen
a la clase de problemas de control estocastico convexo, es
decir, la correspondiente funcién de valor éptimo
a-descontada Va(x) (5.4) es convexa. Un tratamiento de este

tipo de problemas se puede encontrar en [14, 21].

6.3.- Sistemas de colas con arribos aleatorios y un solo
servidor. [31].

Consideremos un sistema de N colas con un servidor. En
este ejemplo supondremos que las colas la forman cierto tipos
de trabajos o “"clientes" que tienen que esperar para ser
procesados o atendidos por un servidor.

En cada etapa, se escoge cierta cantidad de trabajos para
cada cola con una determinada distribucién FJ, J=1,2,... ,N.
Los estados serdn vectores de dimensién N, x=(x1.....,x“).
donde xj es el nimero de trabajos en la cola j. De esta
manera, el espacio de estados es l:, donde Z‘=(O,1.2,. .

Por otra parte, al principio de cada etapa el servidor
decide si admite o0 no objetos en cada una de las colas, con
la condicién de que podrdan ser atendidos hasta el principio
de la proxima etapa. Ademds, el servidor debe decidir si

b
d
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permanece desccupado o atiende a una de las colas no vacias.
Si esta Gltima es la decisién, digamos, atender la cola k (no
vacia), el servidor puede elegir una tasa de servicio
B(k)eBk. donde Bu es un conjunto finito no vacio de tasas de
servicio diferentes de cero.

Sea es(el,ez. ...... ,e.) tal que, para j=1,2,....N,

{ 1 si se admiten objetos en la cola J
e =
3

0 en otro caso

y sea i la declisién de permanecer desocupado.

En el estado x=(0,0,....0), 1i.e., cuando no existan
trabajos esperando en las colas, las posibles decisiones son
admitir trabajos en las colas permaneciendo desocupado el
servidor. Esto dltimo es por el hecho de que no se puede
servir inmediatamente. A esta decisién la denotaremos por
(e,1).

Para los estados distintos de cero, i.e., cuando hay
trabajos en las colas, las posibles decisiones son (e,i) o
admitir objetos en la cola sirviendo con una tasa Bik). Esta
ultima decisién la representaremos por (e,B(x)). Con esto el

espacio de acciones seria:
A={0,1)"x( UB U {1}

El kernel estocistico Q, estid dado en términos de 1las
distribuciones FJ, de hecho seria la distribucién conjunta de
los estados.

La funcién de costo, es-una funcién C:XxA3R cuya forma
dependeria del problema. Por ejemplo, puede incluir un costo
de aceptacién de trabajos o costos de servicios. De manera
general, solo pediremos que para todo e, x, el costo
C(x,(e,1)) sea creciente en cada coordenada del vector x con
las otras fijas, y que para todo e, B(kx), X, con xk>0, el
costo C(x,(e,B(k))) sea, similarmente, creciente en cada

coordenada de x con las otras f] jas.

1w
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Los problemas de teoria de colas tienen apllicaciones en
redes de telecomunicacicnes (e.g. redes telefénicas, de
computacién), problemas en Iingenlieria de trafico y en

investigacién de operaciones.

6.4.- Problemas invariantes. [4, 35].

Un modelo de control markoviano se llama invariante sl el
kernel de translicién no depende del estado actual del
sistema, i.e., Q(./x,a)=Q(./a). En nuestro caso pediremos que
A sea finito. Algunos problemas que cumplen con esta
propiedad son los de remplazamiento y mantenimiento. Aqui no
especificaremos las componentes del MCM, ya que estas
dependen del problema que se esté trabajando. Algunos

ejemplos se pueden encontrar en [4].
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CAPITULO i

PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV CON COSTOS DESCONTADOS

1.- Introduccién.
2.- Hipbétesis sobre el modelo de control.
3.- Ecuacién de Optimalidad.

1.- Introduccién.

De 1los problemas de control 6ptimo estocastico con
horizonte infinito, el caso con costos descontados (CD) es el
mds simple de trabajar. Primeramente, si los costos por
etapa, C(x,a), son acotados, el indice de funcionamiento [ver
(5.1) Cap. 1]:

v (x,x):= E: [ Z atC(xt,at) ] (1.1)

t=0

es finito, y por lo tanto también la funcién de valor éptimo
[ver (5.4) Cap. I]):

Va(x):= 1gf Va(u,x) xeX (1.2)

Esto nos permite apoyarnos en el teorema de punto fijo
de Banach, para asegurar la uniclidad de la solucién de 1la
ecuacién de optimalidad o ecuacién de Bellman.

En nuestro caso, donde los costos no son acotados, no
podemos asegurar lo anterior. Aqui, tenemos que hacer uso de

otros artificios para poder caracterizar una solucién de 1la
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ecuacién de optimalidad.

En ambos casos podemos hacer iteracién de valores para
aproximar a una solucién de la ecuacién de optimalidad, cosa
que no ocurre, en general, con los problemas con costo
promedio. Lo anterior es una gran ventaja porque se pueden
implementar métodos computacionales para resolver el
problema.

Este tipo de indices de funcionamiento tliene, por lo
regular, aplicaciones a problemas [e.g. 6, 7] en los que el
indice Va tiene una interpretacién econémica (o monetaria).
En tales casos, se introduce un factor de descuento al costo,
por el hecho de que cierta cantidad de dinero en el presente
vale menos en el futuro. En muchos problemas el factor de
descuento a se interpreta como a=1/(1+i), donde i es la tasa
de interes. Asi, ot representa el valor presente de la moneda
t periodos después.

La seccién principal de este capitulo es la 3, en la cual
se da un resultado (Teo. 3.6) que caracteriza a la funcién de
valor éptimo dentro del conjunto de soluciones de la ecuacién
de optimalidad. ‘

En la seccién 2 se daran cliertas hipétesis, junto con una
série de resultados que nos garantizaridn la existencia de
minimizadores. Estas hipétesis las 1ilustraremos con los
problemas expuestos en el capitulo anterior y con ciertos.

contrae jemplos.

2.- Hipbtesis sobre el modelo de control.

Sea (X,A,Q,C) un modelo de control de Markov [Def.
2.1,1]. En esta seccién, estableceremos una serie de
hipé6tesis para el modelo de control, 1las cuales nos
garantizaran resultados interesantes, como la existencla de
soluciones éptimas para el PCO. Ademas, veremos cuales de los
ejemplos expuestos en el capitulo anterior cumplen con estas.

Para esto, primero daremos la sigulente definicién.
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DEFINICION 2.1: Una funcién de valor real definida sobre K,

v:K-R, se dice que es inf-compacta en K, si el conjunto:
{a€Ax) : vi(x,a)sr)
es compacto V xeX y reR.

Denotaremos por L(X) a la clase de funciones en X que son
semi-continuas inferiormente (sci) y acotadas por abajo; y
con L(X)‘ a las funciones no negativas en L(X) [ver Def.2,
Ap. Al.

Hipbétesis 2.2:

(a) C(x,a) es inf-compacta y pertenece a L(K)‘

(b) La ley de transicién Q es debilmente continua [Def.2,
Ap. B], i.e., para cualquier funcién continua y acotada v en
X, la funcién:

v’ (x,a) := I viy)Q(dy/x,a)

es continua en K.
(c) La multifuncién x-Ax) es sci [Def.6, Ap. A], i.e., si
X X en X y aeA(x), entonces existe aneA(xn) tal que a -a.

(c’) La multifuncién xaﬂf(x) es sci, donde
L ]
A 00:= {aeAx) : v(x,a)= a%m’x)v(x.a))
para veL(K).
Comentario: Por 1la Proposicién 3(b) Ap. B, la hipétesis
2.2(b) es equivalente a pedir que para cualquier veL(X) la
funcién v’ (x,a) es sci y acotada por abajo en K.

Las hipétesis (c) y (c’) nos serviran para probar que la
funcién de valor Va(X) sea sci y 1las podemos sustituilr
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pidiendo que 1la multifuncién x-9A(x) sea semicontinua
superiormente [Def. 7, Ap. A].

De los ejemplos vistos en el Capitulo I, es claro que la
hipétesis 2.2(a) la cumplen el problema de Produccién-
Inventario y el LQ. Para verlficar las hipé6tesis restantes

en estos problemas, daremos los sigulentes Lemas.
LEMA 2.3: Sea (xt) un proceso de Markov en X definido por:

xtu=F(xt,€t) t=0,1,....
donde (&t} son variables aleatorias i1.i.d. con valores en un
conjunto S, distribucién comin u e independientes del estado
inicial X, Entonces, si F(x,s) es continua en xeX para todo
s€S, la ley de transicién de (xt} es debilmente continua,

i.e.,
u ) = I u(y)Q(dy/x)
es continua y acotada sobre X para toda u continua y acotada.

DEMOSTRACION:

Sea u una funcién continua y acotada sobre X. Claramente
la funcién v’ (x) es acotada. Para demostrar su continuidad,
sea (x") una sucesién en X tal que xX'-x, xeX. Entonces por
la continuidad de las funciones F y u, y por el teorema de

convergencia acotada tenemos que:
u (x") = I u[F(x",s)Ju(ds) - u' (x) = Iu[F(x,s)]u(ds)

lo cual demuestra que u’(x) es continua. |

LEMA 2.4: Si el conjunto K es convexo, entonces, la
multifuncién x->AMX) es sci.
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DEMOSTRACION:

Sean k=(x,a) y k'=(x',a’) elementos de K. Como K es
convexo, el segmento de recta ¢ que una a los puntos k y k’
esta completamente contenido en K. Ahora, sea klc(xl,a‘) el
punto medio del segmento kk', entonces k’elcK. Similarmente,
sea k2=(x2.a2) el punto medio de klk'. entonces kzetcx.
Siguiendo con este procedimiento, obtenemos una sucesién
kn=(xn.an), tal que kn es el punto ledlq de kn-ak' y knetcx.
Se sabe de los cursos de anadlisis real que la sucesién
((x;.ah))ck converge al punto (x’,a’)eK. De esta manera, sl
xn—»c en X y aeA(x), existe a ;)a con lo cual se demuestra
que la multifuncién x-A(x) es sci. |

Volviendo a los ejemplos, en el problema de Produccién
-Inventario tenemos que xtﬂ=F(xt,at.£t)=xt+at-€t. Es claro
que F es continua en X, a para toda t, y por el Lema 2.3 la
hipétesis 2.2(b) se cumple. Ademas, como AX)=[0,M-x] vy
X=[{0,M], el conjunto K es convexo, y asi por el Lema 2.4, se
cumple la hipétesis 2.2(c).

Similarmente para el sistema LQ tenemos que la funcién
l"(xt,axt,ﬁt)='a'x'_+8at-l>§t es continua en X,» a  para toda t vy
ademids como X=A(x)=R, el conjunto K es convexo. Por lo tanto,
por los Lemas 2.3 y 2.4, las hipétesis 2.2(b) y 2.2(c) se
cumplen respectivamente.

En el ejemplo de sistema de colas, primero notemos que X
y A son numerables, donde A=A(x) para toda x. De aqui, la
multifuncién x-Aco y la funcién v’'(x,a) en 2.2(b) son
continuas, y por tanto las hipétesis 2.2(b) y 2.2(c) se
cumplen. La verificacién de la hipétesis 2.2(a) dependera del
problema especifico.

Para 1los problemas invarlantes, es claro que las
hip6tesis 2.2(b) y 2.2(c) se cumplen, ya que el conjunto A(x)
es finito, y de la misma manera que el ejemplo anterior, la
hipétesis 2.2(a) dependerd del problema que se esté
traba jando.

Las hip6tesis 2.2 tienen consecuencias importantes en el
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garantizar la existencia de selectores medibles [Def.3.4,1].
Los resultados que establecen 1la existencia de dichos
selectores, son llamados Teoremas de Selecciétn Medible como

el que enunciamos a continuacién.

TEOREMA 2.5: (Teorema de Seleccién Medible). S1 las hipétesis
2.2(c) y 2.2(c’) se cumplen y v es una funcién inf-compacta

que pertenece a L(K), entonces, la funcién:

v.(x) i= .éﬁ”v(x,a)

pertenece a L(K) y ademias existe una funcién feF tal que:
*
v (x) = vix,fo0). (2.1)

DEMOSTRACION:

La existencia de feF que satisface (2.1) se sigue de [30]
Corolario 4.3.
. Ahora,'sea xn-)x en X y a'eA.(x) ;arbitrario. Entoncss
v (x)=v(x,a ). Por 2.2(c’'), existe aneA x) tal que a-a .
De aqui, (xn,an)e(x,as y como v es sci, por la Prop. 3,
Ap.A,

liminf v.(x )»=1liminf v(x ,a )ZV(x,a')=v’(X)-
n . n n n n
y nuevamente por la Prop. 3, Ap. A, Vv es sci.|
Una consecuencia de este teorema son los sigulentes
resultados, los cuales nos serdn de gran utilidad en 1la

préxima seccién.

LEMA 2.6: (a) Si las hipétesis 2.2 se cumplen y ueL(X)‘,

entonces, la funcién no negativa

u 00 :=agx{x)[c(x.a) + I u(y)Q{(dy/x,a) ]
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pertenece a L(X) y ademds existe feF tal que:
w0 = Clx,f) +I uwQldy/x,f) ¥ xeX

(b) Para cada n=0,1,..., sea vneL(K) e inf-compacta en K. Si

v av_, entonces:
n o

1.1;' .agx)vn(x,a) = .gu(‘x)vo(x.a) VvV xeX

DEMOSTRACION:
(a) Sea ueL(X) . Por las hipétesis 2.2(a), Prop. 4, Ap. A y
Prop. 3, Ap. B, tenemos que la funcién vix,a)elL(K), donde,

vix,a) := C(x,a) +J. u(y)Q(dy/x,a)

De aqui, {a€A(x) : v(x,a)sr)} es cerrado en K para todo xe€X y
ademads estid contenido en el conjunto {aeA(x) : C(x,a)sr}.
Asi, por la hipétesis 2.2(a) el conjunto {aeA(x) : v(x,a)=r)
es compacto y por lo tanto v(x,a) es inf-compacta.

Por el Teorema 2.5, u.(X):=.gxi(‘§)V(x,a) estd en
L(X)*CL(X) y ademas, existe feF tal que u (x)=v(x,f), lo cual
prueba lo que se queria.

(b) Para todo xeX, sea
Ux):= I%m ?{

.
v Vv {(X):= v (X,a
n(x'a) y O( ) aé?{x) 0( »a)

aé x)

» .
Por demostrar que t(x)=v°(x). Primeramente, como vn,rvo,

entonces:

1 =
1%m aé??x)vn(x'a) aé?gx)vo(x’a)

esto es,

Lix) = v;(x) (2.2)
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Para probar la desigualdad inversa, sea xeX fijo pero

arbitrario. Para cada n, definamos los conjuntos:
*
An := {a€A(x) : vn(x.a)svotx)}

Como las funclones v, son inf-compactas, los conjuntos An son

compactos, y ademis, como vn;. vo, tenemos que An¥ Ao’ y

.éx}{x)vn(x,a) = -gx{x)vo(x.a) = v;(x)

Aplicando el Teorema 2.5 a \A podemos asegurar que para cada
nzl, existe aneAn tal que:

v (x,a) = inf v (x,a) (2.3)
n n a n

Por otra parte, por la compacidad de los conjuntos An. existe

una subsucesién {am) } de {a )} tal que atm) - a"), a €A .
Como vn es monotona éreciente, se cumple que:
v (x,a(m) ) z v (x,a(n) ) V n >n
nl i n 1 i
para cualquier nzl. Por la Prop, 3, Ap. A, obtenemos,
li?mf vnl (x,a(n)l) z vn(x,ao)
y por (2.3),
Lx) 2 liminf inf v (x,a) 2 v (x,a)
1 a n‘ n 0
Por Gltimo, haciendo n-»» en esta expresién,
-
Ux) Z Vox.a) = Vo) (2.4)

Esta Gltima igualdad es por el hecho de que vo(x,ao)zv;(x)
para a €A . De (2.2) y (2.4) se prueba lo que se queria.|

[
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En trabajos anteriores al [22] (e.g. 15, 24, 34, etc.) se
utilizaban hipétesis mids fuertes que las hipétesis 2.2. Por
ejemplo, se pedia que los conjuntos A(x) fueran compactos.
Notemos que si v(x,.) es sci en A(x) para todo xeX y ademis
los conjuntos A(x) son compactos, entonces v es inf-compacta
en K. La implicacién Inversa no es valida, solo se puede
asegurar que si v es inf-compacta en K, entonces v es sci.
Con esto se puede ver la debllidad de las hipétesis 2.2..
Ademis, si los costos C(x,a) son acotados, entonces la
hipétesis de pedir que C(x,a) sea inf-compacta, se reduce a
pedir que los conjuntos A(x) sean compactos.

En el capitulo sigulente, analizaremos el caso donde el
kernel estocéstico Q es fuertemente continuo [Def.2, Ap.B].

Por otro lado, pedir como hipétesis que la multifuncién
XHAX) Yy x-)A' (x) sean sci, nos permite probar dque las
funciones v‘ y u., en el Teorema 2.5 y en el Lema 2.6
respectivamente, son sci. Esto nos servira para probar que la
funcién de valor éptimo (1.2} pertenezca a L(X). En [20] se
piden las mismas hip6tesis que aqui, excepto la 2.2(c) y
2.2(c’). Con ellas, solo se puede asegurar que dichas

funciones son medibles.

3.~ Ecuacién de Optimalidad a-descontada.

En esta secclién, trataremos el problema de la existencia
de politicas a-6ptimas, asi como la existencia de soluciones
de la ecuacién de optimalidad, bajo las hipétesis 2.2.
Paralelamente, iremos comparando estos resultados con el caso

donde los costos sean acotados.

DEFINICION 3.1: Decimos que una funcién real veL(X)‘ es una
solucién de la Ecuacién de Optimalidad (EO) si:

VX)) = .zi?x)[ C(x,a) + aj viy)Q(dy/x,a) ], xex; (3.1)
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En vista de las hipétesis 2.2(a), puede darse el caso en
que para algun estado iniclial x y una politica =, el indice
de funclonamiento Va(u.X) sea infinito como lo muestra el

sigulente ejemplo.

EJENPLO 3.2: Consideremos un problema de control donde 1la

dinidmica del sistema es:
xt‘lsﬁxt+u‘ t=0,1,....

con X=A=R, A)=[-1,1] y C(x,a)=|x|. De los Lemas 2.3 y 2.4,

es claro que las hipétesis 2.2 se satisfacen. Ahora, si X =X

y consideramos la politica x = {0,0,...,0), es facil ver que
xt=Bt|x|. De aqui,
-]
= tot
v, (=, x) = Z « B |x|
t=0

y por lo tanto, Va(i,x)=a si x#0 y |aB|21. |

En vista del ejemplo anterior, es necesario que se cumpla

la siguiente hipétesis:

Hipdtesis 3.3: Existe una politica w tal que V&(;,x)<+m para

todo xeX.
En consecuencia, Va(X)<’“ VvV xeX.

Una manera conveniente para trabajar la EO (3.1), es por
medio de operadores. Definimos el operador T:L(X);eL(X) R
como sigue: si ueL(X)*.

Tux) := agiQx)[ C(x,a) + ad.tuy)Q(dy/x,a) ] xeX.

Asi, diremos que veL(X)0 es una solucién de la EO si es punto
fijJode T, 1.e. (cf. (3.1)),

Tvs=v, (3.2)
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Es importante notar que el operador T es no decreclente

en L(X)’, esto es:
uzv » TuzTv u, veL(X)‘. (3.3)

Diferentes autores (e.g. [8]), [9], [15]) demuestran que
si el costo por estapa C(x,a) es acotado, entonces la unica
funcién acotada que satisface la EO (3.1) o (3.2) es la
funcién de valor éptimo (1.2). En nuestro caso no podemos

asegurar ésto, como lo muestra el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.4: Sea X=[0,w), A=A(x)=R, C(x,a)=0 en L(X)‘, y la
dinadmica del sistema xbn=xt/a. Nuevamente las hipétesis 2.2
se satisfacen. Ahora, para cada BeR, la funcién v(x)=8x, xeX,
es una solucién de la EO, con lo cual tenemos que el operador
T tiene una infinidad de puntos fijos. Sin embargo, la uUnica
solucién acotada es vx)=0, la cual es la funcién de valor
6ptimo. En el Teorema 3.6, mostraremos que la funcién de
valor Optimo Va(X) es lé minima solucién de la EO dentro de
la familia L(X) . |

Antes de presentar el Teorema principal de esta seccién,

daremos los siguientes Lemas.

LEMA 3.5: Supongase que las hip6tesis 2.2 se cumplen.

{a) Si veL(X)‘ satisface que vzTv, entonces vav®,

(b} Si v es una funcién medible en X tal que Tv esta bién
definida y satisface que v=Tv y

lim o" " v(x )=0 (3.4)
n P4 n
para toda mell y xeX, entonces vsv‘.

DEMOSTRACION:
(a) Sea veL(X)‘. Por el Lema 2.6(a), existe feF tal que:
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TV(x)*l}n[C(x.a)*aJ.V(y)'Q(dy/x.l)]*C(X,f)*aIV(y)Q(dy/x,f) xe)(?' 52 5 3 9
Por hipoétesis,
vVixX) 2 C(x,f)mIV(y)Q(dy/x.f) vV xeX. (3.5)
Ademas,
vex) 2 ctx,f)+ajv¢y)o(dy/x.f) = B [Clx , £)1vaf’ [v(x )]

Por (3.5) tenemos que:

off [vix)] = of, [Clx.£)] + &E [v(x)]

y asfi,

voo z B [C(x ,f)] + of, [C(x ,£)] + odE [vix )]

1

_ t 2
= ﬂ( Z « C(xt,f) + év(xz)
t=0
donde E: [v(xz)]=fv(y)02 {(dy/x,f) y QZ(B/x,f)=P: (xzeB) es la
probabilidad de transicién en 2 pasos de la cadena de Markov
(xt) [ver Prop. 4.1,1].

Siguiendo con la iteracién de (3.5), obtenemos:

n-1
vix) = Ei Z a‘C(xt.f) + a"E:v(xn) V n, xeX (3.6)
t=0

y ademas, d [v(xn)]=IV(y)Q“(dy/x.f) y Q"(B/x.f)=P:(xneB) es
la probabilidad de transicién en n pasos de la cadena de
Markov {xt).

Por otro lado, por la no negatividad de v, tenemos que:
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n-1
~ t
vix) & Ei Z « C(xt.f)
t=0
y haciendo ns» en esta expresién,
“ .
v 2 E Z e'Cx,f) =V %) 2 V. x)  V xeX
ot a o
t=0
lo cual prueba lo que se queria. |
(b) Sean well y xeX arbitrarios. Por definicién tenemos que:
n t+1 _ bl
E" [ «**'vix, )/n.3] = o I viP, [dy/h ,a ]
=a"”‘[ V(y)Q(dy/xt.at) [por 4.1(d),I]
= ¢ -
o [C(xt.a‘)'*ajl v(y)Q(dy/xt.at) C(xt.at)]
Aparte, por hipétesis tenemos que:
v(xt) = Tv(xt) < C(xt'at)+aIV(y)Q(dy/xt'at) vVt

Asi,

E [ «"vix, )/h.a)z o [v(x ) - C(x ,3)]

y de aqui,

t t n t+1
o C(xt.at) zZ v(xt) - Ex [ « v(xtﬂ)/ht,at]
n te1 t
=-Ex [ o vix )-a'vix )/h ,a ] [por B6, Ap.B]

£ | a"v(xt)-aulv(xt”)/ht,at]

Tomando esperanza E:(.) en ambos lados de 1la desigualdad,
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y usando B7, Ap.B, obtenémos:

atE:[C(xt,at)] z i [ mtv(xt )—a"”v(xt” )/l{ .a'_]

Ahora, sumando sobre t=0,1,...,n-1,
n-1
t-N
Z WELC(x,8,) = V) - fEV(x) Vn
t=0

y haciendo n3w Jjunto con (3.4), obtenemos que Vu(u.x)zv(x).
Por ultimo, como w y x se tomaron arbitrarios, esta ultima
desigualdad implica que Vazv con lo que se demuestra el

Teorema. |
Definimos recursivamente las funciones de Iteracién de
Valores (IV) como v (.):=0 y v := Tv =T'v_ para n=1,2,...
[+] n n~-1 0
De aqui,

vn(x) = nin[C(x,a) + afvn_l(y)Q(dy/x,a)], nzl. (3.7)
Notemos que por el Lema 2.6(a), la funcién vneL(X)‘ para toda
nz0. Por otro lado, sea

n-1
Va(n,x) := E" Z atclx,,a,) (3.8)
t=0

el indice de funcionamiento de un problema con n etapas. De
la teoria de Programacién Dinamica [8, 13], se sabe que vn(x)
en (3.7) es la funcién de valor 6ptimo para este problema con

costo terminal vo(.)=0 cuando x°=x, esto es:

vn(x) = igf Vn(n,x). (3.9)

TEOREMA 3.6: Supongamos que las hipétesis 2.2 y 3.3 se

cumplen. Entonces:
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(a) Vn ;.Vu
(b) Va es la minima funcién en L(X). que satlisface la EO,

f.e.,

VatTV“ ‘ (3.10)

(c) Existe una polftica estaclonaria £Y%F tal que £ o0eAno
minimiza el lado derecho de (3.10) para toda xeX, i.e.,

Vo = Clxf) + af v oQlay/x, ) (3.11)
y f‘es a-6ptima. Reciprocamente, si f.ef es una politica
éptima estacionaria, entonces satisface (3.11).
(d) St n es una politica tal que V(u‘,.)el..(x)’ y satisface
la EO junto con la condicién:

n =M o
lima E V (m ,x)=0 V nell, xeX (3.12)
n x O n
L) L)

entonces, Va(u ,.)=Va(.); de aqui, ® es a-6ptima.
DEMOSTRACION:
(a) Primeramente, por (3.3), las funciones (IV) en (3.7)
forman una sucesién (vn) no decreciente en L(X)* y por lo

tanto existe una funcién ueL(X)’ tal que v oa u Por el

Teorema de Convergencia Monétona ([3], [33]) tenemos que:
Clx,a) + ajvn_lty)o(dy/x,a) a C(x,a) + aJ'u(y)Q(dy/x.a)

Ahora, por el Lema 2.6(b),

I%m ‘2}?”{ C(X.a) + aI vn_i(y)Q(dy/x,a) }

= ag}x(\x){ C(x,a) + aI u(y)Q(dy/x,a) }
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Esto es,
u(x) = lli‘- vncx) = Tu(x) (3.13)

De aqui, ueL(X)‘ satisface la EO. En particular tenemos que
uzTu, asi, por el Lema 3.5(a),

uzV (3.14)

(-

Para probar la desigualdad inversa, de (3.8) y (3.9) tenemos
que:

v, 0 E Vn(:.x) s V(x,x) Vn, m x
Haciendo nw, y como vn al, obtenemos:
ux) s Va(n.x) vV x
Luego,
ux) =V ) = inf Vu(t.x) (3.15)

De (3.14) y (3.15) se concluye que U(X)=Va(x) y por lo tanto,

v V.
n"a

{b) De (3.13) tenemos que Va='l'va, i.e., Va satisface la EO.
Solo falta demostrar que es la minima solucién de (3.2). Para
esto, sea u'eL(X)’ tal que u’=Tu’. Entonces, por el Lema

3.5(a), u'zva lo cual prueba lo que se queria.

(c) Por el Lema 2.6(a), existe f'eF que satisface (3.11),

i.e.,
L ] L
Va(X) = C(x,f) + « Va(y)Q(dy/x,f )

Iterando esta igualdad [ver (3.6)], obtenemos:
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n-1

[ [ ]
v 0 = i [ Z a"c(xt.f )] + a"i [Va(xn)]

t=0

. n-1

z Q[ Z a"C(xt.f.)]

t=0

Esta ultima desigualded es por el hecho de que Va(.)zo.

Haciendo nsw, obtenemos que:
*
V. x) & V(f ,x)
o

Por (1.2), Va(.)=V(f.,.). esto es f. es a-6ptima.
Para el resultado reciproco, primero notemos que si feF,

por la propledad de Markov, tenemos:

Va(f,x) = i [ Z atC(xt,f )] = C({x,f) + Va(y)Q(dy/x,f)

t=0

En particular, si £'eF es a-6ptima, entonces Va(f.,x)=Va(X) y

por lo tanto se cumple (3.11).

(d) Sea n una politica tal que Va(!.,x) € L(X)+ satisface la
EO, i.e., Va(n.,x)=TVa(1l',x) . En particular,
Va(n:,x)STVa(u',x). Por (3.12) y el Lema 3.5(b), tenemos que
Va(u .x)svu(X) y por 1la parte (b)) de este Teorema,

Va(n',x)=Va(x) y asi, n es a-6ptima. |

Es importante notar que el Teorema 3.6(a), nos da una
manera de aproximar a Va recursivamente por medio de
problemas con un numero finito de etapas. Esto es de gran
importancia teérica (como las conclusiones del Teorema
3.6(b)) y computacional. Otros tipos de aproximacién se

pueden ver, por ejemplo en [22].
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La convergencia v, o Va puede no ser védlida sl no se
cumple 1la hipétesis 3.3, como lo muestra el sigulente

ejemplo:

EJEMPLO 3.7: Sea X=[0,w), A=A(x)=(0,w) y la dinémica del
sistema es xtdt(Z/a)xt'rat. con funcién de costo por etapa
C(xt.at)=x +a . Este problema cumple con las hipétesis 2.2.

t ot
Por otro lado, es facil probar, recursivamente, que si xosx,

entonces:
t
t t-n
x = (2/a) x + Z (2/a) " "a t=1,2,...
t n-1
n=1
Asi,
- o0 (-
= t t
Va(u,x) = Z C(xt.at) = Z «x, + Z aa
t=0 t=0 t=0
0 o t ]
= z 2%x + Z Z 2%(2/0) ™2  + Z ota
n-1 t
=0 t=0 n=1 t=0

Por lo tanto, Va(n,x)=n para toda well y xeX, y de aqui,
Va(x)=oo para toda xeX, i.e., no se cumple la hipétesis 3.3.

Ahora, por otro lado, se puede probar por induccién que
vn(0)=0 para toda n y por lo tanto vn no converge a Va para
todo xeX. |

En el caso con costos acotados, se puede ver [8, 9, 15]
que una politica x> es a-6ptima si y solo si el costo
Va(u',.) satlsface la EO. En nuestro caso esta equivalencia
no se satisface, solo podemos asegurar la suficiencia de 1la
a-optimalidad de x para que el costo correspondiente a n®
satisfaga la EO. Puede darse el caso en que para alguna
politica dada n‘. el costo Va("") satisfaga la EO, pero a®
no sea a-6ptima y por el Teorema 3.6(c) no se satisfaga

(3.12). Esto lo 1lustra el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 3.8: Sea X=A=R, A00=(0,1) y la dinimica del sistema
-1

es x  =a aX, con costo por etapa C(xt.at)=|xt|.
Claramente el problema satisface las hipétesis 2.2.
Consideremos la politica t'-(l,l,...). entonces, es facll
probar que si X =X, tenemos que xt-a"‘x, t=0,1,... y de aqui,
V(ltx)= [Z |x|] E'[Z|x|]=o V x=20
t=0 t=0

y Va(t..O)sO. Por otra parte, 'rv;(u,x)su, i.e., V;(x,x)
satisface la E0, y por otra parte, Va(X)=lXI. Por lo tanto,

x® no es a-6ptima. |

Si tenemos que 2 es una politica tal que Va(u‘,.)
satisface la EO, por el Teorema 3.6(d), podemos garantizar
que n es a-éptima si se cumple la condicién (3.12).
Claramente, si los costos por etapa son acotados, digamos
0=C(x,a)sM para todo (x,a)eK, se cumple (3.12) ya que de
(1.1) tenemos que 0sV(m,.)sM/(1-a) para todo mell. Condiciones
suficientes para la condicién (3.12) se dan en [22].

Para concluir esta seccién, 1lustraremos los elementos

expuestos con los ejemplos dados en el Capitulo I.

La EO para el problema de Produccién-Inventario es:
+ +
Va(X) —aeﬁg) E { ca + h(x+a-§) + aVa(x+a-€) } (3.16)

Para verificar la hipdétesls 3.3, consideremos 1la politica
estacionaria {;‘) definida por }(X)=x V xeX. Como x€[0,M], 1la
politica E es acotada. Por lo tanto, el costo cuando se usa ;‘
es acotado, y por la presemcia del factor de descuento «,
tenemos que V (f X)<+w V xeX y asi, V (X)<+0 V x€X.

En (8] pag 244, se muestra que una politica a—éptina feF
para este problema es:
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L L J
S -x si x<S
f(x)={ 0 si xS (3.17)

donde S' minimiza a la funcién:
G(y) =cy + L(y) + E {v, (y-€)}
con L(y) = hf ((y-i)‘)
El punto s’ existe, ya que lﬁn G (y)=w y ademas L(y) y
Va(x) son convexas, lo que implica que G (y) tenga esta
propledad. La convexidad de Va se demuestra por induccién

(ver [8] pag. 66).

Para los sistemas LQ, la EO es:
V x) = min { qx2 + ra’ + of V (yx + Ba + E)}.
o a ‘ o
En [8] pag. 242 se muestra que:
vV o0 = k(a)x® + k(a)as®/(1-a) ¥ xeR, ae(0,1),  (3.18)
donde k(a) es la unica solucién positiva de la ecuacién:
= [1 - akB(r + akB?) 'Jaks® + q (3.19)
k(a)-k = cuando a1, (3.20)
donde k' es la uUnica soluclén positiva de 1la ecuacién
que resulta cuando hacemos a»1 en (3.19).
Claramente, Va(x)<+m para toda xeX, con lo que se
verifica la hipétesis 3.3, y ademds, una politica «-éptima

feF es:

fo) = -aByk(a)x/(ak(a)g® + r) (3.21)

i

W%
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Para obtener la EO para el problema de sistema de colas,
primero introduciremos alguna notaclén.

Sea y=(y1.y2....,y.) el vector que indica el numero de
nuevos trabajos en cada cola. Denotaremos por ey al vector
que resulta de multiplicar los vectores e (p. 18) y y
coordenada a coordenada [ver Ej. 6.3, Cap.I], es decir; ey es

el vector tal que su j-ésima componente es:

0 si eJ-O
(ey)j = y sl ejtl J=1,2,...,N

J
Esto es, el vector ey indica el nimero de trabajos
esperando en la cola sin atenderlos.
Sea E(e)={jJ : ej=1) y ademas, si xi>0, definimos el
vector x(B(k)) cuyas coordenadas son:

b si J=k
[x(B(k))]. = . 3=1,2,...,N
) (x,-B(k))" s1 j=k

Esto es, el vector x(8(k)) Indica el numero de trabajos en la
cola tomando la decisién de servirlos.

Con todo esto, la EO es:

vV o = n%n{C(O,(e,i)) + aJ'I Va(ey)jl:(r)dl?j(yj)} (3.22)
e

v, o0 = nin{C(o,(e,i)) + af...f V&(x+ey)jl;1')dF)(yj) /\
e

min min B{g){C(x,(e,B(k)))+§I...IVa(x(B(k))+ey) TT doF

(y.)
JEE (e) J

J

donde TAS = min (T,S} y si E(e) es vacio la integral es el
valor del integrando.

Para verificar la hipétesis 3.3, sea ; la politica que
siempre escoge e‘Q(D,O,....O) Yy que sirve a los objetos en

las colas en un orden fijo, digamos, la primer cola hasta que
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quede vacia, luego la segunda hasta que también quede vacia,'
etc.. Seaﬂx-xo. un estado iniclal arbitrario. Aplicando la
politica f, el proceso alcanza el estado cero en un namero
finito de pasos con costo finito.
De la ecuacién (3.22), tenemos que:

- *
%msqman+4mI%bwL1$?%0

= C(0.(e",1)) + aV_(0) (3.23)

Esta dltima igualdad es por el hecho de que E(e‘) es vacio.
De la expresién (3.23) obtenemos que:

V(0 s C(0, (e, 1))/ (1-a) < v

y por el comentario hecho en relacién a la politica f,
Va(x)<0m para toda xeX, lo cual verifica la hipétesis 3.3.

Para los problemas Iinvariantes la EO, en su forma

general, es:

Va(x) = mgn { C(x,a) + aj.V(y)Q(dy/a) }

La hipétesis 3.3 se cumple, como verificaremos en el
capitulo siguiente.
Como A(x) es finito, de antemano podemos decir que existe

una politica a-6ptima para estos problemas.
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CAPITULO 111

PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV CON COSTO PROMEDIO

Introduccién.

Hip6tesis sobre el modelo de control.
.- Condiclones de optimalidad (I).
Condiciones de optimalidad (II).

o WwN -
1

1.- Introduccién.

Matemidticamente hablando, los problemas de control 6ptimo
con costo promedio son los mas dificiles de analizar. A
diferencia del caso con costos descontados (Cap.I1l), aqui no
tenemos en general una soluclén de la ecuacién de
optimalidad. Por esta razén, existen varios caminos para
resolver el problema dependiendo de las restricciones en el
modelo de control. Abundaremos mas sobre este problema en la
seccién 3. El1 objetivo de este capitulo es obtener la
optimalidad en costo promedio de wuna politica bajo
condiciones generales, como las hipétesis 2.2 dél capitulo
anterior, via el caso descontado.

Analizaremos la optimalidad en costo promedio bajo dos
tipos de hipédtesis.

En la seccién 3, trabajaremos con las hipoétesis 2.1, que
definiremos en la seccién 2, ademds daremos condiciones (C1)
para garantizar la existencla de una politica CP-6ptima (Teo.
3.4). Posteriormente, definiremos dos condiciones mis (C2,
C3), las cuales son suficientes para Cl1 (Teo. 3.7).

En la seccién 4, supondremos que se cumplen la hipétesis
2.2 del capitulo anterior junto con la condicién Cl, y ademis

- 42
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impondremos condiciones a la funcién de valor éptimo
a~descontada y al espacio de estados X, lo cual nos
garantizard la existencia de una politica CP-6ptima (Teo.
4.2). _

La diferencia entre los dos bloques de hipdétesis estd en
el kernel de transicién Q. En la primera (Hip. 2.1) se pide
que Q sea fuertemente continup, y en la segunda (Hip. 2.2,
II), Q es débilmente continuo. Claramente la Hipbétesis 2.1
implica la Hipétesis 2.2,1I.

Por ultimo, para una répida referencia, enumeramos de
nuevo el indice de funcionamiento para el caso promedio (5.2,
I), y la funcién de valor CP-6ptima (5.5, I).

n

J(u,x):=1%msup (n+1)” E: E: [ C(xt,at)] (1.1)
t=0

J(x):=1pf J(x,x) (1.2)

2.- Hipétesis sobre el modelo de control.

Sea (X,A,Q,C) un modelo de control de Markov. Al igual
que en el capitulo anterior, impondremos condiciones para

validar los teoremas de seleccidén apropiados.

Hipotesis 2.1:

(a) Ctx ,a ) es inf-compacta y pertenece a L(K)+

(b) La ley de transicién Q es fuertemente continua
[Def.2(a), Ap.B]

(c) La multifuncién x3A(x) es semicontinua inferiormente
(sci).

(c’) La multifuncién x> (X) es sci, donde A*x0) es como

~ en la hipétesis 2.2(c’) del Cap. II.
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Para verificar que los ejemplos del capitulo I cumplen
con estas hip6tesis, solo basta probar que 2.1(b) se cumple.

Para esto daremos el sigulente criterio:
LEMA 2.2: Sea (xt) un proceso de markov definido por:
xma-G(xtwet

donde G:X->X es una funciétn dada y (Et) son variables
aleatorias i.i.d. con valores en un espacio de Borel S e
independientes del estado X, Ademas, supongamos que su
distribucién comin u tiene una densidad g respecto a la
medida de Lebesgue, i.e., p(ds)=g(s)ds. Entonces, si X=S=R",
G es continua y si g es una densidad continua y acotada, el

kernel estocéstico Q es fuertemente continuo.

DEMOSTRACION:
Sea v una funcién medible y acotada en X. Deseamos

demostrar que la funcién
X - I viy)Q(dy/x)

es continua y acotada. Claramente esta funcién es acotada.

Para demostrar la continuidad, primero tenemos que:

J viy)Q(dy/x) = I viGx)+slg(sids = I voagls-Gixylds  (2.1)

para xeR". Ahora, supongase que x" 9x. Por (2.1) tenemos que:

|I viy)Q(dy/x) - I viy)Qldy/x}| = |I vixhgls-G(x")lds

-I voogls-G(x)lds| s [vax-vix) | I]g[s-G(x")]-g[s-G(x)]]ds
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Por la continuidad de v y el teorema de Scheffé [15, p.p.
125], esta (ltima expresién converge a cero, 1lo cual

demuestra lo que se queria.|

Para los problemas LQ, si suponemos que las variables
aleatorias €t tienen densidad normal con media cero y
varianza 02, se sigue del lema 2.2 que Q es fuertemente
continua, i.e., la hipétesis 2.1(b) se cumple. Para el
problema de Produccién-Inventario, necesitamos pedir que la
demanda €t tenga densidad continua y acotada para garantizar
que la hipétesis 2.1(b) se cumple.

Para los problemasyinvariantes y de sistema de colas, la
prueba es similar a la del capitulo anterior. En ambos casos
tenemos continuidad de Q.

Siguiendo el mismo esquema del capitulo anterior, daremos
el siguiente Teorema de Seleccién Medible bajo las hipétesis
2.1.

TEOREMA 2.3: Supongamos que las hipdtesis 2.1 se cumplen, y
sea u una funcién medible no negativa en X. Entonces la
funcién u es medible, donde:

Ly

ux = aé?{x)[ C(x,a) + J w(y)Q(dy/x,a) ] xeX
Ademas, existe feF tal que
u= Clx,fox)) + I wiy)Q(dy/x,fxx)) V x.

DEMOSTRACION:
La medibilidad de u se sigue de 2.1(a) y 2.1(b) y la
existencia del selector feF se sigue de [30] Cor. 4.3.}

De este resultado, podemos ver que el Teorema 3.6(c) del
capitulo II también es valido bajo las hipétesis 2.1.
En trabajos anteriores al [27], las hipétesis usuales

eran mas fuertes que las 2.1 y las 2.2 cap.II, como se vié en
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la seccién 2 del capitulo anterior. El suponer estas
hip6tesis nos permite generalizar los resultados para el caso
promedio, pero pagando el precio de no tener soluciones de la
ecuacién de optimalidad correspondiente al caso promedio como

veremos en la proxima secclédn.

3.~ Condiciones de Optimalidad (I).

En esta seccién, daremos condiclones que nos garanticen
la existencia de politicas costo promedio Optimas
(CP-6ptima), en el marco de las hipétesis 2.1.

DEFINICION 3.1: Un par (J,h(.)) que consiste de un nimero
real j‘ y una funcién medible h sobre X, se dice que es una
solucién de la Ecuacién de Optimalidad con Costo Promedio
(EOCP), sl para toda xeX,

J'+ hx) = E}Qx)[ C(x,a) + J'tuy)Q(dy/x,a) ]. (3.1)

a

Diremos que una solucién (J',h(.)) a (3.1) es acotada si
h es acotada;

En el caso en que los costos por etapa C(x,a) son
acotados y/o el espacio de estados X es numerable, se puede
garantizar, bajo ciertas condiciones, la existencia de una
solucién a (3.1) y de una politica CP-éptima (e.g.
(8,15,19,32]1). Por ejemplo, en [19] se imponen condiciones de
ergodicidad en el modelo de control, para garantizar la
existencia de una solucién acotada a la EOCP junto con una
politica CP-6ptima.

En nuestro caso (espacio de estados de Borel y costos
posiblemente no acotados), esto no 1lo podemos asegurar
directamente. En este mismo caso, en los Ultimos 4 afios,

diferentes autores [16,20,27] han dado condiciones para
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garantizar la existencla de politlicas CP-6ptimas, pero no de
una solucién a (3.1). Estos autores extendieron a espaclos de
estados y acciones de Borel los resultados de [35,36, 37], en
los cuales X es numerable y A es finito. Sin embargo solo se
pudo garantizar la existencla de soluciones de 1la

desigualdad:
J' + hx) 2 min [ C(x,a) + I h(y)Q(dy/x,a) ] (3.2)

A (3.2) se le conoce como Desigualdad de Optimalidad con
Costo Promedio (DOCP).

Mas aun, en [10], se demuestra que es posible obtener la
desigualdad estricta en (3.2) bajo las condiciones que se
usan en [37]).

El hecho de no tener lgualdad es una desventaja, ya que
se dificultaria implementar esquemas de iteracidédn de valores
como en el caso descontado, para aproximar a la funcién de
valor CP-éptima (1.2).

Sin embargo, anexando condicliones como convexidad [14] y
equicontinuidad [28] de cliertas funciones se puede tener la
jgualdad. Comentaremos este caso en las conclusiones.

Existen varias maneras de obtener la CP-optimalidad. Una
es imponiendo condiciones de ergodicidad al modelo [15,19]).
Otra es imponer condiciones a la funcién de valor éptimo
a-descontada [16,20,27,35,36,37].

Esta ultima, es la gue se conoce como el enfoque del
factor de descuento desvaneciente, y es el que se usara en
este trabajo.

Para esto, ©primero enunciaremos 1la condicién de
optimalidad que nos garantizard la existencia de la politica
CP-6ptima (Teo. 3.4), y daremos algunos lemas que nos
relacionan los indices de funcionamiento del caso descontado
(1.1,11) y el del caso promedio (1.1).

Sea V (.) la funcién de valor «- descontada (1.2,II) y

sea xeX un estado fijo pero arbitrario. Definimos la funcién:
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h ) :=V (x) - V (x), xeX, ae(0,1). (3.3)
o« a o

CONDICION 1 (C1): (Condiciétn de Optimalidad). Existen
constantes no negativas N y M, una funcién no negativa b
sobre X, no necesariamente medible, y aoe(o,'l) tal que:

(a) V“(x)< +o para todo xeX y «€(0,1);

(b) (l-a)Vau-c)s M para todo ae[ao,l);

(c) —NSha(X)sb(X) para todo xeX y ae[ao.l).

LEMA 3.2: Bajo la hipotesis 2.1(a), sean Jm,x, J 0,
Va(l.x) y Va(x) como en (1.1), (1.2), (1.1,II) y (1.2,II)
respectivamente. Entonces para toda n y x,

(a) lig’jup (l-a)Vau_t,x)SJ(n.x)

{(b) lil&ua?up (l-a)Va(x)sJ:u,x)

(c) 113,,?“" (l-a)va(x)sJ x)

DEMOSTRACION:

(a) La parte (a) se sigue del Teorema 1, Ap. C, tomando

n-1
- . - n
Ct. Ex C(xt.at) Sn.== Jn(u,X) Z IEZx C(xt,at)

t=0
(b) Como Va(x)sva(u,x) para toda ® y x, se sigue de (a} que:
limsup (1-a) Va(X) s J(m,Xx) vV u, x.

nl

(c) Se obtiene de (b) tomando el infimo sobre w.

LEMA 3.3: Bajo Cl1, existe una constante j.to y una sucesién
de factores de descuentos a(n) al tal que:

L
lti‘n (1-a(n)) Va oy X = J vxeX (3.4)

(
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DEMOSTRACION:
Sea x el estado fijo en (3.3). Por Ci(b), existe el
limite de (1-«)V&(§) cuando « »1, digamos gue es J'.

Por otro lado, sea an a1l tal que:

1'1‘- (l-a(n))Va‘n)(x) = j (3.5)

Ahora, por C1, para cada x,

* -
|(1-¢:un))vm(n x)-J |==|(1—m(n))\lmn (x)-(l-a(n))VMn (xX)+

) ) )

- *
+(1-a(n))Va(n) o0-3 |

- - L 4
[A-am) (v, o=V o0)+(-aw)V  oo-§ |

(n) (n) (n)

-3 [por (3.3)]

A

| 1-am)dh oo|+] (1-am)V

( (n)

(§)-j'| [por Ci(c)]

1A

(1-a(n) Jmax{N, box)}+|(1-a(m))V
aln)

50 cuando noe [por (3.5)]

Lo cual prueba lo que se queria. |

A continuacién, daremos el teorema principal de esta
seccién, que garantiza la existencia de una politica
CP-6ptima pero no la igualdad en (3.1), esto es, obtendremos
la DOCP (3.2).

TEOREMA 3.4: Supongamos que las hipbdtesis 2.1 y la condicién
Cl se cumplen. Sea J. la constante obtenida en el lema 3.3.
Entonces:

(a) Existe una funcién medible h en X, tal que -Nsh(.)sb(.) y

j.+h(X) z a%%?x)[ Cix,a) + J.luy)Q(dy/x,a) ] V xeX. (3.6)

49




Cap. II1I, Secc. 3
(b) Existe una politica estacionaria £ eF tal que:
J'+h(x) z C-(x,f'(x)) + Ih(y)Q(dy/x.f°(x)) VvV xeX (3.7)

(c) f. es CP-6ptima y J(f’,x)tJ. V xeX.

DEMOSTRACION:
(a) En vista del Lema 3.3, sea {a(n)} tal que a(n) al.
Definimos la funcién h:X-R, como:

hx) := liminf h 00 = 1im Hnxy, xeX, (3.8)
n o(n n

)

donde Hn(x):= Ii(gg ha(k)(x).

Aparte sea xeX arbitrario. Entonces por el Teorema 3.6 del
capitulo 11, para cada n existe aneA(X) tal que:

Va(n)(x) = C(x,an) + a(n)I Va(n)(y)Q(dy/x,an)

De aqui, restando la constante a(n)Va(n)(;c),

v ~a(m)V X)=
u(n)(X) (n) a(n)(X)

= C(x,an) + a(n)I [Va(n)(y)-va(n (X)]Q(dy/x,an)

)

= C(x.an) + a(n)I ha(n)(’)Q(d’/x’an) Vn [por (3.3)]

Sumando y restando Va n’(;() y por (3.3), tenemos que:

{

-0 \' X) + =
(1 (n))a(n)(x) ha(n)uo

= C(x,a) + a(n)I h  Q(dy/x,a )  V¥n (3.9)
n a(n) n
Por otro lado, de (3.5) y (3.8),

*
j + hoo

ng: inf [ (l-a(n))Va(n)(x) + ha(n)(x)]
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Asi, para cualquier € >0 dado, exliste un entero n(e) y una

subsucesién (a(n!)) de {a(n)) tal que:

[ -
J thoor+e = ““""‘:”"a(n’;"" +hun‘)(x) v nizn(e) (3.10)

y por (3.9) y la definiclén de Hn(x), tenemos:

*
J +hx) + ez C(x.an‘) + a(n’)j ha(ni)(y)q(d'/x'anl)

z C(x,an ) + u(n)lJ Hnl (»)Q(dy/x, 3 ) v n, zn(e) (3.11)
i 1

Sumando a(ni)N en ambos lados de (3.11),

*
J +h(X)+a(nl)N4’€Z

C(x.aun )'H!(n‘ )J[Hn‘ (y)+N]Q(dy/x.an ) Vv n zn(e)
1 1

Como a(ni)<1, entonces N >“("1)N' lo cual implica

,j' +h(x) +N +e 2 C(x,an )*a(n‘)‘[[ﬂnl (y)+N]Q(dy/x,an ) (3.12)
i 1

para toda nizn(e) .

Aparte, para 1=1,2,3,..., definamos los conjuntos:
D: x): ={aeA 0 :C(x, a)m(nl ’I[H“g (y)+NJQ(dy/x, a)sj‘ +h(x)+N+¢€},

es decir, DI(X) es el conjunto de aeA(x) tal que (3.12) se
cumple.

Sea r:=J.+h(X)+N+e y Ar(X):=(aeA(x): C(x,a) = r). De
Ci(c) tenemos que Hn‘(.)"'NtO y por 2.1(b), D‘(X) es un
subcon junto cerrado de Ar(x). Asi, por la hipétesis 2.1(a),
los conjuntos D‘(x) son compactos. Ademds, por (3.12),
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anlEDl(X) v n zn(e) y como a(ni)(Hn‘(.)*N) ah(.)+N, entonces,
DiSDJ V 3<1, y por lo tanto, losb conjuntos Di(X) forman una
sucesién no decreciente de conjuntos compactos, distintos del

vacio, que converge al conjunto compacto no vacio:
D(x):={aeA(x):C(x,a) +I [hiy)+NJQ(dy/x,a)s J'+h(x)+ N + g).

De aqui, existe una subsucesién de (nl), la cual 1la
denotaremos igual por (nl) para no complicar la notacién, y
un control axe D) tal que an’—ba xcuando 1om.

Aparte, sea L>n(e) un entero arbitrario. Entonces de
(3.12),

j.+h(X)+N+c=C(x,an)+a(ni)J.[HL(y)+N]Q(dy/x.an) v n >L (3.13)

A i

Haciendo i-», por las hipétesis 2.1(a)-(b), obtenemos:
j'+ hox) + N+e 2 C(x.gx) + I [Huayy + N]Q(dy/x,ax)
y ahora haciendo L-® y por el Lema de Fatou:
J'+ hix) + N + ¢ 2 C(x.ax) + I [hey) + N]Q(dy/x,ax)
Restando N en ambos lados de la igualdad,

j.+ hx) + € 2 C(x,ax) + I h(y)Q(dy/x,ax)

z ‘2}?”[ C(x,a) + I h(y)Q(dy/x,a) ]
y como € lo tomamos arbitrario, obtenemos lo que se queria.
(b) Primeramente, definamos u(.):=h(.)+N. Por Ci(ec), u(.)z0,

y ademas es medibie. Entonces por el Teorema 2.3, existe £ eF

tal que para toda x:
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n;n[cu.a)+J'[mw+Nlo(dy/x.a)] = C(x.f')+j[my)+mq(dy/x,f')

Restando N en ambos lados de la igualdad y por (3.6),

obtenemos:
§+hooz n}n[C(x.a)+Ih(y)Q(dy/x,a)] = C(x,f )+|h»Qldy/x,£°)
para toda xeX. De aqui obtenemos (3.7).
" (c) De la desigualdad (3.7) tenemos que:
L ] * L ]
J+ hoo+ N 2 C(x,f )+I [h(»+N]Q(dy/x,f ) V xeX

Iterando esta desigualdad,

n-1
*ehoo s Nz c( Ef.h N
nj x) Ex xt.at)] +E, x )+
t=0
Como h(.)+N es no negativa, entonces:
'n-l
"shea+N 2 Ef C(x )
nj x At
t=0

lo cual implica:

-1

-]

L

J.+ hx)/n + N/n z o Ei [ C(xt,at)]

1

()
Tomando limsup cuando now y por (1.1) y (1.2),

- L 3 L ]

J =z J(f ,x) 2 J (x) (3.14)
Por otro lado, del Lema 3.2(c) y Lema 3.3, tenemos que:

.

$$ =30 = 3% (3.15)

e
)
o
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Asi, por (3.14) vy (3.15), j.-J.(x)=J(f..x). lo cual
demuestra lo que se queria. |

Como podemos observar en la prueba del Teorema 3.4, la
condicién de optimalidad C1 Jjuega un papel importante para
obtener las politicas CP-éptimas. Existen otras condiciones
que tamblén dan las mismas conclusiones de este teorema, como
las que se usan en [37] o [16] y las que se usan en [20] o
[35]. Dichas condiciones son:

CONDICION 2 (C2): [37,16]. Existe una constante Nz0, una
funcién b(x), medible no negativa y una politica estacionaria
?er, tal que para todo xeX y a€(0,1),

(a) V, (X< e

(b) h, ooz -N i

(c) ha(X)s bx) y j b(y)Q(dy/x,f)< =.

Notemos que, a diferencia de la condicién C1, aqui si
pedimos que la funcién b sea medible en X,

Def inamos, m,:= 1§f Va(X) y g, x):= Va(X)—ma, para xeX y
aec(0,1).

CONDICION 3 (C3): [20,35].

(a) Existe una politica 5 y un estado inicial x tal que
J(S,;)<+m.

(b) Existe Bel0,1) tal que Syp g (X)<s+w para todo xeX, donde

el sup se toma sobre las o en (B8,1).

Demostraremos que'cada condicién (C2, C3), implica a la
condicién Cl. Antes, demostraremos el siguiente Lema, con el
cual nuevamente obtenemos una relacién entre los indices de
funcionamiento del caso descontado y el del caso promedio.

Def inamos:

J:= iQf i%f J(n,x)
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L

g := lia*nf (l—a)ma

gu-= lim sup (1-a)m

’ ot (4
LEMA 3.5: Supongase que C3(a) se cumple. Entonces:
Osg"'sgusj<n (3.16)

DEMOSTRACION:

Notemos que, como Vu(x)<n para todo xeX, -a<w y de aqui,
g"zo. Ademas, gI‘Sgu por definicién, y por C3(a), Jj<w. Asi,
solo basta probar que gusj. Para esto, por el Lema 3.2(c)
tenemos que, para todo x,

1 (1-a)V_ 00 s J°(x) = )

igz?up a)V x) X) = 1%1‘ Jn,x

lo cual implica que:

li&‘;sup (l-a)iefva(m s 191’ 1%1‘ J(n,x)

v
y de aqui, g =j. |
LEMA 3.6: Supongase que C3 se cumple. Entonces m < Vae(0,1).
DEMOSTRACION:

Primero notemos que, como C(x,a)z0 V (x,a)eK, si o«'sa’’,

donde «’, «’’€(0,1), entonces:
m,Sm ., (3.17)
esto es, el mapeo a-m oS 1o decreciente.

Ahora supongamos que existe a(1)e(0,1) tal que m +00,

(1)
Entonces por (3.17), m =+ Y oza(1). De aqui,

li& sup (1 -a)ma-em
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lo cual contradice a (3.16). Por lo tanto, bajo C3, m < v

«e(0,1). |

TEOREMA 3.7: Supongamos que la hipétesis 2.1 (o la 2.2, II)
se cumple. Entonces cada una de las condiclones C2 y C3

implican C1.

DEMOSTRACION:
(1) C2«C1.

Es claro que bajo C2 se cumple Ci(a) y Ci(c). Para
demostrar que Cl(b) se cumple, de la ecuacién de optimalidad

a-descontada (3.1,11), tenemos:

(1-a)va(x)=va(x)-ava(x)s Cix,fox))+a Va(y)Q(dy/X.f(X))-aVa(x)

Cx.£60) +afh (Q(dy/x, £ 0) [por (3.3)]

A

Cx, £60) + I by)Q(dy/%, £ (X)) [por C2(c)].

Definiendo M:= C(x,fx)) + ‘[ b(y)Q(dy/x,f(x)) obtenemos
Ci(b}. Por lo tanto, Cl1 se cumple.

(2) C32C1

Por el Lema 3.6, tenemos que,
Va(x) = (Va(x)—ma) +m =g )+l
= sup g (X) +m < e (3.18)
donde el sup se toma sobre a€(B,1), y esta ultima desigualdad
es por C3(b). Por lo tanto se cumple Cil(a).
Ahora, definamos x = x, donde x es el estado fljo en
(3.3) y x es el estado en C3(a). Por C3(a) y el Lema 3.2(c),

tenemos:

lip sup “'“)va&’ s 30 < e
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es decir, 1lim sup de (l—a)Va(Q) estd acotado por una
constante que no depende de a pero si de x. Por lo tanto,
existe una constante L:=L(x)>0 y M:=Mx)€(0,1) tal que:

0s (1~a)V 0 =LV aeM,1)

De aqui, definiendo a°:=M, obtenemos Cl(b).

Por altimo, para obtener Ci(c), primero notemos que:
h (x) s g (x) V xeX, ae(0,1). (3.19)

Ahora, como 8, X = sup g, (x) donde el sup se toma sobre los

ae(B,1) para algun Bel0.1), por (3.19) tenemos:
ha(x) s sup g (x). (3.20)

Por otro lado, de la definicién de 8, x), podemos decir que
ga(§) z Va(i) - Va(i), para todo xeX. De aqui,

-syp g, (x) = h (X (3.21)

para ae(B,1). Definiendo bix)=sup g (x), xeX, y N:=sup ga(i),
de (3.20) y (3.21) obtenemos

~N = ha(x> = bx) vV xeX, ac(0,1) (3.22)

Por lo tanto, se cumple Cl(c) para uoe(O,l) arbitrario, y asi
C3 implica C1. |

En [27] se da una condicién adicional, que junto con C1,
C2 y C3 se obtienen condiciones mas fuertes (C1', C2’ y C3’),
con las cuales se obtienen relaciones adicionales entre Ci,
C2 y C3. Dicha condicién es:

CONDICION (C): Existe un numero 6€(0,1), una funcién no
negativa ¢, medible sobre X, y una politica 6-éptima feeF tal
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que, para toda xeX,

<Xy

sup ha(X) s he(X) + @(X) y Iv(y)Q(dy/x.'fe) <+

Ahora definamos:

CONDICION 1* (C1’): C1 y C se cumplen.
CONDICION 2’ (C2’): C2 y C se cumplen.
CONDICION 3’ (C3’): C3 y C se cumplen.

Las relaciones adicionales entre C1, C2 y C3 las da el

siguiente Teorema:

TEOREMA 3.8: Supongamos que se cumplen las hipétesis 2.1.
Entonces:

(a) C1 implica C3;

(b) C2 implica C3;

(c) C2’ implica C3;

(d) C3’ implica C2

(e) C1’ implica C2.

DEMOSTRACION:

(a) Como C1 y las hipétesis 2.1 se cumplen, por el Teorema

3.4, existe una politica CP-éptima f. para toda xeX. Tomando

~

u=f‘, obtenemos C3(a). Por otro lado, para X fijo como en
(3-3))

8, X):= Va(x) -m, = (Va(X) - Va(X)) + Va(X) -m,
= ha(x) + Va(X) -m, {por (3.3)]
= ha(x) +V ) - 1Qf Va(x) = hu(x) +V x4 sgp(-va(x))

= bx) + sup (Va(x)—va(x))
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< v ae(ao.I). xeX [por C1].

Por lo tanto, definiendo B:sao. tenemos que sgp ga(x)<un v
x€X, donde el sup se toma sobre las «a€(B,1). Con esto queda
demostrado C3(b).

(b) Se sigue del Teorema 3.7 y la parte (a).

(c) Se sigue de las sigulentes implicaciones:
C2’ » C2 (por definicién); C2 #» C1 (Teo. 3.7); C1 =» C3
(por(a)).

(d) Supongamos que se cumple C3’. Por (3.18) y (3.22) en la
prueba del Teorema 3.7, obtenemos C2(a) y C2(b).

Ahora por C, tenemos que sgp ha(X) <+ CON ae(e,l).
Ademas, por el Teorema 3.6 del capftulo II, esta funcién
pertenece a L(X), y por 1lo tanto es medible. Por C

nuevamente,
I sup ha(y)Q(dy/x,fe)
= J ha(y)Q(dy/x,fe) + I ¢(y)Q(d/y/x,fe) < 4+ (3.23)

donde «e(0,1). Definiendo b(x):= syp ha(X) y ;:=fa, por
(3.23) tenemos:

ha(X) < b(x) j b(y)Q(dy/x,f) < +o
con lo cual obtenemos C2(c).
(e) Por (a), C1, implica C3, y de aqui, Cl, C implican C3, C,
esto es , C1’ implica C3', y por (d), C3’ implica C2. Por lo

tanto, C1’ implica C2, con lo que se demuestra (d). |

De los teoremas 3.7 y 3.8 comcluimos las suigulentes

relaciones:
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c3’

Ci’'> C2
l \NCI

C2'-» C3

El tener condiciones suficientes para la condicién de
optimalidad Ci, es wuna gran ventaja, ya que abre 1la
posibilidad de asegurar la existenclia de politicas CP-éptimas
en problemas especificos. De hecho, las condiciones C2 y C3
son esenclialmente mas faciles de verificar que la condicién
-C1.

A continuacién ilustraremos algunas de estas condiciones

con los ejemplos que hemos venido mane jando.

(A) El1 problema de Produccién-Inventario cumple con la
Condicién C2.

Primeramente, del capitulo anterior seccién 3, la
Ecuacién de Optimalidad a-descontada es:

= et _et
V0 .ew}g) E {ca + h(x+a-€) + aV (x+a €) )}

y una politica a-éptima para este problema es:

s i xsS+
_ -x six
f "‘"{ 0 siws

Ademas, Va(X) es convexa y xe€[O,M], £€[0,D].
En el capitulo II1 se probé C2(a) (hip. 3.3, II). La
verificacién de C2(b) y C2(c) se hard en dos casos:
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(1) xss’.

Sea x = 0 el estado fijo en (3.3). De la EO «-descontada
tenemos: '
V ) = E {c(S'=x) + h(S'-€)"+ aV_(S"-6)")

[ (] + ] +
v o = E (¢S + h(S -€) + ava(s -£))

De aqui,

h (x) =V ) -V (0) = -cx

o o [ 2
Como xe[0,M], entonces:

-cM s -cx =0 (3.24)

Por otro lado, como cMz0, tenemos que:

-cX = cM-cx (3.25)

Ahora, tomando N=cM y b)=cM-cx20, por (3.24) y (3.25), se
cumple C2(b) y C2(c), y de aqui se cumple la condicién C2.

(11) ©S".
Nuevamente, sea x=0 el estado fijo en (3.3). En este caso

V (x) y V _(0) son:

a a

V00 = E { h(x-§)"+ av (x-€)")
+ +
Vam) =£ { h(-€) + ava(--‘;) } = ava 0
De aqui Va(O) = 0, y ahora,

h o0 = hE((x-€)"} + E{V, (x-€)")

Observemos que (x-E)’SM. Con esto,
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h 00 S M + a:-:(va(x-s)‘) (3.26)
Por otro lado, es claro que Va(x) es continua y (x-€)°
pertenece al conjunto compacto [0,M]. De aqui, Va(x-i)’
alcanza su maximo y su minimo en [0,M] y asi podemos decir
que Va}y)sB para toda ye[0,M] y alguna constante B. Entonces,
de (3.26),
h 00 = hM + B (3.27)
Por otro lado, tenemos que:
ha(X) z0 (3.28)
Definiendo N:= O y b(x):= hM + B V xe[0,M], por (3.27) y
(3.28) se cumple C2(b) y C2(c) y por lo tanto C2.

Asi, por el Teorema 3.7, las conclusiones del Teorema 3.4

son vélidas.

{B) El1 sistema LQ cumple con la condicién C1.
La Ecuacién de Optimalidad «-descontada es (enumerando
nuevamente las ecuaciones para facil referencia):

Va(x) = k(x> + k(a)cw'z/(l-a) V xeR, «e(0,1), (3.29)

donde k(a) es la unica solucién positiva de la ecuacién:

k = [1-akB®(r + akf®) Jaks® + q (3.30)

k() ok * cuando @ a1, (3.31)

donde k. es la uUnica solucién positiva de 1la ecuacién que
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resulta cuando hacemos a1 en (3.30).

Para ver que se cumple Cl, solo falta probar Cil(b) y
Ci(c). Para esto, tomamos x=0 como el estado fijo en (3.3).
De (3.29) tenemos:

(1-)V_© = k@as® V¥ ae(0,1) (3.32)
y de aqui,

h o0:=V ) -V, © = kwwx® V xeX, «e(0,1) (3.33)

En vista de (3.31), sea €>0 fijo pero arbitrario. Escogemos
abe(o,l) tal que:

kw sk +¢ V aele ,1) (3.34)
Por lo tanto, de (3.32), (3.33) y (3.34), obtenemos:
(1—a)Va(0) = (k' + e)o’
. 2
0= ha(x) s (k +e)x
o 2 . 2
Definiendo M:=(k +e)o”, b :=(k +e¢)x° y por estas dos
expresiones, concluimos que se cumplen Cil(b) y Ci(c), y por
lo tanto C1.

De hecho, el sistema LQ cumple con todas las condiciones

como se muestra en [27], [20].

(C) El1 sistema de colas cumple con la condicién C2.
La condicién C2{(a) se probé en el Capitulo II. Para las
restantes, recordemos que la Ecuacién de Optimalidad

a-descontada para x#0 es:

&3
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Vo) =min {C(x.(e,i)) + ar..rva(xoey) TT dFJ(yJ)}/\

1] o JEE(e)

min min B}E){C(x,(e.ﬂ(k))+aJ:.J':Va(X(B(k))+ey) TT dFJ(yJ)}

JEE (e)

Ahora consideremos las funciones de IV, Va(x) (3.7,11). En

este caso tenemos:

00
vn(x)=m£n{C(x,(e,1)) + aI:..I Vn_1(x+ey) | | dFJ(yJ)}//\\

0 J€E (o)

o 0
min min B’(Q){C(x’ (e.B(m)+¢:¢J“.).Jlovn_1 (x(B(u)Hey)TTdFj(yj)}

JEE (e)

Por la suposicién de que C(x,te,1)) y C(x,(e,B())) son
crecientes, se puede demostrar por induccién en n que vn(x)
es creclente en cada coordenada del vector x con las otras
fijas, y como v aVa [Teo. 3.6(a),I1], esto también se cumple
para Va. Asi, Va(X)zva«nZO, y definiendo x=0 como el estado
fijo en (3.3), esto implica que ha(x):=va(X)—Vaun=0. Por lo
tanto, con N:=0, se cumple C2(b)}.

Aparte, al igual que en la prueba de C2(a) [hip. 3.3,II],
consideremos la politica ; que siempre escoge a
e'E(O,O,....O) y sirve a los trabajos en las colas en el
siguiente orden: la primera cola hasta que quede vacia, luego
la segunda hasta que quede vacia, etc..

Como se vi6é en el Capitulo II, si el proceso empieza en
un estado x, arbitrario, entonces el proceso alcanza el
estado cero en un numero finito de pasos con costo finito,
digamos, CO(X).

Ahora, supongamos que después de que el proceso llegue al
estado cero bajo la politica ;, usamos una politica a-6ptima
f. Denotemos por 8 a la politica que resulta de combinar ; y

f, y sea T el tiempo en que el proceso alcanza por primera
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vez el estado cero (notemos que T no es aleatorio). Como no

podemos asegurar que & sea a-6ptima, entonces:

T-1 L]
S t t ‘
v, s E![ Z « C(xt.at)] + Ef [ Z « C(xt,at)]sco(xwva(o)
t=0 t=T

De aqui, ha(x):=va(x)-va(0)SCb(X) y como Cb(x) es creciente
se cumple C2(c). Por lo tanto, se cumple la condicién C2 y
por el Teorema 3.7 las conclusiones del Teorema 3.4 son
validas.

(D) Los problemas Invariantes cumplen con la condicién C3.
Recordemos que los problemas invariantes cumplen que
Q(B/x,a) = Q(B/a) y ademas, A=A(x) es finito V xeX.
Claramente la condicién C3(a) se cumple. Mostraremos
C3(b) como sigue. Notemos primeramente que por el Teorema 3.6
del Cap. II, existe ;eF tal que:

Va(x) = C(x,f) + a Va(y)Q(dy/ f)

En este caso, f no depende de x y ademas:
m_ :=inf Voo = aI V_Q(dy/ £) + inf C(x,f)
Ahora,

8, X := Va(x) -m = Va(x> - 11,3{ Va(x)

Cix,f) + a Va(y)Q(dy/ f) -« Va(y)Q(dy/ f) - inf C(x,f)

C(x,%)-igf C(x,;)sc(x,;)smgx C(x,a)< +0 V a€(0,1), xeX

Q\
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Por lo tanto,
X) < +» Vv xeX
sup g, (x)

Lo cual prueba la condicién C3.

En [35] se dan criterios para verificar la condicién C3.
Inclusive se muestra, usando estos criterios, que el problema
de Produccién-Inventario y los Problemas Invariantes cumplen
la condicién C3.

4.- Condiciones de optimalidad (II).

En esta seccién trataremos la existencia de la
CP-optimalidad bajo las hipétesis 2.2,I1 y Cl. Presentaremos
dos maneras de lograr esto, las cuales corresponden a pedir

cada una de las siguientes hipoétesis adicionales:
(i) Hn(.) := inf h_(.) es sci.
m>n Om

(11) X es un subconjunto abierto de Borel convexc de un
espacio normado localmente compacto y han(') es una

funcién continua y convexa.

Antes de presentar el teorema principal de esta

seccién, daremos el sigulente Lema:

LEMA 4.1: Supéngase que se cumple (ii) y sea {atn))} 1la
sucesion en el Lema 3.3. Entonces existe, una subsucesién
{atn)’) de {a(n)}, con a(n)’al, y una funcién continua h:X-R
tal que:

~

h , (X)-h(X) VvV xeX
a(n)
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 Sea xe&X un estado arbitrario y €>0 suficientemente
pequefio, tal que la bola cerrada i(xo.Zc).con centro en X, ¥
radio 2¢, esté contenida en X, i.e.,
B(x ,2¢c) := (y'eX : [1%,-y' || = 2¢} c X
Sea x, y €B(x .e):={y"e&X : ||x -y||<e€} con x#y y definamos:

z :=x + elx~y)/||x~y|| (4.1)

Ahora,

Hxgzl| = 11x, = % = etey)/|Jxoy|| || 5 || -] |+e < 2¢

y as{, zeB(xo.Ze). De (4.1),
Hx-yl{z = |jx-y||x + e(x-y)
y despe jando x,
x= z||x-y| |7} |x-y||+€} + ye/(||x-y||+¢) (4.2)

Como 'yeB(xo.c)cB(xo.Zc). por (4.2), x es una combinacién
convexa de z, y € B(xd,zc),
~ Por otro lado tenemos que:

hua)(x)’ s Bvp, hﬂm(x) :=b’ (x) vV xeX

Por (11), la funcién b’ (x) es continua y ademés, como X es
localmente compacto, alcanza su méximo en §(xo,2t). De aqui,
existe una constante M(x ,2¢e) tal que:

by, @] s M(x ;2¢) v y'cfﬁ(xo.zc) (4.3)

€7
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y, por lo tanto, (qu“n(X)) es uniformemente acotada

localmente.

Por otro lado, de la convexidad de ha n)(.), tenemos:

{

h ) s [|x-y||h @ /(]|x-y]||+e)+

a(n) a(n)

+ eha(n)(y)/(llx—y||+c) (4.4)

donde x es como en (4.2). De aqui, sumando y restando

Hx=y{ by,
apropiados en el lado derecho de (4.4), nos queda:

w /(| |%x~y| | +€) y factorizando términos

hyny X S ||x-y|lha(n)(z)/(||x—y|’+e)

“llx-y|In

a(n)(y’/(llx-y||+c) *hm W

y de aqui,

-1
By Xy, = (| [%-y||+€) ||x-y|[/[hh(n)(z)-qu(n)(yq

s (] |x-y||+€)" | |x-y| | /[2M(x ,2¢)] [por (4.3)]
< 2M(x ,2¢)/¢e | |x-y}] (4.5)
Intercambiando y por x en el procedimiento anterior,

h (y) = ha(n

(n) x) < 2M(x ,2¢)/¢ ||x-y|] - (4.6)

)

Asi, de (4.5) y (4.6),

l'ha(n((y) = ha(n)(X)II < ZH(xo.Sc)/c llx-Y||

y como x fué arbitrario, la familia (ha(n)(.)) es localmente
equilipschitziana y en particular localmente equicontinua. De

aqui y por el Teorema de Arzela-Ascoll (33, pp. 169}, existe
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una subsucesién {a(m)’)}, a(n)’'al, y wuna funcién continua
h:X-R tal que h atn)
xeX, y la convergenclia es uniforme en subconjuntos compactos
de X.|

ix)sh(x), cuando a«(n}'al, para toda

TEOREMA 4.2: Supongamos que se cumplen las hipbtesis 2.2,11 y
la condicién Cl. Sea J'to y {a(m}, a(n) al,(cono se obtuvo
en el Lema 3.3. Si una de las condiciones (i), (ii) se
cumplen, entonces las conclusiones del Teorema 3.4 son
validas.

DEMOSTRACION:

Primero notemos que en los 2 casos, bajo (i) o bajo (ii),
basta probar que existe una funcién medible h en X tal que J‘
y h satisfacen la desigualdad (3.6). Con esto se prueba la
parte (a) del Teorema 3.4; la parte (b) se sigue del Lema
2.6(a) del Capitulo II, y la parte (c) es consecuencia de la
expresién (3.7).

CASO (i).

Como en la demostracién del Teorema 3.4(a), podemos
obtener la desigualdad (3.13):

j'+h(x)+N+e zC(x.an )ﬂx(n‘) I (Hl.(y)"'N)Q(dy/x,an ) Vv n‘>l..
1 i

donde, h(.) y HL(.) son como en (3.8) y anlaa sA(X) cuando
is+w. Ahora, haciendo i+, por las hipétesis 2.2,11 y (i)
Junto con las propiedades de sci, obtenemos:

J'+ h(x)+ N+ ¢ = C(x,ax)+ I (HL(y)+N)Q(dy/x,ax)
y haciendo L9w, por el Lema de Fatou,

J'+ hx)+ N+ ¢ 2 C(x.ax)+ I (h(y)+N)Q(dy/x,ax)

De aqui,
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J.+h(X)+ezC(x,ax)+jh(y)0(dy/x,ax)= n}n[C(x.a)+J}uy)Q(dy/x,a)]
y como € se tom6é arbitrario, se demuestra lo que se queria.

CASO (ii).
Para no complicar la notacién, denotemos por {a(n)} a la
subsucesién {a(n)’') obtenida del lema 4.1 y sea h:X5R la

funcién continua, tal que:

b ims (x)-h (%) vV xeX (4.7)
como en el Lema 4.1.

Por otro lado, como X es separable (por ser'espacio de
Borel) y localmente compacto, por [S] pp. 180, existe una
sucesién de conjuntos ablertos Gt’ &=1,2,..., los cuales
tienen cerradura compacta Gt y Gt aX.

Aparte, por (3.4), dado £>0, existe T>0 tal que:

(1-am)V, &) s 3+ e Vet (4.8)

(n)
Fi jemos Gl y un estado xth. Es claro que (4.7) se cumple en

cada Et' asi, tomando el mismo €>0 que en (4.8),

hix) - e <h (x) < hoo + ¢ (4.9)
a(n)

para toda nzT y xeGl. De (4.8) y (4.9), obtenemos:

3 +hoo+2e 2 (1-am)V, (§)+ha x) V nzT. (4.10)

(n) (n)

Del Teorema 3.6, para cada n existe aneA(X) tal que:

\'} x) = C(x,an) +am]| Vv

oin) ¢(n,(y)Q(dy/x.an) (4.11)

Por otro lado, para todo n2zT,

(1-a(n))V x)+h x)=
o [+ 4

(n) (n)

i
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=(1-am)V, u'nova x) -V x)  [por (3.3))

{n) (n) ai{n)

= va(n)(x) - a(n)va(n)uo
= C(x,an) + a(n)J ha(n)(y)Q(dy/x,an) [por (3.3) y (4.11)])
De aqui, junto con (4.10),

J'+ hx) + 2e 2z C(x,a ) + a(n)I h (y1Q(dy/x,a ) V n2T
n o(n) n

Sumando «(n)N en ambos lados de la desigualdad, y como

a(n)>1, tenemos:

_j.#h(X)+N+2£2C(x.an)+a(n)I[ha(n)(y)*N]Q(dy/x,an) vV nz2T (4.12)

De la primera desigualdad en (4.9),

J'+ h(x) +N + 2¢e2 C(x.an) + a(n)‘[[h(y)—e'*N]Q(dy/x.an) V nz2T

y de aqui, usando el hecho de que h(.) + N 2 0,
J'+h(x)+N+3e=C(x, an)+a(n)J-IG£(y)[h(y)*N]Q(dy/x, an) (4.13)

donde IG es la funcién indicadora de Gl'
2

Ahora definamos los conjuntos:
Bn(x)={ae€A(x) :C(x,a)+a(n)jIG (y)[h(y)+N]JQ(dy/x, a)sj' +h(x)+N+3¢)
(]
para n=1,2,.... Por los mismos argumentos de la demostracién
del Teorema 3.4(a), tenemos que Bn(X) es no vacio y compacto
para cada n, y Bn(x)¥B(x), donde:

Bix)={a€eA(x): C(x,a)+ j IG i [hy+NJQ(dy/x,a)= J'+h(x)+N+3c)
]

y B(x) es no vacio. Por lo tanto, existe una subsucesién
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(a(nl)) de {a(m)} vy a;eB(X). tal que a(g)>a  cuando 1-w.

De (4.13), con n=n, tenemos:

_j'+h(x)+N+3s:zC(x,an )+a(n‘)IIG (y)[h(y)+N]Q(dy/x.an ) Vv ":ﬂ
i 2 i

Como I. (.)(h(.)+N) es sci, haciendo 1w, por Prop. 3, Ap.A,

G,

J'+ hx)+ N+ 3e=C(x,ax)+I |Gt(y)[h(y)+N]Q(dy/x,ax) (4.14)
Ahora, haciendo &3» y usando el hecho de que G t,.x,
J'+ hoao+ N+ 3e 2 C(x.ax)+ I (h(y)+N)Q(dy/x.ax)
y cuando &0,
3™ hoos N = Cxaa )+ [ (horeNdQUdy/x,8 ).

Concluyendo como en la prueba del Teorema 3.4 o la del caso
(i) se demuestra el caso (ii), y por lo tanto el Teorema
a.2. |

De 1los ejemplos que hemos venido manejando, el de
Produccién-Inventario y el LQ cumplen con (i) y (ii).

Notemos en (ii), que si X es ablerto y han(‘) es convexa,
entonces es continua. En [21] se dan condiciones para que la
funcién Va(X) sea convexa, y por lo tanto se da la convexidad

de h (x).
o




CONCLUSIONES

En este trabajo, se revisaron condiciones recientes de
[16, 20, 27] para obtener la optimalidad en costo promedio de
una politica de contreol. Para esto, primero se revisaron. los
elementos suficientes para plantear el problema de control
6ptimo y definimos el modelo de control de markov.

Se impusieron restricciones al modelo de control méas
débiles que las que se pedian en trabajos anteriores
[{15,24,34, etc.]. Como podemos ver en las hipétesis 2.2,11 y
2.2,111, pedimos que los espacios de estados y de control
sean de Borel. Ademés, en lugar de pedir que los conjuntos de
acclones admisibles paralun estado x, A), sean compactos
para cada x, pedimos que los conjuntos Ar(x):={a€A(x)
C(x,a)sr)} sean compactos para toda xeX, reR, i.e., C(x,a) es
inf-compacta, y con costos posiblemente no acotados. Lo
anterior nos permite generalizar resultados anteriores
(35,37].

En nuestro caso, para obtener la CP-optimalidad, nos
basamos en la teoria de los problemas de control con costos
descontados. Esto es, anallzamos el caso con costo promedio,
por medio del enfoque del “factor de descuento
desvaneciente”.

La relacién entre el caso promedio y el caso descontado
la obtuvimos basandonos en un Teorema Tauberiano y sus
consecuencias [Lema 3.2 Cap. II1].

_ Existen otros caminos para obtener la CP-optimalidad,
como por ejemplo, imponiendo cohdiciones de ergodicidad
[15,19]. Pero el analizar estos problemas via el caso
descontado es de gran ventaja por el hecho de que aqui
tenemos una teoria mas completa, inclusive en el caso general
tenemos wuna solucién, completamente determinada, de 1la

Ecuacién de Optimalidad a-descontada. Como se puede ver, las
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condiciones de optimalidad para el caso promedio estan
basicamente en la funcién de valor 6ptimo a-descontada Va(x),
excepto en el caso de la condicién C3, donde se pide que el
indice de funcionamiento para el caso promedio sea finito
para alguna politica well y xeX.

Por otro lado, a diferencia del caso descontado, cuando
estamos trabajando con hipbtesis generales como las 2.2,II y
2.1,I11, en el caso promedio no tenemos una solucién de la
ecuaciétn de optimalidad respectiva; en otros casos (por
ejemplo, pidiendo que los costos sean acotados, el espacio de
estados numerable y/o el conjunto de acciones finito), si se
tiene una solucién de la ecuacién de optimalidad [8,19,32,36,
etc.].

En ambos casos (CD, CP), el tener igualdad en la EO, es
de gran ventaja, ya que se pueden implementar métodos de
aproximacién a la funcién de valor 6éptimo respectiva. Por
ejemplo, para el caso CD, podemos usar las funciones de
iteracién de valores (IV) definidas en la seccién 3 del
capitulo II. A este esquema de aproximacién se le conoce como
Método de Iteracién de Valores o de Aproximaciones Sucesivas.

Las funciones IV estan definidas recursivamente, y es
importante notar, que dicha aproximacién se hace por medio de
problemas con un numero finito de etapas, de los cuales
existe bastante literatura al respecto [8,32, etc.]. Otros
métodos de aproximacién para los problemas con costos
descontados, bajo las hipdétesis 2.2 Cap. II, son analizados
en [22].

Para los problemas con costo promedio, el método de
Iteracién de Valores en el casode X y A finitos, es wmuy
similar al del caso descontado. En [8] Cap VII, se hace un
analisis de esta técnica, inclusive se obtienen cotas del
error para la funcién de valor é6ptimo. También se da otro
método de aproximacién, el 1llamado método de Iteracién de
Politicas, el «cual tamblén se estudia, para el caso
descontado, en [22] bajo hipdétesis generales.

En el marco en que se desarrollé este trabajo, no es muy
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directa la implementacién de métodos de aproximacién debido a
que no se cuenta con una soluciétn de la Ecuaclén de
Optimalidad en Costo Promedio, solo podemos asegurar la
existencia de politicas CP-6ptimas bajo las condiclones de
optimalidad Ci, C2 y C3. Estas dos 1dltimas, fueron
introducidas inicialmente en [37] y [35] respectivamente, y
Cl en [27]. No se conoce ningin trabajo donde se obtenga la
igualdad en la ecuacién de optimalidad bajo estas
condiciones; por 1lo regular se piden adiclionales. Por
ejemplo, en [14], se obtiene una solucién de la EO bajo las
sigulentes condiciones: hipbétesis 2.1,III, X subconjunto
abierto de R", condicién C2 con b(x) semicontinua
superiormente (scs) y Van(X) convexa V xeX y an es como en el
Lema 3.3.

Notemos que en este caso, los problemas de
Produccién-Inventario y el LQ, cumplen con estas condiciones
y por lo tanto podemos asegurar que existen soluclones a la
ecuacién de optimalidad respectiva.

Otro resultado, que extiende el anterior, es el que se da
en [28]. Aqui, para obtener una solucién de la EO, se piden
las siguientes condiciones: hipoptesis 2.2,1I, X localmente
compacto, condicion Cl1 y han una familia equicontinua.

Como podemos ver en la demostracién del Lema 4.1 del
Capitulo III, la convexidad de las hun implica que han sea
localmente equicontinua, ademas, como C2 implica Cl y las
hipétesis 2.1,111 son suficientes para las hipétesis 2.2,11,
las condiciones en [28] son mas débiles que las condiciones
en [14]. Un eJemplo donde se ilustra esto ultimo se da
precisamente en [28] y es el siguiente:

-Sea X=A=R, Ax)={a)}, V xeX. La funcién de costo es:

172
_J x si x=0
C(x,a)—{ 0 si x<0

y la ley de transicién es Q({0}/x,a)=1 V xeX. Como A(x)

consta de un solo punto, la EO a-descontada es:
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Va()t) = C(x,a) + « Va(y)Q(dy/x.a) = C(x,a) + ava(m

Tomando x=0, tenemos que Vaunsava(O). y por 1lo tanto
Va(0)=0. Entonces Va(X)=C(x.a).
Sea x un estado fijo y an) al, entonces:

h ) :=V n)(x) - an o = C(x,a)

«(n) x ol )

Asi, por la continuidad de la funcién C la familia (ha(n)) es
equicontinua. Es claro que C no es convexa y se puede probar
que la familia {ha(n)) no es equilipschitz localmente.|

Como podemos observar, las condiciones Ci, C2, y C3,
Juegan un papel importante para garantlizar la CP-optimalidad.
Dichas condiciones son la base para extender estos resultados
a otros problemas de control, como por ejemplo al caso
semi-markoviano [40]. En dicho trabajo se extiende la
condicién C3 al caso semi-markoviano, pero de igual forma se
obtiene una desigualdad de optimalidad. Un interesante
traba jo puede ser extender las condiciones de [14] o [28] a
este caso y asi, obtener una solucién a la ecuacién de
optima;idad correspondiente.

Por otro lado, en el marco de los trabajos [14]) y [28],
no se conocen métodos de aproximacién a la funcién de valor
6ptimo en costo promedio, lo cual abre la posibilidad de
trabajar en este sentido. Otro trabajo, también interesante,
seria extender las condiciones que aqui se trabajaron, o
inclusive las de [14] y [28], al caso de Procesos de Control
de Markov Adaptables [15].

Por dltimo, haremos un comentario de la bibliografia que
se utilizé. Los elementos de la Teoria de Control estocastico
se revisaron, esencialmente en [8,9,15). El articulo que nos
sirvi6é de base para el Capitulo II fué [22] y para el
Capitulo III fueron [14], [20] y [27]. El resto de las
referencias nos sirvieron para complementar la teoria y los

articulos base.
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APENDICE

A.- ESPACIOS, FUNCIONES Y MULTIFUCIONES.

A un espacio topolégico slempre lo dotaremos de la
o-&lgebra de Borel B(X), i.e., la o-algebra mas pequefia de
subconjuntos de X que contiene todos los conjuntos abiertos
de X.

DEFINICION 1: Un espacio de Borel es un subconjunto de un

espacio métrico, completo y separable.

Un subconjunto de Borel de un espacio de borel es también
un espacio de Borel. Algunos ejemplos de espacios de Borel

son:

R" con la topologia usual.

Un conjunto numerable con la topologia discreta.

Un espacio métrico compacto.

El producto, finito o numerable, de una sucesién de

espaclos de Borel.

DEFINICION 2: Sea X un espacio topolégico y v una funcién
definida en X tomando valores en los reales extendidos. La

funcién v se dice que es:

(a) Semicontinua inferiormente (sci) si el conjunto
{xeX:v(x)sr} es cerrado en X para cada reR.
(b) Semicontinua superiormente (sci) si el conjunto

{xeX:v(x)2zr} es cerrado en X para cada reR.

Notemos que v es SCI si y solo si ~v es SCS. Ademis, v es
continua si y solo si v es SCI y SCS.
Denotaremos por L(X) al conjunto de todas las funciones

SCI definidas en X y acotadas por aba jo.
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PROPOSICION 3: Sea X un espacio métrico y v una funcién
definida en X tomando valores en 1los reales extendidos.

Entonces:

(a) v es SCI si y solo si para cada sucesién (xn) en X, tal

que X X € X, tenemos que:
liminf vix) 2 vooO
n n

(b) v € L(X) si y solo si existe una sucesién de funciones

continuas y acotadas vn tal que VhaV.

DEMOSTRACION: Ash(1972) Apéndice A6.

PROPOSICION 4: Si v, Ve VpeeeeaV pertenecen a L{X),

entonces:

(a) av(.)€eL(X) para cualquier «>0.

(b) VAV by m}n v, pertenecen a L(X).

DEMOSTRACION: Ash(1972) apéndice A6.

Sean X y A espacios de Borel.

DEFINICION 5: Una multifuncién o correspondencia ¢ de X a A
es una funcién sobre X cuyo valor ¢(x), para cada xeX, es un

subconjunto no vacio de A.

DEFINICION 6: Decimos que ¢ es sci, sl para cada sucesién
{xn) en X y aeA(x), tal que X X € X, existe a € A(x'z tal

que a -a.
n

DEFINICION 7: Decimos que ¢ es scs, si para todo conjunto
ablerto GcA, el conjunto {x : A(X)cG} es abierto en X.
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B. - KERNELES ESTOCASTICOS Y ESPERANZA CONDICIONAL.
Sean X y Z espaclos de Borel.

DEFINICION 1: Un kernel estocastico sobre X dado Z es una
funcién Q(./.), o Q(dx/z), tal que:

(a) Q(./z) es una medida de probabilidad en X para cada zeZ,

y
(b) Q(B/.) es una funcién medible sobre Z para cada BeB(X).

DEFINICION 2: Sea Q(dx/z) un kernel estocastico sobre X dado
Z. Decimos que:

(a) Q es fuertemente continuo si la funcién:
za»f vx)Q(dx/z) (B.1)

es acotada y contlnua para cada funcién medible y acotada v.
{b) Q es debilmente continuo si 1la funcién en (B.1) es
acotada y continua para cada funcién continua y acotada v.

(c) Q es sci si la funciéon en (B.1) es sci para cada veL(X).

PROPOSICION 3: Sea Q(dx/z) un kernel estocastico en X dado Z.
Entonces:
(a) » (b) e (c)

La demostracién de la Proposicién 3 se sigue directamente

de las definiciones.

DEFINICION 4: Sea (Q,¥,P) un espacio de probabilidad, y sea
F<F una sub co-algebra de ¥. La esperanza condicional de la
variable aleatoria X, E|X|<w, dado §, se define como la unica
c.s. variable aleatoria denotada por E[X/§] tal que sea

S-medible y que:
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J' E[X/§]dP =j XdP V AeE
A A

Algunas propledades de la esperanza condicional son:
Sean X, Y variables aleatorlas; a, b, ¢ numeros reales y
(R,¥,P) un espacio de probabilidad. Entonces:

Bl.- E [aX+bY+c/§)] = aE [X/§] + BE [Y/F] + ¢c. c.s.
B2.- Si XsY c.s. E [X/§] s E[Y/¥] c.s.
B3.- Si ano para toda n y Xn » X c.s., entonces
E [X n/§’] a E [X/5].
B4.- E [IB/G] = P(B/G), donde IB es la funcién indicadora del
conjunto B.
BS.-

Sean 91, 32 dos sub o-algebras de ¥ tales que 91 c?a cF.

Entonces:

E[E X% V%]

E [X/¥ ]

E[E S,/ ]=E WS, ]
B6.~ Si X es G-medible E [X/G] = X.
B7.- E [ E [X/G] ] = E(X).

Las demostraciones de todas estas propiedades se pueden
encontrar en Ash(1972) Capitulo 6.

a9
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C.- TEOREMA TAUBERIANO.

TEOREMA 1: Sea (Cn} una sucesién de numeros reales
negativos y a€(0,1). Entonces:

N-1 [ ]
g inf N? Z Ce s 1im {nf (1-a) Z a" Cn

n=0 n=0
[ N-1
n -1
= liga?up (1-a) Z « Cn = lﬁgesoup N Z Ca
n=0 n=0

La demostraciétn de este Teorema se puede encontrar
[36].

no

en
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