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I N T R O D U C C I O N  

La Teoria  de  Control  Optiro es una de las dreas de las 
ratemdticas modernas  que ha  alcanzado un gran desarrollo en 
los  últiros afios. Sus aplicaciones esth en problemas  donde 
se  requiere  controlar  sistemas  dindmicos,  los  cuales se 

presentan en campos tan  diversos  como:  Economia,  Biologia, 

Medicina y  en  todas  las  ramas  de la  Ingenieria. 
Su objetivo es buscar  la  manera de  operaci6n 6ptima de 

dichos  sistemas, en el sentido  de  que  se  deben  determinar  las 

acciones o decisiones  de  control  que  deben  tomarse  para 
optilnizar su  comportamiento.  Dicho  comportamiento lo mide  una 
funci6n a la que  llamaremos  Indice  de  Funcionamiento,  la  cual 

en  nuestro  caso  representar6  el  costo  de  operación  del 
sistema. 

En  todos estos  campos  de  aplicación,  surge  la  necesidad 

de  considerar  elementos  estocisticos  que  modelen  cierta 

incertidumbre que influye  en  el  comportamiento  del  sistema. 
En este  trabajo nos ocuparemos  de la  teoria de control 6ptimo 
estoc6tico. 

La  teoría de control  tuvo  sus  origenes  en  el  cilculo  de 

variaciones, y  fue  hasta los afios 50’s cuando  se le di6 gran 
impulso. Se propusieron  tbcnicas  para  resolver el problema  de 

control.  Una  de  ellas  fub  la  Programaci6n Dhimica propuesta 
por  Bellman  en  el afío de 1951, la  cual  toma gran  importancia 

ya  que  se  puede  extender  directamente  al  caso  estocistico. 
Una  clase  de  sistemas  de  control  estocistico,  la 

constituyen  los Procesos  de Control  de  Markov (PC%), cuya 
teoria  se  apoya  bisicanente  en la tbcnica  de Progralnaci6n 
Dindmica  Estocistica. 



lntroducclon 

El estudio  de  los PCMs se puede dividir, por  ejemplo: 

1.- Según el  tipo  de espacios  de  estados: 
(a) espacio  numerable; 

(b) espacio  de  Borel  (i.e.  subconjunto  de  Borel de un 
espacio dtrico separable y completo); 

2.- Segun el  tipo  de  indice de  funcionamiento: 
(a) costo  descontado; 
(b) costo  promedio; 

(c) costo  total. 

Dentro  de  esta ~ltima clasificaci6n,.se  da el caso en que 

los  costos pueden  ser  acotados o no  acotados. La literatura 
mas común  sobre PCMs se  desarrolla  en el  caso  l(a) con  costos 
acotados. 

En este  trabajo,  estamos  interesados  en  analizar 

condiciones de  optimalidad  para  los  casos  l(b) y 2(b), a 
tiempo  discreto,  permitiendo  costo y controles  no  acotados. 

Dentro  de  los  caminos  para  estudiar  el  caso  promedio  est6 

el hacerlo por  medio  del caso  descontado.  Esto lo propuso 

inicialmente  Blackwell  en 1962 y consiste  en  analizar  el  caso 

promedio  como un limite  del  caso  descontado. A este  esquema 

se le  conoce  como  el "enfoque del  factor  de  descuento 

desvaneciente"  (vanishing  discount  factor  approach) y es 

precisamente  en el que  estamos  interesados  para  desarrollar 
este  trabajo. 

En el  Capitulo I, presentamos  los  diferentes  elementos  de 
la teoria  de  control  óptimo estocbtico, y en  particular  la 

de los PCMs. Definimos  el  indice de funcionamiento y las 
politicas de  control,  para despub formular el Problema  de 
Control  Optimo. 

En el  Capitulo  11, desarrollamos la  teoria  necesaria 
sobre los  procesos  de  control de Markov  con  costos 
descontados. 

En el  Capitulo  111,  analizamos  la  optimalidad en el caso 

promedio  bajo  dos  tipos  de  condiciones. 



lntroducclon 

Las  definiciones y resultados  que  se  exponen  en  este 

trabajo,  se  ilustran  con  los  siguientes  ejemplos: 

1) Sistema  de Producci6n-lnventari0, 

2) Sistema lineal  con  costo  cuadr&tico, 
3) Sistema  de colas, 

4 )  Problemas invariantes. 
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C A P I T U L O  I 

1. -  Introduccibn. 
2.- Modelo  de  control  de Markov. 
3.-  Políticas  de  control. 
4.- Espacio  can6nico  de  probabilidad. 
5.- Problema  de  control  6ptimo. 
6. - Ejemplos. 

l. - Introducci6n. 

El objetivo  de  la  Teoría de Control  Optimo,  es  determinar 
las  acciones o decisiones  de  control  que  deben  tomarse  para 
optimizar  el  comportamiento  de  un  sistema  que  evoluciona  en 
el  tiempo.  Dicho  comportamiento  lo  mide  una  función a la  que 
llamaremos  índice  de  funcionamiento y que  en  nuestro  caso 
representar&  el  costo  de  operacidn  del  sistema. El hecho de 
tratar  sistemas  din&micos  es  lo  que  diferencia a los 
problemas  de  control  6ptimo  de  los  problemas  de  optimizaci6n 
comunes. 

Los problemas  de  control  se  pueden  clasificar, 
dependiendo  del  fenómeno a modelar,  en  determinísticos o 

estodsticos (si influyen  elementos  aleatorios), y a tiempo 
continuo o discreto.  Estos a su  vez  en  problemas  con 
horizonte  finito o infinito,  dependiendo  de  que  el  sistema 
sea  observado  durante  un  periodo  finito o infinito  de  tiempo. 
Aquí  trabajaremos  con  problemas  con  horizonte  infinito. 

Otra  clasificaci6n es con  respecto  al  tipo  de  indice de 
funcionamiento. En nuestro  .caso  analizaremos 2 tipos:  caso 
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descontado  y  caso  promedio. 
En este  capitulo,  definiremos  los  Procesos  de  Control  de 

Markov a tiempo  discreto (los cuales  constituyen  una  clase de 

sistemas  de  control  estocastico  a  tiempo  discreto y cuya 
teoria  se  apoya en la tCcnica  de  Prograraci6n  Dinkmica 
Estocastical y daremos los elementos  suficientes  para  definir 
el Problema  de  Control  Optimo. 

Por últiro, en la secci6n 1.6, se  daran  una  serie de 

ejemplos para  ilustrar  el problem de  control  bptimo,  los 

cuales tambih nos  serviran en las  secciones  posteriores. 

2.- Modelo de control de Markov. 

D€FIwICION 2.1: Un modelo  de  control  de  Markov (Ma), 
estacionario  a  tiempo  discreto,  se  compone  de  cuatro 
componentes, ( X , A , Q , C ) ,  donde: 

- X es  un  espacio  de  Borel  [Def. 1, Ap. A] no  vacío  llamado 

espacio  de  estados. A los  elementos  de X los  llamaremos 

estados . 
- A es un espacio  de  Borel no vacío  llamado  el  conjunto de 
acciones o de  control. 

A cada xeX, le asociamos  un  conjunto  no  vacío Atx)&(A), 

la  u-Algebra asociada al espacio A. A Atx) lo llamaremos 
el conjunto  de  acciones  admisibles  en  el  estado x.  

Supondremos  que el conjunto: 

K:=((x,a) : XSX, ad) 

de  las  parejas  estado-control  admisibles,  es un subconjunto 
de Borel de XxA. 

- Q es un  kernel  estochstico [Def. 1, Ap. Bl en X dado K ,  al 
cual  llamaremos  ley de  transici6n  entre  los  estados. 

- C es una funci6n real  definida  en K, medible, la cual 
representa el costo  por  etapa. 

5 
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Como podemos  observar, la relaci6n x4tx) es una 

multifunci6n  de X a A [Def. 5, Ap. Al. Algunos  autores 

especifican mas la definici6n 2.1 incluyendo  al conJunto 

Atx) : (X,A,{Atx),  xeXj,Q,C). 
El modelo de control  (X,A,Q,C) representa un sistema 

estochstico  controlado  que  se  observa en los  tiempos 

t=O, 1,. . . . La evoluci6n  del  sistema  por  medio  de  este  modelo 
de control es la  siguiente. Sea xt el estado  del  sistema  al 
tiempo t y at la  acci6n  aplicada  al  tiempo t. Si xt=xeX y 

at=a&(x), entonces: 1) se incurre en un costo  Cta,x) y 2) el 
sistema  avanza  a un nuevo  estado x de acuerdo  a la 

probabilidad Q(./x,a)  en X, es  decir, 
t+l 

Estando  ahora  en  el  nuevo  estado, digamos  x =x’ , se  aplica 
un nuevo  control  a’ &(x’ y se  repite  el  proceso  anterior. 

t41 

Por lo  regular,  el  estado  inicial x EX es un punto  dado, 
o en otro  caso,  puede  ser  escogido  de  acuerdo  a  una 

distribución  de  probabilidad  inicial u dada: 

o 

El  período  de  tiempo  hasta  el  cual será  observado el 

sistema  se  le  llama  Horizonte o Tiempo  Terminal, el  cual es 

un  entero  no  negativo  que  puede  ser  fijo o variable  como  en 

los  problemas  con  horizonte  rodante [171. Aquí  consideraremos 

problemas  con  horizonte  infinito. El anilisis y soluci6n  de 
estos  problemas  son  de  gran  utilidad  para  resolver  problemas 
con  horizonte  finito  pero  extremadamente  grande. 

En  algunos  problemas  específicos  como  control  de 
inventarios,  sistema lineal con  costo  cuadritico,  control  de 
reservorios,  etc.  [ver secc. 61, la evoluci6n  del  sistema es 
determinada  por  ecuaciones  en  diferencia  de  la  forma: 

t=0,1,2, .... 
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donde {et} es una  sucesibn  de  variables  aleatorias 

independientes  e  idknticamente  distribuidas  (i.i.d.1  tomando 

valores en algún espacio de Bore1 S y es llamada  proceso  de 
ruido o perturbacidn; F es una  funcibn  dada,  F:XxAxS+X, 

medible,  y el estado  inicial x. es independiente de {et). 
Este  tipo  de  problemas  caben  dentro  del M a  (X,A,Q,C). 

Para  obtener la  ley de transici6n  Q,  sea p la distribuci6n 

común  de et, entonces: 

Q(B/x,a) = Prob[F(xt,at,St)PB/xt'X,at~] = p{seS:F(x,a,s)eB} 

donde  IB(.) es la funcibn  indicadora  del  conjunto  B. 

Para  fines  teóricos y / o  prkticos, se pide que el MCM 
(X,A,Q,C)  cumpla  con  cierto  tipo  de  restricciones.  Estas  se 
imponen  en  cada  una  de  sus  componentes  como  veremos  en  los 

capitulos  siguientes. 

3.- Políticas de control. 

En esta  sección  veremos la  manera de  como  elegir o 

seleccionar  los  controles  admisibles  en  cada  etapa.  Para 

esto,  primero  daremos la siguiente  definición. 

DEFINICION 3.1: Para cada  t=O,l, ..., el espacio  Ht  de 

historias  admisibles hasta  el  tiempo t es: 

#lo : =X 

Ht : =KtxX=KxHt t=l,2,. . . 

Un elemento ht"Ht es un  vector o historia  de la  forma: 
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donde  (xn,a )EK para n=O,l, ..., t-1 y xteX. n 

La def  inicidn  general  de  una  politica  de  Control es la 

siguiente: 

DEFINICION 3.2: Una politica  (aleatorizada) es una sucesibn 

.={xt} de  kbrneles  estoc&sticos mt sobre A dado Ht, con la 
restricci6n: 

Al conjunto  de  todas  las  políticas  lo  denotaremos  por l?. 
En este  caso, la  política elige el control  con  cierta 

probabi€idad, i .e.  en  cada  tiempo t, la accibn  de control es 
una  variable  aleatoria  con  distribucidn  nt(./ht).  Otro caso 

es elegir  los  controles  deterainísticamente. La definici6n 
sería la  siguiente: 

DEFIWICION 3.3: Una  politica I = {mt} es deterslinistica si 
existe  una  sucesidn {g,} de  funciones  medibles g;:Mt+A, tal 

que nt ( . /ht)  est&  concentrada  en g,(h,) para  toda hteHt y 
t=0,1, . . . ,  i.e., 

nt(B/ht):=IB[gt(ht)l BEB(A) 

En este  caso  nos  referiremos  a I con la sucesidn {gt}. 
En los casos  de  las  definiciones 3.2 y 3.3, la polltica 

elige el  control  tomando  en  cuenta  toda  la  historia  anterior. 
Este  tipo  de  políticas  toman  mayor  importancia en los 
problemas  de  control  adaptado [IS] .  

Dentro  de  la  familia  de  todas  las  politicas, existen las 

que no  dependen  de la  historia anterior;  estas son las 

llamadas  políticas  de  Markov o políticas  "sin  memoria". Para 
dar su definicibn,  denotemos  por F al  conjunto  de  todas  las 
funciones medibles  f:X+A,  tal que ftx)eAcx) para  toda  xcX. 

8 
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DEFIWICION 3.4: Una  política I = {ut) se  dice  que  es: 
(a) de Markov,  si  existe  una  suceslbn {f,} de funciones fteF, 

tal que nt(./ht) esta  concentrada  en  fttxt)eA(xt)  para  toda 
hteHt, t=O, 1.2,  . . . . . 
(b) de Markov  estacionaria,  si  existe  una  funcibn fiF tal que 

ut ( . /ht) esta  concentrada en f (xt)€Atxt)  para  toda hteHt, 

t=O, 1, 2, . . . . . 

En estos  casos,  identificaremos a u con la sucesibn {ft} 

o la funcibn  f respectivamente. 
De la  misma  forma,  cuando  usemos  la  política I = {f,}, el 

control  aplicado  al  tiempo t lo denotaremos  por at:=ft(x,); 
el  costo  obtenido  C(xt,f (x,) por C(xt,ft)  y la  ley de 

transicibn  Q(./xt,ft(xt))  por  Q(./xt,ft).  Para  el  caso de una 
política  estacionaria  feF,  a  dichas  expresiones la 
denotaremos  por  C(x,f) y Q(./x,f)  cuando  xt-. 

4.- Espacio  canbnico de probabilidad. 

Cada  polltica H = {xt) genera un proceso  estocdstico 

{x,), xteX W t=0,1,. . . . En esta  seccibn,  daremos el espacio 
canbnico  de  probabilidad  para  el  proceso,  así  como algunas  de 

sus propiedades. 
Sea (R,9) un espacio  medible,  donde Q:=(XA)OD = XAXA.. . . . 

y 3 es la  s-dlgebra producto  correspondiente. Un elemento WER 

es de la  forma: 

o = (xo,ao,xl,a 1 ' " "  1, xtaX, at& W t-O,  1,. . . . 

donde las  variables X, y at son  las  proyecciones  de R en los 
conjuntos X y A respectivamente. 

Se puede  ver que n contiene  al  espacio HOD = KKK. . . . de 
historias  admisibles  (xo,a o , . . . . .  1 donde (xt,at)eK W t. 

Sea 11 = {H~} una política de control arbitraria y 
supongamos  que el  estado  inicial x. se  elige de acuerdo  a una 
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distribuci6n  inicial v, i.e., u es una  medida  de  probabilidad 

sobre X. Entonces, por  el Teorema  de  C.  Ionescu  Tulcea 1251, 

existe  una  única  medida  de  probabllidad Pz en (n.3) dada por: 

Pu(dxo,dao,dxl,daI,. . . )=u(dxo"to(dao /xolQ~dxl/xo,ao)- U 

-ml (da /x ,a ,x 1. . . . . . . . . 1 0 0 1  

satisfaciendo: 

En particular si el  estado  inicial es xo=x, entonces v es 
una  medida  de  probabilidad  concentrada  en  {x) y escribiremos 

P: como P". Con  esto, P (x %)=I. 1c 

X x 0  
Al operador  esperanza con  respecto  a P" lo denotaremos 

11 I 
V 

por Ev, y si'xo=x, por Ex. 
AI proceso  estocástico (n, F , ? ,  {xt 1) se le conoce  como 

V 
Proceso  de Markov  Controlado (PMC). 

El nombre  de  PMC  es por  el hecho de que la propiedad 
4.l(d) es esencialmente  la  propiedad de Markov. De hecho, el 
proceso {x,} es  de  Markov si utilizamos una  política  de 
Markov (Def. 3.4) como  se  prueba en la Proposici6n 4.1. 

PROFOSICION 4.1: Si 1c = {f,} es una  política  de  Markov, 

entonces {x,} es un  proceso de Markov  con  kernel  de 
transici6n Q(./x,f,),  esto  es: 
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DMOSTRACION: 

Sea u - {ut}  una  politica  arbitraria.  Por  las  propiedades 
B4 y B5 en  el Aphdice B sobre  esperanza  condicional,  tenemos 
que : 

[por  4.l(d)l 

Ahora, si I = {ft) es  una  polItica  de  Markov,  la  igualdad 
anterior  quedarla: 

Px(x v t+l eB/ht) = Q(B/xt  ,ft). (4.3) 

Aplicando  de  nuevo  las  propiedades B4 y B5  (Ap. B), primero a 
la  expresión  del  lado  derecho  de (4 .2 )  y luego a la  del  lado 
izquierdo,  obtenemos: 

pn(x v t+l €B/xO,.. . ,xl) = E: [$(X~+~EB/~~)/X~, . . . ,xt] 

= E,, [Q(B/xt, ft )/xo,. . . ,xt J [por  (4.3) 1 1c 

= Q(B/xt,ft),  [por B6, Ap.  B1 

y ademis, 

= Q(B/xt , ft) [por B6, Ap. Bl 
Por  lo  tanto  se  cumple (4 .2 ) .  I 

"_ "_ 
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En  este  resultado, si usamos  una  politica  estacionaria 

fsF,  entonces  obtenemos  que {xt} es un proceso  de  Markov  a 
tiempo  homogeneo  con  kernel  de  transici6n  estacionario 

Q(./x,f). 

5.- R o b l m  de control 6ptira. 

Con  cada  política rdI obtenemos  una  sucesibn de costos 

{C(x a )} que  nos dA informaci6n  sobre el comportamiento  del 
t' t 

sistema.  Para  formular el problema  de  control  6ptiro. 
necesitamos una  funci6n  que  mida  dicho  comportamiento. A esta 
funcidn se le  conoce  como  lndice de  funcionamiento y su  forma 
depende  de las  características  del  problema y/o del  criterio 
de optimalidad  que  se  emplee.  Por  ejemplo: 

(a) Costo Descontado (m). Sea OcaCl. El Costo  Descontado 

total  esperado  por  usar la  politica R con estado inicial  xo=x 

es: 

t =O 

Al número a se  le  llama "factor  de  descuento". 

(b) Costo Promedio ((2). El  Costo  Promedio  total  esperado  por 

usar  la política n con  estado  inicial  xo=x  es: 

J ( R , X )  := lim sup (n+l)" 
n+uJ f E: [c(xtlat)l. (5.2) 

t =o 

Estos  son los  indices  de  funcionamiento mls usados  en  los 
casos  donde el horizonte es infinito. En el caso  cuando el 
horizonte es finito, por  lo  regular se  usa el criterio  de 
costo  total  esperado (m), cuyo  lndice de  funcionamiento  toma 
la forma: 
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Los indices que nos interesan en este  trabajo son CD y 

CP. La diferencia  entre  estos, es que el primero  mide el 
funcionamiento  del  sistema  en el presente y en el futuro 

cercano,  mientras  que  el  segundo  mide  el funcionamiento 

promedio  a  largo  plazo. 

Con  todos  estos  elementos  podemos  formular el problema  de 

control 6ptimo (PC01 como  sigue:  Dado  un  modelo de control 
(X ,A ,Q ,C) ,  una  familia  de  políticas  admisibles TI y un indice 
de  funcionamiento, el PC0 consiste  en  encontrar  una  política 
ne tal que  minimice  dicho  indice. 

Por ejemplo,  para  el  caso CD, nuestro  problema  seria 
t 

encontrar  una  política n dl tal  que: 

En  este  caso  decimos  que IC es a-descontada  dptima  (a-6ptima). 
Para el caso C P ,  el PC0 sería  encontrar  una  polftica 

n dl, tal  que: 
t 

y decimos  que II es  óptima  en  costo  promedio 
(CF"6ptima).Similarmente sería  para  el  caso CT. 

* 

A las funciones 

Va(X, := i#f V a ( n , x )  = Va(n , x )  
t 

Y 

(5.4) 

las  llamaremos  el  costo  a-descontado 6ptiao y el costo 
promedio 6ptimo  respectivamente;  tambi6n se les  llama 

13 
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funciones  de "valor". 
Para que el  problema de  control  no  sea  trivial, es 

natural  pedir  que V,(u,x)<m para al menos  una politica man y 

xeX. En el  caso  de C P ,  puede  suceder que el  limite  no  exista. 
Es por  esta  raz6n  que  tomamos  el 1 imite  superior  en (5.2). 

aunque tambíCn se  podria  tomar  el límite inferior. La 
diferencia  es  que con  el  limsup estamos  minialzando el  costo 

mayor, i. e.,  estariamos usando un criterio  pesimista;  y  con 
el lirinf,  rinimizarialos  el  costo  menor,  lo  que  seria  usar 
un criterio  optimista. Bajo ciertas  condiciones, ambos 

limites  coinciden, como por ejemplo en [261 y [111. 

En este  trabajo  usarenos  el liar sup por  facilidad de 

trabajarlo matemBticamente. 

Un resultado  interesante 12, 391 dice  que,  en un gran 
número de  problemas  de  control estocAstico, para  cualquier 

politica RETI, existe  una  politica de Markov I' tal  que: 

donde G es el  indice  de funcionamiento.  Esto lo podremos 

apreciar  en  los  capítulos  siguientes. 

6. - Ejemplos. 

En  esta  seccibn,  daremos  algunos  ejemplos  para  ilustrar 
la teoría  expuesta  en  las  secciones  anteriores.  Recurriremos 

a estos ejemplos  cuando  tratemos  la  existencia  de  soluciones 
6ptimas en los  capítulos  siguientes. Por el  momento  solo 
plantearemos el PC0 en  cada  uno  de  ellos. 

6.1.-  Sistema  de  Roduccibn-Inventario. [8 ,  23, 291. 

Consideremos un sistema de  Producci6n-Inventario,  para el 
cual : 
x es la  cantidad  de  artículos disponibles al  principio  del 
t' 
periodo t. 
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a es la  cantidad de  articulos  que  se  producen o se ordenan 
t '  

al principio  del  periodo t. 
et, es la demanda  (aleatoria)  del  articulo  durante el 

periodo t. 
Supondremos que las  variables  aleatorias 5, son  i.i.d., 

acotadas  e  independientes  de xo, tomando  valores en un 
conjunto S=IO,DI. 

La dinhica del  sistema  es: 

x t+l =(xt+at-et)+, trO,l,. . . * (6 .1)  

Supondremos que la  capacidad de  almacenamiento es M, de 

nodo  que el espacio  de  estados y el  de control son X=A=[O,Ml. 

El conjunto de acciones  admisibles es Atx)=[O,M-xl V xeX. 

Los costos  que  intervienen  en la etapa t son, el costo 
por ordenar o producir el artículo,  mas el costo que 
ocasionan  los  articulos  sobrantes (X~+~>O). De esta  manera, 
el costo  total  en  el  período t ser&: 

donde  c y h  son  los  costos  por  artículo  ordenado o producido 
y por exceso  de  articulos  respectivamente (00, h>O). 

Usando (6.11, los  indices  de funcionamiento  para los 

casos CD y CP son: 

t = O  

J ( n , x )  = 1i;Sup  (n+l)" >' E: [cat+h(xt+at-Et)*] 

Ahora  supongamos  que  las  variables  aleatorias {E,} tienen 
distribucibn  común p. Por (2.11, el kernel  estocastico Q 
tiene la  forma: 

15 
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El problema  de  control 6ptimo es encontrar  una  poli  tica 

a-6ptima y CP-6ptina que minimice  los  indices 

correspondientes. 
En estos  problemas  existen  diferentes  maneras  de  escoger 

el espacio  de  estados  dependiendo  de  las  hip6tesis  del 

problema.  Por  eJerplo,  si  se  permite  acumulamiento  de  deBanda 

y la capacidad es M, el espacio de estados  seria (-,MI. En 
nuestro  caso  se  puede  mostrar  que  el  problema  de 

Produccibn-Inventario es equivalente a un problema  de  control 
de  reservorios (381. 

6.2.- Sistemas lineales con costo  cuadratico (LQ). 18, 271. 
Este tipo  de  sistemas  se  presenta en los  casos donde  se 

conoce  de  antemano la trayectoria  ideal  del  proceso,  y  el 
problema es encontrar  una  politica  tal que la trayectoria 

generada  por  esta,  diste  lo  menos  posible  a  la  trayectoria 
deseada. 

Aquí  supondremos  que  la  trayectoria  deseada  es el origen. 

A este  tipo  de  problemas  se  le  conoce  como  Problema  del 
Regulador  Lineal. 

La dinzimica  del  sistema es  lineal de la  forma: 

x  =rnt+pat+Et  t=O , 1 , . . . . . 
t+l 

donde x a dR en el  caso mas sencillo y las  perturbaciones 
(4,) son variables  aleatorias  1.i.d.  tomando  valores  en un 
espacio S, con media  cero y segundo  momento  finito o' >O y  que 
no  dependen de xt y  at. Ademas, r y son constantes  dadas 

tal que rp*O. 

t '  t 

2 

De aqul, los  espacios de  estados,  de  control  y  de 
acciones  admisibles  son X=A=Atx)=R W xeX. 

Suponiendo  que /A es la distribuci6n  común  de  las la 
t '  

ley de  transicl6n es: 
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El costo en estos  problemas es cuadratic0  de la forma: 

donde q y r son  constantes  tales que qLO.-y r>O. 

Los indices  para  los casos CD y CP los obtenemos 

sustituyendo el  costo (6.2) en (5.1) y (5.2) respectivarente. 

Si en el  problema de  control  de  reservorios  nuestro 

objetivo es mantener  el  dgua cerca de un determinado  nivel, 
podemos usar  los  sistemas LQ para  modelarlo. En este  caso, 
@<O, x sería el  nivel de  agua en el reservorio  al  tiempo t, 

la cantidad  de  agua  liberada  al  tiempo t y et el flujo  de 
t 

at 
entrada  (aleatorio) en  el tiempo t. 

El problema  de  Produccibn-Inventario y el LQ, pertenecen 
a la clase de  problemas  de  control  estocistico  convexo, es 
decir, la correspondiente  funcibn  de  valor  dptimo 

a-descontada Vatx) (5.4) es convexa. Un tratamiento de este 

tipo  de  problemas se puede  encontrar  en  [14,  211. 

6.3.- S i s t m s  de colas  con arribos aleatorio8 y un nolo 

nervidor . 131 I . 
Consideremos  un  sistema  de N colas  con  un servidor. En 

este  ejemplo  supondremos  que  las  colas la forman  cierto  tipos 

de  trabajos o "clientes" que  tienen  que  esperar  para  ser 

procesados o atendidos por un servidor. 
En cada  etapa,  se  escoge  cierta  cantidad  de  trabajos  para 

cada  cola  con  una  determinada  distribucibn F j=1,2, ..., N. 
Los estados serh vectores de  dimensibn N ,  x=(x - - ,XN) 

donde  x es el  número  de trabajos en la  cola j. De esta 
manera, el  espacio  de  estados es f ,  donde Z+=(O, 1,2, .  . . ). 

J '  

J 

Por otra  parte,  al  principio de  cada  etapa  el  servidor 
decide si  admite o no  objetos en cada  una  de  las  colas, con 
la condicibn de que podrh ser  atendidos hasta  el  principio 
de la prbxima  etapa.  Ademis,  el  servidor  debe  decidir si 
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permanece  desocupado o atiende  a  una  de  las  colas  no  vacias. 
Si esta  últira  es  la  decisi6n.  digamos,  atender  la cola k (no 
vacia),  el servidor  puede  elegir  una  tasa  de  servicio 

f3(k)eBk, donde Bk es un  conjunto  finito  no  vaclo  de  tasas de 
servicio  diferentes  de  cero. 

Sea ef(el,e 2,......,e It 1 tal que, para j4.2, .... N, 

1 si se admiten  objetos  en la  cola j 

O en otro  caso J 

y  sea i la decisi6n  de  permanecer  desocupado. 
En el  estado  x=(O,O, .... O ) ,  i.e.,  cuando  no existan 

trabajos  esperando  en  las  colas,  las  posibles  decisiones son 

admitir  trabajos en las colas permaneciendo  desocupado  el 

servidor.  Esto  último es por el hecho  de  que  no se puede 
servir  inmediatamente. A esta  decisi6n la denotaremos por 

(e, i). 
Para  los  estados  distintos  de  cero, i.e., cuando  hay 

trabajos  en  las  colas,  las  posibles  decisiones  son (e,i) o 
admitir  objetos  en la  cola sirviendo  con  una  tasa p w .  Esta 
última  decisi6n  la  representaremos  por  (e,p(k)). Con  esto el 
espacio  de  acciones  seria: 

&(O, 1}'x( UjBj u (i)) 

El kernel  estocastico Q, esta  dado en terminos de  las 
distribuciones F de  hecho  sería  la  distribuci6n  conjunta de 

los  estados. 
J '  

La  funci6n  de  costo, es* una funci6n C:XxA+R  cuya forma 
dependería del  problema. Por ejemplo,  puede  incluir  un costo 
de aceptacih de  trabajos o costos  de  servicios. De manera 
general,  solo  pediremos  que  para  todo  e,  x,  el  costo 
C(x,  te, i) ) sea  creciente  en  cada  coordenada  del  vector x con 

las  otras  fijas, y que  para  todo  e, f 3 w ,  x ,  con xk>O, el 
costo C(x,  (e,@(k)) 1 sea,  similarmente,  creciente en cada 
coordenada  de x con  las  otras  fijas. 
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Los probleaas  de  teorla de colas  tienen  aplicaciones en 
redes  de  telecorunicaclones (s.g. redes telef6nicas, de 

corputaci6n1,  problemas en ingenieria  de  trafico y en 
investigaci6n  de  operaciones. 

6.4.- Problems invariantes. (4, 351. 

Un modelo de control  markoviano  se  llama  invariante si el 
kernel  de  transici6n no depende  del  estado  actual  del 

sistema, i.e.,  Q(./x,a)=Q(./a). En nuestro  caso  pediremos que 
A sea  f inito. Algunos  problemas  que  cumplen con esta 

propiedad son los de  remplazamiento y mantenimiento.  Aqul  no 

especificaremos  las  componentes  del MCM, ya que estas 

dependen del  problema que se este  trabajando. Algunos 
ejemplos  se  pueden  encontrar  en Irl. 



C A P I T U L O  I I  

PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV CON COSTOS DESCONTADOS 

1.- Introducci6n. 

2.- Hip6tesis  sobre  el  modelo  de  control. 
3.- Ecuaci6n  de  Optimalidad. 

l. - Introduccih. 

De los  problemas de control  6ptimo  estocistico con 

horizonte  infinito,  el  caso con  costos  descontados (0) es el 

d s  simple  de  trabajar.  Primeramente, si los costos por 
etapa, C(x,a), son  acotados, el  indice de  funcionamiento  [ver 
(5.1) Cap. 11: 

t - O  

Esto nos permite apoyarnos  en el  teorema  de punto fijo 
de  Banach, para  asegurar  la  unicidad  de  la  soluci6n de la 
ecuaci6n de optimalidad o ecuacibn  de  Bellman. 

En nuestro  caso,  donde los costos no son  acotados, no 

podemos  asegurar  lo  anterior. A m i ,  tenemos  que  hacer uso de 
otros artificios  para  poder  caracterizar  una  solucibn  de  la 
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ecuaci6n  de  optimalidad. 

En a r b s  casos podemos  hacer  iteraci6n de valores  para 
aproximar a una solucibn  de la ecuaci6n  de  optimalidad,  cosa 
que  no  ocurre, en general,  con  los  problemas con costo 
promedio. Lo anterior es una gram ventaja porque se pueden 
irplementar dtodos corputacionales  para  resolver el 

problema. 
Este  tipo de indices  de  funcionamiento  tiene,  por lo 

regular,  aplicaciones  a  problemas [e.g. 6, 71 en los que el 

indice V tiene  una interpretacih econ6mica (o monetaria). 

En tales  casos,  se  introduce un factor  de  descuento  al  costo, 
por  el  hecho  de que cierta  cantidad  de  dinero  en  el  presente 
vale  menos  en  el  futuro. En muchos  problemas  el  factor  de 
descuento or se  interpreta  como  a=l/(l+i 1, donde i es la  tasa 
de interes. As€, a representa el  valor presente  de la moneda 

t períodos  despues. 

a 

t 

La  secci6n  principal  de  este  capitulo es la 3, en la  cual 

se da un resultado  (Teo. 3.6) que  caracteriza  a la funci6n  de 
valor  6ptirno dentro  del  conjunto  de  soluciones  de la ecuaci6n 

de optimalidad. 
En la secci6n 2 se darh ciertas  hip6tesis,  junto  con  una 

serie  de  resultados  que  nos  garantizarin la existencia  de 

minimizadores. Estas  hip6tesis  las  ilustraremos  con  los 

problemas  expuestos  en el  capitulo  anterior y con  ciertos 
contraejemplos. 

2.- Hip6tesiu .obre el  modelo de control. 

Sea (X,A,Q,C)  un modelo  de  control de Markov  [Def. 
2.1, I ] .  En esta  secci6n.  estableceremos  una  serie  de 
hip6tesis  para  el  modelo  de  control,  las cuales  nos 
garantizarh resultados  interesantes,  como  la  existencia  de 
soluciones 6ptimas para  el PCO. Adeds, veremos  cuales de los 

ejemplos  expuestos  en el capitulo  anterior  cumplen con estas. 
Para  esto,  primero  daremos la siguiente  definici6n. 

21 
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DEFINICIOW 2.1: Una  funcibn  de  valor  real  definida  sobre K, 
v:K-SR, se  dice  que es inf-compacta en K ,  si  el  conJunto: 

es compacto V XEX y reR. 

hnotarems por L(X) a la clase de funciones en X que  son 
semi-continuas  inferiormente  (sci) y acotadas por abab; Y 
con L(x)+ a las funciones no negativas en L(X) [ver Def.2, 

Ap. A l .  

Hipbtesis 2.2: 
(a) C(x,a)  es inf-compacta y pertenece  a L(K)+ 
(b) La ley  de  transicibn Q es debillaente  continua  IDef.2, 
Ap. B], i.e.,  para  cualquier funci6n  continua y acotada v en 
X, la  funcibn: 

es continua  en K .  

(c) La  multifunci6n x-&x) es sci  tDef.6, Ap. Al, i.e., si 
x +x en X y a&(x),  entonces existe aneA(xn) tal que an+. 
(c ’  1 La multifunción x 4  (x) es sci,  donde 
n 

para veL(K). 

Comentario: Por la Proposicibn  3(b) Ap. B ,  la hipbtesis 
2.2(b) es equivalente a pedir que para  cualquier  vcL(X)  la 
funcibn v’(x,a) es sci y acotada por abajo en K. 

Las hip6tesis  (c) y (c’ 1 nos servirh para  probar que la 
funcibn  de valor Va(x) sea  sci y las  podemos  sustituir 

22 
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pidiendo  que la multifunci6n x+Atx) sea  semicontinua 

superiorrente  [Def. 7, Ap. A l .  

De los eJemplos  vistos  en el Capitulo I, es claro que la 
hip6tesis 2.2(a)  la cumplen el  problema de  Producci6n- 

Inventario y el LQ. Para verificar  las  hip6tesis  restantes 
en estos problemas, daremos los  siguientes  Lemas. 

LEeu 2.3: Sea {xt} un proceso de Markov  en X definido por: 

x t*1 =F(xt,€,) t10.1,. . . . 

donde {S,) son  variables  aleatorias i. i.d. con  valores en un 
conjunto S, distribucidn comh p e  independientes  del  estado 
inicial  xo.  Entonces,  si  F(x,s) es continua  en  xeX  para  todo 
S&, la  ley  de transici6n 

i.e., 

u’ (X) = 

es continua y acotada  sobre 

de  (xt) es debilmente  continua, 

I u(y)Q(dy/x) 
X para  toda u  continua  y  acotada. 

DMOSTRACION: 
Sea  u una funci6n  continua y acotada  sobre X. Claramente 

la funci6n u’(x) es acotada. Para demostrar su  continuidad, 

sea (x”)  una sucesibn en X tal que x”+x, XCX. Entonces por 
la  continuidad  de  las funciones F y u, y por  el teorema  de 

convergencia  acotada  tenemos  que: 

lo  cual  demuestra que u’ (x) es continua. I 

LEXA 2.4: Si el conJunto K es convexo,  entonces,  la 
multifunci6n x4tx) es sci. 

23 .. . 
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DMOSTRACION: 

Sean  k=(x,a) y k’=(x’,a’l elementos  de K .  Como K es 

convexo, el segmento  de  recta C que  una a los puntos  k y k’ 

est&  completamente  contenido  en K.  Ahora,  sea kl=(xl,a 1 el 
punto  medio  del  segmento kk’ , entonces k’ekK. Similarmente, 
sea k2=(x a 1 el punto  medio  de  klk’,  entonces k2dcK. 
Siguiendo  con  este  procedimiento, obtenemos  una  sucesi6n 

k =(x ,a 1, tal que  k es el punto  medio  de  kn lk’ y k EM. 

Se sabe  de  los  cursos  de  analisis  real  que  la  sucesi6n 
((xn,an)}cK  converge  al punto (x’,a’)EK. De esta  manera, si 
x +x en X y adtx), existe  a +a con lo  cual se  demuestra 
que la  multifunci6n x+A(x) es sci. I 

1 

2’ 2 

n n n  n - n 

n n 

Volviendo a los  ejemplos, en el  problema de  Produccibn 

-Inventario  tenemos  que x =F(x a 5: )=x  +a -e Es claro 

que  F es continua en xt, at  para  toda t. y por  el Lema 2.3 la 
hip6tesis 2.2(b) se cumple.  Ademas,  como  Atx)=[O,M-xl y 

X=[O,Ml, el  conjunto K es convexo, y asi por el Lema 2.4, se 
cumple la  hip6tesis  2.2(c). 

t+l t’ t ’  t t t t’ 

Similarmente  para  el  sistema LQ tenemos que la funci6n 
F(xt,at,Et)=axt+Bat+Et  es  continua en x  a para  toda t y 
ademis como  X=Atx)=R,  el  conjunto K es convexo. Por lo tanto, 

por los  Lemas 2.3 y 2.4, las  hip6tesis 2.2(b) y 2.2(c)  se 
cumplen respectivamente. 

t’ t 

En el  ejemplo  de sistema  de  colas,  primero  notemos que X 
y A son  numerables, donde A=A(x)  para  toda  x.  De  aquí,  la 

multifuncih x4tx) y la funci6n  v’tx,a)  en  2.2(b) son 
continuas, y por  tanto  las  hip6tesis  2.2(b) y 2.2(c)  se 
cumplen. La verificaci6n de la hip6tesis 2.2(a) dependera del 
problema  especifico. 

Para los problemas  invariantes,  es  claro que las 

híp6tesís 2.2(b) y 2.2(c) se cumplen,  ya  que  el  conjunto Atx) 

es finito, y de  la  misma manera  que el  ejemplo  anterior,  la 
hip6tesis 2.2(a) dependera  del  problema  que  se est6 
trabajando. 

Las hip6tesis 2.2 tienen  consecuencias  importantes en el 



garantlzar la existencia  de  selectores  redlbles  [Def.3.4,11. 
Los resultados que establecen la  existencia de dichos 

selectores,  son  llamados  Teoremas  de  Seleccl6n  Medible  como 
el  que enunclanos  a  contlnuacl6n. 

TEo(A 2.5: (Teorema  de  Selecci6n Medible). S i  las hip6tesis 

2.2(c) y 2.2(c' 1 se cumplen y v es una  funci6n  inf-compacta 
que pertenece a L ( K ) ,  entonces, la  funcl6n: 

pertenece a L(K) y adeds existe  una  funci6n  feF  tal  que: 

DEIIosIRM=IoN: 
La existencia de f d  que satisface (2.1) se  sigue  de [301 

Corolario 4.3. 
Ahora,  sea  x  +x en X y  a eA (x)  arbitrario. Entonces 

e .  - 

~e aquí,  (x ,a I+(x,a T y  como v es sci,  por  la Prop. 3, 
n n  

AP. A, 

1 iminf 
n 

y nuevamente  por 

v (x  )=llmlnf  v(x  ,an)rv(x,a )=v (x) 
* *  

n n n 

la Prop. 3, Ap. A,  v es sc1.l 
* 

Una  consecuencia de este  teorema  son  los siguientes 

resultados,  los  cuales  nos serh de  gran ut  llldad en la 

prdxlma  secci6n. 

LEMA 2.6: (a) Si las  hlp6tesls 

entonces,  la funcibn no negativa 

2.2 se  cumplen  y  ueL(X)+, 
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pertenece a L(X) y adea4s  existe  feF tal que: 

(b) Para cada  n=O, 1, . . . , sea v EL(K) e inf-compacta en K. Si n 
v a vo,  entonces : 
n 

DMosTRACIat: 

(a) Sea ueL(X)+. Por Las hlp6tesis 2.2(a),  Prop. 4, Ap. A y 
Prop. 3, Ap. B, tenemos  que la funci6n vtx,a)EL(K), donde, 

vtx,a) := C(x,a) + ucy)Q(dy/x,a) J 
De aquí, {adtx) : v(x,a)sr} es cerrado  en K para  todo xeX y 

aderds est4  contenido  en  el  conjunto {adtx) : C(x,a)sr). 
A s í ,  por  la hip6tesis 2.2(a)  el conjunto {adtx) : vtx,a)sr) 

es compacto y por  lo  tanto v(x,a) es inf-compacta. 
Por  el  Teorema 2.5, u  (x) := inf  vtx,a) está en 

L(X) cL(X) y ademis,  existe ffF tal que u tx)=vtx,f), lo cual 
prueba lo  que  se  quería. 

(b) Para todo XEX, sea 

aEA ( g )  

+ 

¿(x):= lim inf v (x,a) n aEA(x) n Y 

Por demostrar que ¿tx)=votx). Primeramente,  como v v 

entonces: 

* 
n* O’ 

esto  es, 

26 
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Para  probar  la  desigualdad  inversa,  sea XEX fiJo pero 

arbitrario.  Para  cada  n,  definamos los conJuntos: 

COQO las  funciones vn son inf-coapactas,  los conjuntos A son 

compactos, y ademds,  como v nv tenemos  que An= Ao, y 
n 

n O' 

Aplicando el Teorema 2.5 a vn poderos asegurar que para  cada 
nrl,  existe anfAn tal que: 

v (x,a = inf v (x,a) (2.3) 
n n a n  

Por otra  parte, por la compacidad  de  los  conjuntos An, existe 

una  subsucesi6n <"(dl 1 de {a, } tal que + ao, a$Ao. 
como v es  aonotona creciente,  se  cumple que: 

n 

v (x,a(n) 1 ~~(x.a(n)~) V nl>n 
n 1 

1 

para  cualquier  nrl. Por la Prop, 3, Ap. A ,  obtenemos, 

C(x) z lirinf  inf vn (x,  a) z v (x,  ao) 
a n 

1 

Por Último,  haciendo  n-m  en  esta  expresibn, 

Esta  última  igualdad es por el hecho  de  que  vo(x,ao)pvo(x) 
para ao'Ao. De (2 .2 )  y (2 .4 )  se prueba  lo que se queria.1 



Cap. 11, Secc. 3 

En trabajos  anteriores  al I221 (e.g. 15, 24, 34, etc. 1 se 
utilizaban  hip6tesis  mas  fuertes  que  las  hip6tesis 2 . 2 .  Por 

ejemplo,  se  pedía que los conJuntos. A(x)  fueran  compactos. 
Notemos que si v(x, . I  es sci en A(x) para  todo XCX y adeds 
los  conjuntos Atx) son  compactos,  entonces v es inf-compacta 
en K. La irplicaci6n  inversa no es vhlida, solo se puede 
asegurar  que si v es inf-compacta en K, entonces  v es sci. 
Con  esto  se  puede  ver  la  debilidad  de  las hip6tesis 2 . 2 . .  

Aderaas, si los  costos  C(x,a)  son  acotados,  entonces  la 
hipbtesis  de  pedir  que  C(x,a)  sea  inf-compacta, se  reduce a 

pedir  que  los  conjuntos Atx) sean compactos. 
En el capítulo  siguiente,  analizaremos el  caso donde el 

kernel estochtico Q es fuertemente  continuo b f . 2 ,  Ap.BI. 
Por otro lado,  pedir como hip6tesis  que la multifunci6n 

x+A(x) y x+A*  (x)  sean  sci,  nos  permite  probar que las 

funciones v y u , en el Teorema 2.5 y en el Lema 2.6 
respectivamente,  son  sci.  Esto nos  servir6  para  probar que la 
funcibn  de  valor 6ptimo (1.2) pertenezca a L(X). En (201 se 
piden  las  mismas  hip6tesis que aquí, excepto  la  2.2(c) y 

2.2(c’).  Con  ellas,  solo  se  puede  asegurar  que dichas 
funciones  son  medibles. 

3.- Ecuacibn de Optimalidad  a-descontada. 

En esta  seccibn,  trataremos  el  problema de la existencia 
de politicas  a-bptimas,  así  como  la  existencia de  soluciones 

de la  ecuación  de  optiaalidad,  bajo  las hipbtesis 2.2. 

Paralelamente,  iremos  comparando  estos  resultados  con  el  caso 
donde  los  costos  sean  acotados. 

DEFINICION 3.1: Decimos que una funcibn  real  veL(X)+ es una 

soluci6n  de  la  Ecuacibn de  Opthalidad (EO) sí: 

28 
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En  vista de las  hip6tesis 2.2(a),  puede darse el caso en 

que  para  algún  estado  inicial x y una  política I, el  indice 
de  funcionamiento Va(m,x) sea iMinito como lo muestra el 

siguiente  ejemplo. 

WPBU) 3.2: Consideremos un problema de  control  donde la 

dinhica del sistema es: 

Xt+l=%+Ut 
tPO,l,. . . . 

con X=A=R, Atx)=[-l,ll y C(x,a)=(xl. De los Lemas 2.3 y 2.4, 
es claro que  las  hip6tesis 2.2 se satisfacen.  Ahora, si xo=x 
y consideramos la polltica = ( 0 . 0 , .  ..,O), es fkil ver que 

xt=gt 1x1 . ~e aquí, 

En vista  del  ejemplo  anterior,  es  necesario que  se  cumpla 

la siguiente  hipbtesis: 

A CI 

Hipdtesis 3.3: Existe  una  politica u tal que V (u,x)<+ap para 

todo XEX. 
a 

En  consecuencia, Va(x)<+rn V xeX. 
Una  manera  conveniente  para  trabajar  la EO (3.11, es por 

medio de  operadores.  Definimos el  operador T:L(X)++L(X) + 

como  sigue: si UEL(X)+, 

X€X . 

Asi, diremos que vsL(X)+ es  una  solucibn  de la EO si es punto 
fijo  de T. i.e.  (cf. (3.1)). 

TVW . (3.2) 



ES importante  notar que el  oparadar T es no  decreciente 
en L(X)+, esto  es: 

Diferentes  autores ( t .g .  (81, (91, [151) demuestran que 

si  el  costo  por  estapa  C(x,a) es acotado,  entonces  la hica 

funcibn acotada que  satisface l a  Eo (3.1) o (3.2) es la 

funci6n de  valor  bptimo (1.21. En nuestro  caso no podemos 

asegurar  Csto,  como  lo  muestra  el  siguiente  ejemplo: 

EJE)BLo 3.4: Sea X=[O,oo), A=Atx)=R, C(x,a)=O en L(X)+, y la 
dinhmica del sistema ~ ~ + ~ = x ~ / a .  Nuevamente  las hipbtesis 2 .2  

se satisfacen.  Ahora,  para  cada PER, la funcibn v(x)=Px, XEX, 
es una  soluci6n  de la EO, con lo  cual  tenemos que el operador 

T tiene  una  infinidad de  puntos  fijos. Sin embargo, la hica 
solucibn  acotada  es  v(x)=O,  la  cual  es  la funci6n  de  valor 

bptiao. En el Teorema 3.6, mostraremos que la funci6n  de 

valor  bptimo Va(x)  es la  minima  solucibn  de  la EO dentro  de 
la familia L(X) . I 

Antes  de  presentar  el  Teorema  principal de esta seccibn, 

daremos los siguientes  Lemas. 

LEMA 3.5: Supongase  que  las  hip6tesis 2.2 se cumplen. 
(a) Si veL(X)+ satisface  que v S v ,  entonces VZV . 
(b) Si v es una funci6n  medible  en X tal que Tv esti biCn 
definida y satisface que vsTv y 

para  toda n ~ l I  y xaX,  entonces VSV . 

DMOSTRACION: 
(a) Sea veL(X) . Por el Lema 2.6(a),  existe faF tal  que: 
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Ademas, 

Por (3.5) tenemos que: 

t=O 

donde [v(xz)]=  v(y)$(dy/x,f) y $(B/x,f)=f(x2€B) es la 

probabilidad de transici6n  en 2 pasos  de la cadena  de Markov 
{x,} [ver  Prop. 4.1.11. 

I X 

Siguiendo  con la iteracibn  de (3.51, obtenemos: 

n- 1 

t =O 

y aden&, [v(xn)]=lvcy~~(dy/x,f) y @(B/x,f)=#(x x n  EB) es 
la probabilidad  de transicih en n pasos  de la cadena  de 

Markov {x,}. 
Por  otro lado,  por  la no  negatividad de v, tenemos  que: 



. I I  
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n- 1 

t = O  

y  haciendo n#m en esta  expresibn, 

t = O  

lo  cual  prueba  lo que se  queria. I 

(b) Sean =ell y xeX  arbitrarios. Por definici6n  tenemos  que: 

=at[C(xt,at)+a I v(y)Q(dy/xt,at)-C(xt,at)] 
Apart&, por hip6tesis  tenemos  que: 

Asl, 

y de  aqul, 

Tomando  esperanza E,(.) en ambos lados  de  la desigualdad, n 
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y usando B7, Ap.B,  obtenemos: 

Ahora,  sumando  sobre  t=O,l, ..., n-lD 
n- 1 

t =o 
y haciendo n+w junto  con (3.41, obtenemos que V,(u,x)ev(x). 

Por  último,  como I y x se  tonaron  arbitrarios,  esta ril tima 
desigualdad  implica  que V a W  con lo que se demuestra el 

Teorema. I 

Definimos recursivaaente  las funciones de Iteraci6n  de 

Valores (IV) como vo(. 1 :=O y vn := TV,,~ =Pv O para  n=l, 2, . . . 
De aqui, 

Notemos  que  por  el  Lema  2.6(a),  la funci6n v n &(X)+ para  toda 
nkO. Por otro  lado,  sea 

n-1 

- 
t =O 

el  índice de  funcionamiento  de un problema  con  n  etapas. De 
la teoría  de  Programaci6n Dinhíca [8, 131, se  sabe  que  v (x) 
en (3.7) es la funci6n de  valor 6ptimo  para  este  problema  con 
costo  terminal vO(.)=O  cuando  xo=x, esto es: 

n 

v (X) = icf v (n,x).  (3.9) 
n n 

3.6: Supongamos  que las hip6tesls 2.2 y 3.3 se 
cumplen.  Entonces: 

33 
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i.e., 

'amNa (3.10) 

(cl Existe una polftica  estacionarla f EF tal que f (x)d(x) 
minimiza el  lado  derecho  de (3.10) para  toda xeX, i.e., 

y  f es a-6ptima.  Reciprocamente,  si  f*eF es una  politica 
6ptima  estacionaria,  entonces  satisface ( 3 . 1 1 ) .  

(dl Si R* es una  polltica  tal  que  V(u , . )eL(X)+ y  satisface 
la EO junto  con la  condici6n: 

* 

lim an E" va(u ,x 1-0 v UEIT, XEX 0 

n X n (3.12) 

entonces, Va(" , . )=Vac. 1; de  aqui, f es a-6ptima. 

DMOSTRACION: 

(a) Primeramente, por (3.31, las  funciones (IV) en ( 3 . 7 )  

forman  una  sucesión (vn) no  decreciente  en L(X)+ y por  lo 

tanto' existe  una  funci6n  ueL(X1  tal  que v a u. Por el 

Teorema de  Convergencia  Monbtona (131, 1331) tenemos que: 
n 

C(x,a) + ajv cy)Q(dy/x,a) 2 C(x,a) + a ucy)Q(dy/x,a) 
n- 1 J 

Ahora,  por  el Lema 2.6(b) ,  
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Esto  es, 

U(XI = lim vn(x) = Tutx) (3.13) 
n 

u 2 va (3. í4) 

Para probar la  desigualdad inversa, de (3.8) y (3.9) tenemos 

que : 

Haciendo n-m, y como v obtenemos: n 

Luego, 

De (3.14) y (3.15) se  concluye  que  u(x)=VoL(x) y por lo tanto, 

vn "Va. 

(b) De (3.13) tenemos  que  Va=Tva,  í.e., Va satisface la EO. 
Solo falta demostrar  que  es  la  mínima  solucidn de (3.2). Para' 

esto,  sea  u'eL(XI+  tal que u'=Tu' . Entonces,  por  el Lema 

(e) Por el Lema 2.6(a), existe f o M  

i.e., 

queria. 

que  satisface  (3.11 I ,  

Va(x) = C(x,fo) + a Va(y)Q(dy/x,f*) f 
Iterando  esta  igualdad [ver (3.611, obtenemos: 
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t =O 

n- 1 

Esta  altira  desigualded es por  el hecho de que V ( . ) L O .  

Haciendo m, obtenemos que: 
a 

Por (1.21, Va(.)=V(f , . I ,  esto  es  f  es  a-6ptirna. 
Para el resultado  recíproco,  primero  notemos que si feF, 

por  la propiedad  de  Markov,  tenemos: 

t=o 

~n particular, si f EB es a-bptima,  entonces  Va(f*,x)=va(x) y 
por  lo tanto  se  cumple (3.11). 

(d) Sea n* una  política  tal que V ( m  ,x) E L(X)+ satisface la 

Va(n*,x)sTva(n*.x).  Por (3.12) y el Lema 3.5(b), tenemos  que 

Va(" ,x)sVa(x) y por  la  parte (b) de  este  Teorema, 

Va(n ,x)=Va(x) y así, m* es  a-6ptima. I 

F 
Eo, i.e., Va(f ,x)=TVa(m  ,x). En particular, 

* 
* 

Es importante  notar  que  el  Teorema  3.6(a), nos da  una 
manera de  aproximar  a V recursivamente por medio  de 
problemas  con  un  número  finito  de  etapas.  Esto es de  gran 
importancia  te6rica (corno  las conclusiones  del  Teorema 
3.6(b)) y  coaputacional.  Otros  tipos  de  aproximaci6n  se 
pueden  ver,  por  ejemplo  en 1221. 

a 
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La convergencia v Va puede no ser  valida si no se 

cumple la hip6tesls 3.3, CORO lo  muestra  el siguiente 

eJenplo: 

n 

EJEIIPU) 3.7: Sea X=[O,oo), A=A(x)=(O,w) y la  dinarnica del 

sistema es ~~+~=(2/a)x~+a~, con  funci6n  de  costo  por  etapa 

C(xt,at)=xt+at. Este  problema  cumple  con  las  hipbtesis 2.2. 
Por  otro  lado, es f&cil  probar,  recursivamente, que si xo=x, 
entonces: 

t 

n= 1 

A s í ,  

t=O t=O t=O 

t=O t=O n=l t=O 

Por lo  tanto, Va(~,x)=m para  toda xaII y xeX, y de  aquí, 
V (x)=w  para  toda XEX, i.e.,  no se  cumple la hipótesis 3.3. a 

Ahora,  por otro  lado,  se  puede  probar  por  induccibn  que 

v (O)=O para  toda n y por  lo  tanto v no converge  a V para 

todo  xeX. I 
n n a 

En el  caso con  costos  acotados, se  puede  ver [8 ,  9, 151 
que una  política A es a-6ptirna si y solo si el  costo 
va(x*, . I satisface la ED. ~n nuestro  caso  esta equivalencia 
no  se  satisface,  solo  podemos  asegurar la suficiencia  de la 

a-optimalidad de A para que el  costo  correspondiente  a A 

satisfaga la ED. Puede  darse el  caso  en  que  para alguna 
politica dada A , el  costo V,(u ,. 1 satisfaga la Eo, pero A 
no  sea  a-bptima y por  el  Teorema  3.6(c)  no se satisfaga 
(3.12). Esto  lo  ilustra  el siguiente  ejemplo. 
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EJDlpLo 3.8: Sea X=A"R, A(x)=(O,l] y la dinAaica  del  sistema 
es X ~ + ~ P Q  a  x con  costo por etapa  C(xt,at)=lxt(. -1 

t t' 
Claramente el  problema satisface  las  hipbtesis 2.2. 
Consideremos la  política 1c ={ 1.1,  ...), entonces, es facil 

probar que si x =x, tenemos que xt=ot"x,  t=O, 1,. . . y de aqui, 

* 

O 

y va(" , 0 1 4 .  Por  otra  parte, ~~~(r,x)ooo, l.e.,  ~:(x,x) 

satisface la Eo, y por otra parte,  Va(x)=IxI. Por lo tanto, 
I no es a-6ptima. I 

Si tenemos  que I es tina política  tal que Va(= , . I  
satisface la Eo, por el Teorema 3.6(d), podemos  garantizar 
que m* es a-bptima  si se cumple la condlcibn (3.12). 

Claramente, si los  costos por etapa  son  acotados,  digamos 

OsC(x,a)sM  para  todo  (x,a)eK, se cumple (3.12) ya que de 

(1.1) tenemos  que  OSV(x,.)M/(l-a) para  todo men. Condiciones 
suficientes para  la condici6n (3.12) se dan  en [221. 

Para concluir  esta seccibn, ilustraremos  los elementos 

expuestos con los  ejemplos  dados  en el Capitulo I. 

La EO para  el problema  de  Producción-Inventario  es: 

Para verificar  la hip6tesis 3.3, consideremos la politica 
estacionaria {f) definida  por  ftx)=x W xeX. Como xa[O,Ml, la 
política f es  acotada. Por lo tanto, el costo  cuando se usa  f 
es acotado, y por  la preseacla  del  factor  de  descuento a, 
tenemos  que Va(f,x)<+co W xaX y así,  Va(x)<+m V XEX. 

A n 

L 

A 

En [81 pag. 244, se  muestra  que  una  política  a-bptlma frF 
para  este  problema  es: 

38 
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I si x>s* 
S -x si XS, (3.17) 

b 
donde S minimiza a la funcibn: 

G*(y) = cy + L(y) 

con ~ ( y )  = {(y-~)+}. 
b 

El punto S existe, ya  que l{r G*(y)poo y  ademas L(y) y 

voltx) son convexas, lo que implica que G*(Y) tenga  esta 
propiedad. La convexidad de Va se  demuestra por  inducci6n 

(ver (81 pag. 66). 

IY -#D 

Para los  sistemas LQ, la EO es: 

En [8] pag. 242 se muestra  que: 

donde k(a) es la  única solución  positiva  de  la  ecuación: 

donde  k* es la hica soluci6n  positiva  de  la  ecuacibn 
que  resulta  cuando  hacemos el en (3.19). 

Claramente,  Va(x)<+w  para toda xeX, con lo que se 
verifica la hipótesis 3.3, y ademhs,  una  politica  a-bptima 

frF es: 
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Para  obtener  la EO para  el  problema  de  sistema de  colas, 
primero  Introduciremos  alguna  notaci6n. 

Sea  y=(yl,y  p,...,y 1 el  vector que indica  el número  de 

nuevos  trabajos  en  cada  cola.  Denotaremos por ey  al  vector 
que resulta de  multiplicar  los  vectores  e (p. 18) y  y 
coordenada a  coordenada  [ver Ej. 6.3, Cap. I I ,  es decir,  ey es 
el  vector  tal que su j-&sima componente es: 

N 

(ey), = si e J =I j=1,2, ..., N 

Esto  es,  el  vector  ey  indica  el nhero de  trabajos 
esperando  en  la  cola sin  atenderlos. 

Sea E(e)={j : e =l} y adeds, si xk>O, definimos el 
J 

vector x(@(k)) cuyas  coordenadas son: 

Esto  es, el  vector  x(@(k))  Indica  el número  de  trabajos en la 
cola  tomando  la  decisi6n de  servlrlos. 

Con  todo  esto,  la EO es: 

e C(0, (e, il) + aJ. .  .I Va(x+ey) dFJ(yJ) 
J€E (e)  

donde TAS = rnin {T,S} y si €(e) es vacio la Integral es el 
valor  del  integrando. 

A 

Para  veriflcar  la hIp6tesis 3.3, sea f la polltica que 
siempre  escoge  e =(O,O, .  . . ,O) y  que  sirve  a los objetos en 
las  colas  en un orden  fijo,  digamos, la  primer  cola hasta que 
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1 5 2 5 3 9  
quede vacia,  luego la  segunda hasta  que  tambibn  quede  vacia, 

etc.. Sea x=xo, un estado  inicial  arbitrario.  Aplicando  la 
politica f.  el  proceso  alcanza  el estado  cero  en un número 
finito  de pasos con costo  finito. 

.. 

De la ecuaci6n (3.221, tenemos  que: 

Esta  última  igualdad  es  por  el  hecho de  que E(e 1 es vacio. 
De la expresibn (3.23) obtenemos  que: 

O 

y por  el  comentario  hecho en relacibn a la politica  f, 
V tx)<+m para  toda XEX, lo  cual verifica la hip6tesis 3.3. 

0. 

a 

Para los  problemas  invariantes  la EO, en su  forma 
general,  es: 

La hip6tesis 3.3 se  cumple,  como  verificaremos  en  el 
capítulo  siguiente. 

Como Atx) es  finito,  de  antemano  podemos  decir  que  existe 
una  política  a-6ptima  para estos  problemas. 



C A P I T U L O  1 1 1  

PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV CON COSTO PROMEDIO 

1.- Introduccibn. 

2.- Hipbtesis  sobre el  modelo  de  control. 
3.- Condiciones  de optimalidad ( I ) .  

4.- Condiciones de optimalidad ( 1 1 ) .  

1.-  Introducci6n. 

Maternaticamente  hablando,  los  problemas de  control  bptino 
con  costo  promedio  son  los &S difíciles de analizar. A 

diferencia  del  caso  con  costos  descontados  (Cap.111,  aquí  no 

tenemos en general  una  solucidn  de  la  ecuacidn de 
optimalidad. Por esta  razbn,  existen  varios  caminos  para 

resolver  el problema  dependiendo  de  las  restricciones en el 
modelo  de  control.  Abundaremos mAs sobre  este  problema en la 
secci6n 3. El objetivo  de  este  capítulo es obtener la 

optimalidad en costo  promedio de una política  bajo 

condiciones  generales,  como  las  hip6tesis 2.2 del  capítulo 
anterior,  vía  el  caso  descontado. 

Analizaremos la  optimalidad  en  costo  promedio  bajo dos 
tipos  de  hip6tesis. 

En la seccibn 3, trabajaremos  con  las  hipbtesis 2.1, que 
definiremos en la seccidn 2, ademas daremos  condiciones (C1) 
para  garantizar  la  existencia  de  una  política  CP-6ptima  [Teo. 
3.4). Posteriormente,  definiremos  dos  condiciones IDAS (C2, 
C31, las  cuales  son  suficientes  para  C1  (Teo. 3.7). 

En la seccidn 4, supondremos que se  cumplen la hip6tesis 
2.2 del  capítulo  anterior  junto  con  la  condicidn C1, y adeds 
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impondremos  condiciones  a la funcibn de valor  6ptinro 
a-descontada  y al  espacio  de estados X ,  lo  cual nos 
garantizara la  existencia  de  una  politica  CF"6ptira  (Teo. 

4.2). 

La diferencia entre los dos bloques  de  hip6tesls  esta en 
el kernel  de  transici6n Q. En la primera  (Hip. 2.1) se pide 
que Q sea fuertemente  continq6, y en la segunda (Hip. 2.2, 
111, Q es d6bilmente  continuo.  Claramente  la  Hip6tesis 2.1 
implica  la Hip6tesis 2.2,II. 

Por  último, para una 'rhpida referencia,  enumeramos  de 
nuevo el indice  de  funcionamiento para el caso  promedio (5.2, 
I), y la funci6n de  valor  CP-bptira (5.5, I). 

(1.2) 

2.- Hip6tesis sobre el  modelo de control. 

Sea (X ,A ,Q ,C)  un modelo  de  control de Markov. A l  igual 

que  en el capitulo  anterior,  impondremos  condiciones  para 
validar  los  teoremas  de  selección  apropiados. 

Hip6tesio 2.1: 
(a) Ctx ,a ) es inf-compacta y pertenece  a L W ,  

(b) La ley de transici6n Q es fuertemente  continua 
[Def .2(a) , Ap.BI 

(c) La  multifunci6n x+Atx)  es semicontinua  inferiormente 

(sci 1. 
(c' 1 La  multifuncidn x-%A*tx) es sci,  donde A (x) es como 

en la hip6tesis 2.2Cc' 1 del  Cap.  11. 
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Para  verificar  que los eJerplos del capitulo I cumplen 

con  estas  hip6tesis,  solo  basta  probar  que  2.l(b)  se  cumple. 

Para  esto  daremos el  siguiente  criterio: 

L U A  2.2: Sea {xt} un proceso de markov definido por: 

donde  G:X+X es una  funcidn  dada y {e,} son variables 

aleatorias i.i.d. con valores en un espacio de Bore1 S e 
independientes  del  estado xo. U d s ,  suponganos que su 
distribuci6n comb tiene  una  densidad g  respecto  a la 

medida de  Lebesgue, i.e.,  p(ds)=gts)ds. Entonces, si  X=S=Rn, 
G es  continua y si g es una  densidad  continua y acotada, el 
kernel  estochstico Q es  fuertemente  continuo. 

DMOSTRACION: 
Sea v una funcih medible y acotada en X. Deseamos 

demostrar que la funci6n 

es continua  y  acotada.  Claramente  esta  funci6n es acotada. 

Para  demostrar la continuidad,  primero tenemos que: 

para x&". hora, supongase  que X" +x. Por (2. I 1 tenemos  que : 
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Por la  continuidad  de v y el  teorema de  ScheffC [15, p.p. 

1251,  esta  bltiaa  expresibn  converge  a  cero,  lo  cual 

demuestra lo que se  quería.) 

Para los  problemas LQ, si suponemos que las variables 

aleatorias Et tienen  densidad  normal  con  redia  cero y 
varianza e2, se  sigue  del lema 2.2 que Q es fuertemente 
continua, i.e.,  la hip6tesis 2.l(b) se  cumple. Para el 

problema  de  Produccibn-Inventario,  necesitamos pedir que la 
demanda e tenga  densidad  continua y acotada  para  garantizar 
que la hipbtesis 2.l(b) se cumple. 

t 

Para los  problemas  invariantes y de  sistema  de  colas, la 

prueba es similar a la  del capitulo  anterior. En ambos casos 
tenemos  continuidad  de 9. 

Siguiendo el  mismo  esquema  del  capítulo  anterior;daremos 

el siguiente  Teorema  de  Seleccibn  Medible  bajo  las  hipbtesis 

2.1. 

TEoRE)(A 2.3: Supongamos  que  las  hip6tesis 2.1 se  cumplen, y 
sea u una funcibn  medible  no  negativa en X. Entonces la 
funcibn Ü es  medible,  donde: 

Ademis,  existe faF tal que 

DEHOST?UCION: 

La  medibilidad  de Ü se  sigue  de  2.l(a) y 2.1(b) y la 
existencia  del  selector  faF  se  sigue  de [301 Cor. 4.3.1 

De este  resultado,  podemos  ver que el Teorema 3.6(c)  del 
capitulo I1 tambien  es  valido bajo las hipbtesis 2.1. 

En trabajos  anteriores  al  [271,  las  hip6tesis  usuales 
eran  mas  fuertes  que las 2.1 y las 2.2 cap.11,  como  se vi6 en 
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la  seccibn 2 del  capitulo  anterior. El suponer estas 
hip6tesis nos permite  generalizar los resultados  para  el  caso 
promedio, pero pagando el precio  de  no  tener  soluciones  de  la 

ecuacibn  de  optimalidad  correspondiente  al  caso  promedio como 
veremos  en la pr6xima  seccibn. 

3.- Condiciones de Optinlidrd (I). 

En esta seccih, daremos  condiciones que nos  garanticen 
la  existencia de pollticas  costo  promedio 6ptlmas 
(CP-bptima), en el marco de las  hip6tesis 2.1. 

DEFINICION 3.1: Un par (j ,h(.)l que  consiste  de un número 
real j* y una funcibn  medible  h  sobre X ,  se dice  que es una 
solucibn  de  la Ecuaci6n  de Optimalidad con  Costo  Promedio 

(EOCP), si para  toda  XEX, 

a 

Diremos  que  una  soluci6n (j*,h(. ) 1 a (3.1) es acotada  si 
r 

h es  acotada. 
En el  caso  en que los  costos por etapa C(x,a) son 

acotados y/o el espacio  de  estados X es  numerable,  se  puede 
garantizar,  bajo  ciertas  condiciones,  la  existencia  de  una 
solucibn  a (3.1) y de una  política  CP-bptima (e.g. 

[8,15,19,321). Por ejemplo,  en I191 se imponen  condiciones  de 
ergodicidad  en  el  modelo de control,  para  garantizar  la 

existencia  de  una  solucibn  acotada  a  la  EOCP  junto  con  una 
politica  CP-bptima. 

En nuestro  caso  (espacio  de  estados  de  Bore1 y costos 
posiblemente  no  acotados),  esto  no  lo  podemos  asegurar 
directamente. En este misplo caso,  en los  dltimos 4 afios, 
diferentes  autores  [16,20,271  han  dado  condiciones  para 

46 
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garantizar  la  existencia de pol-iticas  CP-6ptimas, pero no  de 

una  solucl6n  a ( 3 . 1 ) .  Estos  autores  extendieron  a  espacios  de 
estados  y  acciones  de  Bore1  los  resultados  de [35,36,  371, en 

los  cuales X es numerable  y A es finito. Sin embargo  solo  se 
pudo  garantizar  la  existencia de  soluciones  de la 
desigualdad: 

j* + htx) E min (3 .2)  

A (3.2) se  le conoce  como  Desigualdad  de  Optimalidad con 

Costo  Promedio ( D O C P I .  

Mas a b ,  en 1101, se  demuestra que es posible  obtener  la 

desigualdad  estricta  en (3.2) bajo  las  condiciones que se 

usan  en (371 . 
El  hecho de no  tener  igualdad es una  desventaja,  ya que 

se dificultaria  implementar  esquemas  de  iteraci6n  de  valores 

como  en el  caso descontado,  para  aproximar  a  la funcih de 

valor  CP-6ptima ( 1 . 2 ) .  

Sin embargo,  anexando  condiciones COPO convexidad 1141 y 

equicontinuidad (281 de  ciertas  funciones  se  puede  tener la 
igualdad.  Comentaremos  este  caso en las  conclusiones. 

Existen  varias  maneras  de  obtener la  CP-optimalidad. Una 

es  imponiendo  condiciones  de  ergodicidad  al  modelo [15,191. 

Otra es imponer  condiciones  a  la funcibn de  valor 6ptimo 
a-descontada [16,20,27,35,36,371. 

Esta  última, es la que  se  conoce  como  el  enfoque  del 

factor  de  descuento  desvaneciente,  y  es  el  que  se  usara en 

este  trabajo. 
Para  esto,  primero  enunciaremos la condici6n  de 

optimalidad que  nos  garantizara  la  existencia  de  la  politica 

CP-6ptirna (Teo. 3.41, y  daremos  algunos  lemas que nos 
relacionan  los  indices de funcionamiento  del  caso  descontado 
( 1 . 1 , I I )  y el  del  caso  promedio (1 .1) .  

Sea V t .  1 la funci6n  de  valor a- descontada (1 .2 ,  I I )  y 

sea SEX un estado  fijo  pero  arbitrario.  Definimos  la  funci6n: 
a 
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ha(x) : =Va(x) - Va(x), xeX, a€ (O,  1 1. 
- 

( 3 . 3 )  

cowDICION 1 (Cl): (Condicibn  de Optimalidad). Existen 
constantes no negativas N y H, una funci6n no negativa  b 
sobre X, no  necesariamente  medible, y ao€(O.l)  tal que: 
(a) Va(x)< +o para  todo x d  y ae(O.1); 
(b) (l-a)Va(%S M para  todo a€[ao,l); 
( c )  -NShatx)sbtx)  para  todo XEX y a€[ao, 1). 

LElu 3.2: Bajo  la hipotesis 2.l(a), sean  J(u,x), J (x), 
va(m,x) y Va(x) COJEO en (1.1). (1.21, (1.1.111 y (1.2,II) 
respectivamente.  Entonces  para  toda y x, 

DMOSTRACION: 
(a) La parte (a) se  sigue  del  Teorema 1, Ap. C, tomando 

n-l 

Ct:= E x C(xt,atl S := J (=,x)= ) ~ E" C(xt,at) 
X n  n X 

Y 
t =o 

(b) Como Va(x)SVor(~,x) para  toda m y x, se  sigue  de (a) que: 

( c )  Se obtiene de  (b)  tomando el infirno sobre R. 

I 

LElU 3.3: Bajo C1,  existe  una  constante j *O y una  sucesi6n 
de  factores de  descuentos ab) tal  que: 

48 
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DMOSTRACION: 
Sea el  estado fiJo en (3.3). Por C1 (b), existe el 

limite de (l-a)Va(% cuando a 1 ,  digamos que es J . * 

Por otro lado,  sea an tal que: 

Ahora,  por C1, para  cada x, 

4 cuando n-#o [por (3.511 

Lo cual  prueba  lo que se quería. I 

A continuacibn,  dare8os  el  teorema  principal de  esta 
seccih, que  garantiza la existencia de una política 

CP-bptima  pero  no  la  igualdad  en (3.11, esto  es,  obtendremos 

la DOCP (3.2). 

TEOREHA 3.4: Supongamos  que las hipbtesis 2.1 y la condicibn 

C1 se cumplen. Sea j la  constante obtenida  en el  lema 3.3. 
Entonces: 

0 

(a)  Existe una funcibn  medible  h  en X, tal que -NSh(.)Sb(.) y 
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(b) Existe  una  política  estacionaria foeF tal que: 

jo+h(x) C(x,f.(x)) + h(y)Q(dy/x,fo(x)l V XEX I 
(c) f. es CP-bptira y J(f',x)*j V xeX. 

DEIIosTRM=ION: 

(a) En vista  del Lema 3.3, sea M n )  1 tal que ah) l. 
Definimos la funci6n h:X+R, COM: 

Aparte  sea  xeX  arbitrario.  Entonces  por  el  Teorema 3.6 del 
capitulo 1 1 ,  para  cada  n  existe  aneA(x)  tal  que: 

De  aqui,  restando  la  constante a(n)V (x), 
- 

a ( n )  
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Así, para  cualquier c >O dado,  existe un entero  n(c) y una 
subsucesibn {a(nl)} de {a(n)} tal  que: 

y por (3.9) y la definicl6n  de Hntx), tenemos: 

Sumando a(nl)N en  ambos lados de (3.111, 

C(x,a n )+a(nl) [Hnl(y)+N)Q(dy/x,a ) V nl*n(a 
1 I n 1 

Como a(ní)<l,  entonces N >a(nl)N,  lo  cual  implica 

j* +htx) +N +E 2 C(x,a )+abl) [Hnl cy)+N]Q(dy/x,a ) (3.12) 
n 
1 I n 1 

para  toda  n m(€). 
Aparte,  para i=1,2,3, ..., definamos  los  conJuntos: 

1 

es decir, Dltx) es el conjunto  de  acAcx)  tal que (3.12) se 

cumple. 
Sea r:=j  +h(x)+N+& y A (x):={arA(x): C(x,a) S r}. De 

C1 (c) tenemos que €Inl(. )+NrO y por 2.1 (b) , Dltx) es un 
subconjunto  cerrado de Arrx). Asi ,  por  la hip6tesis 2.1 (a), 
los  conjuntos  Dltx)  son  compactos.  Ademhs,  por  (3.121, 

r 
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an ED~(x) V nILn(c) y como  a(nl)(HnI(.)+N) *h(. )+N, entonces, 

D SD V J<I , y por  lo  tanto,  los  con  juntos D (x)  forman  una 
sucesibn  no  decreciente  de  conjuntos  compactos,  distintos  del 
vacío,  que  converge  al  conjunto  compacto  no  vacio: 

I 

I J  I 

De aquí,  existe  una  subsucesi6n  de {ni}, la  cual  la 

denotaremos igual por {n,} para  no  complicar la notacibn, y 

un control a E D(x)  tal  que anI* xcuando 1-. 
X 

Aparte,  sea  L>n(c) un entero  arbitrario.  Entonces  de 

(3.121, 

j*+h(x)+N+czC(x,an)+a(nIf [HL(y)+N)Q(dy/x,a ) W ni>L (3.13) 
i I n I 

Haciendo i-, por  las  hip6tesis  2.1(a)-(b),  obtenemos: 

y ahora  haciendo L- y por el Lema  de  Fatou: 

j*+ h(x) + N + E L C(x,ax) + [h(y) + N]Q(dy/x,a 1 I X 

Restando N en  ambos  lados  de la igualdad, 

y como E lo tomamos  arbitrario,  obtenemos  lo que  se  quería. 

(b)  Primeramente,  definamos u(.):=h(.)+N. Por Cl(c), uc.120, 
y adernas es  medible.  Entonces por el Teorema 2.3, existe f EF 

tal  que  para  toda  x: 

* 



Restando N en  ambos  lados  de  la  igualdad y por (3 .6) .  

obtenemos: 

para  toda xeX. De aqui  obtenemos ( 3 . 7 ) .  

(c) De la  desigualdad (3.7) teneaos que: 

Iterando  esta  desigualdad, 

t = O  

Cbmo  h(.)+N es no negativa,  entonces: 
n- 1 

t =o 

lo  cual  implica: 

t=O 

Tomando  limsup  cuando n+m y por (1.1) y (1.21,  

Por  otro  lado,  del  Lema  3.2(c) y Lema 3.3, tenernos  que: 
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Así,  por (3 .14)  y (3.151, j'+J*(x)=J(f',x),  lo cual 

demuestra lo que  se querla. I 

Como podemos  observar  en  la  prueba  del  Teorema 3.4, la 

condici6n  de  optimalidad C1 Juega un papel  importante  para 
obtener  las  políticas  CP-6ptiras.  Existen otras condiciones 
que  tambidn  dan  las  mismas  conclusiones  de  este  teorema, CORO 

las que  se  usan  en [ 371 o 161 y las que  se  usan en 120 1 o 

[35].  Dichas  condiciones son: 

CONDICION 2 (C2): [37,16]. Existe  una  constante  NrO,  una 

funcidn btx), medible  no  negativa y una  politica  estacionaria 
feF, tal que  para  todo XEX y a€(O,l), 
(a) Va(x)< +m 

(b) ha(X)z -N 
(c) ha(x)b  b(x) y J b(y)Q(dy/x,;)< 00. 

n 

Notemos  que,  a  diferencia  de  la  condici6n C1, aquí  si 
pedimos  que la funcidn  b sea  medible  en X. 

Definamos,  ma:=  inf  Va(x) y ga(x):=  Va(x)-ma,  para xeX y 
X 

ae(0.11. 

CONDICION 3 (C3): [20,35]. 

(a) Existe  una^ política 8 y un estado  inicial x tal que 
J(~,x)<+w. 
(b) Existe B E [ O ,  1 )  tal que  sgp gatx)<+ru  para todo xeX, donde 
el sup  se  toma  sobre  las a en (8,l). 

n A 

A A  . 

Demostraremos  que #cada  condicih (C2, C3), implica  a la 
condición C1. Antes,  demostraremos  el  siguiente  Lema,  con  el 

cual nuevamente  obtenemos  una  relación  entre  los  indices  de 
funcionamiento  del  caso  descontado y el  del caso promedio. 

- 
Definamos : 

j:= inf ig J(u,x) 
X 

54 
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g := lia  tnf (l-a)ma L 
aa 

U 

LE)IA 3.5: Supongase  que  C3(a)  se  cumple.  Entonces: 

0 a g L r g U s  j < w  (3.16) 

DMOSTRACION: 
Notemos  que,  como Vatx)<m  para  todo XEX, ra<w y de  aqui, 

gLZO. Adeards, g Sg por definicib, y por  C3(a), j<w.  Asi ,  

solo  basta  probar  que g S j .  Para  esto,  por el Lema  3.2(c) 

tenemos  que,  para  todo x, 

L U  

U 

lo  cual  implica  que: 

lim u  (l-a)infVatx) S inf  igf J(R,x) aaf X X 

y de aquí, guSj. I 

LEHA 3.6: Supongase  que C3 se  cumple.  Entonces ma<m Wae(0,l). 

DMOSTRACION: 
Primero  notemos  que,  como C(x,a)rO W (x,a)EK, si a’sa”, 

donde a’ , a’ ’ € ( O ,  1 1 ,  entonces: 

esto  es, el aapeo U-M~ es  no  decreciente. a 

Ahora  supongamos  que  existe a(l)e(O, 1) tal que ma(,,=+w. 
Entonces  por  (3.171, m =+w V -(I). De aqui, 

U 

liar ?up (I-a)ara=+m aa 
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lo  cual contradice  a (3.16). Por lo tanto,  bajo  C3, ma<+= V 

ae(0,l). I 

TMlREllA 3.7: Supongamos  que la hlp6tesis 2.1 (o  la 2.2, 11) 
se  cumple.  Entonces  cada  una  de las condiciones C2 y C3 
implican C1. 

D-CION: 

(1) c241. 
Es claro  que  bajo C2 se  cumple C1 (a) y C1 ( c )  . Para 

demostrar  que  Cl(b)  se  cumple,  de la ecuaclbn de optlmalldad 
a-descontada (3.1,11), tenemos: 

Definiendo M:= C(G,;&) 1 + I b(y)Q(dy/x,f (x) 1 obtenemos 
Cl(b). Por lo tanto, C1  se  cumple. 

- A -  

(2) c*c1 
Por el Lema  3.6,  tenemos  que, 

S sup gatx, + ma < +m (3.18) a 

donde el sup  se  toma  sobre  ae(p,l), y esta  Última  desigualdad 
es por C3(b). Por lo  tanto se cumple  Cl(a). 

A 

Ahora,  definamos = x ,  donde ; es el estado  fijo en 
(3.3) y x  es el estado  en C3(a). Por  C3(a) y el Lema 3.2(c), 

tenemos : 
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es decir, lim sup de (l-a)V est& acotado  por  una 
constante que no  depende de a pero si de S. Por lo tanto, 
existe  una  constante L:=L&PO y M:=M(&(o, 1 tal  que: 

a 

De aquí,  definiendo ao:"M, obtenemos Cl(b). 

Por  último,  para  obtener  Cl(c),  primero  notemos  que: 

Y 

Ahora,  como  ga(x) S sgp ga(x) donde el sup se toma  sobre los 
ae(@,l)  para  algún @ c I O .  11,  por (3.19) tenemos: 

(3.20) 

Por otro  lado, de la definici6n  de gu(x), podemos  decir  que 

ga(% L Vol(% - Vu(;), para  todo  xeX. De aquí, 

para a€(@, 1). Definiendo btx)=s;p  go,(x), xcX, y N:=sgp  ga(x), 
de  (3.20) y (3.21)  obtenemos 

Por lo  tanto, se cumple Cl(c1  para  aoe(O,l)  arbitrario, y así 
C3 implica  C1 . I 

En 1271 se  da  una  condici6n  adicional,  que  junto  con  C1, 
C2 y C3 se  obtienen  condiciones  mAs  fuertes (Cl',  C2' y C3.1, 

con  las  cuales  se  obtienen  relaciones  adicionales  entre  C1, 
C2 y C3.  Dicha  condici6n  es: 

CONDICION (C): Existe un número & ( O ,  11, una  funci6n  no 
negativa 9 ,  medible  sobre  X, y una  política  O-6ptima f eF tal 

0 
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que, para  toda XEX, 

m 

Ahora  definamos: 

CONDICION 1’ (Ci’ 1: C1 y C se cumplen. 

CONDICION  2’  (C2’ 1: C2 y C se cumplen. 

CONDICION 3’ (C3’ 1: C3 y C se cumplen. 

Las relaciones  adicionales  entre  C1, C2 y C3 las  da el 

siguiente Teorema: 

TEDREHA 3.8: Supongamos  que  se  cumplen  las  hipótesis 2.1. 
Entonces: 
(a) Cl  implica  C3; 
(b)  C2 implica  C3; 
(c) C2’ implica  C3; 
(dl C3’ implica C2 

(e) C1’  implica  C2. 

DEHOSlTlACION: 

(a) Como C1 y las  hipótesis 2.1 se  cumplen,  por  el Teorema 

3.4, existe una politica  CP-óptima f para  toda  xeX. Tomando 
n=f , obtenemos C3(a). Por otro lado,  para ;; fijo  como  dn 
(3.31, 

A .  
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Por lo  tanto,  definiendo @:=ao, tenemos  que  sup  g (x)<+m V 

XEX, donde el sup  se  toma  sobre  las a€ @,l) . Con  esto  queda 
demostrado C3(b). 

a a  

(b) Se sigue  del  Teorema  3.7 y la parte  (a). 

(c) Se sigue  de  las  skguientes  isrplicaciones: 
C2’ e.C2 (por definici6n); C2 .) C1  (Teo.  3.7);  C1 .) C3 

(por(a) 1. 

(d) Supongamos  que  se  cumple  C3’. Por (3.18) y (3.22) en la 
prueba  del  Teorema 3.7, obtenemos  =(a) y C2(b). 

Ahora  por  C,  tenemos  que  sup  h  (x) <+w con a€(e,l). 
Ademas, por  el  Teorema 3.6 del  capítulo 11, esta funcidn 

pertenece  a L(X) ,  y por  lo tanto  es  medible. Por C 

nuevamente, 

a a  

(3.23) 

donde aE(e, 1). Definiendo  btx) := sup h (x) y f :=fe,  por 
(3.23 1 tenemos : 

a a  

con lo  cual  obtenemos  C2(c). 

(e) Por (a),  C1,  implica  C3, y de aquí,  C1,  C  implican C3, C, 
esto  es , C1’  implica  C3’. y por  (dl,  C3’  implica  C2. Por lo 
tanto,  C1’  implica  C2,  con lo que  se  demuestra  (dl. I 

De los teoremas 3.7 y 3.8 concluimos  las  suiguientes 

relaciones: 
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El tener condiciones  suficientes  para la condici6n de 

optimalidad  C1, es una  gran  ventaJa,  ya que abre la 

posibilidad  de  asegurar  la  existencia  de  políticas CP-6pti~as 
en  problemas  específicos. De hecho,  las  condiciones C2 y C3 
son  esencialmente  mas  faciles  de  verificar  que la condici6n 

c1. 
A continuacibn  ilustraremos  algunas  de  estas  condiciones 

con los ejemplos  que  hemos venido  manejando. 

(A)  El problema  de  Produccibn-Inventario  cumple  con la 
Condici6n  C2. 

Primeramente, del 

Ecuacibn  de  Optimalidad 

- - m n  E 
a E * L  

y una  política  a-6ptima 

capítulo  anterior  secci6n 3, la 
a-descontada  es: 

(ca + h(x+a-c)++  aVa(x+a-E)+} 

para  este  problema  es: 

4 S=x si 
ftx1- o si x>s 

Ademhs, V (x) es convexa y xe[O,Ml, <a[O,Dl. 
a 

En el capitulo I1 se prob6 C2(a) (hip. 3.3, 11). La 
verificaci6n  de  C2(b)  y  C2(c)  se  harA en dos  casos: 



i 

(i) x s * .  

Sea i¿ = O el estado ff Jo en (3.3). De la EO a-descontada 

tenemos : 

De  aquí, 

(3.241 

Por  otro lado,  como  cMZO,  tenemos  que: 

-CX 5 CM-cx (3.251 

Ahora, tomando  N=cM y b(x)=cM-cxrO,  por (3.24) y (3.251, se 
cumple  C2(b) y CZ(c). y de  aquí  se  cumple  la  condici6n C2. 

( i l l  X>S*. 

Nuevamente,  sea :=O el  estado fijo en (3.3). En  este  caso 

V (x) y Va(o)  son: 
a 

De aquí Va(o) = O ,  y ahora, 

Observemos  que (x-S)*sM. Con  esto, 
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Por  otro  lado,  es  claro  que V (x) es  continua y (x-e)' 
pertenece  al  conjunto  compacto [ O , M I .  De aqui, Va(x-<)' 
alcanza  su  m&xiso y su  mínimo  en [ O , M l  y asi podemos  decir 
que V (y)SB para  toda ye[O,MI y alguna  constante B. Entonces, 
de (3.26). 

a 

a 

ha(x) S hM + B (3.27 1 

Por  otro  lado,  tenemos  que: 

Definiendo N:= O y b(x):= hM + B V xe[O,MI, por (3.27) y 

(3.28) se cumple  CZ(b) y C2(c) y po; lo tanto C2. 
Asi, por  el  Teorema 3.7, las  conclusiones  del  Teorema 3.4 

son vB1 idas. 

(B) El sistema LQ cumple  con la  condici&n C1. 
La  Ecuaci6n  de  Optimalidad  a-descontada  es  (enumerando 

nuevamente  las  ecuaciones  para  fhcil  referencia): 

donde km) es la ímica  soluci6n  positiva de la  ecuaci&n: 

k = [l-ak#(r + ak#)"]q-d2 + q 

Y 

(3.30) 

ktawk cuando a a 1, (3.31 1 

donde k es la única  solución  positiva  de la ecuaci6n  que 

42 
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resulta  cuando  hacemos & 1 .en (3.30 1. 

Para ver que  se  cumple  C1,  solo  falta  probar  Cl(b) y 

C1  (c).  Para  esto,  tomamos &O CORO el estado  fijo  en (3.3). 

De (3.29)  tenemos: 

(l-a)Vato) = kta)our v ae(o.1) (3.32) 

y de aqui, 

En vista  de (3.311, sea 0 0  fi j o  pero  arbitrario.  Escogemos 

aoe(O.l)  tal  que: 

kta) S k* + c V ae[ao, 1) (3.34) 

Por lo  tanto, de (3.32). (3.33) y (3.341,  obtenemos: 

Y 

Definiendo M:=(k +&IC , b(x):=(k*+c)x2 y por estas dos 

expresiones,  concluimos que se  cumplen C1 (b) y Cl(c), y por 

lo tanto  C1. 

2 

De hecho,,  el  sistema LQ cumple  con  todas  las  condiciones 
como se  muestra  en [271, [201. 

(C) El sistema  de  colas  cumple  con  la  condición C2. 

La  condicibn  C2(a)  se  probó  en  el  Capítulo 11. Para  las 
restantes,  recordemos  que la Ecuación  de  Optimalidad 
a-descontada  para x*O  es: 
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Ahora  consideremos  las  funciones de IV, V n W  (3.7,II). En 
este  caso  tenemos: 

Por la suposici6n de que C(x,  te, i) 1 y  C(x,  te,@ck))) son 
crecientes,  se  puede  demostrar  por  inducci6n  en n que vn(x) 
es creciente  en  cada  coordenada  del  vector x con  las  otras 
fijas, y como vn .Va [Teo.  3.6(a),II],  esto  tambien  se  cumple 
para Va. Así,  Vatx)ZVa(o)rO,  y definiendo :=O como el estado 
fijo en (3.31,  esto  implica  que  hatx):=V a (x)-Va(o)hO. Por lo 
tanto,  con N : = O ,  se cumple  C2(b). 

Aparte, al  igual  que  en  la  prueba de C2(a)  [hip.  3.3.111, 

consideremos la  política f que  siempre  escoge  a 
e = ( O , O ,  ..., O )  y  sirve  a  los  trabajos en las  colas  en el 

siguiente  orden:  la  primera  cola  hasta que  quede  vacía,  luego 
la segunda  hasta  que  quede  vacía, etc.. 

L. 

Como se vi6 en el  Capítulo I I, si  el proceso  empieza  en 
un  estado x, arbitrario,  entonces  el  proceso  alcanza el 
estado  cero  en un número  f  inito  de  pasos  con  costo  f  inito, 
digamos, Cotx). 

Ahora,  supongamos  que  despu6s  de  que  el  proceso  llegue al 
estado  cero  bajo la  política f. usamos  una  política a-6ptirna 
F. Denotemos  por 6 a  la  política que  resulta de combinar f y 
F ,  y  sea T el  tiempo  en  que  el  proceso  alcanza  por  primera 

L 

A 

$4 
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vez el  estado  cero  (notemos que T no  es  aleatorio). Costo no 
podemos asegurar  que 6 sea  a-6ptima,  entonces: 

7-1 o 

t=O t =T 

De aqui, ha(x)  :=V a (x)-Va(o)SCo(x) y como Co(x) es creciente 
se cumple Cz(c).  Por  lo  tanto, se cumple la condici6n C2 y 
por  el  Teorema 3.7 las  conclusiones  del  Teorema 3.4 son 
va1  idas. 

(DI Los problemas  Invariantes cumplen  con la condicibn  C3. 
Recordemos  que  los  problemas  invariantes  cumplen  que 

Q(B/x,a) = Q(B/a) y ademas,  A=A(x) es finito W XIEX. 
Claramente la condici6n  C3(a)  se  cumple.  Mostraremos 

C3(b) como sigue.  Notemos  primeramente que por  el Teorema 3.6 
del  Cap. 11, existe  f€F  tal  que: 

A 

A 

En este  caso,  f  no  depende  de x y ademas: 

m := inf  Va(x) = aJ Va(y)Q(dy/ f) + inf C(x,f) a X X 

Ahora, 

ga(x) := Va(x) - rn = Va(x) - inf  Va(x) a X 

A A A A 

= C(x,f 1 + Va(y)Q(dy/ f 1 - Va(y)Q(dy/ f 1 - inf  C(x,f 1 
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Por  lo  tanto, 

sup ga(x) < *QD v xex 
a 

Lo  cual  prueba  la  condici6n C3. 

En [351 se dan criterios  para  verificar  la  condici6n C3. 
Inclusive se  muestra,  usando  estos  criterios, que el problema 

de  Producci6n-Inventario y los Problemas  Invariantes  cumplen 
la condici6n C3. 

4.- Condiciones de optimlidad (11). 

En esta  sección  trataremos la existencia  de la 

CP-optimalidad  bajo  las  hip6tesis 2.2.11 y C1. Presentaremos 
dos  maneras  de  lograr  esto,  las  cuales  corresponden  a  pedir 

cada  una  de  las  siguientes  hip6tesis  adicionales: 

& ( . I  := inf 
r > n  

h ( . I  es  sci. 
am 

(ii) X  es un subconjunto  abierto  de  Bore1  convexo  de un 
espacio  normado  localmente  compacto y h (. ) es una 

funcibn continua y convexa. 
an 

Antes de presentar  el  teorema  principal de  esta 
sección, daremos el  siguiente  Lema: 

LE)u 4.1: Sup6ngase  que  se  cumple (ii 1 y sea {ah)} la 
sucesión  en el Lema 3.3. Entonces  existe,  una  subsucesibn 
{ a b ) ’ }  de {acn)}, con a ( n I ’ a 1 ,  y una funcibn  continua  h:X+R 
tal  que: 



cap. 111, s.cc. I 

Ahora, 

I Ixo-z 

I <c} con Xsy y def imams: 

(4.1) 
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Y, por 10 tanto, {ha(,, (x)} es uniformemente acotada 
localmente. 

Por otro  lado,  de  la  convexidad de ha(n)(.), tenemos: 

donde x es  como en (4.2).  De aqui , sumando y restando 

I IX-Yl Ih,,,) (Y)/(l Ix-yl I+.> Y factorizando  tbrminos 
apropiados  en el  lado  derecho de (4.41, nos queda: 

y de aqui, 

Intercambiando y por x en el procedimiento  anterior, 

Asi, de (4.5) y (4.61, 

y como x fui? arbitrario, la familia {hacn, t. ) }  es localmente 
equilipschitziana y en particular  localmente  equicontinua. De 
aqui y por  el Teorema  de  Artela-Ascoli 133, pp. 1691, existe 

O 
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TEoRElu 4.2: Supongamos  que  se  cumplen las hip6tesis 2 . 2 , I I  y 

la  condicibn  C1.  Sea J EO y {ah)}, ah) a 1, como  se  obtuvo 
en el Lema 3.3. Si una de las  condiciones ti), (ii) se 
cumplen,  entonces  las  conclusiones  del  Teorema 3.4 son 

vil  idas. 

o t 

DMOSTRACION: 
Primero  notemos  que en los 2 casos,  bajo (i) o baJo (ii), 

basta  probar  que  existe  una  funci6n  medible  h  en X tal que j 
y h  satisfacen la desigualdad (3.6). Con  esto  se  prueba  la 
parte (a) del  Teorema 3.4; la parte (b) se  sigue  del Lema 
2.6(a)  del  Capítulo 1 1 ,  y la parte (c) es consecuencia de la 

expresi6n (3.7). 

o 

CASO (il. 
como en  la demostraci6n  del  Teorema  3.4(a),  podemos 

obtener la  desigualdad  (3.13): 

donde, h(.) y m(.) son como  en (3.8) y anl+ ;Atx) cuando 
i + w .  Ahora,  haciendo i+w, por  las  hip6tesis 2.2,II y (i) 

junto  con las propiedades  de  sci,  obtenemos: 

y haciendo L-, por  el Lema de Fatou, 

De aquí, 

69 
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y como c se  tom6  arbitrario,  se  demuestra lo.que se queria. 

CASO (U). 

Para no  complicar la notacih, denotemos por {acn)} a la 
subsucesibn {a(n)'} obtenida  del  lema 4.1 y sea h : X 4  la 

funcibn  continua, tal  que: 

como en el Lema 4.1. 
Por  otro  lado,  como X es separable  (por  ser  espacio  de 

Bore11 y localmente  compacto, por I S ]  pp. 180, existe una 
sucesi6n  de  conjuntos  abiertos Gc, G1,2, .  . . , los cuales 
tienen  cerradura  compacta y Gc c 

Aparte,  por (3.41, dado &>O, existe T>O tal que: 

Fi jemos  Gc y un  estado  xeGc. Es claro que (4 .7 )  se cumple  en 
cada Et, así,  tomando  el  mismo &>O que  en ( 4 . 8 ) .  

para  toda nhT y x"Gt. De (4.8) y (4.91, obtenemos: 

Del Teorema  3.6,  para  cada  n  existe  aneAtx)  tal  que: 

'a(n) (x) = C(x,a 1 + a(n)l Va(n) (y)Q(dy/x,a 1 (4.11 1 
n n 

Por otro  lado,  para  todo  nkT, 



cap. 111, Secc. 4 

De aqui , junto  con (4.10). 

Sumando a(n)N en  ambos  lados de la desigualdad, y como 
a ( n t > l ,  tenernos: 

De la  primera  desigualdad  en  (4.91, 

y de aquí,  usando  el  hecho de que hr.) + N L O. 

donde I es la funci6n  indicadora de Gc. 
Gf 

Ahora  definamos  los  conjuntos: 

para  n=1,2, .... Por los mismos argumentos  de la demostracih 

del  Teorema 3.4(a), tenemos que Bn(x) es no  vacío y compacto 
para  cada n. y Bntx)uBtx), donde: 

y Btx) es  no  vacío. Por lo tanto,  existe  una subsucesih 



j*+h(x)+N+3czC(x,a n )+a(nl) cy)[h(y)+N]Q(dy/x,an V nlrT 
I 1 

Como I (. )(h(. )+N) es  sci,  haciendo I-, por  Prop.  3,  Ap.A, 
Gc 

Ahora,  haciendo G#o y usando  el  hecho de  que G c n X ,  

y cuando &+O, 

Concluyendo  como  en la  prueba  del  Teorema 3.4 o la  del  caso 

(i) se  demuestra  el  caso (ii), y por  lo tanto el Teorema 

4.2. I 

De  los  ejemplos  que  hemos  venido  manejando, el de 
Producci6n-Inventario y el LQ cumplen  con (i) y (ii). 

Notemos  en (ii), que si X es  abierto  y  hoL,(.)  es  convexa, 
entonces  es  continua. En [211 se  dan  condiciones  para  que la 
funcicin V (x) sea  convexa, y por  lo  tanto se  da la convexidad 
de ha(x). 

a 



C O N C L U S I O N E S  

En este  trabajo,  se  revisaron  condiciones  recientes  de 
[16, 20, 271 para  obtener  la optimlidad en costo  promedio  de 
una  politica  de  control.  Para  esto,  primero  se  revisaron.  los 

elementos  suficientes  para  plantear el problema  de  control 
6ptimo y definimos el modelo  de  control  de  markov. 

Se impusieron  restricciones  al  modelo  de  control m8s 

dbbiles que  las que se  pedian  en  trabajos  anteriores 
[15,24,34, etc.1.  Como  podemos  ver  en  las hip6tesis 2.2,II y 

2.2,111, pedimos  que  los  espacios  de  estados y de control 
sean  de  Borel. Ademh, en  lugar  de  pedir  que  los conjuntos de 
acciones  admisibles  para  un  estado  x, Atx), sean  compactos 

para  cada x, pedimos  que los conjuntos Ar(x):=(aEA(x) : 

C(x,a)sr)  sean  compactos  para  toda  xeX, r e ,  i.e. , C(x,a)  es 
inf-compacta, y con  costos  posiblemente  no  acotados.  Lo 
anterior  nos  permite  generalizar  resultados  anteriores 

[35,371. 
En  nuestro  caso,  para  obtener la  CP-opt iralidad,  nos 

basamos  en la teoría  de  los  problemas  de  control  con  costos 

descontados.  Esto  es,  analizamos el  caso con  costo  promedio, 
por medio del enfoque  del  "factor  de  descuento 

desvaneciente". 
La  relacibn  entre  el  caso  promedio y el caso  descontado 

la obtuvimos  baslndonos en un  Teorema  Tauberiano y sus 

consecuencias  [Lema 3.2 Cap. 1111. 
Existen  otros  caminos  para  obtener la CP-optimalidad, 

como  por  ejemplo,  imponiendo  condiciones  de  ergodicidad 

115,191.  Pero  el  analizar  estos  problemas  vía  el  caso 
descontado  es  de  gran  ventaja por  el  hecho de que aqui 
tenemos  una  teoria  mas  completa,  inclusive  en  el  caso  general 
tenemos  una  soluci6n,  completamente  determinada,  de  la 
Ecuacibn  de  Optimalidad  or-descontada.  Como  se  puede  ver,  las 



condiciones de  optimalidad  para  el  Caso  promedio esth 
bhsicamente  en la  funci6n  de  valor 6ptimo a-descontada V (x), 
excepto  en el caso  de la condici6n C3, donde se  pide  que el 

índice  de  funcionamiento  para  el  caso  promedio  sea  finito 

para  alguna  polftica rdI y xeX. 

a 

Por otro  lado, a diferencia  del  caso  descontado,  cuando 

estamos trabajando  con  hip6tesis  generales  como  las 2.2,II y 
2.1,111,  en el  caso  promedio no tenemos una soluci6n  de la 
ecuaci6n de  optimalidad  respectiva; en otros  casos  (por 
ejemplo, pidiendo  que  los  costos  sean  acotados,  el  espacio  de 

estados  numerable y/o  el conjunto de acciones finito), sí se 
tiene  una  soluci6n  de la ecwcibn de  optimalidad [8,19,32,36, 

etc. 1. 
En ambos  casos (CD, CP), el  tener  igualdad  en  la EO, es 

de gran ventaja,  ya  que se pueden  implementar  m6todos  de 

aproximaci6n  a la  funci6n  de  valor  bptimo  respectiva.  Por 
ejemplo, para  el  caso CD, podemos  usar  las  funciones  de 
iteraci6n  de  valores (IVI definidas  en la seccibn 3 del 

capítulo 11. A este  esquema  de  aproximaci6n  se  le  conoce  como 
Método  de Iteración  de  Valores o de  Aproximaciones  Sucesivas. 

Las funciones IV estin  definidas  recursivamente, y es 

importante  notar,  que  dicha  aproximaci6n  se  hace por  medio  de 

problemas con  un  número  finito  de  etapas, de los  cuales 
existe  bastante  literatura  al  respecto [8,32, etc.1.  Otros 
n6todos de  aproximación  para  los  problemas  con  costos 

descontados,  bajo  las  hip6tesis 2.2 Cap. 11, son  analizados 
en [221. 

Para los  problemas  con  costo  promedio,  el  método de 

Iteraci6n  de  Valores  en  el  caso  de X y A finitos,  es muy 
similar al  del  caso  descontado. En (81 Cap VII, se  hace un 
anfilisis  de  esta  técnica,  inclusive se obtienen  cotas del 

error  para la funci6n  de  valor  6ptimo. Tambih se  da otro 

metodo  de  aproximaci6n.  el  llamado  metodo  de  Iteraci6n de 
Politicas, el cual  tambi6n se  estudia,  para  el  caso 
descontado,  en [221 bajo  hip6tesis  generales. 

En el  marco  en  que  se  desarro116  este  trabajo,  no es muy 



Concluslonem 

directa la  lrplerentaci6n  de  &todos  de  aproxinaci6n  debido  a 

que  no  se  cuenta  con  una  solucl6n  de la Ecuacl6n  de 

Optimalidad  en  Costo  Promedio,  solo  podemos  asegurar la 

existencia  de  políticas  CP-6ptlmas  bajo  las  condiciones de 
optimalidad  C1, C2 y C3. Estas dos Qltlmas,  fueron 

Introducidas  inicialmente  en 1371 y 1351 respectivamente,  y 
Cl en 1271. No se  conoce  ningún  trabajo  donde  se  obtenga  la 
igualdad  en  la  ecuacl6n de optimalidad bajo estas 

condiciones;  por lo  regular se piden  adicionales.  Por 

ejemplo,  en 1141, se  obtlene  una  solucibn  de la EO  bajo  las 
siguientes  condiciones:  hlp6tesis 2.1,111, X subconjunto 
abierto  de Rn, condici6n C2 con btx) semicontlnua 

superiormente  (scs)  y VOrn(x) convexa W XEX  y an es  como  en  el 
Lema 3.3. 

Notemos  que  en  este  caso,  los  problemas  de 

Producci6n-Inventario  y el LQ, cumplen  con  estas  condiciones 
y por  lo  tanto  podemos  asegurar que  existen  soluciones  a la 

ecuaci6n  de  optimalidad  respectiva. 
Otro  resultado,  que  extiende el anterior,  es el que  se  da 

en  [281.  Aqul,  para  obtener  una  soluci6n  de la EO, se  piden 
las  siguientes  condiciones:  hipoptesis  2.2,11, X localmente 
compacto,  condicion C1 Y h  una  familia  equicontinua. an 

Como  podemos  ver  en la  dernostraci6n  del  Lema  4.1  del 

Capítulo 111, la  convexidad de las  h  implica  que ha,, sea 
localmente  equicontinua,  ademAs,  como  C2  implica  C1 y las 
hip6tesis  2.1,III  son  suficientes  para  las  hip6tesis  2.2,11, 

las  condiciones  en 1281 son  mas  d6biles  que  las  condiciones 

en [141. Un  ejemplo  donde  se  ilustra  esto  último  se  da 
precisamente  en 1281 y es el  siguiente: 
-Sea  X=A=R, A(x)=(a), V xEX. La funci6n  de  costo  es: 

an 

C(xsa)- -t o x1’2 si si  x<o xro 

y  la  ley de  transici6n  es Q((O)/x,a)=l W xeX.  Como  Atx) 

consta  de  un  solo  punto, la EO a-descontada  es: 



I 

Concluolones 

Va(x) = C(x,a) + a Va(y)Q(dy/x,a) = C(x,a) + aVa(o) I 
Tomando  x=O,  tenemos  que Va(o)=aVa(o), y por lo  tanto 
Va[o)=O. Entonces Va(x)=C(x,a). 

Sea un estado  fijo y ah) a 1, entonces: 

Así ,  por  la continuidad  de la funcibn C la familia {haCn, } es 
equicontinua. Es claro  que C no es convexa y se puede  probar 
que la familia {haCn, } no  es  equilipschitz  localmente.) 

Como  podemos  observar,  las  condiciones  C1, C2, y C3, 
juegan  un  papel  importante  para  garantizar  la  CP-optimalidad. 
Dichas  condiciones  son la  base  para extender estos resultados 

a  otros  problemas  de  control,  como  por  ejemplo  al  caso 

semi-markoviano 1401. En dicho  trabajo se extiende la 

condicibn C3 al  caso  semi-markoviano,  pero de igual  forma  se 
obtiene  una  desigualdad de optimalidad. Un interesante 
trabajo  puede  ser  extender  las  condiciones  de  [141 o 1281 a 
este  caso y asi,  obtener  una  solución  a  la  ecuación  de 
optimalidad  correspondiente. 

Por  otro  lado,  en el  marco  de  los trabajos 1141 y 1281, 

no se  conocen  métodos  de  aproximacibn  a  la  funcibn  de  valor 
óptimo  en  costo  promedio,  lo  cual  abre  la  posibilidad de 
trabajar  en  este  sentido.  Otro  trabajo,  tambibn  interesante, 
seria  extender  las  condiciones  que  aqui  se  trabajaron, o 

inclusive  las de 1141 y 1281, al  caso  de Procesos  de Control 
de  Markov  Adaptables  1151. 

Por  último,  haremos un comentario de la bibliografia  que 
se utilizb. Los elementos  de la  Teoria  de Control  estochstico 
se revisaron,  esencialmente  en  [8.9,151. El artículo que nos 
sirvió  de  base  para  el  Capitulo I1 fue 1221 y para  el 
Capítulo I11 fueron 1141 , 1201 y (271. El resto  de las 
referencias  nos  sirvieron  para  complementar  la  teoria y los 
artículos  base. 



A P E N D I C E  

A - -  ESPACI'OS, FUWCISWES Y XJLTIFUCIONES. 

A un  espacio  topol6gico  siempre  lo  dotaremos  de  la 

e-blgebra de Borel  B(X), i . e. , la @-Algebra rsis pequena  de 
subconjuntos  de X que  contiene  todos  los  conjuntos  abiertos 
de X. 

DEFINICION 1: Un espacio de Borel es un  subconjunto  de un 

espacio  mCtrico,  completo y separable. 

Un  subconjunto  de  Borel  de  un  espacio  de  bore1 es tambibn 
un espacio de  Borel.  Algunos  ejemplos  de  espacios  de  Borel 
son : 

- R" con la topologia  usual. 
- Un conjunto  numerable  con la  topologia  discreta. 
- Un  espacio  m6trico  compacto. 
- El  producto,  finito o numerable, de una sucesibn  de 
espacios  de  Borel. 

DEFINICION 2: Sea X un  espacio  topológico y v una  funcibn 
definida  en X tomando  valores  en los reales  extendidos. La 
funcibn v se  dice  que es: 

(a) Semicontinua  inferiormente  (sci) si el conjunto 
{xcX:vtx)sr} es cerrado  en X para  cada r e .  
(b) Semicontinua  superiormente  (sci)  si el conjunto 
(xcX:vtx)rr) es cerrado  en X para  cada r e .  

Notemos que v es S C I  si y solo si -v es S C S .  Ademas, v es 
continua si y solo si v es SCI y S. 

Denotaremos  por  L(X)  al  conjunto  de  todas  las funciones 
SCI  definidas  en  X y acotadas por  abajo. 



I 

ApendLce A 

PROPOSICION 3: Sea X un espacio  metric0 y v una  funci6n 

definida  en X tomando  valores  en  los  reales  extendidos. 

Entonces: 

(a) v es SCI si y  solo si para  cada  sucesi6n {x } en X,  tal 
que  x +x E X, tenernos  que: 

n 

n 

lininf v(xn) L v(x) 
n 

(b) v E L(X)  si y  solo si  existe una sucesi6n de funciones 
continuas y acotadas v tal que vnnv. 

n 

D-CION: Ash(1972) Apendice A6. 

pRoposIcION 4: si v, VI, v 2,....,v pertenecen  a L(X). 
n 

entonces: 

(a) avc.)eL(X)  para cualquier a>O.  

(b) vI+ v2+ .... + v y lnin v pertenecen a L(X). 
n i i  

DMOSTRACION: Ash(1972) aphdice A6. 

Sean X y A espacios  de  Borel. 

DEFINICION 5: Una  multifunci6n o correspondencia (p de X  a A 

es  una  funcibn  sobre X cuyo  valor  ptx),  para  cada  xeX, es un 
subconjunto  no  vacio  de A. 

DEFINICION 6: Decimos que (p es sci, si  para cada  sucesi6n 
{x } en  X y adtx), tal que  x +x E X, existe a E Atx  tal 
que  a +a. 

n n n n 

n 

DEFINICION 7: Decimos  que Q es scs, si  para  todo conjunto 
abierto GcA, el conjunto {x : AcxlcG} es  abierto en X. 
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B.- KEWELES ESTOCASTICOS Y ESP- CONDICIONAL. 

Sean X y 2 espacios  de  Borel. 

DEFINICION 1: Un  kernel  estocbstico  sobre X dado 2 es una 

funcibn Q(./. 1, o Q(dx/z),  tal que: 

(a) Q( . /z) es  una  medida de  probabilidad en X para  cada zrZ, 

Y 

(b) Q(B/.)  es  una  funcibn  medible  sobre 2 para  cada BrB(X). 

DEFINICION 2: Sea  Q(dx/z) un kernel  estocistico  sobre X dado 
2. Decimos que: 

(a) Q es fuertemente  continuo si la funcibn: 

es acotada y continua  para  cada  funcibn  medible y acotada v.  

(b) Q es debilmente continuo si la funci6n  en (B. 1)  es 
acotada y continua  para  cada función continua y acotada v.  

(c) Q es sci si la función en (B.1) es sci  para  cada veL(X). 

PROPOSICION 3: Sea Q(dx/z)  un  kernel  estocástico  en X dado 2. 

Entonces: 

(a) + (b) c) (c) 

La  demostracibn  de la Proposicibn 3 se  sigue  directamente 

de las  definiciones. 

DEFINICION 4: Sea ( Q ,  S,  PI un espacio  de  probabilidad, y sea 
SS9 una  sub  v-blgebra de 9. La  esperanza  condicional de la 
variable  aleatoria X ,  EIXI<m, dado 9,  se  define  como la bita 
C.S. variable  aleatoria  denotada  por E[X/D] tal que sea 

S-medible y que: 



Apendlcc B 

Algunas  propiedades  de  la  esperanza  condicional  son: 
Sean X, Y variables  aleatorias; a, b,  c  números  reales y 

( R , 9 , P )  un espacio de probabilidad.  Entonces: 

Bl.  - E [aX+bY+cB] = aE [WP] + bE [YA?] + c.  c. s. 

B2.- Si XSY C.S. E [WP] E[Y/P] C.S. 

B3.- Si X EO para  toda n y xn 1) x C.S., entonces 
n 

B4.- E [IB/GJ = P(B/G), donde IB es la funci6n  indicadora  del 

con3unto B. 

B5. - Sean 4cl , 5 dos  sub u--Algebras  de 4c tales  que 9 cF cF. 
2 1 2  

Entonces : 

B6.- Si X es  G-medible E [WG] = X. 

B7.- E [ E [WG] ] = E(X). 

Las  demostraciones  de  todas  estas  propiedades  se  pueden 
encontrar  en Ash(19721 Capitulo 6. 



TEOREUA 1: Sea {C una sucesih de  números  reales  no 
negativos y ae(0,l). Entonces: 

n 

O u- 1 

La deeostracibn  de  este  Teorema  se  puede  encontrar  en 

[361. 
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