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1. INTRODUCCION

El entendimiento de las propiedades termodinamicas de.
 los fluidos densos clasicos ha'avanzado considerablemehte
durante 1as ﬁlﬁimas doé décadas. El desarrollo de técnicas
poderosas teéricas y de simulacion permite el célculo
c:;recto de muchas propledades del estado fluido para una
gran variedad de sistemas. Sin embargo, en muy pocos casos
estos célculos han llevado a ecuaciones explicitas entre las
propiedades termodindmicas de interés y loé parametros del
potencial del modelo. La construccion de ecuaciones
explicitas de estado para modelos de sistemas especificos es
- de gran importancia por razones tanto teédricas como-.
précticas. Esta tesis_eé parﬁevde un esfgerzo sistematico

en esta direccién, que ha sido enfocadoc en la ecuacién de

estado del fluido de pozo cuadrado.

Los potenciales intermoleculares u#ados comunmente
para modelar a los fluidos clasicos involucran dos‘
parametros, o y €, con dimensiones de distancia y energia
respectivamente, ademas de otros parametros adimensionales
necesarios para definir una forma particulér.del p;;;ncial.
Como ejemplo de estos uUltimos se gncuentran los qxbonentes

en el potencial de Lennard-Jones y el ancho del pozo en el

caso del pozo cuadrado. Las propiedades termodinamicas de




estos sistemas siguen éi comporfamiento de estados
correspondientes cuqnéo cambian o y €.y el resto de
parametros se mantiene constante [1]. A esos cambios se les
puede llamar conformes porque dejan invariante la forma del
potencial {2]. El principio de estados correspondientes se
ha entendido bien desde hace muchos afios: cualquier cambio
conforme lleya a un reescalamiento trivial de las
propiedades termodiné&micas involucrando factores de é y o3
{3,4]. Por lo tanto, se necesita una sola ecuacién de estado
para aquellos sistemas cuyos potenciales sean conformes
entre ellos.

Sin embargo, el efecto en las propiedades termodinamicas
de cambios no éonfornes. es decir, variaciones en el resto
de los parémetros que caracterizan a los potenciales de
: interaccién, esté lejos de ser trivial y bien entendido [S].
En generai. el potencial intermolecular difiere en forna 
entre un fluido real y otro (excepto-entre familias de
especies en donde el principio de estados correspondientes
es una excelgnt; ap:pxinacibn). y esta diferencia se
refleja, por ejemplo, en la vériacibn del factor de
compresibilidad en el punto critico. En consecuencia,
resulta de particular intefes investigar la dependencia de
la ecuacién de éstadg en los paiametfos que definan la forma
del potencial.

El desarrollo de ecuaciones teéricas de estado para
fluidos densos ha sido muy limitado. De hecho, por més de un

siglo la ecuacién de estado de van der Waals ha




proporcionado hna representacién cualitativa notable para
las propledades de gases y liquidosv[60]. La tarea de
generaiizar egta ecuaciédn a potenciales intermolecuiares
feales no ha sido sencilla. Por otro lado, la necesidad de
ecuacionés de estédo en diversos campos de la ingenieria ha
motivado la introduccién y el uso de ecuaciones de estado

. empiricas de una amplia variedad de tipos [61];Aalgunas de
ellas inspiradas en la ecuacién de van der Waals y llamadas
por esta razén semiempiricas [62). Entre las ecuaciones
teéricas de estadp para fluidos simples de interaccion
guramente repulsiva se pueden mencionar: para el fluido de

. esferas duras las ecuaciones: de Percus-Yevick [433, de
particula‘escalada (631, de Carnahan-Stafling [49] y una
serie de ecuacionesbque en general provienen de analizar los
resultados de simuiaciones y combinarlos con la informacién
disponible de la serie virial (64]; para esfero-cilindros se
tiene las ecuaciones: de la teoria de particula escalada
(651, la serie virial limitada a los pfimeros coeficientes Yy
para algunas elongaciones [66], la'serie de Barboy y Gelbart
[67], ¥y la ecuaciédn de Nezbeda et ai; [68]; para mancuernas
se tiene la ?cuacibn que proviene de la teoria de particula
escalada [65] y cierta informacién sobre sus primeros
coeficientes viriales. También para mezclas de esferas duras
se tienen las ecuaciones: de la teoria de particula
escalada [69] y de Percus-Yevick {70). Para fluidos con
interaccién repulsiva y atractiva se pueden mencionar las

ecuaciones de estado para esferas duras adhesivas, esferas




duras con Yukawas atractivos;‘esfergs‘duras mas multipolés
(37-39] y esferas duras mas pozo cuadrado (cuya informacién
disponible sera tratada con mas detalle en esta tesis).
Cabe mencionar que la bondad y las regiones de vél;dez de
todas éstas écuaciones de estado es motivo de discusién pues
en general provienen de teorias aproximadas, aun en el caso
del sistema mas sencillo: las esferas duras [64].

El fluido de pozo cuadrado es un éjemplo importante
que muestra un rico comportamiénto cuando su alcance, o
ancho, es éambiado. Este flui@o incluye comovcasos limite
al fluido dg‘esferas duras, al fluido de van der Waals y al
llamado fluido de esferas adhesivas. |

Otra razén paré estudiar la ecuacién de pozo cuadrado'
como funcién de su alcance es la existencia de una teoria de
perturbaciones‘para fluidos simples que usa un sistema de
pozo cuadrado como referencia [6]. Esté teoria es altamente
convergente y permite cOnstrUir‘la ecuacién de estado paré
el fluido de interés si se tiene una expresioén analitica de
la energia libre del pozo en términos de densidad,
temperatura y alcance {S5]. Por lo tanto, una ecuacién de
pozo cuadrado con alcance variable sirve comd base para una
amplia variedad de sistemas. _

| Aun cuando puedan usarse métodos numéricol'pnra

obtener muchas de ias propiedades termodinamicas de interés
'y sefialar los efectos de cambios no conformes, se necesitan

métodos analiticos para considerar casos limites y para




;aeducir expresiones explicitas que invochren'a }os
 paramétros‘del‘potencial. :

En este trabajo, nos interesaremos por la energia
libre de Helmholtz, a partir de la cuadl se pueden deducir el
‘~d1agrama de fases ¥y otras propiedades termodinamicas. La
energia'& es funcibn de la temperatura I, densidad p = N/V,
y de los parametros dél potencial a traves de la temperatura
reducida I* = kI/€, la fraccién de eﬁpaque n = uéosls vy el
alcance adimensional X ; R/c. Para estudiar la dependencia
de AenlI®, n y A es neceé&rio considerar las diferentes
teorias aproximadas que sean utiles en distintos intervalos
~de T, nya. Con este,objetivo‘en'mente, en el Capitulo iI
se presenta una revisibn dé los trabajos mas éxitosos que se
'lhan realizado sobre el fluido de pozo cuadrado. Se Eretende

que despdés de leer este capitulovse entienda mejor el
E objetivo central de esta tesis, que es el encontrar una
‘ecﬁacién-de estado para pozo cuadrado que sea analitiéa‘en
los parametros del poténcial.

Usando la teoria de perturbaciones de. Barker y
Henderson [7], en el capituleo III, se &escribe\el método
usado para calcular el término de fluctuaciones az, due esté
‘baqado en gl cdlculo del término de campo promedio a4
_realizado por Del Rio y Lira [8]. En este mismo capitulo se
presenta la aproximacioén de largo alcance que permite
obtener una ecua§ibn de-estado'analitica en el alcance,

densidad y temperatura.
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En el capitulo IV se presentan ¢

que se resolvieron al tratar de obtensr Una ecuacior de’

estado para pozos. Estoé problemas fueron puestos en un

capifulo aparte por la importancia-que.tienen>desde el punto

de vistauteérico.,ya que su aplicaciéﬁ puede ser muy variada

en el estudio de los fluidos. En la primera seccién de este

capitulo se presenta la extensién del teorema de

compresibilidad a 3 y 4 cuerpos. En la segunda seccién de

este;cépitulo se presenta una solﬁcibn analitica de

integrales que involucran momentos de la funcién de l

correlacién total. En la tercera}seccibh se presenta un | i

método para resogver integrales de cuatro cuerpos que tienen. |

en su integrando funciones que tienen relacionadas a las 4

particulas con enlaces en forma de un réctangulo. - | g
Finalmente, los resultados y perspectivas de esta k

tesis son presentados en el capitulo V.




1. __EL FLUIDO DE POZO CUADRADQ

Un fluido de pozo cuadrado es aqguél cuyas molécuias

interactuan con un potencial de la forma

o, re<o
u(r) = { -, G < < AN - (2.1)
o, b4

> AC

en donde o es el diametro de las moléculas de coraza dura, €
- es la profundidad del pozo y X es el alcance del potencial.
El interés en este modelo se debe principalmente a dos_
razones: primero, es fisicamente_mas rico que el modelo de
. esferas duras, ya que presenta una transicién gas-liquido en
un intervalo de temperatura reducida (T* = kT/€) y densidad
(p* = 903) comparable con la de ios gases raros, y segundo,
'ké'diferencia de modelos mas realistas no presenta
complicaciones debidas a la suavidad de la parte‘repulsixa :
del potencial, por lo que resulta éer mas simple a tratar
desde el punto de vista matemético..

En_este capitulo se pretende mostrar lo que a la fecha
se ha estudiado sobre el sistema de pozo cuadrado y ayudar a
entender 1a_imp6rtancia_de1 trabajo de esta tesig doctoral
cuyo objetivo es encontrar una ecuacién de estadé para este

sistema.




A continuécibn se presentan los principales trabajos
sobre este tema, clasificados de acuerdo a la metodologia
ytilizada, y se discuten brevemente sus ventajas y

limitaciones.

La ecuacion del virial para pozo cuadrado

Desde que se desarrollé la bien conocida teoria de 1la
serie virial para gases imperfectos, se le presté una
atencién considerable al calculo de los coeficientes.

viriales que aparecen en la ecuacién de estado:

RV/NKT = 1 + Bo(I)p + Ba(I)p? + ... (2.2)

" en donde By(T) es el k-ésimo coeficiente virial y depende de
la temperatura. Cada coeficiente estad representado como una
integral en 3k dimensiones de una funcién del pétehcial‘
intermolecular. El grado de dificultad de cada integral
aumenta conforme aumenta la k referida al coeficiente
virial. Dada la dificultad de los célculos para potenciales
.réaligticos, se consideré importante investigar los
coeficientes viriales de potenciales que fueran
matemdticamente mas tratables como es el caso del pozo
cuadrado. En 1953, Kihara [9] calculé hasta el tercer
coeficiente virial. Seis aflos mas tarde, Katsura [10]
utilizando transformadas de Fourier y el teorema de adicién
de funciones Bessel, calculé el cuafto_coefiqienté virial,

obteniendolo de manera explicita para el caso particular de




alcance ) = 2. Mas adelante, Barkerly Mcnaghan [11)
retomaron el calculo del tercer y cuarto coeficiente virial
utilizando uh método basado en el hecho de que la funcién de
pozo cuadrado puede expresarsevcomo una suma de funciones
escalén. El tercer coeficiente coincidié con el calculadoe
por Katsura, sin embargo, se encontraron discrepancias con
el cuarto cceficiente calculadc previamente por Katsura{i0].
Estas discrepancias fueron aclaradas mas tarde [12-13] y se
tiene ya una expresién para el cuarto ccoceficiente virial que.
a diferencia del'segundo y tercer coeficiente virial, no es
analitica en el alcance. -

| Los métodos de Katsura y Barkér y Monahan, segﬁh
concluyen ellos en sus respectivos trabajds, pueden
aplicarse en el céAlculo de coeficientes de mas alto orden,
sin embargo'eqto no se ha hecﬁo m&s que para algunos
alcances particulares,'como es el caso del quinto
coeficiénte vifiaL para )\ = 1.5 y A = 2 hecho por Barker y
Henderson {14]. Se tiene entonges una ecuacién de estado -
completamente analitica hasta el tercer coeficiente virial y

en forma de integrales numéricas hasta el_quinto.

Un método no tan directo para determinar las

propiedades de un fluido simple clasico eé el que involucra
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al céléulo de la funcién de distribucién radial por medio de
una ecuacién integral aproximada. El conocimiento completo.
de la funciétn de distribucién radial (para varias
temperaturas y densidades) permite el calculoc de todas las
propiedades‘térmo&inamicas. La desventaja principal de este
método ;a@ica en el hecho, de que, salvo en el caso de 1é~
teoria de Percus-Yevick para esferas duras [15-17], no
ofrece una ecuacién de estado analitica para otros
potenciales. | ’

Las ecuaciones integrales aproximadas ,que se han ysado
para determinar la funcién de distribucién radial del pozo
cuadrado son: la de cadena hipertejida (HNC) [18,19], la de
Percus-Yevick (PY) [20], Born-Green-Yvon( YBG) {21} y 1la

aproximacién esférica promedio (MSA) [22].

-Metodos de Simulacion.

La manera mas directa de calcular las propiedades
termodindmicas de los fluidos simples clasicos son las
simulaciones por computadora.'Dos métodos distintos estan
disponibles y han sido ampliamente estudiados: el método de
Monte Carlo de Metrolpolis et al. [23j y el método de
dinémica molecular, eh el que Alder y Wainwright [24].fueron
pioneros.' Este tipo de calculos ofrece fé#ultados que
pueden considerarse exactos para un potencial intermolecular

dado, eliminando, asi, la ambigiedad que invariablemente




,].surge en la interpretacién de détos experimentales en los"
vliqhidos reales. En el.método de dinamica molecular, se usa
 ‘1a computadora para resolver las ecuaciones de movimiento de
Newton de un sistema de particulas que interacttan y el
movimientd y velocidad de las particulas se obtiene conforme
el sistema evoluciona en el tiempo. Se calculan los
promedios apropiados y se relacionan con variébles
termodinédmicas. El método de Monﬁe Carlo involucra la
generacién de una serie de configuaciones de particulas de
un modelo, de fal forma que las configuraciones estan
distribuidas en el espacio fase de acuerdo a algin algoritmo
de densidad de probabilidad. El valor promedio de cualquier
propiedad configuracional, determinado a partir de un npmeéo
suficiente grande de configuraciones (x 108), da una’
eétimacién del'valér de esa cantidad promediada sobre el
ensemble. Normalmente, en los caAlculos de simulaciones se
representan alrededor de 1000 particulas y se usan
condiciones periédicas de frontera para disminuir los
efectos del numero pequefio de particulas. Puesto que los_»
métodos son tan directos, estos pesultadés se usan-
frecuenteﬁente para probar otras teorias menos directas como
las ecuaciones integrales y los métodos de perfurbacionea.
El uso de estos métodos, sin embargo, requiere computadoras
con una memoria grande y tiempos de maquina muy largos.

‘Se han hecho calculos de Monte Carlo [25-28] y de
dinamica molecular [29] para alcance del pozo cuadrado A =

1.5 para un amplio intervalo de temperaturas y densidades.

13
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kEXisten muy pocos resultados para otros valores de.A, se han
'hecho simulaciones para un estado c¢con A = 1.85 [{30] y para
algunos estados a temperaturas altas con A =1.3675 y 1.2042
[31]. Henderson et al [27] hicieron calculos de Monte Carlo

‘para algunos valores de )\ entre 1.125 y 2.

La teoria de perturbaciones ha permitido dar un gran
paso en la comprénsién y célculo de propiedades
termodinamicas de liquidos clasicos. En ella se utiliza la
informacién de un fluido modelo bien conocido‘que se espefa
contenga el comportamiento que se considera escencial en el
ksistema a estUdiar. Las dos teorias mas exitoéas que usan
‘al sistema de esferas duras con un diametro determinado como
sistema de referencia, han sido la de Barker y Henderson [7]
y la de Weéks, Chandler y Anderéen [22]. Aungue la teoria:
de perturbaciones referida e esferas duras ha tenido éxito
en la prediccién de las propiedades de los liquidos simples
a altas densidades, en la regién de densidad baja e
intermedia, en que el efecto de la temperatufa es
importante, dicha teoria no predice cofrectamente las
propiedadeS’del fluido real. De Lonngili y Del Rio [6] como se
verd mas adelante estudiaron una teoria que incorpora en el
sistema de referencia las fuerzas étractivas, de manera que
éstas puedan tratarse al mismo nivel que las repulsivas y

mediante el mismo procedimiento.




En el desarrollo de alta'temperatura, por ejemplo, se

13

tiene una expresién para la energia libre de Helmholtz A de

ié fdrma

a = A/NKT = ag +n§1gn/1*"_ | - (2.3)
eh donde ap es la eneégia 1ibfe del sisfema de referencia y
z*>=:g1/e.m_Las 2n son los coeficientes de orden superior en
el desarrollo. El coeficiente aj, por ejemplo, es una
integral que tiene en su integrando el producto del |
potencial perturbado y la funcién de distribucién radial del
sistema de referencia. El coeficiente az estd formado dék
'varias’integrales complicadas cuyos_integrandos contieﬁén
productos del potencial perturbativo y.de funcioﬁes de
- correlacioén del sistema de referencia de hasta 4 particulas.
La situacién empeora para los términos de orden superior ya
que el calculo de 8n requiere las funciones de distribucién

de hasta 2n particulas. El hecho de que no se tenga una

expresién analitica sencilla para‘la funciébn de distribucién

radial de ningun sistemas hace que aun el término a primer
orden sea cpmplicado y deba calcularse numéricamente o
aproximarse. El desconocimiento de las funciones de
distribucién de mas de dos particulas hace imposible el
célculo exacto de las ay para n 2 2. Por estas razones se
tienen éue buscar aproximaciones para estos coeficiéntes. A
continuacién se presentah-algunas de estas aprox%?aciones

para el fluido de pozo cuadrado.




N

Los métodos de simulacién también permiten obtener
desarrollos de perturbaciones para un pétencial dado, de
hecho, Alder et al. [29], con sus resultados de dinaAmica
moiecular para A = 1.5, calcularon hasta el término de
cuarto orden en ei desérrollo de alta temperatura para la
. energia libre de Helmholtz. También calcularon la
distribucién alrededor del valor promedio del numero de
pares separados por distancias de o ¢ r {_1.50, la cual
' resultb ser casi @gaussiana a densidades altas. Si la
distribucién errg exactamente gaussiana, todas las ap para
n 2 2 se harian cero. Los resultados de dinamica molecular
también indican que la razén az/aj; es sélo del 3% cerca de
la densidad del sélido, de modo que el quedarse a primer
“orden en perturbaciones resulta ser una aproximacioén
excelente para lavenergia libre y para la ecuacién de
estado, ya que, as varia muy poco con la densidad. Cuando
se baja la densidad, sin embargo, |a; | disminuye y lézl'
waumenta, y a la mitad de la densidad de solidificacién la

razén az/a; es ya del 102 En la regién del punto critico la

14

convergencia es aun mads lenta, como era de esperse, debido a.

las grandes fluctuaciones que son caracteristicas del punto

critico.

Para'algunos valores del alcance entre 1.125 y 2,

Barker y Henderson [7], con sus simulaciones de Monte Carlo,

obtuVieron'una expresién para la energia libre a primero y
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Ségundo orden en un desarrollo en perturbaciones. Las
expresiones para a3 y az contienen parametros cuyos valores
depeﬁden del alcance de que se trate.

Barker y Henderson [7] usando la funcién de
distribucién de Percus;Yevick para el siétema de referencia
de esferas duras en un desarrollo en perturbaciones de alta
temperatura caléularbn el término a primer orden de la
energia libre ay v obtuviérqn una estimacién para el término
de segundo orden as basada en teoria macfoscépica de
fluctuaciones. La eipresién'para.la energia libre a segundo

orden queda simplemente como una sola integral

ag = -(pB2/4) J dr [ul(gnzg(g_g)gocg_) 4nr? ], (2.4)
apj,
en donde uy es el potencial perturbathmy el subindice 0 esta
referido al potencial de referencia.

- Una aproximacién mejor qQue 1la anterior fue obtenida
por los mismos investigadores al argumentar que se puede -
usar una compresibilidad local en la ecuacién (2.4),
relacionada con la derivada de densidad con respecto a la
presién a una distancia r de una determinada molécula; es
decir, remplazér (69/69)030(;) en la ecuacién (2.4) por
(d/0p) [peir)lo. A esta expresion se le conoce como la
apro#imacibn de compresibilidad local y permite expresar a

az como

a, = -(pB2/4) J[ dr [u,(r)12kT [%?(950)1 4xr2 1, (2.5)




'én'donde nuevamente u es el potencial,perturba¥w0y el

subindice 0 se refiere al sistema de referencia. Ambas

teorias fueron aplicadas al fluido de pozo cuadrado usando

a2l sistema de esferas duras como referencia y.al pozo como
’ perturbacion para el caso particular de A=1.5 . Al
comparar con los datos de Monte Carlo encuentran qﬁe la ap
resulta ser buena a densidades bajas e 1ntgrmedias pero muy
mala a densidades altas.

Smith, Henderson y Barker ([33] calcularon el términ6
de'segundo orden en la energia libre de Helmheltz as segun
la teoria de perturbacionés de Bérker y Henderson para un
- sistema de pozo cuadrado. as esta'expresada en términos'de
integrales de las funciones de distribucién del sistemﬁ
pe;turbado (esferas duras). Usando la aproximacién de
superposicion [34] para las funciones de distribucién de
tres y cuatro cuerpos, obtienen integrales que resdelven
huméricamente para A\ =1.5. Los resultados de ap al |
compararlos con los resultados de Monte Carlo son
relativamente'buenos. Las desventajas prinéipales de eéta'
teofia son por un lado, el que ofrecg una expresién muy
compleja para as, en términos de integrales que debén ser
evaluadas huméricamente, y por otro, que la bondad de la
aproximacién de superposicién sea a la fgcha motivo de

discusién de muchos inVestigadores.

16
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CAlculos ana i

Ponce y Renon [35] obtuvieron una aproximacién
analitica para a; valida en el limite de élcancé A 3> 1 y'
que resulta ser relativamente buena para A 2 1.5 si la

x

densidad es p < 0.4, Para as, ellos usaron la aproximacién
de compresibilidad local y obtuvieron una expresioén sencilla
y analitica en densidad y alcance, que resulta ser
relativamente buena a bajas densidades.

En 1987 Del Rio y Lira [40] calcularon la energia
libte de un sistema de particulas interactuando con un
pqtencial de pozo cuadrado como funcién dél ancho del po=zo,
haciehdo un desarrollo alrededor de un sistema de referencia
de alcance definido Ao ¥ la diferencia de alcance A - \g es
lﬁratado como un parametro pequefio. E; caso de corto alcance
se 6btiene cuando se usa un sistema dé/psferas duras como
referencia. El desarrollo se hizo hasta iercer orden en el
ancho del pozo, obﬁeniéndo expresiones de forma cerrada que
son analiticas en el alcance 9 las variables termodinamicas,
excepto por dos cuadraturas. Estas Ultimas pueden
resolverse usando la aproximacién de superposicién; Del Rio
y Lira obtuvieron resultados para los dos primeros términos
de la energia libre en un desarrollo de alta temperatura y
los &ompararon con datos de Monte Carlo [27] encontrando

gran concordancia entre ellos. Este método ofrece una
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ffuaciéh de estado analitica como funcién del alcance N, de

:1a densidad" reducida p y de la temperatura reducida T .

‘valida para el fluido de poz@ cuadrado de corto algance.

Del Rio y Lira [8] aprovechando los resultados de su

desarrollo de corto alcance para pozos cuadrados [40],

éhcontraron una expresioén de forma cerrada para el término

de primer orden de la energia libre de Helmholtz a3 en un

- desarrollo de alta temperafura como funcién de la-densidadwy

el alcance del pozo. El procedimiento estd basado en la
interpolacién de los casos extremos de corto y largo

alcance, para los cuales se conocen resultados asintéticos

exactos. Los autores probaron su féormula de interpolacién

al comparar con los calculos de Monte Carlo disponibles para
difefentes valores del alcance y la densidad y encontraron
una desviacién cuadratica promedio de1'2.2%. Con este .
trabajo se tiene una expresién explicita para el término de
campo promedioc a;i de un fluido de pozo cuadrado. La ecuacién
és;valida para cﬁalquier valor del alqance M Y para la
mayoria de densidades del fluido, por 1lo que resulta ser
mejor que aproximaciones anteriores.

En la figura 1 se muestran algunas de las

aproximaciones mencionadas y de los calculos analiticos para

o para el caso particular de A = 1.5.




'iEl poZo cuad;ado como sistema de ;eﬁg;ggg; en la
tgoria de perturbaciones,

A mediados de 1980, De Lbnngi y Del Rio [éd
desarrollaron una teoria de perturbaciones para fluidos
simples clasicos que utiliza al fluido de pozo cuadradd con
alcance variable como sistema de referencia. Esta teoria
ofrece una forma directa de célcular las propiedades
termodinamicas de los fluidos simples clésicos. A primer
Ofden, la teoria da la energia libre'dellsisteﬁa de interes
como la del pozo cuadrado con parémetros efectivos:
profundidad é, diametro d de coraza dura y alcance )\, los
ultimos dos dependientes de densidad y temperatura. Al
mismo orden, las peculiaridades de un sistema dado son
incorporadas en el comportamiento del dismetro y alcance
efectivos. De esta manera, la ecuacién de estado toma una
forma universal cuando se expresa en términos de variables
reducidas pd3, kT/e y )\, estableciendo una conexidén entre
esta teoria y el principio de:estados corregpondientes. La
in#orporacién de las fuerzas atractivés permite un buen
‘tratamiento-aVdensidades bajas y_mOderadas, incluyendo un
segundo coeficiente viriai exacto. Estos autores aplicaron
su teoria al sistema Lennard-Jones (12-6) y la teoria de
pertdrbaciones a primer orden resulté ser aitamente
convergente en el intervalo de densidad y temperatura en qﬁe
se coﬁocia adecuadamente al sistema.dé_pozo>cuadfado

[{7,25,27,58]. En las conclusiones de su trabajo se menciona
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¥afnecé51dad de tener un conocimiento mé&s preciso y compacto
fde las .propiedades del sistema de pozo cuadrado para poder'

méjorar la aplicacién de su teoria.

Ecuacion de estado para fluidos moleculares.

En este trabajo Del Rio y Benévides [36] presentan la
motivacién origiﬁél del trabajo de esta‘tesis doctoral, que
fﬁe el "encontrar una ecuacién de estado'para fluidos
moleculares. Para estudiar a un fluido molecular se
seieCCionéﬂun modelo'Que incluyera fueérzas repulsivas de
corto alcance; fuerzas de disperéién de Lchdon y fuerzas
electrostaticas. Con este modelo se usé la teoria de
pertufﬁaciones basada en un desarrollo de alta ﬁemperatura
de la énergia libre de Helmholtz, usando como potencial de
réferencia al de esferas duras y a los potenciales de pozo
cuadréao, dipolé-dipolo,vdipolo—cuadrupolo, cuadrupolo-

o cuadrupolo, como perturbacién. Para el sistema de esferas
duras se uﬁilizo la expresién de Carnahan-sfarling [49],
pafa el pozo cuadrado se usaron tanto los resultados de

Monte Carlc de Henderson [27,58], como las expresiones para

la enérgia libre hasta cuarto orden de Alder et al. [29]
(para A = 1.5), y‘ia aproximaéiOn_ de Ponce y Renon [35].
Para los términos del désarrollo que contenian a los
multipolos se usaron los Padés propuestos por Stell et al.

[37-39]. Se obtiene uha expresién analftica completa‘para
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g*eﬁerg;a libre hasta segundo orden, restringida a aquellos“
'Qéiorés del alcance én los cuales se tenga informacién sobre |
1a‘énérgia libre de pozo cuaarado. |

| El estudio de este modelo permitié generar suficiente
ihformacibn sobre prépiedades termodindmicas y equilibrios
liquido-vapor. Se pudieron apreciar los distintos efectos
AprodUcidos por los potenciales que forman el modelo. Por
ejempio, se estudié el cambio de ia temperatura critica en
funcién de la presencia o ausencia de multipolos.  Se
cbéérbé'que esté temperatura éumenta mucho mas'bajo‘el
éfecfd del cuadfupolo que del dipolo al comparérse con la
témperatura critica del sistema formado exclusivamente por
esferas duras y pozo (véanse figﬁra 2 y 3). Estd mismo
ﬁuedevapreciarse cén_la presién critica. Se espera que
estésfefectbs se noten al ¢omparar con fluidosg reales.
Nuevamente las conclusiones de este trabajo reflejan la
ﬁecaaidad de tener uﬁa mejor ecuacién de(estadoApara pozo
cﬁadrado QUe sea valida para cualquier alcance del potencial

y para todas las densidades en la regién del fluido.
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1I1I. " ECUACION DE ESTADO PARA UN FLUJ POZO_CUADRADO

- .La teoria de perturbaciones basada en un desafrollo de
alta temperatura de la energia libre de Helmholtz A;‘y
utilizando al éistema de esferas duras como sistema de
referencia, ha tenido mucho éxito en la teoria de liquidos.

Este désarrollo aplicado al sistema de pozo cuadrado resulta

ser [7]:
A/NKT = App/NKT + a3 (0, M) /I + ag(m,\)/I%2 + ...  (3.1)

en donde Agp es la energia libre del fluido de esferas
duras. Los cOeficiehtes del desarrollo gi(q,; ) estan
expresédos en términos de funciones de distribucion del
fluido de esferas duras [7].‘ La mayoria dgvcalculos de los
términos de orden inferior aj estan basados en evaluaciones
numériéas directas papavvalores pafticulares de A vy n, tales
domo lqs résultadOS‘de Monte Carlo de Rotenberg (28] y de
Hendersbn y colaboradores (25,27] (para i=1,2), los célcﬁlos
de din&mica molecular de Alder et al. ([29] (que incluyen
i=3,4), o el calculo numérico de g2 hecho por Smith et al.
(33] eﬂ el que wutilizé la aproximacién de Kirkwood.

~En el caso del corto alcance, i.e., cuando A-1 es

pequefio, ha sido posible desarrcllar la energia libre de'
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gbéo cpadrado en potencias de X-1 en forma de una doble

. v
zlng(q)[exp(se)~1]m(x—1)L. (3.2)
. ¥

o
E
=1 m=

A/NKT = App/NET +

A éste desarrollo ée le llamé desarrollo de corto
alcancé y. sus coefiéientes ng(q) fueron’obtenidos,
explicitamente hasta orden L=3 [40].  Ambos desarrollos,
(3.1)‘y (3.2), pueden combinarse para obtener un desarrollo

de.co:to alcance de todos los coeficientes del desarrollo de

alta temperatura aj(n,\) en té;minos de frm(n) [40]

Desde luggb, otro fesultadO'ﬁtil es el desarrollo
Vifial,que cubre la regién de bajas densidades y el cual
sera utilizado mas adelante para comparar con nuestros

resultados

A/l v 2 * n-1
A/NKT = 1 + Zz’ﬁn(l AR
n=

El segundo ¥y tercef coaficiente(viriéi; Bs v B3, se

- conocen para Cualquief A [9]1, yel cua}to,'gg, ha sido'
calculado para )\=2 [10,111 y su parte correspondiente a
altas temperaturas se conoce para A > 2.°

éecientemente, la regién de largo alcahce, A >>-1,'ha

sido explorada [8]. El término de primer ordenben (3.1),
al(ﬁ,x), da la aproximacién de campo promedio a A y es el
més importante en el desarrollo junto'con AEb (7 1. Este

término de_campo'promedio puede expresarse.explicitamente

como
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ai(q,x) = apamA? 4 ao () +_q15(q.X). (3.3)

|

‘en donde ulb(q), ajolny) vy als(q A) son funciones conocidas
‘y ais —3 & cuando A —» = '[8]). El primer termino en (3.3)
es s;mpleménte el resultado de van der Waals, que se obtiene
a partlr dq (3.1) ¥y (3.3) en el limite \. —> ®, € —> 0.

Los siguientes dos términos en (3.3) no son despreciables‘
para Alfinita. El término de segundo orden en el
dééarfollo de alta temperaturé, as. que mide las

‘ fluctuaciones de energia alrededor dél.promedio, es un.orden
de 'méghitud mas pequefio que aj, pero da una contribucién
significante a bajas temperaturas y no ﬁuy altas densidades.
El Jesfo de la serie (3.1) puede despreciarse exceptc a muy
bajas ﬁemberaturas y densidades [7]. 'Es necesario, por 16
tanto; incluir ap en cualquiér expresién éxacta de |

propiedades termodinédmicas del pozo cuadrado.

"En este trabajo se presenta una aproximacién para el
término de segundo orden mediante una expresién analitica
sencilla en términos de A y n. Esta expresion es de la

misma forma general que (3.3), es decir:

X

‘az2(q, M = Toagm(mNT + azs(n, N, o (3.4)

en donde el término de corto alcancé azs(q,X)--> 0'cuando,A

—>5 ®, - Las dos Seccioqes siguientes estan dedicadas al .

caélculo de los términos azp(n) en (3.4). El efecto de




kﬁésbréciar azs(n,\) sera discutido en el capitulo V de

;rééuifados.
-El tgggigq;ﬂﬁ;ilBQS!QQLQQQQ_Qﬂ_léhgﬁszgiQ_LLQEQ;QQ_EQ&Q
S cuadrado '

De acuerde con la teoria que nosvlleya'él desarrollo
S . / .
de alta temperatura en la ecuacién (3.1) y escogiendo al

poténqial adimensional dé pozo cuadrado como perturbécién

*5 = { : o : (3.5)

ic
i

o
>
=3

én‘ddnde x = r/c, el término de campo promedio resﬁlta

. 31(q.%) TP J d2 g(12)u(12)

en donde para la integracién se escogié el crigen en la
particula 1. El‘término de\fluctuaéién estd dado por 1la

suma de cuatro términos [41)

a2(n,N) = L2000 + L3N + La(qh) + Ie(n\), (3.6)
en donde
Iz = - éP'J d2 g(12)[u(12)32 , (3.7)

.13

- ¥p* J d2d3 g(123)u(12)u(13) , (3.8)




L4 = - (1/8)p3 J d2d3d4 (g(1234) - g(12)g(34)]
| | u(12)u(34) | (3.9)
o b ‘ o
i’ (1/8)Kis-Tpl J’ dz g(12)u(12)132 ;  (3.10)
en donde g(12....n) es la funciébn de distribucibn de n-

cuerpos para esferas duras, K = pX/8, X es la

compresibilidad isotérmica, y J d2d3... representa la

integ:écién respecto a las coordenadas de ;as particulas
2,3.;..etc. con la particula 1 en el origen. De las
ecuaciones (3.7 -2.10), se puede ver que, as(n,\) esta
~escrita en térmihos de integrales multiples que involu¢ran

funciones de distribucién de esferas duras de n-cuerpos.

Para S§mplificar_las funciones de distribucién de tercer y.

~cuarto-orden, Smith et al. [33] utilizaron la aproximacion
de 9uperposicién de Kirkwood (34} y calcularon 1las
integrales resultantes que involucran productés de g(12)

para el caso particular A =1.5

En este trabéjo'sevevaluaré el término de
»fluctuéciones gz(q,h)>sih utilizar la aproximacién de
superp@sicién y.se obtendra 1avdependencia explicita de an
én A y‘q . Como.se méﬁcioné anteriormente se hara un
desarrollo suponiendé due Aves?grande. es decir, el

desarrqllo de largo alcaqcef que utilizaron Del Rio y Liré
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ié] pafé'expresar ei término de caﬁpo promedio al(q,x) como
en la ecuacién (3.3). Para lograr este objetivo se tienen
ﬁue resblver dos cuestiones:
’1)vC6m§ exﬁraer la dependencia analitica en ) de los
diferentes términos en ap, .y ‘
© 2) Cébmo calcular analiticamente las integrales multiples que
~involucran las funciocnes de correlacién de esferas duras de
hasté 4 cueréos.

 Este procedimiento de dos pasos se ilustrara en esta
seccioﬁ con el término mé&s sencillo en az, es decir, Iz en

las ecuaciones (3.6-3.7).

. Primero introducimos en I, la funcién de correlacién

total de dos cuerpos h(x) = g8(x) - 1 para encontrar
A |
= - 3 . 2
52 = 2na 6én [ dx x: 2(5) - . (3.11)
: _ o ,

cuyo primer término no involucra la funcién de correlacién y

da explicitamente la contribucidn de ordenimas alto en \.

'El segundo término en la ecuacién (3.11) es una
integrai eh la regibn en que el potencial y(x) es distinto
de cero. Se puede ver que es finito en el limite de \ —»> o,
y puede entonces expresérse'como la suma de dos partes:

1) una integral sobre todo el espacio que es ihdepenq;enté
de )\ y; puede escribirse en términos devpropiedédes |

‘termodinamicds del fléido de referencia, vy




2) otra integral sobre la regiéon en donde el potencial u(x)
es cero.y que decrece cuando aumenta A

Esta separacién se obtiene simplemente escribiendo

‘A : ) o
'J dx x*h(x) = [ dz x?h(x) - J dx x2h(x)
o o A
= (K - 1)/24n - ba(q,\) & | (3.12)

en donde la primera integral fue escrita en términos de la

compresibilidad de esferas durés K utilizando el teorema de

la compresibilidad, y el segundo término

oo

b2(n, ) = I dx x2h(x;m) | (3.13)

tiende a cero cuando \ —> « ., Del Rio y Lira [8]
encontraron una expresioén exacta para esta integral, que
también aparece en el término de campo promedio aj.

Finalmeéte. de (3.11) y (3.12)_Ia(n,\) puede expresarse como
I = - 203 - (K - 1)/4 .+ Sa(n,N) (3.14)

cuyo . término predominante es de orden )3,rel segundo es

independiente de A, y el ultimo

$2(n.\) = énba(n.\). | - (3.15)

decae exponencialmente con \. Se ve que I es cero cuando
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o= 1, como era de esperarse de la ecuacién (3.7) cuando el
péféﬁbial‘de perturbacién es cero. En la siguiente seccién
se consideran los términos méas complicados,}écuaciones (3.8~

3.10).
_Desarrollo de largo alcance

_Calculo del termino I3

}El mismo razonamiento que condujo a la ecuacién (3.14)
para I» serd aplicadce para reescribir el resto de los
témipds en a, dados por las ecuaciones (3.8-3.10). Por
ejemplo, ;3 escrita en términos de h{x) y la funcién de

édrre@acién total de 3 cuerpos para esferas'duras [42]
'h(123) = g(123) - [h(12) + h(13) + h(23)] -1,
estd formada por cinco terminos:

Iz = I3a + I3 + I3¢c + I3p + 13K (3.16)

en doﬁde
Eaa = - % 92 J d2d3 3(123)3(12)2(13), (3.17)
I3B = - ;PZ J d2d3 h(12)u(12)u(13), ' (3.18)

Iac - tpz J d2d3 h(13)u(12)u(13), _ ' (3.19)




es S Taba®

Lap = - #p2 j d2d3 h(23)u(12)u(13), | (3.20)
‘ e
Isg = - #p j d2d3 u(12)u(13) . (3.21)

Gomo antes, el término que no contiene a la funci6n de

6orre;écion I3g es el de orden superior en )\, en este caso
8()@").7;' La integral en la ecu;cibﬂ (3.17) presenta una
dificultad especial debida a la preéencia de h(123); Izp es
Qna iﬁtegral restrihgida a la regiétn en donde los
pétéﬁCialés u(12) y u(13) son diferenteé de cero, y en
consecuencia, de manera similar que la ecuacién (3.12) puede

escfibirse como la diferencia de dos integrales: una sobre

todo'él espacio, que es independiernte de A\, y la otra sobre

;a_reéibn en que los potenciales sqn cero, es decir,

Isp = - #p° [ d2d3 h(123) + Sz,(n,\), (3.22)

- ]

en doﬁde el dltimo término es de corto alcance

S3a(n.\) = 92 I d2d3 h(123) - #p? J d2d3 h(123), (3.23)
£y za-

aqui Z; es la regitn en donde 0 (Ryp¢ @y X (X93¢ *® Y Ep es

la regidn en que )\ <¢xj2¢ * ¥y X\ ¢¥33¢ *. Claramente, las dos

integrales que forman el término de’porto alcance son cero

cuandé A —> =, y juegan el mismo papel que el término by en
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1
la ‘ecuat¢iébn (3.12). El siguiente paso es expresar la
primerafintegral en (3.22), que depende uUnicamente del

sistema de esferas duras, en téminos de propiedades

termodinamicas. Esto puede lograrse mediante una

'generalizacién del bien conocido teorema de Ornstein-

Zernike, que relaciona la compfesibilidad de 'un sistema y
la integral de h(12), esta generalizacién seré presentada en
el siguienté capitulo y para el caso de 3 cuerpos resulta

ser
}.dzd3'§(123) = (1/p*)(K* + nRK_ - 3K = 2);

en donde Ky &n son la compresibilidad reducida.y su primera
derivédé respecto a I de cualquier sistema cuya correlacién
de 3 cu;rpos sea h(123). En este caso h(123) y K son
propiédgdes de esferas dﬁras, y sustituyendo en la ecuacién
(3.22) se tiene B

I3a = - #(K2 + QRKy - 3K + 2) + Saalm,N) . (3.24)

Se puede demostrar que los siguientes dos términos de
1, dados por las ecuaciocnes (3.18) y (3.19), son iguales vy

factorizables; el factor no trivial es similar a Iz en las

ecuaciones (3.11) y (2.14), y entonces
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Isg = Iac = - 40(K-1)X3 + S3g(n,)), (3.25)
con - '
Sapg = 96n2x3bs (g, 0) . (3.26)
El término Iap, dado por la ecuacién (3.20), escrito
en coordenadas bipolares es
o« e x+x'
Isp = - 14477 J dx xh(x) j dx'x'u(x') | dx''x''ul(x’'"),
o 0 . x-x"'|
'(3.27)
'y puede expresarse, cComo se veré con més detalle en el
siguiente capitulo como
Iap = - 96n%b2(n, 0023 + 72n%ba(n,0)\?
- én%bs(n,0) + Sap, (3.28)
con
Sap =  96n2ba(n,2N)A3 - 72n2ba(n, 2N) A3
+ 6n2bg(n,2)\); - (3.29)
en dohdé.los términos gz(q;u) son integrales de la forma:
oo
by (nw) = J dx xZh(x;n). | (3.30)

W

En particular, bz(n,0) = (K-1)/24n puede obtenerse

como antes usando el teorema de la compresibilidad, y
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ﬁg(q;é) y bs(n,0) pueden calcularse exactamente en la
aproximacién de Percus-Yevick como se vera en el siguiente

cépitplo [42]

‘ba(n,0) = (795 - 624 + 22983 - 4212 + 2607 - 175)/
700(1 + 2m)3 | (3.31)
y
= (- 756n8 + 1713007 - 1012558 + 297700n3

bg(n,0)
- s18840n% + 55737203 - 346930n2 + 117500n

- 10500)/63000(1 + 2m)5. . (3.32)

‘La integral Qz(q,ZX) es la misma que fue calculada
para-él término de éampo promedio [8], y junto con b3(n,2))
& bscﬁ.ZA) tiende a cero cuando.h —> ®. Por lo tanio estos
términos pueden despreciarse en la aproximacién de largo
alcance.

'El ultimo término de I3, dado por la ecuacién (3.21),
no presenta problema porque no contiene a la funcién de

_correlacién total y es simplemente

"Isg = -32n2)\6 . | . (3.33)

!De 1as'ecuaciones (3.16), (3.24), (3.25), (3.28) y
(3733? se tiene una expresiétn completa pafa i3 como un
polinomio de sexto orden en A mas los términos'de corto
alcance Sap. S3p, Y S3p- Se puede ver que I3 es cero cuando

A =1, como era de esperarse.
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Si nos fijamos en el siguiente término en asp,
expresado en la ecuacién (3.9), podemos observar su
mismo procedimiento que con I3, salvo por el hecho de que I,
contiene contiene la funcién de correlacién de 4 éuerpos.
Expresado en términos de la funcién de correlacién total de

AFCUerpos'[42], 1, esta formada por 4 términos:

| I, =14 + 148 + Iac + Lap o (3.34)
‘en dondq ,
L = - (/g3 | d2d3d4 u(12)u(34)h(1234), (3.35)
146 = - (1/2)¢3 f d2d3d4 u(12)u(34)h(123), (3.36)
I4C = - (1/45p3 Jd2d3d4 u(12)u(34)h(13)h(24) (3.37)
14D = - (1/2)p3 I d2d3d4 u(12)u(34)h(14) . - (3.38) |

La integral en la ecuacién (3.35) presenta la
dificultad de contener h(1234) y de estar restringida a 1la
regiénvde'integracién en donde los potenciales y(12) v u(34)

son distintos de cero. Puede tratarse de manera analoga que

I3p Y escribirse como la suma de dos integrales, una sobre
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.tod§ el espacio, que depende uUnicamente de A\, y la otra

‘spbée la regién en donde los’potenciales son cero, es decir:

*

‘I

3 = - : 3 | < ‘ ‘ .
tan T (1/8)? { d2d3d4 2(1234) + SéA(q,A) , (3.39)

en donde el ultimo término es de corto alcance y esté dado’

por :

 Saa(q.N) = - (1/8)p3 J d2d3d4 h(1234)
¥ 5

+ (1/4)p3 J d2d3d4 h(1234) €3.40)
L4 |

y I3 es la regién en donde ) <&12< w y N\ <X33¢« ® y I, estéd
definida por 0 <X12¢ ® ¥ A <Xas¢ =. El término S4a en
(3;40)'claramente tiende a cero cuando A —> «. Para poder
expresar el primer término dé I,a ©n la ecuacién (3.39) en
términos de las propiedades termodinamicas de esferas duras
"Se Qtiliza nuevamente la generalizacién del teorema de la
coﬁﬁresibilidad que para el céso de 4 cuerpos, comc se vera
en é} siguiente capitulo, se'expresa de la siguiente forma

[42]::

. [ d2d3d4 h(1234) = (1/93)[K3 + 11K - 6K2 - 6

+ K(- 6nkn + n%Kp2) + RK2(nZKpqp + 4nkpl,  (3.41)
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éﬁfdonde &q y gnq son la primera y segunda derivada de K con
respecto a n para cualquier sistema cuya funcién de
§§rfelacién total de 4 cuerpos sea h(1234). En este caso
estémos usando al sistema de esferas duras e I4a puede

escribirse como

Ioa = - (1/8)[K3 + 11K - 6K2 - 6 + K(- 6nKn +

nzng) + g2(q25qq + 4nKp) 1 + S4a(maN) . (3.42)

La integral en I,g contiene a h(123) y puede tratarse

como Isp para dar

I4B = - 4n(K2 + nRRy - 3K + 2))3 + S4p(n.0), (3.43)
en:donde
Ssp = 4npr3 I d2d3 h(123) | (3.44)
T .,

9,donde Lg es la regién definida por A <xj12¢ *. Nuevamente
S,p tiende a cero cuando X —> w.

El siguiente término, 14c.'presenta un problema
particular porqué todas las particulas estan conectadas con

h's y con u's. Sin embargo, dado que es una convolucién,

puede escribirse en el espacio de Fourier como

1,0 = - p3/(8n203) J dk* k*2[U(k*)R(k*)12 (3.45)




enkgonde E(&'[ Y‘E(k*) son las transformadas de Fourier de
g(g3 y h(x) respectivamente y k* = ko. La integral sobre k"
| én (3.45) fué calculada numéricaﬁente utilizando la h(k*)

en la apfdximacibn de'Percus?Yevick [43), esto se hizo para
varios Qalores de A'y.q y presentd un comportamiento muy
suave como se-yera §on mayor detalle’en el sigﬁiente

capitulo:

Lac = - 2q(R-1)2\3 - £1.0PXA2 - f2().  (3.46)

El ultimo término de I,, I4p definido por la ecuacién

(3.38) puede tratarse como la ecuacién (3.7) para dar

Lip = - 3272(K-1)06 . | (3.47)
De acuerdo con la ecuacién (3.34), las ecuaciones (3.42),
(3;&3), (3.46) y.(3{47) proporcionan una expresidn completa
paré 14, qQue fue calculada explicitamenté excepto por los

términos de corto alcance S,p ¥V S4B-
~alculo d

El ultimo término de 32,'1c, proviene de la correccién
*al,célculo canéniéo. y' puede expresarse directamente en
términos de las funciones bz(n,A) y K(r) de manera similar

Que 1s. El resultado es
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CIc = 3202KA6 + 4RR(K - 1+ Okp))3
+ (R/8)IK - 1 + fRp)I2 + Sc(n.\) (3.48)

en donde la parte de corto alcance‘es ahora

Sc

"12nKbo(n, ) [24nD2(n,A) - 16Mx3 - (K - 1 + nkp)l
6q2Kbg n(n. M) [1202b2 n(N) - 16M3 - (K = 1 + nkq)
agnba(q. M1 (3.49)

+

+

con Qg,n(q,}) la derivada de bo(n,A) con respecto a.n. Lé
inclusién de estos términos garantiza que Ic se haga cero

cuando ) = 1.

_Besultado final para az(n.)\).

Finalmente, juntando todos los términos que
contribuyen a mismos ordenes en )\ - se obtiene uha expresion

muy sencilla para as :

22(m,A) = azg(Pr3 + az(mx? + ag(n) + agr(my,\) , (3.50)

con coeficientes

03(q) - qu’ ' © (3.51)

az(q) .72q223(q;0) - £1(g) . - (3.52)




ag(n) = - (1/8)[48nbs(R,0) + NK*Kpp + 2K?Kp]
o ;) ty, T L (3.53)

‘en’ donde b3(n,0) ¥y bs(n,0) estan dados por (3.31,3.32) v

‘g1<ﬁ) y f2(n) por (4.55,4.56). El término de corto alcance

en {3.50) esta dado por

‘@aggr = Sz *+ S3a ¢ 2S3p + S3p *+ S4a * S4B * Sc» (3.54)

junto con las ecuaciones (3.15), (3.23), (3.26), (3.29),

(3.40), (3.44) y (3.49).
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En este capitulo se presentanvtres secciones que
contienen tres de las principales dificulfades encontradas
al.buscar una;expresiOn analitica pafa el término de
"flgctuacibnes 22(n,N) en el desarrollo de alta témperatura
que se exhibié en el capitulo anterior. Estas dificultades

se resolvieron de tal forma que pueden ser aplicadas en

otros problemas que se presentan en la teoria de liquidos.

La teoria de fluidos clasicos en equilibrio contiene
ﬂﬁ«%mportante teorema gque relaciona la compresibilidad
iso{érmica"x con la funcién de correlacién total h(lZ).

siendo éste

pX/B =1 + (P2/<§>) J d(12) 2(12)‘ (4.1)(‘

en donde d(12) significa'integ:aciOn con respecto a las

posiciones de las particulas 1 y 2, <N> es el numero
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ﬁ?;pfgmedio de particulas, p = <N>/V es la densidad. promedio y
 'ﬁ‘§ 1/KT.
3 La ecuacién (4.1) fue obtenida originalﬁente por.
. Ornstein-Zernike [44]. En esta seccién del capitulo se.
i pfesentan relaciones cerradas explicitas para funciones'de
éérrelacibn de 3 y 4 ¢uerpos, Aunque estas relaciones
'ﬁgdvieneh de prdpiedadés muy conocidaS'dé las funciones de
d{stribucion {451, no estan éxplicitas en la literatura y
sén muy Utiles en algunos casos, por ejemplo, en teoria de
bgrturbaciones del éstado liguido [{7] y servirian para
p;obar la aproximacién de superposicién de Kirkwood ([341].

B Los teoremasvséﬂobtienen directamente‘de la propiedad
dé normalizacién de las funciones de distribucién de -
‘§§nsidad de m particulas ?(E) (12...m) en el conjunto Gran

Canénico [46)

J d(12...m) ffa)(l.ﬁpm> = (mmemm—ae >, (4.2)

- en donde los brackets < significan él promedio éon-.
fespecto.al.nﬁmero de particulas en el siétema a-vélﬁmen
”»ébnstante V, temperatura T vy potenciél quimico u . .Cuando
éi fluido es iSotrépico, las funciones de distribucién

radial estan definidas por [46]:

g(l;t.g) = P(E) (1...@)/9& B » (4.3)
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:é El caso m = 2, con h(r) = h(1,2) = g(1,2) - 1, es muy

- cqnécido vy lae ecuaciones (4.2) y (4.3) llevan directamente

a

1

1o [ J d3r Q(;) = < (Aﬂ)z »/<N> - 1, o >(4;4)

en dondel;§ = N - «<N> es la desviacién numérica. Dado qué

la desviacibn cﬁadrética promedic estA relacionada con la

S coméresibilidéd a través de la siguiente relacié6n

"4'!«'("(A!_‘1)_2> «N>K ‘ - (4.5)

en donde K = pX/B, se»puéde obtener el teorema de Ornstein-

Zernike (4.1).

Para tres particulas, la funcién de correlacién total

puq@e definirse apropiadamente por (47]

h(123) = g(123) - [_h(12) + h(23) + h(13) 1 - 1, (4.6)
b SN ’

que se hace cero cbr}ectamente_cuaﬁdq ;ualquier particﬁla se
ehéﬁentre suficientemente alejada deblas otras dos. En
ausencia de correlaciones de largo alcance, esta propiedad
implica que la integral de h(123) sobre todas las

configuraciones relativas debe ser finita.

"




N :
7} Sustituyendo las ecuaciones (4.3) y (4.6) en (4.2)

,pafé el casom = 3y utilizando la relacién (4.4) uno

encgentra
: 93 J d(123) h(123) = <(AN)35> - 3¢(AN)2> + 2¢N> (4.7)

Andlogamente, la definicién apropiada para la funcioén

de ¢orrelacién total para 4 particulas es

"R(1234) = g(1234) - 1
~ [h(12)h(34)+h(13)h(24)+h(14)h(23)]
- [h(123)+h(124)+h(134)+h(234)]

-(n(12)+h(13)+h(14)+h(23)+h(24)+h(34)], (4.8)

que<selhace cero, en un fluido, cuando una o dos particulas
estan alejadas del resto. .Una vez mAs, la condicién de-
dofﬁalizacién (4.2) da, usando las ecuaciones (4.3), (4.4),

‘ (4‘.:7) y (4.8),

£»

p4 [ d(1234) h(1234) = <(AN)% - 3¢ (BN)2>2 - 6« AN

+ 11¢(AN}2> - 6¢N>. - ©(4.9)

* Las ecuaciones (4.7) y (4.9) son ecuaciones anAdlogas a
la ‘ecuacién (4.4). Desde luego, los promedios de potencias
de ias desviaciones estan relacionadas con variables

termodindmicas [48]
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| "; Dado que en el punto critico~ h(?) se vuelve de largo
alcanép y la compre51b111dad isotérmica diverge, K —»> o,
bgntoncgs=de las ecuaciones (4.12) vy (4.13), se puede ver qu&A
rlés‘ihtegrales Iz e I, también divergen. De este modo se
puédegnotar{de estas ecuaciones que las correlaciones de 3 v
4'cuetpos‘témbién se vuelven dé lafgq alcance en el bunto

_ cfitiéo. Por otro lado, si el potencial entre particulas
tiehe Lna coraza dura, las desviacidnes promedioc en el
numero de particulas debe hacerse. cero cuand¢ el sistema
esta émpaquetado, lo cual puede suceder en la fase
c:istéﬁlna'u amorfa. Por lo tanto,; de las ecuaciones®(4.7)
y (479) uno encuentra en cualquiér estado de.empaquetamientﬁ
édevldé valores limites de las integrales son
respectivamente Iz =2e Iy = -6, desde luego la ihtegral

8 1) = -1 en el mismo estado.

:% Las ecuaciones (4.12) .y (4.13) permiten el cal§ulo
exactéqde Is eF;A a partir del conocimiento de 1la ecuacién
dé'esgado_del sistema de interés. Si utilizamos a;gﬁna
abrdximacién para h{(123) o h(1234) —.o equiValentegénte’para
g(123)fy g(1234) - en el lado izquierdo de estas ébuacionesv
como,fpor ejemplo la aproximacién de superposicionkde
Kirkwéod las desviacicnes de I3 e I, de sus valores exactos
darén una medida promedio del error introducido por la
aproximac10n

f}os’términos de segundo orden en la teoria de

perturbaciones de liquidos [7] y en la teoria de

electrolitos [47] présentan integrales que_contienen
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cbrrelac1ones de 2y 4 cuerpcs del tipo de las que aparecen
ken las ecuac1ones (4. 12) y {(4.13) para el sistema de esferas
duras: vy los resultados que se presentan en esta‘secciOn son
atileé en esos casos [37-39,42]. |

| {:Como una ilustracibn se‘pfesentan en la figura 4 los
valb;és de‘L3.e 1, como funciones de la densidad_P' = 963
vparéVGn Sistema de esferas duras con didmetro o. La
inﬁegfal de la compresibilidad I, también se incluye como
reféféncia, &(P*) se obtuvo de la ecuacién de estado de
Carnaﬁan—Starling (49]. En el caso de esferas duras, I3 e
;Aivarian monoténicamerite con F’ entre su'valor cefo en
p' ﬁfd vy sus limites de empaquetamiento para el estado
amorfo, que es P* = 6/n con la férmula de Carnahan;Starling.

Se buéde observar también, en la figura 4 que I, es siempre

negativa y mas o menos el triple que Isz.

‘fSih embargo, no debe olvidarse gque estos ‘teoremas son
validos para cualquier 51stema termodinamico estable vy por

lo. tanto pueden tener aplic301ones muy variadas.

46

®, w--1




§g;g9;ggwggg;;;;g§mgg in&egrélgs‘gue involucran
momentos de la funcién de correlaCibn total.

En esta seccién se presenta una solucién analitica

para integrales de la forma

QQ(Q,O) = J dx x? h(x.n) _ (4.14)
o '

en doride a es un entero positivo y h(x,n) es la funcién-de‘
correlacién de un sistema de esferas duras. En la teoria de
Pércué—Yevick {431, la’funcion de distribucién radial de un
sistemé de esferas duras se conoce exactamente del trabajo
de Wertheim [16,17] y Thiele [15]. La transformada de
Laplace £[£f] de una funcién est& dada por |

f(t) = £(f]. = J dx e‘Eﬁ f(x) , ' (4.15f
e o :

con transformada inversa

S+ice

£(x) = £°1[£] = (1/2ni) J at e*t £(t) .  (4.16)

S-iee
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Siguiendo a Wertheim [16,17] y a Smith [50], la

solucién de la ecuacién de Percus-Yevick para esferas duras

puede escribirse como

12nlL(t) + S(tret)

en donde S(t) y L(t) son los polinomios:

y

L(t) = 12q(13t +1o). (4.

con coeficientes

s0 =

sy = 187p2/(1-p)2, R (4.

g2 = 60/(1-n), (4

0 =1 + 2n, (4
. ,

i3 = 1 + /2, _ (4
con @ = nFc3/6.

S(t3 = (1-m2(t3 + spt2 + 53t + 89) (4.

- 12n(1 + 2R)/(1-m 2, (4.

17)

18) .

19)

20)

21)

.22)

.23)

.24)

La inversién en la ecuacion (4.17) para obtener gpy ()

fue hecha numéricamente por Throop y Bearman [51]. Mas

tarde, Smith [50] y Smith y Henderson [52] encontraron la
. : :
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forma de representar analiticamente gpy(x) en términos de
los ceros complejos de S(t).

| Dada la funcién de correlacién total hi(x) = g(x) - 1,
de la ecuacién (4.16) la transformada de Laplace de xhpy(x)
puede escribifse en términos de

o
Cpm(t) EnEmYnt“ , | (4.25)

en donde

Yn = 12n3(sp/(n+3)! + s1/(n+2)! + sp/(n+1)! +s3/n!] (4.26)

Ccomo:
£lxh(x)] = -Tp(t)/t2rg(t). (4.27)
Los momentos de h(x) estan dados por
. de-1g[xh(x)]
b, () = J dx x% h(x) = e S R =m-=- (4.28)
0 dt £=0

Usando estas ecuaciones las dos ecuaciones anteriores

se encuentra

bi(n) = -y2/v0 (4.29)
ba(n) = (+ vyov3 - Y1Y2) /Y02 (4.30)
ba(n) = 2(-v4Y02 + YoY1Y¥3 - Y12¥2 + Yov22)/vg3 (4.31)

Q&(q) = 6(YO3Y5 - YOZYlYA + YOY12Y3 - Y13Y2'

+ 2vg71v22 - 2v02vaY3) /Yo? | (4.32)
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bedn) = 240vzyi - yo(-v1 vz - 3v19vz®) - vo2(v12vy
: + v23 4+ 4vivavya) - 103 (-Y¥1vs - 2vZv4 - YEE)
- v04%ve)1/x05 L (&4.22)

. Estas integrales pueden escribirse como funciones de n

bi(n) = (- n2 + 2n -10)/[20(1 + 2] (4.34)
botn) = (- 8 + 21 - 412 + n3)/[24(1 + 2n)2] (4.35)
ba(m) = ( 715 - e2n% + 220n3 - 42152 + 2607 - 175)
/0700(1 + 2p)371 - (4.36)
ba(n) = (- 286 + 18995 - s88p* + 102213 - 100872
+ 5250 - 112)/(560(1 + 2n)4] - (4.37)
bs(n) = (- 75698 + 171307 - 10125578 + 297700n°

- 518840n% + 557372q3 - 346930q2 + 1175007
- 10500)/[63000(1 + 2q)5] (4.38)

Para los fines de este trabajo solo necesitamos las
.integfales para los casos particulares a = 3 y y a =5,
perc es obvio que se pueden calcular para valores mayores de
a. CQmo era de eSperapse, el caso particular a = 2 nos
permiﬁe encontrar el teorema de la compresibilidad de

Ornstein-Zernike.
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Integrales Numéricas.

Las ihtegrales de la fornma

1 < J d2d3d4 u(12)u(24)h(13)h(24) (4.39)

novpueden calcularse directamente porqué las cuatro
particulas estan todas conectadas por enlaces de u vy de h
en un rectangulo. Si definimos la transformada de Fourier
de‘g(r) Ccomo :

~

flk) = J ar? et~ HK-Tiep, (4.40)
v usando el tecrema de la convolucién se obtiene

K*20T 0T ™) 12 (4.41)

‘La transformada de Fourier del potencial de pozo

cuadrado es

WK™ = -4mo3n2031 (KN /7K™) (4.42)
en donde ji(z) es una funcidn esférica de Bessel. La

transformada de h{r) puede obtenerse a partir de la relacién

de Ornstein-Zernike [44]
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Rk = Ek™)/11-pe(E)1, (4.43)

a partir de la aprcximacién de Percus-Yevick para c.(x) [43]:

T(k') = (412c3/k*)[alsink® - k'cosk*)/k*Z
+ b{2k*sink® - k"2cosk” + 2cosk™ -2)/k*Z=
+ d(4k*3sink™ - k%4cosk® - 24k"sink*
“+ 12k'2cosk’ - 24cosk” + 24)/kK"°1, (4.44)

en donde a, b v d son funciones conocidas de n.

En el capitulo anterior nos interesé calcular la
integral I,~ expresada en la ecuacién (3.45). Esta integral

ecuaciones (4.41-4.43) se obtiene la siguiente expresién

para I ¢c:
Lo = 115203 (6/m) )4 j dk® [3, R* R (k*)I2 (4.45)
o
o . s * - .
en donde h' (k') = h(k")/4nc". Cambiando la variable de

integracién por z = k'A se tiene

J ak® 15 TR RTI2 = (1) J dz [3,(2)R" (2/A)1%

= B(n,. N/ N . (4.46)




53

La integral reducida P(q,k) se calculd numéricamente
con el algoritmo de integracién de Simpson-Romberg
para distintos valores de \ vy n- De hecho, esta integral
puede calcularse exactamente en dos casos limites:

20

P(Ne=> =) = J dz [ll(gfﬁ'(O;q)lz ='(n/6)fE'(0.q)]2.

0 (4.47)
en donde'ﬁ'(o.q) = (K-l)/24q usando el teorema de la
compresibilidad. También utilizando la relacién de
ornstein-Zernike y la ecuaciébn (4.44)

(- -
”~
P(A,q=0) = | dz 132(z)[h'(2/A;0)12
0
= A2 J dz [31(2)12[31(2/N)12/22 . (4.48)
0
Con el resultado de Katsura [10] para la ultima
integral se obtiene
P(A,q=0) = m/54 - R/70A + n/567)\3 . (4.49)
Tomando en cuenta los valores limites en (4.47) y (4.49),
los valores numéricos de P fueron ajustados a la expresiédn
B =T(n) + o(m/x + /a3, | (4.50)

en donde
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r(m) = (n/6)[(K - 1)/24n12, (4.51)
e(n) = ©@o + O31n + ezqz + 63q3 +,64q4 + 95“5
o+ éeqe + 97q7', , (4.52)
Q(n) = Qo + 21n + Q202 + 230> + 24n% + asy®
+ Qgn®, | , (4.53)
con »
8y = -%/70, ©; = 0.542606, @y = -3.60348S,
€3 = 15.98034, ©, = -47.5036, €5 = 89.215318,
g = -94.365168, 07 = 42.480471,
Qo = %/567, R = -.1201327, Qp = 1.140300,
Q3 = -5.853621, @, = 16.57782, Qg = -24.037283,
Qe = 13.799866,
que junto con las ecuaciones (4.45) y (4.46) permiten
escribir finalmente a I, c como:
Iic = - 20(k-1)2 - £2(Ia2 - £2() (4.54)
en donde
£1(q) = 1152n3(6/n)6(xy) ‘ (4.55)
= 1152n3(6/n)Q(n) . - (4.56)

£2(n)

El mismo procedimiento puede séguirse utilizando el -
algoritmo de Verlet-Weis para corregir las h's de Percus-

Yevick y 8su transformada de Fourier'ﬁ(&) estudiada por

=
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Henderson y Grundke [53]. Se encontré en este caso que el

ajuste de los datos numéricos fué también del mismo tipo que

en el cas¢c de Percus-Yevick, es decir:

an donde

con

r(

n)

Bvw = T' () + @ (/A + UUN/A3

= (n/6) [(K - 1)/247)2,

(4.57)

(4.58)

e'(n) =©8'pg+ ©0'1n + 0'2n2 + ©'3n3 + ©'4n% + ©'5n°

+ e'6q6 + 6.7!]7

+

e'eqe.

(4.59)

{'(n) = Qg + Q'1n + 9'2q2 +_Q'3q3 + Q'4q4 + 9'5q5

©'o
e's
e's
e’z
'0
Q'3
R'g

Q'

+ Q'¢n® + @'917

Qoeqe + gvgqg'

+

-x/70, €'y = -.332349, ©'5 = 14.308437,
-155.827366, ©', = 888.408324,

~2942.099830, 0'g

5668.612617,

~-5884.169282, ©'g

2540.733806

R/567, Q' = 3.676679, Q' = -84.772564,
943.800925, @', = -6212.583832,
25609.794124, Q'g = -66784.710709,

107035.850930, Q'g = -96251.449135

que junto con las ecuaciones (4.47) y (4.49) permiten

expresar I;c(VW) como:

Iac(VW) = -2q(K-1)2A3 - £'3 (A2 - £'2(n)

en donde

(4.60)

(4.61)




£'1(q) = 1152n3(6/7)6" () | (4.62)

£'2(p) = 115203 (6/m)R" (1)) . | (4.63)




57

V. RESULTADOS

J;._me,qg._ﬁmm

El término de fluctuaciones en el desarrollo de élta
temperatura esta expresado eﬁ la ecuécién (3.50) como
funcién de densidad y del alcance A\. La expresién para aj
que se obtiene al despreciar agr en la ecuacién (3.50) es la
aproximacisn de largoe alcance que puede calcularse mediante

una simple substitucién y es valida para alcances grandés.

Un punto importante a nctar es el hecho de que a2 es
de orden cubico en \. Puestc que ap es cuadrética en el
potencial de pozo cuadrado, el gue aparezcan términos de
orden x6._en Iag, I4p © I4c en las ecuaciones (3.33), (3.47)
y (3.48) era de’esperarse. Es interesante encontrar que la
contribucién de todos estos términos &()\®) se cancelan
exactamente. En particular, esto significa que 52/1'2
desaparece en el limite Kac-VDW ()N —> =, € —> 0, con
:A3 = cte.) aun a temperaturas finitas. Este hecho verifica
7;9 conclusién mas general [54-56] de que el término de campo
pfomedio_m |
-4n)3 en =l limite de Kac-VDW.

Un segundo puntco importante a notar es que; excepto:
por §c, todos los términos en la correccién I- se cancelan.

Esto debia suceder, segun fue seflaladc por Smith, Henderson
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y Barker [33] en su .estudio de la aproximacién de
superposicién. Los términos de corto alcance de Ic también
deberian de cancelarse si fueran calculados exactaménte (le
culdl no se hizo, por no ser parte del objetivo de este

trabajo}.

Los coeficientes a3(ﬂ). az(n), vy apg(ny) dependen

unicamente de las propiedades de esferas duras, y por lo

tanto deben ser exactos si se usan las propiedades correctas .

de ED. En este trabajo, todas las propiedades
termodindmicas de ED se calcularon utilizando la expresién
de Carnahan-Starling para la presién de esferas duras [49],
y los términos b3(n,0), bg(n,0), £1(n), f2(n) fueron
calculados tanto en la aproximacién de Percus-Yevick, como
con la correccién de Verlet-Weis a PY, como se detalléd en la

seccién 4.3 del capitulo anterior para £1(q) v £2(p).

En particular, puesto que el comportamiento de baja
densidad de ED se conoce exactamente de los primeros
términos de la serie virial, la ecuacién (3.50) debe dar las
contribuciones de 1/T*2 para los coeficientes viriales del
pozo Cuadrado. Esto Ultimo puede obtenerse de los trabajos'
de Kihara [9], Katsura [10] ¥y Barker y Mcnaghan [11], a
orden q3 en ap, que corresponde al cuarto coeficiente

virial.




La expresién encontrada a partir de estos calculos es
asVIR = (-2n + 3272 - 264n3))\3

+ [1802 + (8172/35)n31)2

+ 2n - (113/2)n2 + 796.8076n3 (5.1)
n n n

que es valida para A 2 3 [10,11]. Por otro lado, del
desarrollo virial para ap en la aproximacién de largo
alcance, se puede obtener después de algunas manipulaciones
una expresién que es idéntica a la anterior, excepto por el

- ultimo coeficiente, de orden q3 e independiente de A, gque

resultd ser 16687/21 = 794.619 . Esta pequefia diferencia de

0.28% puede explicarse con la incertidumbre de 0.3% en
algunos de los coeficientes calculados numéricamente por
Katsura [12] y por Barker y Monaghan [13,57]. .Excepto por
esta pequefia discrepancia, se puede asegurar qﬁe la
aproximacién de largo alcance para ap es exacta en el
limite de baja densidad hasta d(q3) y para A\ 2 3. Esto
ciertamente garantiza un muy buen comportamiento de gz‘a
bajas densidades y también resulta Util para pfobar que los
cAlculos taﬁ lafgos,expuestos en los capitulos III y IV,

estén bien hechos.

Rl comportamiento con densidad de los tres
coeficientes aj (), expresados en las ecuaciones (3.48-
3.50), se presenta en la figura 5; el valor de agr() = 1) =
-(ag + ap + ag) también se muestra. En la regién de baja
densidad, p* ¢ 0.4 todos los coeficientes son de la misma

magnitud, mientras que a densidades intermedias,
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0.4 « P*< 0.8, uUnicamente ap y agr son significatives, y qg

se vuelve importante para p* > 0.8. Esto significa que la
dependencia de ap con p* va a ser muy distinta dependiendo

de la magnitud de ).

El comportamiento tipico de largo alcance de ap
se muestra en la figura 6 para X entre 20 y 50 y en donde
el término predominante es a3 y produce un pronunciado
minimo alrededor de P* = 0.15. El segundo minimo a altas
densidades, caracteristico de ap para )\'s pequefias, se debe
a ag y agRr,Y desaparece para alcances muy grandes. El
comportamiento exacto de largo alcance es comparado en la
misma figura con los resultados de las aproximaciones de
compreéibilidad local (CL) y macroscdépica (CM) [7]. De

hecho, ambas aproximaciones pueden escribirse de manera

60

explicita siguiendc el procedimiento mostrado en el capitulo

3 ¥y resultan sen:

-2nRA3 - R(K-1)/4 + énbz(n,A),

]
N
"

azCl = -2nKA3 - nKRR/4 + 6nR(bz + fbz,p)-

Se puede ver de estas ecuaciones que ambas no
predicen el coeficiente correcto del término dominante A3.
También se puede ver que 5610 predicen el comportamiento a
baja densidad a orden n.

Las predicciones de la aproximaciédn de largo albance‘

no pueden compararse con otros resultados independientes

"
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para XA > 2. En la figura 7 se muestra que as en la
aproximacién de largo alcance se comporta cbrrectamente con
densidad para A = 2 cuando la comparamos con los resultados
de Monte Carlo de Henderson, Scalise y Smith [27] y la
interpeclacién de éstos hecha por Barker y Henderson (7,58].
La diferencia entre la aproximacién de largo alcance y los
resultados de Monte Carlo proviene de dos fuentes: el
despreciar los términos de corto alcance agr y el uso de la
aproximacién de Percus-Yevick en algunos de los términos de
la aproximacién de largo alcance. Con el fin de probar la
segunda posible fuente de discrepancia, se calcularon los
términos b3(n,0), bs(n,0), £3(n) y £2(n) usando el algoritmo
de Verlet-Weis para corregir la funq}én de distribucioén
radial de Percus-Yevick [53,59)]. El efecto de esta
correccién también se muestra en la figura 7i lo cual nos
permite concluir que en \ = 2 y para f* ¢ 0.6 la mayor parte
del error en as en la aproximacién de largo alcance proviehé
del haber despreciado los términos de cofto alcance agr v es
menor.que el 127% . A mas altas densidades, el efécto de la
correcciédn de Verlet-Weisves importante, pero en general,
aleja a ap de los resultados de Monte Carlc (de hecho, la
exactitua de la correccién de Verlet-Weis no ha sido bien
analizada para las distancias tan grandes como las presentes
en las integrales que aparecen en b3(n), bs(n), £1(n) vy
ig(q)).‘.Desafortunadamente, h = 2 es el alcance maximo para

el cual hay resultados de Monte Carlo disponibles.
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Aunque el objetivo de esta tesis fue encontrar as en
la aproximacién de largo alcanceg en ausencia de datos
contra los cuales podamos comparar decidimos comparar con
los datos disponibles para )\ ¢« 2. Esto se hizo para
)X = 1.5 en la figura 8, en donde se mﬁestra la aproximacién
de largo alqance, los resultados. de Monte Carlo [27], la
aproximacién de superposicién (12] vy la aproximacién de
compresibilidad local [7]. Se puede observar, que aun para
este valor tan pequefic de x, los términos de corto alcance
no son significativos para ?* ¢ 0.5 pero tiene una
contribucién importante a densiaades m&s grandes. Sin
embargo, la aproximacién de largo alcance es tan buena como
la de superposicién, aunque su forma general es un poco

mejor, presentando un minimo alrededor de 0.8.

La diferencia entre la aproximacién de largo alcance y
los resultados de Henderson et al. [27], que es igual a ASR»
se muestra en la figufa 9 como funciédn de ). La tendencia
de agr()) es similar a la contribucién de corto alcance del
oscila alrededor de la a; de la aproxipacién de largo
alcance y la amplitud de las oscilaciones decrece con A. De
este an&lisis se puede estimar que el error en la |
aproximacién de largolalcance se reduciréd notablemente para
) NI Un anélisis detallado de los términos de corto
alcance se puede hacer usando él desarrbllo de corto alcance

[40]) que se utilizé para expesar a aj en toda la regiédn de

N
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En conclusién; el término de fluctuaciones de la
energia libre ao en la aproximacién de iargo alcance pudo
expresarse completamente como una funcion explicita de A y
B. La expresién encontrada es exacta para valdres grandés
de )\, puede usarse con un pequefio error estimado para )\ : 3
y es comparable con otras aproximaciones disponibles para A
tan pequefia como 1.5. También la aproximacién de largo
alcance para as da el comportamiento exacto de baja densidad

hasta &(n3) para )\ > 3.

_La ecuacién de estado para el fluido de pozo cuadrado de

largo alcance.

El término de fluctuaciones junto con los términos de
orden cero agp Y €l término de primer orden a1 (n,A)
calculado por Del Rio y Lira [8] en la aproximacién de largo
alcance nos permiten obtener una ecuacién de estado para
pozos cuadrados de largo alcance (A 2 3). Esta ecuaciédn de

estado puede expresarse como:
a(q,\.T") = agp + a1 (), N)/T" + ag(q,))/T"2 (5.2.1)

en donde agp es la energia libre de esferas duras para la

cual puede usarse Carnahan-Starling:

agp = 31nA- 1 + Ing + (4n - 352)/(1-p2 (5.2.2)
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en dondeA es la lcongitud de onda de de Broglie definida comc
A = (2neh2/mT

m siendovla'masa de un atomo y h la constante de Plank.
Para el términc de campo promedic a;(n, M) én la

aproximacién de largo alcance se tiene [8]):
a1(n,x) = -4n\3 - (K - 1)/2 (5.2.3)

y para az(n,\) se encontrd en el capifulo 3.
az (g, A) = az(mpr3 + ag(n)Irz2 + ag(y) (5.2.4)

con los coeficientes

as(n) = -2nK2 ,
az(n) = 72p%bs(n,0) - £i(n) ,
ap(n) = - (7/8)[48nbs(n,0) + nKZKgy + 2K2Kn]

- f2(n)

v en donde todas las funciones de n que intervienen en estos
coeficientes fuercn definidas previamente.en los capitulos
IIT y 1IV.

Una caracteristica muy importante de esta ecuacién de
estado para un fluidoe de pozo cuadrado de largo alqance es

su consistencia con la ecuacién de estado termodinamica.
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Perspectivas de este trabajo.

1) Se pueden estudiar todas las propiedades
termodinamicas, diagramas de fase, puntos criticos, etc. del

fluido de pozo cuadrade de largoe alcance.

2) Se puede aplicar el mismo razonamiento que se usd
con el término de campc promedio a3 [8] para tener uné
expresién para el término de fluctuaciones que sea valida

para cualquier alcance.

3) E1l tener una ecuacién de estado completa para
pozos abre la posibilidad de estudiar fluidos m&s complejos
usando la teoria de perturbaciones que usa al pozo cuadrado

como sistema de referencia [6].
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APENDICE A

En coordenadas bipolares, la ecuacién (3.27) puede
‘separarse en dos integrales

Iap = -144n2(1 + 1)

en donde
o x
I-= J dx h(x)x J dx' u(x')x'I;(x,x",N) (A1)
0 0 |
y
- ' . o
3= J dx h(x)x J dx’ u(x')x"I, (x,x",\), (A2)
0 X
x+x’
con el kernel I1 = dx" u(x")x". Usando la u(x'') de
X-x'

pozo'cuadrado se obtiene

=(1/2) 22 - (x-x')21, A< X+X',
I = (A3)
-2xx", A Rex".
Sustituyendo I;(x,x'.)\) en (Al) y (A2), y tomando en
cuenta las distintas regiones de integracién dependiendo de
los valores relativos de %, X' ¥y )\, se encuentra después de

integrar sobre x’




e

2N _ 22X

I+ J = (2/3))3 [ dx h(x)x2 - (1/2))\2 [ dx h(x)x3
0 . o 0
2)
+ (1/24) J dx h(x)x> . , (A4)
. .

Dado el carActer de corto alcance de hi{x), las

integrales en (A4) son finitas en el limite de ) —> =,

separarse en dos partes, una independiente de )\ mas otra de

cortc alcance en ) del tipo definida en la ecuacién (3.30):

© (]

1+ = (2/3)%3[J dx h(x)x2 - J dx h(x)x=]

0 2M

- (1/2)A2EJ dx h(x)x® - J dx h(x)x3]
) 2X ,

o+ (1/24)(J dx h(x)x> - J dx h(x)x5]; (AS5)
) 20 ’ '

de donde se obtiene la ecuacién (2.28) en el capitule IH.




A e e et

[1] Guggenheim, E.A., 1966, Applicatione of Statistical
Mechanics (Clarendon Press, Oxford) Ch.3.

(2] Rowlinson, J.5., and Swinton, F.L., 1982, Liquids and

Liquid Mixtures (Butterworths, 3rd Ed. London) Ch. 7.

[3) Pitzer, K.S., 1939, J. chem. Phys., 7 583,

[4] Guggenheim, E.A., 1945, J. chem. Phys., 13, 253.

Fis., 32, 1.

(6] De Lonngi, D. A., and Del Rio, F., 1983, Molec. Phys.,

48, 293; 1985, Mclec. Phys., 56, 691.

(7] Barker, J.A., and Henderscn, D., 1967, J. chem. Phys.,

47, 2856, 4714; 1976, Rev. Mod. Phys., 48, 587.

[8] Del Rio, F., and Lira L., 1987, J. chem. Phys., 87,

7179.

[9] Kihara T., 1943, Nippon-Suugaku-Buturigakwai Kivi, 17,

11,

{101 Katsura, H., 1959, Phys.. Rev., 115, 1417.

{11] Barker, J.A., and Monaghan, J.J., 1962, J. chem. Phys.,

36, 2558.

[12] Katsura, S., 1966, J. chem. Phys., 45, Z2480.

[12] Barker, J. A., and Mcnaghan, J.J., 1966, J. chem

Phys., 45, 3482.

[14] Barker, J.A., and Henderson D., 1967, Canadian_ Journal

of Physics, 45, 2959.

[15] Thiele, E., 1963, J, chem. Phys., 39, 474.

68




69

(16] Wertheim, M.S., 1963, Phys. Rev. Lett., 10, 321,

[17) Wertheim, M.S., 1964, J. Math. Phys., 5, 643.

{18} Henderson, D., Madden, W.G., and Fitts, D.D., 1976, ],

chem. Phys., 65, 2901.

'{19] Smith, W.R., and Henderson, D., 1978, J. chem. Phys.,
69, 319. | |

{20] Levesque, D., 1966, Physica, 32, 1985.

(21] Lucks, K.D., and Kosak, J.J., 1978, Adv. chem. Phys.,

37, 139.
(22] Smith, W.R., Henderson, D., and Tago, Y., 1979, J.
chem. Phys., 67, 5308.

[23] Metropolis, M., Rosenbluth, A.W., Rosenbluth, M.N.,

Teller, A.N., and Teller, E., 1953, J. chem. Phys., 21,

1087.

[(24] Alder, B.J., and Wainwrith, T.E., 1959, J. chem. Phys.,
31, 459.

(25] Henderson, D., Madden, W.G., and Fittds, D.D., 1976, J.
chem. Phys., 64, 5026.

[26] Scarfe, K.D.,.Mc Laughlin,,I.L., and Collings, A.F.,
1976, J. chem. Phys., 65, 2091. '

(27] Henderson, D., Scalise,'O.H., and Smith, W.R., 1980, J.

chem. Phys., 72, 2431.

{28] Rotenberg, A., 1965, J. chem. Phys., 43, 1198.

[29] Alder, B.J., Young, D.A., and Mark, M.A., 1972, J.

University.




70
e )

{31] Rosenfeld, Y., and Thieberger R., 1975, ]. chem. Phys.,

63, 1875.

[32] Weeks, J.D., Chandler, D., and Andersen, H.C., 1971, ]

chem. Phys., 54, 52237,
[33] Smith, W.R., Henderson, D., and Barker, J.A., 1970, J.

chem. Phys., 53, 508.

[34] Kirkwood, J.G., 1933, J. chem. Phys., 3, 300.

[35] Ponce, L., and Renon, H., 1976, J. chem. Phys., 64,

638.

[36] Del Rio, F., and Benavides, A.L., por publicarse.

{37] Steil, G., Rasaiah, J.C., ahd Narang, H;, 1974, Molech'
Phys., 27, 1393.

{38] Stell, G., Rasaiah, J.C., and Narang, H., 1972, Molec.
Eﬂxg.; 23, 393.

(39] Larsen, B., Rasaiah, J.C., and Stell, G., 1977, Meolec.
Phys., 33, 987. | |

{40] Del Rio, F., and Lira, L., 1987, Molec. Phys., 61, 275.

[41] Henderson, D.,'and Barker, J.A., 1971, in Physical
Chemistry, D. Henderson, ed. (Academic Press, N.Y.) Vol
_ VIIA, Ch. 6.
{42] Del Rio, F., and Benavides, A.L., " On some prdperties

of the hard-sphere radial distribution function', 1989,

‘por publicarse.

{(43] Percus, J.K., and Yevick, G.J., 1958, Phys. Rev., 110,
1.

[44] Ornstein, L.S., and Zernike, F., 1914, Proc. Acad.

Sci., 17, 793.




(45] Reed, T. M., and Gubbins K. E., 1973, Applied
Statistical Mechanics.(Mc Graw-Hill Kogakusha), p 191.
[46] Hansen, J.P., and Mc Donald, I.R., 1976, Theorv of

Simple Liquids. (Academic Press, London).

[47] Stell, G., and Lebowitz, J.L., 1968, J. chem. Phys.

49, 3706.

Press, New York), p 181.
[49] Carnahan, N.F., and Starling, K.E., 1969, J. chem.

Phys., sS1, 635.

[50] Smith, W. R., Ph. D. Thesis, 1969, University of
Waterloo.
{51] Throop, G. J. and Bearman, R.J.; J. chem. Phys., 1965,

42, 2408 ; 1966, Physica, 32, 1298.
[52] Smith, W. R. and Henderson, D., 1972, Mol. Phys. 24,

773.

[53] Henderson, D., and Grundke, E.W., 1975, J. chem. Phys.,
' 63, 601.

{54] Kac, M., Uhlenbeck, G.E., and Hemmer, P.C., 1963, J.

Math. Phvs., 4, 216; 1963, J. Math. Phys., 4, 229; 1964,
J. Math. Phys., 5, 60.

[55] Lebowitz, J.L., and Penrose, 0., 1966, J. Math. Phys.,

7, 93; 1971, J. Stat. Phys., 3, 211.

[56] Van Kampen, N.G., 1964, Phys. Rev., 135A, 362; 1970,
Physica, 48, 313.
[57] Barker,J.A., private communication.

{58] Henderson, D., private communication.




72

[59] Verlet, L. and Weis, J.J., 1972, Phys. Rev., 45, 939,
{60] van der Waals, J.D., 1873, Doctoral Dissertation,

Leiden.
[61] Roder, H.M., Weber L.A., and Goodwin, R.D., 1963, Nat
(62] Henderson, D., 1970, _Adv Chem Ser 182, American
Chemical Soc..

[63] Reiss, H., Frisch, H.L., and Lebowitz, J.L., 1959 _J.

chem. Phys., 31, 369.

(64] Boublik, T., and Nezbeda, I., 1986, Collection

Czechoslovak Chem. Commun., 51, 2301.

[65] Gibbson, R.M., 1969, Mclec. Phys., 17, 81; Nezbeda, I.,

1976, Chem. Phys. Lett., 41, 5S; Nezbeda, I., 1977, Mglec.

Phys., 33, 1287; Boublik, T., 1975, J. chem. Phys., G3,

4084 ; Boublik, T., and Nezbeda, I., 1977, Chem. Phys. lett.,
46, 315.
[{66] Nezbeda, I., Smith, W.R., and Boublik, T., (en prensa),

Molec. Phys.; Nezbeda, 1., 1976, Czech. J. Phys. B, 26, 355;

Rigby, M., 1970, J. chem. Phys., 53, 1021; Monson, P.A., and
Rigby, M., 1978, Molec. Phys., 35, 1337.
(67] Barboy, B., and Gelbart, W.M., 1979, J. chem. Phys.,

71, 3053.
[68] Nezbeda, I., Pavlicek, J., and Labik, S., (por

publicarse) .

{691 Boublik, T., 1975, J. chem. Phys., 63, 4084.; Mansoori,

G. A., Carnahan, N. F., Starling, K. E., Leland, T. W.,

1971, J. chem. Phys., 54, 1523.




[70] Lebowitz, J.L., 1964, Phys. Rev., 133, A89%; Andrews,

F.C., Ellerby, H.M., 1981, J. chem. Phys., 75, 2542.

4

73




0.0 | i | | |
0.2 |- <
\ /
\ o o o
n AP LS
-0.4 |- ==~ ~—._ -
\hﬁ
-0.6 L | | 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
_densidod reducida p*

¥

Figura i1. El término de fluctuaciocnes ag de pozo cuadrado
para A = 1.5. Los circulos representan los resultados de
Monte Carlo de Hendeérson et al [27] y la lineg --=—-— * su
interpolacién [7,58]. La linea ~—= == muestra los resultados
de la aproximacién de superposicién [33]. La linea punteada
representa la aproximaciém de compresibilidad local ([7].
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Figura 3. La temperatura reducida T* como funcién de la
densidad para el sistema de esferas duras % pozo +
multipclos para €l caso A = 1 S . La curva etiquetada con el
numero 1 se refiere al caso;L- 1 Q% = 1 ; la etiquetada con
el 2 se refiere 2l C¢50ﬁ.= 0 Q¥ = 1; la etiquetada con el

3 se refiere al caso;&- 1, @° = 0 y la etiquetada con el 4
se refiere al casq,; Q@ =90
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Figura 4. Integrales de compresibilidad de orden SUperior
para ?l sistema de esferas duras. La linea continua es N
-I»(p ); la linea---- representa la integral triple I3(p )

v la linea —.—+=—-~ representa -;4(9*)/3.
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Figura 5. Coeficientes del términc de fluctuaciocnes a» de

pozo cuadrado en la aproximaciédn de largo alcance. La linea
continua representa a3, la linea-—-—"-es as vy la linea

—e~e=+— es ag. El término de corto alcance agg para A = 1
se muestra con la limea punteada '
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Figura 6. La aproximacién de corto allance para ap de pozc

cuadrade.
correspondiente valor de A

Las lineas estan etiquetadas con su
La linaa—ﬂ-'-representa las

aproximaciones de compresibilidad macroscéopica vy

cemprasibilidad local para A.= 40.
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Figura 7. El término de fluctuaciones gé para A =42. Los

circulos represeritan lcs resultados de Monte Carlo de
Henderscn et al. [27] y la linea—-—-—-su interpolacién
[7,58]. La linea continua es la aproximacién de largo
alcance y la linea ===— incluye 1la correcién de Verlet y
Weis explicada en el capitulo 4.
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Figura 8. El término de fluctuaciones a, de pozo cuadrado
para A = 1.5. Loe circulos representan los resultados de
Monte Carlc de Henderscn et al (27] y la linea=—-—°*— su
interpclacién [7,58). La linea continua es la aproximacién
de largo alcance y la linea=~——- muestra los resultados de
la aproximacién de superposicién [33]. La linea punteada
representa la aproximaciém de compresibilidad local ({7].
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Figura 9. Comportamientoc de la contribucién de corto alcance
agr como funcién del alcance A. Los circulos representan
los resultados de Monte Carlo de Henderson et al. [271 y las
lineas etiquetadas con su respectivo valor de P , son

. interpolaciocnes aproximadas para guiar al ojo.
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