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El entendimiento de las  propiedades terntodinarnicas de. 

los fluidos  densos clclsicos ha avanzado  considerablemente 

durante  las  Gltimas  dos d&cadas.  El desarrollo de  tecnicas 

poderosas  te6ricas y de simulaqi6n pcrrmite el c&lculo 

correcto  de  muchas  propiedades del estado  fluido  para una 

gran  variedad de  sistemas.  Sin embargo, en muy pocos  casos 

estos  calculos  han  llevado a ecuaciongs  explicitas  entre  las 

c 

I 

propiedades  termodinhmicas  de  inter68 y los parbetros del 

potencial  del  modelo. La construcci6n de ecuaciones 

explicitas de estado  para  modelos de  sistemas especificos es 

de gran  importancia por razones tanto  te6rlca~ como-, 

practicas.  Esta  tesis es parte de un esfuerzo sistematico 

en esta  dirtccibn,  que  ha  sido  enfocado  en la ecuaci6n  de 

estado d e l  f l u i d o  de pozo cuadrado. 

b 

Los potenciales  intermoleculares  usados  comunmente 

para  modelar a los  fluidos  cl&sicos  involucran  dos 

parhetros, u y 6 ,  con  dimensiones  de  distancia y energía 

respectivamente,  adembs  de  otros  parAmetros  adiman  ionales 

necasar'ios  para definir  una  forma  particular  de1 p tencial. 

Como ejemplo  de  estos 13ltimos se pcuentran los gxponentes 
I- 

i 

en el potencial de Lennard-Jones y el  ancho  del  pozo  en  el 

caso del  pozo  cuadrado.  .Las  propiedades termodi,n&micas de 
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estos  sistemas  siguen el comportamiento de estados 

correspondientes  cuqn6o  cambian o y e, y e1  resto de 

parametros se mantiene  constante [l]. A esos cambios se les 

puede  llamar  conformes  porque  dejan  invariante  la  forma  del 

potencial 121. El  principio de  estados  correspondientes se 

ha  entendido  bien  desde hace muchos  anos:  cualquier  cambio 

conforme  lleva  a  un  reescalamiento  trivial de las 

propiedades  termodinhicas  involucrando  factores  de E y u3 

[ 3 , 4 ] .  Por lo  tanto, se necesita  una  sola  ecuaci6n de  estado 

para  aquellos  sistemas  cuyos  potenciales  sean  conformes 

entre ellorr. 

S i n  embargo,  el  efecto  en las propiedades  termodinAmica8 

de  cambios  no  conformes, es decir,  variacionea  en el resto 

da los  parbmetro8.quq  caracterizan a l o s  potenciales  de 

intaracci611, rat& h)08 de  ser  trivial y bien  entendido [ S ] .  

En sanaral, a1 potancial  int*rmolecular  difiere en  forma 

entre  un  fluido  real y otro  (exceptomentre  familias  de 

especies  en  donde  el  principio  de  e8tados  correrpondiente8 

d 

e8 una  excelente  aprpxiraci6n), y esta dif.arenCia. 8e 

refleja,  por ejemplo, en la variaci6n del factor de 

compresibilidad  en e5 punto  critico.  En  consecuencia, 

resulta de particular  inter48  investigar  la  depmndencia de '. 

la  ecuaci6n  de estado en  los  pakmetros  que  definan  la  form 

del  potencial. 

El desarrollo Qe ecuaciones  te6rScas  da  estado  para 

fluidos  densos ha siqo muy limitado. De hecho,  por mbs de un 

s i g l o  la epaci6n de estado  de van der  WaalB ha 
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proporcionado  una  representaci6n  cualitativa  notable  para 

las  propiedades  de  gases y líquidos 1601. La  tarea  de 

generalizar  esta  ecuaci6n  a  potenciales  intermoleculares 

reales  no ha sido  sencilla. Por otro  lado,  la  necesidad  de 

ecuaciones  de  estado  en  diversos  campos  de la  ingenieria ha 

motivado la introducci6n y el  uso de ecuaciones de  estado 

empíricas de una  amplia  variedad de tipos 1611, algunas  de 

ellas  inspiradas  en la ecuaci6n  de  van  der  Waals y llamadas 

por  esta  raz6n  semiempiricas t623. Entre  las  ecuaciones 

te6ricas  de  estad,  para  fluidos  simples de interacci6n 

puramente  repulsiva se pueden  mencionar:  para  el  fluido  de 
i 

esferas  duras  las  ecuaciones:  de  Percus-Yevick 143.1, de 

partícula  escalada 1631, de  Carnahan-Starling 1491 y una 

serie  de  ecuaciones  que en general  provienen de analizar lor 
i 

resultados de simulaciones y combinarlos  con  lz~informaci6n 

diaponible  de la serie  virial [64] ;  para  esfeso-cilindros be 

'tiene  la8  acuaciones:  de la teoría  de  particula  emcalada 

1651, la 8erie  virial  'limitada  a los primeros  coeficiente18 y 

para  alaunas  elongaciones 1663, la serie  de  Barboy y Gelbart 

1673, y la ecuacih  de Nezbesda et  al. [Sa]; para  mancuarnam 

se tiene  la ~ u a c i 6 n  que  proviene  de la  teoría  de  partícula 

escalada 1653 y cierta  informaci6n  sobra sus primeros 
\ 

coeficientes  viriales.  Tambidn  para  mezclas  de  esferas  duras 

se tienen  las  ecuaciones:  de  la  teoría  de  particula 

escalada [691 y de Percus-Yevick 1701. Para fluidos con 

interaccibn  repulsiva y atractiva se pueden  mencionar  las 

ecuaciones de eatado  para  esferas  duras  adhesiva8,  asferas 
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duras  con  Yukawas  atractivos;  esferas  duras  mas  multipolos 

(37-393 y esferas  duras m8s pozo  curdrado  (cuya  informaci6n 

disponible ser6 tratada  con m8s detalle e¡-) esta tesis). 

Cabe mencionar  que la bondad y las  regiones de v8lidez de 

todas  estas  ecuaciones de estado es motivo de discuai6n  pues‘ 

en general  provienen de teorías  aproximadas,  aQn  en  el  caso 

del sistema m86 sencillo:  las  esferas  duras [64]. 

El fluido,de  pozo  cuadrado es un  ejemplo  importante 

que  mueetra  un  rico  comportamiento  cuando  su  alcance, o 

ancho, es cambiado.  Este  fluido  incluye  como CMOS límite 

al  fluido de esferas  duras, al fluido  de  van  der  Waals y al 

llamado  fluido de  esferas  adhesivas. 

Otra raz6n para  emtudiar  la  ecuaci6n  dt riozo cuadrado 

como  funcibn  de BU alcance  es la  existencia  de  una  teoria de 

perturbaciones  para  fluidos  simples  que  usa  un  sistema de 

pozo  cuadrado  como  referencia 161. Esta  teoria e~ altamente 

convergente y permite  construir l a  ecuaci6n  de  estado  para 

el  fluido de interds  si  se  tiene  una  eygresi6n  analitica  de 

la  enrrgia  libre  del  pozo  en t&rminorr de  densidad, 

temperatura y alcance [ S I .  Por lo tanto,  una  ecuaci6n de 

pozo  cuadrado  con  alcance  variable  sirve  como bame para  una 

amplia  variedad da  sistemas. 

AOn  cuando  puedan  usarse mtbtodos numbricom para 

obtener  muchas  de  las  propiedades  turmodinamicas de inter48 

‘ y  rreiSalar los efectos  de  cambios  no  conformes, se nece~itan 

mdtodols analiticoi  para  considerar camoa limites y para 



deducir expresiones explicitas que involucren a pos i 



estado  para  pozos. Estos problemas f.ueron puestos en un 

capítulo  aparte  por la importancia  que  tienen  desde  el  punto 

de vista  tebrlco,  ya  que  su  aplicacl6n  puede  ser  muy  variada 

en 91 egtudlo  de los fluidos. En la  primera  secci6n de este 

capitulo se presenta la extensl4n  del  teorema  de 

compresibilidad  a 3 y 4 cuerpos.  En la segunda  secci6n  de 

este,capítulo  se  presenta  una  soluci6n  analítica de 

integrales  que  involucran  momentos  de  la  funci6n  de I 
correXaci6n  total.  En  la  tercera  secci6n se presenta  un 

m4todo  para  reso3ver  integrales de. cuatro  cuerpos  que  tienen, 

! 
! 

en  su  integrando  funciones  que  tienen  relacionadas  a  las 4 

partfculas  con  enlaces  en  forma de  un  recthngulo. 

Finalmente,  los  resultados y perspectivas de I 
tesis  son  presentados en el capítulo V. 

.... - 
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Un  fluido  de pozo cuadrado es aqu61  cuyas rnol6ctllas 

interactoan  con  un  potencial  de  la  forma 

I. r < o  

en  donde o es el diarnetro de  las rnol&culas de  coraza  dura, E 

es la profundidad  del  pozo y ), es el  alcapce  del  potencial. 

El interds  en  este  modelo se debe  principalmente a dos 

razones:  primero, es físicamente mas rico  que e1 modelo de 

esferas  duras, ya que  presenta  una  transici6n  gas-liquid0 en 

un  intervalo  de  temperatura  reducida (T* = kT/€ 1 y densidad 

(p* = 403) comparable  con  la  de los gases  raros, y segundo, 

a diferencia  de  modelos mbs realistas  no  presenta 

complicaciones  debidas a la suavidad  de la  parte repulsya 

del potencial, por lo que  resulta  ser mas simple a tratar 

desde el punto de vista  matematico. 

En este capitulo se pretende  mostrar lo que a  la  fecha 

se ha estudiado  sobre  el  sistema  de  pozo  cuadrado y ayudar a 

entender  la  importancia  del  trabajo de  esta  tesiq  doctoral 

cuyo  objetivo es encontrar  una  ecuaci6n  de  estado  para  este 

sistema. 
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A continuaci6n se presentan los principales  trabajos 

sobre este tema,  clasificados  de  acuerdo a la metodologia 

utilizada, y se discuten  brevemente  sus  ventajas y 

limitaciones. 

" La m u a c i 6 n  del-v'rial vara POZO cuadrado 

Desde que se desarro116 la Lien  conocida  teoría  de la 

serie  virial  para  gases  imperfectos,  se  le  prest6  una 

atenci6n  considerable al calculo de los  coeficientes 

viriales  que  aparecen  en la ecuaci6n  de  estado: 

en  donde &(T.) es el k-&simo coeficiente  virial y depende  de 

la  temperatura.  Cada  coeficiente  esta  representado como una 

integral  en 3k dimensiones  de  una  funci6n  del  p6tencial 

intermolecular.  El  grado  de  dificultad de cada  integral 

aumenta  conforme  aumenta  la k referida  al  coefic'ienta 
virial.  Dada  la  dificultad de  los  c&lculos  para  potenciales 

realípticos, se consider6  importante  investigas  los 

coeficientes  viriales  de  potenciales  que  fueran 

maternaticamente mas tratables como es el  caso  del pozo 

cuadrado. En 1953, Kihara 191 calcul6  hasta  el  tercer 

coeficiente  virial.  Seis anos mas tarde,  Katsura I101 

utilizando  transformadas  de  Fourier y el teorema de adici6n 

de funciones  Bessel,  calcul6  el  cuarto  coeficiente  virial, 

obteniendolo de manera  explícita  para  el  caso  particular  de 
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alcance ), = 2. Mas adelante,  Barker y Monaghan [113 

retomaron el cblculo  del  tercer y cuarto  coeficiente  virial 

utilizando  un m@todo basado en el hecho de que la  funci6n de 

pozo cuadrado  puede  expresarse  como una suma de funciones 

escalh. El tercer  coeficiente  coincidi6  con el calculado 

por Katsura,  sin  embargo,  se  encontraron  discrepancias,  con 

el  cuarto  meficiente calculadcj previamente por Katsura[lOl. 

Estas  discrepancias  fueron  aclaradas  mds  tarde C12-131 y se 

tiene ya una  expresihn  para el cuarto  coeficiente  virial  que 

a diferencia  del  segundo y tercer  Coeficiente  virial, no es 

analítica  en el alcance. - 
Los m$todos de Katsura y Barker y Monahan,  segon 

concluyen  ellas  en  sus  respectivos  trabajos,  pueden 

aplicarse  en  el  calculo  de  coeficientes  de m86 alto  orden, 

sin embargo e$to no se ha hecho mas que para  algunos 

alcances  particulares,  como  es  el  caso  del  quinto 

Coeficiente virial, para A = 1.5 y = 2 hecho por Barker y 
- 

Henderson [ 1 4 ] .  Se tiene  entonces una  ecuacibn de estado I 

Completamente  analitica  hasta  el  tercer  coefic.iente  virial 'y 

en fofma de  integrales  num4ricas  hasta  el  quinto. - 

Un  metodo  no  tan  directo  para  determinar  .las 

propiedades de un  fluido  simple claerico e8 el que  involucra 
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al calculo  de  la  funci6n  de  distribuci6n  radial por medio de 

una ecuaci6n'  integral  aproximada. El conocimiento  completo 

de la funcibn  de  distribucih  radial  (para  varias 

temperaturas y densidades)  permite el calculo de  todas  las 

propiedades  termodinhicas. La desventaja  principal  de este 

mktodo p d i c a  en el  hecho,  de que, salvo  en  el  caso  de  la. 

teoria  de  Percus-Yevick  para  esferas  duras  [15-173,  no 

ofrece una  ecuaci6n de  estado  analitica  para  otros 
I 

potenciales. 

Las  ecuaciones  integrales  aproximadas  ,que se han. qsado 

para  determinar  la  funci4n de  distribucih  radial  del pozo 

cuadrado  son: la de cadena  hipertejida (HNC) [18,19], la de 

Percus-Yevick  (PY) C203, Born-Green-Yvon( YBG) [211 y La 

aproximaci6n  esferica  promedio (MSA) 1223. 

" todos de .umulaci6n, 

La  manera  mas  directa de calcular las propiedades 

termodin&micas de l o s  fluidos  simples  cl&sicos  son  las 

simulaciones  por  computadora. Dos metodos distintoer estan 

disponibles y han sido  ampliamente  estudiados:  el  mdtodo  de 

Monte  Carlo  de  Metrolpolis  et  al. 1233 y el  metodo de 

dinarnica molecular,  en el que  Alder y Wainwright 1241 fueron 

pioneros.  Este  tipo  de  cllculos  ofrece  resultados que 

pueden  considerarse  exactos para un  potencial  intermolecular 

dado,  eliminando, a s i ,  la  ambigüedad  que  invariablemente 

.~ . ...." .. .. . .... 



'..surge en la interpretacidn de datos experimentales en los 

líquidos  reales. En el  m6todo  de  dindmica  molecular, se usa 

la computadora para resolver  las  ecuaciones de  movimiento  de 

Newton de un  sistema  de  partículas  que  interactdan y el 

movimiento y velocidad de las  partículas ST obtiene  conforme 

el  sistema  evoluciona en el tiempo.. Se calculan  los 

promedios  apropiados y se relacionan  con  variables 

termodinamicas.  El  metodo  de  Monte  Carlo  involucra la 

generaci6n  de  una  serie de configuaciones  de  particulas  de 

un  modelo,  de  tal  forma  que  las  configuraciones  estan 

distribuidas 'en el  espacio  fase  de  acuerdo a algQn  algoritmo 

de densidad de probabilidad. El valor  promedio de cualquier 

propiedad  configuracional,  determinado a partir de  un  npmero 

suficiente  grande  de  configuraciones ( x  lo6), da  una' 

estimaci6n  del  valor  de  esa  cantidad  promediada  sobre  el 

ensemble.  Normalmente,  en  los  calculos  de  simulaciones se 

representan  alrededor  de 1000 particulas y se usan 

condiciones  peri6dicas  de  frontera  para  disminuir  los 

efectos  del  nGmero  pequeAo  de  partículas.  Puesto  que los 

metodos  son  tan  directos, estos resultados se usan 

frecuentemente  para  probar  otras  teorías  menos  directas  como 

las  ecuaciones  integrales y los  mitodos de per.turbaciones. 

El uso de  estos mdtodos, sin embargo,  requiere  computadoras 

con  una  memoria  grande y tiempos  de  maquina muy largos. 

Se han  hecho  calculos de Monte  Carlo CZS-281 y de 

dinarnica molecular 1291 para  alcance  del  pozo  cuadrado A = 

1.5 para  un  amplio  intervalo  de  temperaturas y densidades. 
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Existen muy pocos resultados  para  otros  valores de A ,  se han 

hecho  simulaciones  para  un  estado con X = 1.85 (301 y para 

algunos  estados  a  tempe,raturas  altas  con A -1.3675 y 1.2042 

[311. Henderson et al 1273 hicieron  calculos de P4onte:Carlo 

para  algunos  valores de X entre 1.125 y 2. 

La teoría  de  perturbaciones ha permitido  dar  un  gran 

paso  en la comprensi6n y calculo  de  propiedades 

termodinamicas  de  líquidos c.lasicos. En  ella se utiliza  la 

informaci6n de'un fluido  modelo  bien  conocido  que se espera 

contenga el comportamiento que se considera  escencial  en  el 

sistema  a  estudiar.  Las  dos  teorías mas exitosas que usan 

al  sistema  de  esferas  duras  con  un  diametro  determinado  como 

sistema de referencia,  han  sido  la  de  Barker y Henderson C71 

y la de Weeks, Chandler y Andersen [323. Aunque  la  teoria 

de  perturbaciones  referida e esferas  duras ha tenido  &xito 

en  la  prediccih  de  las  propiedades  de  los  liquidos  simples 

a  altas  densidades,  en la regi6n  dg  densidad  baja .e 

intermedia, en que  el  efecto de la temperatura es, 

importante,  dicha  teoría  no  predice  correctamente las 

propiedades  del  fluido  real. De Lonngi y Del Río 161 como se 

vera mas adelante  estudiaron  una  teoría  que  incorpora en el 

sistema de referencia  las  fuerzas  atractivas,  de  manera  que 

&atas  puedan  tratarse  al rnipmo nivel  que las repulsivaa y 

mediante  el  mismo  procedimientg. 
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En el desarrollo de alta  temperatura, por Fjemplo,  se 

tsene  unqexpresi6n  para la energía  libre de Helmholtz 4 de 

La forma : 

m 

i 

eistema  de  referencia. El coeficiente a2 esta  formado  de 

varias  integrales  complicadas  cuyos  integrandos  contienen 

productos  del  potencial  perturbativo y de  funciones  de 

correlaci6n  del  sistema  de  referencia  de  hasta 4 particulas. 

que  el  calculo de an  requiere  las  funciones  de  distribuci6n 

de hasta  2n  particulas. El hecho  de  que  no  se  tenga  una 

expresi6n  analitica  sencilla  para la funci6n  de  distribucidn 

radial  de  ningun  sistemas  hace  que  aQn  el  t6rmino  a  primer 

orden  sea  complicado y deba  calcularse  num6ricamente o 

aproximarse. El desconocimiento  de  las  funciones de 

distribuci6n de mas de dos  particulas  hace imposible, el 

cAlculo  exacto  de  las  an  para  n 1 2. Por estas  razones se 

tienen  que  bdscar  aproximaciones  para  estos  coeficientes. A 

continuaci6n se presentan  algunas  de  estas  aprox 

para  el  fluido  de  pozo  cuadrado. 

. . ." 
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Los ntdtodos de  simulaci6n tambih permiten  obtener 

desarrollos  de  perturbaciones  para  un  potencial  dado,  de 

hecho,  Alder  et al. 1291, con  sus  resultados  de.din8mica 

molecular  para A = 1.5, calcularon  hasta  el'tbrmino  de 

cuarto  orden  en  el  desarrollo  de  alta  temperatura  para la 

energía  libre de Helmholtz.  Tambien  calcularon  la 

distribucih  alrededor  del  valor  promedio  del  nomero  de 

pares  separados  por  distancias  de a < r < A.50, la cual 

result6  ser  casi  eussiana a densidades  altas.  Si  la 

distribucih  fuera  exactamente  gaussiana,  todas  las  an para 

n 2 2 se harian cero. Los resultados  .de  dinimica  molecular 

tambien  indican  que la raz6n az/gl es sblo  del 32 cdrca  de 

la  densidad  del  &lido, de  modo  que  el  quedarse a  primer 

orden en perturbaciones  resulta ser una  aproximaci4n 

excelente  para la energia  libre y para la ecuaci6n de 

estado,  ya  que, a2 varia  muy  poco  con  la  densidad.  Cuando 

se baja la densidad,  sin  embargo, lall disminuye y I % ]  
sumenta, y  a  la  mitad de la  densidad de solidificaci6n  la 

raz6n g2/a1 es ya  del 10% En  la  regi6n  del  punto  critico  la 

convergencia es aQn m8s lenta,  como  era  de  esperse,  debido a ' '  

las  grandee  fluctuaciones  que  son  caracteristicas  del  punto 

critico. 

Para  algunos  valores  del  alcance  entre 1.125 y 2, 

Barker y Henderson [71, con  sus  simulaciones de M6nte  Carlo, 

obtuvieron  una  expresi6n  para la energía  libre  a  primero y 



expresiones  para $1 y contienen  parametros  cuyos  valores 

dependen  del  alcance de qUe se trate. 

Barker y Henderson 173 usando la funci6n  de 

distribucih de Percus-Yevick  para  el  sistema  de  referencia 

de  esferas  duras  en  un  desarrollo  en  perturbaciones  de  alta 

temperatura  calcularon  el  termino  a  primer  orden  de  la 

energia  libre al y obtuvieron  una  estimaci6n  para  el  t4rmino 

de  segunda  orden  basada  en  teoria  macrosc6pica  de 

fluctuaciones.  La  expresibn  para la energía  libre  a  segundo 

orden  queda  simplemente como una  sola  integral 

%2 = -(pS2/4) J -  dr (2.4) 

en  donde ~1 es  el potencial. perturbativoy el subíndice 0 esta 

referido al potencial  de  referencia. 

Una aproximacih mejor  que la anterior  fue  obtenida 

por . l o s  mismos  investigadores  al  argumentar  que se puede 

usar  una  compresibilidad  ,local  en la ecuaci6n (2.41, 

relacionada  con la derivada  de  densidad  -con  respecto  a la 

presi6n a una  distancia g de una  determinada  molkcula; es 

decir,  remplazar (¿Q/¿E)o~o(~) en la ecuaci6n (2.4) por 

, 
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. d m  donde  nuevamente es 91 potencial.  perturbahoy  el 

.erubirrdice O se refiere  al  sistema  de  referencia.  Ambas 

teorias  fueron  aplicadas  al  fluido  de p ~ z o  cuadrado  usando . ' 

al  sistema  de  esferas  duras  como  referencia y al  pozo  como 

pqrturbaci6Fi para  el  caso  particular  de A = 1.5 . Al 

comparar  con  las  datos  de  Monte  Carlo  encuentran que la 32 

resulta  ser  buena  a  densidades  bajas e intgrmedias p r o  muy 

mala  a  densidades  altas. 

Smith,  Henderson y Barker 1331 calcularon  el  termino 

de  segundo  orden  en  la  energia  libre  de  Helmholtz a2 segQn 

la teoría  de  perturbaciones  de  Barker y Henderson  para  un 

sistema  de  pozo  cuadrado. 32 esta  expresada  en  tbrminos  de 

integrales  de  Ias  funciones  de  distribuci6n  del  sistema 
i 

pqrturbado (esferas  duras). Usando  la  aproximaci6n de 

superposici6n [341 para  las  funciones  de  diptribucih  de 

tres y  cuatro  cuerpos,  obtienen  integrales  que  resuelven 

compararlos  con los resultados  de  Monte  Carlo  son 

relativamente  .buenos.  Las  deeventajas  principales  de  esta. 

teoría  son  por  un  lado,  el  que  ofreca  una  expresi6n muy 

compleja  para g2,  en t8rmirios de integrales  que  deben  ser 

evaiuadas  numericamente,  y  por  otro,  que la bondad de la 

aproximacih  de superp.osici6n sea a la fecha  motivo de 

discusi6n  de  muchos  investigadores, 
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Ponce y Renon [351 obtuvieron  una  aproximaci6n 

analitica  para a.1 valida  en  el  límite  de alcance! > >  1 y 

. que  resulta  ser  relativamente  buena  para A 2 1.5 si la 

densidad es p* O . 4 .  Para 3.2, ellos  usaron  la  aproximaci6n 

de compresibilidad  local y obtuvgeron  una  expresi6n  sencilla 

y analítica en densidad y,alcance,  que reeru;lta ger 

relativamente  buena a bajas  densidades. 

En 1987 Del Río y Lira E403 calcularon  la  energía 

libre de  un  sistema  de  partículas  interactuando  con  un 

potencial de pozo  cuadrado  como  funci6n  del  ancho  del pozo, 

haciendo  un  desarroilo  alrededor de  un sistema. de  referencia 

de alcance  definido X0 y la diferencia de alcance A - A0 es 
tratado  como  un  parametro  pequeño. E1 caso  de cort.0 alcance 

se obtiene  cuando se usa un  sistema d$ sferas  duras  como 

referencia. El desarrollo se hizo  hasta  tercer  orden  en  el 

ancho  del  pozo,  obteniendo  expresiones  de  forma  cerrada  que 

son  analíticas  en  el  alcance y las  variables  termodinamicas, 

excepto por dos  cuadraturas.  Estas  Qltimas  pueden 

resolverse  usando la aproximaci6n de superposici6n.  Del  Rio 

y Lira  obtuvieron  resultados  para  los  dos  primeros  t6rminos 

de la  energía  libre en un desarrollo  de  alta  temperatura y 

los  compararon  con  datos  de  Monte  Carlo [27] encontrando 

gran  goncordancia entre ellos.  Este  metodo  ofrece  una 

7 .  



&uaci6n de  estado  analítica  como  funci6n  .del  alcance X, de 

la  densidad'  reducida p*  y de La temperatura  reducida x" , 
valida  para  el  fluddo  de  pozq  cuadrado  de  corto  alcance. 

Del Río y Lira [ S 3  aprovechando los resultados  de  su 

desarrollo  de  corto  alcance para pozos  cuadrados [ 4 9 ] ,  

encontraron  una  expres$6n de forma  cerrada  para  el  tarmino 

de primer  orden  de la energia  libre  de Hel'mhottz en un 

desarrollo de alta  temperatura  como  funci6n de la  densidad y 

el  alcance  del  pozo. El procedimiento esta basado  en la 

interpolaci4n  de los casos extremos  de  corto y largo 

a.lcance,  para los cuales se conocen  resultados  asint6ticos 

exactos. Los autores  probaron  su  f4rmula  de  interpolaci6n 

al  comparar  con  los  c&lculos  de  Monte  Carlo  disponibles para 

diferentes  valores  del  alcance y la  densidad y encontraron 

una  desviaci6n  cuadrAtica  promedio  del 2.2%.  Con  este 
trabajo se tiene.una  expresi6n  explícita para el  termino  de 

Gampo  promedio  de  un  fluido  de  pozo  cuadrado.  La ecuacih 

e8 valida  para  cualquier  valor  del  alcance ), y para  la 
mayoría de densidades  del  fluido,  por  lo que resulta  ser 

major que aproximaciones  anteriores. 

En la figura 1 se muestran  algunas  de  las 

aproximaciones  mencionadas y de  los  c&lcUloS  analiticos  Para 

- a2 para el caso particular de h = 1 . 5 .  
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:&l. POZO qqadradp  com,o sistema  de  referencia en la 
&@acía de perturbaciones. 

A mediados  de 1980, De  Lonngi y Del Río 163 

desarrollaron  una  teoría de perturbaciones  para  fluidos 

simples  clAsicos  que  utiliza  al  fluido de pozo cuadrado  con 

alcance  variable  como  sistema  de  referencia.  Esta  teoría 

ofrece-una  forma  directa  de  calcular  las  propiedades 

termodinAmicas  de l o s  fluidos  simples  cldsicos. A primer 

orden, la teoria  da la energia  libre del sistema  de inter& 

como la del  pozo  cuadrado  con  parhmetros  efectivos: 

profundidad E, diimetro a de  coraza  dura y alcance X, l o s  ' 

Oktimos  dos  dependientes  de  densidad y temperatura. A l  

mismo  orden,  las  peculiaridades  de  un  sistema  dado  son 

incorporadas  en  el  comportamiento  del dihetro y alcance 

efectivps.  De esta manera, la ecuaci6n de estado  toma una 

forma  universal  cbando se  expresa'en  terminos  de'variables 

reducidas  pd3, kT/E y X, estableciendo  una  conexibn  entre 

esta  teoria y el  principio  de  estados  correspondientes. La 

incorpora~i6n  de  las  fuerzas  atractivas  permite  un buen 

tratamiento a denrsidades bajas y moderadas,  incluyendo  un 

se'gundo coeficiente  virial  exacto.  Estos  autores  aplicaron 

su  teoria  al  sistema  Lennard-Jones (12-6) y la teoria  de 

perturbaciones  a  primer  orden  result6  ser altataente 

convergente en el  intervalo de densidad y temperatura  en  que 

~ 

i 

Be conocia  adecuadamente  al  sistema die pozo cuadrado 

[ 7 , 2 5 , 2 7 , 5 8 ] .  En las  conclusiones de su  trabajo se menciona 
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:necesidad de  tener  un  conocimiento m88 preciso y compacto 

.de las.propiedades  del  sistema de pozo  cuadrado  para  poder, 

mejorar la aplicaci6n de  su  teoria. 

En este  trabajo  Del Rio y Benavides [36] presentan  la 

motivaci6n  original  del  trabajo  de  esta  tesis  doctoral,  que 

fue  el'encontrar  una  ecuaci6n  de  estado  para  fluidos 

moleculares.  Para  estudiar a un  fluido  molecular se 

seleccion6  un  modelo  que  incluyera  fuerzas  repulsivas  de 

corto  alcance,  fuerzas  de  dispersi6n de London y fuerzas 

electrost&ticas.  Con este modelo se us6  la  teoria  de 

perturbaciones  basada  en  un  desarrollo  de  alta  temperatura 

de  la  ensrgia  libre  de  Helmholtz,  usando  como  potencial de 

referencia al de  esferas  duras y a los gotenqiales de pozo 

cuadrado,  dipolo-dipolo,  ,dipolo-cuadrupolo,  cuadrupolo- 

cuadrupolo,  como  perturbaci6n.  Para  el  sistema  de  esferas 

duras. se utili26 la expresi6n  de  Carnapan-Starling C491, 

para  el pozo  cuadrado se usaron  tantD los resultados  de 

Monte  Carlo  de  Henderson 127,581, como  las  expresiones para 

la  energia  libre  hasta  cuarto  orden de Alder  et  al. 1291 

(para = 1 . 5 ) ,  y la aproximaci6n  de  Ponce y Renon 1351. 

Para los tbrminos  del  desarrollo que contenían a los 

meltipolos se usaron l o s  Pad& propues.tos  por Stell et al. 

C37-391. Se obtiene  una  expresb6n  analftica  completa para 

. .  

. .  
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funcibn  de la presencia o ausencia  de multipo1o.s. Se 

obserb6  que  esta  temperatura  aumenta  mucho mas bajo  el 

efecto  del  cuadrupolo  que del dipolo  al  compararse  con  la 

temperatura  crítica  del  sistema  formado  exclusivamente por 

puede apreciarse  con la presi6n  critica. Se espera que 

estos.efectos  se  noten  al  comparar  con  fluidoq  reales. 

Nuevamente  las  conclusiones de este trabajo  reflejan  la 

necesidad de  tener  una  mejor  ecuacibn d e  estado .para pozo 

-, 

cuadrado  que  sea  valida  para  cualquier  alcance  del  potencial 

y para  todas  las  densidades  en la regi6n  del  fluido. 



_..._.- I11 - _"".." ECU&CC_-ON _I." DE-ESTADO  PARA UN FLUIDO DE P a 0  CUADRADO 

La  teoria de perturbaciones  basada en  un  desarrollo  de 

alta,teplperatura de la  energia  libre de Helmholtz A_, y 

utilizd'ndo al  sistema de  esferas  duras  como  sistema  de 

referencia, ha tenipo  mucho  Bxito  en  la  teoria  de  líquidos. 

Este  desarrollo  aplicado  al  sistema  de.pozo  cuadrado  resulta 

I 

an donde A,ED es la  energia  libre  del-fluido Y e esferas 
duras. .Los coeficientes  del  'desarrollo ( q , k  ) estbn 

expresados  en  terminos  de  funciones  de  distribucibn del. 

fluido de esferas  duras [71. La  mayoría  de  cAlculos  de los 

t&r,minos de  orden  inferior  ai  estan  basados  en  evaluaciones 

num&ricas directas  para  valores  particulares de X y q, tales 

i 

como l o s  resvltados de Monte  Carlo  de  Rotenberg [28 ]  y de 

Henderson y colaboradores [25,271 (para  i=1,2), los calculos I 
1 I 
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como 
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en done el termino de corto  alcance a2s(q,h) - >  0 cuando h 

- >  m .  . Las dos secciones  siguientes estan dedicadas al 

chlcula' de los terminos az,(q) en ( 3 . 4 ) .  El efecto  de 
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temirgg de, fluctuacione?s en la. eneraa libre. de DOZO 
wadrado 

'De acuerdo con la teoria  que  nos lle,va al desarrollo 

de  alta  temperatura  en la scuaci6n (3.1) y'escogiendo al 

potencial  adimensional de pozo  cuadrado Lomo perturbaci6n 

/ 

- 1 ,  O < x , < h s  
( 3 3 3  

. -  o s  

Y?. " en do,nde x E. r/a, el  termino de campo  promedio  resulta 
. .  

? . p W  = +p J d2  g(12)~(12) -.. " 

en  donde para Ia  integraci6n se escogi6  el  origen  en la 

partícula  1. El t6rdno  de fluctuaci6n  esta  dado por la 

sums ' d e  cuatro  terminos [411 
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(3.10) 

en donde g(12 . . . .  n) es la  funci6n de distribuci6n de n- 
cuerpos  para  esferas  duras, = p X / B ,  9s la 

compresibilidad  isotCrmica, y d2d3 ... representa  la 
. .  . S 

integraci6n  respecto a las  coordenadas de las  partículas 

2 , 3 ,  . . .  etc.  con la partícula 1 en  el ol'igen. De las 

ecuaciones (3.7 -3.101, se puede  ver que, &2(r) ,h)  esta 

eseritd en  terminos  de  integrales  moltiples  que  involucran 

funciones de distribuci6n  de  esferas  duras  de n-cuerpos. 

Para s,implificar las  funciones de distribuci6n de tercer y .  

cuarto.ordea,,  Smith et al. 11331 utilizaron ¡a aproximacion 

de superposfci6n  de  Kirkwood [34j y calcularon  las 

integrales  resultantes'que  involucran  productos  de g(12) 

para  el  caso  particular A = 1.5 . 

En  este  trabajo se evaluara  el  t6rmino  de 

fluctuaciones &2(3,h) sin  utilizar  la  aproximaci6n  de 

superposici6n Y se obtendrh  la  dependencia  explícita de a.Z 

en )I Y- 9 . Como se mencione, anteriormente se hara  un 

desarrollo  supooiendo  que es. grande, es decir, el 

desarrollo . I .  de larga  alcance;  que  utilizaron  Del Río y Lira 
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en la ecuaci6n (3.3). Para  lograr  este  objetivo se tienen 

que  resolver  dos  cuestiones: 

1) C4mO  extraer la dependencia  analítica  en X de  los 

diferentes  tdrminos  en a.2, .y 

2) C6mo  calcular  analíticamente  las  integrales  mdltiples  que 

involucran  las  funciones  de  correlaci4n  de  esferas  duras  de 

hasta 4 cuerpos. 

Este  procedimiento de dos  pasos se ilustrara en esta 

secci6ri con  el  tkrmino mas sencillo  en @Q, es decir, & en 

las ecuaciones (3 .6-3 .7) .  

x r 
I "2 ( 3 . 1 1 )  

cuyo pr.imer tdrmino no involucra  la  funcibn de  correlaci4n y 

da  explícitamente  la  contribuci4n  de  orden .mas alto  en )t. 

El segundo  tdrmino  en  la  ecuaci4n (3.11) es una 

integral  en  la  regi6n  en  que  el  potencial ~ ( y )  es distinto 

de cero. Se puede  ver  que es finito en el  limite  de A - >  m ,  

y puede  entonces  expresarse  coqo  la  suma de  dos partes: 

1 ) .  una  integral  sobre  todo e¡ espacio  que es indepen@ente 

de x y puede  escribikse  en t(?rminos de propiedades 

1 
I 

1 

I 

I 

termodinamids  del fluido  de  referencia, y 
4 %  
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2) otra :integral sobre la regibn  en  donde  el  potencial ~ ( a )  

es cero. y que  decrece c.uando aumenta . 

Esta  separaci6n se obtiene  simplemente  escribiendo 

i' c 00 

d.s. X . 2 w z )  = 1 w x:h.(X.) - dx_ X:t?.(x_) 
o O x 

en  donde la primera  integral  fue  escrita  en  tbrminos  de  la 

compresibilidad de  esferas  duras K utilizando  el  teorema  de 

la compresibilidad, y el  segundo  termino 

W 

(3.13) 

tiende a cero  cuando A --> - . Del Rio y Lira [83 

encontraron  una  expresi6n  exacta  para  esta  integral,  que 

tanbien aparece en el termino  de  campo  promedio al. 

Finalmente , de (3.11 1 y (3.12) & (7 ,X) p u d e  expreaarse como 

(3.14) 

cuyo.t&rmino  predominante es de  orden X3, el  segundo es 

independiente  de A, y el U t i m o  

decae  exponencialmente  con X. Se ve  que 12 es cero  cuando 
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. . .  . .  . ,  . 

X - =  l', como  era  de  esperarse  de la ecuaci6n (3.7) cuando  el 
po'terikial de perturbaci6n es cero.  secci6n 

se consideran los  terminos m&s 

3.10). 

-.._ CAlculo d e l  termino 1% 

..El mismo  razonamiento  que  condujo a la  ecuaci6n (3.14) 

para X-2 sera aplicado  para  reescribir el resto de 10s 

teminos en ,a.2 dados por las  ecuaciones (3.8-3.10). Por 

ejemplo, z3 escrita  en  tbrminos  de b(x)  y la  funci6n de 
correlaci6n  total  de 3 cuerpos  para  esferas  duras C421 

t 

h(123) = g(123) - [k(lZ) + h.(13) + h(23)l -1, 

4!~6ti  formada por cinco tkrminos: 

(3.16) 

en donde 

1 

(3.18) 

(3.19) 
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(3.20) . 

(3.21) 



ir 

I;.a.'ecuaCi6n ( 3 . 1 2 ) .  El siguiente  paso es expresar  la 

primera , .  >integral en ( 3 . 2 2 1 ,  que  depende  dnicamente  del 

sistema  de  esferas  duras,  en  t4minos  de  propiedades 

termodinhmicas.  Esto  puede  lograrse  mediante  una 

generalizaci6n  del  bien  conocido  teorema de Ornstrin- 

. .  

\ 

Zsrnike,  que relaci,ona  la compresibilidad de'un sistema y 

la inte&ral de h'(12) ,  esta  generalizacih  sera  presentada  en 

el siguiente  capítulo y para el caso  de 3 cuerpos  resulta 

5er 

I -d2d3 h(123) = ( l / p 2 ) ( K 2  ..... + qKrq - 3 K  I + 2 ) ;  

en  donde E. y &, son 'la compresibilidad  reducida y su primera 

derivada  respecto a 3 de  cualquier  sistema  cuya  correlacih 

de 3 cuerpos sea h ( 1 2 3 ) .  En este  caso h(123) y y son 

propiedades de  esferas  duras, y sustituyendo  en  la ecuacih 

(3.22). se tiene 

(3 .241 

I 
4 

I Se puede  demostrar  que  los  siguiente?  dos  tbrminos de ! 

h, dados por las  ecuaciones ( 3 . 1 8 )  y ( 3 . 1 9 ) ,  son  iguales y 1 I 

factprizabJes$  el  factor  no  trivial es similar a r-2 en  las 

ecuaciones ( 3 . 1 1 )  y ( 3 . 1 4 1 ,  y entonces 
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-El tkrmino 1-3D, dado por la ecuaci6n (3.201, escrito 

en. coordenadas  bipolares es 

W x+x ' 

(3.27) 

y puede expresarse,  como se vera con mas detalle en el 

siguiente  capítulo como 

(3.28) 

con 

(3.29) 

I , 

en don'de los  tbrminos ,b.= (9 , y )  son integrales de la forma: 

b ( 3 , " )  = dx Xzh(X;?). I- (3.30) 
"z ". -.-.- 

W 

En  particular,  bz(q,O) = f&,-1)/24q puede obtenerse 

como antes usando el teorema de la  compresibilidad, y 
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1 .  . -  
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, .  ,e 

: .m 
, *  

$ 3 ( ? , p )  y bs(q,O) pueden  calcularse  exactamnte  en la 

aproximacih  de  Percus-Yevick  como se vera  en  el  siguiente 

capitulo t421 
* .  

Y 

' hs(q,O) = ( -  756q8 + 17130q7 - 1012SS96 + 297700q5 

- S18840q4 t. 55737293 - 34693092 + 117500q 

- 1050@)/63000(1 + Z I ~ .  (3.32) 

La  integral b2(9,2h) es la  mssma  que  fue  calculada 

para el  termino  de  campo  promedio 183, y junto  con lc23(3,2),) 

y h(q$2),) tiende  a  cero  cuando ), - >  00. Por lo tanto  estos 

terminos pueden  despreciarse  en .la aproximaci6n de  largo 

alcance. 
, .  

El Oltimo  tdrmino de €3, dado  por la ecuaci6n (3.211, 

no  presenta  problema  porque  no  contiene  a  la  funci6n de 

correLaci6n  total y es simplemente 1 

I 

I 

-x3E = -32q2A6 . C 3 . 3 3 )  , 

, D e  las ecuaciones (3.161,  (3.241, (3.251, (3.28) y . .  
(3.33) se tiene una  expresi6n  completa  para & como  un 

polinomio de sexto  orden  en A mas l o s  tdrminos de corto 

alcance & A ,  y s . 3 D .  Se puede ver que es cero  cuando 

), = '1,  como  era de esperarse. 

. ,  

- ~ -  " 
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Sf nos  fijamos  en  el  sigukente  termino en 62, 

expresado  en  la.ecuaci6n (3.91, podemos  observar  su 

similitud  con 1.3, por lo que  podemos  tratarlo  siguiendo el 

mismo  procedimiento que con x.3, salvo por el  hecho  de  que 14 

contiene  contiene  la  funci6n  de  correlaci6n  de 4 cuerpos. 

Expresado en  terminos de la funci6n  de  correlacibn  total  de 

4 cuerpos [42], I4 est.& formada  por 4 terminos: 

en donde 
1 

1 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37.) 

(3.38) 

Lq integral en la ecuaci6n (3.35) presenta  la 

dificultad de contener h(1234) y de  estar  restringida a la 

regi6n  de  integraci6n  en  donde  los  potenciales ~ ( 1 2 )  y ~ ( 3 4 )  

son  distintos  de  cero.  Puede  tratarse  de  manera  anbloga que , 

” . . . ” . 
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. 
Sodd el espacio, que  depende  únicamente de A, y la otra 
sob& la regi6n  en  donde los potenciales  son  cero, es decir: 

I *  

. .  
en donde el Clltimo tkrmino es de  corto  alcance y esta dado 

+ (1/4)p3 I d2d3d4 h(1234) 
x4 

(3.40) 

expcesar  el  primer  termino  de LA en  la  ecuaci6n (3.39) en 

terhinos  de  las  propiedades  termodinamicas  de  esferas  duras 

se utiliza  nuevamente  la  generalizacidn  del  teorema  de  la 

coipresibilibad  que  para  e1 caso de 4 cuerpos, como se ver8 

en &l siguiente  capitulo, se expreera de la  siguiente  forma 

[421 : 

. I d2d3d4 h(1234) = (1/p3)[~3 + 11K - 6K2 - 6 

+ + (3.41) 
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estamos  usando al sistema  de  esferas  duras e &A puede 

escribirse  como 

* La integral  en &B contiene a h(123) Y puede  tratarse 

como x3A para  dar 

(3.44) 
J 

y donde Cs es la  regi6n  definida por A <x12< m .  Nuevamente 

s4B tiende a cero  cuando A - >  00. 
.. 

El sigu'iente termino, &,c, presenta  un  problema 

particular  porquk  todas  las particulars estan  conectadas  con 

h.'&- y con Q ' S .  Sin  embargo,  dado que es una  convoluci6n, 

puede  escribirse en el espacio de Fourier como 

I = - p3/(8x"o3) dk* k*'[G(k*>Ti(k*>]a -4C J - -  " " ( 3 . 4 5 )  
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en glande G(k*) y %.(B.*) son  las  transformadas de Fourier  de 
u.(x) y h(g.1 respectivamente y k" = ku. La  integral  sobre k* 

en ( 3 . 4 5 )  fu6 calculada  numericamente  utilizando  la x(k* 1 

en la  aproximacih  de  Percus-Yevick 1431, esto se hizo para 

. .  

varios  valores  de 'y q y present6  un  comportamiento muy 

suave  como se ver& con  mayor  detalle  en  el  siguiente 

capitulo: 

'. L 4 C  = - 27(~-1@p - c 1 q ) ~ 2  - f2(91. (3.46) 
, .  

El Oltino  termino  de 24, &,D definido  por  la ecuacih 

(3.38) puede  tratarse como la  ecuaci6n (3.7) para  dar 

(3.47) 

(3.'43), (3.46) y (3.47) proporcionan  una expresi@n completa 

pa'ra & 4 ,  que  fue  calculada  explicitamente  excepto  por l o s  

tarminos  de  corto  alcance & A  y &+B. 

o de 

" 

El altimo tarmino  de 8z1 k, proviene  de la correcci6n I 

al  c&lculo  can6nic0, y. puede  expresarse  directamente  en 

terminos  de  las  funciones b2(3,A) y K(q) da  manera  similar ! 

que Jc.2. El resultado es 



( 3 . 4 8 )  

en  donde la parte  de corto  alcance es ah0r.a 

cuando ), = l. 

Finalmente,  juntando todo8 los tdrminos  que 

contribuyan  a mismoa, ordenes  en A se obtiene  una  expresi6n 

muy  sencilla  para h;2 : 
- 

(3.52) 



I .  

. 1 .  
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en :( 3 . 5 0 )  esta dado por 

( 3 . 5 4 )  
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. .  

al buscar  una expresih analítica  para  el  termino de 

’ fluctuaciones ga(q,h) en el desarrollo de alta  temperatura 

que se exhibib  en el Capítulo anterior.. Estas  dificultades 

se.resolvieron  de  tal  forma  que  pueden  ser  aplicadas  en 

otros  problemas  que se presentan en la teoría de liquidas. 

cuerpos. 

La  teoría de fluidos  clasicos  en  equilibrio  contiene 

un.fmportante  teorema  que  relaciona  la  compresibilidad 

isotBrmica X con la funci6n  de  correlaci6n  total 8{12),  

siendo  aste 

, /  

en  donde d(12) significa  integraci6n  con  respecto a las 

posiciones de las partículas 1 y 2, <N_, es el nCunero 



. .  

prbmedio de  partículas, p = <N>/y es la densidad.  promedio y . .  

;I 

B' = l/KX. 
.. 

La ecuaci6n (4.1) fue  obtenida  originalmente por 
. .  

Ornstein-Zernike [ 4 4 1 .  En esta  seccibn  del  capítulo se 

presentan  relaciones  cerradas  explícitas  para  funciones  de 

correlaci6n  de 3 y 4 cuerpos.  Aunque  estas  relaciones 

provienen de propiedades muy conocidas  de  las  funciones  de 

distribuci6n t 4 5 1 ,  no  estln  explícitas  en  la  literatura y 

s6n muy otiles  en  algunos  casos, por ejemplo,  en  teoria  de 

perturbaciones  del  estado  líquido [ 7 ]  y servirían  para 

probar la: aproximaci6n  de  superposici6n  de  Kirkwood C341. 
- .  

L o s  teoremas se obtienen  directamente de la  propiedad 

de normalizaci6n de  las  funciones de distribuci6n  de 

densidad de m partículas 112. . ' .&I en  el  conjunto  Gran 

Canbnico [461 

N! 

(N - a) !  
d(12 . . .  m) p(!!!)(l . . .  m) = < - - - - - - - " ~  , 

- 
( 4 . 2 )  

_ .  

en donde los brackets < . )  significan el promedio  con ~ 

respecto  al  nomero  de  particulas  en  el  sistema a volQmen 

cbnstante 1, temperatura x y potencial químico 1.1. . Cuando I 

e3 fluido es isotr6pic0,  las  funciones de  distribuci6n 1 

I 

I 

, 

radial  estan  definidas por [461: 

. .  
. 



f2 = p I d3r h(r-1 = < 

en  dondeAB = pl! - <N> es 
la desviaci6n  cuadratica 

comRresibilidad  a  traves 

la  desviaci6n  numbrica.  Dado  que 

promedio esta relacionada  con la 

de la  siguiente  relaci6n 

en  donde K = pX/S,  se puede  obtener  el  teorema de Ornstein- 

Zernike 

. ,  

( 4 . 1 ) -  

. '  Para  tres  partículas, la funci6n  de  correlaci6n  total 

pueck definirse  apropiadamente por E471 
*_ ' 

que 'se hace  cero  correctamente  cuando  cualquier  particula se 

anckntre suficientemente  alejpda de las  otras dos. En I 
aus@.ncia de correlaciones  de  largo  alcance,  esta  propiedad 

imp.1,ica que  la  integral  de h(123) sobre todas  las 

configuraciones rplativas  debe ser finita. 

"- . 
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para el cgso m = 3 y utilizando  la  relacibn (4.4) uno 

encventra 
<J 

. _  

- AnBlogamente,  la  definici6n  apropiada  para  la  funci6n 

de 5orrelaci6n  total  para 4 particubs es ' .  1 

-[h.(12)+h(13)+h(14)+h(23)4~.(24)+~~34)Is ( 4 . 8 )  

que.. se hace  cero,  en  un  fluido , cuando  una o dos  partículas 

estan alejadas del relto.  Una  vez mas, la condici6n  de 

ndrmalizacibn ( 4 . 2 )  da,.usando  las  ecuaciones (4.31,  (4.41, 

+ 11< (A&)2> - 6 < & > .  1 ( 4 . 9 )  

L  as ecuaciones (4.7) y (4-9) son  ecuaciones  analogas a 

de . las  desviaciones esth relacionadas  con  variables 

termodinamicas C481 

* =  
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enton& de las  ecuaciones (4.12) y (4.13) , se puede ver qol 
4 .  

las integrales 1.3 e J.4 tambikn  divergen. De este modo se 

puede.notar,de  estas  ecuaciones  que  las  correlaciones  de 3 y 

4 cuerpos'tambien se vuelven de  largo  alcance  en  el  punto 

crítick.  Por  otro  lado,  si  el  potencial  entre  partículas 

tiene ,una coraza  dura,  las  desviaciones  promedio  en  el 

n!3mefo* de partículas  debe  hacerse  cero  cuand6  el  sistema 

esta  hpaquatado, lo  cual  puede  suceder  en  la  fase 

cristdflina  u amorfa.  Por  lo  tanto,  de  las  ecuaciones*(4.7) 

y (4 .$) uno  encuentra  en  cualquier  estado  de empaquetamienttj 

que.1- valores  límites  de las  integrales son 

respectivamente,-& = 2 e 34 = -6, desde  luego  la  integral 

. .  

t 

I? 

= -I1 en  el  mismo  estado. 

exactq  de 13 e x4 a  partir  del  conocimiento de  la  ecuaci6n 

de es.$ado del  sistema  de inter&. Si utilizamos  alguna , r 

1 

aproxqmacibn  para  h(123) 'o h(1234) - o equivalentekente  para 
. ,h 
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chrrc&ac.iones de 3 y 4 cuerpos  del  tipo  de  las  que  aparecen 

en  las  ecuaciones (4.12) y (4.13) para  el  sistema de  esferas 

. .  

r. , 

duras,: y lbs resultados  que se presentan en  esta  seccibn  son 
* h  

I 

Qtiles. en esos casos C37-39,421. 

.Como una  ilustraci6n se presentan  en la figura 4 los I 
valores de 1-3 e 14 como  funciones  de la densidad p* = pu3 

para  un  sistema de  esferas  duras  con  diAmetro u. La 

integral  de la compresibilidad I.2 tambikn se incluye  como 

referencia. K(p*l se obtuvo d e  la  ecuacibn  de  estado de 

Carnahan-Starling (491. En el  caso  de  esferas  duras, J-3 e 

.f..4'varían monot6nicamerite eon p' entre  su valor  cero en 

p* = d. y sus límites de empaquetamiento  para  el  estado 

amurfg,  que es pt = 6/x con la f6rmula de Carnahan-Starling. 

Se puede  observar  tambien, en la  figura 4 que I4 es siempre 

neg,ativa y m&s o menos el  tri-ple  que ~ 3 .  

. .; 

. -  

,Sin  embargo, no debe olvidarse  que  estos  teoremas  son 

vilidos  para  cualquier  sistema  termodinimico  estable y por 

1o.tanto pueden  tener  aplicaciones muy variadas. 
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',fb mluci6n "anal-$*Jca de intenralqs clue involucran 
<. 

mpmentos de la  funs2611 de correlacih total 

En esta secci6n se presenta  una  soluci6n  analitica 

integrales de la forma 

(4.14) 

en donde a es un  entero  positivo y h(g,q) es la  funci6n  de 

correlacibn de un  sistema de  esferas  duras.  En  la  teorja de 

Psrcus-Yevick 1433, la  funci6n  de  distribuci6n  radial  de  un 

sistema de  esferas  duras se conoce  exactamente  del  trabajo 

de Wertheim [16,17] y Thiele 1151. La transformada de 

Laplace €[f.] de una  funci6n  esti  dada por 

-f(t) .._.. .". = €[fl.. -.. = /- dx -.. eetx "._._ -. f(x) -.. , ( 4 . 1 5 )  
_ -  v 

o 

con tr'ansformada inversa 



Siguiendo a Werthelrn (16,173 y a Smith [ S O ] ,  la 

soluci6n  de  la  ecuaci6n  de  Percus-Yevick  para  esferas  duras 

puede  escribirse  como 

r 1 

(4.17) 

en donde S(t) y L(t)  son los polinomios: 

s c t . y =  ~ - q ) 2 ( t 3  + S.2t2 + slt + so) ( 4 . 1 8 )  

L.(%,) = q ( l 1 t  '1.0) $ (4.19) 

Y . 

con  coeficientes 

( 4 . 2 1 )  

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

COT!  I l  = x p a 3 / 6 .  

LB inversi6n en la  ecuacibn (4.17) para  obtener gpy(.%.) 

fue hecha numericamente por Throop y Bearman [511. Mas 

tarde, Smith C W l  y Smith y Hendersop [S23 encontraron la 



forma de rf2preSentar analíticamente g,py(x,)  en  terminos  de 

los ceros complejos de S, ( t , )  . 

Dada la funci6n  de  correlacibn  total h(x,) = g(x)  - 1 ,  

de la  ecuaci6n (4.16) la  transformada de  Laplace  de x,h,py(r.) 
puede  escribirse  en  tCrminos  de 

m 

I 
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en  donde 

Yn 123[So/(n+3)! + S1/(n+2)! + s2/(n+l)! +s3/n!] (4.26) 

como: 

LOS momentos de  h(x)  estan  dados por 

Usando  estas  ecuaciones  las  dos  ecuaciones  anteriores 

se encuentra 

14.29) 

”” 



1 

I ,  

Estas  integrales  pueden  escribirse  como  funciones de ’1 

b4(q) = ( -  26q6 + 189q5 - 588q4 + 10Z2q3 - 1008q2 

’+ 5259 - 112)/[560(1 + ZqI4i (4.37) 

b.g(q) = ( -  756q8 + 17130q’ - 101255q6 + 297700q5 

- 5 1 8 8 4 0 ~ ~  + 557372q3 - 346930q2 + 1175007 

- 10500)/[63000(1 + 27151 (4.38) 
( 

Para  los  fines de este trabajo  sdlo  necesitamos  las 

integrales  para  los  casos  particulares a = 3 y y a = 5 ,  

pero es obvio  que se pueden  calcular  para  valores  mayores  de 

a .  Como  era de esperarse,  el  caso  particular a = 2 nos 

50 

permite  encontrar  el  teorema de la compresibilidad de 

Ornstein-Zernike. 



. 

Las  integrales de la forma 

(4.39) 

no pueden  calc.ularse directamente porquk  las cuatro 

partíc.ulas estAn todas conectadas por enlaces de u y de h 

en un rec.t&ngulo. Si definimos la  transformada de Fourier 

090975 

y usando el teorema de la convoluci6n se obtiene 

(4.4i) 

La transformada de Fourier del potencial de POZO 

cuadrado es 
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(4.43) 

y la  transformada de la funcibn de correlaci6n  directa z(k,') 
a partir 'de la aproximaci6n de Fercus-Yevick  para ,c...x.) 1431 : 

en donde a, b y d son funciones conocidas de q. 
En el capítulo anterior nos interes6  calcular la 

integral I,.+c expresada en la ecuaci6n ( 3 . 4 5 ) .  Esta  integral 

es simplemente -(1/4)p31.., por lo tanto, usando las 

ecuaciones (4.41-4.43) se obtiene la siguiente expresi6n 

Para s.4,c: 

J 
O 

r c 



La integral  reducida P(q,h) se calcul6 nurnbricamente 

con el algoritmo  de  integraci6n de Simpson-Romberg 

para  distintos  valores  de A y 9. De  hecho,  esta  integral 

puede calcularse  exactamente  en dos casos  límites: 

en  donde Iyh' ( O ,  3 )  = (K-1) /24q usando el teorema de la 

compresibilidad.  Tambikn  utilizando la relaci6n  de 

Ornstein-Zernike y la ecuaci6n ( 4 . 4 4 )  

Con e1 resultado de Katlrura [lo] para  la  altima 

integral se obtiene 

Tomando  en  cuenta los valores limites  en ( 4 . 4 7 )  Y ( 4 . 4 9 )  

los valores numericcrs de P. fueron  ajustados a la  exprasi6n 

53 
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con 

Po a %/567, sZ1 = - .1201327, $22 1.140300, 

Q3 = -5.853621, S24 * 16.57782, 95 -24.037283, 

@ = 13.799866, 

que junto con l a s  ecuaciones (4.45) y ( 4 . 4 6 )  permiten 

en donde 

El mismo procedimiento  puede  seguirse  utilizando el 

algoritmo de Verlet-Weis  para corregir las h’s  de Percus- 

Yevick y su  transformada  de  Fourier %(km) estudiada por 
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Henderson y Grundke 1533. Se encontr6  en  este caso que el 

ajuste de l o s  datos numbricos fue tambikn del mismo t ipo que . 

en el caso de Percus-Yevick, es decir: 

evW = r *  ( 7 )  + e * q ) / ~  + ~ q / ~ 3  , (4.57) 

an donde 

8'5 = -2942.099830, 8'6 = 5668.612617, 

8'7 = -5884.169282, Q ' e  = 2540.733806 

Q ' o  ~ / 5 6 7 ,  $2'1 = 3.676679, S2.2 = -84.772564, 

R'3 = 943.800925, $2'4 = -6212.583832, 

$2'5 = 25609.794124, 9'6 -66784.710709, ' 

a'7 = 107035.850930, S2'8 = -96251.449135 

que junto con las  ecuaciones (4.47) y (4.49) permiten 

expresar Lc(VW) como: 

e n  donde 



i 

1 

Y 

(4.62) 

(4.63) 



El  termino  de  fluctuaciones  en  el  desarrollo  de  alta 

temperatura  esta  expresado  en  la  ecuaci6n (3.50) como 

funci6n de densidad y del  alcance )\. La  exprssi6n  para a2 

que se obtiene al despreciar aSR en  la  ecuaci6n l3.50) e8 la 

- 

aproximacitln de largo  alcance  que  puede  calcularse  mediante 

una s imp le  substitucih y es valida  para  alcances  grandes. 

Un  punto  importante a notar es el  hecho  de que .91 es 

de  orden  cúbico  en A .  Puesto  que es cuadrAtica  en  el 

potencial de pozo  cuadrado,  el  que  aparezcan  t6rminos  de 

y ( 3 . 4 8 )  era  de  esperarse. Es interesante  encontrar  que la 

contribuci6n de todos  estos  terminos d(A6) se cancelan 

exactamente.  En  particular, esto significa que &2/a12 

desaparece  en el limite  Kac-VDW O, -) 0 ,  E -> O, con 

!A3 = cte.)  aQn a temperaturas  finitas.  Este  hecho  verifica 
‘E‘. 

la conclusi6n mSs general 154-561 de  que  el  termino de campo 

pmmedio a,l en la ecuaci6n (3 .1)  da la energia  libre  exacta 
* 
I .’L. 

-43h3 en  21  limite  de  Yac-VDW. 

Un segundo  punto  importante a notar es que,  excepto 

por S c ,  todos los t6rminos  en la correcci6n se cancelan. 

Esto  debia  suceder,  según  fue sefialado por Smith,  Henderson 
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y Barker 1331 en  su  ,estudio  de la aproximacih de 

superposicibn. Los terminos de  corto  alcance  de talnbian 

deberían  de  cancelarse si fueran  calculados  exactamente  (lo 

cual  no se hizo, por no  ser  parte  del  objetivo  de este 

trabajo) . 

LOS coeficientes a3(q), a2(17) Y ao")) dependen 

hicamente  de  las  propiedades  de  esferas  duras, y por lo 

tanto  deben  ser  exactos  si se usan las  propiedades  correctas 

de ED. En este trabajo,  todas  las  propiedades 

termodindmicas de  ED se calcularon  utilizando  la  expresibn 

. .  

de  Carnahan-Starling  para la presi6n de  esferas  duras 1491, 

Y los tQrminos ! 2 3 ( 1 , O ) ,  Bs(~,O), fl(r+ C2(q) fueron 

calculados  tanto  en  la  aproximacith  de  Percus-Yevick,  como 

con  la  correcci6n  de  Verlet-Weis a PY, como se detall6 Tn la 

secci6n 4.3 del  capítulo  anterior  para f l ( q )  y 2 2 ( 3 ) .  

En  particular,  puesto  que  el  comportamiento  de  baja 

densidad de ED se conoce  exactamente  de l o s  primeros 

terminos  de  la  serie  virial,  la  ecuaci6n (3.50) debe dar l a s  

contribuciones de 1/T*2 para los coeficientes  viriales del 

pozo cuadrado.  Esto  último  puede  obtenerse de los  trabajos 

de Kihara C93, Katsura 1103 y Barker y Mclnaghan 1113, a 

orden q3 en 32 ,  que  corresponde  al  cuarto  coeficiente 

virial. 
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La expresi6n  encontrada a partir de estos  calculos es 

3-z''IR = (-29 + 32q2 - 264131x3 
+ [18q2 + (S172/35)q31A2 

+ 23 - ( l13/2)q2 + 796. 80769' ( 5 . 1 )  

que es valida  para ), 1 3 [lO,ll]. Por otro  lado,  del 

desarrollo  virial  para a-2 en la  aproximaci6n  de  largo 

alcance, se puede  obtener  despues de algunas  manipulaciones 

una  expresidn  que  es  idkntica a la anterior,  excepto por el 

último  coeficiente,  de  orden y 3  e independiente  de A, que 
result6  ser 16687/21 z 794.619 . Esta  pequeña  diferencia de 

0.28% puede  explicarse  con  la  incertidumbre  de 0.37. en 

algunos  de los coeficientes  calcu*lados  numkricamente por 

Katsura 1123 y por Barker y Monaghan  113,571.  Excepto por 

esta  pequeRa  discrepancia, se puede  asegurar  que  la 

aproxima,ci6n de  largo  alcance  para ' es  exacta  en  el 

limite de baja  densidad  hasta d(q3) y para )I 1 3. Esto 

ciertamente  garantiza  un  muy  buen  comportamiento'de e a 
bajas  densidades y tambidn  resulta  Qtil  para  probar que l o s  

c&lculos  tan  la+gos,expuestos  en l o s  capitulos 111 y I V ,  

esten bien  hechos. 

71 comportamiento  con  densidad  de los tres 

coeficikntes  ai (9)  , expresados en las  ecuaciones (3.48- 

3.501, se presenta  en  la  figura 5; el  valor de aSR(A = 1 )  = 

-(a_?  + 42 + ao)  tambien se muestra.  En  la  regi6n de baja 

densidad, p* I: 0.4 todos los coeficientes  son  de  la  misma 

magnitud,  mientras  que a densidades  intermedias, 
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O .  4 < p* < O . 8 ,  dnicamente a2 y aSR son  significativos, y a0 

se vuelve  importante  para p* 0.8. Esto  significa  que la 

dependencia  de a.2 con pz va a ser muy distinta  dependiendo 

de la  magnitud de ),. 

El comportamiento  típico  de  largo  alcance  de Q 

se muestra  en  la  figura 6 para entre 20 y 50 y en  donde 

el  termino  predominante es a3 y produce  un  pronunciado 

minimo  alrededor  de P* = 0.15. El segundo  mínimo  a a l t a s  

densidades,  característico  de para X ' s  pequefias, se debe 

a a2 y aSR,y desaparece  para  alcances  muy  grandes. El 

comportamiento  exacto  de  largo  alcance es comparado  en  la 

misma  figura  con los resultados  de  las  aproximaciones  de 

compresibilidad  local (CL) y macrosc6pica (CM) [ 7 ] .  De 

hecho, ambas  aproximaciones  pueden  escribirse  de  manera 

explicita  siguiendo  el  procedimiento  mostrado  en  el  capítulo 

3 y resultan ser,: 

Se puede  ver  de  estas  ecuaciones  que  ambas  no 

predicen el  coeficiente  correcto  del t&rmino dominante X3. 

Tambien se puede  ver  que st510 predicen el  comportamiento  a 

baja  densidad  a  orden 7 .  
Las  predicciones  de la aproximacih  de largo alcance 

no  pueden  compararse  con  otros  resultados  independientes 

I 

/- I 
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para ), > 2. En  la  figura 7 se muestra  que a2 en  la 

aproximaci6n  de  largo  alcance se comporta  correctamente  con 

densidad  para A = 2 cuando la comparamos  con los resultados 

de  Monte  Carlo  de  Henderson,  Scalise y Smith 1,271 y  la 

interpolaci6n  de  estos  hecha  por  Barker y Henderson 17,581. 

La  diferencia  entre  la  aproximaci6n  de  largo  alcance y loo 

resultados  de  Monte  Carlo  proviene  de  dos  fuentes:  el 

despreciar los terminos de corto  alcance aSR y el  uso  de la 

aproximaci6n  de  Percus-Yevick  en  algunos  de  los  t6rminos  de 

la  aproximaci6n  de  largo  alcance.  Con  el  fin  de  probar la 

segunda  posible  fuente  de  discrepancia, se calcularon los 

tQrminos b3(3, O) , bg(’f, O )  , f l ( r ) )  y & (9)  usando  el  algoritmo 

de Verlet-Weis  para  corregir  la  funqi6n de  distribucibn 

radial  de  Percus-Yevick 153,591. El  efecto de  esta 

correcci6n  tambiQn se muestra en  la  figura 7, lo cual nos- 

permite  concluir  que  en h = 2 y para p* < O . 6  l a  .mayor  parte 

del  error  en -32 en la  ‘aproximaci6n de largo  alcance  proviene 

del haber  despreciado  los  tdrminos de  corto  alcance aSR y es 

menor que el 12% . A mas altas  densidades, el efecto  de la 

correcci6n  de  Verlet-Weis es importante,  pero  en  general. 

aleja a a-2 de  los  resultados de Monte  Carlo (de hecho, la 

exactitud  de la  correcci6n  de  Verlet-Weis  no ha sido bien 

analizada  para  las  distancias  tan  grandes  como  las  presentes 

en  las  integrales  que  aparecen  en b3(3), bs(q), fl(9) y 

f 2 ( 3 ) ) .  Desafortunadamente, ), = 2 es el alcance  mPximo para 

el cual hay resultados  de  Monte  Carlo  disponibles. 

. ,  
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Aunque  el  objetivo  de  esta  tesis  fue  encontrar -a_2 en 

la  aproximaci6n  de  largo  alcance,  en  ausencia  de  datos 

contra los cuales  podamos  comparar  decidimos  comparar  con 

l o s  datos  disponibles  para ), c 2. Esto se hizo  para 

), = 1.5 en la  figura 8, en  donde  se  muestra la aproximac'i6n 

de  largo  alcance, l o s  resultados.de  Monte  Carlo [27], la 

aproximaci6n  de  superposici6n 1123 y la  aproximaci6n de 

compresibilidad  local [7]. Se  puede  observar,  que  aQn  para 

este  valor  tan  pequeño  de A, l o s  tkrminos  de  corto  alcance 

' no  son  significativos  para p* < 0 . 5  pero  tiene  una 

contribuci6n  importante  a  densidades  mAs  grandes.  Sin 

embargo, la aproximaci6n  de  largo  alcance  es  tan  buena  como 

la de  supcrposici6n,  aunque  su  forma  general  es  un poco 

mejor,  presentando un mínimo  alrededor  de 0.8. 

La diferencia  entre  la  aproximaci6n  de  largo  alcance y 

los resultados  de  Henderson  et  al. [271, que  es  igual  a aSR, 

se muestra  en  la fi.gura 9 como  funci6n  de h .  La tendencia 

de aSR(r) es similar  a  la  contribucih  de  corto  alcance  del 

termino  de  campo  promedio ,a,l (r)) C81 : la  "verdadera" a.2 

oscila  alrededor de la a2 de la  aproximaci6n  de  largo 

alcance y la amplitud de  las  oscilaciones  decrece  con X. De 

este  analisis se puede estimar  que  el  error  en la 

aproximaci6n  de largo alcance se reducir&  notablemente para 

), > 3. Un anilisis  detallado  de los terminos de corto 

alcance  se  puede  hacer  usando el desarrollo  de  corto  alcance 

C401 que se utili26 para expesar  a al en  toda  la  regi6n  de 

http://resultados.de
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En conclusi6n,  el  termino  de  fluctuaciones  de la 

energía  libre a.2 en la aproximaci6n  de  largo  alcance  pudo 

expresarse  completamente  como  una  funci6n  explícita  de )t y 

7. La expresi6n  encontrada es exacta  para  valores  grandes 

de A, puede  usarse  con  un pequefio error  estimado  para A 1 3 

y es comparable  con  otras  aproximaciones  disponibles para A 

tan pequeiia como 1.5. Tambien la aproximaci6n de largo 

alcance  para a2 da  el  comportamiento  exacto  de  baja  densidad 
hasta d(q3) para ), 1 3. 

La ecuacl6n de estado Dara el f lu ido  de ROZO cuadrado de 
argo alcance - 

El termino  de  fluctuaciones  junto  con los terminos  de 

orden  cero &ED y el  termino  de  primer  orden  al(q,)t) 

calculado por Del Rio y. Lira [ 8 ]  en la  aproximaci6n  de  largo 

alcance  nos  permiten  obtener  una  ecuaci6n  de  estado  para 

pozos  cuadrados  de  largo  alcance ( A  1 3). Esta  ecuaci4n  de 

estado  puede  expresarse  como: 

en  donde  aED es la  energía  libre de  esferas  duras  para la 

cual  puede  usarse  Carnahan-Starling: 

I 
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en dondeh  es la  longitud de onda  de  de  Broglie  definida comc. 

A = ( 2 n B h 2 , í m j i  , 

m siendo 1.a masa de un &tomo y h la  constante de Plank. 

Para  el  t6rmino de campo  promedio a.1 (q ,  ),} en la 

aproximacíhn de largcg alcance se tiene [8] : 

y en  donde  todas  las  funciones  de 9 que  intervienen  an  estos 

coeficientes  fuercn  definidas  previamente  en los capítulos 

I11 y IV. 

Una  característica  muy  importante de ests.ecuaci4n  de 

I 

y para az(r),X) se encrntrb  en el capítulo 3: 

con los coeficientes 

estado  para  un  fluid@ de pozo cuadrado  de  largo  alcance es 

su consistencia  con  la  ecuaci6n  de  estado  termodinamica. 
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Perspectivas de este trabajo. 

1) Se pueden  estudiar  todas  las  propiedades 

termodinAmicas,  diagramas  de  fase,  puntos  críticos,  etc.  del 

fluido  de  pozo  cuadrado de largo  alcance. 

2) Se puede  aplicar  el  mismo  razonamiento  que  se.us6 

con  el  t4rmino  de  campo  promedio E81 para  tener  una 

exprssi6n  para  el  tkrmino  de  fluctuaciones  que  sea  valida 

para  cualquier  alcance. 

3) El  tener  una  ecqaci6n de estado  completa  para 

pozos  abre la posibilidad de estudiar  fluidos mas complejos 

usando la teoria de perturbaciones  que  usa  al pozo cuadrado 

como sistema de referencia [61. 
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APENDICE A 

En  coordenadas  bipolares,  la  ecuaci6n (3.27) puede 

separarse  en  dos  integrales : 

en donde 

Y 

J 
O 

con  el  kernel 

pozo cuadrado 

J 
X 

x + x  ' 

1.1 = dx" u ( x " ) x " .  Usando la u(x") de S 
x-x ' 

se obtiene 

cuenta l a s  distintas  regiones  de  integraci6n  dependiendo  de 

los valores relativos  de 21, x . '  y A, se encuentra  despuds de 

intasrar sobre x' 
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I 

J 
O 

Dado el  carlcter de  corto  alcance  de h . ( x ) ,  las 

integrales  en (A41 son finitas  en  el  limite  de -> -. 
Por lo tanto,  cada  una de las  integrales  en I.  + J. puede 

separarse  en  dos  partes,  una  independiente  de )I m& otra,de 

corto  alcance  en ), del  tipo  definida m la ecuacitrn (3.30): 

00 m 

J o J 
2x 

J 
O 

J 
2h 

00 m 

de  donde se obtiene  la  ecuaci6n (3.28) en  el  capitulo ISS. 
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multipolos  para el caso A = 1.5 . Lt  curva  etiquetada  con el 
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Figura 4 .  Integrales de compresibilidad de  orden superior 
para ~1 sistema  de'esferas duras. La  línea  continua es 
-.1.2 (p  1 ; la  línea----  representa  integral  triple b ( p * )  
y la línea - . - . - a -  representa - . I 4  ( p  ) / 3 .  
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Figura S. Coeficientes  del t$rminca da fluctuaciones a,? de 
pozo cuadrado en la aproximaci6n de l a r g o  alcance.' La-línea 
continua  representa a3, la línea----- es "2 y la línea 

se muestra  con  la linea punteada . . . . . .  
- .-. -. - es C Q .  El tkrmino de c.orto alcance  "SR para A = 1 
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Figura 6 .  La a p r o x i m a c i h  de corto al1;ance  para de p6zo 
cuadrado.  Las líneas estan etiquetada' con su 
correspondiente  valor de h. La l ínea-- . -* -  representa las 
aprcaximaciones d e  compresibilidad mscr~sc6piqa  y 
ccmprtsibilidad local  para h . =  4 0 .  
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Figura 7. El termino de fluctuaciones 3.2 para h = 2. Los 
círculos  representan Ice  resultados  de  Monte  Carlo de 

[7 ,58] .  La  linea  continua es la aproximacibn de'largcr 
alcance y la linea---- incluye  la ccgrreci6n be Verlet y 
Weis  explicada  en el c.apitulo 4 .  

. Henderson  et  al. [27  J y la linea ------* su interpolaci6n 
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Figura 8. El termino  de  fluctuaciones a2 de pozo cuadrado 
para  A = 1.5. Los circulos  representan los resultados de 
Monte Carlcl de  Henderson et al 1271 y la  línea-----. - SU 
intarpolacibn [ 7 , 5 8 3 .  La línea  continua es la aproximaci6n 
de largo  alcance y la línea----- muestra 1 ~ s  resul%ados de 
la aproximacittn de superposici4n 1-13]. La  línea  punteada 
representa la aproximaci6m de compresibilidad  local [71. 
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Figura 9. Comportamiento de la contribuci6n de corto  alcance 
QSR como funci4n  del  alcance A .  Lbs circulos representan 
los  resultados de Monte  Carlo de Henderson et al. 1273 y las 
líneas - etiquetadas  con  su  respectivo  valor de f , son 

, interpolaciones  aproximadas  para  guiar al ojo. 
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