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INTRODUCCION. !

En la mecédnica cuantica el desarrollo de un sistema dindmico requiere la
discusion de los operadores relevantes y sus valores de expectacién. Por su
parte, la mecanica clasica solo envuelve una transformacion de coordenadas.
Resulta, por lo tanto, mas facil entender acerca del movimiento clasico, que
acerca del correspondiente sistema cuantico.

Surge la pregunta: ;Hay una regla que permite atribuir un Hamiltonia-
no cuantico a un sistema cldsico conocido? La respuesta es no. Sin embargo
el problema inverso esta perfectamente bien definido: Considérese un Ha-
miltoniano cuéntico H = H (P, q), como funcién del operador de posicion
q = (q1,...,q1) y el operador momento p = (pi, ..., pr) = —ihd/dq, donde h
es la constante de Planck; entonces, el correspondiente Hamiltoniano clasico
es simplemente H (p,q). Por lo tanto, en el limite semicldsico i — 0 (es
decir, donde la razén de i con otro parametro relevante de movimiento es
pequena), se puede aplicar el conocimiento de la dindmica clasica al estudio
de funciones de onda, niveles de energia y otros parametros de la mecanica
cuantica.

Una herramienta poderosa, para estudiar el limite semiclasico, la propor-
ciona la teoria WKB [1]. En esencia es un método perturbativo que puede ser
usado para resolver una ecuacion diferencial, donde la derivada de orden su-
perior es multiplicada por un pardmetro pequeno (). Es necesario mencionar
aqui que WKB proporciona so6lo una aproximacién asintética a la solucion
y (z) de la ecuacién diferencial. Sin embargo resulta una aproximacién extre-
madamente correcta a y (). Otra virtud del método, es la estructura simple
de la solucion. Es asi que la primera parte de la tesis esta destinada al estu-
dio de la teoria WKB. Dandole un sentido fisico, se aplica a la ecuacién de
Schrédinger ( ecuacién diferencial lineal) y se construye asi, para un sistema
en una dimension, la funcién de onda semiclasica con ayuda de la mecanica
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clasica. Se vera que el método proporciona condiciones de validez poniéndo-
se de manifiesto los puntos de retorno clasicos. Todo esto se aborda en los
dos primeros capitulos. Posteriormente en los capitulos 3 y 4 se afrontan los
problemas de pozo y barrera de potencial en una dimension, cerrando asi la
primera parte de la tesis.

Los siguientes tres capitulos ( que conforman la segunda y dltima parte de
la tesis), estan dedicados al estudio de sistemas Hamiltonianos auténomos.

Incluso en una dimension estd lejos de ser trivial la imagen del desarro-
llo temporal de estados cuanticos, especialmente si el Hamiltoniano no es
estacionario. Entonces en el capitulo 5 se muestra que bajo condiciones se-
miclasicas un marco de referencia para tales problemas es el espacio fase del
movimiento clasico, en el que es mas facil de visualizar. Se presenta asi, la
teoria semiclasica de la cuantizacion de superficies Lagrangianas.

Aqui se establece que el estado inicial ¢ (q,0; P*) corresponde a una curva
inicial €y (P*) (toro invariante) de puntos en el espacio fase p, q, etiquetado
por el valor P* de un parametro P. En otras palabras, se considera una familia
de estados cudnticos, cada uno de los cuales corresponde a una familia de
orbitas clasicas.

La evolucién de la funcién de onda v (q,t; P*) se expresa en términos de la
curva C; (P*) (superficie Lagrangiana abierta) que se desarrolla en el espacio
de fase a partir de €y (P*) bajo la dindmica cldsica. Esta aproximacién para
1 tiene la deficiencia de que se destruye en las cdusticas (puntos de retorno)
del movimiento clasico, donde € es perpendicular a la direccion de q en el
espacio fase. En el capitulo 6 se muestra un método sencillo para resolver
estas dificultades de la funcién de onda debido a Maslov.

En el capitulo 7, se encuentra la contribuciéon de érbitas periddicas clésicas
y se introducen usando el propagador semiclasico.

Al final se incluyen tres apéndices: La ecuacion de Airy, el propagador
semiclasico y el método de fase estacionaria; necesarios para apoyar el desa-
rrollo de resultados en la tesis.
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Capitulo 1
TEORIA WKB.

Existen métodos perturbativos que pueden ser usados para resolver una
ecuacion diferencial donde la derivada de orden superior estd multiplicada
por un parametro pequeno .

La teoria de la capa limite y la teoria WKB, son una coleccién de métodos
perturbativos para obtener una aproximacién asintdtica a la solucién y (x)
de una ecuacion diferencial como la mencionada arriba. La solucién de tales
ecuaciones, usualmente desarrollan regiones de variaciones rapidas cuando
e — 0. Si el ancho de estas regiones se aproxima a 0 cuando ¢ — 0, es llamado
capa limite, y la teoria de la capa limite puede usarse para aproximar y (z).
Si la extension de dicha regién permanece finita cuando € — 0, se puede usar
WKB.

La solucién aproximada WKB de una ecuacion diferencial tiene una es-
tructura simple. Las aproximaciones WKB consisten de exponenciales, de
integrales elementales, de funciones algebraicas y funciones especiales muy
conocidas, tales como: la funcién de Airy o funciones cilindricas parabdlicas.
WKB es adecuado para ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden,
para problemas de valor inicial o valor limite, y para problemas de eigen-
valores. También puede ser usado para evaluar integrales de la soluciéon de
una ecuacion diferencial. La limitacion convencional de la teoria WKB es
que solo puede ser usado para ecuaciones lineales. Entonces, proporciona un
método aproximado simple y general para ecuaciones diferenciales lineales
que tratan fenémenos disipativos y dispersivos y en cualquiera de los casos
resulta adecuado.



1.1. La aproximacién exponencial

Los fenémenos disipativos y dispersivos son caracterizados por un com-
portamiento exponencial, donde el exponente es real en el primer caso e
imaginario para el segundo. Entonces, para una ecuacion diferencial que ex-
pone cualquiera de los dos tipos de comportamiento, es natural buscar una
solucién aproximada de la forma

y(z) ~ A(z)exp %s (x), J— 0. (1.1)

La fase s (z) se asume como no constante y con variaciones lentas en una
region de ruptura. Cuando s (x) es real, se trata de una capa limite de ancho 6;
cuando s (x) es imaginario, es una regién de oscilaciones rapidas caracterizada
por ondas con longitud de onda del orden de 6. Cuando s (x) es constante, el
comportamiento de y (z) se expresa por una funcién de amplitud A (x) que
varia lentamente.

La aproximacion exponencial en 1.1 es convencionalmente conocida como
una aproximacién WKB (Wentzel, Kramers y Brillouin).

1.2. Expansion formal WKB

La aproximacion esponencial en 1.1 no es la forma mas adecuada para
derivar aproximaciones asintdticas porque las funciones de amplitud A (z) y
fase s (z) dependen implicitamente de 0. Es mejor representar la dependencia
de estas funciones sobre ¢ explicitamente expandiendo A (x) y s (z) en serie
de potencias de . Combinando estas series en una sola serie de potencias

y (z) ~ exp [ 25" ] d— 0. (1.2)

Esta expresién es la férmula inicial de la cual se derivan todas las aproxima-
ciones WKB.
Para mostrar el método, considérese la siguiente ecuacion diferencial

2T 0wy =0 Q) 20 (1.3)

dz?

Primero se deriva 1.2 dos veces

dy (x) dSy ( ng
W”(EZ‘S & ) lzé

n=

J—0, (1.4)
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1 dS ( d?S, 1= .,
5—2[525 . ] 525" dx? exp[SZ(S S, (x)
0

Despues se sustituye a las ecs. 1.2 y 1.5 en 1.3

1 dS, (
2 J— —
<% [5 25 dz

n=

+ = Z dx? —Q(z)=0 (1.6)

donde se eliminé el exponente. Los primeros términos de la ec. 1.6 son

& (dSy (x) 2+2_52d50(:r)d51(:c) +s_d So ()
02 dx 0 dx dx 0 dax?

fo.=Q). (1.7

El término maés grande del lado izquierdo de 1.7 es

2 /d 2
€ (4@ (1.8)
02 dx
Por balance este término tiene que ser del mismo orden de magnitud de @ (x)
(bajo la suposicién de que @) (z) # 0). Entonces, d es proporcional a € y por
simplicidad se escoge 0 = e.

Estableciendo 0 = € en la ec. 1.7 y comparando potencias de € da una
secuencia de ecuaciones que determinan Sy,S1,5s,...:

dS, (x)]1*
9w, (19
dSO (.CC) dSl (.CC) d250 (.CC)

— 1.1
dz dz + dz? 0 (1.10)

S0 () dSn (1) | Sy (a o dS; () dSp_; (x)
— > 2. (1.11
2 dx dz dz? +J:1 dx dz 0, nz ( )



1.3. Condicién para la validez de la aproxi-
macion WKB

La teoria WKB es una teoria de perturbacion singular porque es usada
para resolver una ecuacién diferencial donde la derivada de orden superior
estd multiplicada por un parametro pequeno (cuando este parametro tiende a
cero el orden de la ecuacién diferencial cambia abruptamente). La naturaleza
singular de la teoria WKB es evidente en el término 1/4 en la aproximacién
exponencial 1.2:

y (z) ~ exp [% Zé"Sn (x)] , J— 0. (1.12)

A menos que Sy () = 0, la aproximacién deja de existir cuando § = 0. La
naturaleza singular de esta aproximacion también aparece en una manera
sutil -la serie WKB >~ "5, (z) usualmente diverge. (La serie converge si
se trunca, pero esto es raro). Es por ello que se usa la notacion asintética ~ en
vez de =. Sin embargo, aunque las serie WKB diverge, da una aproximacion
extremadamente correcta a y (x).

Para que la aproximacion WKB 1.12 sea valida en un intervalo, es nece-
sario que la serie > ¢6"71S, (z) sea una serie asintdtica en § cuando § — 0
uniformemente para toda x en el intervalo. Esto requiere que las relaciones
asintoticas

1
552 (l’) <5 (l’) , o — 0,
"8y n (2) < 6718, (2) | 50,

se mantengan uniformes en z. Si la serie > §"71S, (z) es asintGticamente
uniforme en x cuando 6 — 0, la regla de truncacién optima sugiere que
truncar la serie después del término 6™ Sy (z) da una aproximacion a Iny
con error relativo uniformemente pequeno a lo largo del intervalo .

Sin embargo dado que la serie WKB aparece en el exponente en 1.12, las
condiciones asintoticas en (1.13) no son suficientes para asegurar que
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exp[>_6"71S, (x)] es una buena aproximacion a y (). Para que la serie trun-
cada WKB en el término 6V~!Sy (z) sea una buena aproximacién a y (z),
el siguiente término debe ser pequeno comparado con 1 para toda x en el
intervalo de aproximacion:

NSyt (2) < 1, §— 0. (1.14)

Si se sostiene esta relacion, entonces
exp [>° 0VSni1 (2)] = 1+0 [0V Sy (2)] (6 — 0). Por ello, el error relativo
entre y (x) y la aproximacion WKB es pequeno:

y (@) = exp [1 30,07, (2)]

N
y (a:) 0 SN_|_1 (.CC) s 0 — 0.

Por lo tanto, las condiciones 1.13 y 1.14 que satisface WKB seran utiles.



Capitulo 2

ECUACION DE
SCHRODINGER.

! La mecénica cudntica incluye en si la mecénica cldsica como un cierto
caso limite. Surge la cuestién de como llevar a cabo este paso limite.

En mecanica cudantica el electron se describe mediante una funcion de
onda que determina los diferentes valores de sus coordenadas; de esta funcion
sOlo se sabe que es solucion de una ecuacion lineal entre derivadas parciales.
En mecanica clasica, en cambio, el electron se considera como una particula
material que se mueve a lo largo de una trayectoria determinada por completo
por las ecuaciones de movimiento. En general, el movimiento descrito por la
funcion de onda no se reduce, en modo alguno, al movimiento siguiendo una
determinada trayectoria. El vinculo con el movimiento clasico consiste en que
si en un cierto instante inicial se da la funcién de onda, y con ella también
la distribucién de probabilidades de las coordenadas, esta distribucion se
desplazara en instantes ulteriores como suponen las leyes de la mecanica
clasica.

Para obtener el movimiento a lo largo de una trayectoria determinada,
hay que partir de una funcién de onda de tipo especial (el llamado paquete
de ondas), que es apreciablemente distinta de cero tan solo en una pequena
region del espacio; las dimensiones de esta regién se pueden hacer tender
a cero junto con h. Cabe entonces afirmar que, en el caso cuasiclasico, el
paquete de ondas se desplazara en el espacio siguiendo la trayectoria clasica
de una particula.

1[17 27 37 4]



Esta funcién de onda del tipo especial, la proporciona el método WKB
(ver capitulo anterior). En este sentido, se aplica a continuacién la herramien-
ta del método a la ecuacion diferencial lineal de Schrodinger. Como resultado
se obtendran soluciones correspondientes a ciertas regiones separadas por los
puntos de retorno clasicos, es decir, aquellos donde la energia total de la
particula E' se iguala a la energia potencial V' (z) de la misma. Surge en este
punto la pregunta: ;Cémo resulta la continuidad de la funcién de onda en-
tre las distintas regiones? Con este objetivo se abordan en los siguientes dos
capitulos los problemas de pozo de potencial y barrera de potencial en una
dimension, que permiten ilustrar la forma de proceder para conseguir dicha
continuidad.

2.1. Ecuacién de Schrodinger y la
teoria WKB.

Sea la ecuacién de Schrodinger en una dimension

t
n D g gy (a1 (2)
donde p = —ifid/0x es el operador de momento. H (p,x) es el operador
Hamiltoniano independiente del tiempo y sea de la forma
=9 2 92
5 = P __Mo
H (p,z) = o T Vi(x) = 5772 D’ +V(x). (2.2)

Por otra parte, considérese una onda estacionaria, entonces 9 (x,t) se puede
escribir en la forma

Y (2,t) = exp (—ih " Et) ¢ (2). (2.3)
Sustituyendo las ecs. 2.2 y 2.3 en la ecuacion de Schrodinger 2.1 se encuentra:
zh2 lexp (—ih 7 Et) ¢ (2)] = P +V (z) ) [exp (—ih ™' Et) ¢ (2)]
ot 2m Ox?
(2.4)
y operando se convierte en
Ei (z) exp (—ih ' Et) = i (z) + V (z) ¥ ()| exp (—ih ' EX)
2m Ox?

(2.5)
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0 equivalentemente
W 0% (x)
C2m Ox?

Puesto que v (x) s6lo depende de la coordenada x, se tiene que

0%y (x) _ d*Y (x)

B (z) =

+V (z)¢ (). (2.6)

0z da? (2.7)
por lo que la ec. 2.6 adopta la forma
d2
Y@ B =V ()] () = 0 (2.8)

dz?

que es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la eleccion
del Hamiltoniano 2.2.

Interesa de esta ecuacién el limite i — 0 (limite semiclasico). El pardme-
tro h multiplica a la derivada de orden superior de la ecuacién diferencial
lineal 2.8. Entonces, por lo visto en el capitulo anterior, se puede aplicar la
teoria WKB. La idea, como se exhibid, es proponer una solucion de la forma
1.2, es decir

W (&) ~ exp l% S s, (x)] . hoo (2.9)

Las dos primeras derivadas son

diy () dSy ( ng
dx N(ﬁzh dx ) l Zh

n=0

h—0  (2.10)

a2 (z) 1 ds, ( 28,
a2\ m nz_%h dz hz d:c2

o0

exp [% Z RS, ()

n=0

. h—0. (2.11)

Sustituyendo estos resultados 2.9 y 2.11 en la ec. 2.8 resulta

2
1 |<=~.,dS, (2)

I p—"
h? !Z dx

n=0

1<, d2S, (7) _
ﬁzh — i pr2mE =V (0)] =0 (212)

11



donde se eliminé el exponente. Desarrollando 2.12, se encuentran los términos

[dS;gE:c)r +2hdS;x(a:) dS;x(:r) N d2§;2(:c) o —omIE -V (@) (2.13)
Comparando potencias de h da la secuencia

[dsflx(:c)} T —2m[E -V (z)], (2.14)

stgafx) dsclzgfx) * d2§;2(x) =0, (2.15)

[%ﬁ] 2 + stif) ds;ix) + de;;ﬁx) =0, (2.16)

que son el orden O (1Y), O (h) y O (h?) del desarrollo 2.12. Estas ecuaciones
permiten determinar Sy, S1, Ss,....Por ejemplo, de la ec. 2.14

dSO (33)
dx

= +i\/2m[E — V (2)] (2.17)

e integrando

So (z) = i / VImE =V (@)]de' + O (2.18)
donde C es una constante de integracién. También de la ec. 2.15 se obtiene

S, (x) T 14 dS,(z)  1d

=— =———1 = ——In{i2m|F —
dx 2950 ~ " 3dr”  du ddg UM IE =V @]}
(2.19)
la cual, integrando respecto a x, proporciona
1
S (z) = In{i2m[E -V (2)]} + Cy (2.20)

T4

con Uy otra constante de integracion.
Por lo tanto, a primer orden en A, la solucién aproximada WKB de la ec.
2.8 tiene la forma:

Y () ~ exp (:I:% / V2m [E -V (2))da’ — iln {i2m[E -V ()]} +In C)
(2.21)

12



donde InC' = € + Cy. Equivalentemente (2.21) tiene la forma

¢ [ m|E —V (2)|da
w(x)N(Zm[E—V(:c)])l/4exp{iZh [ VT 7;;220)

Resulta evidente que cuando E =V (z), la funcién de onda v (z) deja de ser
valida. También se ve que cuando la particula se acerca a ese punto (punto
de retorno clasico), la funcién de onda empieza a oscilar fuertemente. Por
lo tanto 2.22 es una solucién buena lejos de estos puntos de retorno. En el
capitulo anterior se encontro la condicion de validez de la aproximaciéon WKB
dada por 2.13:

hSy (x) < So (), h— 0. (2.23)
De aqui resulta
h .
‘ Iz < ‘ e | h—0 (2.24)

donde se toma el valor absoluto para mantener el sentido de la desigualdad.
De la ec. 2.15 se tiene

ds) (v)

e QdS:;(x) ; (2.25)
por lo que 2.24 es
d?So(z)
dz? dS(] (l’)
— h 2.2
2 ‘dso(l‘) ‘ de |’ —0 (2.26)
dx
luego resulta
hi|d?S, (x) dSy (z) |
— h . .
5 | a2 I , —0 (2.27)
De la sustitucion de 2.17, se encuentra que 2.27 es igual a
dV (z)
f m‘ - < 2m[E -V (2)] (2.28)
— m|E -V (z .
2\/2m[E -V (2)]
por lo tanto
h 41FE -V
<A (@) (2.29)
V2m[E —V (z)] ‘dvd_m




Por otro lado, de la mecanica clasica se tiene

E=2—+V() (2.30)

entonces

p=+2m[E -V (z)] (2.31)
por lo que la condicién de validez 2.29 se convierte en

A h_A4[E-V(2)]
e 2.32
21 p < ‘dvu) (232)

dx

En otras palabras, A debe ser pequeno comparado con la distancia carac-
teristica sobre la que el potencial varia apreciablemente. Entonces, la situa-
cién semiclasica es confiable en el limite de longitudes de onda pequenas.
Equivalentemente, la condicion 2.32 es

mhF
2p3

< 1. (2.33)

Se sigue de aqui que la aproximacion deja de ser aplicable cuando el impulso
de la particula es demasiado pequeno. En particular, es claramente inaplica-
ble cerca de los puntos de retorno, es decir, de aquellos puntos en los que la
particula, segun la mecdanica clasica, se pararia para empezar luego a moverse
en sentido opuesto.

Finalmente se ponen a continuacién las soluciones aproximadas WKB de
la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo 2.8. Se muestran por
separado las soluciones para las casos E >V (z) y E <V (2):

1)Si E >V ()

Ywip (x) = % exp {:I:z'h1 /xp (z) dx'} h—0, (2.34)
2)Si E <V (x)

¢ o[ x)|da’
¢WKB(x)_mexp{ih /|p()|d} F 0. (2.35)

Por tltimo, si se considera la parte temporal las funciones de onda son:
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1)Si E >V ()

exp {ih‘l (:I: /xp (2') da’ — Et) } h—0, (2.36)

exp {:I:h1 / lp (x)]da’ — ihlEt} h— 0.
(2.37)
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Capitulo 3

POZO DE POTENCIAL.

3.1. Soluciones en los puntos de retorno para
el problema de pozo de potencial.

Vix) A

|\ 1)
[ ] VT ]
a, X b 8 X, b,

—t—

>
X

Figura 3.1: Pozo de potencial

! Se considera ahora el problema de encontrar la funcién de onda para la

11, 2, 3, 4]
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particula bajo la accién de un potencial dado. Supdéngase V (x) en la forma
de la figura 3.1. En la region I, la funcion de onda decrece exponencialmente
para & — 00, y, puesto que V (z) > E'y p*(z) = 2m[E — V ()], entonces
p(x) es imaginario. Por lo tanto 1 (z) es aproximadamente

1 T
Y (x) = Ky | p(x) 7Y% exp <_ﬁ/ | p () | da:'> (x<mz). (3.1)
T
En la region 111 (21 < 2 < ), ¢ () es oscilatoria:
_ v [
i (2) = Kpp (@) exp <ﬁ/ p(x) d:r')
! -1/2 ( ‘ / !
+ K p(x) “exp <_ﬁ/ p(x)dx) . (3.2)

En la region V', la funciéon de onda decrece exponencialmente para x — oo:

welo) =K [p@ e (<3 [ @) <o) @

Las regiones de validez de estas funciones de onda -ecs. 3.1, 3.2 y 3.3- estan
separadas por los puntos de retorno clasico, en los cuales la aproximacién
falla. Sin embargo, dado que ¢y, Y777 v ¥7, son aproximaciones a la misma
funcién de onda 1, las constantes K, Ky, K7;; v Ky no pueden ser arbi-
trarias. Para evaluar las constantes y conectar las soluciones entre regiones,
se asume que la funcion de energia potencial es aproximadamente lineal en
la vecindad de x; y x5 - ver figura 3.2 que corresponde al punto de retorno
xy.

Considerando la figura 3.2, es claro que en la vecindad inmediata de z;
se puede hacer la aproximacion

Vzg)~E—A(x—xy) (3.4)
donde A es el valor absoluto de la pendiente A = d‘;iw) . Por otro lado
P’ (2) =2m[E —V ()]

con la sustitucion de 3.4 se transforma en
p? (1) = 2mA (x — 21). (3.5)
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\ T ]

a1 X1 b1

L
X

Figura 3.2: Amplificacién del punto de retorno x; del pozo de potencial

Por otra parte se tiene la ecuacién de Schrodinger

&y (x) | p*(2)
de =+ h2 ’(,b ('x) - 0
que se transforma, usando la ec. 3.5, en
d*p (x)  2mA
s + 2 (x —z1) 9 () = 0.

Conviene hacer el cambio de variable

omA\ Y3
le—< = ) (l'—.fl?l)

por lo que la ec. 3.7 es

d*y) (z1)

2
dzy

— le (Zl) =0.

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Se identifica ésta como la ecuacién de Airy, la cual tiene dos soluciones lineal-
mente independientes: Ai (z) y Bi(z), llamadas la primera y segunda funcién

18



de Airy. Se requiere una funciéon que decaiga asintéticamente para grandes
valores positivos de z (z > 0 corresponde a x < x1 y « > x3). Supéngase la
transformada de Fourier de la funcién de onda v (z;)

() = = / Tk £ (k) exp (ik2) (3.10)

2 ) o

la cudl se sustituye en 3.9 para obtener

(1 [%
e <%/Oo dk f (k) exp (ikm)) -

- <i /oo dk f (k) exp (¢k21)> ~0. (3.11)

P

Operando resulta

R S jiexp (ikz1) — 22—;/00 dk f (k)exp (ikz) =0  (3.12)

2w oo 21 00

de aqui

% /_Z dk f (k) (ik)® exp (ikz) — 22—; /_00 dk f (k)exp (ikz) =0 (3.13)

o

que se escribe como

/ dk f (k) (—k* — 21) exp (ikz1) = 0. (3.14)
Luego
—i% exp (ikz1) = —i*2z; exp (ikz;) = 21 exp (ikz)) (3.15)

que eliminando el exponente es

.0
—lia = A (3.16)
Este resultado transforma 3.14 en
/ dk f (k) <—k2 +z‘a%> exp (ikz) =0 (3.17)
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y dado que el operador entre paréntesis es hermitiano se tiene

—0o0

/mdkH%%—kﬁfwmyémumg:o. (3.18)
Por lo tanto
Kz‘% - k2> I (k)] T 0, fk)= exp(z’%g). (3.19)

De la sustitucién de f (k) en la ec. 3.10 resulta

I A k? :
P (z1) = oy /oo dk exp <2§> exp (ikz1) (3.20)
o equivalentemente
¥ (21) ] /mMe i (b + & (3.21)
= — X — . .
1 o ) p 173

En término de funciénes trigonométricas
(=) :I/WM ko) isen (ke 4 © (3.22)
= — — n — .
2 o] cos | ka1 + 3 1€ atg ,
es decir,
W ( )—i/oodkcos k +k—3 +i/oodkse k +k—3 (3.23)
1) — o . Z1 3 o . I 4l 3 . .

Dado que la funcién seno es impar, el segundo término resulta ser

oo k3
/ dk sen <kzl + §> =0,

M)—i/m% I
21) = o . COS 21 3

0, usando el hecho de que la funcién coseno es par

y por lo tanto

™

w@g:mggzlﬁmﬁam@a+§). (3.24)
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Existen varios métodos para obtener el comportamiento asintotico cuan-
do z — +oc¢ de integrales en que un parametro grande z aparece en una
exponencial. Es evidente que la ec. 3.24 se puede representar en forma de
exponencial. Algunos de éstos métodos son: el método de Laplace, el método
de fase estacionaria, el método de punto silla, etc. Usando alguno de éstos
métodos?, se encuentra las formas asintéticas de 3.24

Ai(z1) ~ %/4 exp (—%zfﬂ) (21 > 0)
b(z) =4 2 , e (3.25)
Al (Zl) ~ W Sen |:§ (—Zl) + Z:| (Zl < 0)

Por otro lado, combinando la condicién de aplicabilidad de la aproxima-
cion WKB
V(2)
dx

alrededor de x; y considerando la ec. 3.5 junto con la longitud de onda de
De Broglie A = % se encuentra que 3.26 es

d
P’ (z) >> mh‘ = mhA (3.26)

h A
2 A = mA
p°(x) >>m @ mAZ—
2
P () 1A
2mA - 227’
finalmente
= 3| >> 1A (3.27)
SR PY '

Luego, usando la igualdad 3.5, se tiene

1 2mA
o (1) = A e |

de aqui, manipulando

I? %pZ(x) 9mA\
oma) e\ ) lemml=lal

2Ver apéndice A.
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donde se us6 el valor absoluto de la ec. 3.8. Esta se expresa como

(2514);])(7?]2 = |l

de lo que se sigue

1
2mA\® A 1
< = ) AR . (3.28)
h 2m A/ |Zl|
Ahora, multiplicando 3.27 por (2’;:2‘4)g se obtiene
o os L (2mA 5 )
Z p— —_
! 2\ n2 ) 2n
y usando la ec.3.28
1 1
|21 >> =
2 /||
o equivalentemente ,
23 |z | >> L (3.29)

La condicién 3.29 permite, en efecto, usar la forma asintética de la funcion
de Airy Ai (z1). El mismo procedimiento se sigue para encontrar Bi (z1), pero
ésta diverge para z — o0 y, por lo tanto, no es necesario examinarla por
ahora. Por lo tanto se tiene que la funcion de onda en la vecindad del punto
de retorno clasico x; tiene la forma

exp (—%zi’ﬂ) (21 > 0)

3/2
W sen [% (—Zl) / —+ %i| (21 < 0) .
El procedimiento seguido hasta aqui para x, es valido para el otro punto de
retorno clasico x,. Entonces, considerando la figura 3.3 y siguiendo lo que
se hizo para el punto z,, se aproxima

1
Vi1 (21) = 2wt (3.30)

V(z) ~ E+ B(x — z9) (3.31)
donde B es el valor absoluto de la pendiente B = d‘gf) . La ecuacion de
Schrodinger es -

d*) (z) 2mB
Tz e (x —z9) 9 (x) = 0. (3.32)
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Figura 3.3: Amplificacién del punto de retorno x5 del pozo de potencial

Luego se propone el cambio de variable

omB\"*
29 = < = ) (x — o) (3.33)
por lo que la ec. 3.32 se transforma en
d?*) (z
Z (2 2) _ 201 (2) = 0, (3.34)
)

que es la ecuacion de Airy. Por las mismas consideraciones que para el caso
21, se encuentra que la vecindad de x, la funcién de onda tiene la forma

by () = 4 T 32" 45 (2 <0)
1v (R2) =

W exp (—%zgﬂ) (29 > 0).

(3.35)

Finalmente se reunen las funciones de onda encontradas para este problema:
Region I: (z < x1)

o) =K@ e (<4 [p@)a) e
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Region II: (a1 < z < by)

— L __exp (—223/2> (21 > 0)
_ Qﬁziﬂ 371
Vi1 (21) = 1 [2 (- )3/2 i E} (21 < 0) (3.37)
7\/;(7“)1/4 sen | 3 Z1 2 Z1

Region IIT: (z; < & < x9)
_ 1 [*
Y (z) = Kppp (o) exp (ﬁ/ p(2') dxl)
+ Kjpp(z) exp (—% / p(z') dw’) (3.38)

Region IV: (az < x < by)

| e fea 1] @ <o)
wlv (22) - 1 9 3/2 0 (339)
N A (29 > 0).

Region V: (z9 < )

b ) =K |pla) [ e (5 [ o) @) G

3.2. Conexion de soluciones

A continuacion se hacen las conexiones de las funciones de onda entre

regiones, es decir, ¢ < 1, Y < Yur, Y < Py y Yiv <> Py Para
lograrlo primero se expresan las ecuaciones 3.36, 3.38 y 3.40 en la variable z.
Entonces, se considera la funcién de onda

K

e (%/ p@)] ).

Luego, en la vecindad de x; se encontré en la ec. 3.5 que

Yr (z) =

p* (1) = 2mA (v — 21)
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y manipulando

pi(z) = 2mA(z — 1)
(2mA)1/3

2

= 2mA r — )

QZA 1/3(
(%)

() "ea)

= — (2mAh)2/3 21

= (2mAn)*?

donde se usé la definicién 3.8. Con este resultado se evalua la integral

1 [® omA\ Y [*
ﬁ/$1|p(x')|dx':<h2> /m\/Zd:r’.

Usando nuevamente la ec. 3.8 se tiene que

2nA 1/3
d21:—< 7;; > da’

lo que se sustituye en la expresion 3.42 para obtener

1 [ = 2
ﬁ/ | p(2') | da' = —/ Vzdz = —323/2.

T 0

Por lo tanto v;, ahora como funcién de zy, es

K 2
U1 (1) = ! exp <—§zi’/2) (21 >0)
\/ (2mhA)1/3zi/4
o equivalentemente
C 2
Wy (z1) = —73 &XP <—§zf/2> (21 >0).
z

1

Otra integral que hay que evaluar es la que aparece en 3.38, esto es

L .
n p(z') da'.
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Considerando la ec. 3.33 y que en la vecindad de x5 se tiene
p* (1) = —2mB (x — x), (3.47)

resulta
P (z) = — (2mhB)*? 2, (3.48)

por lo que la integral es

omB\ " [
<7;> / V—zada’. (3.49)

St =
a\a
=
g
QL
H\

Il
H-

Luego, diferenciando 3.33

9 B 1/3
dzy = ( Tf; > da’ (3.50)

con lo que 3.49 se transforma en

1 T2 0 0
ﬁ/ p(2')da' = :I:/ V—29dzy = :I:/ —29dzy
x 22 22
y por lo tanto
1 [* 2 3
:I:ﬁ/ p ()it = (~2)}. (3.51)
Con este resultado la solucién 3.38 se transforma en
Err+ E 2 3
Wrrr (22) = % exp <z§ (—22)2) (22 < 0), (3.52)
—Z2
o redefiniendo constantes y usando propiedades trigonométricas
D 2 s
w[[[ (22) — W Sen |:§ (_22)3/2 + Z:| (22 < 0) (353)
—Z2
Finalmente se encuentra
C 2
Yy (22) = zl—/v4 exp (—323/2> (29 > 0). (3.54)
2

Ahora es posible comparar las funciones de onda y asi, por ejemplo, se com-
para 3.46 con 3.37 para el caso z; > 0. Es decir, se compara

C 2
Yy (z) = —77 XD <——zf/2>
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con

de lo que resulta
1
20 = —. 3.55
N (35
En seguida se comparan las soluciones 3.37 con 3.53 que corresponden, res-
pectivamente, al caso z; < 0y 29 < 0. Entonces

20 2 3/2 m
Qp[[ (Zl) = ——-S€n |:- (—Zl) + -
(—29)M* 3 4
' D 2
- 32, T
Qp[[[ (ZQ) = W sen |:§ (—22) + Z:|
de lo que resulta
2C sen 2 (—z1)%% + "l = Dsen 2 (—2)%*% + z (3.56)
3 4 3 4
o equivalentemente, en la variable original z
1 [ D 1 [*
sen [ﬁ /wl p(z')da’ + g] = 50 Seu [ﬁ/:c p(z") da’ + Z] (3.57)
y tomando
l/xp(a:')dx':l/mp(a:')da:'—l/mp(x')dx' (3.58)
hJ., hJ., hJ, '
resulta

1 [* 1 [*
sen [ﬁ/a:1 p(x')dag'—ﬁ/$ p(:r’)d:c'+%] =
D 1 [* P
50 Sen [ﬁ/x p(a') da’ + Z] (3.59)

que es una identidad en x. La condicion se satisface sélo si

1

o 1
ﬁ/ p(a')ds' = <n + 5) 7 (n un entero) ; (3.60)
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y por lo tanto

D
— =(=1 n
50 (=1)
o desprjando D,
D= (-1)"2C. (3.61)
Asi se encuentra
—-1D"2C 2 m
Vi (22) = ()71/4 sen [— (—22)*% + —] (22 <0). (3.62)
(—2) 3 4

Finalmente, comparando las funciones 3.39 con 3.54 para z, > 0, se obtiene

Yy (22) = (_211# exp < ?)) 3/2) (3.63)

Por lo tanto se tiene que la solucion al pozo de potencial es

Z% exp (——zf/2> (21 > 0)
Ywkp = E ))12/2 sen [% (—22)* + %] (22 < 0) (3.64)
= 1)/ exp (—223/2> (29 > 0)

o en las variables originales

()" exp (—l f‘m Ip (z)] dx) (x < 1)

Ip(x)|
Ywkp = (71; j)c Sen [% le p(x)dz+ } (z1 <@ <) (3.65)
(—;;i exp (—% fm Ip (z)] d:r) (xe < ).
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Capitulo 4

BARRERA DE POTENCIAL.

4.1. Soluciones en los puntos de retorno para
el problema de barrera de potencial.

Vix) A

|\ L1
[ ] VT ]
a, X b 8 X, b,

—t—

>
X

Figura 4.1: Barrera de potencial

1 Se considera ahora el problema de la barrera de potencial, ilustrado en

11, 2, 3, 4]
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la figura 4.1, y se asume que un haz de particulas incide desde la izquierda y
que la zona no clésica es de anchura finita. WKB proporciona soluciones en
las regiones I, III y V (las regiones I y V son cldsicamente permitidas) para
las regiones lejanas a los puntos de retorno clasicos x; y z9 y estan dadas
por:

Region I: (z < x1)

Region V: (z9 < )

ol = 2o (5 [p@ar+ 7). (13)

p(x)

Ahora, resta determinar las soluciones en la vecindad de los puntos de retorno
clasico w1 y 5. Se analiza, a continuacion, la vecindad de x, y para ello se
considera el siguiente diagrama (fig. 4.2). En esta vecindad a; < z; < by se
supone que se puede aproximar la energia potencial por la expresion

Vizg)~E+b(x—x), (4.4)
donde b es el valor absoluto de la pendiente, b = d‘;ff) . Luego, recor-
dando que -

p*(z) =2m[E —V (v)] (4.5)

se encuentra, sustituyendo la aproximacién de la ec. 4.4 en esta ultima

P (2) = —2mb (z — 1) . (4.6)
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— >x
a; X b

Figura 4.2: Amplificacién del punto de retorno x; de la barrera de potencial

Ahora, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

d* (x)  p*(2) _
Ir2 + 72 Y (z) =0, (4.7)

la cuél se tranforma, sustituyendo p? (x) dado por la ec. 4.6, en

d*p (x)  2mb

dz 72 (x —a1) 1 (z) =0. (4.8)

Si se propone el cambio de variable

1
2mb'\ 3
2 = <?> (x — 1) (4.9)
se tiene que la ec. 4.8 se transforma en

d*y (z1)
dz?

— 211 (2) =0 (4.10)
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que es la ecuacion de Airy y sus soluciones son conocidas.

Por otro lado, se considera la condicion de aplicabilidad de la aproxima-

cion WKB
dV (z)

dx

A continuacién, considerando la ec. 4.6 y la longitud de onda de De Broglie
A= %, la condicion de aplicabilidad WKB se puede expresar como

p?(z) >> mh‘ = mhb. (4.11)

p?(z) >> mbi—j = mb%

2
P () 1A
2mb == 227

1A

Luego, usando nuevamente 4.6 se tiene

y tomando la inversa

por lo que

2 1
2mb\ 3 o R\ 1
h? p2(z)  \2mb) |z —axy|
Usando la igualdad 4.9 se obtiene
2
(B r L
h? ) p*(x) |
1 2
2mb\* A | 1
h? 2w - |Zl| ’

<2_”Zb>;’i: 1 (4.13)

0 equivalentemente

Por lo tanto




Luego, multiplicando la desigualdad 4.12 por (%b)é se encuentra
1
|z1] >> % <2h—n;l)> ) % (4.14)
y si se considera el resultado 4.13
|21 >> 1
RVAEN
y de aqui
20z]7 >> 1
o equivalentemente ,
23 |z >> 1. (4.15)

Esto permite usar las formas asintéticas de la funcion de Airy para encontrar
que en la regién II se tiene la solucion

3

[ Ai(21) ~ =L sen [g (—21)% + ﬂ (21 < 0)
. 3

Bi(z1) ~ W Cos [% (—21)2 + ﬂ (21 <0)

Y1 (21) = i () ) b 2z%> (5 > 0) (4.16)
1)~ 1/4 — 3% 1
- 2\/7172'1 ) §3
\ B (Zl) ~ W exp <§le) (Zl > 0)

es decir, se incluyen las dos soluciones de Airy, ya que la regién no clasica
es de anchura finita. A continuacién se buscan soluciones para la region IV
que corresponde a la siguiente fig. 4.3. De forma analoga a lo realizado para
la vecindad de z, se supone que en ésta regién (ay < xg < by) el potencial
V (z) se puede aproximar por la recta

V(z) ~E—d(x— x3) (4.17)

el valor absoluto de la pendiente. Luego se tiene

p?(z) =2md (v — 2) (4.18)
por lo tanto, la ecuacién de Schrodinger es

d*y ()  2md -
w2 T (x — x9) ¢ (x) = 0. (4.19)
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que con el cambio de variable

= — (22?); (z — 2) (4.20)

se transforma en )
d=y (22)

V(x) A

Il IV

(1
 — >
X

a, X, b,

Figura 4.3: Amplificacién del punto de retorno x5 de la barrera de potencial

Nuevamente, de la condicién de aplicabilidad de la aproximacion WKB
junto con las ecs. 4.18 y 4.20 se puede usar las formas asintéticas de las
finciones de Airy (Ai(z) y Bi(z)) que dan la solucién a la ecuacién 4.21.
Entonces, en la region IV se tiene

( Ai(25) ~

Nrojee
N———
—~
AN

N
V
S

N—r

1 2
——cexp | —=2
2\/Ez;/4 p ( 3

3

. 1 2 5

Bi(z9) ~ o exp (5222
2

1ol S——’
—
N
N
V
(e
N—

Yrv (22) = 4




como era de esperar. En seguida se reunen las soluciones para las cinco regio-
nes en las que se ha dividido el problema de la barrera de potencial. Entonces
se tiene:

Region I: (z < xy)

! 1 1 T
+ exp i <_ﬁ/ p(2')dx' + Z) : (4.23)

3
[ Ai(z) ~ ﬁ(—1z1)1/4 sen [% (—21)2 + ﬂ (z1 <0)
3
Bi(z1) ~ L cos [% (—21)2+ % (21 <0)
i (21) = A ﬁ(l_zl) o 2 0 (4.24)
i(z1) ~ 27T ¢XP (—gzl> (21 > 0)
| Bi (21) ~ ﬁil/“ exp <§zf) (z1 > 0)

Region IIT: (z; < & < x9)

Vi (2) = ﬁexp <71_1 /:2 |p ()| da’ + %)
¢ e [Ch@lr+5). )

RegionlV: (as < x5 < by)

3
[ Ai (29) ~ 2\/;2}/4 exp <—§,222> (29 > 0)
2 3
Bi(z) ~ — - exp (227 (29 > 0)
Uiv () =4 v ( 22> , . (4.26)
Ai (z9) ~ a7 Sen [g (—22)2 + %] (29 < 0)
| Bi(z2) ~ ﬁ(_lz2)1/4 cos [% (—29)% + Z] (22 < 0)
Region V: (z9 < )
A 2
Py (1) = ——— exp <1/ p(z") da’ + E) : (4.27)
p(z) NS, 4
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4.2. Conexion de soluciones

A continuacién se hacen las uniones de las soluciones entre las regiones,
es decir, Yy < V1, Yir < Vi, Y < Yy y Y1y <— 9y, Para ello,
primero se expresan las ecuaciones 4.23, 4.25, y 4.27 en la variable z. Por lo
tanto, considerando las ecs. 4.6, 4.9, 4.18 y 4.20 se encuentra

C 2 3
Zb[ (Zl) = W exXp1 <§ (—21)2 -+ %) (Zl < 0) (428)
D 3 D’ 3
Yrrr (22) = 77 &P <—§z§> + 7 X <§Zj> (29 > 0) (4.29)
%9 21
' o CV . 2 % s 4
’gbv (252) = Wexpz <§ (—Zz) + Z) (ZQ < 0) . ( 30)

De esta manera las ecs. 4.28, 4.29 y 4.30 en la variable z, sustituyen las
expresiones 4.23, 4.25 y 4.27 en la variable z. Ahora se compara la solucién
4.30 con las férmulas de conexion 4.26 las cuales corresponden, segun la ec.
4.20, a la situacion zo < 0. Usando las propiedades de una funcién exponencial
con argumento complejo, es posible expresar 4.30 como

Wy (22) = (_jﬁ {Cos [% (—2)? + ﬂ +isen E (=)} + ﬂ } (4.31)

que se compara con la combinacion 4.26 para z, < 0

«Q 2 3T
v ) = a5 ot
Ié; 2 ER ¥
_ —(—29)2 + = 4.32
MV TE A ER (432
y se consiguen los resultados
B =+/mCy. (4.34)
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Luego, comparando la solucién 4.29 con la combinacion 4.26, que corresponde
al caso z, > 0 segun 4.20, es decir

D 2 3 D' 2 3
Yrir (22) = — 77 exp <——32> + 77 exp <—22>
Z;/4 372 Z%/4 372
con ) 5 )
Q 3 3
Yrv (2z9) = ————exp <——z2> + ————exp <—z2>
2/mzt 37 N e 3"
resulta
Q
= — D’ = —,
2/ Y NZS
Luego, considerando las ecs. 4.33 y 4.34, estas ultimas se convierten respec-
tivamente en

D

p=Cv (4.35)
>
y
D' =Cy. (4.36)

De esta forma en la regién III la solucién, tomando en cuenta 4.35 y 4.36, se

ve como . ) _ )
v 3 1 2
Yrir (22) = 7 {GXP <§Z§> + 5 exp <—§Zz2>} ; (4.37)

o en la variable original x

VY (x) = (4.38)

% {exp <% b dx,> - (_% | b d)}

La integral en el exponente se puede expresar como

[ waar = [ p@lds = [ ()
x x1 T1

y se introduce la definicion

r=es (5 [C@)ar) oo (-5 [ vERT@) - Ha)

(4.39)
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que resulta una constante. Entonces es posible escribir la solucion 4.38 como

@) | (4.40)
% {Tl exp <_% /: ip ()| da:’) T %Texp <% : p ()] dx')}

que en la variable z es
C 2 3 ) 92 3
Vi (z1) = 1—74 [T‘l exp <——zf) + ETexp <—zf)] . (4.41)
2 3 2 3

En seguida, se compara esta ec. 4.41 con la combinacion 4.24 para z; > 0,
esto es, se comparan

o 2 3 o 2 s
Y (1) = ——— exp (——zz> + ————exp <—z2>
2\/7?2%/4 37 \/772%/4 3™

Cv [, 2 3 i 2 3
'Lp]]] (Zl) = ? |:T lexp <_§Zl> + ETGXP <§Zl >:|

de lo que resulta

o =2/7T 'Cy (4.42)
y
g = i\/T%TCV. (4.43)

Finalmente se hace la comparaciéon 4.28 con la combinaciéon 4.24 para z; < 0,
esto es,

c (2 s
C 2 s C 5 ,
= (_211)1/4 Cos |:§ (_21)2 + %:| + Z(_le 7 sen |:§ (—21)2 + %:|
y
o 92 s
le (Zl) - ﬁ(—z1)1/4 sen [g( Zl) + Z]
/BI 2 % e
+ /T (=2 172 €08 {g (—21)2 + Z]



para obtener

al
Cr=— 1Cr = —.
= T T

Usando las expresiones para o' y f' dados por las ecs. 4.42 y 4.43 se encuentra

Cr = %TCV (4.44)
iCp=2T71Cy. (4.45)
Por lo tanto, la funcién de onda para la region I es
Cy 1 2 30T 7 2 3w
ol = 21t g 0 e e+

(4.46)

Es conveniente volver a escribir 4.46 en forma de exponenciales
CV 1 1 . 2 3 T
i (21) = -7)1/4 { <T - ZT> exp [—g (=21)* + Z]

i (=2
— (Tl + iT) exp i E (—21) ] } : (4.47)

El primer término en 4.47 es una onda que viaja hacia la izquierda y por
lo tanto representa la onda reflejada, mientras el segundo término representa
la onda incidente, que viaja hacia la derecha.

[(MIeH

+

e

Por otro lado, el coeficiente de reflexion R se define como la razén de la
amplitud de onda reflejada e incidente:
_r

R| = 4_ 4.48
Al = s (4.48)

El coeficiente de transmisién es la razon de la amplitud de onda transmitida
e incidente, entonces de los resultados 4.30 y 4.47 se encuentra

T
|Coef. de Trans.| = ——
1+ L2
4
Esto es consistente con el error de la aproximacion WKB -ecuacion 4.39 - si

se desprecian potencias de 1" superiores a la primera, asi que

(4.49)

(Coef. de Trans.| ~ T = exp <—% / V2m [V (@) = E]d:r’) (T <<1).
" (4.50)
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Parte 11

CUANTIZACION DE
SUPERFICIES
LAGRANGIANAS Y
ORBITAS PERIODICAS
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Capitulo 5

FUNCION DE ONDA
SEMICLASICA.

! En este capitulo, se obtiene la funcién de onda en el limite semiclési-

co (funcién de onda semicldsica) y se introduce siguiendo dos caminos, uno
de los cuales resulta bastante ilustrativo. Por un lado se deduce la funciéon
de onda general en la representacion coordenada, en la que se supone una
amplitud funcién de la posicién y del tiempo y una fase (funcién) con depen-
dencia explicita de la posicién y del tiempo [5]. A continuacién se considera
su desarrollo temporal, dado por la ecuacion de Schrodinger.
Por otro lado, siguiendo un camino geométrico que permite visualizar el desa-
rrollo temporal de estados cudnticos bajo condiciones semiclasicas [6]. Aqui se
supone que el estado cuantico inicial corresponde a una curva de puntos en el
espacio fase. En otras palabras, se considera una familia de estados cuanticos,
cada uno correspondiendo a una familia de 6rbitas clasicas. Después se consi-
dera la evolucion de estas superficies que se mueven de acuerdo a la dindmica
gobernada por los sistemas Hamiltonianos [7]. En cualesquiera de los dos ca-
sos se encontrara que los estados estacionarios cuanticos corresponden a un
toro invariante de sistemas integrables clasicos y la evolucion temporal de
una superficie lagrangiana corresponde a un estado no estacionario.

1[57 67 77 87 27 3]
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5.1. Onda semiclasica (primer método).

Se supone la funcién de onda en la representacion de las coordenadas
(q |1 (t)) generada por el Hamiltoniano H (P, q). La evolucién de esta funcién
de onda la determina la ecuacion de Schrodinger, es decir

<q|¢( ) =H(®,q){av () (5.1)
donde p = —ih% es el operador de momento. El caso mas simple es el de
una particula libre, para la cual

. =9
H(p,q) = — 5.2
(P.a) = 5~ (5.2)
Con este Hamiltoniano la ecuacion de Schrodinger 5.1 toma la forma
0 0?
5 (alv () =5 (alv (1)) (5.3)
Las soluciones son ondas planas tales que
(alvp () =exp{ii ' (p-a—Et)}, (5.4)
donde E = %, es la energia de la particula. Esta funciéon de onda de la
particula libre es eigenestado del operador momento, es decir
Plalvp (1)) =plalvp (1)), (5.5)
y la longitud de onda A\ = 2‘7’? — 0, cuando h — 0 para p fijo.

En seguida se considera una Hamiltoniana clasica general H (p,q) en la
vecindad de la coordenada q = q,. El error por aproximar esta Hamiltonia-
na por H (p,q,) se hace arbitrariamente pequenio cuando esta vecindad se
reduce. Sin embargo, ésta contiene muchas longitudes de onda de las co-
rrespondientes soluciones de onda plana de la ecuacion de Schrodinger en el
limite i — 0. De esta forma, para obtener el limite semiclasico de una funciéon
de onda general se divide la hamiltoniana en j pasos, centrado en la coorde-
nada q; donde H = H (p, qj). Las soluciones a la ecuacion de Schrodinger
correspondientes seran ondas planas con p = p;, tal que H (pj, qj) =F, es
una constante. En el limite j — oc, se obtiene una funcién de onda donde el
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exponente no es mucho tiempo lineal en q y en el que la amplitud es ahora
funcion de q. De esta forma se introduce la solucién de prueba

(aly (t)) = A(q,t)exp [ili ‘o (q,t)] (5.6)

dentro de la ecuacion de Schrédinger 5.1. Entonces resulta

ih%A (q,t) exp [ih’la (q, )] = f[(p q) A(q,t) exp [’Lh 'o(q, )}

de lo que se sigue
. 0A (qt) do (q,1)
ih Era Al(q,t) 5 =
exp [—ih o (q,t)] H (P, q) exp [ih o (q,1)] A(q,t) (5.7)

Conviene, para seguir el calculo, analizar por separado el lado derecho de la
ec. 5.7, es decir el término

exp [~in~'o (a,0)] {H (B, a) A(at) exp [ o (@ )]} (58)

El Hamiltoniano H es funcién del operador p = —ih% y las variables q y
opera sobre A y o que dependen a su vez de q y no involucran a la constante
fi. Para una situacién como la presente, J. H. Van Vleck en 1928 [8] encuentra
y demuestra el siguiente resultado:

Lemma 1 5i f (ih%,a) es alguna funcion del operador ih% y las va-

riables qx (k = 1,...,n) que tienen simetria hermitiana, y si S y G son dos
funciones de las ¢’s que no envuelven a la constante h, entonces

r(g9) (oo (7)) -

exp <_—;S> {Gf <gi,q> +m2 <fk ;Gg—@ } +-- (5.9)

donde los términos que se desprecian son proporcionales a la sequnda potencia
. . 1 . ., .
y potencias superiores de h, y donde f, es la abreviacion de la derivada

0f /0 (0S/0qy) de f(0S/0q;q) con respecto al argumento 0S/0q.
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Ahora, si en 5.9 se toma f = H, G = Ay S = —0 se encuentra que

19 &) Laclio@n]) _ [ioan)] do
H (zh%,q> {Ae z } =eln A(qt)H %,q

' [ do
" (8 0A(q.t)  A(q.t) 9k (554
3 (1 (20.0) 24000, At (59)
k=1

+ ...
8qk 2 8(]k

(5.10)

Si ahora se sustituye 5.10 en 5.8 se encuentra, a primer orden en ,

" [ do
do e , (00 \ 0A(q,t) 1 oty ( 5-4
Alq,t)H (—,q) —iny | H, (—,q) 94 (a,) +34(a) M
k=1

oq dq gk gk
(5.11)
la cual se sustituye en 5.7 para obtener
do (q,t) | .. 0A(ql) do
—A(q,t h =A(q,t)H | — —
(Qt) —5,— +ih—p (a,1) 9q ¢
' [ 9o
R , (0o \ 0A(q,t) 1 OH, (@, q)
—ih H | —, ——— 4+ -A(q,t) ————= 5.12
kz_; K ( 9q q) 9q, Tt (5.12)
Igualando parte real con parte real resulta la ecuacion
Jdo (q,t) Jdo
—A(q,t =A(q,t)H | —
(@t) —, (q,1) g’ ¢
0 equivalentemente
Jdo Jdo (q,t)
H{— =0 5.13

que es la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi de la mecdnica cldsica [7]. Por otro
lado, de igualar las partes imaginarias de la ec. 5.12 se encuentra

ot 5|, (8_0’ >8A(q,t)+1A(q,t) oH, (22.q)

ot 2 |\ aq'Y) "oy da

(5.14)
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Al resolver las ecuaciones 5.13 y 5.14 se obtienen las expresiones para o
y A. Una vez que se cuenta con ellas, se sustituyen en 5.6 que es la funcién
de onda semicldsica buscada. Para esto, se regresa a la ec. 5.13. Como se
dijo antes, ésta es la ecuacién clasica de Hamilton-Jacobi. La solucién de
ésta suele representarse por S y recibe el nombre de funcién principal de
Hamilton, entonces

oc=S5S=S5(qy¢).

Tomando la derivada total respecto al tiempo de S se encuentra

dS(qt) 05 (q,t)q, N 95 (at)

i 5.15
Considerando 5.13 y la transformacién canénica
95 (q,t)
t) = ———= 5.16
p(q,?) 9q (5.16)
% se puede escribir como
dS (q.t .
% =p(a,?)-g-H=L, (5.17)

por lo que la funcién principal de Hamilton diferira a lo mas en una constante
de la integral definida de la Lagrangiana segin el tiempo;

S = /Ldt -+ constante. (5.18)

Estas soluciones S son superficies (superficies Lagrangianas) cuya evolu-
cion, en el espacio fase, estd dada por la ec. 5.16. Pero se definié 0 = 5,
entonces se encuentra que la evolucion en el espacio fase corresponde a la
evolucién semicldsica de {q |y (t)) .

Para determinar la amplitud de la funcién de onda se usa la ec. 5.14 y se
resuelve para A (q,t) [ver J. H. Van Vleck (1928)]. De manera mas directa se
puede hacer mediante el siguiente argumento:

Se considera que la funciéon S = o (q.I;t) genera una transformacién
canoénica, definida por

oS 2S

= _ —— = ¢. 1
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En el limite semiclasico I y ¢ corresponden a variables cuanticas I y ¢ con
conmutadores

7.5 = [01.8] =0, (01| =in. (5.20)

Pero I es una constante de movimiento. Asi que en la representacion de
las ¢ la funcién de onda (¢ |1, ) debe tener una amplitud constante [2, 3].
Por la conservacién de probabilidad bajo un cambio de variables,

(¢ [r)[* do = [(alvr ()] dg, (5.21)
y asi se obtiene
0?8
= — ) 22
|1 (q )| o |det ‘ det aqal‘ (5.22)
Por lo tanto, la funcién de onda semiclasica tiene la forma
925 (q, Lt) [
(aly;(t))=0C ‘det % exp {ith™'S (q,Lt)}. (5.23)

Resulta importante analizar la funcion de onda estacionaria. Bajo estas
circunstancias, la funcion de la accién adopta la forma

S(q.I) = / ) p: (a) - da. (5.24)

0

Generalmente el toro n-dimensional interseca transversalmente al plano de
n dimensiones, con q constante, en puntos diferentes dentro del espacio fase
2n-dinensional. La funcién S es, por lo tanto, multivaluada.

Por ello, los toros (superficies Lagrangianas invariantes) estan especifica-
dos por la accién multivaluada S; (q) . No obstante, cada una de las acciones
satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi estacionaria

H <8‘2£1q),q) - F. (5.25)

Por lo tanto, la solucion correspondiente de la ecuacion de Schrédinger inde-
pendiente del tiempo esta dada por el principio de superposicién como:

(al|yr(t CZ‘dt 881

)12
exp {ifi 'S} (q,1,) + ia; } (5.26)
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donde «; es una constante de fase. El problema con esta funciéon de onda 5.26
es que diverge en ciertos puntos llamados causticas, es decir, en los puntos
donde se tiene
dp
det — = o0. (5.27)
dq
Una manera de evitar estas singularidades de la funcién de onda es usar
la representacion del momento?. La funcién de onda semicldsica es entonces

<P|¢1(t)>=02‘det%

1/2

exp {z’h’lSj (p, Lt) + ’Lﬂj} . (5.28)

con la accién

Sj (p, 1) = /p q; (p) - dp (5.29)

que es la transformada de Legendre de S; (q).

5.2. Onda semiclasica (segundo método).

Cuando t = 0 el estado cuantico inicial 9 (q, 0; P*) puede tomarse como
una curva Cy (P*) en el espacio fase p, q [6]. Entonces Cy (P) estd definido
por

Co(P): F(q,p,0;P) =0, (5.30)

donde F' es una familia de funciones de q y p. Es decir, se ligaa ¢ y € a
familias parametrizadas por P (figura 5.1).

Al hacer la eleccion particular 5.30, ésta queda determinada por la dis-
tribucién asumida de puntos clédsicos a lo largo de curvas € (P) como sigue:
@ es una coordenada a lo largo de € (figura 5.1), elegida de forma que los
puntos clasicos en € (P) estén uniformemente distribuidos en @); entonces, @
puede considerarse como una nueva coordenada canonica en el espacio fase,
y el parametro P puede ser tomado como el momento conjugado. El genera-
dor de esta transformacion es la funcién de accién Sy (q;P), que satisface las

relaciones
05y 0Sy
p="", Q=1
oq 0P
Por otra parte, contribuciones a las funciones de onda semiclasica
1 (q,0; P*) surgen cuando la linea con q constante interseca a Cy (P*). Se

(5.31)

2En el siguiente capitulo de hard un estudio de las custicas
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Figura 5.1: Geometria relacionada a familias de curvas parametrizadas por

P

etiquetan estas intersecciones por un indice y se denota por 1); a la contribu-
cién de la j-ésima interseccién a 1. Salvo una constante ¢;, la fase de 9; es
simplemente A~! veces la accién

q

Soj (a,P") = / p; (d',0;P%) dq, (5.32)
q0

donde p; (q,0; P*) denota la j-ésima rama (figura 5.1) de la funcién inversa

correspondiente a 5.30, es decir, expresando p en términos de q a lo largo de

la curva Gy (P*), y qo es una constante.

El médulo [¢);| se obtiene en términos de los puntos resultantes de la
proyeccién de segmentos d@); de € sobre el segmento dq (figura 5.1), usando
el hecho de que la densidad de puntos a lo largo de € es uniforme en ).
Entonces:

Iod@Q; = |15 (q, 0; P*)[* dg (5.33)
o equivalentemente
aQ); 0S5y, (q,P%)
2 7 07 3
1 =1—L =1 == 7 34
;1" = 1o dq 0( 9q07 )j):?*, (5.34)
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donde I es una constante y ademas se uso la segunda ecuacion de 5.31.
Combinando estos resultados, la funcién de onda semiclasica inicial es

* aSOJ q7 )
v (.07 Z‘ ( 0a0P ) s

1/2

exp [ih 'Sy (q,P*) + i6;] .

(5.35)

Las curvas € (que no cambian con el tiempo) son justamente las curvas

de nivel H (q,p) = E. En este sentido, la energia puede ser el parametro

P de la ecuacion 5.30; alternativamente, ese papel podria ser jugado por la
variable de accién

1 1 > x
da —— E—H )
5 j[p dq 5 /_ /_ dqdp® ( (a,p)), (5.36)

donde O denota la funcién escalén unidad. La accion P (E) es 1/27 veces el
area encerrada por la curva € que corresponde a E. Cuando P (E) y no E es
el parametro, la coordenada ) conjugada a P es la variable angulo y puntos
distribuidos alrededor de € de modo uniforme en () permanece para tiempos
posteriores (es decir, ) da la medida invariante en € ), y la correspondiente
funcién de onda semicldsica 5.35 representa un estado estacionario [6].

Por otra parte, cada punto q, p en la curva inicial € (P*), se mueve de
acuerdo a la dindmica gobernada por los sistemas Hamiltonianos H (q, p, t),
asi que en el tiempo ¢ la curva inicial tiene evolucion €, (P*) (figura 5.2), la
cudl esta ligada a la familia parametrizada por P y definida como

[=P(E) =

C (P): F(a,p,t;P) =0, (5.37)

donde F'(q,p,t;P) se desarrolla a partir de F (q, p,0;P) por la accién de
H (q,p.t). La pregunta ahora es: ;jPuede la funcién de onda semicldsica
1 (q,t; P*) expresarse en términos de las curvas €, (P)?

Para dar respuesta a esta pregunta, se empieza por escribir la ecuacion
de Schrodinger que v debe satisfacer:

0 oY
H(q —ih——t) = :
<q, zhaq, t) Y = 1h— TR (5.38)

Previamente se encontré una solucion semiclasica mostrando que v esta he-
cha de contribuciones de 1; donde la fase es ™' veces la solucién de la
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>
q
Ci(P¥)

Figura 5.2: Evolucién de la curvas parametrizadas por €, (P*)

ecuacién de Hamilton-Jacobi. Es conveniente trabajar con una familia de so-
luciones que contenga el pardmetro P, es decir S (q,t; P). Entonces la ecuacién
de Hamilton-Jacobi es

dS (q,t; P) dS (q,t; P)
H|q—o) 4] = 225000 .
<q, . ) o (5.39)

Por otro lado, el médulo |zbj|2 se puede expresar en términos de S como (ec.
5.22)
9S (q,t; P)
2 )Yy
=cte X —(———".

Por lo que la funcién de onda semiclasica adopta la forma
1/2 .
q.t; P
i (- S92 o

donde S; son las ramas de la solucién de 5.39 con valor inicial

(5.40)

. 0%S; (q,t; iP*)
Ylat ) Z ‘ 0P

q

S; (9,0; P) = Sjo (q fP)z/ p; (d',0;P)ddq'. (5.42)
q

0
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Resta mostrar cémo S depende de las curvas C; (P).
La solucién resultante de la ecuacién de Hamilton-Jacobi que satisface la
condicién inicial es

! oq (t';q,t, P
S(@ti) = S (o a9 2) + [ avn (4 (ran ), AT )
0
(5.43)
donde L (q’ , ‘g—‘;‘,/, t ) denota la Lagrangiana. Una expresion mucho mas simple

para S ( ya que 5.43 envuelve todas las trayectorias sobre el tiempo de 0 a
t) es

q t
Sj (a,t;P) = / pi (d,;P)dq’ — /0 dt'H (qo, pj (o, 5 P), 1), (5.44)
q0
donde p; (q',¢;P) denota la j-ésima rama de la funcién inversa de 5.37 -es
decir, aquella en donde se expresa p en términos de q a lo largo de la curva
Ci (P)- y qp es la constante que aparece en la expresion 5.32. En la ecuacién
5.44, el primer término depende sélo de la curva final €, (P) y el segundo
término, contiene la dependencia temporal de H en la coordenada fija qq de
la curva correspondiente C.

La expresion 5.44 satisface la condicion de frontera 5.42. Ahora, se mues-
tra que satisface la ecuacion de Hamilton-Jacobi 5.39. Por simplicidad se
omite el subindice j y el parametro P. Entonces se tiene

0S (q,t)

dq
como tenia que ser. Después se calcula la derivada temporal
95 (q,t) 40p (d',)

o _/q ot

0
Se considera ahora

=p(a.t), (5.45)

dq' + H (4o, p (qo,t) , 1) . (5.46)

donde dq/dt y dp/dt denotan la razén de cambio a lo largo de trayectorias
que pasan por q y p en ¢t y 0p/0t denota la pendiente de €, (P) en q. La
geometria de esta derivada se muestra en la figura 5.3, de la cudl 5.47 resulta
evidente. Usando las ecuaciones de Hamilton se obtiene

op(at) _ 9H(q,p(a(?)).t) IpdH(ap(a?).t) _ dH(qaPp(q1).1)

ot dq Jq op dq
(5.48)

ol



Con esto, el primer término en 5.46 es la integral de una derivada, por
ello,

!

d
ot . dq’ 4

S (q,t
= H<q, 8(2)

0

_/q o (d),  _ /q dH (¢, p (d',1),1)
q q

,t> — H (qo,p (qo. 1), t),(5.49)

y sustituyendo en 5.46 muestra que 5.44 satisface la ecuacion de Hamilton-
Jacobi.

< Trayectorias~

i &)

>
q

Figura 5.3: Geometria de derivadas describiendo pendientes y cambios de la
curva C; (P)
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Capitulo 6
CAUSTICAS.

! En este capitulo se introduce el concepto de ciusticas, esto es, sin-
gularidades en la proyeccién de superficies invariantes. A continuacion, se
discutira un método sencillo para evitar estas singularidades conocido como
el método de Maslov [9]. Se verd que esto implica un cambio de representacién
de la funcion de onda semicldsica 5.26 y, el usar la transformada de Legendre,
permite expresar esta funcién como una suma de integrales con argumentos
que oscilan y que tienen buen comportamiento en las causticas. Por ultimo,
el método de fase estacionaria es usado para evaluar dichas integrales.

6.1. Causticas q.

Se demostro, en el capitulo anterior, que cuando ¢ = 0 un estado cuantico
inicial puede tomarse como una curva en el espacio fase q, p. Entonces,
se considera una curva en el espacio fase 2-dimensional (figura 6.1). Esto
muestra que la funcién p(q) es multivaluada. Por otro lado, se tiene que la
accion esta dada por .
S(a) =/ p(q)dq (6.1)

q0
y, por lo tanto, resulta ser una funcién multivaluada. Debido a esto?, se
invocé el principio de superposicién y se extendié la asociacién (estado
cudntico-curva) escribiendo (q[¢);) como una suma de términos. Entonces

19, 10, 11, 12, 5]
2Ver capitulo 5
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se escribid

1/2

2 Q.
L(q,l) exp {z’h_ISj (q,I) + iaj} ; (6.2)

0qol

(alir) =cz\det

una para cada rama de p;(q) - en la figura 6.1 se ve que las ramas son dos,
con los valores i = 1,2). Surgen en este punto dos problemas; primero, no es
claro como se relacionan las fases de las diferentes contribuciones a la funcién
de onda semiclasica, en otras palabras, como se unen las diferentes ramas de
S (q) en las cdusticas; segundo, (q|¢;) dada por 6.2 se hace infinita en las
causticas. Sin embargo, es posible desarrollar caminos que permiten seguir
adelante [10, 11, 12].

" A

Figura 6.1: Multivaluacion de P

Las cdusticas corresponden al conjunto de puntos en el espacio fase donde
(figura 6.2)

d
det £ = 0. (6.3)
Por otra parte, la transformada de Legendre de la accién es [5]
S(p)=p-q-5(a), (6.4)
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donde p (q) esta dado por

95 (q)

oq
Para el caso con un grado de libertad, se puede hacer la construccion grafica
mostrada en la figura 6.3. La condicién Lagrangiana en el toro invariante

p= (6.5)

"A

Figura 6.2: Cdusticas q* y q~

]{q-dp=—7{p-dq=0 (6.6)

S (p) :/pq-dp (6.7)

0

implica

y por lo tanto,

que resulta la misma funcién de 6.4 salvo una constante aditiva. Esta funcién
es multivaluada (fig. 6.2). Sin embargo, S (p) es una funcién uno a uno en la
vacindad de la cdustica de S (q). Diferenciando 6.7 resulta

95 (p)
= 6.8
9=, (6.8)
e invirtiendo 6.3, se obtiene la condicién sobre las causticas p
dq 0”5 (p)
det | —| = det =0 6.9
¢ op ¢ opop (6.9)
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La representaciéon de la funcién de onda semiclasica en el espacio de mo-
mentos es

(p|Yr) = CZ

1/2

9?S; (p) exp {—ih~'; (p,I) +ip;} (6.10)

det 78p o1

con la accién S (p) dada por 6.7, es decir

Si (p) Z/qu (p) - dp.

0

Por supuesto, las funciones de onda semicldsicas (q|¢r) y (p |¢1) estan re-

e}

Figura 6.3: Construcci6 grafica de la accién S (p) dado S (q)

lacionadas por la transformada de Fourier

(alvr) = (2mh) " / dp (p |¢r) exp (ih'p - q) (6.11)
donde L indica los grados de libertad. De la sustitucién de 6.10 en 6.11 resulta
. o0 9°S; (p) |* , _
falor) = a0 Y [ ap faet T2 enp (it [ a - 5, 0.1+ 5}
j —0o0

(6.12)
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lo que da (q|¢;) en términos de integrales oscilatorias que se comportan bien
en las causticas de q. Cuando q no esta cerca de una caustica, la intregral
6.12 puede ser evaluada por el método de fase estacionaria (Apéndice C),
porque cuando i — 0 el integrando es una funcién con oscilaciones rapidas
de su variable p. Este método da el resultado

L [ &S, (p,D)|'/?

(271'77,) L/2/ dp‘det% €Xp {Zh_ P-q-— S ( +26J}_
023, (p,I) ., ,0%S; (p,I)|"? L .
‘det_ 8]1:)(81)1 ) det 1 51()12) U exp {in""p; (@) - a = S; (p; (@), D)] +iay }

(6.13)

Luego, la funcién de onda semiclésica es
(q |¢1> =

p,I) 0*S; (p,I)
det —2 2772 d t L
Z‘ apal op?

1/2

exp {ih ™" [p; (a) - a — S, (p; (), I)] +ic; }

(6.14)

y si se identifica la transformada de Legendre

p;(a)-a—S;(p; (a),1) =5;(a) (6.15)

la expresién 6.14 se puede simplificar. Ademads, para la amplitud se tiene

825, (p, 1) 825, (p,1)|'"* dq oq|Y
det —2I 277 qot 122000 et — 2 det 12| =
T opar ° Op? ‘ a1 ¢ ap
3p op|"/
de de
‘ aI g ‘ o1

donde se uso la ec. 6.8. Si ahora se considera a la ec. 6.5 se encuentra final-
mente para la amplitud

0’5, (0.1) , 19°S; (p.1) [ v

opol Op?

op|"
o1

%5 (a,1)
0qol

det

~ |ac

= ‘det

(6.16)
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Por tultimo, de la sustitucion de las ecs. 6.15 y 6.16 en 6.14

1/2

24,
"5 (a,1) exp {—ih™'S; (q,I) + ia;} . (6.17)

J

Para lograr este resultado, se tom¢ la transformada de Fourier de (p [¢)
en una regién sin causticas bajo la aproximacién de fase estacionaria. La
consistencia en la representacién de coordenadas y momentos, donde las dos
son no singulares, permite usar la definicién de la funcién de onda (q|¢;)
cerca de una caustica por medio de la transformada de Fourier. Esta manera
de evitar singularidades semiclasicas es conocida como el método de Maslov

[9].
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Capitulo 7
ORBITAS PERIODICAS.

! En este capitulo se encuentra la contribucién de érbitas periédicas clasi-
cas a la funcién de onda, usando el propagador semiclasico. Lo que aqui se
muestra es un método para extraer informacion acerca de estados estaciona-
rios de sistemas no integrables, considerando la manera de la propagacién de
Hamiltonianos de estados no estacionarios [5].

7.1. Estados estacionarios y el propagador.

En el apéndice B, se demuestra que el propagador de una funcién de
onda semicldsica corresponde al movimiento de una superficie Lagrangiana
clasica. Alternativamente, el propagador puede también tomarse como la

representacion coordenada <q’ U ‘ q> del operador de evolucion

U (t) = exp (m—lﬁt) . (7.1)

Por otra parte, la evolucién temporal de un estado |¢ (t)) estd dado por la
ecuacion de Schrodinger

LAy (1))
th i

y tiene como solucién formal, cuando H no depende explicitamente del tiem-
po, la expresién

= H v (¢)) (7.2)

6 (1)) = exp (i7" Ht ) i) (7.3)

"5, 2]
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bajo la condicién inicial

o) = |4 (t =0)). (7.4)
Introduciendo el operador de evolucién 7.1 en 7.3 resulta
¥ (@) = U (t) o) - (7.5)

Asi que el operador de evolucién transforma el estado |¢)g) al tiempo ¢, en
el estado |9 (t)) al tiempo ¢. Enseguida se desarrolla el estado inicial |1g) en
términos de los eigenestados |¢;) del Hamiltoniano

(o) = D cxlv) ¢k = (Yr [to) , (7.6)

en donde R
H |¢x) = Ey. 1) (7.7)

con lo que la ec. 7.5 se escribe como
1)) ek lv). (7.8)
k

Ahora se desarrolla el operador de evolucion en serie de potencias del opera-
dor H [2], esto es

R N o0 1 . no_
00 1) = e (187 Bt ) = 3 0 (~5t) A1
Zni <_—t> E} ) = exp (ih™ " Eyt) ) (7.9)
por lo que la expresion 7.8 resulta ser igual a
(1) = ewexp (ih ' Ext) [ihy) . (7.10)
k

Sustituyendo ¢, de la ec. 7.6, entonces 7.10 se convierte en

= (x [tho) exp (i~ Ext) |y) (7.11)
k

o equivalentemente

=) " |vn) (vl exp (ih ' Ext) [¢h) (7.12)
k
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Comparando las ecs. 7.12 y 7.5 resulta claramente

U(t) = [the) (te] exp (il Eyt) (7.13)

k

el operador de evolucion en la representacion de la energia. Por otra parte,
la representacion coordenada de este operador es

(a0 ®]a) =Dt ) W la)esp (' Et)  (714)

k
que recibe el nombre del propagador. La importancia crucial de esta ecuacion
es que toma la suma sobre estados estacionarios desconocidos de la funcién
de onda semiclésica.

Se puede invertir la ec. 7.14 tomando la transformada de Fourier. Sin
embargo, esto implica que se conoce el propagador en el limite ¢ — oo (
puede suceder que la superficie Lagrangiana inicial se doble al evolucionar
en el tiempo). Entonces, es conveniente multiplicar al propagador por una
funcién sombrero (unidad cerca del origen mientras decae a cero para t —
+00 ) antes de tomar la transformada. Se define la tranformada de Fourier
para una familia de funciones pico J) (E) (que son la delta de Dirac ¢ en el
limite A\ — 0) como

Ay (1) = / h dES) (E) exp (—ili ' Et) (7.15)

o0

donde la anchura de la funcién sombrero A, () es fi/A (como seria el caso
para una familia de gausianas). Luego la transformada de Fourier 7.14 es

(27‘('77/)71 /OO dtAy (t) <q’ ‘(/]\ (t)‘ q> exp (ih_lEt) =

—00

)t [ s Y (1) ) expin™ (B - Bt (710

k

0 equivalentemente
(2mh)~! / at (1) (o | (1) @) exp (i1 ) =

S ) (e la) o)™ [ e @ eso [in (- B1). (717)

k — 00
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A partir de 7.15 se obtienen el siguiente par de ecuaciones, con el combi
de variable: (E — Ej)

Ay (1) = /OO dES) (E — Ey) exp — [ih™" (E — Ej) t] (7.18)
y
or(E — Ey) = (2nh) ™" / h dtA, (t) exp [—ih ' (B — Ey)t] . (7.19)

Por lo tanto 7.1 se transforma, considerando 7.19, en

D 0 (E = Eo) (d [ve) (Unla) . (7.20)
k
De esta manera la transformada de 7.14 resulta ser igual a

rty™ [ ey () (a0 0] a)ew (0 ) = 306 (B~ B o o) ().

(7.21)
Si se elige A ~ h, entonces la anchura de la funcién sombrero %/A no
diverge en el limite i — 0. Por lo tanto es posible usar sin problema el
propagador semiclasico. Cada término en el lado derecho de 7.21 es la matriz
de densidad, en la representacién de las coordenadas, del estado puro [iy).
Para el caso con ' = q, hay ondas intensas en el lado derecho de 7.21. El
propagador resulta ser la suma de términos -una para cada orbita que sale del
punto q en ¢t = 0 y regresa después de un tiempo £. A continuacion se integra
sobre el tiempo, incluyendo la orbita cero -esto es, la 6rbita en un punto q
para t = 0. Esta integral puede evaluarse porque cualquier 6rbita regresa a
q después de un tiempo finito . Cuando q’ — q se puede considerar que la
funcién de Hamilton H (p, q) depende sélo del momento Por lo tanto, en la
representacion de momentos el propagador es

w|T0lp) = (e (el 0) o) -
exp {—ih 'tH (p,q)} ¢ (p' — p), (7.22)

resultando que el propagador en el espacio de coordenadas de L dimensiones
es la doble transformacion de Fourier

< > (27h)~ /_Z dpdp’ <p'

(27rh)_L/_ dpexp {—ih 'tH (p,q)} exp {—ih 'p- (d'—q)} . (7.23)

t)‘ p> exp {—ih ' (p'd'—pq)} =
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De la sustitucién de 7.23 en 7.21, después de tomar q' = q, conduce a

(2h) - / " dpb, (B~ H(p.q)). (7.24)

que es la contribucion de la orbita cero. Se pueden eliminar todas las con-
tribuciones de las otras érbitas que regresan a q eligiendo il~!, el ancho de
A, (t), més pequeno que el menor tiempo de regreso. Por consiguiente 7.21
es, para esta contribucion

et * [ dpa, (8~ H (b)) = 0= Bl (72)

Considérese, ahora, el propagador semicldsico (Apéndice B)
&*S; (¢ )|

(2mh) —1/2 det —2L 222

‘ q> T Z ‘ 0q'0q

. v
exp {zh 'S (d, q,t) — z,ujg} :

(7.26)
La idea a continuacion es usar este propagador directamente en la integral
7.21. Como la contribucién de orbitas que regresan aparece sélo si el ancho
de la funcién sombrero es RA™! > O (h°), se puede evaluar la integral por
medio del método de la fase estacionaria (Apéndice C), donde se considera
A, (t) parte de la amplitud. El tiempo estacionario es determinado por

a5

E+ 5 (d.at)=E~H(p(a)q) =0 (7.27)
Luego, sustituyendo 7.26 en 7.21 da
29 (o 1/2
_3)2 3 9°5;(d,a) . .o
(27h) Z/ dt‘ ’8q Ay (t)exp{zh [Et+S;(d,q, )]—Z/LJE},
(7.28)
entonces la fase estacionaria puede ser
Etg+S(d,ats) =W (d,q) (7.29)

donde tg es la solucion de 7.27 y W es conocida como la funcién caracteristica
de Hamilton -W es el area simpléctica sustentada por la orbita que regresa
y en ese sentido resulta ser igual a la accién reducida. Asi que la integral es

2 ! 2 —1|1/2
qot 5 (d ) (3 S)

¢ 0q'0q ot?

Ay (tg)exp {ihn"'W (d',q)} . (7.30)
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Muchas de estas contribuciones oscilan rapidamente con q. La fase de
estas oscilaciones esta dada por

daw oW aw

Tq " o (d',q) — q (d,q)=p'(q) —p(a). (7.31)

Por lo tanto, la condicién para la fase de una orbita que regresa no sea muy
oscilatoria es que el momento de regreso sea idéntico al momento inicial -
solo las dérbitas estables dan contribucion a la intensidad de la onda.
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Capitulo 8

CONCLUSION

La mecanica cuantica incluye en si la mecanica clasica como un cierto
caso limite (limite semicldsico i — 0). Partiendo de esta hipétesis, se en-
contré que del caso limite que representa la mecanica clasica corresponden
en mecdanica cuantica funciones de onda de la forma 2.9 o, equivalentemente,
5.9. Esta analogia condujo a que la fase de la funcién de onda, en el limi-
te semiclasico, debe ser proporcional a la accion mecanica del sistema fisico
considerado: 2.22, 5.23, 5.26, 5.35 y 5.41. El coeficiente de proporcionalidad
es la constante de Planck. Por lo tanto, el paso de la mecanica cuantica a la
clasica, corresponde a grandes valores de la fase. Se establecié asi, la forma
limite de la funcién de onda.

En la primera parte, siguiendo el método WKB, se introdujo la funcién
de onda — ec. 2.22-:

C L[ NP,
Ywip (r) = BV (o) exp {:I:zh/ 2m[E -V (a')] dx } h— 0,

para el caso particular del Hamiltoniano auténomo

P
H=—+V(z)=F
5 TV (@)
Resulta evidente que la funcién Ywgp diverge en los puntos £ = V (),
donde tiene una amplitud de onda con denominador igual a cero mientras
que la fase permanece finita. Se nota también que la funcién de onda cuenta
con una exponencial que tiene argumento complejo si £ > V (z) y real para
el caso contrario, es decir cuando E < V' (x). En otras palabras, se tiene una

funcién de onda con comportamientos distintos dependiendo de si se esta de
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un lado u otro del punto £ = V (z). Luego estos puntos dividen la region
clasicamente permitida y la region prohibida. Por ese motivo se les conoce
como puntos de retorno clasicos. Sin embargo, para la mecanica cudntica no
existe una restriccién acerca se tales puntos. Como se sabe, se presenta el
efecto tunel que es un resultado mecdnico-cuantico sin contraparte clasica.
Por lo tanto, si se pretende una descripcion de la mecanica cuantica con
la dinamica clasica, se deben encontrar métodos que permitan describir la
funcién de onda independientemente de si se tiene £ >V (z) o E <V (z).

Para el caso del pozo o barrera de potencial, (capitulo 3 y 4), resulto suma-
mente sencillo resolver esta situacion: Se pidio, simplemente, que la funcién
de energia potencial V' (z) fuera aproximadamente lineal en la vecindad de
E =V (x). Esto permitié expresar la ecuacién de Schrodinger 2.1 como la
ecuacion de Airy, independientemente de si se trata del problema de pozo
o barrera de potencial, ecs. 3.9 y 4.10 respectivamente. Luego, las condicio-
nes de aplicabilidad, permitieron usar las formas asintéticas de la funcion de
Airy. Para el caso del pozo, los resultados obtenidos proporcionan la condi-
cién que determina los niveles cuanticos de energia. Asi si se considera 3.61,
para un periodo completo, muestra que la fase de la funcién de onda dentro
del pozo pasa de m en x = x; hasta m (n+ 3/4) en x = x4, por lo que la
funcion de onda tiene n ceros dentro de éste; en otras palabras, el nimero n
de cuantizacién determina el nimero de nodos de la funcién de onda en esta
region.

Para la barrera de potencial, se consiguio el resultado 4.50. Lo que mues-
tra, en particular, que la transparencia de la barrera a una particula depende
fuertemente de la masa. Andlogamente, para un potencial V (z) dado, la
transparencia de la barrera a una particula también depende fuertemente de
la energia E con que incide.

En la segunda parte se introdujo la funcién de onda considerando un
Hamiltoniano auténomo. La estructura es esencialmente la misma de la ob-
tenida por el método WKB. Lo diferente, es que este camino permite aclarar
la idea acerca de la cuantizacion de superficies Lagrangianas. La funcién de
onda resultante es ec. 5.26

1/2

2
; |
M exp {ih_ISj (q,I) + ’L'ozj}

0
(q|r) _czj:‘det Fol
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donde S; (q, I) satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi estacionaria

I <55j (q,I)7q> 5
dq

Es decir, se tiene un sistema clasico integrable, cuya solucion es justamente
S;. Luego S; es una variedad n-dimensional, con n igual a los grados de
libertad. Por un importante teorema de topologia, esta variedad tiene la
misma forma que un toro n-dimensional [10, 13] . Es decir, cada trayectoria
de la dindmica clésica yace dentro de un toro invariante. Por lo tanto, los toros
invariantes corresponden a estados estacionarios. Si se considera la evolucion
de tales superficies S; dada por S(q,t) se encontré que corresponde a la
evolucién de la funcion de onda

1/2

It
(a, 1,2 exp {ifi'S; (q,Lt) +icy}

(alvr (t CZ‘dt 8 o

Esto es, la evolucion de superficies Lagrangianas corresponde a estados no
estacionarios. Todo esto desde luego, en el limite semiclasico (A — 0). Es
claro que también estas funciones de onda presentan el problema de contar
con una amplitud infinita que corresponde a un cierto conjunto de puntos
conocidos como las causticas de la funcion de onda.

La clasificaciéon de las causticas depende de las dimensiones del espacio de
configuraciones [5]. El caso simple es para un grado de libertad que presenta
causticas estables que reciben el nombre de puntos de retorno. Para dos
grados de libertad se tienen curvas de dobles y puntos ctspides. El estudio de
las cdusticas esta englobado en la teoria de catastrofes con el teorema Thom
como piedra angular, presentado por Poston y Stewart [14]. La presentacién
mas elegante en el contexto de la dindmica Hamiltoniana es la de Arnold
[10], quien extiende la clasificacién de cdusticas basado en lo que se conoce
como formas normales.

En lugar de esta teoria se utilizé una representacion de la funcién de onda
que da el comportamiento correcto semiclasico a través de las causticas. El
método lo derivé Maslov [9, 15, 16]. Esencialmente, lo que se hizo es poner la
funcién de onda (q| 1) como una integral de Fourier de (p| ) y usar el hecho
de que las causticas en q y en p no ocurren simultaneamente. Finalmente con
el método de de fase estacionaria se pudo evaluar la integral y se consigui6 asi,
la funcién de onda semiclasica 6.17. Asi se tiene una forma de evitar las
singularidades de la funcién de onda.
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Por ultimo, usando el propagador semiclasico B.4, se encontro la contribu-
cién de orbitas periddicas clasicas. Se demostrd, que dicho propagador puede
representarse por una suma de la amplitud de la funcién de onda estacionaria
ec. 7.14. Tomando la traza del propagador se consigui6é una férmula para la
densidad de estados puros 7.21. La expresiéon que da la contribucion de las
6rbitas periddicas, con un periodo maximo de AA™, es la ec. 7.30. Integrando
7.30 sobre todo q, se obtiene la contribucion de toda orbita periddica a la
densidad de estados arriba de un periodo de AX7!.

Por otra parte, la cuantizacién de sistemas clésicos integrables depende
explicitamente de los toros invariantes que hacen una foleacion del espacio de
fase. Luego, no se hace distinciéon en la teoria semicldsica si se encuentra el
movimiento sobre un toro cuantizado periédico o cuasi-periddico. Una gran
perturbacién puede romper los toros con frecuencias inconmensurables, so-
breviviendo sé6lo algunos invariantes. El limite semiclasico de estados estacio-
narios puede por lo tanto tener alguna relacién con estas curvas invariantes.
Es decir, esto abre la posibilidad del estudio del caos cuantico teniendo en
cuenta la conexiéon con la mecanica clasica.
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Apéndice A
ECUACION DE AIRY

La ecuacion de Airy es

d*y ()

da?

Se propone como solucion la siguiente funcion

(0.0
— Jta
—g Aja? T
Jj=0

Derivando esta ultima dos veces se encuentra

—zy(z) =0.

de
7=0

ZA (j+a)(+a—1)aTe2

(A.4)

Sustituyendo los resultados, A.2 y A.4, en la ecuacién de Airy A.1 se obtiene

o0

ZA (]+Ot)(]+0[—1l‘y+a2 ZijnLanLl

Jj=0
o equivalentemente

o0

ZA[(Z-I-Q)(Z-FO( l+a2 ZA,JL‘HGQ

=0
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Es claro que esta ultima se debe cumplir término a término. Entonces, igua-
lando

[=0:
Aja(a—1)=0
[=1:
Aja(a+1)=0
[=2:
Aa(a+2)(a+1)=0
l=3—=00:

Al(()t+l) (Oé'f‘l—]_) :Alfg.
Es decir, resulta la ecuacion

Ais

A= D la+i=0)

(A7)

Ahora, considerando [ = 0 se encuentra que a = 0 0 @ = 1. De cualquier
modo, con [ =1y [ =2, resulta

en ambos casos. Luego las A; brincan de 3 en 3. Con esta experiencia se
propone:

y(x) =) Bpa™. (A.9)
k=0
donde By = Aji. Luego las dos primeras derivadas con respecto a & son
dy (x) _ _
= > 3kBa ! (A.10)
k=0
y
Py (1) & _
= > 3k (3k — 1) By 2, (A.11)
k=0

De la sustitucién de las ecs. A.9 y A.11 en la ecuacion de Airy se obtiene

o o

> 3k (3k — 1) Bua® 2 =) Byttt (A.12)

k=0 k=0
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0 convenientemente
Z3z (31— 1) B ZBl 177, (A.13)

Comparando potencias de x

B3l (3l —1) = B4, (A.14)
es decir 5
B = _ =t A.15
"TBI(3I—1) (A.15)
Entonces una solucién es
=> B (A.16)
k=0

con coeficientes de la forma dada por A.15.

La otra solucién independiente resulta ser
o
y () =) Cra®* (A.17)
k=0

Procediendo como en el caso anterior, se deriva dos veces resultando

dy ()

o

= (3k+1) G (A.18)
k=0
Y 2
d°y
. (2) ZSk (3k + 1) Cpa® 1. (A.19)

Sustituyendo en la ecuacion de Alry, se encuentra

231 (31 +1) Gt ch T (A.20)

=0

Luego la soluciéon particular es

y(x) = ZC’kx3k+1 (A.21)



con los coeficientes dados por

Cia

=iy

(A.22)

., Cémo son los coeficientes B; dados por la ec. A.157 Considerando A.15,
se ve que
By By

B: =
'73.2 3.2.3

Entonces resulta claro el resultado
By

B, = . A.23
T 1) B +2) . G i) (A.23)

De las funciones gamma, se conocen las siguientes igualdades
L'(Z+1)=2I'(2) (A.24)
I'(Z+2)=(Z+1)2I (2) (A.25)
I'(Z+2)=(Z+2)(Z+1) 2T (2). (A.26)

De aqui, tomando Z = % se encuentra

GG (o) -l

Por lo tanto A.23 se convierte en
Bl (3)

= 97 A28
T 1) (4.28)

l

Puesto que By y I (%) son constantes se pone simplemente By que incluye a
I' (2) . Luego por induccién
Bl BO

By = = , A.29
TR0+ (1 +2)3 ED I+ ) (2 +141) (4.29)
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quedando esto demostrado. Luego

[
3k A

y(z) = ;ka con By = T 25 F) (A.30)
donde se defini6 A = By’ (%) Equivalentemente
= = (8)
y (o) = AZ PR ( ; a (A.31)

De manera analoga, para los coeficientes de la otra solucion A.21. Enton-
ces, de la ecuacion A.22 se ve que

C11 CO
C: f—
2776 3.6-4.7.32
02 CO
C: = .
7109 3-6-9-4-1-%-33

Luego, con propiedades de la funciéon gamma se encuentra

Gl (%) B
3ANT (3 +1) 32T (3 +1)

(A.32)

C =

donde se defini6 B = CyI’ (%) Por induccion se demuestra

C C

Cl+1:3(3z+4)(z+1) B EEIED)

(A.33)

Sustituyendo C;

B

Crat = .
TR+ )IT (E 4 1)

(A.34)

Asi, la otra solucion linealmente independiente se puede escribir como:

()

y(z) = BZm (A.35)
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Otra representacion de solucién de la ecuacion de Airy, se basa en el

método de Laplace. Este dice que una ecuacion de la forma
(ag + box) y" + (a1 + byz) y" 7 + ... + (an + b))y =0

es de Laplace, y la solucion es

v = [ s @ esp o).
En el caso de la ecuacion de Airy, A.36 se reduce a
(ag + boz) y" + (a, + bpx)y =0
conag=1,a,=by=0yb, =—1.

Sin perdida de generalidad, la ec. A.37 puede tomar la forma

B
yie) = [ dtf @ exp (int)
con derivadas igual a

T B
dydi:) - /a dtf (t) (it) exp (ixt)

2 (2 B
djxg ) __ /a dtf (t) t* exp (ixt) .

De la sustitucion de A.41 y A.39 en la ecuacién de Airy A.1 resulta

B
/ dif (t)exp (iat) [t + 2] =0

Trabajando el segundo término

B B
. / dtf (1) exp (iat) = —i / dtf (t)%exp (it)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

B B
_ /a dt% 1 (1) exp (iat)] + i /a dt " (1) exp (ixt)

B
= —i[f (t) exp (zxt)]g + z/ dtf' (t) exp (izt) .

[0}
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Por lo tanto la ecuacién A.42 se convierte en

8
—i[f (t) exp (ixt)]] + / dtexp (iat) [*f (t) +if (t)] =0 (A.44)

[0}

Pasando el primer término al lado derecho y luego derivando respecto a t, se
encuentra

exp (ixt) [ f (¢) +if (¢)] =0

y manipulando esta ultima

@)
T it (A.45)
es decir ,
Inf(t) = z% (A.46)
y por lo tanto \
f(t) =exp z% (A.47)

Al sustituir este resultado en la ec. A.44 resulta

[f (t) exp (ixt)])? = 0. (A.48)
Al llevar el resultado A.47 a la ecuacién A.39 resulta

y(z) = /0 T dtexpi {xt + g] | (A.49)

Si ahora se considera solo la parte real, entonces esta tltima se escribe como
00 t3
RRey (v) = / dt cos {xt + g] (A.50)
0

que es la representacion de la integral Airy.

Conviene, ahora, analizar el comportamiento asintético de la funcion de
Airy (z >> 0, y real). Entonces, sea la funcién de Airy

1 t?
Ai=— [ dtexp |tx — 3| (A.51)

271 J o,
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El camino de integracion C debe elegirse de manera que en sus dos extremos
- 3 . . . .
se anule la funciéon [ta: — %] . Para ello, estos extremos tienen que ir al infinito

en dominios del plano complejo ¢ en los que Re (3) > 0 -esos dominios
aparecen rayados en la fig. A.1. Se obtiene una solucién finita para todo
x eligiendo el camino C; conforme se representa en la figura. Este camino
puede desplazarse de manera arbitraria con la dnica condicién de que sus
extremos vayan a infinito en los dos mismos sectores rayados (I y III en la
fig. A.1). Obsérvese que si se elige un camino que se encuentre, por ejemplo,
en los sectores III y II, se obtiene una solucion que tiende a infinito cuando
x — oo. Una vez que ha quedado claro este aspecto, se hace un desarrollo de

N

I
/3 /4
II
o (
X P —
/3
A
11T
: /
C

Figura A.1: Regiones

f(t) = [tx - g} alrededor del punto silla t; = —y/z, entonces

f(t):—%x%+\/:f(t+\/:f)2—%(t+\/5)3+... (A.52)
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Luego A.51 es

2
3

Ai = o (37 /tt:m dtexpy/z (t + vz)% exp {_é (t+ \/5)3} .

2m — oo

Ahora se propone el cambio de variable

entonces

y por lo tanto

Pero,

o

Usando tablas de integrales [17], se encuentra el resultado

o 1
/ dw exp (—w)? exp (w)® =T <3l + 5) ,

o

7

3x%> < [_%i%r = 2 3k
T Z / dw exp (—w)” exp (w)™" .

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)



entonces

f3> i [%g}!lr <3l + 1) . (A.61)

[1+.] (z >> 0) (A.62)

obteniendo asi el comportamiento asintotico de la funcion de Airy As.
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Apéndice B

EL PROPAGADOR
SEMICLASICO

Se mostrd, en el capitulo 5, que la propagaciéon de las funciones de onda
no estacionarias, corresponden en general a superficies Lagrangianas que se
mueven bajo la accion de Hamiltonianos clasicos. Por otro lado, se dijo que las
funciones de onda semiclasicas dependientes del tiempo son insensibles a la no
integrabilidad del sistema, aunque los detalles de su evolucion son ciertamente
sensibles a la dindmica clasica. En ese sentido, resulta conveniente definir
estados relacionados al operador de evoluciéon

U (t) = exp (—mﬁzt) . (B.1)

Su representacién coordenada <q’ U (t)‘ q>, conocida como el propagador,
puede ser identificada con la funcién de onda (q[¢ (t)) que resulta de la
propagaciéon de (q'|q) = 0 (q' — q) en el tiempo t. Clasicamente el estado
inicial corresponde a una distribucién p uniforme a lo largo del plano ' = q

-capitulo 5. Este plano puede evolucionar en la superficie Lagrangiana

!

S
P q,q.t), (B.2)

:a—q’(

donde S es la solucion a la ecuacion clésica de Hamilton-Jacobi
oS oS
H{-—.q — =0.
(aq"q> "o
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Figura B.1: Propagador para un sistema con un grado de libertad es asociado
con la evolucién de la linea vertical q constante.

La configuraciéon para un sistema con un grado de libertad se muestra en la
figura B.1.

El propagador semiclasico tiene la forma estandar 5.23 excepto para la
presencia de causticas. No obstante, se puede recurrir al método de Maslov,
siguiendo lo que se hizo en el capitulo 6, puesto que en la representacion p

v

se garantiza que no hay causticas para t suficientemente pequeno.

El indice Morse p para una 6rbita q [5] es el nimero de veces que ésta
cruza una caustica. Por otra parte, se sabe que la presencia de cauticas en una
superficie Lagrangiana conduce a incrementos en la fase! de las funciones de
onda correspondientes a cada una de estas ramas. Afortunadamente, la fase
para la j-ésima rama puede obtenerse por el indice Morse j; de las dérbitas
correspondientes q. El propagador semiclasico lejos de las causticas tiene la

1/2

0?8 . ,
det ———| exp {zh S(p ,q,t)} (B.3)

opdq

U )| a) = @rn)

Ver capitulo 6
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forma
1/2 .
exp {ih’ls (P, at) — %5} :

(o
(B.4)

El propagador es la representacién coordenada del operador de evolucion
unitario. La transformacion unitaria para una t fija corresponde clasicamente
a la transformacién canénica (p,q) — (p’,q’), generada implicitamente por
S (p',q,t) de acuerdo con

. . 825,
U (t)‘ q> = (2min) * ; ‘det m

oS oS
! = — ! : — = — ! . B
P'= 5 (d',q,t); P=5q (d,q,t) (B.5)

Desde que la representacién coordenada del operador evolusion depende sélo
de la transformacion canonica final, se puede asociar un operador aproxi-
madanente unitario U a una transformacion candnica generada por alguna
funcién arbitraria S (p’, q).

Si la transformacion es simpléctica. la linea vertical ' = q serd transfor-
mada en otra linea recta. De esta forma no habra causticas a menos que la
linea recta sea vertical.
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Apéndice C

EL METODO DE FASE
ESTACIONARIA.

Un procedimiento muy usado para obtener aproximaciones de varias in-
tegrales que frecuentemente ocurren en la teoria de ondas esta basado en
el llamado método (o principio) de fase estacionaria. Este proporciona una
aproximacion asintotica de integrales para valores grandes de un parametro
apropiado [4]. Antes de explicar la esencia del método puede ser ttil aclarar
que significa una expansién asintotica.

C.1. Definicién de una expansién asintoética.

Supdngase que

N
PO =GO |3 g+ Rulf) (C.1)
n=1
donde, para toda NV,
YRy (€) = 0 (C.2)

cuando [£| — oo dentro de algin rango de arg¢, las al,s siendo constantes y
G (£) alguna funcién de €. Entonces se puede escribir

F(&)=G(¢) a0+%+g+... (C.3)
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y al lado derecho de la férmula C.3 se le dice expansién asintética de F' (€)
para el rango particular de argé. La férmula C.2 implica que cuando |£] es
suficientemente grande el valor absoluto de la diferencia entre F' (£) /G (£) y
la suma de las series infinitas 3.7 a, /" es del orden de 1/ |¢|V 1.

Las expansiones asintoticas pueden comportarse muy diferente a las series
ordinarias. En particular puede fallar la convergencia de algunos o todos las
valores de £. Sin embargo con frecuencia proporcionan excelentes aproxima-
ciones para valores suficientemente grandes de |£]. En efecto, cuando |£] es
suficientemente grande, el primer término G (£) ag en el lado derecho de C.3
puede proporcionar una muy buena aproximacién de F'(£). Si sélo este pri-
mer (o los primeros) término(s) de la expansion asintética es (son) usado(s),
se habla de una aproximacion asintética de £ (§).

C.2. Meétodo de fase estacionaria para inte-
grales simples

Se considera una integral de la forma

F (k) = / f () exp likg (2)] da (C.1)

donde f () y g (x) son reales, funciones bien comportadas de la variable real
2y a y bson constantes reales. El pardmetro k£ también es real. Sin pérdida
de generalidad, se puede asumir & positivo. En aplicaciones fisicas F (k) con
frecuencia representa los efectos combinados de fase ¢ (x) y amplitud f (z)
de onda, con el mismo nimero de onda k.

Para obtener alguna idea acerca del comportamiento de la integral C.4
como funcion de k, se considera un ejemplo simple. Sea

fl@)=1, g(z) =27 (C.5)

y considerando la parte real (denotado por RRe) de la integral:
b
RReF) (k) = / cos (kz?) dz, (a<0,b>0). (C.6)

Ahora se compara el comportamiento del integrando

G (v, k) = coskx? (C.7)
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en C.6 para diferentes valores de k. Con k fijo, G (z, k) puede oscilar entre
los valores +1 y —1, donde la rapidez de oscilacion depende del valor de k.
Dado que k estd fijo, los ceros de G (z, k) estan dados por

1/2

(n + %) ™

S
o 2

. n=0,1,2,3,..,

entonces es claro que si se toman valores de k cada vez més grandes, G (x, k)
oscilard mas y mas rapido.

Supdngase ahora que se considera f (z), pero se mantiene ¢ () = 2. En
vez de la ec. C.6 se tiene la integral

RReF, (k) = / b f(x)cos (ka?)dv,  (a<0,b>0).  (C.8)

El factor f (x) puede dar un aumento a la amplitud de modulacién del térmi-
no coseno; pero es claro que con independencia de la forma exacta de f (z),
solo si k es suficientemente grande, el integrando de la integral C.8 puede
otra vez oscilar muy rapido y habra una tendencia para las contribuciones
positivas y negativas del integrando o anularse. Ademads estas cancelaciones
pueden esperarse si se toman lugares con independencia de si g () = 2% o
tiene otra forma. Sin embargo, para valores suficientemente grandes de k, la
cancelacién puede no ser completa en la vecindad de puntos (si hay) donde

g (z) es estacionario dentro del intervalo de integracién, es decir donde

dg (z) _
T = 0, (C.9)
y también en los puntos
r=ayx=0>. (C.10)

Estos puntos especiales son llamados puntos criticos del integrando en la ec.
C.4. Los que satisfacen la ec. C.9 se les conoce como puntos criticos de prime-
ra clase, y a los puntos extremos C.10 se les dice puntos criticos de la segunda
clase. Por supuesto, esta el caso especial de varios puntos criticos que pueden
coincidir con uno o los dos puntos extremos, entonces son éstos, puntos es-
tacionarios de g (z). Otras complicaciones surgen, por ejemplo cuando g (z)
o f (x) tienen comportamientos singulares. Sin embargo en estas situaciones
mas complicadas se puede mostrar que el comportamiento asintético cuando
k — oo de una integral de la forma C.4 estd determinado completamente
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por el comportamiento del integrando en los puntos criticos, y, ademas, el
término principal en la expansion asintética de F' (k) con frecuencia depende
de los puntos criticos de la primera clase, es decir, en puntos interiores al
rango de integracién donde g () es estacionario. Este hecho es la esencia del
principio de fase estacionaria.

C.3. Contribucion de puntos criticos de la pri-
mera clase.

Se asume que en la integral C.4 f (z) es continuo y que g (x) es dos veces
diferenciable con derivadas continuas en el intervalo a < x < b. Supdéngase,
para empezar, que hay un y sélo un punto critico de la primera clase, es decir
que hay un punto x; y ningin otro en el intervalo para el que

g (x1) =0, (C.11)

donde la prima denota diferenciacion con respecto a x. También se asume
que la segunda derivada de g (z), es decir ¢” (), es distinta de cero para
T = Tq:

9" (21) # 0. (C.12)

Entonces en puntos x en la vecindad inmediata de x4

g(@)m g () + 5 (- m) g () (€13)

Puesto que, recordando el principio de fase estacionaria, la aproximaciéon
asintotica de la integral para grandes valores de k viene de la vecindad in-
mediata de x, se tiene de las ecs. C.4 y C.13

F (k) ~ / f(z1) exp [ikg (z1)] exp [ik (v — 21)% ¢" (21) /2] dz.  (C.14)

Por las mismas razones se puede extender el rango de integracién (a,b) a
(—o00,00) v se obtiene la férmula

o0

F (k) ~ f(z1)exp [ikg (xl)]/ exp [ik (z — 21)* ¢" (21) /2] dz.  (C.15)

—o0
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Si se cambia la variable de integracién de x a @’ = x — x1 y se usa la simetria
del integrando, la formula C.15 resulta ser

F (k) ~2f (x1) exp [ikg (z1)] /000 exp [ika"?g" (x1) /2] da’ (C.16)

Esta integral C.16 es la muy conocida integral de Fresnel, que tiene el valor

0 1 1/2
/0 exp (tau”) du = 5 <l> exp (:I:z%) : (C.17)

|al
donde el signo en el exponente se toma dependiendo de si a > 0 0 a < 0. Con
ayuda de este resultado, la ec. C.16 resulta en

FO (k) ~ [ 2m )J v f(x1) exp (ikg (x1)) exp (:I:%) cuando £ — oo,

kg" (x
(C.18)
donde el signo en el exponente se toma dependiendo de si ! ¢” (z1) > 0 o
g" (z1) < 0 respectivamente y se ha escrito F") (k) en vez de F (k) para
remarcar el hecho de que la ec. C.18 es la contribucién de un punto critico
de la primera clase.

Al derivar la féormula C.18 se asumié que el integrando tiene sélo un punto
critico de la primera clase. Si se tiene varios de estos puntos, w1, 2o, ..., Tp,
la aproximacién asintética correspondiente de F' (k) se obtiene sumando las
contribuciones, dados por expresiones de la forma C.18, para todos éstos, es
decir se tiene

1/2 n
FO (k) ~ n & xj)exp (tkg (x;)), C.19
W~ (%) > g W e ihat@), (€

donde

£j = exp (i%) de acuerdo si ¢” (x;) es mayor o menor que cero, (C.20)

'El término |g"” (1)| tiene una simple interpretacién geométrica. De acuerdo a la geo-
metria diferencial el radio de curvatura p (z) en un punto tipico de la curva y = g ()

esta dado por p(z) = ‘(1 +?J')3/2 [y"

. Por lo tanto en un punto = x; donde y es

estacionario, p () = 1/ |y" (z1)| y se ve que el factor 1/ |g" (901)|1/2 que aparece en la ec.
C.18 es justo la raiz cuadrada del radio de curvatura de la funcién fase g (x) en el punto
estacionario.

El otro factor, exp (:I:%) en la féormula C.18 con frecuencia tiene una interpretacién
interesante también, por ejemplo, en conexién con la bien conocida fase anémala de ondas
cerca del foco [18].
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y se asume, por supuesto, que ¢" (z;) #0, (j =1,2,...,n).

C.4. Evaluacién de integrales por el método
de fase estacionaria.

Usando la herramienta matemaéatica que proporciona el método de fase
estacionaria, se evalia a continuacion la integral 6.12 del capitulo 6:

@2rh)2Cy / dp
j —00

20 1/2
1o 55 (0. 1)
opol

exp{%[—Sj (p,I) +p-d] +zﬂ]}.

(C.21)
Considerando la pura integral y reacomodando el integrando

[eo] 2 Q.

Opol WGXP [Z <%> {—Sj(PaI)+p-q+hﬁj}] (C.22)

o0

que es de la forma C.4, es decir

| dvf@)esit (o) (C.23)
con las identificaciones
925, (p,1) |'/? 1
_ —— .24
y
g(p) =-S;(p,I) +p-q+hp; (C.25)

Luego los puntos criticos son

dg(p) _ 99 (p) _ 95;(p,I)

b = p 9o +q (C.26)
y si se usa
o = %}f)”l) (C.27)
entonces C.26 es 29 (1)
“op W) +alP) =0 (C.28)



En los puntos p en la vecindad inmediata a p; se tiene, siguiendo lo senialado
por C.13,

1 g (p;
9(p)~g(p;) + 5 (p—p;) a;g ) (p—p;). (C.29)
Asi que C.23 adopta la forma
o . o1 %9 (p;
/ dpf (p;) expikg (p;) exp ik {5 (p—p;) gr()fj) (p— pj)} (C.30)

que, recordando el principio de fase estacionaria, es la aproximacion asintotica
de la integral C.23 para valores grandes de £ -justamente el limite semiclasico
h — 0. Entonces de C.30

f (pj) expikg (p;) /

—o0

h dp exp ik {% (p—p)) 825}5?) (p— pj)} (C.31)

Se hace el cambio de variablede pap' =p — P;, entonces resulta la integral

> / ik 182 Pj) .
/ dp’ exp 5P gng])p. (C.32)

Para evaluar C.32 se considera el siguiente resultado:
Una matriz simétrica de L x L se puede diagonalizar por una transfor-
macién ortogonal con determinante Jacobiano unitario. Entonces

o h)" i 1Ty A
/_ dp exp {i(2h)71pAp} = (%) exp( Z ), (C.33)

o
donde 74 es el signo de A, esto es el numero de eigenvalores positivos menos
el niumero de eigenvalores negativos de la matriz. Por lo tanto, C.32 es

1/2

o] L .
/ dp’ exp kp ” g(p])p = (2m) exp <z7r%> . (C.34)

oo 2 8p kL‘d 02 (p])
op?

Considerando las ecs. C.34 y C.31, se encuentra que la aproximacion asintéti-
ca a C.23 tiene la forma

1/2

4 ; ‘ (27T)L 1T A
f (pj) expikg (p;) " ‘det v exp | —= (C.35)
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y sustituyendo a C.24 y C.25 en esta ultima

‘ 1/2
9%5;(p.1) /

det ; 1
L1~ opol ) (Z)f_g. i ‘
(27h) ™" 825(12”) exp < 1 ) exp [z <h> {=S; (p,I) +p-a+hfB;}
P
(C.36)
Finalmente, de C.25
2 2Q. )
&g (p)) _ _8 S; (py), (C.37)
op? op?
entonces C.36 es
1/2
det (p I . 1
L & e 2 i—-9. (p. : i .
(27h) qet & (59 (2p]) < 4 ) exp [Z (h) {=S;j(p;(a),I) +p;(a) - a+hb;}
P
(C.38)
Llevando este resultado a la ec. C.21 se encuentra la expresion
0%5; 028 (p)|'? L .
Z ‘d t a aI d v 8Jp2 - exp {Zh [Pj (q) A Sj (pj (q) 71) + ZO‘j]}
(C.39)

que es el resultado usado en la ec. 6.13 del capitulo 6.
Otra integral que puede ser evaluada por este método es la 7.28 del capitu-
lo 7:

< 925; |'* iy

~3/2 j -1 e TR
(27h) Ej /OO dt |det 9q0q Ay (1) exp{zh [Et+ 5, (d,q,t)] —i 5 }

(C.40)

Considerando sélo la integral

oo 828j
/_oo dt ‘det 949q

" Ay (t)expi <%> {Et +S;(d,q,t) — %ﬂj} (C.41)

que tiene la forma

/ dtf (£) exp ikg (1) (C.42)
identificando
025, |1 A 1
t) = |det t k=— 4
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g(t)=Et+5S;(d,qt) - h% (C.44)
Luego, los puntos criticos son

dg (t) 2S; (d', q,t)

—=F A4
dt T (C.45)
Sea tp la solucion a C.45, entonces se tiene
1 D%g (t
9(0) =g (t) + 1 (1 - 1) TIUE) (.16
2 ot
por lo tanto C.42 se puede escribir como
o 1 2g (¢
f (ty) expikg (tE)/ dt exp ik {5 (t—tp)? 2 %;E)} (C.47)
Se hace el cambio de variable t' =t — ¢z, por lo que la integral en C.47 es
o0 k 2829 (tE)
/oo dtl exp thl T (048)

y de acuerdo con C.18 las contribuciones son de la forma

ot?
Considerando C.43 y C.44, se encuentra

—-1/2

f(tg)expikg (tg)exp (iz%) . (C.49)

(27rh)1/2 925, 1/2 . | - .
5 () ‘1/2 det 94 9q A, (tg)exp {zh [EtE +5;(d,q,tg) — hT} } exp (izz> )
Phila.al)

(C.50)
Por lo tanto, llevando este resultado a C.40 se tiene que la aproximacion
asintética (K — 00) es

825, 1. 928,
det ‘
C;‘( ot? ) ' 0q'dq

1/2
A)\ (tE) exXp {ih_l [EtE + Sj (qu q7tE)]}

(C.51)

que es el resultado expuesto en 7.30 del capitulo 7.
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