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Resumen

La presente tesis se centra en el estudio de un modelo de Dicke que incorpora aniso-
tropia e interacciones materiales. Se analizan las transiciones de fase superradiantes

y los modos de excitacion colectiva emergentes, como los modos de fase y amplitud.

En primer lugar, se revisa el modelo de Dicke estandar y se introduce de manera
breve la teoria cuantica de campos, proporcionando las herramientas para investigar
las transiciones de fase superradiantes y la aparicién de los modos de fase y amplitud

en el sistema.

En segundo lugar, para determinar las transiciones de fase superradiantes al in-
cluir anisotropia e interacciones materiales, se emplea la aproximaciéon de estados
coherentes, cuyos resultados han sido publicados en R. Herrera Romero, M. A.
Bastarrachea-Magnani y R. Linares, “Critical Phenomena in Light—Matter Systems
with Collective Matter Interactions”, Entropy 24 (2022) |1]. Ademas, se utiliza la
aproximacién de Holstein-Primakoff para caracterizar los modos de fase y amplitud
y analizar su evolucién bajo las mismas condiciones, como se presenta en R. He-
rrera Romero y M. A. Bastarrachea-Magnani, “Phase and Amplitude Modes in the
Anisotropic Dicke Model with Matter Interactions” Entropy 26 (2024) [2].

Este trabajo ofrece una comprensiéon mas profunda de cémo las interacciones ma-
teriales afectan las propiedades criticas del modelo de Dicke y la naturaleza de los
modos colectivos emergentes. Contribuye al entendimiento tedrico del modelo de
Dicke anisotropico con interacciones materiales y abre nuevas perspectivas para in-

vestigaciones futuras en este campo.
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Capitulo 1

Introduccion

Las simetrias revelan patrones y regularidades que son esenciales para describir
sistemas fisicos. Ante la presencia de una perturbacién externa, se puede producir
un rompimiento espontaneo de simetria, lo que implica que el sistema adopta un
estado que no conserva toda la simetria inicial, aunque la simetria del sistema en su

conjunto siga presente.

El modelo de Dicke describe la interaccion entre la luz y la materia y da lugar a
la aparicién de transiciones de fase cudnticas. Estas transiciones generan un rompi-
miento espontaneo de simetria al estado base. El cambio de simetria del estado base

permite la emergencia de modos colectivos como los modos de fase y de amplitud.

En este trabajo, se emplean aproximaciones semiclasicas basadas en estados cohe-
rentes y el formalismo de Holstein-Primakoff para analizar el comportamiento de las
transiciones de fase en el modelo de Dicke, considerando la anisotropia e interaccio-
nes materiales. Se mostrara que dichas interacciones afectan las transiciones de fase
cuanticas, influyendo en la simetria del estado base y, por tanto, en el comporta-

miento de los modos colectivos de fase y amplitud.

En el Capitulo|l] se revisa el modelo de Dicke, presentando el concepto de transicion
de fase cuantica y las simetrias asociadas al rompimiento espontaneo, asi como las
densidades de estado, las transiciones de fase cuanticas de estados excitados y los

modos colectivos de fase y amplitud.

En el Capitulo [2 se revisa el formalismo de la teorfa cudntica de campos para
sistemas de muchos cuerpos, con el objetivo de justificar la aproximacion semiclasica
basada en estados coherentes y el formalismo de Holstein-Primakoff. Este formalismo
proporciona una perspectiva alternativa para identificar los modos de fase y amplitud

a través del uso de la integral de trayectoria (véase el Apéndice [C).

En el Capitulo 3| se investigan las transiciones de fase cudnticas (Quantum Phase
Transition, QPT) en el modelo de Dicke, considerando la anisotropia y las inter-

acciones materiales mediante la aproximacion semiclasica de estados coherentes. Se



presentan diagramas de fase, superficies de energia de las transiciones de fase y den-
sidades de estado y las transiciones de fase cudntica de estados excitados (Excited
States Quantum Phase Transition, ESQPT), los cuales dependen de la anisotropia

y de las interacciones materiales.

En el Capitulo [4, se analizan los modos colectivos de fase y amplitud en el modelo
de Dicke anisotropico con interacciones materiales, utilizando la aproximacién de
Holstein-Primakoff.

Finalmente, se exponen las conclusiones del trabajo.
En el Apéndice [A|se muestran propiedades de los estados coherentes.

En el Apéndice [B] se ofrecen detalles adicionales sobre el anélisis de las superficies
de energia y la determinaciéon de sus puntos fijos utilizando el Hessiano, como se

aborda en el Capitulo

En el Apéndice se presenta un enfoque alternativo mediante el uso de la inte-
gral de trayectoria para identificar los modos de fase y amplitud en el modelo de
Dicke anisotrépico, recuperando el espectro de energia de los modos colectivos sin

interacciones expuesto en el Capitulo

1.1. Simetria y Rompimiento Espontaneo de Si-

metria

Las simetrias son fundamentales para comprender las propiedades de los sistemas
fisicos. Se han utilizado desde las ecuaciones de movimiento en la mecénica clasica [3]

hasta los estados cudnticos en la mecénica cudntica [4].

Se dice que un objeto posee simetria cuando se mantiene idéntico desde diferentes
perspectivas. Por ejemplo, una esfera tiene simetria rotacional, ya que si rotamos la

esfera, su descripcion geométrica no cambia en el espacio [4} 5].

En mecanica cuantica, la nocién de simetria en uno o varios estados cuanticos no
difiere mucho del ejemplo de la esfera. Se menciona que un estado |¢)) es simétrico
si al aplicar una transformacién unitaria U el estado transformado es igual al estado

original [4]:
[4) = Uly). (1.1)

Por otro lado, un operador A se considera invariante bajo una transformacién uni-
taria U, si UTAU = A. En otras palabras, esto se puede expresar como [U, A] = 0.
Por lo tanto, si un Hamiltoniano H es invariante bajo una transformaciéon unitaria

U , se puede afirmar que U representa la simetria asociada a dicho Hamiltoniano. [4].

Ampliando esta idea, si un Hamiltoniano simétrico H tiene un estado propio [1) con



un valor propio Ey, entonces la transformacién del estado U |1} también constituye

un estado propio de H con el mismo valor propio:
H(Uy)) = UHW) = UE ) = Ey(U4)). (1.2)

En efecto, si consideramos una transformacién unitaria temporal U (t) para un ope-
rador Hermitiano Q (el cual es Hermitiano si cumple la condicién QT = Q), y si
se verifica que [Q, U (t)] = 0, entonces Q) representa una cantidad conservada. Esto

implica que los eigenestados de Q permanecen iguales bajo la evolucion temporal.

Una vez establecidas las condiciones que deben cumplir los sistemas cuanticos para
exhibir simetrias, procederemos a analizar dos tipos especificos de simetrias que

seran abordadas en esta tesis.

El primer tipo de simetria es la simetria U(1), que se caracteriza como una transfor-
macion de fase global, afectando a las variables del sistema de manera general. Una
transformacién de fase se define como ¥ — €4, donde @ representa el dngulo de
fase. Esta simetria también estd relacionada con la invariancia en las rotaciones, ya
que tanto las transformaciones de fase como las rotaciones preservan la estructura
del sistema, manteniendo las propiedades fisicas invariantes bajo dichas transforma-

ciones.

El segundo tipo de simetria es la simetria de paridad, que se refiere a la invariancia
bajo reflexiones espaciales. Una transformacién de paridad implica cambiar las coor-
denadas espaciales de un sistema, como en el caso de x — —z. Si un sistema fisico
conserva la simetria de paridad, sus propiedades fisicas permanecen inalteradas bajo

reflexiones espaciales.

Un sistema fisico que es invariante bajo una transformacion unitaria suele contener
un estado de equilibrio. En el contexto de la mecanica cuantica, esto se traduce en la
existencia de un estado base tinico o, alternativamente, en un conjunto degenerado
de estados base. Por ello, es fundamental introducir el concepto de rompimien-
to espontaneo de simetria, que explica cémo los sistemas fisicos pueden alcanzar
configuraciones que, aunque simétricas, no corresponden necesariamente a estados

invariantes.

La ruptura espontanea de simetria se produce como resultado de perturbaciones
externas, lo que lleva a que un sistema seleccione un estado estable particular entre
multiples configuraciones que también presentan simetria. La singularidad de este
fenémeno radica en la forma en que un estado puede cambiar cualitativamente en

respuesta a una perturbacién muy débil [5].

Si un estado |¢) no es invariante bajo una transformacion U, se considera que ha roto
espontdneamente la simetria [5]. Es relevante sefialar que, aunque [¢) y U[t) son

estados distintos, ambos comparten la misma energia, dado que el Hamiltoniano es



simétrico bajo la transformacion U. Esto implica que existe un conjunto de estados
que experimentan una ruptura espontanea de simetria al aplicar la transformacion

unitaria, manteniendo asf la misma energfa [5].

Los estados que presentan ruptura espontanea de simetria son aquellos que corres-
ponden a un operador que no conmuta con el Hamiltoniano del sistema. Como
resultado, no son considerados estados propios del Hamiltoniano. Sin embargo, al
analizar estos estados en el limite termodinamico, podemos tratarlos como si fueran

propios del sistema.

Para un sistema compuesto por N particulas en un volumen V', se considera el limite
termodindmico en el que N — oo y V — 00, manteniendo constante la relacion
N/V. En este contexto, los estados que exhiben ruptura esponténea de simetria se
vuelven ortogonales entre si y se degeneran con los estados propios simétricos del
Hamiltoniano. Asi, en este limite, los estados que presentan ruptura espontanea de

simetria pueden ser considerados como estados propios del operador H @ .

Algunos sistemas fisicos pueden experimentar transiciones de fase como resultado de
una perturbacion externa, lo que a su vez puede llevar a un rompimiento espontaneo
de simetria. Estas transiciones se caracterizan mediante un parametro de orden que
varia en funciéon de un pardmetro de control, lo cual permite identificar y distinguir

entre las distintas fases que presenta el sistema.

Para ilustrar este concepto, consideremos un sistema descrito por un pardmetro
de orden, representado por un escalar complejo a = a; + iay = |ale®®, donde |a
corresponde a la amplitud y ¢ a la fase. Introducimos un potencial efectivo V' («a) =
rlal?+glalt, con r y g como coeficientes reales [810], como se muestra en la Fig. .

Figura 1.1: a) Cuando r > 0y g > 0, el potencial toma la forma de un pozo esférico.
b) En cambio, si r < 0, el potencial experimenta una ruptura espontanea de simetria,
adoptando la forma caracteristica de un sombrero mexicano. Tomado de Ref. .

Sir > 0yg >0, el potencial adopta la forma de un pozo esférico, cuyo minimo
de energia se encuentra en a = 0; véase la Fig. [1.1| (a). En cambio, cuando r < 0,

el sistema experimenta una ruptura espontanea de simetria, y el potencial toma la



forma de un sombrero mexicano, lo que da lugar a un ntimero infinito de minimos
de energia dispuestos a lo largo de un circulo de radio |a| > 0; véase la Fig. (b).
Ambos potenciales poseen simetria U(1); sin embargo, el rompimiento espontaneo
de simetria se manifiesta en la transiciéon de un tinico minimo en o = 0 a un conjunto

continuo de minimos con |a| > 0.

1.1.1. Modos de Amplitud y Fase

El potencial de la Fig. modela la energia del sistema en funcién del pardmetro
de orden «. Sin embargo, ademas del comportamiento descrito por el potencial, el
parametro de orden « puede experimentar fluctuaciones, que se clasifican en dos

tipos: fluctuaciones de amplitud y fluctuaciones de fase.

= Fluctuaciones de amplitud: Estas fluctuaciones se refieren a variaciones en la
magnitud de la amplitud de |a|. Cuando el potencial adopta la forma de un
sombrero mexicano, las fluctuaciones de amplitud se manifiestan como des-
viaciones radiales ubicados en el minimo del potencial. Estas fluctuaciones

requieren una energia de excitacion finita.

s Fluctuaciones de fase: Las fluctuaciones de fase implican cambios en el angulo
¢ del parametro de orden, manteniendo constante su magnitud |a|. Cuando
el potencial adopta la forma de un sombrero mexicano, las fluctuaciones de
fase corresponden a cambios en la orientacién angular ubicados en el minimo
del potencial. Estas fluctuaciones no requieren energia de excitacion, ya que

al desplazarse en la direccion de la fase, no enfrentan barreras energéticas.

Al considerar un sistema fisico gobernado por el potencial de la Fig. este puede
exhibir comportamientos especificos debido a las fluctuaciones de fase y amplitud.
Estos comportamientos caracterizan las excitaciones propias del sistema, a las cuales

nos referiremos como modos de fase y modos de amplitud.

Por 1ltimo, se presentan los estudios realizados en los tltimos anos sobre los modos
de fase y amplitud. Los modos de amplitud han sido propuestos tedricamente en
una variedad de sistemas fisicos, como superconductores [11], &tomos frios [12], redes
periddicas [13] y sistemas antiferromagnéticos [14]. Experimentalmente, su existencia
ha sido confirmada en diferentes contextos, por ejemplo, en superconductores |15,
16|, gases cuanticos supersolidos |10] y estructuras cristalinas |17, 18]. Por otro lado,
los modos de fase han sido estudiados en sistemas superfluidos [19+22], durante
transiciones de fase ferromagnéticas [23], en el modelo de Heisenberg-spin [23+25],
en condensados de espinores de Bose-Einstein |21} 26-28], y en el analisis de cristales
bidimensionales [29]. Ademas, han sido objeto de estudio en el ambito de la fisica

de particulas, particularmente en el mecanismo de Higgs [9, 30-33].



1.2. Modelo de Dicke

El modelo de Dicke fue propuesto por Robert H. Dicke en 1954 . Describe un
sistema compuesto por N atomos, cada uno aproximado como un sistema de dos
niveles (qubits), que interactiian con un unico modo de radiacién electromagnética
dentro de una cavidad o6ptica . Este modelo es de gran interés, ya que exhibe
transiciones de fase superradiantes. En estas transiciones, los &tomos interacttian de
manera coherente con el campo de radiacion electromagnética, lo que da lugar a un
valor esperado distinto de cero para el nimero de fotones en el sistema cuando el
acoplamiento entre la luz y la materia supera un valor critico . Este fenémeno
se ilustra en la Fig.

a Mirror Two-level atoms Mirror

Sl
_/_\_\/_/_\
e e
—/—\—C—/—\
o ] -

l Superradiant phase transition

| Posoeo
@@@'@‘@
0060

Figura 1.2: Ilustracién del modelo de Dicke. (a) Un conjunto de N dtomos de dos
niveles interactia con un modo de radiacién en una cavidad 6ptica. Para que la in-
teraccion luz-materia sea coherente y colectiva, se requiere una longitud de onda lo
suficientemente grande. (b) Al superar el valor critico del acoplamiento luz-materia,
el sistema entra en la fase superradiante, caracterizada por el comportamiento co-
lectivo de los atomos. Tomado de Ref. .

1.2.1. Hamiltoniano de Dicke Estandar
Presentamos el Hamiltoniano de Dicke estandar:

Hp = wila + wod, + —— (@] +atJ )+ @] +alJy)). (1.3)

VN

El primer término, wa'a + woJs, representa la energia del sistema en ausencia de
interaccion, correspondiente tanto al campo electromagnético como a los atomos.
Aqui, w es la frecuencia del modo de radiacién electromagnética, a', a es el operador
de ntimero fétonico, wy es la frecuencia caracteristica de los atomos y J, representa

la diferencia entre el nimero de atomos en el estado base y estado excitado.

El segundo término, = [(&JAJr +atJ) + (aJ_ + &TjJr)}, describe la interaccion en-

tre el campo electromagnético y el colectivo de atomos. Aqui, = representa el aco-



plamiento luz-materia y N es el nimero de particulas. Los términos &j+ y atJ_
mantienen el nimero de excitaciones constante: dj+ excita el colectivo atomico al
emitir un fotén, mientras que af.J_ desexcita el colectivo atémico al absorber un
foton. Estos términos son conocidos como rotantes. En contraste, los términos aJ_
y de+ no conservan el nimero de excitaciones: a.J_ desexcita el colectivo atémico
al emitir un fotén, y &Tj+ lo excita al absorber uno. Estos tultimos se denominan

términos no contrarrotantes [37439].

Los operadores J, y J. se conocen como los operadores de pseudoespin colectivos.
Se les denomina de esta forma debido a la coherencia colectiva de los atomos bajo
la aproximacién de onda larga (véase la Fig. [1.2), es decir, el sistema se trata como
un conjunto de N atomos que actian de manera coherente, en lugar de analizar el
comportamiento individual de cada atomo [40]. Esto permite describir el sistema de

la siguiente forma:

N
Je=> JL vy L=>J. (1.4)

i=1 i=1
Estos operadores obedecen el algebra SU(2), la cual describe atomos con espin 1/2.
Esto implica que satisfacen las siguientes relaciones: J. = J, £ z'jy, lo que a su
vez resulta en [J,, J_| = 2J, y [J.,Jy] = +£J. [41]. Dado que los operadores J.
describen atomos en la aproximacion de dos niveles, estos pueden representarse con

estados correspondientes a la base y el estado excitado:

(lex) (el = [gi) (i) , (1.5)

DN | —

ji = |g) (el ji = les)(gil v JZ =

donde |g;) y |e;) representan los estados base y excitado, respectivamente, de cada
atomo i. Ademas, se considera que existen 2.J + 1 posibles estados de espin, y las
combinaciones de estos estados, tanto excitados (e) como base (g), son 2%V (esto se
debe a que los N dtomos se pueden describir mediante estados de espin J/2, .J/2 —
1,J/2 —2,...). Finalmente, cabe destacar que los eigenvalores del modelo de Dicke
se expresan en la base {|n) ® |7, m)}, donde atan) = n|n), J.|j,m) = m|j,m), y
32 =J24 jf, +.J2, cuyo eigenvalor es j(j + 1) con j = N/2 [42].

1.2.2. Hamiltoniano de Tavis-Cummings

Después de introducir el Hamiltoniano de Dicke estandar, ahora discutiremos un
Hamiltoniano simplificado que excluye los términos no contrarrotantes, conocido

como el Hamiltoniano de Tavis-Cummings (TC):

Hye = wila + wod, + —=(aJ, +a'J_). (1.6)



El Hamiltoniano de Tavis-Cummings fue propuesto por Jaynes y Cummings en la
década de 1960 [43]. Este enfoque surge al promediar en el tiempo las oscilaciones
de los términos de interaccién, un procedimiento conocido como la aproximacion de
onda rotante (Rotating Wave Aproximation, RWA). Como resultado, se obtiene un
Hamiltoniano que conserva unicamente los términos rotantes. La aplicacion de la
RWA esta justificada en ciertos regimenes, especialmente en condiciones de resonan-
cia (wp ~ w) y acoplamientos débiles (7 < wy,w). Este modelo ha sido ampliamente

utilizado para describir experimentos en cavidades dpticas [44-47].

1.2.3. Hamiltoniano de Dicke Anisotrépico

Al modular los términos no contrarotantes del Hamiltoniano de Dicke estandar
Ec.[L.3} denominaremos a este modelo el Hamiltoniano de Dicke anisotrépico [48{51].
En este contexto, £ es un parametro adimensional que controla la modulacién de
los términos contrarotantes, y toma valores en el rango £ € [0, 1]. Cuando £ = 1, se
recupera el Hamiltoniano de Dicke estandar Ec. [1.3] mientras que £ = 0 nos lleva
al Hamiltoniano de Tavis-Cummings Ec. [L.6] Se presenta el Hamiltoniano de Dicke

anisotropico:

T — wala P e +atg iJ 4 atd

Hy =wa'a +wod, + N {(aJJr—l—a J_)+&aJ-+a J+)} : (1.7)
Dado que el modelo de Dicke anisotrépico integra la informacion del modelo de Dicke
estandar y del modelo de Tavis-Cummings, identificaremos los tipos de simetria que

emergen del Hamiltoniano Ec. en funcién del valor de &.

Para ello, definimos dos operadores: el primero es el operador de niimero N, que se

representa CcCOImo:
N=ala+> J., (1.8)
=1

y el segundo es el operador de paridad IL:
fT=eN. (1.9)

Recordemos que las simetrias son fundamentales para identificar las cantidades con-
servadas en un sistema. El Hamiltoniano de Tavis-Cummings Ec. es simétrico
bajo el operador N, dado que se cumple la relacién [ﬁTc,N | = 0. Esta simetria
implica la conservacion del nimero de excitaciones y establece una simetria U(1) ya
que eifN ]f[Tce_ieN = Hre para cualquier direccién de 6. Por lo tanto, la evolucion de
un estado |n) ® [jm) a otro estado |n’) ® |jm’) preserva la suma de las excitaciones,

es decir, n +m=n'+m’.



Por otro lado, el Hamiltoniano de Dicke estandar Ec.[1.3]es simétrico bajo el operador
de paridad 11, ya que [Hp,II] = 0 y ™ [ne=i™N = [ . Esta relacién indica la
presencia de una simetria de paridad en el sistema, lo que implica que la evolucion
de un estado |n) ® |jm) a otro estado |n') ® |jm’) conserva la paridad de las sumas

n+my n' +m'. Asi, estas sumas pueden ser pares o impares [38|.

Modelo Términos Contrarotantes | Simetria
Tavis-Cummings £ =0 No U(1)
Dicke estandar £ =1 Si P

Tabla 1.1: Tomado de [52]

1.2.4. Hamiltoniano de Dicke Anisotrépico con Interaccio-

nes Materiales

Finalmente, se presenta el Hamiltoniano de Dicke anisotrépico, que incluye las in-
teracciones atémicas y que serd el objeto de estudio de este trabajo:

~ ~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~
Hy = wala + wo ., + —= [(aJ+ +alJ )+t + aiu)} + 5 (nxJﬁ + g+ nZJf) .

(1.10)

Los paradmetros n,, 7, vy 7. representan la fuerza de interacciéon colectiva entre

los atomos, a la que denominaremos interacciones materiales. Estas interacciones
-3
ij
el j-ésimo [53]. El estudio de este tipo de sistemas permite explorar diversar areas,

varian espacialmente segin r;;°, donde 7;; es la distancia entre el 4&tomo i-ésimo y
como sistemas de estado sélido [54} [55], resonancias de Feshbach [56], acoplamientos
dipolares [57, 58] e interacciones en qubits superconductores [59-61]. En particular,
se han realizado investigaciones sobre el modelo de Dicke estdandar, centrandose en

la interaccion n, [62].

El modelo de Dicke también ha sido una herramienta fundamental para estudiar la
construccion de interacciones materiales en diferentes contextos. Estudios previos
han analizado sistemas atémicos con interacciones dipolares [57], desplazamientos
debidos al efecto Stark en arreglos optomecénicos [63, 64], asi como fenémenos de
caos cuantico [62, 65]. Estos trabajos han ampliado la comprension de cémo las in-

teracciones colectivas pueden influir en la dindmica de sistemas cuanticos complejos.

1.2.5. Transiciones de Fase Superradiante

Hemos mencionado que el modelo de Dicke presenta transiciones de fase cuanticas.
Para entender este concepto, primero exploraremos el de transiciones de fase en
general. Pensemos en una transicion de fase térmica, en la cual un sistema experi-

menta cambios abruptos en sus propiedades macroscépicas al variar alguna de sus



variables termodinamicas, como la temperatura 7' [66]. Este cambio stbito en el

comportamiento del sistema indica que ha atravesado una transicion de fase.

Existen dos tipos principales de transiciones de fase térmicas. El primer tipo son
las transiciones de fase de primer orden o discontinuas, en las que dos o mas fases
pueden coexistir en la linea de transicion. Estas transiciones se caracterizan por la
apariciéon de discontinuidades en la primera derivada de la energia libre. Ejemplos
de estas transiciones incluyen la fusion y la ebulliciéon, donde el sistema experimenta

un cambio abrupto entre dos estados distintos.

El segundo tipo son las transiciones de fase de segundo orden o continuas, donde las
diferencias entre las fases desaparecen de manera gradual a medida que el sistema se
aproxima al punto critico. Las transiciones de fase de segundo orden son continuas
en la primera derivada, lo que significa que el parametro de orden (que es la primera
derivada de la energia libre con respecto al campo externo) es continuo a lo largo
de la transicion. Sin embargo, exhiben discontinuidades en una segunda derivada
de la energia libre. Un ejemplo de una transicion de segundo orden es la super-
conductividad, donde un material puede cambiar de un estado normal a un estado
superconductor al alcanzar una temperatura critica. En este estado, la resistividad
eléctrica del material se vuelve cero, y aunque no hay un cambio abrupto en las
propiedades termodindmicas, si se observan cambios significativos en la capacidad
calorifica y otras propiedades a medida que se aproxima a la temperatura critica.
Al alcanzar el punto critico, el sistema se encuentra en una fase Unica y muestra
comportamientos criticos, como la divergencia de la longitud de correlacién y la

compresibilidad [67].

Es importante destacar que las transiciones de fase térmicas se analizan en el limite
termodindmico N — oo, donde N es el niimero de particulas del sistema. Este limite
permite despreciar los efectos de las fluctuaciones y garantiza que las propiedades

de las fases y las transiciones sean bien definidas.

Al considerar T" = 0, se pueden observar transiciones de fase que no son térmicas,
sino que se originan a partir de efectos cuanticos. Estas transiciones se conocen como
transiciones de fase cudnticas (Quantum Phase Transitions, QPT). En mecanica
estadistica, es comin analizar la competencia entre dos unidades energéticas [7]: la
unidad energética intrinseca del sistema Fg, como en el caso de los osciladores fw,

y la unidad de energia térmica kgT'.

A altas temperaturas, los efectos térmicos dominan el sistema cuantico, permitiendo
el acceso a todos los niveles energéticos, ya que la energia térmica supera a la energia
intrinseca. Sin embargo, a temperaturas suficientemente bajas, la energia del sistema
se vuelve considerablemente mayor que la energia térmica, lo que implica que no es
posible utilizar la energia térmica para excitar los niveles de energia. En 7" = 0, la

energia térmica es tan baja que el sistema cudntico se encuentra en su estado base
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y en los primeros estados excitados, sin energia térmica disponible para acceder a
niveles energéticos adicionales. Cuando ocurre una transiciéon de fase a T' = 0, esta
se debe a un cambio en las propiedades del estado base, impulsada por fluctuaciones

cuanticas responsables de la transicion, y no por fluctuaciones térmicas.

El modelo de Dicke estd asociado a transiciones de fase cuanticas, conocidas como
transiciones de fase superradiantes. En 1954, R. H Dicke fue el primero en observar la
superradiancia |34, 39]. Not6 que, al describir la emision de luz de a&tomos preparados
inicialmente en su estado excitado (en la aproximacién de dos niveles), después de
un cierto tiempo, uno de los dtomos experimentaba un decaimiento, emitiendo un
foton. Este evento desencadena una reaccion en cadena, donde los N atomos decaen

y emiten un total de NV fotones.

Dicke descubrié que, si todos los atomos estan atrapados dentro de una fraccién de
longitud de onda (en la aproximacion de onda larga), los fotones emitidos se vuelven
indistinguibles. En este contexto, los procesos de emision interfieren constructiva-
mente, lo que resulta en un campo electromagnético cuya amplitud es proporcional
a N y cuya densidad de energia es proporcional a N? [68]. Por tanto, la fase su-
perradiante su poblacién de fotones (7 = (a'a)/N # 0), mientras que en la fase
normal (7 = (a'a)/N = 0). Por esta razén, Dicke denominé a este fenémeno como

fase superradiante.

Es importante destacar que la superradiancia no habia sido observada experimental-
mente hasta hace poco debido a las dificultades técnicas. Esta transicién requiere un
acoplamiento fuerte entre los atomos y la cavidad, de tal manera que la interaccion
luz-materia se asemeje a las frecuencias atémicas y de la cavidad. No obstante, se
han llevado a cabo experimentos que evidencian la transicion de fase superradiante.
Una de las propuestas experimentales fue realizada por F. Dimer [69], quien disend
una configuraciéon que combina el acoplamiento entre atomos y fotones inducidos

por una estimulacion de emision Raman.

La realizacién de tales experimentos no puede describirse utilizando un modelo de
Dicke en equilibrio, ya que es necesario considerar factores como el impulso y la disi-
pacién. Por lo tanto, el acoplamiento entre atomos y fotones debe lograrse mediante
un bombeo externo y dependiente del tiempo. Esto permite establecer fuerzas de
acoplamiento efectivas entre la luz y la materia de manera arbitrariamente fuerte,

lo que facilita la transicion.

A pesar de los desafios experimentales, la superradiancia ha sido observada en diver-
sas plataformas, especialmente en el contexto de la informacién cuantica y en siste-
mas ajustables. Investigaciones previas han evidenciado la existencia de transiciones
de fase cudnticas de primer y segundo orden [57, 62} 70-73]. En diversos contextos se
ha encontrado en condensados de Bose-Einstein en redes dpticas [74578|, asi como en

qubits superconductores [79-81] y en transiciones Raman en cavidades asistidas |69,
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82]. Ademaés, se han derivado formalmente modelos de Dicke en estudios de atomos
ultrafrios en redes épticas [83485] y en qubits superconductores [59-61} [86]. También
se han propuesto efectos superradiantes en el &mbito de la fisica nuclear [87], la fisica

del estado sdlido [88], materiales bidimensionales [89, 90] y puntos cuanticos [91].

1.2.6. Correspondencia Clasico - Cuantica

La transicion de fase cuantica superradiante en el modelo de Dicke se puede analizar
utilizando técnicas semiclasicas. Este enfoque consiste en derivar un Hamiltoniano
efectivo que representa el limite clasico del Hamiltoniano original, empleando una
aproximaciéon de estados coherentes. Este método nos permite identificar la energia
del estado base y localizar puntos fijos estables, inestables o silla en la superficie de

energia.

La utilizaciéon de una aproximacion semiclasica implica aplicar una aproximacion
de orden cero, que se basa en una funcién de onda variacional en la que se utiliza
el enfoque de campo medio [7]. Esta aproximacién es viable al considerar el limite
clasico donde A — 0, lo que implica que N — oo, siempre y cuando el producto AN
se mantenga constante. Esto nos permite despreciar las fluctuaciones cuanticas al
considerar solo el estado medio del sistema, asumiendo que estas fluctuaciones son
pequenas y, por lo tanto, despreciables. En este contexto, buscamos una soluciéon
que minimice la energia del sistema, representando el estado mas bajo de energia

posible.

Esta aproximacién nos permite simplificar las interacciones entre los atomos al tratar
a todos los &tomos como un unico sistema promedio. Al calcular el valor esperado del
Hamiltoniano respecto a los estados coherentes (véase el Apéndice , utilizamos
la superficie de energia semiclasica resultante en un espacio de parametros para

identificar los puntos estables, inestables o puntos silla.

A partir de estos puntos estables, se puede identificar la transicion de fase del sistema
al variar el parametro que controla dichas transiciones, especificamente, el acopla-
miento luz-materia. La correspondencia semiclasica ha sido objeto de investigacion

en diversas estudios, incluyendo [6, 62, 92-94].

Para proporcionar una vision general y una representacion visual del proceso rela-
cionado con la aproximacion de estados coherentes, mostramos en la Fig. los
espacios semiclasicos de la radiacién electromagnética y de los atomos. El espacio
semiclasico de la luz se representa mediante las variables (p, ¢) (espacio de Glauber),
mientras que la materia se describe a través de la coordenada j,, que representa el

radio de la esfera, y el angulo azimutal ¢ (esfera de Bloch).
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CORRESPONDENCIA CLASICA
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-

J=

Figura 1.3: Guia visual de los espacios semiclasicos de la radiacion electromagnética
(luz) y atémica (materia).

(a) y=01y. (b) Y =2y
TTf Modelo TC Modelo TC

(C) y = 0.1 VC
Modelo Diclg

Figura 1.4: Superficies de energia para los Hamiltonianos de Tavis-Cummings y
Dicke estandar, donde v representa el acoplamiento luz-materia. Las figuras (a) y
(c) ilustran la fase normal, mientras que las figuras (b) y (d) corresponden a la fase
superradiante. Los ejes u y v se definen en el apéndice [B.2| Los puntos verdes indican
puntos fijos estables, y el punto rojo representa un punto fijo inestable.

Al aplicar la aproximacién semiclasica de estados coherentes al modelo de Dicke
Ec. [1.3] y al modelo de Tavis-Cummings Ec. [1.6] obtenemos superficies de energia
representadas en la esfera de Bloch, observadas desde arriba para identificar facil-

mente los puntos estables e inestables del sistema ver Fig. 1.4

13



En el modelo de Tavis-Cummings Ec. cuando la fase es normal (v < 7erc),
la superficie de energia adopta la forma de un pozo estérico, con un punto estable
(indicado por el punto verde) que representa el minimo de energia y presenta simetria
U(1), Fig. [1.4] (a). En la fase superradiante (v > 7.rc), la superficie de energia
asume la forma de un sombrero mexicano, Fig.[1.4] (b). En este caso, observamos un
punto inestable (punto rojo) y un area sombreada que representa todos los puntos
estables degenerados, también en el minimo de energia y con simetria U(1). Aqui,
Yerc = y/wwy es el acoplamiento de transicion que delimita la transicién entre las
fases normal y superradiante. Ambas fases exhiben un rompimiento espontaneo de
simetria en el estado base, donde pasamos de un punto estable a un anillo de puntos

estables degenerados.

En el modelo de Dicke Ec. , la superficie de energia en la fase normal (7 < 7.p)
adopta la forma de un pozo esférico, con un punto estable (indicado por el punto
verde) que representa el minimo de energia y presenta simetria U(1) ver Fig. [1.4
(c). En la fase superradiante (7 > v.p), la superficie de energia presenta dos puntos
estables (punto verde) y un punto inestable (punto rojo), como se muestra en la
Fig.[1.4] (d). A diferencia del sombrero mexicano mostrado en la Fig. [L.4] (b), donde
se observa un continuo degenerado, en el modelo de Dicke la fase superradiante
exhibe simetria de paridad y un cambio en la estructura del estado base. Aqui,
Yeb = 4/Wwo/2 es el acoplamiento de transicion que delimita la transiciéon entre la

fase normal y la fase superradiante.

1.2.7. Densidad de Estados Semiclasico

El modelo de Dicke, en su aproximacion semiclasica, ofrece una perspectiva valiosa
sobre la densidad de estados (Density of States, DoS), que describe la distribucién de
los estados cuénticos del sistema para un valor fijo del acoplamiento luz-materia ~.
La densidad de estados se refiere a la cantidad de niveles de energia disponibles para
los sistemas cuanticos en un rango especifico de energia. Para obtener la densidad
de estados se calcula el volumen del espacio de fases disponible para una energia

dada E, esto es integrando sobre el espacio fase [95]:

1
YE) = Gy

[ da dp do dj. 8 — H(a.p..5.)) (111)

Se han llevado a cabo estudios exhaustivos sobre la densidad de estados en el modelo
de Dicke y Tavis-Cummings [96] y en Dicke con interacciones materiales represen-
tadas por 7, [62]. La motivacion detras de estudiar las densidades de estados es

extender el estudio del espectro de energias clasico del sistema.

Al analizar las densidades de estados en los modelos de Dicke y Tavis-Cummings,
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pueden surgir transiciones de fase de estados excitados, (Excited State Quantum
Phase Transitions, ESQPT). Las transiciones de fase de estados excitados represen-
tan un cambio en las propiedades del sistema cuando se considera la excitacion de
sus niveles cudnticos. A diferencia de las transiciones de fase, que ocurren en el es-
tado fundamental, las ESQPT ocurren entre los estados excitados del sistema [49].
La identificacién de estas transiciones se basa en la presencia de singularidades en
la densidad de estados, lo que tiene un impacto significativo en las propiedades de

la funcién de onda y el flujo de niveles [97].

Las ESQPT son de gran relevancia debido a sus efectos decoherentes, que se tradu-
cen en evoluciones temporales no adiabaticas bajo la accion del Hamiltoniano [98].
Este fenémeno ha sido estudiado en modelos de fisica nuclear [49] y en sistemas
de espin [99]. Las primeras observaciones de ESQPT se realizaron en el modelo de
Dicke por Pérez [100].
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Figura 1.5: Densidades de estado como funcién de la energia del sistema € = E/wyj.
En la fila superior se muestra el caso de TC, mientras que en la inferior se ilustra
el caso del modelo estandar de Dicke. La columna de la izquierda corresponde a
un acoplamiento v = 0,27,., caracterizando en ambos casos la fase normal. En la
columna central, v = 7., y en la columna derecha, v = 27,, representando la fase
superradiante. Las figuras ubicadas en la parte superior muestran el volumen dis-
ponible del espacio fase, mientras que las inferiores presentan las derivadas de las
densidades de estado. Tomado de Ref. [96]

En la Fig. [L.5] se presentan el volumen del espacio fase, la densidad de estados y
sus derivadas para el modelo de Tavis-Cummings en la fila superior y el modelo de
Dicke estandar en la fila inferior. A medida que aumenta la energia e (que representa
la energia sobre las superficies de energia), se observa un cambio en la densidad
de estados, donde los circulos sombreados indican la disponibilidad de estados. Es
importante notar que, al aumentar ¢, el volumen del espacio fase disponible se satura

completamente.
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La diferencia méas notable entre los dos modelos se manifiesta en la fase superradian-
te. En el modelo de TC, las derivadas de las densidades de estados presentan saltos
singulares, mientras que en el modelo de Dicke estandar se observa un salto logarit-
mico en la derivada para e = —1. La presencia de discontinuidades en el modelo de
TC se debe a que el espacio fase disponible es independiente de ¢. En contraste, en
el modelo de Dicke estandar, el espacio fase se deforma en la fase superradiante, lo

que provoca que dependa de ¢.

Ademas, tanto en el modelo TC como en el modelo de Dicke, se destacan dos tipos
de Transiciones Cuénticas de Fase en Estados Excitados (ESQPT) [6, |101:103].
La ESQPT dindmica ocurre en € = —1 y la ESQPT estatica en € = 1. Desde una
perspectiva semiclasica, las ESQPT representan puntos de inestabilidad en el espacio

fase que indican cambios en el volumen disponible.

Las ESQPT estaticas estan asociadas a la saturacién del espacio atéomico a partir
de € = 1, momento en el que todo el espacio de pseudoespin se vuelve accesible.
Aumentar la energia en este punto solo es posible mediante la adiciéon de fotones
al sistema. La presencia de la ESQPT estéatica es independiente del acoplamiento
y siempre se manifiesta, ya que eventualmente el espacio de pseudoespin se vuelve

completamente accesible.

Por otro lado, las ESQPT dinamicas, que ocurren en ¢ = —1. En este punto, la
densidad de estados presenta singularidades que indican la aparicion de saltos dis-
continuos o logaritmicos. Estas transiciones reflejan una inestabilidad en el sistema

que provoca que los niveles energéticos se reorganicen de manera abrupta.

1.2.8. Aproximacion Holstein-Primakoff

La aproximacion de Holstein-Primakoff resulta especialmente valiosa para el anali-
sis de los modos de excitacién colectiva (modo de fase y ampltiud) en el modelo de
Dicke, ya que proporciona informacion sobre el espectro a bajas energias en el limite
termodinamico. Esto nos permite identificar los modos de fase y amplitud en ambas
fases, normal y superradiante [2, |7, 41, 104]. Ademas, gracias a las simetrias gene-
radas en las superficies de energia utilizando estados coherentes, podemos asociar el
tipo de modo de excitacién con la simetria caracteristica de cada fase. Para llevar a

cabo este analisis, es necesario construir una representacién bosénica del modelo de
Dicke:

ALA

A s bth R — bth -

Esta esquema nos permite expresar el Hamiltoniano de Dicke como dos osciladores

desacoplados, lo que facilita la determinacién del espectro de energias y la identifi-
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cacion de los modos de fase y amplitud emergentes.
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Figura 1.6: Analisis del espectro de energia en funcion del acoplamiento de transicion
para el modelo de TC, donde € es el espectro de energia, w = wy es la frecuencia
bosonica y A = 7 es el acoplamiento luz-materia. Tomado de la Ref. [105].

La Fig. [1.6] tomada de [105], muestra el espectro de energias de un modelo de Tavis-
Cummings con un acoplamiento de transicién de 0,5. En la fase superradiante, debido
a la naturaleza del modelo de Tavis-Cummings, la superficie de energia adopta la
forma caracteristica de un sombrero mexicano. El modo de fase, también conocido
como modo de Goldstone, representa las excitaciones a lo largo del conjunto continuo
de puntos estables de la fase, lo que explica por qué su energia es cero en el estado
base. Por otro lado, el modo de amplitud o modo de Higgs esta asociado a variaciones
en la amplitud de la fase y presenta una energia que aumenta con el acoplamiento

luz-materia.

En anos recientes, se han logrado avances significativos en el estudio de los modos
de fase y amplitud en el modelo de Dicke, proporcionando un marco relevante para
investigar estos modos en presencia de interacciones materiales. Estos modos se han
identificado en distintos contextos, como en un modelo de Dicke con dos cavidades
6pticas bajo la aproximacién de onda rotante [105], en un modelo de Dicke con
atomos ultrafrios acoplados a tres cavidades épticas y bombeo laser transversal [106],
y en un modelo de Jaynes-Cummings en redes finitas |[107]. Ademads, se han explorado
en sistemas abiertos, basdndose en las teorfas de Kirton [108], y en estudios de

supersoélidos [109].

1.3. Conclusiones

En esta introduccion, hemos presentado los conceptos fundamentales para el andlisis
de los modos de fase y amplitud en el modelo de Dicke, incorporando anisotropia

e interacciones materiales. A lo largo del capitulo, destacamos la importancia de
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las simetrias en la caracterizacion de la fisica de los sistemas estudiados, mostrando
coOmo las simetrias juegan un papel crucial en la estructura y comportamiento de
estos modelos. También discutimos cémo las perturbaciones externas pueden inducir
rompimientos espontaneos de simetria, lo cual tiene un impacto significativo en las
propiedades de los sistemas fisicos, como la aparicion de nuevos modos de excitacion

de baja energia y cambios en la dindmica del sistema.

El enfoque principal de esta tesis es la aplicacion de aproximaciones semicldsicas
al modelo de Dicke, que nos permiten obtener una descripcién mas accesible del
comportamiento del sistema en el limite termodinamico. Estas aproximaciones de
campo medio simplifican el analisis del modelo al reducir su complejidad matema-
tica, proporcionando un marco adecuado para identificar y caracterizar los modos
de fase y amplitud en la fase superradiante. Esta metodologia no solo facilita la in-
terpretacion fisica de los resultados, sino que también sienta las bases para explorar
las implicaciones de las interacciones materiales en el comportamiento colectivo del

sistema.
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Capitulo 2

Teoria Cuantica de Campos.

El objetivo de este trabajo es identificar los modos de fase y amplitud en el modelo
de Dicke anisotrépico con interacciones materiales. En este capitulo, se presentara
una breve introduccion a la teoria cuantica de campos, que servird como base para
desarrollar la aproximacion de campo medio a través de estados coherentes y la
representacion de Holstein-Primakoff. Ademas, aunque no constituye la herramienta
principal de nuestra metodologia, se incluirda una referencia al enfoque de la integral
de trayectoria como una alternativa para identificar los modos de fase y amplitud;

para mas detalles, véase el Apéndice [C]

La teorfa cudntica de campos (Quantum Field Theory, QFT) permite la describir
la interaccién de muchas particulas. A diferencia de la mecanica cuantica estandar,
que se centra en la descripcion de particulas puntuales [4], la QFT permite tratar
tanto las particulas como los campos que las generan de manera unificada. Esto es

crucial para describir fenémenos como la creacién y aniquilaciéon de particulas.

Un campo puede entenderse como una entidad que asigna un valor a cada punto
del espacio y el tiempo. Por ejemplo, el campo eléctrico asigna un valor de la fuerza
eléctrica a cada punto del espacio, indicando la direcciéon y la magnitud de la fuerza
que experimentaria una carga en ese lugar. De manera similar, en la QFT, los campos
cuanticos son entidades que asignan valores a cada punto del espacio-tiempo, y las

fluctuaciones de estos campos pueden interpretarse como particulas.

Para entender el concepto de un campo, imaginemos una cadena infinita de resortes
conectados entre si. Cada resorte representa un punto en el espacio, y su estado
de compresion o estiramiento indica el valor del campo en ese punto. Al considerar
una cadena infinita, pasamos de un conjunto discreto de estados de compresion o
estiramiento a una descripcién continua mediante una funcién. Esta funcién es lo

que denominamos el campo del sistema [110].

En este ejemplo, el desplazamiento de cada resorte corresponde al valor del campo

en un punto especifico del espacio. El campo nos permite resumir la informacion
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de todos los desplazamientos de los resortes en una sola descripciéon continua. Las
oscilaciones de los resortes son andlogas a las fluctuaciones de un campo cuantico,
donde las ondas que se propagan a lo largo de la cadena se asocian a las particulas
del campo (como los fotones en un campo electromagnético). Asi, cuando hablamos
de un campo en la teoria cuantica de campos QFT, nos referimos a una entidad
capaz de vibrar y transmitir energia a través del espacio, de manera similar a como

una perturbacion se propaga a lo largo de nuestra cadena de resortes.

Este concepto de campo es fundamental para entender sistemas con un niimero N
de particulas, como sucede en el modelo de Dicke. En el contexto del modelo de
Dicke, donde se estudia la interacciéon entre un conjunto de atomos y un campo
electromagnético dentro de una cavidad, podemos utilizar una representacion que
nos permita tratar tanto al campo electromagnético como a los d&tomos de manera
uniforme, describiendo cémo se crean y aniquilan fotones (las particulas del campo)
y como interactiian con los estados atomicos. Al pensar en términos de campos, se
facilita la descripciéon de los modos de excitacion del sistema, como los modos de
fase y de amplitud, proporcionando una manera méas completa y flexible de entender

las transiciones y los fendémenos colectivos presentes en el sistema.

2.1. Segunda Cuantizacion

La segunda cuantizacion es un enfoque que nos permite describir las particulas a
través de estados cuanticos. En lugar de describir cada particula individualmente,
la segunda cuantizacién introduce la idea de operadores de creacion y aniquilacion.
Estos operadores nos permiten cambiar el nimero de particulas en un estado dado, lo
que resulta particularmente 1til para describir sistemas donde las particulas pueden

ser creadas o destruidas [1104112].

Para entender este concepto, pensemos en el operador de niimero, que cuenta cuantas
particulas ocupan un cierto estado. En la segunda cuantizacién, cada estado del
sistema se describe mediante un nimero de ocupacién, que indica cuantas particulas
se encuentran en ese estado especifico. Esto nos permite construir una descripcion
sencilla del espacio de estados de un sistema de muchas particulas. Por ejemplo,
un estado podria ser descrito como |n), donde n indica el nimero de particulas

presentes.

Este enfoque tiene varias ventajas. Primero, permite representar de manera concisa
el espacio de excitaciones de sistemas con muchas particulas. Esto significa que po-
demos describir de forma eficiente el nimero de particulas en cada estado, lo cual
es fundamental para estudiar las excitaciones del sistema. Segundo, los operadores
de creacion y aniquilacién que se utilizan en la segunda cuantizacion obedecen a un

conjunto de reglas simples de conmutacién (en el caso de bosones) o anticommuta-
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cién (en el caso de fermiones). Estas reglas facilitan la manipulacién matematica de

los estados de ocupacion y la descripciéon de la dindmica del sistema.

Primero, consideremos las funciones de onda simétricas y antisimétricas. Partimos de
un conjunto normalizado de funciones de onda |\), que corresponden a los estados
propios de un Hamiltoniano de una sola particula, es decir, H |A) = €\|A), donde
€ son los eigenvalores asociados a cada estado A. A partir de esta base, podemos
construir las funciones de onda para sistemas de dos particulas: ¢r (correspondiente
a fermiones) y 1p (correspondiente a bosones), que ocupan los niveles A\; y Ag,

respectivamente:

1
Yp(z1, 22) = 7 ((x1| A1) (z2]\2) — (z1]A\2) (z2]|A1)), Funciéon Antisimétrica, (2.1)

vp(x1, 19) = \}5 ({1 A1) (@] A2) + (x1|A2) (z2|A1)), Funcién Simétrica.  (2.2)

Combinamos las funciones de onda de las dos particulas en el espacio de posiciones
x y los niveles de energia A:

1
Yr) (1, 22) = (1] ® (22]) |A ddrpy, v 1A A2) = == (A0 @ o) +¢A2) @ A1)

(2.3)
donde ( = —1 corresponde a fermiones y ( = +1 a bosones. De manera mas general,
la funcién de onda para un sistema de N particulas se puede expresar como:
1 311
A1, A2, AN) = ,Zfl_sg PIAp1) @ [Ap2) @ ... [Apw). (2.4)

donde n) representa el nimero total de particulas en el estado A. En el caso de
fermiones, se debe cumplir con el principio de exclusiéon de Pauli, lo que impone
la restriccion ny < 1. La sumatoria se extiende sobre todas las N! permutaciones
posibles de los niimeros cuanticos, donde sgn(P) indica el signo de la permutacién
P. El factor 1/4/NTT], n,! asegura la normalizacién adecuada de la funcién de onda

de muchos cuerpos.

2.1.1. Numero de Ocupacién y Espacio de Fock

Para ilustrar el concepto de nimero de ocupaciéon, consideremos la Ec. que invo-
lucra N particulas. Supongamos un estado representado como |1,1,1,2,2,3,3,3,...),
donde hay 3 particulas en el estado 1, 2 en el estado 2, y asi sucesivamente. Este
estado se puede simplificar a |3, 2,3, ... ), que indica el nimero de particulas en cada

estado. Para los fermiones, el nimero de ocupacion puede ser tinicamente cero o uno.

Podemos emplear una representacion basada en el nimero de ocupaciéon en una

nueva base para N particulas, especificando el estado como |ni,ng,...), donde
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>, n; = N. Cualquier estado |¢) en esta base puede expresarse mediante una super-

posicion lineal:

W)Z Z Cn1,n2’n1an2>' (25)

n1,N2,...

Debemos imponer la condiciéon de un nimero fijo de particulas para asegurar un

espacio de Hilbert que contenga estados con un niimero bien definido de particulas:

F

i N, (2.6)

El espacio F' se conoce como el espacio de Fock, donde F° representa el espacio vacio
correspondiente al estado |0). Para construir una base del espacio F', consideramos
los estados |nq,na,...) y aplicamos la condicién de nimero de ocupacion, que se

expresa como . ; n; = IN.

2.1.2. Aspectos de la Segunda Cuantizacion

La representacion del nimero de ocupacion implica la simetrizacién y antisimetri-
zacion de un amplio conjunto de estados en cada operacion cudntica. Para ello,

introduciremos un conjunto de operadores lineales que acttian en el espacio de Fock,
F— F:

@I’m,...,ni,..,) Emcsz

nl,,nz—&—l,), 221,2, (27)

Debido al principio de exclusion de Pauli, en el caso fermionico, la aplicaciéon del
T

operador a; en un estado donde n; = 1 aniquila dicho estado. Esta caracteristica
nos permite generar el estado base del espacio de Fock F' al aplicar repetidamente
los operadores a} al estado de vacio |0). La aplicacién de la ecuacién 1) conduce

a:

1

e, =TT (@) jo). (2.8)

A diferencia de la expresion ([2.4)), los estados de Fock se generan mediante la aplica-
ciéon de un conjunto de operadores lineales. Desde una perspectiva fisica, al aplicar
N operadores a' al estado vacio, se obtiene un estado en su N-ésimo nivel. Por esta

razén, es comun referirse al operador ' como operador de creacién.

Por otro lado, al considerar los operadores &j» y d} con i # 7, y aplicando la relacién

(2.8)), se obtiene
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Para cada vector base, esta relacion implica que

es decir:
(A Bl = AB - cAB, (2.9)

siendo ¢ = 1 el conmutador y ( = —1 el anticonmutador. Notamos que los operadores

deben ser Hermitianos, por tanto, analizando los elementos de matriz:

(n,.omg, . alind, o) = k4 1 Ot (2.10)
(-, agdna, - ong, ) = i Onny - Ot 1 (2.11)

Los operadores de creacion af: FV — FN*! incrementan el ntimero de particulas
por uno, mientras que los operadores de aniquilaciéon 'V — F¥=1 1o bajan en uno.

Resumiendo se tiene

2.2. Integral de Trayectoria de Feynman

Con los fundamentos de la segunda cuantizacion establecidos, es crucial reconocer
cémo este formalismo se interrelaciona con otras técnicas dentro de la teoria cuan-
tica. Una de estas herramientas es la integral de trayectoria, que proporciona un
enfoque complementario para describir sistemas cuanticos. Este método nos permi-
te visualizar el comportamiento de las particulas como trayectorias en el espacio de
configuracion, ofreciendo un marco intuitivo para comprender las dinamicas cuanti-

cas.

En esta seccion, desarrollaremos el enfoque de la integral de trayectoria de Feynman,
explorando su construccion general y estableciendo las conexiones entre la mecanica
cuantica y clasica. Ademas, examinaremos el andlisis de fase estacionaria, que resulta

fundamental para comprender el comportamiento cuantico en diferentes contextos.

2.2.1. Formalismo Integral de Trayectoria

La formulaciéon de la integral de trayectoria presenta varias ventajas significati-
vas [110]:

s A diferencia de la formulacion candénica de la mecanica cuantica, que puede

dificultar la recuperacion del limite clésico, la integral de trayectoria permite
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observar este limite de manera mas clara y directa.

= Sirve como un prototipo para integrales de campo en dimensiones superiores.
De hecho, incluso la integral de trayectoria en dimension cero resulta relevante

para diversas aplicaciones en la fisica de muchos cuerpos.

= Es especialmente 1til en sistemas fisicos donde los elementos estan fuertemente
correlacionados y donde existe un niimero macroscopicamente grande de gra-

dos de libertad, lo que puede dar lugar a la formacién de variables colectivas.

El formalismo de la integral de trayectoria se basa en un enfoque variacional. Este
enfoque consiste en que las trayectorias clasicas permitidas en el espacio de configu-
raciéon minimizan una accién funcional, que se expresa como una integral de camino
sobre un conjunto de funciones de campo definidas en dicho espacio. Ademads, se

postula que la conservaciéon de la energia es una restriccion inherente al sistema.

En el contexto de la mecanica cuantica, el principio de incertidumbre de Heisenberg
establece que no es posible conocer simultaneamente con precision pares de variables
conjugadas, como la posicion y el momento, o la energia y el tiempo. Esto implica
que la energia puede experimentar variaciones dentro de ciertos limites durante
intervalos cortos sin que se viole la conservacion de la energia a nivel macroscopico.
Como resultado, no se pueden definir trayectorias precisas de posiciéon y momento
como en la mecanica clésica. En este contexto cuantico, el principio de minima acciéon
se sustituye por la integral de camino de Feynman, que suma las contribuciones de

todas las trayectorias posibles.

Un fenémeno relacionado es el tunelaje cuantico, donde una particula puede atrave-
sar una barrera de potencial que no podria superar clasicamente. Al cuantificar este
proceso, introducimos un factor de amortiguamiento que representa la probabilidad
de que ocurra el efecto tinel a medida que la barrera potencial se vuelve més ancha

o més alta |110]:

~ et S/ \/2m(E = V). (2.13)

Para examinar la probabilidad de que un sistema experimente (ejemplo efecto tunel)
y evolucione de un estado a otro, es necesario considerar todas las posibles trayec-
torias o caminos que conectan ambos estados. Para este propésito, utilizaremos el
propagador, que describe la amplitud de transicion de una particula de un estado a

otro.

. Podemos relacionar la amplitud A para la propagacién entre dos puntos cualesquie-
ra en el espacio de coordenadas no solo a lo largo de una trayectoria clésica, sino
a través de una variedad de rutas cercanas? Para ello, consideramos una amplitud

cudntica de la forma A ~ 37, 3@/ donde > o) denota la suma sobre todas las
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posibles trayectorias con las condiciones iniciales del sistema, y S es la accion clasi-
ca asociada a cada trayectoria. Esta expresion nos permite recuperar la informacion

cuantica completa del sistema, al tener en cuenta todas las trayectorias posibles.

En el limite clasico, cuando A — 0, la amplitud cuantica se ve cada vez mas do-
minada por la contribucién de la trayectoria clasica z(t). Esto se debe a que las
trayectorias no extremales estdn acompafniadas por oscilaciones rapidas de la fase
e'S/" . Estas oscilaciones, debido a su variacién rapida, tienden a cancelarse entre s
al promediarse, resultando en una contribuciéon neta cercana a cero. Por otro lado,
las trayectorias clasicas, que son soluciones de las ecuaciones clasicas del movimien-
to, minimizan la accién S y, por lo tanto, tienen fases que varian mas lentamente,

haciendo que su contribuciéon a la suma sea significativa.

La fase S(z)/h permite la superposicién coherente de las diferentes trayectorias
posibles del sistema. Esta superposicion de fases es la que permite la interferencia
cudntica entre distintas trayectorias [4]. A diferencia del comportamiento clésico,
donde solo una trayectoria es relevante, en el contexto cuantico todas las trayectorias
contribuyen al proceso de transicién, y la interferencia constructiva o destructiva
entre sus fases determina la probabilidad final de que el sistema pase de un estado

a otro.

2.2.2. Construccion de la Integral de Trayectoria

La informaciéon de un sistema cuantico esta contenido en el operador de evolucion,

que describe cémo el estado del sistema cambia a lo largo del tiempo:
[W(e)) = U )Ne@), O 1) =m0 — 1), (2.14)

La evolucién temporal de un sistema cuantico se describe mediante el operador de
evolucién U (t' — t), que gobierna la dindmica del sistema desde un tiempo inicial
t hasta un tiempo final ¢’. Este operador actiia sobre los estados del sistema y
esta determinado por el Hamiltoniano H , que encierra toda la informacion sobre la

energia y las interacciones presentes en el sistema.

Para garantizar la causalidad, es fundamental que los efectos en el sistema no pue-
dan preceder a sus causas. Esto se introduce matematicamente mediante la funcion
de Heaviside, ©(t' —t), que impone la condicién de que t' > ¢, asegurando que el sis-
tema evoluciona de manera consistente con el orden temporal. En la representacion
espacial, esta causalidad se manifiesta en como se integran las trayectorias posibles
entre dos puntos en el espacio-tiempo. Cada camino que contribuye a la integral de
trayectoria esta influenciado por el hecho de que la propagacién solo puede ocurrir

hacia adelante en el tiempo.

La causalidad en la evolucién temporal esta estrechamente relacionada con el teo-
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rema de Wick [110, [113], que permite evaluar integrales de camino y funciones de
correlacion en la teoria cuantica de campos. Este teorema reorganiza productos de
operadores cuanticos en términos de sumas de sus contracciones, lo que facilita el
calculo de las amplitudes de transiciéon. Una contraccion se refiere a la forma simplifi-
cada de un par de operadores cuando se consideran sus propiedades de conmutacion
o anticonmutacién, capturando la correlacién entre ellos. Las contracciones que res-
petan el orden temporal aseguran que las contribuciones provengan de eventos donde
la causa precede al efecto, lo cual es fundamental para una evolucién fisica coherente.
Las demas contribuciones, que no respetan este orden, tienden a cancelarse debido
a las oscilaciones rapidas en su fase, por lo que no se consideran relevantes en el
calculo final. Esto garantiza que solo las trayectorias compatibles con la causalidad

contribuyan de manera significativa a la integral de trayectoria.

Siendo de esta forma podemos expresar la representacion espacial de la siguiente

forma:

(g, t") = (¢|T()) = ({|U, )T () = /qu(th’;q, £)¥(q,t), (2.15)
U(d, 1 q,t) = (e FED |00t — 1), (2.16)

La expresion U(q¢/,t';q,t) define la componente (¢,q) del operador de evolucién
temporal. Este elemento de la matriz representa la amplitud de probabilidad de que
una particula se propague desde el punto ¢ hasta el punto ¢’ en el espacio de fase
durante un intervalo de tiempo t' — ¢, y se conoce como el propagador. En lugar
de abordar directamente el problema de la ecuacién de Schrodinger, que describe
la evolucién del sistema en un tiempo t, es mas conveniente analizar primero la

evolucion temporal en intervalos infinitesimales:
A A N
e—ZHt/ﬁ — [e—ZHAt/ﬁ:| ) (217)

Si At es mucho menor que los valores esperados, el valor de los exponentes se hacen

eventualmente pequenos y se pueden tratar perturbativamente:
e—iHAt/h _ e—iTAt/he—iVAt/h + O(At2) (2 18)

donde H =T+ V, T = $?/2m es el operador de energia cinética y V es el operador

potencial de un cuerpo. Desarrollando el operador de evolucién en la Ec. [2.16

*iﬁAt/N} N —iTAt/h,~iVAL/L efiTAt/hefz’VAt/hmi)’ (2.19)

(gl [e |q:) ~ {arle

considerando la identidad del operador de evolucion:

1= [ dan [ dpalaa){aalpa) pal. (2:20)

26



donde |g,) v |pn) representan el conjunto de estados propios de la posicion y el
momento y n = 1,... N son los segmentos a través del tiempo del operador de
evolucion. Y considerando la definicion de onda plana:

etap/h

(qlp) = (plg)" = Nors (2.21)

el operador de evolucién Ec. toma la forma:

N—-1 N . N-1 —
—iHt/h dpn —it e V(gn+T(Prs1)—n qn+1r qn)
<qf|e Ht/f|q2.> g/ H dg, H 27rhe > ,o( +1 17 ) (2.92)
N
q0=4;

En cada paso del tiempo t,, = nAt, integramos sobre el par de coordenadas (¢, p),
parametrizando el espacio fase clasico y asi formando una discretizacién de N puntos
en una trayectoria de ese espacio. Al considerar N — oo manteniendo fijo t = NAt,

tendremos un intervalo de tiempo total [0,¢]. Por lo tanto:

N-1

t —
At Z — / dt/, M —> at/q |t’=tn = q ‘t/:tn s (223)
= 0 At
V(gn) + T (i)l = [T(ple=r, + V(gle=:,))] = H(wr=1,), (2.24)
y
o dp,
]\}1_13(1)0/ 1:[ dq, U 5rF = /I(t)ZQf Dz, (2.25)
n=l n=1 q(0)=gi
aN=qy
q0=qi

por lo tanto, el operador de evolucion Ec. [2.22;

q(t)=

e i [t g/ .
(asle” ) = [y, D e o 09100 (226)
q(0)=g;

La Ec. representa el propagador entre dos estados ¢; y gf. Procedamos a de-
sarrollar el Hamiltoniano de la integral de trayectoria con el fin de demostrar que

puede ser representado en términos de un Lagrangiano:

s i [t 5. _i td/ i_ .
<Qf|e_ZHt/h|Qi> — /J(t):qf qufﬁ fo dt'V(q) /Dp e i fo t <2m pq)’
q(0)=q;

ey i [t g .
<Qf|€_ZHt/h|Qi> = A(t):qf Dq e® fo dt L(q’Q), (2.27)

2(0)=g¢;
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donde Dqg = limpy_. \/itj\;% Hﬁ:f:_f dg, denota la medida funcional de la integral en
q, vy L(q,4) = md?®/2m — V(q) representa el lagrangiano clasico. Al final, con [2.27]
podemos conseguir el propagador que evoluciona a través del tiempo de un estado

inicial ¢; a un estado final gy.

2.2.3. Enfoque Semiclasico desde la Integral de Trayectoria

El enfoque semiclasico que utiliza la integral de trayectoria combina elementos de
la mecanica clasica y cuantica, permitiéndonos establecer una conexion entre ambos
campos. Al aplicar esta integral, podemos recuperar los resultados clasicos en el
limite A — 0, lo cual es esencial para comprender la naturaleza de los sistemas
fisicos. En este contexto, las trayectorias clasicas emergen como soluciones a las
ecuaciones de movimiento del sistema, ofreciendo una interpretacion intuitiva de los

fenémenos cuanticos a partir de comportamientos clasicos bien establecidos.

Este enfoque semiclasico también se utiliza en la mecanica estadistica para anali-
zar sistemas térmicos y calcular propiedades termodinamicas, como la funcién de
particion y la energia libre, todo ello a través de las trayectorias clasicas. Dado que
las integrales de trayectoria son funcionales de la accion clasica, las configuraciones
extremales son soluciones a las ecuaciones clasicas de movimiento |[110]. Las condi-
ciones de frontera, como ¢(0) = ¢; y ¢(t) = gy, son esenciales para garantizar una

evolucién coherente del sistema desde un estado inicial hasta un estado final.

Un aspecto relevante del enfoque semiclésico es el andlisis de fase estacionaria, que
nos permite identificar y comprender el comportamiento de los sistemas alrededor de
puntos criticos. Es crucial destacar que el cumplimiento de ciertas condiciones por
las configuraciones de fase estacionarias clasicas no implica que la mecanica cuantica
sea irrelevante. Por el contrario, el estudio del comportamiento local en torno a un

punto critico es esencial para entender las fluctuaciones en su vecindad.

Este andlisis implica investigar el entorno del punto de fase estacionaria, lo que
nos ayuda a discernir la naturaleza del sistema y a determinar si el punto critico
representa un maximo, un minimo o un punto de silla. El analisis de fase estacionaria

consta del siguiente procedimiento [110]:

1. Identificar los puntos de fase estacionaria, asegurando que la derivada funcional

sea igual a cero:

DF,=0+V:

= 0. (2.28)

2. Expandir la funcional en una serie de Taylor alrededor de

Flz] = Flz +y] = Flz] + ; / dt / dty()AE )yt +...,  (2.29)
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__F]
donde A(t',t) = Sz(t)dz(t')

_ representa la segunda derivada funcional.
xX

r=

3. Verificar que el operador A = {A(t',t)} sea positivo definido.

4. Cuando existen varias configuraciones de fase estacionaria, z;, la integral sobre

todas las trayectorias puede aproximarse de la siguiente manera:

A

—1/2

/Dxe_p[m] ~ 3" e Flildet <AZ> : (2.30)
7 2

En esta expresion, cada término de la suma representa una contribucién de las dife-

rentes configuraciones de fase estacionaria al valor total de la integral. La presencia

de la funciéon —F[z;] indica que las configuraciones que minimizan la funcional F

son las mas significativas en términos de su contribucion al valor de la integral.

La aplicacion del lagrangiano a la integral de trayectoria se realiza de manera di-
recta. En este contexto, el campo de configuracién extremal ¢(¢) se asocia con una
solucién clésica del lagrangiano, lo que nos lleva a identificar ¢(t) = ¢ (t). Consi-
deramos ahora la desviaciéon r(t) = q(t) — qa(t), que representa la diferencia entre
la trayectoria general ¢(t) y la trayectoria clasica qq(t). Utilizando esta notacién, la
amplitud de transicién puede ser expresada como:

625(q)

<C]f|€_iﬁt/h‘qi> ~ eis[qd]/h/Dre;"lfg A [ ') sagsaten (2.31)

)
=qart"’)
que representa la aproximacion gaussiana de la integral de trayectoria. En esta apro-
ximacion, la integral sobre r captura las fluctuaciones alrededor de la trayectoria
clasica, y su forma gaussiana indica que las desviaciones pequenas alrededor de la
solucion clasica son las que contribuyen de manera significativa al resultado final de
la integral. Este analisis revela como las trayectorias que respetan la dinamica clasi-
ca dominan el comportamiento del sistema, incluso cuando se consideran miiltiples

configuraciones de fase estacionaria.

2.2.4. Integral de Trayectoria y Mecanica Estadistica

En esta seccion, exploraremos el concepto de la integral de trayectoria desde la
perspectiva de un modelo continuo unidimensional clasico, tomando como ejemplo
una cuerda flexible. Imaginemos que la cuerda esta sometida a una tension constante

y confinada dentro de un potencial, como se ilustra en la Fig. 2.1}
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Figura 2.1: Ilustracién de una cuerda flexible en un potencial V'(u). Recuperado de
Ref [110].

Supongamos que la densidad de masa de la cuerda es alta, lo que implica que las
fluctuaciones son asintoticamente lentas. Estas fluctuaciones transversales estan in-
fluenciadas tanto por la tensiéon de la cuerda como por el potencial externo que la
rodea. Cuando el desplazamiento transversal u(z) es pequeno, la energia potencial
almacenada en la cuerda se puede descomponer en dos componentes: una correspon-

diente a la tension de la cuerda y otra asociada al potencial externo.

Para analizar la fluctuacién transversal dx y du en relacion con la tension de la
cuerda, consideremos la proyeccién de una porcion especifica de la cuerda en funciéon

de su longitud:

dz?

d 2
5‘/;ensién =0 |:V dx? + du? — dl’] =0 [\l dx? (1 + u) — dl’] R

donde o representa la tension de la cuerda. Utilizando la aproximacion en serie de

Taylor, podemos simplificar esta expresion:

5‘/tensién =odx

(2.32)

A continuacién, integramos sobre la longitud de la cuerda para obtener la contribu-

cion total de la energia debida a la tension:

L
‘/tensién[azu] = /5‘/tensién - ;/0 dro (8xu($))2 . (233)

Ahora, consideremos el potencial externo, que se define como:
L
Vesternolu] = [ da V (u(x). (2.34)
0
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La energia total del sistema se puede expresar como la suma de las energias de

tension y externa:

V= /O - de B (B,u)* + V()| . (2.35)

En mecéanica estadistica, las propiedades de equilibrio de un sistema pueden deter-
minarse a través de una funcién de particién en la distribucién canodnica, que se

expresa Como:
Z = tr[e ?V],

donde tr denota la suma sobre todas las configuraciones posibles del sistema y V
es la energia potencial del funcional. Al aplicar la transformacion tr — | Du, reem-
plazamos la traza de los operadores por una integral funcional que recorre todas las
configuraciones posibles de la cuerda u(z) en el intervalo = € [0, L]. Esto implica su-
mar sobre todas las trayectorias posibles de la cuerda, lo que da lugar a la siguiente

expresion para la funcién de particion de la cuerda:

Z = /Du efﬁfoﬁdx[%(a””“)%rv(“)]. (2.36)

Es importante destacar que la funcién de particion del sistema clasico coincide con

la amplitud en mecanica cuantica, dada por:

7z = [dalale " Ma)|,_, . (2.37)

t=—iL

La introduccion de tiempos imaginarios en el contexto de la mecanica estadistica
simplifica los calculos. En particular, aplicaremos la aproximacién de Wick, que
consiste en realizar una transformacion de tiempos reales a tiempos imaginarios
mediante la relaciéon ¢’ — —it’" € [0, —i7], donde 7 representa un tiempo imaginario.

Bajo esta transformacion, la energia cinética se reescribe como:
(0t'q)* — —(01q)*.

La adopcién de tiempos imaginarios establece un puente entre la mecanica estadis-
tica clasica y cudntica, y es fundamental para entender fenémenos cuanticos. Por
ejemplo, en el contexto de la funcién de particion de una sola particula en un sistema

cuantico, se puede expresar como:

Z =tr [e‘ﬁﬁ} = /dq (q]e_fBH]q>. (2.38)
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En este caso, la funcién de particiéon se interpreta como una traza sobre la amplitud
de transicién, que es el promedio del operador de evolucién (q|e‘im/ "q), evalua-
do en tiempos imaginarios t = —ih3. Notamos que la traza suma sobre todas las
configuraciones posibles de los estados cuanticos, garantizando la conservacion de
la probabilidad, ya que la suma de todas las probabilidades de los estados debe ser

igual a 1 [114].

Por otro lado, estudiar la funcién de particion de muchos cuerpos, nos proporciona
una descripcién cuantitativa de cémo se distribuyen las particulas en los distintos es-
tados de un sistema, siendo clave para comprender las interacciones entre particulas
y el comportamiento del sistema en equilibrio térmico con su entorno. Hemos dis-
cutido previamente la consideracién de una particula con un solo grado de libertad,
representado por la coordenada ¢q. Mediante la integral de trayectoria, integramos
sobre todas las configuraciones posibles dependientes del tiempo, ¢(t), lo que nos
lleva a la amplitud de transicién entre estados cudnticos [4], es decir, la evolucién

de la coordenada q.

En la teoria cudntica de campos, se consideran grados de libertad continuos ¢(x),
donde z parametriza alguna variedad base. En este contexto, la trayectoria implica
la integracién sobre una copia unica de estos objetos en cada instante de tiempo,
lo que se traduce en la integracién sobre superficies generalizadas, mapeando el
espacio-tiempo (d + 1) hacia la variedad de campos, donde (z,t) — ¢(x,t) [110],

siendo d el nimero de dimensiones espaciales y t el tiempo.

Para calcular la traza del operador de evolucién en una base adecuada, es conve-
niente expresar los estados del sistema en términos de los operadores de creacion
y aniquilacion. Los estados propios de estos operadores se conocen como estados
coherentes [115]. Este enfoque nos permite definir una base adecuada para realizar
la traza. En particular, al expresar la accién en términos de la segunda cuantizacion
y aplicar la aproximacién de fase estacionaria, los estados coherentes emergen como

la base natural para el analisis.

2.3. Estados Coherentes

Los estados coherentes son un tipo especial de estados cuanticos que se encuentran
en la mecanica cuantica y en la teoria cudntica de campos. Se definen como los
estados que minimizan la relacién de incertidumbre de Heisenberg y se caracterizan
por tener propiedades similares a las de las ondas cldsicas. Matematicamente, un
estado coherente se puede expresar como una superposicion de estados del oscilador
armonico, lo que significa que su comportamiento se asemeja al de una particula

clasica en movimiento.

La utilidad de los estados coherentes radica en su capacidad para describir siste-
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mas cuanticos en situaciones donde se requiere un tratamiento semiclasico, como
en la integral de trayectoria. En este contexto, los estados coherentes permiten re-
presentar trayectorias en el espacio de fases y facilitan el calculo de amplitudes de
transicién. Al considerar trayectorias que se asemejan a las trayectorias clasicas, los
estados coherentes simplifican los calculos en la formulacion de la mecdnica cuantica,

especialmente cuando se analizan sistemas con muchos grados de libertad.

2.3.1. Estados Coherentes de Bosones

. Cémo son los eigenestados bosénicos |¢) en la base de Fock generada por los ope-

radores a y af?

En el espacio de Fock, un eigenestado bosénico |¢), se puede expandir de la siguiente

manera:

9) = D Comaediiman)s (2.39)

n1,n2,...

donde

(a])™ (ah)"

’nhn%”'):W”'m)‘ (2.40)

En esta expresion, al crea un bosén en un estado iy Cy ... sO1 los coeficientes de ex-

(2
pansién y |0) representa el estado de vacio. El estado de muchos cuerpos |ny, na, ... ),
estd asociado al conjunto de niimeros de ocupacion: n, particulas estan en el estado
|1), ny particulas en el estado |2), etc. En general, |¢) puede contener una super-
posicion de estados base que tienen diferentes nimeros de particulas. Si el niimero
de particulas minimo en el estado |¢) es ny en consecuencia al actuar &ZT sobre ese

estado el nimero de particulas serd ng + 1.

Los estados coherentes se expresan como:

|¢) = exp (Z @dI) 0). (2.41)
Estos estados son eigenestados de la siguiente manera:
a;|9) = ¢ild). (2.42)

A continuacién, se presentan algunas propiedades de los estados coherentes bosénicos

que son relevantes para la construccion de la integral de trayectoria:

= A partir del Hermitiano conjugado de la ecuacién anterior, se obtiene un con-

junto de operadores de creacion:
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(dlal = (]¢s, (2.43)

siendo ¢; el complejo conjugado de ¢;.

» La expansién de Taylor de la Ec.(2.41) muestra que el operador de creacién

actuando sobre |¢) es:

CALI|¢> = 84%‘

®). (2.44)

= La superposicion entre dos estados coherentes estd dado por:

(0]¢) = exp (Z @@-) : (2.45)

Esto implica que la norma de un estado coherente se expresa como:
(¢|¢) = exp (Z ¢i¢z’> : (2.46)

= Los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto en el espacio de
Fock, lo que significa que son mas numerosos de lo necesario para describir

cualquier estado en dicho espacio:
J T b gy00) = 1, (2.47)

siendo do;dé; = dReg;dIme; y I siendo una forma de representar el elemento
diferencial en términos de las partes real e imaginaria de los nimeros complejos

y I representa el operador unidad en el espacio de Fock.

Para mas detalles sobre las propiedades de los estados coherentes bosénicos, ver

Apéndice [A]

2.3.2. Estados Coherentes de Fermiones

En sistemas fermionicos, los operadores de aniquilacién estan caracterizados por un

conjunto de estados coherentes que satisfacen la relacion:

ailm) = nin), (2.48)

donde n; es el eigenvalor correspondiente. Aunque la estructura es similar a la ex-
presada en la Ec. (2.42)), la principal distincién radica en la anticonmutacién de los

operadores. Esto se manifiesta en la relacién: [a;,a;]+ = 0, i # j, lo que implica
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que los valores propios n; también anticonmutan, siendo tratados como variables de

Grassmann, que son nimeros complejos no conmutativos [110]:

Para ello, construiremos un algebra A considerando un conjunto de elementos u

operadores n; € A, donde ¢ = 1,..., N, y se imponen las siguientes reglas:

= Los elementos 7; pueden sumarse y multiplicarse por niimeros complejos:
co+cni+cin; €A, co,¢,c5 €C, (2.50)

donde A representa un vector en el espacio complejo.

» El producto A x A — A es asociativo y anticonmutativo, ademds de obedecer
las reglas de anticonmutacién dadas en la Ec. (2.49)).

Utilizando estas propiedades, el conjunto de todas las combinaciones lineales de A:

o] N
Co + Z Z CiyyooiinMiy = Mins €05 Ciy,oiy € C, (2.51)

n=141,....in=1

completa un algebra asociativa de dimension finita, conocida como algebra de Grass-

manil.

= La funcién de los niimeros de Grassmann se define mediante una expansion de

Taylor:

00 k n
f &)= Lo

— | &, &, S, & €A,
=01, in=1 ntd&;, - -+ 0&, €=0

(2.52)
donde f es una funcién analitica.
= La integracién sobre las variables de Grassmann se define como:
/dn,- — 0, /dmm ~ L (2.53)
Tomando en cuenta las propiedades del algebra A, procederemos a la construccion

de los estados coherentes fermionicos. Consideramos que los operadores fermiénicos

y los generadores de Grassmann anticonmutan, lo que se expresa como:
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(73, a3]+ = mia; + a;m = 0. (2.54)

Los estados coherentes fermiénicos se definen de la siguiente manera:

—exp< Zn, ) (2.55)

En el contexto de las variables de Grassmann, el adjunto del estado coherente fer-

midnico esta dado por:

(] = O|eXp< Zamz> = (0] exp (Zna) (2.56)

En términos generales, al sintetizar los estados coherentes, se observa que, para los
bosones (¢ = 1,1; € C) y los fermiones (( = —1,v; € A), la medida de integracién

S€ expresa Comao:

(2.57)

Definicién |1) = exp (CZ Via ) 0)
Accién de a; aily) = i),  (Pla; = 9|
Accién de af — ally) = Caile),  (wlal = (Wl
Superposicién (W) = exp <Zi 1/_%%)

Completud Jd(, p)e” 21T — .

2.3.3. Construcciéon de la Integral de Trayectoria para 7

Partiendo de la definicion de los estados coherentes tanto bosénicos como fermioni-

cos, podemos llevar a cabo la construccion general de la integral de trayectoria.

En un sistema a temperatura finita, el promedio de la funcién de correlaciéon se vera
ponderado por la distribucién de Gibbs, que se define como

e~ B(H—uN)

Z

P
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Esta distribucion caracteriza la funcién de particién cuantica:

7 = tre”T=1N) — § (| PN | ). (2.58)
n
donde g = % y i denota el potencial quimico, la suma se extiende sobre un conjunto

completo de estados {|n)} en el espacio de Fock.

Para expresar la funcién de particién en términos de los estados coherentes, incor-
poramos la identidad utilizada en la Ec. lD utilizando 1 y 1 como los estados

coherentes. Asi, se obtiene la siguiente expresion para la funciéon de particion:

7 = [, w)e S5 S (e D). (2.59)

Dado que Y, [n)(n| = Ir, podemos conmutar el factor (n|¢), respetando el signo
de la estructura fermiénica. Para bosones, se tiene que (n|y)(y|n) = (¥|n){(n|y),
mientras que para fermiones se da que (n|y)(|n) = (—|n)(n|y). Considerando el

signo como (, la funcién de particién se define como:

7 = [, p)e X Sl I ) )
= [l we X gple Ay, (2.60)

con lo cual se ha establecido un esquema general para la integral de trayectoria.

2.4. Conclusiones

Con esto hemos ampliado la perspectiva sobre las herramientas que podemos uti-
lizar para realizar las aproximaciones semiclasicas en el modelo de Dicke y poder
identificar los modos de fase y amplitud cuando se considera la anisotropia y las in-
teracciones materiales. Al aplicar técnicas semiclasicas, podemos investigar no solo
los estados de equilibrio, sino que ademas, utilizando la integral de trayectoria nos
permite analizar las trayectorias y las fluctuaciones en el espacio de fases, lo que nos

brinda una vision més completa sobre el comportamiento del modelo de Dicke.
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Capitulo 3

Modelo de Dicke Anisotrépico In-

teractuante.

En este capitulo, analizaremos el modelo de Dicke anisotrépico con interacciones
materiales, utilizando la aproximacién de estados coherentes en el limite clasico.
Este enfoque nos permite explorar la transicion de fase superradiante través del

andlisis de los puntos de estabilidad en las superficies de energia.

Ademas, caracterizaremos las densidades de estado para identificar las transiciones
de fase cuanticas de estados excitados. Estas transiciones emergen al estudiar los
estados excitados del sistema en el modelo de Dicke, proporcionando una visién mas
detallada de la estructura y el comportamiento del sistema cuando se consideran las

interacciones materiales.

3.1. Hamiltoniano de Dicke Anisotrépico con In-

teracciones

En el Capitulo , se presento de manera general el Hamiltoniano del modelo de
Dicke anisotrépico con interacciones materiales. En este capitulo, profundizaremos
en su analisis, desarrollando su aproximacion semiclasica mediante estados coheren-
tes, y examinaremos con mayor detalle cada uno de sus componentes. Recordemos

el Hamiltoniano de Dicke anisotrépico con interacciones materiales Ec. [1.10}

2 SIPN DN % Y o Tia s At 7 A7 ~f 7 1 72 72 72
= wild+ wol. + < (@] +alJ)+e@l +atJp] + ¥ (o2 + 0y J2 + -2

(3.1)

El primer término, wa'a + wy.J., representa la energia del sistema en ausencia de
interaccion, correspondiente tanto al campo electromagnético como a los atomos.
Aqui, w es la frecuencia del modo de radiacién electromagnética, a', a es el operador

de niimero fétonico, wy es la frecuencia caracteristica de los atomos y J, representa

39



la diferencia entre el nimero de atomos en el estado base y estado excitado.

El segundo término, = [(&jJr +atJ) + e + &Kﬁ)}, describe la interaccién en-
tre el campo electromagnético y el colectivo de dtomos. Aqui, v representa el aco-
plamiento luz-materia y N es el nimero de particulas. Los términos &j+ y atJ_
mantienen el nimero de excitaciones constante: dj+ excita el colectivo atémico al
emitir un fotén, mientras que atJ_ desexcita el colectivo atémico al absorber un
foton. Estos términos son conocidos como rotantes. El término £ representa la mo-
dulacién de los los términos a.J_ y dTJAJr no conservan el ntmero de excitaciones: a.J_
desexcita el colectivo atomico al emitir un fotéon, y de+ lo excita al absorber uno.
Estos tltimos se denominan términos no contrarrotantes. Modular los términos no

contrarotantes es lo que denominamos modelo de Dicke anisotrépico [37:39).

Los pardmetros n,, 1, y 7. representan la intensidad de la interaccioén colectiva entre

los atomos, las cuales denominaremos interacciones materiales.

3.2. Correspondencia Clasica

Analizaremos la aproximacion semiclasica utilizando estados coherentes al Hamilto-
niano del modelo de Dicke anisotrépico con interacciones materiales Ec. Para
ello se calcula el valor esperado del Hamiltoniano respecto a estados coherentes. El

resultado es tener un Hamiltoniano en su correspondencia semiclésica.

Para ello se utiliza el producto tensorial de los estados coherentes de Glauber (ra-
diacién electromagnética) |z) y Bloch |w) (atémica) [6, 95, 103, 116, 117]:

o 1212/2

zat z*a_wly s 2
(1+ |U)|2)je € € |0> ® ‘]7 j> (3 )

|2) ® |w) =

siendo |0) el estado vacio del boson y |j, —j) los estados de pseudo-espin [118]. Utili-

zando las propiedades de los estados coherentes, el valor esperado del Hamiltoniano

-1 5 B ) 1— |w? n. (1 |w?
H§1(Z,w) =] <Z,U)|HD|Z,U)> = w|z| _ (HW> [wo - 57 <H|w|2>‘|
+2(1+1W2)2 [(77:0 —1y) (w2 + U—P) + (1. + ny)Qwu_)} 4 7(\2/;(12'151[1;;1)) (33)

Definimos las variables z = m(q +ip) y w = \/(1 +4.)/(1 = 4.)e”*, donde
z y w se expresan en términos de las variables candnicas clasicas (¢,p) y (4, ¢),
respectivamente. En la descripcion atémica, las componentes clasicas del momento
angular j,, j, v j. satisfacen la condicién de normalizacién j* = j2 + j; + 52
con N = 2j. Esto nos permite definir las siguientes relaciones: j, = /1 — j2 cos ¢,
Jy =1/1—j2sin¢gy j, = —cosé, donde 6 es el angulo polar y ¢ el angulo azimutal.
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De esta manera, obtenemos el Hamiltoniano del modelo de Dicke anisotrépico con

interacciones colectivas en su forma semiclasica:

w : USE 1 : ,
Hfl = 5@2 + %) + . (wo + 9 ) + 3 (1 —j?) (771, cos? ¢ + My sin? ¢)

+7\/1 =72 [(1+&)gcosp — (1 — &)psin )] . (3.4)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton de la Ec. es posible determinar los puntos
de estabilidad, inestabilidad o puntos de silla de la energia asociada al sistema [119].
Tal como se mencioné en el Capitulo |1} la identificacién de estos puntos es fun-
damental para diferenciar entre la fase normal y la fase superradiante, lo cual se
logra a través del rompimiento espontaneo de simetria en los puntos estables. Las

ecuaciones de Hamilton son, por tanto, las siguientes:

q'—agpgl—wp—’y 1—j2(1=¢§)sing, (3.5)
pz—%{fz—wq—v 1—j2(1+¢&)cos ¢, (3.6)
¢ = 3@5{’5; = wy + 1252 — = (e cos® ¢+ my sin® ) — \/17‘7_—]2
x [(1+&)geosd — (1 —)psing], (3.7)
jo = —agfl = (1= %) (n — my) cos psin g + /1 — j2
x[(1+&)gsing + (1 —&)pcosd]. (3.8)

3.3. Superficies de Energia y sus Extremos

A partir de las ecuaciones de movimiento, calculamos los puntos de equilibrio, que
pueden ser estables, inestables o de silla (también conocidos como puntos fijos o
estacionarios) (qs, ps, j.s, ¢s). Utilizando las ecuaciones (3.5) y (3.6]), definimos estos

puntos a través de cuadraturas de la siguiente manera:

V1—72(1=¢&)sing,, vy ¢ = —%\/1 — 414§ cosp,.  (3.9)

Sustituyendo la Ec. (3.9) en (3.7) y (3.8)), obtenemos un par de ecuaciones que
relacionan el conjunto de variables atémicas (j,, @):

Ps =

€=

2
Wo + Jas {nz - (T]x cos® ¢ + 1, sin® ¢5) + % [(1 + &)* cos® g5 + (1 — €)?sin’ gzﬁs}} =0,

(3.10)

2

(1—352) {(nm —1y) — % {(1 + 62— (1 - 5)2} } cos ¢, sin ¢, = 0. (3.11)
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Las Ecs. y nos permiten determinar los puntos fijos del sistema, lo que
facilita la representacion grafica de las superficies de energia (véase la Fig. . La

expresion para la energia es la siguiente:

: 1 N N
2 /o2 2 2 (My
€6 v) = stV + U22(u27 +0?) [u (wo - f£+) +v (wo B fg)]
—cos Vu? 4 v? (1 - 72772 cos Vu? + U2> . (3.12)

Wo

Para mas detalles sobre la determinacion de los cambios de variable u y v, véase el
Apéndice. B.2.

3.3.1. Deformacion de la Fase Normal

Uno de los puntos fijos que se pueden determinar a partir de la Ec. [3.11] ocurre
cuando 7., = %1, lo cual define el tamano de la esfera de Bloch. En este caso, la
Ec. nos da que p, = ¢, = 0, mientras que ¢, permanece indeterminado, ya que

puede tomar cualquier valor dentro del intervalo [0, 27]. En resumen:
(Ps, qs, J=s, Ps) = (0,0, £1, indeterminado), (3.13)
Al sustituir la Ec. [3.13] en la Ec. la energia del sistema queda expresada como:

n.
— 41 , 3.14
€t + 2 (3.14)

considerando la escala de energia € = H(qs, Psjzs, Ps)/wo-

La condicién j., = £1 es fundamental, ya que delimita el dominio accesible en el

espacio de Bloch para las variables atomicas y determina la energia e del sistema.

El punto estacionario j,s = —1 es estable, lo que significa que representa un minimo
absoluto [6] y corresponde al nivel mas bajo de energia del sistema. En este estado,
se cumple que ¢; = p, = 0, lo que indica la ausencia de fotones, por lo que lo

denominamos fase normal.

Por otro lado, j,s, = +1 representa la energia mas alta y se clasifica como un punto
fijo inestable [120]. Los puntos inestables suelen ser indicativos de cambios abruptos
en el espacio fase, los cuales se analizaran en detalle al calcular la aproximacion

semiclasica de la densidad de estados.

Es importante senalar que la determinacion de esta fase es invariante ante la pre-
sencia de interacciones materiales 7, 7, y 1, y en los limites de Tavis-Cummings,

Dicke estandar y Dicke anisotrépico.
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3.3.2. Limite Tavis-Cummings

Recordemos que en el modelo de Tavis-Cummings no se consideran los términos no
conservativos, es decir, aquellos que no preservan el niimero de excitaciones, lo que
implica que ¢ = 0, Ec Por lo tanto, el Hamiltoniano semiclasico correspondiente

al modelo de Tavis-Cummings es:

0 w . nzjz 1 . .
Hc(l) = 5((12 +P2) +Jz <wo + 9 > + 5 (1 —]f) (nx congb—i—nysm2 gb)

+74/1 — j2(qcos ¢ — psin ¢). (3.15)
De acuerdo con las Ecs. y [3.11], se transforman en:

2
Wo + Jzs (nz - (m cos® @5 + 1, sin’ cbs) + ZJ) =0, (3.16)

(1= 52) (1= — my) cos ¢y sin g, = 0. (3.17)

Encontramos cinco soluciones diferentes para los puntos estacionarios: cos¢s =
0 (sings = %1), sings = 0 (cos¢s = £1) y 0, = n, (incluyendo j,, = £1). En

consecuencia, analizaremos la dindmica de cada uno de estos puntos estacionarios.

Fase Simétrica Superradiante: Primero consideraremos el caso en el que las

interacciones sean 1, = 7, = 7, donde 7 es un nuevo pardmetro que no incluye la
componente 7,. La Ec. (3.16) se transforma en:

,)/2

Las soluciones para j,s son:
, Wo 1 An,s
Jos = =3 =~ Jo= + fors
n.—n+L Jo wo

donde fo,. = % YV Yo+ = /Wwp, que corresponde al acoplamiento de transicién
0+

de la fase superradiante en el limite del modelo de Tavis-Cummings. Ademads, se

define An,, =7, —n. Al sustituir j,, en la Ec. [3.9] obtenemos los siguientes puntos

estacionarios:

‘ ¥ I . ¥ 1 1. .
(Psy Qss Jzs, Ps) = ( 1 — —singy, ——4/1 — — cos ¢y, —,1ndeterm1nado> .
w f3 w /5 Jo

(3.19)
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Si 7., = 0, podemos determinar el acoplamiento de transicion dado por:

. [ A
Yo = Yo+i/1 — ) (3.20)
Wo

Notamos que el acoplamiento de transiciéon experimenta un corrimiento dependiente

de las interacciones materiales, a diferencia del modelo de Tavis-Cummings, donde
el acoplamiento de transicién es v¢¢ = /wwy. Este efecto ha sido observado antes
en trabajos previos para interacciones en las direcciones z— [59, 60| y z— [72, |73,
121} 122], y una combinacién de las direcciones x— y y— [57]. Al sustituir los puntos

estacionarios en el Hamiltoniano [3.15, obtenemos la expresion para la energia:

1 1 .
0= —= — : 3.21
€ 0¢ 9 <f0 + fo) + 20..70 ( )

Fase Superradiante x—: Cuando n, # n, (es decir, An,, # An,,), se pueden
obtener diferentes soluciones para el angulo azimutal ¢. Por lo tanto, analicemos el

caso en el que cos ¢y = *1, lo que implica que sin ¢, = 0. Como resultado de la
Ec. 3.9 tenemos que p; =0, y la Ec. es:

- 2\~ 1 A
Wo Wo Jou Wo
Por lo tanto, los puntos fijos estan dados por:
1 1
(pS7QS7j287¢S) = - <Ovj:’y 1_27_a7T00> : (323)
w O0x wa

En consecuencia, el acoplamiento de transicion es:

(6 Anzx
Yow = Yo+i/1 — —. (3.24)
Wo

Sustituyendo en la energia es:

1 1 N
wr = —= | fou + — , 25
€50 5 <f0 + fOx) + 2 (3.25)

La transicién de la fase normal a la superradiante estd determinada por la interaccion

en 7). Por esta razon, la denominamos transicion de fase superradiante en la direccion
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Fase Superradiante y—: Tomando en cuenta n, # n, (An,, # An,,) pero usando
el caso cos s = 0 (sin ¢ = +1). La Ec. 3.9 es ¢; = 0y la Ec. es:

n—n—y 7\ 1 An
jzs - — ( z _|_ ) = -, donde foy = 2y + f0+ (326)
Wo wo Joy Wo

Los puntos fijos estan dados por:

. ol 1 1 T
p87qs7jzs7¢s = :l:i 1 - 770;_7,:&* . 327
( ) ( w f()zy f()y 2 ( )

El acoplamiento de transicién esta dado por:

c 772 B 17
IYOy = ’70_’_”]_ — Toy (328)

Sustituyendo [3.27] en la energia es:

1 1 e
€soy = —5 | Jo —i—) + . 3.29

Yy 9 < Yy ny 2(,(.)0 ( )
La transicion de la fase normal a la superradiante esta determinada por la interaccién

en 7,. Por esta razén, la denominamos transicién de fase superradiante en la direccion

Yy—.

Fases Cuanticas en el Limite de Tavis-Cummings: En la Fig. se presen-
tan los diagramas de fase correspondientes a las transiciones de fase superradiante,
de acuerdo con los valores de los pardametros de interaccion. Ademads, se ilustran
las transiciones entre las superficies de energia en las fases normal y superradiante,

considerando distintos valores de las interacciones atémicas.
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@) (b)

2.0 - - . . . 20 T T T
tl||Uel i
- Yoy HU H Superposicion
15pmany Superposicion - 15 i
| Superradiante-x f Rilbemadiantany
1.0 bz i = v 1 L ESEENMHANEIED LSRN LA SO ot 4.0 LR EFREIIN AP 0P 00112 LA M A S N ECAS 8 AEB S A
Yox “~o A bl
§ 05} . Superradiante-x \§’ 0.5
% oo X Superradiante-y Supepediante-s !
S5 oof S : § 00 Nx=ny Superposicion -
'x‘ VA Superradiante-x -
-05F  Fase Normal N ‘\‘ t -05
N §
. A3
-1.0F SN b -1.0 Superradiante-x
Y
s
-15 PPN PRI || -15 L 1 1 1 : 1 i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
vivo+ Anzylwo
(c) (d)
(cl) vo=03y0,  (c2) voy=11ve,  (c3) Yox = 3Vo. (d1) vo=01yo,  (d2) Yoy = 0.6yo, (d3) Yox = 3Yo.

7,=0.9, ,=0, /1,=0

,=0.9, ,=0, ;=0

1,=0.9, 7,20, 7,=0.9

/ N

(c4) vo=03yo,  (c5) vox=11v0.  (c6) Yoy = 3o,
b 7,=0, 7,=0.9, ;,,_=o =0, 7y=0. ":,_=0

(dS) Yox=06yo,  (d6) Yoy = 3Yos

7,209, 7,20.9 7,20, 7,0.9, 7,0.9
¢ Lz ¢

(d7) Yo = 0.3yo. (d8) Yo = Yos (d9) Yo =3Yos

7x=0.9, 7,=0.9, 7,=0 7,=0.9, /,=0.9, ;=0

(f3) Yox = 3Vo.

(el) vo=03yo,  (€2) voy=vo.  (€3) Yox = 3Yo, (f1) Yo = 0.3yo,
i ) 7,=0.9, 7,=0, 7,=-0.9

7,=0.9, 7,0.2, 7,03 7,209, 7,=0, 7,=-0.9

(f5) vox=15v0,  (f6) Yoy = 3Vo,

,=0, 7,=0.9, 7,=-0.9 [7,=0, 7,=0.9, 7,=-0.9

(e4) vo=03yo,  (e5) Yox=06vo,  (€6) Yoy =3Yo.
o 7,=0.2, 7,=0.3, 7,209 7,=0.2, 7,20.3, 7,=0.9 7,=0.2, 7,=0.3, 7,=0.9

£7) Yo = 0.3yo. (f8) Yo = You (19) Yo =3Yo.

=0, #,=0, 7,;=-0.9 =0, =0, f;=-0.9 =0, 7ly=0, 7;=-0.9

(e7) vo=03y0,  (e8) Yox="1.1y0.
n M=0.3, 0,=0.9, n;=0.2 0=0.3, 1,09, 1,02

Figura 3.1: Las Figs. (a) y (b) muestran los diagramas de las transiciones de fase, donde
se grafican An.,/wo vs. v/Yo+ ¥ Ane/wo vs. Any/wo, respectivamente. Por otro lado, las
Figs. (c-f) detallan la transicién de las superficies de energia para distintos valores de las
interacciones materiales, donde 7; = n;/wo
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En la Fig. 3.1| (a), se muestra el diagrama de fases de An,,/wy vs. 7/70+ bajo la
condicion 7, < 1n,. La linea punteada roja indica la transicion de la fase normal a la
fase superradiante z—, marcada por 7§,, mientras que la linea punteada azul senala
la transicion de la fase superradiante z— a la fase superradiante superpuesta, deter-
minada por 7§, Llamamos a esta fase "superpuesta'porque combina caracteristicas
de las fases superradiantes r— y y—. La linea punteada negra marca el limite de

validez de la fase superradiante, definido por 1 < An,,/wy.

La Fig. [3.1| (b) muestra un diagrama de fases de An,, /wy vs. An,,/wy, considerando
un valor fijo del acoplamiento luz-materia. Este diagrama revela que las transiciones

superradiantes dependen de las configuraciones de 7, 1, v 7..

Las Figs. (c-f) ilustran la transicion de las superficies de energia desde la fase
normal a la superradiante para distintos valores de las interacciones materiales 1, 7,
y 1,. Las lineas verdes representan los puntos de minima energia, que muestran una
ruptura espontanea de simetria al pasar entre fases. Los puntos rojos corresponden

a inestables, y los amarillos a puntos silla.

A modo de ejemplo, la Fig. [3.1] (c) se detalla para facilitar la comprension de las
Figs. 3.1] (d-f). Las Figs. [3.1] (c1-¢3) muestran la evolucién cuando 7, = 0,9, n, = 0
y 1. = 0, lo que implica que 75, < ~g,. La Fig. 3.1 (c1) representa la fase normal
deformada, con un unico punto estable y una superficie de energia en forma de
pozo. La Fig. (c2) muestra la fase superradiante x—, donde aparecen dos puntos
estables y un punto silla, indicando una ruptura de simetria. La Fig. [3.1] (c3) ilustra
la fase superradiante superpuesta, donde aparecen dos puntos estables, dos puntos

silla y un punto inestable.
En las Figs. (¢4-c6), cuando n, = 0, n, = 0,9 y 1, = 0, se tiene 75, < 7G,. Las
transiciones de las superficies de energia son similares a las de las Figs. (c1-¢3),

pero con una rotacién de m/2 en los puntos estables y silla.

Finalmente, las Figs. (c7-c9) corresponden al caso n, =0, n, =0y n, = 0,9,
donde 7§, = 7§, v la simetria de las superficies de energfa es U(1). Aqui, la transicién
de fase se da entre las Figs.|3.1{(c7) y (c8), pasando de un pozo esférico a un sombrero
mexicano. En la Fig. 3.1 (c9), el 4rea sombreada representa el conjunto continuo de

puntos estables. La interaccién en 7, modifica el tamano de la esfera de Bloch [62]

Por dltimo, la energia del estado base (ground state, gs) del modelo de Tavis-

Cummings se puede resumir a partir de las Ecs. [3.21] [3.25| y [3.29;

1 2
' =—5 (Fo+Fi') + d (3.30)

2&]0 ’
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donde

fo para Ne = 1- Y 7 #F %
« para e 7 12 0

o) fe P e 711 y v % (3.31)
foy para Ny 7 1= Y Y Yoy

1 de otra forma.

Observamos que la energia del estado base es continua para los valores criticos a
medida que aumentamos el acoplamiento luz-materia . Sin embargo, las derivadas
son discontinuas. El orden de la discontinuidad nos permite clasificar al tipo de
transicién de fase cuantica que el sistema describe de acuerdo con la clasificacion de
Ehrenfest de las transiciones de fase [123]. Calculamos el gradiente de la energia del

estado base como funcién de las interacciones:

(86%’5 De5® Oeg® 86%‘S>

v g.S —
€0 oy’ On,’ On,  On,

(3.32)

1—f2 (o )
1 %:: (2?0']0037’_1’07 1) + (0707071> para ¥ < Yoz

_ 15F2 o ’
- 2700 f§:y (fm—ﬁf()y, 0, -1, 1) +(0,0,0,1) para v <9,

(0,0,0,1) de otra manera.

Evaluaremos las derivadas de tres combinaciones de parametros especificos Fy =
L, An = wo (AN = wo) v Aney = An,,. Cuando Fy = 1, la energfa (como
funcién de ) de la fase normal a la fase superradiante es continua, sin embargo, en
la segunda derivada de la energia con respecto al acoplamiento se hace discontinua,
por lo tanto, se observa que pasar de la fase normal a la fase superradiante es una
transicion de segundo orden. En el caso An,, = An,, v An,, = wo la energia del
estado base descrita por y es de primer orden. La transiciéon de fase de

primer orden fue identificada en 70} 122].

3.3.3. Limite de Dicke.

El modelo de Dicke estandar considera los términos no conservativos, es decir, aque-
llos que no preservan el nimero de excitaciones, lo que implica que £ = 1, ver Ec. [L.3]
Por lo tanto, el Hamiltoniano semiclasico correspondiente al modelo de Dicke estan-

dar es:

HY =5 (2 +57) + 5z (w0 + ”;) 5 (1= 72) (meco o+ mysin®6)  (3.33)

+274/1 — j2q cos ¢.
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De acuerdo con las Ecs. y se transforman en:

Wo + Jzs (772 - (77:1: cos” (bs)) =0, (334>
2

(1 - j38> [(7735 —1y) — 431 Cos ¢ sin ¢ = 0. (3.35)

Encontramos cinco soluciones diferentes para los puntos estacionarios: cos¢s =
0 (sings = %1), singy = 0 (cos¢s = £1) y n, = n, (incluyendo j,, = £1). En

consecuencia, analizaremos la dinamica de cada uno de estos puntos estacionarios.

Fase Superradiante-x: Cuando n, # n, (es decir, An,, # An,,), se pueden
obtener diferentes soluciones para el dngulo azimutal ¢. Por lo tanto, analicemos

el caso en el que cos¢p, = +1, lo que implica que sin ¢, = 0. En consecuencia la

Ec. [3.16] es:

1 A zT
J.s = ——, donde fi, = n

fl:c7 Wo

+ fir, (3.36)

V fiz = 72/'yf+ Y Y14+ = /Wwo/2. Por lo tanto, los puntos fijos estdn dados por:

) 2v 1 1
(p&QSajzsa (bs) = <07 ig 1—- ol —E,OO 7T> . (337)
1z

En consecuencia, el acoplamiento de transiciéon es:

C Anzx
Ve =yl — —=. (3.38)
Wo

Sustituyendo en la energia es:

1 1 1.
e = —— | fio + — : 3.39
€s1 5 <f1 + fu> + 2 (3.39)

Fase Deformada: Tomando en cuenta n, # 1, (An., # An,,) pero usando el
caso cos ps = 0 (sin ¢, = £1). En consecuencia, la Ec. es:

. Wo 1
Jzs = — = - - 3.40
AT]zz,/ fly ( )
Los puntos fijos estan dados por:
. 1 s
(pSJQS7]z87¢S) = 0707_7ai7 . (341)
fly 2
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Sustituyendo en la energia es:

1 1 n.
€sly = — = +— ]+ . 3.42
sly 92 (fly fly) 2W0 ( )
Denominamos a esta fase como superradiante deformada porque no presenta un
acoplamiento de transicién definido, y persiste para cualquier valor de An,, < wy.
En esta fase, el valor esperado del nimero de fotones es cero, ya que ¢; = ps = 0.
Por ello, no se clasifica estrictamente como una fase normal o superradiante, sino

como una fase deformada [1].

Fases Cudnticas en el Limite de Dicke: En la Fig. [3.2] se presentan los dia-
gramas de fase correspondientes a las transiciones de fase superradiante, de acuerdo
con los valores de los parametros de interacciéon. Ademas, se ilustran las transiciones
entre las superficies de energia en las fases normal y superradiante, considerando

distintos valores de las interacciones atomicas.

20



(@) (b)

2.0 : T - . - 20 T T T T
15} Deformada E 15 Deformada
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i . ] Y \
< Y < Nx=Ny=wofs !
-05F  Fase Normal S Superradiante-x E -05 -
.
. 1
-10F . E -1.0 Superradiante-x i
1
N 1
b oy SR S B S S S S S T S
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
vivie Angylwo

(c2) Viga=11y1, (c3) Vix=3V1, (d1) y1=01y1, (d2) Y1q=08y1, (d3) Yix=3y1,

7,=0.9, 7,=0, 7,=0 ,=0.9, 7,20, 7;=0 1,09, =0, 1;=0.9

(c4) y1=03y,  (c5) yix=11y.  (c6) ¥1a= 31 (d4) y1=01y,  (dS) yix=06y1,  (d6) ¥Y1a=3yn

70, 7,09, 7,20 7,=0, 7,=0.9, 71,0 n 70, 71,0.9, 7,0.9 7,20, 7,0.9, 71,0.9 7,0, 7,08, 7,=0.9

(c8) ¥1=Vie (9) ¥1=3y1. d7) y1 =03y, (d8) V1= Ve (d9) v1 =3y,

=0, 7,0, 7,=0.9 =0, 71y=0, 7,=0.9 7=0.9, 7,=0.9, 7,=0 7=0.9, 7,=0.9, 7,20 =09, 7,20.9, 7,=0

- ) " ” 0 " T ) " - 0 " B 0 n
u u u u u
(el) ¥1=03y1, (e2) Y1d=V1s (€3) Vix=3V1s (f1) v1 =03y, (f2) Via=15y1,
” n 7,209, 7,20, 7,=-0.9 7,209, /1,20, 7,=-0.9

7,09, 7,-0.2, 7,-0.3 =09, 7,0.2, 71,0.3

=09, 7,=0.2, 71,0.3

(e4) y1=03y,  (e5) yix=06y1,  (€6) Y1a=3y1 (f4) v1=03y,  (f5) Yix=15y1,
" 7,202, 7,=0.3, 7,209 7202, 7,=0.3, 7,209 7,202, 7,=0.3, 7,20.9 ™ =0, 71,209, 7,=-0.9 720, 7,209, 7,=-0.9

€7) y1=03y1. (e8) Vix=11y1. (€9) Vid =31 7) ¥1=03y1. (f8) V1=V (f9) v1=3y1.

7,203, 7,=0.9, 7,202 7,203, 7,20.9, 7,0.2 7=03, 7,0.9, 7,0.2 n =0, ,=0, 7,=-0.9 =0, 7,0, 7,=-0.9 =0, 7,20, 71,=-0.9

Figura 3.2: Las Figs. (a) y (b) muestran los diagramas de las transiciones de fase, donde
se grafican An.,/wo vs. v/Vi+ ¥ Ane/wo vs. An,y/wo, respectivamente. Por otro lado, las
Figs. (c-f) detallan la transicion de las superficies de energia para distintos valores de las
interacciones materiales, donde 7; = n;/wo
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En la Fig. 3.2| (a), se muestra el diagrama de fases de An,,/wy vs. 7/70+ bajo la
condiciéon 7, < n,. La linea punteada roja indica la transicion de la fase normal a la
fase superradiante z—, marcada por 7, mientras que la linea punteada azul senala

la transicion de la fase deformada.

La Fig. [3.2| (b) muestra un diagrama de fases de An,, /wo vs. An,,/wpy, considerando
un valor fijo del acoplamiento luz-materia. Este diagrama revela que las transiciones

superradiantes dependen de las configuraciones de 7, 1, v 7.

Las Figs. (c-f) ilustran la transicion de las superficies de energia desde la fase
normal a la superradiante para distintos valores de las interacciones materiales 7,, 1,
y 1n.. Las lineas verdes representan los puntos de minima energia, que muestran una
ruptura espontanea de simetria al pasar entre fases. Los puntos rojos corresponden

a inestables, y los amarillos a puntos silla.

A modo de ejemplo, la Fig. [3.2] (c) se detalla para facilitar la comprensiéon de las
Figs. [3.2| (d-f). Las Figs. [3.2] (c1-¢3) muestran la evolucién cuando 7, = 0,9, n, =0
y 1. = 0, lo que implica que un acoplamiento de transicién en 7§,. La Fig. (c1)
representa la fase normal deformada, con un tnico punto estable y una superficie
de energia en forma de pozo. La Fig. [3.2] (¢2-¢3) muestra la fase superradiante z—,
donde aparecen dos puntos estables y un punto silla, indicando una ruptura de

simetria. .

En las Figs.|3.2| (c4-c6), cuando n, = 0,1, = 0,9 y , = 0, y se tiene un acoplamiento
de transicion 7, Las transiciones de las superficies de energfa son similares a las de
las Figs. (c1-c3).

Finalmente, las Figs. |3.2| (¢7-c9) corresponden al caso n, = 0, n, = 0y n, = 0,9,
donde ~§,. Las transiciones de las superficies de energia son similares a las de las
Figs. 3.2 (c1-¢3) y (c4-c5). Cabe resumir que las Figs.|3.2|(c) en la fase superradiante

mantienen simetria de paridad.

Por ultimo, la energia del estado base del modelo de Dicke estandar se puede resumir

a partir de las Ecs y

1 n
gs 1 -1 2
f* =3 (A +FY) + 2 (3.43)
siendo
flx para "Y S fﬁx y Anzx S Wo
Fi=14 fi para An,, < wp (3.44)

1 de otra manera.

Calculamos el gradiente de la energia del estado base como funcién de las interac-
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ciones:

_r2
e (221,,-1,0,1)(0,0,0,1)  para Y <A,
g.s 1 y Anzz < Wo,
= — _f2
“ 2w | {(0,0,-1,-1) +(0,0,0,1) para Ay < wo
1y
(0,0,0,1) De otra forma.

(3.45)

Evaluaremos las derivadas de tres combinaciones de parametros especificos F} =
1, Ane = wo (Anzy = wo) Y Ansy = An,,. Cuando Fy = 1, la energia (como funcién
de v) de la fase normal a la fase superradiante x— es continua, sin embargo, en la
segunda derivada de la energia con respecto al acoplamiento se hace discontinua,
por lo tanto, se observa que pasar de la fase normal a la fase superradiante es una

transicion de segundo orden. En el caso An,, = An,, v An., = wp la energia del
estado base descrita por [3.39)) y [3.42)) es de primer orden.

3.3.4. Dicke Anisotrépico

El modelo de Dicke anisotropico puede modular los términos no conservativos, aque-
llos que no preservan el numero de excitaciones, lo que implica que ¢ € [0, 1], ver
Ec. [1.10. Por lo tanto, el Hamiltoniano semiclasico correspondiente al modelo de

Dicke anisotrépico es:

Hfl = %(QQ +]92) + 72 (wo + nz2‘72> + ; (1 —ji) (nm cos® ¢ + My sin? (b)
+yy/1 = 52[(1 +&)gcos ¢ — (1 — E)psing]. (3.46)

Consideramos las Ecs. y por lo tanto,

Encontramos cinco soluciones diferentes para los puntos estacionarios: cos¢s =
0 (sings = £1), sings = 0 (cos¢s = £1) y 0, = n, (incluyendo j,, = £1). En

consecuencia, analizaremos la dindmica de cada uno de estos puntos estacionarios.

Fase Superradiante x- y y-: Cuando 7, # 7, (es decir, An,, # An,,), se pueden
obtener diferentes soluciones para el angulo azimutal ¢. Por lo tanto, analicemos el
caso en el que cos ¢5 = *1, lo que implica que sin ¢, = 0. Como resultado los puntos

fijos estan dados por:

(Ps, @, sy @s) = (0, :me)'y 1- f12 —f;,o 0 7r) : (3.47)
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donde

fe. = + fe,- (3.48)

En consecuencia, el acoplamiento de transicion es:

AN,
_— 1— 3.49
VE, = Ver o (3.49)

Sustituyendo [3.47 en [3.46, la energia de la fase superradianten en z— es:

1 1 .
€se, = — = .t + , 3.50
=1 (fs f{z) o (3.50)

Por otro lado, tomando en cuenta n, # 1, (An.,, # An,,) pero usando el caso

cos ¢s = 0 (sin ¢s = +1). Los puntos fijos estan dados por:

; _ (1-9y 1 1
(péth?jZS)(bs) - (j:w 1— E,O, _f§y7:|:2) y (351)

donde

+ fe- (3.52)
En consecuencia el acoplamiento de transiciéon es:

c A’I]Z
Vey = Ve—[1 — Toy’ (3.53)

Sustituyendo [3.51] en [3.46| la energia de la fase superradiante en y— es:

1 1 7.
€sgy = —= | feo +— | + . 3.94
13 2 ( &y f{y) 2&)0 ( )

Estas fases corresponden a la generalizacién en & de la fase superradiante x— y y—.

Fases Cuanticas en el Modelo Anisotréopico: En la Fig. [3.3) se presentan
los diagramas de fase correspondientes a las transiciones de fase superradiante, de
acuerdo con los valores de los parametros de interaccion. Ademas, se ilustran las
transiciones entre las superficies de energia en las fases normal y superradiante,

considerando distintos valores de las interacciones atomicas.

o4



(@)

20 - . : - :
S e
155 9{' Superposicién -
Supertadiante-y Superradiante-x -
0 F mm ez mm g s
< N
Yox Seo N
SO
\5’ 0.5 9 “&
R N
< a g
S 00 d
\"L
-0.5 Fase Normal ‘\“ {
.
A
-1.0 S‘upéfradlante-x
\\ ‘\
-15 i1 L i, 1 X
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
vlver
(€2)  vosy=11vos.  (c3) Yo5x = 3Yo5s

7,209, 7,20, 7,=0

7,209, 7,20, /1,=0

Yosy = 3Yos.
7,20, 7,09, 7,20

Yosx = 1.1vos.
=0, 1,=0.9, 7,=0

(c5) (c6)

(c8) (c9)

Yos = 3Yos.
=0, 71y=0, 7,=0.9

Yo5 = Yos+
=0, 71,=0, 7,=0.9

(€2)

Yosx = 3Yos.
709, 7,0.2, 7,=0.3

Yos = 0.3yos.
7,209, 7,=0.2, 7,=0.3

Yosy = 0.3vos.
71,=0.9, 71,=0.2, 7,=0.3

(e6)

Yosy = 3Vos.
7,202, 7,=0.3, 7,209

Yosx = 0.6yo,
7,02, ,0.3, 7,-0.9

Yo =0.3yos.
n 7,202, 7,0.3, 7,=0.9

(e8)

Yos = 3Yos.
7,203, 7,209, 7,202

Yosx = 1.1vos.
7,203, 7,=0.9, 7,202

Yos = 0.3yo.
7,=0.3, 7,209, 7,0.2

20 - ; T T
15° Superposicion
- Superradiante-y
1.0 -
0.5
0.0

nx=ny=wo(fg+~f¢-) :
Superposicién -

-0.5
Superradiante-y -
-1.0 Superradiante-x :
—1.5 B T AlILE
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Anzylwg
(d3) Yo5x =3Vos.

7,=0.9, 7,0, 7,0.9

(ds)

(d6)

Yosx=0.6yos.
7,20, 7,09, ;=09

Yos =0.1vos.
7,20, 7,=0.9, 7,20.9

Yosy = 3Vos.
7,0, 7,08, 7,=0.9

(d8) (d9)

Yos = 3Yos,
7,209, ,0.9, ,=0

Yos = 0.3vos.
7=0.9, 7,=0.9, ;=0

Y05 = Yos+
7=0.9, 7,=0.9, 7,20

Yos = 0.3vos. Yosx = 3Yos.

7,09, 7,0, 7,=-0.9

(f2) (3)

Yosy = 1.5v0s+
7,=0.9, 7,0, 71,;=-0.9

(f5) Yosx = 1.5vos. (f6) Yosy = 3Vos.

7,20, 7,=0.9, 7,=-0.9

Yos = 0.3yos.
=0, 7,08, 7,=-0.8

(3)

Yos = 0.3Yos.
n 720, 7,0, 7,=-0.9

Yo5 = Yos+
=0, =0, 7;=-0.9

Figura 3.3: Las Figs. (a) y (b) muestran los diagramas de las transiciones de fase, donde
se grafican An.,/wo vs. v/Yex ¥ An.e/wo vs. A1y /wo, respectivamente. Por otro lado, las
Figs. (c-f) detallan la transicion de las superficies de energia para distintos valores de las

interacciones materiales, donde 7; = n;/wo
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En la Fig. (a), se muestra el diagrama de fases de An,,/wy vs. 7/7+ bajo la
condiciéon 7, < n,. La linea punteada roja indica la transicion de la fase normal a la
fase superradiante x—, marcada por 7, mientras que la linea punteada azul indica
la transicion de la fase normal a la fase superradiante y—, marcada por 7, . La linea
negra punteada marca el limite de valideaz de la fase superradiante, definido por

1 < Angy/wo.
La Fig. (b) muestra un diagrama de fases de An,,/wo vs. An,, /wp, considerando

un valor fijo del acoplamiento luz-materia. Este diagrama revela que las transiciones

superradiantes dependen de las configuraciones de n,, 1, y ..

Las Figs. (c-f) ilustran la transicion de las superficies de energia desde la fase
normal a la superradiante para distintos valores de las interacciones materiales 7,, ),
y 1,. Las lineas verdes representan los puntos de minima energia, que muestran una
ruptura espontanea de simetria al pasar entre fases. Los puntos rojos corresponden

a inestables, y los amarillos a puntos silla.

A modo de ejemplo, la Fig. [3.3] (¢) se detalla para facilitar la comprension de las
Figs. [3.3| (d-f). Las Figs. [3.3| (c1-¢3) muestran la evolucién cuando 7, = 0,9, i, =0
y n. = 0, lo que implica que un acoplamiento de transicién en ~§,. La Fig.|3.3| (c1)
representa la fase normal deformada, con un tnico punto estable y una superficie
de energia en forma de pozo. La Fig. [3.3] (c2-¢3) muestra la fase superradiante x—,
donde aparecen dos puntos estables y un punto silla o un punto inestable, indicando

una ruptura de simetria. .

En las Figs. |3.3|(c4-c6), cuando 7, = 0, 1, = 0,9 y 1, = 0, y se tiene un acoplamiento
de transicion 7, Las transiciones de las superficies de energfa son similares a las de
las Figs. (c1-c3).

Finalmente, las Figs. 3.3] (c7-c9) corresponden al caso n, = 0, n, = 0y 1, = 0,9,
donde 7f,. Las transiciones de las superficies de energia son similares a las de las
Figs.|3.3| (c1-¢3) y (c4-cb). Cabe resumir que las Figs. |3.3|(c) en la fase superradiante

mantienen simetria de paridad similar a las fases superradiante en el limite de Dicke.

Por 1ltimo, la energia del estado base del modelo de Dicke anisotropico se puede

resumir a partir de las Ecs. y 3.54;

1 - U
g.s. - 1 z
=3 (Fe+ F') + (3.55)

2&)0 ’

con

f&x para 7y > Fygxa y Anzx < Wo,
Fe=1q fey para v>7§, v Ansy < w, (3.56)
1 de otra manera.

Calculamos el gradiente de la energia del estado base como funcién de las interac-
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ciones:

_f2
! 2f€x 2;02077_17051 + (0707071) para 7y = ﬁ)/gf’ Yy Anzp < wo,

f&:c £+
Veds = L 17f£2y 2woy .
£ 2w 7z \ 2 ,0,—=1,1) +(0,0,0,1) para v > ¢, v Any <wp,
(0,0,0,1) de otra manera

(3.57)

Evaluaremos las derivadas de tres combinaciones de pardmetros especificos Fy =
1, A = wo (Any = wo) y Ansy = An,,. Cuando Fy = 1, la energia (como funcién
de v) de la fase normal a la fase superradiante x— es continua, sin embargo, en la
segunda derivada de la energia con respecto al acoplamiento se hace discontinua,
por lo tanto, se observa que pasar de la fase normal a la fase superradiante es una

transicion de segundo orden. En el caso An,, = An,, v An., = wp la energia del
estado base descrita por [3.50) v [3.54)) es de primer orden.

3.4. Densidad de Estados Semiclasicos

El estudio de la densidad de estados nos permite analizar la energia de excitacion
del sistema para un valor especifico del acoplamiento luz-materia. Esto facilita la
exploracion de los dominios de energia que emergen de la fase normal o superra-
diante, los cuales se conocen como transiciones de fase de estados excitados. Para
realizar este andlisis de los dominios de energia y sus singularidades, emplearemos
una aproximacion semiclasica de la densidad de estados v¢(€), obtenida al calcular el
volumen del espacio de fase disponible mediante la ley de Weyl [124]. Asi, podemos
aproximar la densidad de estados determinando el volumen accesible del espacio de

fase para una energia dada ewy de la siguiente manera:
1 , .
ve0) = (g | dadpdi- o6 [ — Hifa.p. 52, 0)] (3.58)

Para integrar la ecuacién [3.58| es necesario eliminar los grados de libertad p y ¢ [6)
48]. Para ello, eliminamos ¢ del Hamiltoniano H gl(q, D, J., ¢) = &, expresandolo en

términos de p, 7, v ¢ mediante el uso de las propiedades de la delta de Dirac.

1 , 6(q —q4) 6(q —q-)
) = g [ o dpdg ([t S ) e

donde ¢4 son las soluciones cuadraticas de H, = E:

qfi:_% 1—j§(1+5)cos¢i\/—pZ—l—agP—i‘bg, (3.60)

27



los coeficientes ag y be son:

2
ag = /1 —jz (1-€)sing, (3.61)
2 . zJz .
bg = _a]z(UJO + 1] ) (1 - jz) (7790 Cosz ¢ + 1y Sln2 ¢) (362)

26&)0

2
0 L T 0+ o

w

Empleando las propiedades de la funcién delta de Dirac se tiene:

| | on| on)

e+

Evaluando las derivadas tenemos:

- ‘w {_Z)M(l + &) cos ¢ (3.64)

|8H§)
q¢+
:I:\/—p2 + agp + bg} + 91 =721 +¢) cosgb‘ = w\/—p2 + agp + be.

dq

Con esto, la integral respecto a ¢ se simplifica:

dp
\/—102 + agp + be

1 2 )
%) = G, [ di-do (3.65)

Los limites en las variables j,, ¢ y p estdn determinadas por la condicién —p*+agp+

be > 0. La integraciéon en p estd escrita por:

—p? +agp + be = (pey — D)0 — pe-), (3.66)
donde
1
pes = 5 (—a + \Jag + 4b) (3.67)

son las raices (pe— > pei) del polindmio cuadratico —w?p* + agp + b = 0. En

consecuencia,

1 g Ja o [ L i e o

Este resultado es valido, siempre y cuando las raices pe+ sean reales, lo cual, el

p—pg_

discriminante

ag +4be > 0 (3.69)
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Sustituyendo los valores a¢ y b¢ explicitamente

; (1 —jf) Kf& — 770) cos® ¢ + (fg_ Zo) sin Cb} Jz +j.—¢  (3.70)

cos” ¢ > ge(Jz, €), (3.71)

donde
G- €) = {1_2] gt e — e = (fe- - )} (er = o) = (2= )]
(3.72)

La Ec. depende del volumen del espacio de fase disponible en la region de
la esfera de Bloch para una energia dada. Esto nos permite determinar los valores
limite para (j,, ¢) en la esfera de Bloch, considerando 0 > cos ¢g > 1. Si fe(j., €) < 0,
entonces la condicién se puede satisfacer para todos los valores de ¢ € [0,27) en la
esfera de Bloch. Por otro lado, si f¢(j.,€) > 1, la condicién no se puede cumplir. Por

lo tanto, consideramos un intervalo para ¢:

2 n n 1/2
o . . z - . o 'y
(bg = arc cos gf(]m 6) = arc cos { ll ] {2(,;} 1z —|—jz 6] (fg_ wo)]

(fer — fe-) — (m - %ﬂ_m} : (3.73)

Wo Wo

En general, podemos obtener los valores limite para j, y € donde la condicién se
satisface tomando en cuenta los limites del cos ¢. Especificamente, consideramos los
intervalos [—¢¢, ¢¢| v [T —de, T+ d¢|. En este caso, se obtiene una ecuacién cuadratica

en 7, que puede tener soluciones reales o complejas.

j: {27720 (f§+ )} +J. — { 27;0 ; (f5+ — m;{)m)} =0, (3.74)

Anadimos y restamos 7, /2wy en|3.74} Observamos que los efectos de interaccién en la

direccion 7, se traducen en un corrimiento en la energia, mientras que en la direcciéon

7, se reflejan en un corrimiento del acoplamiento critico. Las raices resultantes son:

i) = —f; {1 F m} (3.75)

Obtenemos los limites dados por cos ¢1 2 = 0. De la misma manera, obtenemos una

ecuacion cuadratica

H 1 e A e e
;2 [2w0+2 foo = ) i = e g+ 5 (e - 22 0. (3.76)
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donde también sumamos y restamos 7,/2wy. Observamos que es analoga a la Ec.
(3.74)), con la tnica diferencia de que 7, es reemplazado por 7, y fe_ se sustituye

por fei. En consecuencia, las soluciones son:

370 = 5 13 2fgle—ag). (3.77)

1
&y
En las siguientes secciones estudiaremos los casos limite de TC y Dicke estandar

con interacciones materiales para entender los efectos de las interacciones en la

emergencia de dominios y energias criticas.

3.4.1. Dominio de Energias en el Limite Tavis-Cummings

con Interacciones

En el modelo de TC, las funciones clave para determinar la integral de la ecuacion

(13.68)), que representa el volumen del espacio de fase disponible, son las siguientes:

2 i 1/2 R
Go(Jz,€) = arCCOS{[ > ( T gy g, —6) - (f0+ — %)} (ny - 77) } :
1 — 72 2wy wWo Wo Wy
(3.78)

156 =~ [1F V2orle = )] (3.79)
15700 = = [1 7 V2dte =) (3:50)

donde j,9 representa los limites para cada energia e. Recordemos que la fase normal

en TC estd representado por j, = +1, con energia e = £1 + 1,/2wp, si aumen-
tamos el valor del acoplamiento luz-materia emergen fases cuanticas como la fase
superradiante en z—, y— y superpuestas con sus respectivas energias y .
Esto implica que cada fase esta asociada a diferentes comportamientos de ge(7., €)
permitiendo identificar el volumen de espacio fase accesible en la esfera de Bloch
para cada fase cudntica. A manera de ejemplo y sin perder generalidad asumiremos

€502 < €50y, €11 CONSECUEncia:

» Cuando &, < &, la funcién go(7,, &) siempre es menor que uno, implicando que
el volumen del espacio fase atomico (esfera de pseudospin) esté totalmente

disponible, es decir, j, € [-1,1] y ¢g € [0, 27).

= En el intervalo €. < & < &, implica que j, toma valores Unicamente en el
intervalo [—1, j], donde | i< 1|. Este intervalo estd presente para todos los
valores de parametros y representa el volumen de espacio fase accesible desde

el punto minimo en j, = —1 hasta el maximo en j, = +1.

» El intervalo €5, < € < e_ se encuentra la fase superradiante en y— .
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= El intervalo que surge de la presencia de ambas fases superradiantes, z— y
Y—, €s €sp < € < €pgy. El polo sur de la esfera de pseudospin (j, = —1) es
inaccesible, y la variable j, estd restringida al intervalo jia) < j. < jk- Dado
que €ps; < €psy €5 la energia del estado base en la fase superradiante en z—.

. ; fre (1)  (c2) ()
Identificamos tres energias criticas, representadas por €, ', €5 = €_ y €5 = = €.
Cada una de estas energias corresponde a puntos estacionarios en la superficie de
energia. La aproximacion semiclasica de la densidad de estados en el modelo de TC

con interacciones materiales se convierte en:

()
1 fj(o ) ¢0(j27€)dj27 €€ [5051‘7605’!}] y v € [76177814]7
d - di 1 -(2) (1) c
ﬂyo(e) — f ¢0(327 Yz +f(2) ®0(jz,€)djz | + 5 (320 —Jz0 €€ [esoy, -] ¥y v € ['yoy,oo)7
2
1
1f(1> b0(jz, )djz + 5 (J§0)+1>, €€ e eq], vy v €[0,00),
1, e+ <¢€y 76[0700)‘
(3.81)

El rango de energia estd determinado por los tres intervalos de ~. La transicién
entre cada dominio energético aun cuando es continua revela la presencia de una
ESQPT, ya que la densidad de estados experimenta un cambio critico marcado por

una singularidad en su primera derivada derivada duvy(€)/de.

W L wG G (BT s

z

Se puede demostrar que las derivadas ESQPT en €5, exhiben una discontinuidad de
tipo logaritmico, mientras que en e€_ y €., son discontinuas o de tipo salto. Existen

singularidades de tipo salto cuando €5, = €5, ¥ en e; |96, 102].

3.4.2. Dominio de Energias en el Limite Dicke con Interac-

ciones

Utilizando la metodologia anteriormente presentada analizaremos el dominio de

energias de modelo de Dicke con interacciones. Para ello consideramos:

2 [ n )" ne o\
®1(J.,€) = arccos . [ Zj3+jz_€}+y <f1+—( c y)] 7
1 — 52 12wy Wo wo  Wo

i) =~ fi [NFM], (3.84)
ia?e) = - fi {wm]. (3.85)
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donde jg) < jg) y fiy es independiente del acoplamiento luz-materia. Similar al

caso TC, 7, toma los mismo valores, por lo tanto, los intervalos son los siguientes:

= El intervalo e, < e corresponde al caso similar al modelo TC, donde la esfera

de pseudospin estd completamente disponible con j, € [—1,1], ¢; € [0,27) ¥
v1(e) = 2/w.

= El intervalo €_ < € < e, presenta una restriccion en la variable j,, limitada al
intervalo [—1 ]21 ] Si j, € [—1, €], entonces ¢; puede variar en [0, 27), pero si

€ < J» < €15, entonces 0 < ¢ < 7.
» El intervalo €15, < € < e_ estd exclusivamente presente en la fase deformada.

» En el intervalo mas bajo €15, < € < €14, €l polo sur de la esfera de Bloch (j,s =
[ (—) '(+)]'

—1) es inaccesible y la variable j, se restringe en el intervalo j, € [j,1, /.1
La expresién DoS semiclasica en el limite de Dicke se convierte
i f (151 Jzs € djz: €€ [Eslz, Esly] y 7€ ['yfz,oo),

(o) = f ¢>1 Jz, €)dj= +f(2) $1(jz, € )djz} +3 (Jﬁ) Ji?) €€ [esry,e-] y v € [7{,, 09l

1 fu) #1(Jz; €)dj= + 5 ( i +1) €€le—,eq] y v €[0,00],
1

e+ <ey v€0,00].

)

(3.86)

A través de la primera derivada de las densidades de estados podemos caracterizar
el tipo de ESQPT:

% _ 1 . . . B Ne — My —1/2
de 1 — 42 {[1 910z,€)] 9107z €) <f1+ o )} : (3.87)
3.4.3. Dominio de Energias en el Modelo Anisotrépico con

Interacciones

Finalmente, analizaremos el dominio de energia para el modelo anisotrépico con
interacciones materiales. Esto se logra obteniendo una expresion general que combina
las ecuaciones (3.73)), (3.75)) y (3.77). De esta manera,

(+)

L f (1)5 ]Z: d]z: €stx S € S €sey, Y Y € [7§$a7§y]:

S(+)
1 ; Jze ; . L2 _ 0
71’6(6) _ p ( )¢0(.7z sz + fv(g) ¢O(Jz7€)djz + 5 ( Jze Jze ) €sey < € <e_, yyEe [’yEy,oo]y

(+)

1f<i $0(jzr€ dyz+—(<”+1) e-<e<eq, yyE€000),

1, e <ey 7v€|0,00).

(3.88)
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La fenomenologia de este resultado es similar en el modelo de TC y Dicke estandar.
La principal diferencia radica en la modificacién del acoplamiento critico de la fase
superradiante dado por 7,, el acoplamiento critico dado por la fase en 7, y el des-
plazamiento de la energia en j, en 7,. Ademas, en este caso, obtenemos la expresion
general.
—1/2
o o = 0l e (n9) [V — fe) - 22210

z Wo

Un resultado destacado de nuestra investigacion es que las interacciones 7, y n, de-
sempenan roles similares para valores arbitrarios de ¢ tanto en las propiedades del
estado base como en los estados excitados. 7, modula la magnitud de ~¢, , mientras
que 7, corresponde a y¢_. Del mismo modo, para un valor arbitrario de las inter-
acciones materiales y £, ambas transiciones ESQPT, una correspondiente al punto
estacionario j,; = 1 y otra debido a la saturacién de la esfera de Bloch (j,s = +1),

son similares a casos anteriores |6} |125] [126].

Esto aclara los resultados observados en los limites de TC y Dicke. En el primer caso,
la inclusién de interacciones hace que el modelo TC extendido ya no sea integrable.
En el caso de Dicke, incluso con un 7, finito, se modifica la densidad de estados |,

aunque el acoplamiento critico 7{_ tienda a infinito.
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Figura 3.4: (a)-(i) muestran las regiones del volumen del espacio fase disponible
wr(€)/2j vs. € para diferentes valores de las interacciones materiales. (a)-(c) corres-
ponden al limite de Tavis-Cummings, (d)-(f) al limite de Dicke esténdar, y (g)-(i) al
modelo de Dicke anisotrépico. (j) presenta un diagrama de los dominios de energia
€ vs. v/70 en el limite de Tavis-Cummings, especificamente para las interacciones

Ne=ny=1ymn, =2

En la Fig. (a)-(i) se presenta el volumen del espacio fase disponible, wr(e)/2j,
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en funcién de la energia del sistema e. La Fig. [3.4] (j) muestra un diagrama de los

dominios de energfa € en funcién de /7o, .

Las Figs. (a)-(c) ilustran el volumen de espacio fase disponible en el limite
de Tavis-Cummings para distintas regiones del acoplamiento luz-materia. En (a),
correspondiente a la fase normal, se observa el pozo esférico de las superficies de
energia. La linea café representa el dominio de energia dentro del pozo, mientras
que la linea roja indica el borde del pozo, mostrando el volumen total de espacio
fase disponible. (b) muestra un comportamiento similar. En (c), correspondiente a
la fase superradiante, la linea azul denota el volumen disponible desde los puntos
estables hasta los puntos silla, la linea verde desde los puntos silla hasta el punto
inestable, la linea café desde el punto inestable hasta el borde del sistema, y la linea

roja representa el volumen total.

Las Figs. (d)-(f) muestran el volumen de espacio fase disponible en el limite
de Dicke estandar para diferentes valores del acoplamiento luz-materia. En (d), se
presenta la fase normal con el volumen del pozo esférico. (e) corresponde a la fase
superradiante, donde la linea azul representa el volumen desde los puntos estables
hasta el punto silla, y la linea café abarca desde el punto silla hasta el volumen total.

(f) muestra un comportamiento similar al de (c).

Las Figs. (g)-(i) representan el volumen de espacio fase disponible en el limite de
Dicke anisotropico para distintas regiones del acoplamiento luz-materia, mostrando
un comportamiento similar a las Figs. (d)-(f).

Finalmente, la Fig. [3.4] (j) muestra un diagrama de los dominios de energia e en
funcion de v/7p; en el limite de Tavis-Cummings, con las interacciones materiales
Ne = Ny = 1y n, = 2. Esta figura ilustra la ubicacién de las diferentes lineas

representadas en (a)-(i) para distintos valores del acoplamiento luz-materia.

3.5. Conclusiones

En este capitulo, estudiamos las fases cuanticas emergentes en el modelo de Dic-
ke mediante una aproximacion de estados coherentes, analizando las superficies de
energia en los limites de Tavis-Cummings, Dicke estdndar y Dicke anisotrépico.
Observamos que el acoplamiento de transicién provoca un desplazamiento en las

interacciones materiales, afectando las caracteristicas de las fases cudnticas.

Identificamos que la aparicion de una transiciéon de fase se manifiesta en cambios
abruptos en las propiedades del estado base o en los puntos estables del sistema.
Las formas que adquieren las superficies de energia nos permiten inferir los tipos de

modos de excitacion posibles, lo cual constituye el enfoque del siguiente capitulo.

Finalmente, estudiamos el comportamiento del volumen del espacio fase disponible

en los tres limites mencionados, destacando como las distintas interacciones afectan
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la estructura de estos volimenes y su relacion con la dinamica del sistema. Estos
resultados ofrecen una base sélida para entender los mecanismos subyacentes a las
transiciones de fase y sus implicaciones en la fisica de sistemas de interaccién luz-

materia.
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Capitulo 4

Modos de Fase y Amplitud en el
Modelo de Dicke Interactuante

Utilizando técnicas de campo medio analizaremos el espectro de bajas energias del
modelo de Dicke anisotrépico incluyendo las interacciones materiales [41], con el
proposito de identificar los modos de amplitud y de fase generados a partir de la

ruptura espontanea de simetria.

Para ello, utilizaremos la aproximacion de Holstein-Primakoff[127]: Primero, se rea-
liza un mapeo de los operadores de pseudo-espin en términos de un bosén como una
serie infinita. Se construye un estado coherente mediante bosones para proporcionar
una descripcién de campo medio al estado base y que se vuelve exacto en el limite
termodindmico [41]. Segundo, se construye una versién truncada del Hamiltoniano
cuadratico en términos de los operadores bosonicos proporcionando una descripcion

del Hamiltoniano de Dicke como dos osciladores armonicos desacoplados [41].

4.1. Aproximacion de Holstein-Primakoff

Utilizar la aproximacién de Holstein-Primakoff [41] 128] nos proporciona soluciones
exactas en el limite termodinamico. Esto implica representar los operadores atémicos
en términos de operadores bosonicos, permitiendo construir un Hamiltoniano con

dos osciladores acoplados.

n oan R AN
Jo=bb g4, Jy=01/2) 1——, v =2 1-5:h (4.1)
Los operadores [Z;, ET] respetan el dlgebra SU(2):

[b,0T] = 1.

67



Recordemos que el modelo de Dicke con interacciones materiales es:

>
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~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ N
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La aproximacién de Holstein-Primakoff nos facilita expresar el Hamiltoniano de
Dicke en forma de dos osciladores representado por los operadores @, a' y 13, bT. Nos es
posible desacoplar el Hamiltoniano aplicando una transformacion de Bogoliubov(7,
113], gracias a esto, podemos establecer el espectro de energias tanto en la fase

normal como superradiante y es lo que se mostrara a continuacion.

4.2. Campo Medio en el Modelo de Dicke Aniso-

tropico Interactuante

4.2.1. Fase Normal

Al considerar el limite termodindmico N — oo, el operador de niimero b'b, es rem-

plazado por su valor esperado <ZA)T13) Procediendo de la siguiente forma:

bib bib
<—,> << 1 estoimplica |1 ——~1.
2] 2J

Por lo tanto, el Hamiltoniano aproximado es:

H = wala+w, (b5 — 5) + 7 [(ab" + ad) + ¢ (a'bt + ab)]
4 e (B4 8) =, (01 0]+ 3 (05— 5)". (4.4)

Ya que nos interesa desacoplar 4.4|emplearemos la transformacion de Bogoliubov [41,

128]. Primero, transformaremos el Hamiltoniano a cuadraturas:

N N PO P AT_\/U(A_iA) 4
oS ta) W \Bl-ta). e
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7 Wo 7 Wo (. 1
B (5020, 0= (5 a). o
5 I+ py > \I= b (4.6)
Sustituyendo [{.5] y [4.6] en [4.4] tenemos:

N |
H:( 24wl {1+%—m]@2+1§§,+{1+”y nz}g—l—?y\/ww(l%-(f)x
2 wo wo wo

+j]70<1 ~ )by — o+ (1= 2 ) e (1- 22 ) 2j]). (4.7)

Reducimos el Hamiltoniano tomando en cuenta los siguientes cambios de variable

Way = Wo 1_772_771 = wp TVex v w, {1_772_77?4] _ ey ' (48)
Yy
Wo Ve+ Wo e

Yex Vet Y Vey/Ve— estén representados por (3.49) y (3.53), respectivamente. Reorde-
nando 4.7t

2y
wWw

e S ) M

El siguiente paso implica eliminar los terminos cruzados: 2§ y p.p,. Para ello, rea-

~ 1 R R R o o
H=_ <w2$2 + w292+ P2+ w2 P2+ 2y /wwo(1 + ) + (1 — &)pupy

2

i

lizaremos rotaciones sobre los angulos 6; y 05, respectivamente:

T =qcosby + gasinfy, § = —q@,sinby + g cos by,
Dz = D1 cosby + Pasinby, P, = —pysinby + Py cos bs. (4.10)

Sustituyendo [4.10| en

- 1
H = 3 [(ﬁ {w2 cos? 0] + w?, sin? 6, — 2/ wwo(1 + ) cos 0 sin 91}

+45 {w sin® 6, —i—w cos® 01 + 2/ wwo(l + &) cos by sin@l}

—|—p1 {cos 92+w sin? 0y — 2 Zw (l—f)cosﬁgsineg}

+ﬁ% {Sin2 92 + wgy 0052 92 + 2\/;/7000(1 - f) COS 92 sin 92}
+q142 {2w2 cos 0 sin 0 — 2w?_ cos 0y sin 0 + 2y+/wwo(1 + &) (0052 0, — sin? 91>}

ijwo (1-¢) (cos2 0y — sin? 02)}

—[wﬂuo (1—w0>+ 0( 27250>2j”. (4.11)

Finalmente, conseguimos los términos cruzados ¢iq2 y p1p2, sin embargo, podemos

+p1D2 {2 cos B2 sin 6o — 2w§y cos 5 sin 0y +
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anularlos encontrando soluciones para 6, y 6s:

2./ 1 2v(1 — 1
tan20, = — f“O( jg) ¢ tan2, = 201=9) . (4.12)
Wi, —w wwy ws, —1
Sustituyendo 6, y 6, en obtenemos las energfas €, y €2,
N 1 R R . R
H = 3 ((efiqlf + (). G2)? + (ed-P1)? + (b, pa)? — 60) . (4.13)
donde:
1
e, = \/2 ( (w2 4 w2 ) + \/ — w?)2 4 4dry2wwp(1 + 5)2), (4.14)
1 A?(1—¢)?
Eévi = 5 ((1 + Wzy) + \/(wzy - ].)2 + T 3 (4].5)
€0 = [w—l—wo (1—2()) + 0( 27250)24. (4.16)

Reescribimos (4.13)) en segunda cuantizacion con el fin de obtener un Hamiltoniano

desacoplado generando nuevas excitaciones que respeten las reglas de conmutacion:

At oA

. a; t+a R . JWN_ . N

q1 = (171)7 p1r=1 L(GI - a1>>
2&)1\]7 2

. JWNL A ~

¢ 2+<a£_a’2)7

donde wy = € /&) y wy, = €], /€e).. De este modo, obtendremos los modos de

(™)
8

|

DN
?
z

ks
3

I

oscilacion € y el

0 =€ +Nala, + Y ala, (4.17)
siendo:
1
M=l , & =l v € = 3 [e]_v+ef —60] . (4.18)

4.2.2. Fase superradiante

En la fase superradiante, seguiremos el mismo procedimiento que en la fase normal,
es decir, construiremos un Hamiltoniano con dos osciladores desacoplados. La prin-
cipal diferencia radica en que es necesario realizar un desplazamiento («, 3) en los

operadores bosonicos:

at = e+ a2,y O df - 8y/2) (4.19)
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Tomar en cuenta los desplazamientos o y [3, es tener presente el valor esperado
de las excitaciones bosonicas, ademas nos proporcionard informacion respecto al
acoplamiento critico, acorde a lo visto en el Cap. [3] En la aproximacién Holstein-

Primakoff el término que se ve afectado por estos desplazamientos es:

2j 2k ’
(4.20)

$1—% J1_d“2_5\/27(62*+€z)+522j :@Jl_cﬁ&—ﬁﬁ(cﬂﬂ@

donde k = 1 — 3? y consideramos & = 1 — w El Hamiltoniano queda

expresado como:

0 =w|éfe+ay2j(e +¢) + a?2j] +wo [dfd - v/2j(d +d) + 522 - ]
+9Vk (@ +av/2))(d" = BvV2)VE + (& + av/2))VE(d - Bv2))]
+eVk [(@ + av/2))(d! = Bv/2)) Ve + 6+ av/2))VEo(d - Bv2))]

+5 [ {d@ - svEi Ve + Ve - svap)
—n, {(d" — BVE)VE ~ VE(d - VD) | + 3 [d'd - BVEIE +d)+ 52 5]
(4.21)

Utilizar la aproximacion de Holstein-Primakoff es tener en cuenta el limite termo-
dindmico (d'd/2j) << 1, por lo tanto, es indispensable aplicar una aproximacién en

serie de Taylor a [4.20

Joo 1 dd=pVId L) (B D) L+
0 2k - 4k 8  2jk? '
(4.22)
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Sustituimos [4.22] en [4.21] Desarrollando, tendremos en cuenta tnicamente los ope-
radores hasta orden cuadratico:

H = wéle+ |wa = WEB(L+€)| V2i(e + )

+ [wo + vj%(l O (267~ 1) nxﬁﬂ dtd
k— ﬁz

2
—woB + Yo ( Tk ) (1+€&) —nokps (1 = B) —1:(28% - 1)5] V2j(d" + d)

_af
Wkk

2
| O] @ 4 [ )+ e )

+ |y (d" + d)* — mi 7y (d" = d)®

2
-0+t (129 ) s

2Vk
2
OJOé2 + WOBQ - % - /7\/%20‘6(1 + g) + 77ka2 + 7z (62 - ) ] 27

of B
—Wﬁ(l +&) — ey

_|_

(4.23)

Ya que el objetivo es conseguir un Hamiltoniano en orden cuadratico y desacoplado,
eliminaremos los términos lineales (&' + ¢) y (d' + d), en consecuencia, podremos

determinar los valores de a y :

wa — WkB(1 +€) =0, (4.24)

o+ (’“ ;;) (146) — nokp (1 - 52) P -1F=0. (425

Una solucién es cuando o = 0y 8 = 0, recuperando la informacién de la fase normal.

La segunda solucién es resolviendo el sistema de ecuaciones:

_ 1+ 1 RN PR
@ == 1_E y B= 2(1 ffx)J (4.26)

~2 wow
donde f¢, = "” + fers fer = §2+7 Ve+ = (17+£§ Y ANy = 1. — 1. Cuando 1/fe, = 1,
recuperamos la Ec. [3.49] esto es, el acoplamiento critico de la fase superradiante

x— del modelo de Dicke Anisotrépico. Sustituimos (4.26)) en (4.23)) y consideramos

Kz = 1/f£;v:

H=wéle+wad'd+ wp(d + d)? + we(d — d)?
+wp(eh + &)(d" + d) + we [(cd + &td) + (e d! + éd)| + wr, (4.27)
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donde:

1 /(w
WA:§ (l:_nz> (1+Nz>a

@1—;% 1 3—1—;/%_’_&1—%3,% e 4p2
2 4 1+:ux Hx Wo 1+H’CE Wol_”x

1 V2
we = =gy + pa), wp =—-9(1 +€) 1+ \/ (L4 pa),
wo [1—p2 ( 77z) 1w
=2 . — 2 — = |22 — | (1= pa).
wr 2l2ﬂm+u 2 J4’ux77( i)

Para desacoplar 4.27| realizaremos la transformacién de Bogoliubov. Aplicamos una

wp =

transformacién de cuadraturas:

. /w(A+iA) o /w<A iA)
Cc= (T —Pz), C = “\T = =Pz ),
2 wp 2 wp
- ; .

) . (4.28)

N 1 R R R R
H = 5 <w2x2 + WX+ + P2 + X-P; + wowar B +

\/—pxpy

w
w? <1 + 4w}j) = WiXy, VWwaky = wwa(dwp + 2wp(l+€))

we\ k— WE(1_§>
(1_4)_X’ w/cuwA_Q Jwws

I 2 z . 1 z
€1=w0l QMM"T—F(/% 27;0)] 27 + wo l(ﬂ—zoﬂ-ﬂu

Al tener términos cruzados 23 y p.p, realizamos las rotaciones en ¢, y 05 al Hamil-
toniano

T ={qrcosby + Gasinfy, §= —gsinb + G cosby,
Cj;v = (jl COs 92 + QQ sin 02, (jy = —(jl sin 02 + (jg Ccos 02.
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Cancelamos los términos cruzados ¢i1Gs v p1p2 vy conseguimos las soluciones para 6,
y Os:

~ 1
H = 5 (dl {w2 (3082 61 + w124X+ Sin2 61 — \/WWwpK4 COS 91 sin 01}

+45 {W2 sin? 0 + w? x4 cos® O + \/wwak cos By sin 61}
+41G2 [2002 cos 0 sin 0 — 2w? x4 cos B sin 0 + \/wwak, (cos? ) — sin? 91)}

A/ WW A

K_—

+pi [COSz 0> + x_sin” 0, — cos B sin 92]

+p3 [Sin2 0> + x_ cos 0, + cos 0, sin 02]

A/ W A

K
+p1p2 | (2 —2x_) cosbysin By + cos® By —sin?6y)| — e | .
P1D2 [( X-) 2 2 \/m( 2 2) 1
Eliminando los términos cruzados ¢i1Gs y p1p2, se consigue las soluciones para los

angulos 0, y 05:

Wk K
—- tan 20 = . 4.2
5 y tan26, o — 1) (4.29)

tan 20, = 5
WX+ —w

El Hamiltoniano se reduce a:
~ 1 R R R R
H o= (6710 + (67, d2)” + (5-p1)* + (€3,52)* — 1) - (4.30)

Las energias son:

1
€ty = \/2 (( 2+ wixy) £ \/(W%X-‘r —w?)? + WWA’Q%r), (4.31)
s Ly )i\/( P2 (4.32)
€y = | = _ _ - . .
2+ 5 X X e
Para conseguir el Hamiltoniano desacoplado usamos cuadraturas o segunda cuanti-
zacion:
At oA
N a; +a . Ws_ ot 4
Ch:(l 1)7 P =1 7(“1—011),
2&)57 2
At | A
~ ag + Qg " WS, /. A
Q2:7(2 )7 P2 = 7+(a£— 2),
A /2(,03+ 2
donde wg = €]_/e5_ y wg, = €}, /€5,. De este modo obtendremos los modos de
. .7 S S
oscilacion €2 y €7
H = éSala, + Sabay + €, (4.33)



siendo:

s _ S S s _ S S S

€. =6 €6, € =€6,6,, €=

(e“i + € — 61) : (4.34)

N —

4.3. Analisis Espectro de Bajas Energias

La aproximacion de Holstein-Primakoff nos permite desacoplar el Hamiltoniano de
Dicke anisotrépico en la fase normal y superradiante cuando esté en una representa-
cién bosénica. De acuerdo con y podemos analizar el espectro de energias

de los modos de fase y amplitud.

Es util recordar las simetrias que existen en nuestro modelo ya que tendran impor-
tancia en la emergencia de dichos modos, el modelo de Dicke estandar y anisotropico

poseen simetria de paridad mientras que el modelo TC posee simetria U(1)
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Figura 4.1: Espectro de energias del modelo de Dicke sin interacciones colectivas
materiales. (a) limite de Tavis-Cummings (¢ = 0) (fila superior), (b) modelo aniso-
trépico (£ = 0,5) (fila intermedia) y (c) limite de Dicke ({£ = 1) (fila inferior). La
linea negra ubicada en /7§, = 1 representa el acoplamiento critico. La linea pun-
teada morada muestra el acoplamiento de las superficies de energia en el espectro de
energias (fases normales) (a2,b2,c2). La linea naranja indica el acoplamiento de las
superficies de energia en la fase superradiante (a3,b3,c3), mientras que la linea azul
representa los acoplamientos luz-materia con valores mas altos (a4,b4,c4). Recorde-
mos que en las superficies de energia, los puntos verdes representan los minimos, los
rojos indican los maximos

El espectro de energia de la Fig (a) corresponde al limite de Tavis-Cummings sin
interacciones materiales. € representa el modo de fase en la fase normal, ef es el
modo de fase en la fase superradiante, ef es el modo de amplitud en la fase normal

y ef_ es el modo de amplitud en la fase superradiante.

Analizando las superficies de energia, Fig (a2) representa la fase normal del limite
TC y adopta la forma de un pozo esférico con simetria U(1). Al transicionar a la
fase superradiante, la superficie de energia experimenta una ruptura espontianea de
simetrfa, tomando la forma de un sombrero mexicano Figll.1] (a3-a4). El espectro
de energias de TC se muestra en Fig. (al). El modo de fase €2 se hace cero
en la fase superradiante y representa los puntos minimos degenerados del sombrero
mexicano. La linea eJSr es el modo de amplitud, esto quiere decir que se mantiene

constante la fase y se varia la amplitud. A medida que aumenta el pardmetro de
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acoplamiento luz-materia la copa del sombrero mexicano aumenta, es decir, aumenta
el valor del punto maximo, significando que, los modos de amplitud requieran un
coste energético cada vez mayor en contraste con los modos de fase que tienen una

energia minima.

Los espectros de energia mostrados en las Figs (4.1)) (b)-(c) corresponden al caso
anisotropico cuando £ = 0,5 y al limite de Dicke estandar £ = 1, respectivamente.

Ambos casos muestran un comportamiento bastante similar. Al incrementar el aco-
S

plamiento luz-materia, el modo de fase €2 superradiante converge a 1 en el limite
de Dicke, y es conocido como un modo roténico . En contraste con el modelo
TC, el valor de la energia es finito ya que la superficie de energia tiene dos minimos
de energia, véase las Figs (b4-c4). El modo roténico posee un costo energético
para pasar entre los dos estados degenerados, pues soélo hay dos fases posibles: 0 a

. eJSr representa el modo de amplitud y tiene un comportamiento bastante similar

al de TC.

Ahora analizaremos los espectros de energia al considerar tinicamente la interaccion

material en el eje z, como se muestra en la Fig.

(a)

15

VIV

Figura 4.2: Espectro de energias del modelo de Dicke con interacciones colectivas
materiales en 7, = 0,9. (a) limite de Tavis Cummings (¢ = 0), (b) anisotrdépico
(€ =0,5) y (c) limite de Dicke (£ = 1).

Analizando el espectro de energias para TC, caso anisotropico y Dicke estandar,

7



en el acoplamiento critico v/7¢, = 1, observamos que existen discontinuidades, sin
embargo, al aumentar el acoplamiento luz-materia observamos la emergencia de los
modos de fase y amplitud, por ejemplo, en el limite de TC, Fig. (al), ya que en
la fase superradiante su correspondiente superficie de energia adopta la forma de
un sombrero mexicano. En el caso anisotropico y de Dicke estandar, la dindmica es
similar al caso sin interacciones, es decir, en la superficie de energia se forman dos
puntos minimos estables degenerados, Fig. (bd-c4).

(al)s /

(a2) y=03y5, (a3) y=11y5, (ad) y =35,

7,=0, 7,=0.9, 7,=0

,=0, 7,=0.9, 7,=0

0 05 1 15 2 25 3

L . A 0 .
V/ Ygx u u u

Figura 4.3: Espectro de energias del modelo de Dicke con interacciones colectivas
materiales en 7, = 0,9. (a) limite de Tavis Cummings (§ = 0), (b) anisotrépico
(€ =0,5) y (c) limite de Dicke (£ = 1).

Por otro lado, en la Fig. se considera la interaccién en 7, = 0,9. Se observa
una dindmica bastante similar para los modos de amplitud. En el limite de TC, el
modo €, notamos que justo después del acoplamiento critico tiene un valor finito,
representando la fase superradiante superpuesta estudiado en el Capitulo[3] a medida
que aumenta el valor del acoplamiento critico, el modo se hace cero, esto significa
que en la superficie de energia recuperamos un sombrero mexicano y se encuentra
la emergencia del modo de fase. Notamos que dentro del espectro de energias, en el

acoplamiento critico, los modos en la fase normal y superradiante son continuas a

diferencia del caso Fig.
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7,=0.9, 7,0, 7,=0

0 05 1 15 2 25 3

47

0 05 1 15 2 25 3

VIV u u u

Figura 4.4: Espectro de energias del modelo de Dicke con interacciones colectivas
materiales en 1, = 0,9. (a) estd en el limite de Tavis Cummings (£ = 0), (b) es el
caso intermedio (£ = 0,5) y (c) estéd en el limite de Dicke (£ = 1).

Por tdltimo consideramos la interaccién en n, = 0,9, Fig. . En el limite TC,
eV que representa el modo inferior en la fase normal llega a cero antes de llegar al
acoplamiento critico. En la fase superradiante los puntos minimos degenerados ya
no se encuentran en la posicion 0 y m, véase la Fig. sino que ahora estan en la
posicién 7/2 y 37/2. Adn asi, al seguir aumentando el acoplamiento luz-materia, la
superficie de energia toma la forma de sombrero mexicano, similar caso de interaccion

en y—

Resumiendo, considerar interacciones materiales en el modelo de Dicke anisotrépico
afecta donde emergera el acoplamiento critico y la estructura de la energia base.
Inicialmente no esperdbamos encontrar modos rotonicos, sin embargo, explican los
dos puntos minimos degenerados en el caso anisotréopico y Dicke estandar, ya que
presentan una energia finita y se mantienen estables al aumentar el acoplamiento
luz-materia. Podemos apreciar que los modos rotonicos aparecen en una simetria de
paridad, lo que requiere un costo energético para pasar entre ellos. Es interesante
notar que en la interaccién 7, en el régimen de Tavis-Cummings, la evolucién para-
métrica del acoplamiento dentro de la fase superradiante toma la forma de un modo
rotonico, que eventualmente se convierte en un modo de fase. Esto se refleja en las

superficies de energia, donde pasamos de tener dos puntos minimos degenerados a
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tener un sombrero mexicano.

4.4. Conclusiones

La aproximacién de Holstein-Primakoff proporciona un marco tedrico para analizar
el comportamiento de los modos de fase, amplitud y roténicos en el modelo de Dicke
incluyendo interacciones materiales. Gracias al anélisis del espectro de energias, po-
demos identificar estos modos, lo que nos permite comprender mejor las transiciones
de fase y los fenémenos emergentes en sistemas colectivos de qubits. Esta aproxi-
macién nos brinda una herramienta para estudiar cémo las interacciones materiales
afectan las propiedades del sistema y cémo surgen los modos caracteristicos de fase

y amplitud en el contexto del rompimiento espontaneo de simetria.
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Conclusiones y perspectivas

El propésito de esta tesis fue explorar el modelo de Dicke anisotropico con inter-
acciones materiales. Si bien los modos de fase y amplitud han sido estudiados en
modelos de interaccion radiacién y materia como Dicke y Tavis-Cummings, este tra-
bajo presenta por primera vez un analisis detallado de estos modos en un modelo

de Dicke anisotrépico con interacciones materiales.

La estructura principal de la tesis se dividié en varias etapas. En primer lugar, se
presentaron de manera general los conceptos necesarios y el panorama actual re-
lacionado con nuestro objeto de estudio. Luego, se introdujeron las herramientas
matematicas necesarias para construir nuestro analisis en el modelo de Dicke. Una
vez establecido este marco tedrico, se llevo a cabo un analisis exhaustivo del modelo
de Dicke, centrandose en una correspondencia semi-clasica para comprender cémo
las interacciones materiales afectan la fase superradiante. Por tltimo, con una pers-
pectiva més completa de las caracteristicas del sistema, se procedié a analizar el
espectro de energias para determinar la emergencia de los modos de fase y amplitud

en el modelo de Dicke al incluir las interacciones materiales.

La contribucién de esta tesis se divide en dos partes principales. En primer lugar,
se observé que las interacciones materiales inducen desplazamientos en el acopla-
miento critico y en la energia base del sistema. Mediante el estudio de las super-
ficies de energia, que permiten distinguir entre la fase normal y la superradiante
a través del acoplamiento luz-materia, en una correspondencia semi-clasica de es-
tados coherentes, se identificaron varios acoplamientos criticos dependientes de las
interacciones materiales, asi como ciertas simetrias particulares para ambas fases.
Ademas, se examinaron las transiciones de fase cuantica de los estados excitados
para cada transicion. En segundo lugar, utilizando la aproximacién de bajas ener-
glas, Holstein-Primakoff, se identificaron los modos de fase y amplitud, asi como la
emergencia de modos roténicos. Se observd que en ciertas configuraciones del mo-
delo de Dicke anisotropico con interacciones, los modos roténicos pueden surgir en
la fase superradiante y evolucionar hacia modos de fase a medida que aumenta el

acoplamiento luz-materia.

Como trabajo futuro, se propone analizar los modos de fase y amplitud en el modelo

de Dicke anisotropico utilizando el enfoque de integral de trayectoria.
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Apéndice A

Estados Coherentes

A.1. Algebra de Heisenberg-Weyl

Analizamos la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, la cual involucra
un Hamiltoniano que incluye un potencial armoénico o la cuantizacién de un campo

electromagnético confinado dentro de una cavidad. [129]:

# R s
2m dx? 2

Hy = < ) v = En. (A1)

Reescribimos el operador

1 |(hd) 1 a2
_— h el N a9l
)=~ KZ dx) + (mwé) ] b= 2m” +3%] = By, (A.2)
donde z = mwi. Intentamos representar esta ecuacién en términos del cuadrado de

algin operador.

A2

P+ 2

= (& +1ip) (T — ip) = p* + 2% +i(pT — TP),

dado que x no conmuta con p, factorizamos el Hamiltoniano definiendo nuevos ope-

radores @ y af, como:

1
a= (mwz +1ip), Operador de aniquilacién (A.3)
2mwh
1
al = (mwz —ip). Operador de creacion (A.4)
2mwh
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Estos operadores crean/aniquilan un cuanto de energia E = hw. Podemos expresar

los operadores de posicion y momento en:

h

2mw

). (A.5)

&= (a+a") y p=—i

Conmutamos los operadores de creacion y aniquilacion:

[a,a) = [af,al] =0, (A.6)
y
aa’ = ! [(mw#)? + imw[p, 2] + p°]
2mwh ’ ’
1

siendo [p, Z| = —ih,
[a,a'] = 1. (A7)
por lo tanto conseguimos

A.1.1. Reglas de Conmutacion y el Espacio de Fock
Definimos:
f =a'a, Operador de niimero. (A.9)
Satisface las siguientes relaciones de conmutacion:
n,af=a', y [n,a = —a, (A.10)
ademas

alp) = valn — 1), Vot 1jn+1). (A.11)
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Si aplicamos varias veces el operador de creacién al estado base

n) = w%] 0)

El espacio de Hilbert esta conformado por eigenestados del operador de ntimero, los
estados de Fock:

n|n) = nin). (A.12)

Los estados de Fock constituyen una base completa que satisface las condiciones de

ortogonalidad y completez

ol =1y Yol = (A13)

A.1.2. Estados Coherentes de Glauber

Los estados coherentes pueden caracterizarse como una descripcién cuantica de los
campos electromagnéticos clasicos, donde su espacio de Hilbert esta compuesto por
estados de Fock. Podemos definir los estados coherentes como una traslacién del
estado vacio (|0)) de la base de Fock, a través de un operador |a) = D(«)|0).

Definimos el operador de desplazamiento:

D(Oé) _ efi/h(CP*WQ) — eadTia*&’ (A].4>

(wm( + in). (A.15)

o =

1
vV 2hwm
Usando la regla de Baker-Haussdorf-Campbell [130]:

[[A, B], A] = [[A, B], B] = 0.

eATB — ~ABl A

podemos reescribir el operador de desplazamiento:

o2 o]

D(a) =2 ¥ 00 = =5 0l gmaTd (A.16)
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Ademas, como el operador de desplazamiento es una transformacion unitaria
D(a) = D(—a) = D7} (a), (A.17)

obtenemos el estado coherente de Glauber con el operador de desplazamiento como

una transformacién unitaria en el vacid
la) = D()]0). (A.18)

La transformacién sobre los operadores & vy a' es:

D(a)aD(a)™' =a — a, (A.19)
D(a)a'D(a)™! = al — o, (A.20)
D(a)aD(a) ™ =a —a=n— (ad' + a*a) + |al?. (A.21)
y siendo
D(a)aD(a)|a) = (a — a)|a) = 0. (A.22)

Siendo otra forma de definir los estados coherentes, como eigenestados del operador

de aniquilacion
ala) = ala). (A.23)

El estado coherente puede escribirse como

e}

) = e \a| Z

n=1

|n> (A.24)

En particular, los estados coherentes son estados propios del operador de creacion

del oscilador armoénico cuantico, por lo tanto, tienen energia definida y finita.
Propiedades de los Estados Coherentes

Calculamos el producto interno entre estados de Glabuer, utilizando Ec.

o e s (@) —laf® + 208 — |8
(Bla) = ngl Bln)(n|a) = Z (n') = exp( 5 > .

(A.25)

Despejando el numerador del argumento de la exponencial, la norma cuadrada es:

(o B)|? = e~lo=AF, (A.26)
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La norma estd normalizada pero no es ortogonal pero si normalizada. Utilizando la

completez:
[ 0ol = /dazwn ){nlo) awzm (/| = Zz/*m (n'| (mla) o)
—ZZ/f\n et e ZZ/ e )

Reescribiendo parte de la integral

—lal? n/, #\n > n+n'+1 _—|al? 2m i(n'—n)o
—e " (a") :/ |a] e d|a|/ e df = mnldy, .
0 0

™

por lo tanto:

/d2]a>< = 1. (A.27)

™

Podemos calcular los elementos de matriz y el valor esperado del dlgebra de Heisenberg-

Weyl en estados coherentes:

(Blalla) = g7 F, (Blala) = ae” (A.28)
(ald'la) = o*, {aldla) = o, (A.29)

y para el operador de nimero
(BInla) = B*a v (a|n|a) = |al. (A.30)

A.2. Algebra SU(2)

A.2.1. Estados Coherentes de Bloch

Similar a los estados coherentes de Glauber, definiremos el estado coherente atomi-

co [131]. Definimos el operador de desplazamiento
Q(z) = 72" (A.31)
y consideramos el parametro del estado coherente

(A.32)
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En términos de los operadores J, y J,, vemos que

0, : -0, . 4
o= (e — ') + ini(e_Z‘z’ + €'?)

\)

2dy — 2 = 2y +id,) — 2 (S —id,) =
— —if(J, sin ¢ — J, cos ¢).

El operador del desplazamiento atémico es:

Q(Z) _ ein(jz sin ¢p—Jy, cosqﬁ)' (A33)

A diferencia de los estados coherentes de Glauber que representa una traslacién, en

el caso atomico es una rotacién
(A.34)

Utilizando Baker-Campbell-Hausdorf, expresamos el operador de desplazamiento

7 2\ § _x %7 2 7
Q(T) _ e7'J+€Ln(1—H7'| )Jze M- e T erLn(l—Hﬂ )eTJ+’

donde 7 = tan (g) e~ El estado coherente atémico se define como la aplicacién
del operador de desplazamiento sobre el estado extremal, es decir de 7 a —j:

2) = Q(2)]4, =) (A.35)

Nos interesa como se transforman los operadores de pseudo-espin colectivo bajo la

accion de (z). Usando la regla Baker-Campbell-Hausdorf:

. A 63 . .
Q2)J. Q7 (2) = J, + J.cos ¢ (6’ 3 +. ) + (Jy sin ¢ cos ¢ + J, cos? ng)

><< s ..~>:jzcos¢sin¢+jx[1—COSZ¢(C059_1)]+jy[sm¢cos¢(cose_1)]

= J,cospsin g + J, [1 — 2cos? ¢sin? (g)] — 2jy {sin¢cos¢sin2 <§)] , (A.36)

03 A A
(9— +> + (stinqﬁcosqﬁ—i-(]ycos?qﬁ)

0% ot

= J,sin ¢sin ¢ + jy ll — 2cos? ¢sin? (g)] —2J, lsimgbcosgbsin2 <§>1 . (A.37)
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A

A ~ ~ N 63 62 i
Q(2)L.Q2) = J, + (J,sin¢ + J, cos ¢) («9 + ) +J, (— +—=+.. )

3! 21 4!
A 1 N N
=J,cos¢p — 3 sinf(e J, +eJ), (A.38)
A . A A . 0 . . s
Q(2)J. Q7 z) =€ {JZ + Jye ™ — sin? (2[J+e_’¢ + J+e’¢]) } : (A.39)
N . o A 0 . . aA
Q(2)J_Q ' (2)=e" {Jz + J_e" — sin? <2[J+el¢ + J+el¢]> } : (A.40)

Por dltimo, expresamos los estados coherentes atéomicos en términos de los estados
de Dicke

o\ 5
6Ln(l—HT| )J= —e —jLn(1+|7|?)

L i), (A41)

|j7_]> WL

. . ; .o\ 1/2

2 oy ; Lﬁm _ - 2 jm| A 49

Mg =iy = Y GEm) =iy = > | = T im). (A42)
m=—j

m=—j

Los estados de Dicke podemos expresarlos como:

j . 1/2 Tj m
D=3 (L) Gl (A43)

m—j \J +m L+ |7|?)

A.3. Propiedades de los Estados Coherentes de
Bloch

Podemos obtener los valores esperados de jz, j+ y J_a partir de las transformaciones

de los operadores con el operador de desplazamiento:

(2| J.]2) = —j cos®, (A.44)
(2|J,]2) = —jsinf cos ¢, (A.45)
(2].J,|z) = —j sin@sin ¢, (A.46)
(2|J4|2) = —jsin e, (A.47)
(2]J_|z) = —jsinfe™™ (A.48)
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Apéndice B

Suplemento sobre Transiciones de

Fase Superradiante

B.1. Ecuaciones de Hamilton para los Limites de

Dicke y Tavis-Cummings

Evaluando las Ecs. de Hamilton ([3.5)-(3.8]) en el limite de Tavis-Cummings (£ = 0):

¢ =wp—7\/1—jising, (B.1)

p—wq—y\/1—j2cos o, (B.2)

. . . Y]z .
Qb = Wo + Nzlz — ]2(7733 COS2 qb + Ty SlIl2 ¢) - \/172 (q COos ¢ — psi ¢> ) (B?’)
—Jz

.= (1 —jz) (ne —my) cos psing + vy/1 — j2 (gsin g + pcos @) . (B.4)

De la misma forma evaluando las ecuaciones de Hamilton en el limite de Dicke

(€=1):

q = wp, (B.5)
p=—wq—27y/1— j%cos g,
. 97,
¢ = wo + N2j. — Jo(ne cos® ¢ + 1, sin’® @) — \/17‘]7_2(] cos ¢, (B.7)
j, = (1 - ]3) (e — my) cos ¢sin ¢ + 27\/1—7j§q sin ¢. (B.8)
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B.2. Variables para Visualizar las Superficies de

Energia

Empleamos un nuevo conjunto de variables u y v asociados al espacio del qubit para

visualizar mejor las superficies de energia, como se muestran en las Figs. 3.1 [3.2] y

3.3t
u = arccos (j,)cos¢ y v =arccos(—j,)sin ¢. (B.9)

siendo la transformacién inversa

J. = —cosvVu?+0v? j, = u2u+ 7sin vu?+0? g, = \/ﬁsin Vu? 4+ v2.
(B.10)

Las variables u y v corresponden a los angulos ¢ y 6 = v/u? + v2, es decir, el dngulo
zenital medido con respecto al polo. Entonces, eliminamos las variables bosonicas
q y p empleando las ecuaciones de Hamilton [3.5] y [3.6] Por lo tanto, obtenemos las

superficies de energia (e = E/wj) unicamente como funcién de las nuevas variables

(u, v)

(6. ,0) = sin Vi T )[ (T = o) + o (2 - )

— cos Vu2 + v? (1 — —cos u? + v ) (B.11)
con fer =7 /7éx

B.3. Matriz Hessiana

Mostramos expresiones generales de la matriz Hessiana del modelo de Dicke con
interacciones colectivas qubit-qubit, ya que nos permiten identificar y estudiar los
puntos estables y la dinamica de las transiciones de fase cuanticas.

82H(l5) 82H(lf) BQH(ZE) 82H<l§)

82159 aqag) ajz??) a¢>a£)
O*H; 0*H ; 0?H 0?H

) ; — 9pdq 02 9j:0q  0¢dq
D%(q,p, j-, ) = 2n®  2n® 2p® epd® |- (B.12)
Opdj.  0q0jz  0%j.  0¢0j:

BZHF(ZO 82H((-l5) 32H(5) 62H£15)
Opo¢ 0q0¢ 8]23¢ d¢?
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Las segundas derivadas del Hamiltoniano clasico son:

O*H _ PHY CHY _PHY (B.13)
— = w — = .
Op? q? " 9qdp Opdq ’

OPHY  PHY 4.

] - s 1-— sin ) B14
dj-0p _ Opdy. \/@< §)sin ¢ (B.14)
azH(lé) azH(lE) i
— = o = ————=(1+ ) cos ¢, B.15
0j.0q dq07., M( §) cos ¢ ( )
82H§) 82HC(Z5) .2
900y~ opag ~ VI &cose, (B.16)
82Hc(l§) 82Hc(l§) . ‘
pdq — 0q0p —y/1 = 21+ &) sino, (B.17)
0607, 0506 Jz (N —my) 2 cos gpsin ¢ + e [(1+¢&)gsing+ (1 —&)p cosq],
(B.18)
aj; = {Wz - (77;,; cos” ¢ + 1, sin’ ¢)} N m [(14+&)g cosp — (1 —&)psing],
(B.19)
aZH(f) ' . ' |
a¢§l — (1 — jg) (Ne — ny) (Sln2 ¢ — cos® gzﬁ) — 7\/@[(1 +&)q cosp — (1 —&)p sin .
(B.20)

El determinante de la matriz Hessiana es:

2
DOgp oty ot | S P (20
e 0jz  0¢? 9j.0¢

1= 1+E+  (B.21)

—w? {(1 = 32) [(1= )2 cos? 6 + (14 ) sin? ] aaél

) 2 77(8)
—|—1 izjg [(1 —&)?sin? ¢ + (1 + €)% cos? d)] a;;gl

o)

+2j. cos sin g [ (1 — €)% — (1+¢)?] 950

Como ejemplo, considerando los puntos j., = +1, y ¢ = ps = 0, el Hessiano toma

la siguiente forma:

D(0,0,%1,6,) = —w?(n, —1,)* sin® 26+
Wy (1 = my) [(1+ &) cos® ¢ + (1 — £)* sin® ¢, ) cos 26,
—4¢sin? 26| + 71 (1 = €21+ &),
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Si consideramos el caso simétrico { = 0 con 7, = 7, donde se consigue la simetria

rotacional, uno consigue Dglzny(o, 0,%+1,¢,) = v*. Por consiguiente j., = £1 deben

ser un maximo o un minimo. De hecho analizando las superficies de energia muestra

su naturaleza la cudl se confirma si uno calcula el espectro de la matriz Hessiana.

B.3.1. Determinante del Hessiano en el Limite de Tavis-

Cummings

En el limite de Tavis-Cummings (¢ = 0), el determinante del Hessiano toma la

forma:
2
aQH(O) 82[‘[(0) aQH(O)
0 . 2 cl cl cl
DOq.p.js9) =" | =555 = | a5 (B.22)
82H(0) j2 (:)QH(O)
2 . 2 -2 cl z cl
7 —wy | (1-52) 0 T1- 2 002
with
82H(0)
77, al¢ = J: (1 — 1) 2cos gsin ¢ (B.23)
—I—LZ' (¢ sing + p cos @),
Ji-7
aZHéf) '
8j§l = |:77z - (771" cos” ¢ + 1, sin’ ¢)} (B.24)
Y .
———— (g cos¢ — p sin @),
(1 _ jg)g/Q (q ¢—p ¢)
0*HY | ,
L= (1 - ]?) (e — ny) (Sln2 ¢ — cos® ¢) (B.25)

5?

—yy1—3j%(q cosp —psing).
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B.3.2. Determinante del Hessiano en el Limite de Dicke

De forma analoga calculamos en el limite de Dicke (¢ = 1), el determinante del

Hessiano:
2
82H(1) 82]‘[(1) 82H(1)
DM 3 — )2 cl d o B.26
((Lpa] 7¢) w ajz a¢2 &728925 ( )
62H(1)
2 -2 2 cl
—wy {(1 —]Z) 4 sin QST,ZQ
) 2 r7(1) 2 r7(1)
jz 2 a Hcl - : a HCZ
+1—j§4COS ) 967 _8‘7ZCOS¢SIH¢5]'Z@¢ )
con
o2H) 277
—< =4, (nx —my) 2cos Ppsin ¢ + q sin ¢, B.27)
000 7 JI-32 (
2H . 27q cos ¢
T‘Ql = |:’I’]Z — (’)’kc COS2 qb + 77y Sll’l2 ¢):| — W, (B28)
02H) . . :
a¢2l _ (1 _ j22> (e — 1) (sm2 ¢ — cos? gb) — 27@(] oS ¢. (B.29)
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Apéndice C

Integral de Trayectoria en el Mode-

lo de Dicke Anisotropico

Después de revisar el Cap2.2] exploraremos las propiedades a temperatura finita del
modelo de Dicke anisotropico sin interacciones utilizando el enfoque de integral de
trayectoria y métodos funcionales. Nuestro objetivo es determinar los modos de fase
y amplitud del sistema. Analizaremos el comportamiento asintotico de la funcion
de particion en el limite termodinamico, asi como el espectro colectivo del sistema
en las fases normal y superradiante. Este apéndice sigue la direccién establecida
en la Ref.[38], que sirve como referencia para futuros estudios sobre la integral de

trayectoria en el modelo de Dicke, incluyendo las interacciones materiales.

El método de la integral de trayectoria ha sido empleado para abordar problemas
de espin-boson, lo que ha permitido determinar su temperatura critica y la energia
libre [50, |132]. V.N Popov y S. Fedotov llevaron a cabo célculos de la funcion de
particion y el espectro colectivo para el modelo de Dicke en las fases normal y
superradiante [133,|134]. En estudios centrados en el comportamiento asintético de
la funcién de particion y el espectro colectivo en la fase normal del modelo de Dicke,
también se ha recurrido al método de la integral de trayectoria |37, 135]. El objetivo
de este apéndice es analizar el enfoque de la integral de trayectoria y comparar sus
resultados con los obtenidos mediante la aproximacion de Holstein-Primakoff a bajas

energias.

C.1. Modelo de Dicke Fermionico.

Exploraremos la representacion fermionica del modelo de Dicke, ya que nos interesa
estudiar el comportamiento asintético de la funcién de particién en un cierto régimen
de temperatura. La representacién fermiénica nos facilita considerar las condiciones
de frontera temporales del sistema. En esta representacién, consideramos los ope-

radores de creacion y aniquilacion &I , Qg B;r y (i, que satisfacen las relaciones de
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. o a At oata 5at, AtA L -
anticonmutacion &;a; + &;&; = 0;; y Bi8; + ;8 = 0;;. Para las combinaciones bili-
neales de estos operadores de Fermi, utilizamos la representacion de los operadores

de espin de Pauli J 2, J+® y J9 La correspondencia entre ellos es:

Tomando en cuenta los operadores de pseudospin jp =1/2%V j;” (matriz de espin

de Pauli), se tiene que:

R 1, 4 arn
J.=35 (@la-Bl5), (C.3)
Je =324l y Jo =3 Bla (C.4)
=1 Al B; + B;a ;o1 ~A _ ATa
Jp = 3 Z (Oz,ﬂi + Bz’ai) y Jy= % Z (alﬂi — B ai) . (C.5)

% %

De acuerdo con las ecuaciones (C.1)) y (C.2)), definimos el Hamiltoniano fermiénico
de Dicke como Hp:

A

Hp = wa'a + % i\’: (dz‘di - BJB'L) + [(ddjﬁi + &Tﬁjdz) +¢ (&szﬁi + &dei)] .
i=1

(C.6)

=

Al estar interesados en las propiedades termodindmicas del sistema, consideramos
una funcién de particién Z en la distribucion canoénica, ya que nos interesa el factor
de Boltzmann-Gibbs. Es importante notar que cada Hamiltoniano H y Hp actian

en espacios diferentes. Cada operador que aparece en el Hamiltoniano H y actia en
T

79

un espacio de Hilbert de dos dimensiones, mientras que los operadores de Fermi &
Q;, BZT y B; estan en el Hamiltoniano Hg, que actia en un espacio de Fock de cuatro
dimensiones. Podemos relacionar la funcién de particién del modelo de Dicke con la

funcién de particion del modelo de Dicke fermiénico [37, 38|
Z =TrePH = {NTy ¢ PHr—5 Nr (C.7)
El operador Ny se define como:
A N A A
Np =" (&l + B15;) . (C.8)
i=1

De acuerdo con ((C.7), el segundo término introduce una fase asociada con el niimero

total de fermiones Np. Calculando la funcién de particion a dicha fase se obtiene un
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factor 2V,
iNTr [e’%NF}

N i N T T N im (ot T
= Ir {6_2 2imi(eeitBiHB) | _ N H Tr [e‘ﬂ%aﬁﬁi /ﬁ')}

=1

Y [ﬂ (ng,] ® (na, |] T (et BA) [H M) ®|nﬁl>]

na,ng Li=1 =1
N

- ot ot gt
- [Z (ng| © (nale T@ 4T n ) @ |ng)

Na,Ng

— lZ(na\eg“T“ma)]N [Z(nﬂegﬁm\"@]]\[

Ne ng

— ¥ [(0le= " 0) + (1]~ 5" 1)) [(0le= 5" (0) + (1le~ %7y

= [ia-97" =2,

C.2. Funcion de Particiéon e Integral de Trayecto-
ria.

Tomaremos la aproximacion N — oo, por tal razén, debemos tomar la expresion
asintotica de la funcion de particiéon Z. Definimos la accién Euclideana S para el
modelo de Dicke:

5= [ [@*maa(f) + Y (6:(M0,ai(r) + 5;@)@@@)” [,

siendo Hp:

(C.10)

Definimos el cociente de la funciéon de particion del modelo de Dicke y la funcion

de particion del modelo de Dicke no interactuante:

Z dn]esf% [ a(rydr
— = — 5 , (C.11)
Zo [[dn)e 25 Jo #rydr
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la funcién n(7) es:

N
=) [OA‘:(T)OA%(T) + 5;(7)51-(7)} , (C.12)

i=1
donde [dn] es la medida funcional, Sy = Sy(a, a*, &, af, @A’ BT) os 1a accion Fuclideana

libre para el modo bosénico y atomico. Las integrales funcionales de considera
las funciones complejas a*(7) y a(7) y los campos fermiénicos &7 (1), &;(7), B7(7), Bi(7).
Utilizando las condiciones a la frontera del equilibrio térmico, en el formalismo del
tiempo imaginario, las variables de integracién de obedecen las siguientes
condiciones periddicas del campo bosénico a(f) = a(0) y antiperiédicas del campo
fermiénico a;(8) = —&;(0) y B:(8) = —f5:(0).
Gracias a las condiciones de frontera podemos indagar sobre la simetria continua
y discreta del modelo. Analicemos la invarianza de la accién dado por bajo
transformaciones simétricas. Consideramos la transformacion de campo:

a(r) —»eva(r),  alr) = e?a(r),  B(r) - e Br),

. . R A C.13
a*(1) = e~ a*(r), a*(r) — e P ar(r), Br(r)— e B(7). ( )

De acuerdo con la accion:

N

s= [ ar {e—”a*(f)&e”&(f) £ [ a0 () + e B ()0 Bi(r)]
0

i=1
wo
2

™M=

—w e I (7)eb(r) — e a; (r)ea(r) — B (7)e i)

=1

Z (e a5 (1) Bi(r)ealr) + e Bi () ai(r)ea" (7))
+¢ (e—% (e ai(r)ea(r) + e a5 (r)eBir)e Var (7)) |} (C.14)

Observamos que al aplicar la transformacion a la accién euclidiana, los tnicos
términos que no se anulan son los relacionados con la interaccion luz-materia. En el
limite de Tavis-Cummings (§{ = 0), la transformacion es invariante cuando v = 6 — ¢.
Se dice que la accién es invariante bajo transformaciones continuas U(1) del campo
bosénico a(7). En el caso limite de Dicke (¢ = 1), la accién es invariante bajo
transformaciones cuando v = 0 — ¢ = 0 o v = 0 — ¢ = 7. Por lo tanto, se dice
que la accién es invariante bajo transformaciones discretas del campo bosénico, es
decir, a(t) — a(r) y a(r) — —a(r), lo cual coincide con los resultados obtenidos

en las superficies de energia en el Capitulo |3| para TC y Dicke estandar, véase la

Fig. 3.1, B.2]y B3

102



Para calcular el cociente Z% utilizamos la siguiente transformacion:

~ JUSTIN ﬂt/\*

G;(T) = e q(T), af(1) = e 25745 (1),

Bulr) = BBi(r), Bi(r) — ¢ H ().
Aplicando ((C.15) a los argumentos del cociente (C.11):

(C.15)

B N A IT in imy
= [[ar{ewpan + 3 e Fan | Fefain + Fo.an)]

i=1
e 5 31 (7) {;ge%’éﬁi(f) + et Tﬁi(r)H
i) — 23 [ Barr)eBan) — e B (e B 0]

Dada la transformacién, el argumento 7j(7) se cancela, de tal forma que el cociente

(C.11)) es:

2= . (C.16)
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Bosoénico Fermidnico

&;(B8) = i, (0), Bi(B) = ifi(0)

. . o - R 2 (C.17)
b(B) = b(0) | &;(B) =14;(0), 57 (B) =1iB;(0).
La accion libre para el modo bosénico libre Sgo(b) esta dado por:
B - ~
Spo(b) = /O dr [a*(7) (8> — w) a(r)]. (C.18)

Reescribimos la accién S dada por la Ec. (C.9), asi pues, el modelo de Dicke Fer-
mionico quedara expresado por la accion libre mas una matriz que involucra los

términos de interaccion. La accion total de S es:
g X
S = Spolb) + [ dr > M (@,a)5(7)] (C.19)
pi(7) son los operadores de campo fermiénicos (espinores de Nambu): |38, |110, |136]
A Bz‘(T ) ~ Ax Ak
pi(T) = ( N , PZT'(T) = ( i A (7')): (C.20)

y la matriz M (a*, a) estd dada por:

-

M(@*,m:( oL - <a*<T>+5a<T>>), (C.21)

— s (a(r) + €a*(r) L.

siendo L = 0, —1—% y L, =0,+ % Sustituyendo |D en (C.16), observamos que la
integral funcional de la funcién de particion es Gaussiana en los campos fermiénicos.

Integrando respecto a los campos fermiénicos tenemos:
Z = / dn(a)]eSs (det M(a,a*))™ . (C.22)
Utilizando propiedades de los determinantes, tenemos que:

11 1

det M(a,&") = det (LL,) det (1 L (a+ear) (@ + 5&)) . (C.23)
N L, L

Para justificar la ecuacién [C.23, veamos las propiedades de las matrices por bloques.

Al desarrollar la funcién de particién (ecuacion [C.23)), es esencial considerar la matriz

por bloques segtn se describe en [137]

A B

. (C.24)

Donde sus elementos A, B,C'y D son matrices y deben cumplir:
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= Ay B tienen el mismo nimero de filas.
s C'y D tienen el mismo ntimero de filas.
= Ay C tienen el mismo nimero de columnas.
= By D tienen el mismo ntimero de columnas.

Se considera la multiplicacién de las matrices de bloque como si sus bloques fuesen

escalares:

A B
C D

E F
G H

AFE + BG AF+ BH
CE+ DG CF+DH

. (C.25)

El caso general del determinante de la matriz de block es el siguiente:

r:(A B), (C.26)
C D

Ay D son matrices cuadradas y invertibles, de acuerdo al complemento de Schur [118],

Sea la matriz

podemos factorizar la matriz I':

1 0 A 0 1 0
= , (C.27)
cA™t 1 0 D-CA'B D7'C 1
1 0 A 0 1 0
— ) (C.28)
CA L 1 0 D(1-D'CA™'B) D7'C 1
Aplicando el determinante a la matriz I':
det(I') = 1 - det(A)det[D(1 — D 'CA™'B)] -1, (C.29)
det(T") = det(A)det(D)det(1 — D'CA™'B), (C.30)
det(I") = det(AD)det(1 — D'CA™'B). (C.31)
Sustituyendo y [C.23;
7 f[dn(aﬂeSBoJrNTr{ln[lf%ﬁ(d+§d*)i(d*+£d)]} 7 (.32
Zy Jldn(a)lesro  [ldn(a))eseo '

Estamos interesados en conocer el comportamiento asintético del cociente Z% en

el limite termodinamico N — oo. Analizamos la expresién Z4 para ver observar
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dicho comportamiento. Primero escalamos el campo bosénico como ¢ — vV Na y

& — VNa*

Zs = AW [ldn(a)]e” @, (C.33)
donde
- U .
®(a*,a) = Spo+ Trin (1 - L—(a + f‘a*)z(a* + fa)) . (C.34)

El término A(N) en proviene de transformar la medida funcional [dn(a)] bajo
un reescalamiento a — v/ Na y a* — V' Na*. El comportamiento asintético (cuando
N — o0) de la integral funcional puede obtenerse a través del método del
descenso gradiente [138]. En este método, expandimos la funcién ®(a*,a) alrededor
del punto a(1) = ao(7) y a*(1) = aj(7), el cual puede ser de dos tipos: uno que
hace que Re ®(a*, @) sea un méximo y otro que sea un punto de silla. En el método,
consideramos los primeros términos de la expansién de la integral funcional, ya
que son los términos dominantes. Podemos encontrar los maximos o puntos de silla

al hallar los puntos estacionarios. Estos son solucion de las siguientes ecuaciones:
0B(a%4) _ () 9%(a*.a)

sa(r) 0a*(T)
maxima o minima, representando los extremos de la accién y correspondiendo a

= 0, donde la contribucién a la integral de trayectoria es

las trayectorias mas probables en el espacio de configuracién del sistema. Para el
modelo de Dicke, los puntos estacionarios son funciones constantes a(7) = ag y
a* (1) = af. No es dificil mostrar que para 8 < . el punto estacionario estd dado
por ap = aj = 0, el cual es un maximo. El valor critico /3. se obtiene resolviendo la

siguiente ecuacion:

Wlp _ Bewo
AL tanh ( 5 ) . (C.35)

La Ec.|C.35/es la condicion para la temperatura critica en la que sucede la transicion
de fase térmica en el modelo de Dicke anisotrépico [48]. Es posible encontrar alguna
solucién para f3., en el caso de (1 + &)? < wwy. Con esta condicién el sistema pasa
a una transicion de fase. Cuando el sistema tiene 8 < (. decimos que el sistema
esta en la fase normal. Para 5 > [. los puntos estacionarios a(7) = ap y a*(7) = aj)

satisface la siguiente ecuacion

Wwo Buwoa
————— = tanh , C.36
g ( 2 ) (C.36)
con woa definido por:
won = Wi + 492(1 + €)2ao|?. (C.37)
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Es posible encontrar transiciones de fase encontrando alguna solucién real ag = 0. En
el caso limite de Tavis-Cummings existe un conjunto de puntos maximos dados por
las expresiones ag = pe'® y af = pe~™ con ¢ = [0,27) v p = |ag|. En el caso limite
de Dicke se tienen dos puntos maximos dados por af = ap = %|ag|. Analizamos el
comportamiento asintético de la integral funcional en el limite termodinamico
N — oo. Encontramos un punto maximo definido ay = af; debido al comportamiento
asintotico y serd ttil tanto para la fase normal y la fase superradiante en el limite
de Dicke

1 /P a*(me) — ag
@(af,a)ch(a;;,ao)=§/o drydry [a* (1) — af, a(71) — ag) M¢[ (72) = ag

&(7—2) — Qq
(C.38)
La matriz Mg esta dado por:
52®(a*,4) 52®(a*,a)
My = ( o) ) ) . (C.39)
5&(7’1)5d* (’7’2) da(ry)oa(r2)

Sustituyendo la expansion en |C.38 y se tiene

Za =" [ dn(@jexp {; [ dmdn (i) [ () ] } (o)

a(m)

Aplicamos la transformacién a(r) — (a(7) + ao)/V'N v a* (1) — (a*(7) + af)/v/N.

Para hacer més facil la integral funcional dado por [C.33 consideramos

&(r) = a(@’(r) +&a(r)),
& () = a(a(r) + &a*(1)) (C.41)

a estéd definido por a? = (€2 — 1)~1. Aplicando esta transformacién a
Z4 = A(N) / [dnlc]] exp{N®; (&, &)}, (C.42)
La funcién ®; esta dado por

8
Dy, ) = a2/0 dr (6(1) — £¢5(1)) (0r — w) (&* — €&(7)) + tr Ln (1 - a_QL*_lé*L_lé> :
(C.43)

Los puntos méaximos corresponden a ¢ = ¢y = a(l + £)ag, el punto af = ag
corresponde al maximo de la funcién Re(®(a*,a)). Usando esta expansién en
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para ®;(c*, ¢) y sustituyendo en se tiene:

Z 4 = eVola5,00) /dn[c]exp {; /OB drydre (& (1), é(m1)) Mo ( i((;j)) ) } . (C.44)

usamos la identidad ®;(cf, c) = P(ag, ap) y la matriz Mg estd definida

52 (¢*,¢) 52 (é*,¢)
= (ST S ). s
sé(m1)de* (m2) 9¢(11)0¢(T2)

La Ec. es, de hecho, el propagador, el que nos permitira explorar el comporta-
miento de las excitaciones por encima de los modos de amplitud y de fase. Resulta
apropiado emplear la transformacién de Fourier para los campos ¢(7) mediante la
integral funcional Al considerar las condiciones peridédicas de los campos bo-
sénicos a(7) y se infiere que tanto ¢(7) como &(7) cumplen con condiciones
periddicas ¢(f8) = ¢(0) y ¢(8) = ¢*(0). La representacién de Fourier se expone a

continuacion:

Soe(f)e T, (C.46)

Donde f representa la frecuencia y toma los valores 27n/3, con n como niimeros
enteros. Estos valores constituyen las frecuencias de Matsubara asociadas a campos
bosénicos. Al sustituir la expresion en la ecuacién [C.44] obtenemos:

2y = ) [ ayfe] exp {; S (@ (1), 2072)) (1, ) ( o ) (a7
J1.52 2
con 82®(fy, f2)
O(fr, fo) = ( 5zq’11(f1,f2) 5z¢12(f17f2) ) _ (C.48)
0°Po1(f1, f2) 0°Pa(f1, f2)
Cada componente de la matriz satisface
82011 (f1, f2) = / drdme zflTl(Me_ifQTQ,
5 P1s(f1, fo) = / dridrye”hm 5ij$—i§§;’(2)e%fz,
820y (f1, fo) = / d71d72e’f1T1Meif2”,
5o (f1, fo) = / drydr e%fmmeifm. (C.49)
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Al evaluar la integral de Fourier en la integral funcional descrita por el dife-
rencial dnc] adopta la forma []; dc*(f)dc!. Mediante la utilizacion de la expresion
®;(c*, ¢) proporcionada en , procedemos a calcular la matriz §2®(fy, fo) cuyas
componentes se encuentran en [C.49l El desarrollo detallado de estos cdlculos es el

siguiente:

52@11(f17f2) = 52(1)12(f1, fz) = dfl,*fQR(fl)a
52 Po1(fr, f2) = 0*®oa(f1, f2) = di, 1, S (1), (C.50)

Con dy, y, siendo la delta de Kronecker y las funciones R(f) y S(f) estan dadas por

(wia —wo) a”? tanh Bwoa
2won (2 + wia) 2
—2 2 2 -2
. Wy Bwoa 9 9\ o woa +wpa (&%A)
= 1-— h — 1 h .
S(f)=if ( oA tan ( 5 )) woY ( +& )a + 2u00n (2 + 20 tan 5
(C.51)

R(f) = 2wéa? —

)

La expresion para wya esta dada por Sustituyendo |[C.50 en la integral funcio-
nal [C.47 obtenemos

Za= ) [dnlclexp 3 S(F)e(F)e () + 3RO 1) + & (NE ()]
f
(C.52)
Desarrollando la integral funcional gaussiana
. A2
2, — N¥(aga0) 27i 11 (2m1) (C.53)

$2(0) — R2(0) je1 S(NS(=f) = R*(f)

Para determinar el comportamiento asintético de Z/Z; a medida que N — oo,
evaluamos la expresién [[dn(a)]e®s° en Al emplear la accién bosénica libre
dada en obtenemos:

211
/ [dp(a)]eS0 = 1;[ P (C.54)

Sustituyendo [C.53]y [C.54 en [C.32}

2 _  No(aga0) (C.55)

La funcién Hy es:

(C.56)
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Utilizando y sustituyendo en

_ 721 = §)>wp nh2 (5WOA>
M= g rraye ™\ 2 )

29%(1 — &)wof? — 2 (1 + €)(w§ + wia)w tanh <BWOA>
woa (f2 + wia) (f? + w?) 2 )

(C.57)

La expresion dada por con H(f) estd dado por nos da una expresion
valida para el cociente Z/Z; en la fase normal y la fase superradiante en el limite

de Dicke a temperatura finita.

C.3. Fase Normal 3 < (.

En la fase normal, que corresponde a 5 < f3., a partir de ((C.36), se obtiene ay =
ay = 0 (dado que el valor esperado de los operadores bosénicos que representan las

excitaciones foténicas promedian cero). Por consiguiente, woa = wp. Sustituyendo

(C.55) y (C.56)):

A 1 1
i C.58
Zo  \JH;(0) qu Hi(f)’ (G.58)
donde:
- 72(1 - &%)? Buwao
w0 =14 o o (5)
292(1 = £2)*f* = 29°(1 + £)wwp Bwo

Haciendo la continuidad analitica if — E en H(f) resolvemos H;(—iE) = 0, lo
cual corresponde a las ecuaciones de espectro colectivas. Resolviendo tenemos:
Pwo

2E2 = (U2 —I— W(Q) —I— 2’)/2(1 — €2> tanh <2>

iJ (w? —wd)? + 4 (72(% + w)? — 262 (w — wp)? tanh (62“0» (C.60)

Y(w + wo)? + 7€ (wo — w)?
(1 +§) '
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A partir de conseguimos un espectro continuo. El primer caso es en el limite

de Tavis-Cummings

2F =w+wy* \J (w—wp)? + 4v?% tanh <B;UO>, (C.62)
El segundo corresponde al limite de Dicke
2F? = w? + wi & J (w? — wd)? + 16~2wwy tanh (@) (C.63)

Al considerar § — oo, recuperamos la expresién del capitulo de campo medio em-
pleando la aproximacién de Holstein-Primakoff 4] Ec. [4.14]

C.4. Fase Superradiante 3 > (3,

Caso Limite Dicke

En la fase superradiante (5 > f3.), al considerar el caso limite de Dicke (¢ = 1), se
observan dos puntos maximos. Ambos méaximos contribuyen a la funcién de parti-
cién, lo que implica que en Z/Z,, como se indica en la ecuacién se multiplica
por un factor de 2. En este escenario, donde ag # 0, se infiere que 25 # €). La

expresién para Z/Z es la siguiente

£ = 2¢N¢ ! L ,
ZO H[[(O) f>1 HII(f)

(C.64)

donde el factor ¢, esta definidio por:

¢ = _M +1In (COSh(BWM)) ) (C.65)

4(1+¢)?

La funcién Hp(f) tiene la forma:

1
(f? +wia) (f? +w?)

lf4 + <w2 + wia QWMW()) f*  (C.66)
48

+WW2(W§A - W(Q))] ;

Hy(f) =

y f=0en se tiene la expresion para H;(0) de tal forma que

AN2E (W2 e — w2
Hy(0) = 772(51%2)%?2)' (C.67)

111



Haciendo analitico (if — FE) en H(f) dado por resolvemos la ecuacién
Hi(—iFE) = 0. El conjunto de soluciones E son el espectro colectivo en la fase

superradiante para el limite de Dicke. Por lo tanto, resolviendo

(1 -¢)
2F° = w? +w0A—|—2 I E) wwy (C.68)
2 2 ( _52) 2_ 26 2 _wz
j:J (w + w§ po s TR w) 16———— NIy w(wia — i), (C.69)

siendo £ = 1, el espectro colectivo de energias toma la forma particular

2B = w? + wly £ /(W2 — wia)? + . (C.70)

Considerando  — oo o temperatura cero conseguimos

4 4\ 2
0F? = w? + 16 + | (w2 — 16 | +w?w?. (C.71)
w? w? 0

Se recupera la expresion obtenida en el capitulo de campo medio empleando la
aproximacién de Holstein-Primakoff [4l Ec. [4.31]

C.4.1. Caso Limite Tavis-Cummings

Estudiaremos el caso TC en la fase superradiante. Aqui la expresién Z/Z, se consi-

dera en £ = 0. Usando y
Z4 = A(N) / [dip(a)]eN e (@) (C.72)
La funcién @, (a*, a), se define como:
o, (2%, a) / dri(r)(9, —w)a(r) + trln (1 — L;'aL™'a"). (C.73)

De acuerdo con podemos ver la funcién @, (a*, a) es invariante ante la trans-
formacion a(7) — e¢?a(7) y a*(1) — e ?a*(7), donde € es un factor arbitrario de
7. Esta invarianza es responsable de la emergencia del modo de fase en el sistema.
Para desarrollar la integral funcional dado por separamos la funcién a(7) de la

siguiente forma:

+d/(7), (C.74)
(1) = a: +a™ (7). (C.75)

Donde a, es una funcién constante, los campos a'(7) y a’*(7) satisface las condiciones

de frontera ’(0) = () = 0y a™(0) = a™*(f) = 0. Usando la representaciéon
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a. = pe'® y ai = pe~™ en la funcional integral dado por N y después de
aplicar la transformacion a'(7) — €%d/(1) y a™*(7) — e~*%a’*(7) se tiene

Za = 2miA(N) / T / ()N P ) (C.76)
0

La funcién @4 (p,a”*, a’) est’a dada por:

B (p,a",0) = [ dr(p+d(7))(0, ~ w)(p + (7)) ()
trln (1= LN (0 + @)L (p+a"™)) - (C.78)

La integral funcional en |C.76| la variable de integracién es p?. Utilizamos el método
de paso descendente para analizar N — oo, encontramos un punto estacionario con

respecto a p® [48]. El punto estacionario satisface 6®,;/6(p?)| _ cona™ = d'(1) = 0.

p=p0
El valor de py es el mismo como en ay en Considerando los primeros dos
términos en la integral funcional en provenientes de la expansién @, (p,a™*, a’)
alrededor del punto ag y a*(7) = /(1) = 0 dando el maximo para Re® (p, a’™*, d’).

Esta expansion esta dada por:

By (50", ) = ©ya(90,0,0) + 2 0 (.79)
! ! 20(P%)?| 5y are—ar—0
p=po,a’*=a

1 (8 R a™(r
‘f‘*/ dTldTQ [(l (7’1) a'(ﬁ)] Mcbgl A/( 2) (080)

2Jo a'(72)

Aquif la matriz Mg, estd dada por:
62<I>91 52‘1)91
( 2 in) oy Pa(r) ) . (C.81)
6&’(7’1)5@/* (TQ) (5@’(7‘1)(5&'(7’2)

Usando esta expresion por la funcional integral dada por tenemos que:

00 16%P
Zp= QWimeN%l/ dyexp { = g1 2 C.82
A N Yyexp 2 5(p2)?2 ﬁzpo,a'*:a/:()y ( )
1 /8 ) ) &/*(7—2)
+ / ldn(a)]exp { = / drydry(a”, &) M, . (C.83)
2 Jo a' ()

La expresion ®,; corresponde a la expresién de ¢ en . El factor de v N en
proviene de p?> — p?/v/ N para N — co. Presentaremos a'(7) y a/(7) en series de
Fourier el cual no posee el modo cero. Desarrollando la integral funcional en [C.79]

tenemos que:

Z 1 1
= = VNN ] -, C.84
Zo Ao fl;[l Hir(f) (C84)
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¢y Hyr son de y y Ap esta dado por

Bwoa

Y
= 1-— .
wom/ﬂﬁw\/ sinh Swoa

Haciendo la continuacion analitica if — FE en Hj(w) dado por el espacio

colectivo se obtiene de resolver Hy;(—iFE) = 0 y el espectro de energias es:

Ao

(C.85)

Ei=0 (C.86)
donde |C.86] corresponde al modo de fase, por ultimo
E2 = w? + wia + 2wwy. (C.87)

Se recupera la expresion obtenida en el capitulo de campo medio empleando la
aproximacién de Holstein-Primakoff [4l Ec. [4.31]
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