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Resumen

La presente tesis se centra en el estudio de un modelo de Dicke que incorpora aniso-
tropía e interacciones materiales. Se analizan las transiciones de fase superradiantes
y los modos de excitación colectiva emergentes, como los modos de fase y amplitud.

En primer lugar, se revisa el modelo de Dicke estándar y se introduce de manera
breve la teoría cuántica de campos, proporcionando las herramientas para investigar
las transiciones de fase superradiantes y la aparición de los modos de fase y amplitud
en el sistema.

En segundo lugar, para determinar las transiciones de fase superradiantes al in-
cluir anisotropía e interacciones materiales, se emplea la aproximación de estados
coherentes, cuyos resultados han sido publicados en R. Herrera Romero, M. A.
Bastarrachea-Magnani y R. Linares,“Critical Phenomena in Light–Matter Systems
with Collective Matter Interactions”, Entropy 24 (2022) [1]. Además, se utiliza la
aproximación de Holstein-Primako� para caracterizar los modos de fase y amplitud
y analizar su evolución bajo las mismas condiciones, como se presenta en R. He-
rrera Romero y M. A. Bastarrachea-Magnani, “Phase and Amplitude Modes in the
Anisotropic Dicke Model with Matter Interactions” Entropy 26 (2024) [2].

Este trabajo ofrece una comprensión más profunda de cómo las interacciones ma-
teriales afectan las propiedades críticas del modelo de Dicke y la naturaleza de los
modos colectivos emergentes. Contribuye al entendimiento teórico del modelo de
Dicke anisotrópico con interacciones materiales y abre nuevas perspectivas para in-
vestigaciones futuras en este campo.
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Capítulo 1

Introducción

Las simetrías revelan patrones y regularidades que son esenciales para describir
sistemas físicos. Ante la presencia de una perturbación externa, se puede producir
un rompimiento espontáneo de simetría, lo que implica que el sistema adopta un
estado que no conserva toda la simetría inicial, aunque la simetría del sistema en su
conjunto siga presente.

El modelo de Dicke describe la interacción entre la luz y la materia y da lugar a
la aparición de transiciones de fase cuánticas. Estas transiciones generan un rompi-
miento espontáneo de simetría al estado base. El cambio de simetría del estado base
permite la emergencia de modos colectivos como los modos de fase y de amplitud.

En este trabajo, se emplean aproximaciones semiclasicas basadas en estados cohe-
rentes y el formalismo de Holstein-Primako� para analizar el comportamiento de las
transiciones de fase en el modelo de Dicke, considerando la anisotropía e interaccio-
nes materiales. Se mostrará que dichas interacciones afectan las transiciones de fase
cuánticas, influyendo en la simetría del estado base y, por tanto, en el comporta-
miento de los modos colectivos de fase y amplitud.

En el Capítulo 1, se revisa el modelo de Dicke, presentando el concepto de transición
de fase cuántica y las simetrías asociadas al rompimiento espontáneo, así como las
densidades de estado, las transiciones de fase cuánticas de estados excitados y los
modos colectivos de fase y amplitud.

En el Capítulo 2, se revisa el formalismo de la teoría cuántica de campos para
sistemas de muchos cuerpos, con el objetivo de justificar la aproximación semiclasica
basada en estados coherentes y el formalismo de Holstein-Primako�. Este formalismo
proporciona una perspectiva alternativa para identificar los modos de fase y amplitud
a través del uso de la integral de trayectoria (véase el Apéndice C).

En el Capítulo 3, se investigan las transiciones de fase cuánticas (Quantum Phase
Transition, QPT) en el modelo de Dicke, considerando la anisotropía y las inter-
acciones materiales mediante la aproximación semiclasica de estados coherentes. Se
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presentan diagramas de fase, superficies de energía de las transiciones de fase y den-
sidades de estado y las transiciones de fase cuántica de estados excitados (Excited
States Quantum Phase Transition, ESQPT), los cuales dependen de la anisotropía
y de las interacciones materiales.

En el Capítulo 4, se analizan los modos colectivos de fase y amplitud en el modelo
de Dicke anisotrópico con interacciones materiales, utilizando la aproximación de
Holstein-Primako�.

Finalmente, se exponen las conclusiones del trabajo.

En el Apéndice A se muestran propiedades de los estados coherentes.

En el Apéndice B, se ofrecen detalles adicionales sobre el análisis de las superficies
de energía y la determinación de sus puntos fijos utilizando el Hessiano, como se
aborda en el Capítulo 3.

En el Apéndice C, se presenta un enfoque alternativo mediante el uso de la inte-
gral de trayectoria para identificar los modos de fase y amplitud en el modelo de
Dicke anisotrópico, recuperando el espectro de energía de los modos colectivos sin
interacciones expuesto en el Capítulo 4.

1.1. Simetría y Rompimiento Espontáneo de Si-
metría

Las simetrías son fundamentales para comprender las propiedades de los sistemas
físicos. Se han utilizado desde las ecuaciones de movimiento en la mecánica clásica [3]
hasta los estados cuánticos en la mecánica cuántica [4].

Se dice que un objeto posee simetría cuando se mantiene idéntico desde diferentes
perspectivas. Por ejemplo, una esfera tiene simetría rotacional, ya que si rotamos la
esfera, su descripción geométrica no cambia en el espacio [4, 5].

En mecánica cuántica, la noción de simetría en uno o varios estados cuánticos no
difiere mucho del ejemplo de la esfera. Se menciona que un estado |ÂÍ es simétrico
si al aplicar una transformación unitaria Û el estado transformado es igual al estado
original [4]:

|ÂÍ = Û |ÂÍ. (1.1)

Por otro lado, un operador Â se considera invariante bajo una transformación uni-
taria Û , si Û

†
ÂÛ = Â. En otras palabras, esto se puede expresar como [Û , Â] = 0.

Por lo tanto, si un Hamiltoniano Ĥ es invariante bajo una transformación unitaria
Û , se puede afirmar que Û representa la simetría asociada a dicho Hamiltoniano. [4].

Ampliando esta idea, si un Hamiltoniano simétrico Ĥ tiene un estado propio |ÂÍ con
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un valor propio EÂ, entonces la transformación del estado Û |ÂÍ también constituye
un estado propio de Ĥ con el mismo valor propio:

Ĥ(Û |ÂÍ) = ÛĤ|ÂÍ = ÛEÂ|ÂÍ = EÂ(Û |ÂÍ). (1.2)

En efecto, si consideramos una transformación unitaria temporal Û(t) para un ope-
rador Hermitiano Q̂ (el cual es Hermitiano si cumple la condición Q̂

† = Q̂), y si
se verifica que [Q̂, Û(t)] = 0, entonces Q̂ representa una cantidad conservada. Esto
implica que los eigenestados de Q̂ permanecen iguales bajo la evolución temporal.

Una vez establecidas las condiciones que deben cumplir los sistemas cuánticos para
exhibir simetrías, procederemos a analizar dos tipos específicos de simetrías que
serán abordadas en esta tesis.

El primer tipo de simetría es la simetría U(1), que se caracteriza como una transfor-
mación de fase global, afectando a las variables del sistema de manera general. Una
transformación de fase se define como Â æ e

i◊
Â, donde ◊ representa el ángulo de

fase. Esta simetría también está relacionada con la invariancia en las rotaciones, ya
que tanto las transformaciones de fase como las rotaciones preservan la estructura
del sistema, manteniendo las propiedades físicas invariantes bajo dichas transforma-
ciones.

El segundo tipo de simetría es la simetría de paridad, que se refiere a la invariancia
bajo reflexiones espaciales. Una transformación de paridad implica cambiar las coor-
denadas espaciales de un sistema, como en el caso de x æ ≠x. Si un sistema físico
conserva la simetría de paridad, sus propiedades físicas permanecen inalteradas bajo
reflexiones espaciales.

Un sistema físico que es invariante bajo una transformación unitaria suele contener
un estado de equilibrio. En el contexto de la mecánica cuántica, esto se traduce en la
existencia de un estado base único o, alternativamente, en un conjunto degenerado
de estados base. Por ello, es fundamental introducir el concepto de rompimien-
to espontáneo de simetría, que explica cómo los sistemas físicos pueden alcanzar
configuraciones que, aunque simétricas, no corresponden necesariamente a estados
invariantes.

La ruptura espontánea de simetría se produce como resultado de perturbaciones
externas, lo que lleva a que un sistema seleccione un estado estable particular entre
múltiples configuraciones que también presentan simetría. La singularidad de este
fenómeno radica en la forma en que un estado puede cambiar cualitativamente en
respuesta a una perturbación muy débil [5].

Si un estado |ÂÍ no es invariante bajo una transformación Û , se considera que ha roto
espontáneamente la simetría [5]. Es relevante señalar que, aunque |ÂÍ y Û |ÂÍ son
estados distintos, ambos comparten la misma energía, dado que el Hamiltoniano es
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simétrico bajo la transformación Û . Esto implica que existe un conjunto de estados
que experimentan una ruptura espontánea de simetría al aplicar la transformación
unitaria, manteniendo así la misma energía [5].

Los estados que presentan ruptura espontánea de simetría son aquellos que corres-
ponden a un operador que no conmuta con el Hamiltoniano del sistema. Como
resultado, no son considerados estados propios del Hamiltoniano. Sin embargo, al
analizar estos estados en el límite termodinámico, podemos tratarlos como si fueran
propios del sistema.

Para un sistema compuesto por N partículas en un volumen V , se considera el límite
termodinámico en el que N æ Œ y V æ Œ, manteniendo constante la relación
N/V . En este contexto, los estados que exhiben ruptura espontánea de simetría se
vuelven ortogonales entre sí y se degeneran con los estados propios simétricos del
Hamiltoniano. Así, en este límite, los estados que presentan ruptura espontánea de
simetría pueden ser considerados como estados propios del operador Ĥ [6, 7].

Algunos sistemas físicos pueden experimentar transiciones de fase como resultado de
una perturbación externa, lo que a su vez puede llevar a un rompimiento espontáneo
de simetría. Estas transiciones se caracterizan mediante un parámetro de orden que
varía en función de un parámetro de control, lo cual permite identificar y distinguir
entre las distintas fases que presenta el sistema.

Para ilustrar este concepto, consideremos un sistema descrito por un parámetro
de orden, representado por un escalar complejo – = –1 + i–2 = |–|e

i„, donde |–|

corresponde a la amplitud y „ a la fase. Introducimos un potencial efectivo V (–) =
r|–|

2 +g|–|
4, con r y g como coeficientes reales [8-10], como se muestra en la Fig. 1.1.

a) b)

Figura 1.1: a) Cuando r > 0 y g > 0, el potencial toma la forma de un pozo esférico.
b) En cambio, si r < 0, el potencial experimenta una ruptura espontánea de simetría,
adoptando la forma característica de un sombrero mexicano. Tomado de Ref. [10].

Si r > 0 y g > 0, el potencial adopta la forma de un pozo esférico, cuyo mínimo
de energía se encuentra en – = 0; véase la Fig. 1.1 (a). En cambio, cuando r < 0,
el sistema experimenta una ruptura espontánea de simetría, y el potencial toma la
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forma de un sombrero mexicano, lo que da lugar a un número infinito de mínimos
de energía dispuestos a lo largo de un círculo de radio |–| > 0; véase la Fig. 1.1 (b).
Ambos potenciales poseen simetría U(1); sin embargo, el rompimiento espontáneo
de simetría se manifiesta en la transición de un único mínimo en – = 0 a un conjunto
continuo de mínimos con |–| > 0.

1.1.1. Modos de Amplitud y Fase

El potencial de la Fig. 1.1 modela la energía del sistema en función del parámetro
de orden –. Sin embargo, además del comportamiento descrito por el potencial, el
parámetro de orden – puede experimentar fluctuaciones, que se clasifican en dos
tipos: fluctuaciones de amplitud y fluctuaciones de fase.

Fluctuaciones de amplitud: Estas fluctuaciones se refieren a variaciones en la
magnitud de la amplitud de |–|. Cuando el potencial adopta la forma de un
sombrero mexicano, las fluctuaciones de amplitud se manifiestan como des-
viaciones radiales ubicados en el mínimo del potencial. Estas fluctuaciones
requieren una energía de excitación finita.

Fluctuaciones de fase: Las fluctuaciones de fase implican cambios en el ángulo
„ del parámetro de orden, manteniendo constante su magnitud |–|. Cuando
el potencial adopta la forma de un sombrero mexicano, las fluctuaciones de
fase corresponden a cambios en la orientación angular ubicados en el mínimo
del potencial. Estas fluctuaciones no requieren energía de excitación, ya que
al desplazarse en la dirección de la fase, no enfrentan barreras energéticas.

Al considerar un sistema físico gobernado por el potencial de la Fig. 1.1, este puede
exhibir comportamientos específicos debido a las fluctuaciones de fase y amplitud.
Estos comportamientos caracterizan las excitaciones propias del sistema, a las cuales
nos referiremos como modos de fase y modos de amplitud.

Por último, se presentan los estudios realizados en los últimos años sobre los modos
de fase y amplitud. Los modos de amplitud han sido propuestos teóricamente en
una variedad de sistemas físicos, como superconductores [11], átomos fríos [12], redes
periódicas [13] y sistemas antiferromagnéticos [14]. Experimentalmente, su existencia
ha sido confirmada en diferentes contextos, por ejemplo, en superconductores [15,
16], gases cuánticos supersólidos [10] y estructuras cristalinas [17, 18]. Por otro lado,
los modos de fase han sido estudiados en sistemas superfluidos [19-22], durante
transiciones de fase ferromagnéticas [23], en el modelo de Heisenberg-spin [23-25],
en condensados de espinores de Bose-Einstein [21, 26-28], y en el análisis de cristales
bidimensionales [29]. Además, han sido objeto de estudio en el ámbito de la física
de partículas, particularmente en el mecanismo de Higgs [9, 30-33].
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1.2. Modelo de Dicke

El modelo de Dicke fue propuesto por Robert H. Dicke en 1954 [34]. Describe un
sistema compuesto por N átomos, cada uno aproximado como un sistema de dos
niveles (qubits), que interactúan con un único modo de radiación electromagnética
dentro de una cavidad óptica [34]. Este modelo es de gran interés, ya que exhibe
transiciones de fase superradiantes. En estas transiciones, los átomos interactúan de
manera coherente con el campo de radiación electromagnética, lo que da lugar a un
valor esperado distinto de cero para el número de fotones en el sistema cuando el
acoplamiento entre la luz y la materia supera un valor crítico [35]. Este fenómeno
se ilustra en la Fig. 1.2.

Figura 1.2: Ilustración del modelo de Dicke. (a) Un conjunto de N átomos de dos
niveles interactúa con un modo de radiación en una cavidad óptica. Para que la in-
teracción luz-materia sea coherente y colectiva, se requiere una longitud de onda lo
suficientemente grande. (b) Al superar el valor crítico del acoplamiento luz-materia,
el sistema entra en la fase superradiante, caracterizada por el comportamiento co-
lectivo de los átomos. Tomado de Ref. [36].

1.2.1. Hamiltoniano de Dicke Estándar

Presentamos el Hamiltoniano de Dicke estándar:

ĤD = Êâ
†
â + Ê0Ĵz + “

Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + (âĴ≠ + â

†
Ĵ+)

È
. (1.3)

El primer término, Êâ
†
â + Ê0Ĵz, representa la energía del sistema en ausencia de

interacción, correspondiente tanto al campo electromagnético como a los átomos.
Aquí, Ê es la frecuencia del modo de radiación electromagnética, â

†
, â es el operador

de número fótonico, Ê0 es la frecuencia característica de los átomos y Ĵz representa
la diferencia entre el número de átomos en el estado base y estado excitado.

El segundo término, “Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + (âĴ≠ + â

†
Ĵ+)

È
, describe la interacción en-

tre el campo electromagnético y el colectivo de átomos. Aquí, “ representa el aco-
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plamiento luz-materia y N es el número de partículas. Los términos âĴ+ y â
†
Ĵ≠

mantienen el número de excitaciones constante: âĴ+ excita el colectivo atómico al
emitir un fotón, mientras que â

†
Ĵ≠ desexcita el colectivo atómico al absorber un

fotón. Estos términos son conocidos como rotantes. En contraste, los términos âĴ≠

y â
†
Ĵ+ no conservan el número de excitaciones: âĴ≠ desexcita el colectivo atómico

al emitir un fotón, y â
†
Ĵ+ lo excita al absorber uno. Estos últimos se denominan

términos no contrarrotantes [37-39].

Los operadores Ĵz y Ĵ± se conocen como los operadores de pseudoespín colectivos.
Se les denomina de esta forma debido a la coherencia colectiva de los átomos bajo
la aproximación de onda larga (véase la Fig. 1.2), es decir, el sistema se trata como
un conjunto de N átomos que actúan de manera coherente, en lugar de analizar el
comportamiento individual de cada átomo [40]. Esto permite describir el sistema de
la siguiente forma:

Ĵ± =
Nÿ

i=1
Ĵ

i
± y Ĵz =

Nÿ

i=1
Ĵ

i
z. (1.4)

Estos operadores obedecen el álgebra SU(2), la cual describe átomos con espín 1/2.
Esto implica que satisfacen las siguientes relaciones: Ĵ± = Ĵx ± iĴy, lo que a su
vez resulta en [Ĵ+, Ĵ≠] = 2Ĵz y [Ĵz, Ĵ±] = ±Ĵ± [41]. Dado que los operadores Ĵ

i
±

describen átomos en la aproximación de dos niveles, estos pueden representarse con
estados correspondientes a la base y el estado excitado:

Ĵ
i
≠ = |giÍÈei|, Ĵ

i
+ = |eiÍÈgi| y Ĵ

i
z = 1

2 (|eiÍÈei| ≠ |giÍÈgi|) , (1.5)

donde |giÍ y |eiÍ representan los estados base y excitado, respectivamente, de cada
átomo i. Además, se considera que existen 2J + 1 posibles estados de espín, y las
combinaciones de estos estados, tanto excitados (e) como base (g), son 2N (esto se
debe a que los N átomos se pueden describir mediante estados de espín J/2, J/2 ≠

1, J/2 ≠ 2, . . .). Finalmente, cabe destacar que los eigenvalores del modelo de Dicke
se expresan en la base {|nÍ ¢ |j, mÍ}, donde â

†
â|nÍ = n|nÍ, Ĵz|j, mÍ = m|j, mÍ, y

J2 = Ĵ
2
x + Ĵ

2
y + Ĵ

2
z , cuyo eigenvalor es j(j + 1) con j = N/2 [42].

1.2.2. Hamiltoniano de Tavis-Cummings

Después de introducir el Hamiltoniano de Dicke estándar, ahora discutiremos un
Hamiltoniano simplificado que excluye los términos no contrarrotantes, conocido
como el Hamiltoniano de Tavis-Cummings (TC):

ĤTC = Êâ
†
â + Ê0Ĵz + “

Ô
N

(âĴ+ + â
†
Ĵ≠). (1.6)
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El Hamiltoniano de Tavis-Cummings fue propuesto por Jaynes y Cummings en la
década de 1960 [43]. Este enfoque surge al promediar en el tiempo las oscilaciones
de los términos de interacción, un procedimiento conocido como la aproximación de
onda rotante (Rotating Wave Aproximation, RWA). Como resultado, se obtiene un
Hamiltoniano que conserva únicamente los términos rotantes. La aplicación de la
RWA está justificada en ciertos regímenes, especialmente en condiciones de resonan-
cia (Ê0 ¥ Ê) y acoplamientos débiles (“ π Ê0, Ê). Este modelo ha sido ampliamente
utilizado para describir experimentos en cavidades ópticas [44-47].

1.2.3. Hamiltoniano de Dicke Anisotrópico

Al modular los términos no contrarotantes del Hamiltoniano de Dicke estándar
Ec. 1.3, denominaremos a este modelo el Hamiltoniano de Dicke anisotrópico [48-51].
En este contexto, › es un parámetro adimensional que controla la modulación de
los términos contrarotantes, y toma valores en el rango › œ [0, 1]. Cuando › = 1, se
recupera el Hamiltoniano de Dicke estándar Ec. 1.3, mientras que › = 0 nos lleva
al Hamiltoniano de Tavis-Cummings Ec. 1.6. Se presenta el Hamiltoniano de Dicke
anisotrópico:

ĤA = Êâ
†
â + Ê0Ĵz + “

Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + ›(âĴ≠ + â

†
Ĵ+)

È
. (1.7)

Dado que el modelo de Dicke anisotrópico integra la información del modelo de Dicke
estándar y del modelo de Tavis-Cummings, identificaremos los tipos de simetría que
emergen del Hamiltoniano Ec. 1.7 en función del valor de ›.

Para ello, definimos dos operadores: el primero es el operador de número N̂ , que se
representa como:

N̂ = â
†
â +

Nÿ

i=1
Ĵ

i
z, (1.8)

y el segundo es el operador de paridad �̂:

�̂ = e
ifiN̂

. (1.9)

Recordemos que las simetrías son fundamentales para identificar las cantidades con-
servadas en un sistema. El Hamiltoniano de Tavis-Cummings Ec. 1.6 es simétrico
bajo el operador N̂ , dado que se cumple la relación [ĤTC, N̂ ] = 0. Esta simetría
implica la conservación del número de excitaciones y establece una simetría U(1) ya
que e

i◊N̂
ĤTCe

≠i◊N̂ = ĤTC para cualquier dirección de ◊. Por lo tanto, la evolución de
un estado |nÍ ¢ |jmÍ a otro estado |n

Õ
Í ¢ |jm

Õ
Í preserva la suma de las excitaciones,

es decir, n + m = n
Õ + m

Õ.
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Por otro lado, el Hamiltoniano de Dicke estándar Ec. 1.3 es simétrico bajo el operador
de paridad �̂, ya que [ĤD, �̂] = 0 y e

ifiN̂
ĤDe

≠ifiN̂ = ĤD . Esta relación indica la
presencia de una simetría de paridad en el sistema, lo que implica que la evolución
de un estado |nÍ ¢ |jmÍ a otro estado |n

Õ
Í ¢ |jm

Õ
Í conserva la paridad de las sumas

n + m y n
Õ + m

Õ. Así, estas sumas pueden ser pares o impares [38].

Modelo Términos Contrarotantes Simetría
Tavis-Cummings › = 0 No U(1)
Dicke estándar › = 1 Si P

Tabla 1.1: Tomado de [52]

1.2.4. Hamiltoniano de Dicke Anisotrópico con Interaccio-
nes Materiales

Finalmente, se presenta el Hamiltoniano de Dicke anisotrópico, que incluye las in-
teracciones atómicas y que será el objeto de estudio de este trabajo:

ĤI = Êâ
†
â + Ê0Ĵz + “

Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + ›(âĴ≠ + â

†
Ĵ+)

È
+ 1

N

1
÷xĴ

2
x + ÷yĴ

2
y + ÷zĴ

2
z

2
.

(1.10)

Los parámetros ÷x, ÷y y ÷z representan la fuerza de interacción colectiva entre
los átomos, a la que denominaremos interacciones materiales. Estas interacciones
varían espacialmente según r

≠3
ij , donde rij es la distancia entre el átomo i-ésimo y

el j-ésimo [53]. El estudio de este tipo de sistemas permite explorar diversar áreas,
como sistemas de estado sólido [54, 55], resonancias de Feshbach [56], acoplamientos
dipolares [57, 58] e interacciones en qubits superconductores [59-61]. En particular,
se han realizado investigaciones sobre el modelo de Dicke estándar, centrándose en
la interacción ÷z [62].

El modelo de Dicke también ha sido una herramienta fundamental para estudiar la
construcción de interacciones materiales en diferentes contextos. Estudios previos
han analizado sistemas atómicos con interacciones dipolares [57], desplazamientos
debidos al efecto Stark en arreglos optomecánicos [63, 64], así como fenómenos de
caos cuántico [62, 65]. Estos trabajos han ampliado la comprensión de cómo las in-
teracciones colectivas pueden influir en la dinámica de sistemas cuánticos complejos.

1.2.5. Transiciones de Fase Superradiante

Hemos mencionado que el modelo de Dicke presenta transiciones de fase cuánticas.
Para entender este concepto, primero exploraremos el de transiciones de fase en
general. Pensemos en una transición de fase térmica, en la cual un sistema experi-
menta cambios abruptos en sus propiedades macroscópicas al variar alguna de sus
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variables termodinámicas, como la temperatura T [66]. Este cambio súbito en el
comportamiento del sistema indica que ha atravesado una transición de fase.

Existen dos tipos principales de transiciones de fase térmicas. El primer tipo son
las transiciones de fase de primer orden o discontinuas, en las que dos o más fases
pueden coexistir en la línea de transición. Estas transiciones se caracterizan por la
aparición de discontinuidades en la primera derivada de la energía libre. Ejemplos
de estas transiciones incluyen la fusión y la ebullición, donde el sistema experimenta
un cambio abrupto entre dos estados distintos.

El segundo tipo son las transiciones de fase de segundo orden o continuas, donde las
diferencias entre las fases desaparecen de manera gradual a medida que el sistema se
aproxima al punto crítico. Las transiciones de fase de segundo orden son continuas
en la primera derivada, lo que significa que el parámetro de orden (que es la primera
derivada de la energía libre con respecto al campo externo) es continuo a lo largo
de la transición. Sin embargo, exhiben discontinuidades en una segunda derivada
de la energía libre. Un ejemplo de una transición de segundo orden es la super-
conductividad, donde un material puede cambiar de un estado normal a un estado
superconductor al alcanzar una temperatura crítica. En este estado, la resistividad
eléctrica del material se vuelve cero, y aunque no hay un cambio abrupto en las
propiedades termodinámicas, sí se observan cambios significativos en la capacidad
calorífica y otras propiedades a medida que se aproxima a la temperatura crítica.
Al alcanzar el punto crítico, el sistema se encuentra en una fase única y muestra
comportamientos críticos, como la divergencia de la longitud de correlación y la
compresibilidad [67].

Es importante destacar que las transiciones de fase térmicas se analizan en el límite
termodinámico N æ Œ, donde N es el número de partículas del sistema. Este límite
permite despreciar los efectos de las fluctuaciones y garantiza que las propiedades
de las fases y las transiciones sean bien definidas.

Al considerar T = 0, se pueden observar transiciones de fase que no son térmicas,
sino que se originan a partir de efectos cuánticos. Estas transiciones se conocen como
transiciones de fase cuánticas (Quantum Phase Transitions, QPT). En mecánica
estadística, es común analizar la competencia entre dos unidades energéticas [7]: la
unidad energética intrínseca del sistema EQ, como en el caso de los osciladores ~Ê,
y la unidad de energía térmica kBT .

A altas temperaturas, los efectos térmicos dominan el sistema cuántico, permitiendo
el acceso a todos los niveles energéticos, ya que la energía térmica supera a la energía
intrínseca. Sin embargo, a temperaturas suficientemente bajas, la energía del sistema
se vuelve considerablemente mayor que la energía térmica, lo que implica que no es
posible utilizar la energía térmica para excitar los niveles de energía. En T = 0, la
energía térmica es tan baja que el sistema cuántico se encuentra en su estado base
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y en los primeros estados excitados, sin energía térmica disponible para acceder a
niveles energéticos adicionales. Cuando ocurre una transición de fase a T = 0, esta
se debe a un cambio en las propiedades del estado base, impulsada por fluctuaciones
cuánticas responsables de la transición, y no por fluctuaciones térmicas.

El modelo de Dicke está asociado a transiciones de fase cuánticas, conocidas como
transiciones de fase superradiantes. En 1954, R. H Dicke fue el primero en observar la
superradiancia [34, 39]. Notó que, al describir la emisión de luz de átomos preparados
inicialmente en su estado excitado (en la aproximación de dos niveles), después de
un cierto tiempo, uno de los átomos experimentaba un decaimiento, emitiendo un
fotón. Este evento desencadena una reacción en cadena, donde los N átomos decaen
y emiten un total de N fotones.

Dicke descubrió que, si todos los átomos están atrapados dentro de una fracción de
longitud de onda (en la aproximación de onda larga), los fotones emitidos se vuelven
indistinguibles. En este contexto, los procesos de emisión interfieren constructiva-
mente, lo que resulta en un campo electromagnético cuya amplitud es proporcional
a N y cuya densidad de energía es proporcional a N

2 [68]. Por tanto, la fase su-
perradiante su población de fotones (n̄ = Èâ

†
âÍ/N ”= 0), mientras que en la fase

normal (n̄ = Èâ
†
âÍ/N = 0). Por esta razón, Dicke denominó a este fenómeno como

fase superradiante.

Es importante destacar que la superradiancia no había sido observada experimental-
mente hasta hace poco debido a las dificultades técnicas. Esta transición requiere un
acoplamiento fuerte entre los átomos y la cavidad, de tal manera que la interacción
luz-materia se asemeje a las frecuencias atómicas y de la cavidad. No obstante, se
han llevado a cabo experimentos que evidencian la transición de fase superradiante.
Una de las propuestas experimentales fue realizada por F. Dimer [69], quien diseñó
una configuración que combina el acoplamiento entre átomos y fotones inducidos
por una estimulación de emisión Raman.

La realización de tales experimentos no puede describirse utilizando un modelo de
Dicke en equilibrio, ya que es necesario considerar factores como el impulso y la disi-
pación. Por lo tanto, el acoplamiento entre átomos y fotones debe lograrse mediante
un bombeo externo y dependiente del tiempo. Esto permite establecer fuerzas de
acoplamiento efectivas entre la luz y la materia de manera arbitrariamente fuerte,
lo que facilita la transición.

A pesar de los desafíos experimentales, la superradiancia ha sido observada en diver-
sas plataformas, especialmente en el contexto de la información cuántica y en siste-
mas ajustables. Investigaciones previas han evidenciado la existencia de transiciones
de fase cuánticas de primer y segundo orden [57, 62, 70-73]. En diversos contextos se
ha encontrado en condensados de Bose-Einstein en redes ópticas [74-78], así como en
qubits superconductores [79-81] y en transiciones Raman en cavidades asistidas [69,
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82]. Además, se han derivado formalmente modelos de Dicke en estudios de átomos
ultrafríos en redes ópticas [83-85] y en qubits superconductores [59-61, 86]. También
se han propuesto efectos superradiantes en el ámbito de la física nuclear [87], la física
del estado sólido [88], materiales bidimensionales [89, 90] y puntos cuánticos [91].

1.2.6. Correspondencia Clásico - Cuántica

La transición de fase cuántica superradiante en el modelo de Dicke se puede analizar
utilizando técnicas semiclásicas. Este enfoque consiste en derivar un Hamiltoniano
efectivo que representa el límite clásico del Hamiltoniano original, empleando una
aproximación de estados coherentes. Este método nos permite identificar la energía
del estado base y localizar puntos fijos estables, inestables o silla en la superficie de
energía.

La utilización de una aproximación semiclásica implica aplicar una aproximación
de orden cero, que se basa en una función de onda variacional en la que se utiliza
el enfoque de campo medio [7]. Esta aproximación es viable al considerar el límite
clásico donde ~ æ 0, lo que implica que N æ Œ, siempre y cuando el producto ~N

se mantenga constante. Esto nos permite despreciar las fluctuaciones cuánticas al
considerar solo el estado medio del sistema, asumiendo que estas fluctuaciones son
pequeñas y, por lo tanto, despreciables. En este contexto, buscamos una solución
que minimice la energía del sistema, representando el estado más bajo de energía
posible.

Esta aproximación nos permite simplificar las interacciones entre los átomos al tratar
a todos los átomos como un único sistema promedio. Al calcular el valor esperado del
Hamiltoniano respecto a los estados coherentes (véase el Apéndice A), utilizamos
la superficie de energía semiclásica resultante en un espacio de parámetros para
identificar los puntos estables, inestables o puntos silla.

A partir de estos puntos estables, se puede identificar la transición de fase del sistema
al variar el parámetro que controla dichas transiciones, específicamente, el acopla-
miento luz-materia. La correspondencia semiclásica ha sido objeto de investigación
en diversas estudios, incluyendo [6, 62, 92-94].

Para proporcionar una visión general y una representación visual del proceso rela-
cionado con la aproximación de estados coherentes, mostramos en la Fig. 1.3 los
espacios semiclásicos de la radiación electromagnética y de los átomos. El espacio
semiclásico de la luz se representa mediante las variables (p, q) (espacio de Glauber),
mientras que la materia se describe a través de la coordenada jz, que representa el
radio de la esfera, y el ángulo azimutal „ (esfera de Bloch).
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Figura 1.3: Guia visual de los espacios semiclásicos de la radiacion electromagnética
(luz) y atómica (materia).

Figura 1.4: Superficies de energía para los Hamiltonianos de Tavis-Cummings y
Dicke estándar, donde “ representa el acoplamiento luz-materia. Las figuras (a) y
(c) ilustran la fase normal, mientras que las figuras (b) y (d) corresponden a la fase
superradiante. Los ejes u y v se definen en el apéndice B.2. Los puntos verdes indican
puntos fijos estables, y el punto rojo representa un punto fijo inestable.

Al aplicar la aproximación semiclásica de estados coherentes al modelo de Dicke
Ec. 1.3 y al modelo de Tavis-Cummings Ec. 1.6, obtenemos superficies de energía
representadas en la esfera de Bloch, observadas desde arriba para identificar fácil-
mente los puntos estables e inestables del sistema ver Fig. 1.4.
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En el modelo de Tavis-Cummings Ec. 1.6, cuando la fase es normal (“ < “cTC),
la superficie de energía adopta la forma de un pozo esférico, con un punto estable
(indicado por el punto verde) que representa el mínimo de energía y presenta simetría
U(1), Fig. 1.4 (a). En la fase superradiante (“ > “cTC), la superficie de energía
asume la forma de un sombrero mexicano, Fig. 1.4 (b). En este caso, observamos un
punto inestable (punto rojo) y un área sombreada que representa todos los puntos
estables degenerados, también en el mínimo de energía y con simetría U(1). Aquí,
“cTC = Ô

ÊÊ0 es el acoplamiento de transición que delimita la transición entre las
fases normal y superradiante. Ambas fases exhiben un rompimiento espontáneo de
simetría en el estado base, donde pasamos de un punto estable a un anillo de puntos
estables degenerados.

En el modelo de Dicke Ec. 1.3, la superficie de energía en la fase normal (“ < “cD)
adopta la forma de un pozo esférico, con un punto estable (indicado por el punto
verde) que representa el mínimo de energía y presenta simetría U(1) ver Fig. 1.4
(c). En la fase superradiante (“ > “cD), la superficie de energía presenta dos puntos
estables (punto verde) y un punto inestable (punto rojo), como se muestra en la
Fig. 1.4 (d). A diferencia del sombrero mexicano mostrado en la Fig. 1.4 (b), donde
se observa un continuo degenerado, en el modelo de Dicke la fase superradiante
exhibe simetría de paridad y un cambio en la estructura del estado base. Aquí,
“cD = Ô

ÊÊ0/2 es el acoplamiento de transición que delimita la transición entre la
fase normal y la fase superradiante.

1.2.7. Densidad de Estados Semiclásico

El modelo de Dicke, en su aproximación semiclásica, ofrece una perspectiva valiosa
sobre la densidad de estados (Density of States, DoS), que describe la distribución de
los estados cuánticos del sistema para un valor fijo del acoplamiento luz-materia “.
La densidad de estados se refiere a la cantidad de niveles de energía disponibles para
los sistemas cuánticos en un rango específico de energía. Para obtener la densidad
de estados se calcula el volumen del espacio de fases disponible para una energía
dada E, esto es integrando sobre el espacio fase [95]:

‹(E) = 1
(2fi)2

⁄
dq dp d„ djz ”(E ≠ H(q, p, „, jz)). (1.11)

Se han llevado a cabo estudios exhaustivos sobre la densidad de estados en el modelo
de Dicke y Tavis-Cummings [96] y en Dicke con interacciones materiales represen-
tadas por ÷z [62]. La motivación detrás de estudiar las densidades de estados es
extender el estudio del espectro de energías clásico del sistema.

Al analizar las densidades de estados en los modelos de Dicke y Tavis-Cummings,
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pueden surgir transiciones de fase de estados excitados, (Excited State Quantum
Phase Transitions,ESQPT). Las transiciones de fase de estados excitados represen-
tan un cambio en las propiedades del sistema cuando se considera la excitación de
sus niveles cuánticos. A diferencia de las transiciones de fase, que ocurren en el es-
tado fundamental, las ESQPT ocurren entre los estados excitados del sistema [49].
La identificación de estas transiciones se basa en la presencia de singularidades en
la densidad de estados, lo que tiene un impacto significativo en las propiedades de
la función de onda y el flujo de niveles [97].

Las ESQPT son de gran relevancia debido a sus efectos decoherentes, que se tradu-
cen en evoluciones temporales no adiabáticas bajo la acción del Hamiltoniano [98].
Este fenómeno ha sido estudiado en modelos de física nuclear [49] y en sistemas
de espín [99]. Las primeras observaciones de ESQPT se realizaron en el modelo de
Dicke por Pérez [100].

Figura 1.5: Densidades de estado como función de la energía del sistema ‘ = E/Ê0j.
En la fila superior se muestra el caso de TC, mientras que en la inferior se ilustra
el caso del modelo estándar de Dicke. La columna de la izquierda corresponde a
un acoplamiento “ = 0,2“c, caracterizando en ambos casos la fase normal. En la
columna central, “ = “c, y en la columna derecha, “ = 2“c, representando la fase
superradiante. Las figuras ubicadas en la parte superior muestran el volumen dis-
ponible del espacio fase, mientras que las inferiores presentan las derivadas de las
densidades de estado. Tomado de Ref. [96]

En la Fig. 1.5, se presentan el volumen del espacio fase, la densidad de estados y
sus derivadas para el modelo de Tavis-Cummings en la fila superior y el modelo de
Dicke estándar en la fila inferior. A medida que aumenta la energía ‘ (que representa
la energía sobre las superficies de energía), se observa un cambio en la densidad
de estados, donde los círculos sombreados indican la disponibilidad de estados. Es
importante notar que, al aumentar ‘, el volumen del espacio fase disponible se satura
completamente.
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La diferencia más notable entre los dos modelos se manifiesta en la fase superradian-
te. En el modelo de TC, las derivadas de las densidades de estados presentan saltos
singulares, mientras que en el modelo de Dicke estándar se observa un salto logarít-
mico en la derivada para ‘ = ≠1. La presencia de discontinuidades en el modelo de
TC se debe a que el espacio fase disponible es independiente de „. En contraste, en
el modelo de Dicke estándar, el espacio fase se deforma en la fase superradiante, lo
que provoca que dependa de „.

Además, tanto en el modelo TC como en el modelo de Dicke, se destacan dos tipos
de Transiciones Cuánticas de Fase en Estados Excitados (ESQPT) [6, 101-103].
La ESQPT dinámica ocurre en ‘ = ≠1 y la ESQPT estática en ‘ = 1. Desde una
perspectiva semiclásica, las ESQPT representan puntos de inestabilidad en el espacio
fase que indican cambios en el volumen disponible.

Las ESQPT estáticas están asociadas a la saturación del espacio atómico a partir
de ‘ = 1, momento en el que todo el espacio de pseudoespín se vuelve accesible.
Aumentar la energía en este punto solo es posible mediante la adición de fotones
al sistema. La presencia de la ESQPT estática es independiente del acoplamiento
y siempre se manifiesta, ya que eventualmente el espacio de pseudoespín se vuelve
completamente accesible.

Por otro lado, las ESQPT dinámicas, que ocurren en ‘ = ≠1. En este punto, la
densidad de estados presenta singularidades que indican la aparición de saltos dis-
continuos o logarítmicos. Estas transiciones reflejan una inestabilidad en el sistema
que provoca que los niveles energéticos se reorganicen de manera abrupta.

1.2.8. Aproximación Holstein-Primako�

La aproximación de Holstein-Primako� resulta especialmente valiosa para el análi-
sis de los modos de excitación colectiva (modo de fase y ampltiud) en el modelo de
Dicke, ya que proporciona información sobre el espectro a bajas energías en el límite
termodinámico. Esto nos permite identificar los modos de fase y amplitud en ambas
fases, normal y superradiante [2, 7, 41, 104]. Además, gracias a las simetrías gene-
radas en las superficies de energía utilizando estados coherentes, podemos asociar el
tipo de modo de excitación con la simetría característica de cada fase. Para llevar a
cabo este análisis, es necesario construir una representación bosónica del modelo de
Dicke:

Ĵz = b̂
†
b̂ ≠ j, Ĵ+ = b̂

†
Ò

2j

ı̂ıÙ1 ≠
b̂†b̂

2j
, y Ĵ≠ =

Ò
2j

ı̂ıÙ1 ≠
b̂†b̂

2j
b̂. (1.12)

Esta esquema nos permite expresar el Hamiltoniano de Dicke como dos osciladores
desacoplados, lo que facilita la determinación del espectro de energías y la identifi-
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cación de los modos de fase y amplitud emergentes.

Figura 1.6: Análisis del espectro de energía en función del acoplamiento de transición
para el modelo de TC, donde ‘ es el espectro de energía, Ê = Ê0 es la frecuencia
bosónica y ⁄ = “ es el acoplamiento luz-materia. Tomado de la Ref. [105].

La Fig. 1.6, tomada de [105], muestra el espectro de energías de un modelo de Tavis-
Cummings con un acoplamiento de transición de 0,5. En la fase superradiante, debido
a la naturaleza del modelo de Tavis-Cummings, la superficie de energía adopta la
forma característica de un sombrero mexicano. El modo de fase, también conocido
como modo de Goldstone, representa las excitaciones a lo largo del conjunto continuo
de puntos estables de la fase, lo que explica por qué su energía es cero en el estado
base. Por otro lado, el modo de amplitud o modo de Higgs está asociado a variaciones
en la amplitud de la fase y presenta una energía que aumenta con el acoplamiento
luz-materia.

En años recientes, se han logrado avances significativos en el estudio de los modos
de fase y amplitud en el modelo de Dicke, proporcionando un marco relevante para
investigar estos modos en presencia de interacciones materiales. Estos modos se han
identificado en distintos contextos, como en un modelo de Dicke con dos cavidades
ópticas bajo la aproximación de onda rotante [105], en un modelo de Dicke con
átomos ultrafríos acoplados a tres cavidades ópticas y bombeo láser transversal [106],
y en un modelo de Jaynes-Cummings en redes finitas [107]. Además, se han explorado
en sistemas abiertos, basándose en las teorías de Kirton [108], y en estudios de
supersólidos [109].

1.3. Conclusiones

En esta introducción, hemos presentado los conceptos fundamentales para el análisis
de los modos de fase y amplitud en el modelo de Dicke, incorporando anisotropía
e interacciones materiales. A lo largo del capítulo, destacamos la importancia de
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las simetrías en la caracterización de la física de los sistemas estudiados, mostrando
cómo las simetrías juegan un papel crucial en la estructura y comportamiento de
estos modelos. También discutimos cómo las perturbaciones externas pueden inducir
rompimientos espontáneos de simetría, lo cual tiene un impacto significativo en las
propiedades de los sistemas físicos, como la aparición de nuevos modos de excitación
de baja energía y cambios en la dinámica del sistema.

El enfoque principal de esta tesis es la aplicación de aproximaciones semiclásicas
al modelo de Dicke, que nos permiten obtener una descripción más accesible del
comportamiento del sistema en el límite termodinámico. Estas aproximaciones de
campo medio simplifican el análisis del modelo al reducir su complejidad matemá-
tica, proporcionando un marco adecuado para identificar y caracterizar los modos
de fase y amplitud en la fase superradiante. Esta metodología no solo facilita la in-
terpretación física de los resultados, sino que también sienta las bases para explorar
las implicaciones de las interacciones materiales en el comportamiento colectivo del
sistema.
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Capítulo 2

Teoría Cuántica de Campos.

El objetivo de este trabajo es identificar los modos de fase y amplitud en el modelo
de Dicke anisotrópico con interacciones materiales. En este capítulo, se presentará
una breve introducción a la teoría cuántica de campos, que servirá como base para
desarrollar la aproximación de campo medio a través de estados coherentes y la
representación de Holstein-Primako�. Además, aunque no constituye la herramienta
principal de nuestra metodología, se incluirá una referencia al enfoque de la integral
de trayectoria como una alternativa para identificar los modos de fase y amplitud;
para más detalles, véase el Apéndice C.

La teoría cuántica de campos (Quantum Field Theory, QFT) permite la describir
la interacción de muchas partículas. A diferencia de la mecánica cuántica estándar,
que se centra en la descripción de partículas puntuales [4], la QFT permite tratar
tanto las partículas como los campos que las generan de manera unificada. Esto es
crucial para describir fenómenos como la creación y aniquilación de partículas.

Un campo puede entenderse como una entidad que asigna un valor a cada punto
del espacio y el tiempo. Por ejemplo, el campo eléctrico asigna un valor de la fuerza
eléctrica a cada punto del espacio, indicando la dirección y la magnitud de la fuerza
que experimentaría una carga en ese lugar. De manera similar, en la QFT, los campos
cuánticos son entidades que asignan valores a cada punto del espacio-tiempo, y las
fluctuaciones de estos campos pueden interpretarse como partículas.

Para entender el concepto de un campo, imaginemos una cadena infinita de resortes
conectados entre sí. Cada resorte representa un punto en el espacio, y su estado
de compresión o estiramiento indica el valor del campo en ese punto. Al considerar
una cadena infinita, pasamos de un conjunto discreto de estados de compresión o
estiramiento a una descripción continua mediante una función. Esta función es lo
que denominamos el campo del sistema [110].

En este ejemplo, el desplazamiento de cada resorte corresponde al valor del campo
en un punto específico del espacio. El campo nos permite resumir la información
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de todos los desplazamientos de los resortes en una sola descripción continua. Las
oscilaciones de los resortes son análogas a las fluctuaciones de un campo cuántico,
donde las ondas que se propagan a lo largo de la cadena se asocian a las partículas
del campo (como los fotones en un campo electromagnético). Así, cuando hablamos
de un campo en la teoría cuántica de campos QFT, nos referimos a una entidad
capaz de vibrar y transmitir energía a través del espacio, de manera similar a cómo
una perturbación se propaga a lo largo de nuestra cadena de resortes.

Este concepto de campo es fundamental para entender sistemas con un número N

de partículas, como sucede en el modelo de Dicke. En el contexto del modelo de
Dicke, donde se estudia la interacción entre un conjunto de átomos y un campo
electromagnético dentro de una cavidad, podemos utilizar una representación que
nos permita tratar tanto al campo electromagnético como a los átomos de manera
uniforme, describiendo cómo se crean y aniquilan fotones (las partículas del campo)
y cómo interactúan con los estados atómicos. Al pensar en términos de campos, se
facilita la descripción de los modos de excitación del sistema, como los modos de
fase y de amplitud, proporcionando una manera más completa y flexible de entender
las transiciones y los fenómenos colectivos presentes en el sistema.

2.1. Segunda Cuantización

La segunda cuantización es un enfoque que nos permite describir las partículas a
través de estados cuánticos. En lugar de describir cada partícula individualmente,
la segunda cuantización introduce la idea de operadores de creación y aniquilación.
Estos operadores nos permiten cambiar el número de partículas en un estado dado, lo
que resulta particularmente útil para describir sistemas donde las partículas pueden
ser creadas o destruidas [110-112].

Para entender este concepto, pensemos en el operador de número, que cuenta cuántas
partículas ocupan un cierto estado. En la segunda cuantización, cada estado del
sistema se describe mediante un número de ocupación, que indica cuántas partículas
se encuentran en ese estado específico. Esto nos permite construir una descripción
sencilla del espacio de estados de un sistema de muchas partículas. Por ejemplo,
un estado podría ser descrito como |nÍ, donde n indica el número de partículas
presentes.

Este enfoque tiene varias ventajas. Primero, permite representar de manera concisa
el espacio de excitaciones de sistemas con muchas partículas. Esto significa que po-
demos describir de forma eficiente el número de partículas en cada estado, lo cual
es fundamental para estudiar las excitaciones del sistema. Segundo, los operadores
de creación y aniquilación que se utilizan en la segunda cuantización obedecen a un
conjunto de reglas simples de conmutación (en el caso de bosones) o anticommuta-
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ción (en el caso de fermiones). Estas reglas facilitan la manipulación matemática de
los estados de ocupación y la descripción de la dinámica del sistema.

Primero, consideremos las funciones de onda simétricas y antisimétricas. Partimos de
un conjunto normalizado de funciones de onda |⁄Í, que corresponden a los estados
propios de un Hamiltoniano de una sola partícula, es decir, Ĥ|⁄Í = ‘⁄|⁄Í, donde
‘⁄ son los eigenvalores asociados a cada estado ⁄. A partir de esta base, podemos
construir las funciones de onda para sistemas de dos partículas: ÂF (correspondiente
a fermiones) y ÂB (correspondiente a bosones), que ocupan los niveles ⁄1 y ⁄2,
respectivamente:

ÂF(x1, x2) = 1
Ô

2
(Èx1|⁄1ÍÈx2|⁄2Í ≠ Èx1|⁄2ÍÈx2|⁄1Í) , Función Antisimétrica, (2.1)

ÂB(x1, x2) = 1
Ô

2
(Èx1|⁄1ÍÈx2|⁄2Í + Èx1|⁄2ÍÈx2|⁄1Í) , Función Simétrica. (2.2)

Combinamos las funciones de onda de las dos partículas en el espacio de posiciones
x y los niveles de energía ⁄:

ÂF(B)(x1, x2) = (Èx1| ¢ Èx2|) |⁄1, ⁄2ÍF(B), y |⁄1, ⁄2Í = 1
Ô

2
(|⁄1Í ¢ |⁄2Í + ’|⁄2Í ¢ |⁄1Í) ,

(2.3)

donde ’ = ≠1 corresponde a fermiones y ’ = +1 a bosones. De manera más general,
la función de onda para un sistema de N partículas se puede expresar como:

|⁄1, ⁄2, . . . , ⁄NÍ ©
1

N ! rŒ
⁄=0 n⁄!

ÿ

P

’
1≠sgnP

|⁄P 1Í ¢ |⁄P 2Í ¢ . . . |⁄P NÍ. (2.4)

donde n⁄ representa el número total de partículas en el estado ⁄. En el caso de
fermiones, se debe cumplir con el principio de exclusión de Pauli, lo que impone
la restricción n⁄ Æ 1. La sumatoria se extiende sobre todas las N ! permutaciones
posibles de los números cuánticos, donde sgn(P ) indica el signo de la permutación
P . El factor 1/

Ô
N ! r

⁄ n⁄! asegura la normalización adecuada de la función de onda
de muchos cuerpos.

2.1.1. Número de Ocupación y Espacio de Fock

Para ilustrar el concepto de número de ocupación, consideremos la Ec. 2.4, que invo-
lucra N partículas. Supongamos un estado representado como |1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, . . . Í,
donde hay 3 partículas en el estado 1, 2 en el estado 2, y así sucesivamente. Este
estado se puede simplificar a |3, 2, 3, . . . Í, que indica el número de partículas en cada
estado. Para los fermiones, el número de ocupación puede ser únicamente cero o uno.

Podemos emplear una representación basada en el número de ocupación en una
nueva base para N partículas, especificando el estado como |n1, n2, . . . Í, donde
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q
i ni = N . Cualquier estado |ÂÍ en esta base puede expresarse mediante una super-

posición lineal:

|ÂÍ =
ÿ

n1,n2,...

cn1,n2|n1, n2Í. (2.5)

Debemos imponer la condición de un número fijo de partículas para asegurar un
espacio de Hilbert que contenga estados con un número bien definido de partículas:

F ©

Œÿ

N=0
F

N
. (2.6)

El espacio F se conoce como el espacio de Fock, donde F
0 representa el espacio vacío

correspondiente al estado |0Í. Para construir una base del espacio F , consideramos
los estados |n1, n2, . . . Í y aplicamos la condición de número de ocupación, que se
expresa como q

i ni = N .

2.1.2. Aspectos de la Segunda Cuantización

La representación del número de ocupación implica la simetrización y antisimetri-
zación de un amplio conjunto de estados en cada operación cuántica. Para ello,
introduciremos un conjunto de operadores lineales que actúan en el espacio de Fock,
F æ F :

â
†
i |n1, . . . , ni, . . . Í ©

Ô
ni + 1’

si|ni, . . . , ni + 1, . . . Í, i = 1, 2, . . . (2.7)

Debido al principio de exclusión de Pauli, en el caso fermiónico, la aplicación del
operador â

†
i en un estado donde ni = 1 aniquila dicho estado. Esta característica

nos permite generar el estado base del espacio de Fock F al aplicar repetidamente
los operadores â

†
i al estado de vacío |0Í. La aplicación de la ecuación (2.7) conduce

a:

|n1, n2, . . . Í =
Ÿ

i

1
Ô

ni!
(â†

i )ni|0Í. (2.8)

A diferencia de la expresión (2.4), los estados de Fock se generan mediante la aplica-
ción de un conjunto de operadores lineales. Desde una perspectiva física, al aplicar
N operadores â

† al estado vacío, se obtiene un estado en su N -ésimo nivel. Por esta
razón, es común referirse al operador â

† como operador de creación.

Por otro lado, al considerar los operadores â
†
i y â

†
j con i ”= j, y aplicando la relación

(2.8), se obtiene
â

†
i â

†
j ≠ ’â

†
j â

†
i |n1, n2, . . .Í = 0.

22



Para cada vector base, esta relación implica que

[â†
i , â

†
j]’ = 0 y [âi, âj]’ = 0,

es decir:

[Â, B̂] © ÂB̂ ≠ ’ÂB̂, (2.9)

siendo ’ = 1 el conmutador y ’ = ≠1 el anticonmutador. Notamos que los operadores
deben ser Hermitianos, por tanto, analizando los elementos de matriz:

Èn1, . . . ni, . . . |â
†
i |n

Õ
1, . . . n

Õ
i, . . . Í =

Ò
n

Õ
i + 1’

sÕ
i”n1nÕ

1
. . . ”ni,ni+1, (2.10)

Èn
Õ
1, . . . n

Õ
i, . . . |âi|n1, . . . ni, . . . Í

ú = Ô
ni’

si”nÕ
1n1 . . . ”nÕ

i,ni≠1. (2.11)

Los operadores de creación â
†: F

N
æ F

N+1 incrementan el número de partículas
por uno, mientras que los operadores de aniquilación F

N
æ F

N≠1 lo bajan en uno.
Resumiendo se tiene

[âi, â
†
j]’ = ”ij, [âi, âj]’ = 0 y [â†

i , â
†
j]’ = 0. (2.12)

2.2. Integral de Trayectoria de Feynman

Con los fundamentos de la segunda cuantización establecidos, es crucial reconocer
cómo este formalismo se interrelaciona con otras técnicas dentro de la teoría cuán-
tica. Una de estas herramientas es la integral de trayectoria, que proporciona un
enfoque complementario para describir sistemas cuánticos. Este método nos permi-
te visualizar el comportamiento de las partículas como trayectorias en el espacio de
configuración, ofreciendo un marco intuitivo para comprender las dinámicas cuánti-
cas.

En esta sección, desarrollaremos el enfoque de la integral de trayectoria de Feynman,
explorando su construcción general y estableciendo las conexiones entre la mecánica
cuántica y clásica. Además, examinaremos el análisis de fase estacionaria, que resulta
fundamental para comprender el comportamiento cuántico en diferentes contextos.

2.2.1. Formalismo Integral de Trayectoria

La formulación de la integral de trayectoria presenta varias ventajas significati-
vas [110]:

A diferencia de la formulación canónica de la mecánica cuántica, que puede
dificultar la recuperación del límite clásico, la integral de trayectoria permite
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observar este límite de manera más clara y directa.

Sirve como un prototipo para integrales de campo en dimensiones superiores.
De hecho, incluso la integral de trayectoria en dimensión cero resulta relevante
para diversas aplicaciones en la física de muchos cuerpos.

Es especialmente útil en sistemas físicos donde los elementos están fuertemente
correlacionados y donde existe un número macroscópicamente grande de gra-
dos de libertad, lo que puede dar lugar a la formación de variables colectivas.

El formalismo de la integral de trayectoria se basa en un enfoque variacional. Este
enfoque consiste en que las trayectorias clásicas permitidas en el espacio de configu-
ración minimizan una acción funcional, que se expresa como una integral de camino
sobre un conjunto de funciones de campo definidas en dicho espacio. Además, se
postula que la conservación de la energía es una restricción inherente al sistema.

En el contexto de la mecánica cuántica, el principio de incertidumbre de Heisenberg
establece que no es posible conocer simultáneamente con precisión pares de variables
conjugadas, como la posición y el momento, o la energía y el tiempo. Esto implica
que la energía puede experimentar variaciones dentro de ciertos límites durante
intervalos cortos sin que se viole la conservación de la energía a nivel macroscópico.
Como resultado, no se pueden definir trayectorias precisas de posición y momento
como en la mecánica clásica. En este contexto cuántico, el principio de mínima acción
se sustituye por la integral de camino de Feynman, que suma las contribuciones de
todas las trayectorias posibles.

Un fenómeno relacionado es el tunelaje cuántico, donde una partícula puede atrave-
sar una barrera de potencial que no podría superar clásicamente. Al cuantificar este
proceso, introducimos un factor de amortiguamiento que representa la probabilidad
de que ocurra el efecto túnel a medida que la barrera potencial se vuelve más ancha
o más alta [110]:

≥ e
i
s

dxp/~
, p =

Ò
2m(E ≠ V ). (2.13)

Para examinar la probabilidad de que un sistema experimente (ejemplo efecto tunel)
y evolucione de un estado a otro, es necesario considerar todas las posibles trayec-
torias o caminos que conectan ambos estados. Para este propósito, utilizaremos el
propagador, que describe la amplitud de transición de una partícula de un estado a
otro.

¿Podemos relacionar la amplitud A para la propagación entre dos puntos cualesquie-
ra en el espacio de coordenadas no solo a lo largo de una trayectoria clásica, sino
a través de una variedad de rutas cercanas? Para ello, consideramos una amplitud
cuántica de la forma A ≥

q
x(t) e

iS(x)/~, donde q
x(t) denota la suma sobre todas las
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posibles trayectorias con las condiciones iniciales del sistema, y S es la acción clási-
ca asociada a cada trayectoria. Esta expresión nos permite recuperar la información
cuántica completa del sistema, al tener en cuenta todas las trayectorias posibles.

En el límite clásico, cuando ~ æ 0, la amplitud cuántica se ve cada vez más do-
minada por la contribución de la trayectoria clásica xcl(t). Esto se debe a que las
trayectorias no extremales están acompañadas por oscilaciones rápidas de la fase
e

iS/~. Estas oscilaciones, debido a su variación rápida, tienden a cancelarse entre sí
al promediarse, resultando en una contribución neta cercana a cero. Por otro lado,
las trayectorias clásicas, que son soluciones de las ecuaciones clásicas del movimien-
to, minimizan la acción S y, por lo tanto, tienen fases que varían más lentamente,
haciendo que su contribución a la suma sea significativa.

La fase S(x)/~ permite la superposición coherente de las diferentes trayectorias
posibles del sistema. Esta superposición de fases es la que permite la interferencia
cuántica entre distintas trayectorias [4]. A diferencia del comportamiento clásico,
donde solo una trayectoria es relevante, en el contexto cuántico todas las trayectorias
contribuyen al proceso de transición, y la interferencia constructiva o destructiva
entre sus fases determina la probabilidad final de que el sistema pase de un estado
a otro.

2.2.2. Construcción de la Integral de Trayectoria

La información de un sistema cuántico está contenido en el operador de evolución,
que describe cómo el estado del sistema cambia a lo largo del tiempo:

|�(tÕ)Í = Û(tÕ
, t)|�(t)Í, Û(tÕ

, t) = e
≠ i

~ Ĥ(tÕ≠t)
◊(tÕ

≠ t), (2.14)

La evolución temporal de un sistema cuántico se describe mediante el operador de
evolución Û(tÕ

≠ t), que gobierna la dinámica del sistema desde un tiempo inicial
t hasta un tiempo final t

Õ. Este operador actúa sobre los estados del sistema y
está determinado por el Hamiltoniano Ĥ, que encierra toda la información sobre la
energía y las interacciones presentes en el sistema.

Para garantizar la causalidad, es fundamental que los efectos en el sistema no pue-
dan preceder a sus causas. Esto se introduce matemáticamente mediante la función
de Heaviside, �(tÕ

≠ t), que impone la condición de que t
Õ
> t, asegurando que el sis-

tema evoluciona de manera consistente con el orden temporal. En la representación
espacial, esta causalidad se manifiesta en cómo se integran las trayectorias posibles
entre dos puntos en el espacio-tiempo. Cada camino que contribuye a la integral de
trayectoria está influenciado por el hecho de que la propagación solo puede ocurrir
hacia adelante en el tiempo.

La causalidad en la evolución temporal está estrechamente relacionada con el teo-
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rema de Wick [110, 113], que permite evaluar integrales de camino y funciones de
correlación en la teoría cuántica de campos. Este teorema reorganiza productos de
operadores cuánticos en términos de sumas de sus contracciones, lo que facilita el
cálculo de las amplitudes de transición. Una contracción se refiere a la forma simplifi-
cada de un par de operadores cuando se consideran sus propiedades de conmutación
o anticonmutación, capturando la correlación entre ellos. Las contracciones que res-
petan el orden temporal aseguran que las contribuciones provengan de eventos donde
la causa precede al efecto, lo cual es fundamental para una evolución física coherente.
Las demás contribuciones, que no respetan este orden, tienden a cancelarse debido
a las oscilaciones rápidas en su fase, por lo que no se consideran relevantes en el
cálculo final. Esto garantiza que solo las trayectorias compatibles con la causalidad
contribuyan de manera significativa a la integral de trayectoria.

Siendo de esta forma podemos expresar la representación espacial de la siguiente
forma:

�(qÕ
, t

Õ) = Èq
Õ
|�(tÕ)Í = Èq

Õ
|Û(tÕ

, t)�(t)Í =
⁄

dqU(qÕ
, t

Õ; q, t)�(q, t), (2.15)

U(qÕ
, t

Õ; q, t) = Èq
Õ
|e

≠i i
~ Ĥ(tÕ≠t)

|qÍ◊(tÕ
≠ t), (2.16)

La expresión U(qÕ
, t

Õ; q, t) define la componente (qÕ
, q) del operador de evolución

temporal. Este elemento de la matriz representa la amplitud de probabilidad de que
una partícula se propague desde el punto q hasta el punto q

Õ en el espacio de fase
durante un intervalo de tiempo t

Õ
≠ t, y se conoce como el propagador. En lugar

de abordar directamente el problema de la ecuación de Schrödinger, que describe
la evolución del sistema en un tiempo t, es más conveniente analizar primero la
evolución temporal en intervalos infinitesimales:

e
≠iĤt/~ =

Ë
e

≠iĤ�t/~
ÈN

. (2.17)

Si �t es mucho menor que los valores esperados, el valor de los exponentes se hacen
eventualmente pequeños y se pueden tratar perturbativamente:

e
≠iĤ�t/~ = e

≠iT̂ �t/~
e

≠iV̂ �t/~ + O(�t
2), (2.18)

donde Ĥ = T̂ + V̂ , T̂ = p̂
2
/2m es el operador de energía cinética y V̂ es el operador

potencial de un cuerpo. Desarrollando el operador de evolución en la Ec. 2.16:

Èqf |

Ë
e

≠iĤ�t/N
ÈN

|qiÍ ƒ Èqf |e
≠iT̂ �t/~

e
≠iV̂ �t/~

· · · e
≠iT̂ �t/~

e
≠iV̂ �t/~

|qiÍ, (2.19)

considerando la identidad del operador de evolución:

I =
⁄

dqn

⁄
dpn|qnÍÈqn|pnÍÈpn|, (2.20)
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donde |qnÍ y |pnÍ representan el conjunto de estados propios de la posición y el
momento y n = 1, . . . N son los segmentos a través del tiempo del operador de
evolución. Y considerando la definición de onda plana:

Èq|pÍ = Èp|qÍ
ú = e

iqp/~
Ô

2fi
, (2.21)

el operador de evolución Ec. 2.19, toma la forma:

Èqf |e
≠iĤt/~

|qiÍ ƒ

⁄ N≠1Ÿ

n=1
qN =qf
q0=qi

dqn

NŸ

n=1

dpn

2fi~e
≠i t

~
qN≠1

n=0

1
V (qn+T (pn+1)≠pn+1

qn+1≠qn
t )

2

. (2.22)

En cada paso del tiempo tn = n�t, integramos sobre el par de coordenadas (qn, pn),
parametrizando el espacio fase clásico y así formando una discretización de N puntos
en una trayectoria de ese espacio. Al considerar N æ Œ manteniendo fijo t = N�t,
tendremos un intervalo de tiempo total [0, t]. Por lo tanto:

�t

N≠1ÿ

n=0
‘æ

⁄ t

0
dt

Õ
,

qn+1 ≠ qn

�t
‘æ ˆtÕq |tÕ=tn © q̇ |tÕ=tn , (2.23)

[V (qn) + T (pn+1)] ‘æ [T (p|tÕ=tn + V (q|tÕ=tn))] © H(xtÕ=tn), (2.24)

y

ĺım
NæŒ

⁄ N≠1Ÿ

n=1
qN =qf
q0=qi

dqn

NŸ

n=1

dpn

2fi~ ©

⁄

q(t)=qf

q(0)=qi

Dx, (2.25)

por lo tanto, el operador de evolución Ec. 2.22:

Èqf |e
≠iĤt/~

|qiÍ =
⁄

q(t)=qf

q(0)=qi

Dx e
i
~

s t

0 dtÕ(pq̇≠H(pq))
. (2.26)

La Ec. 2.26 representa el propagador entre dos estados qi y qf . Procedamos a de-
sarrollar el Hamiltoniano de la integral de trayectoria con el fin de demostrar que
puede ser representado en términos de un Lagrangiano:

Èqf |e
≠iĤt/~

|qiÍ =
⁄

q(t)=qf

q(0)=qi

Dqe
≠ i

~
s t

0 dtÕV (q)
⁄

Dp e
≠ i

~
s t

0 dtÕ
1

p2
2m ≠pq̇

2

,

Èqf |e
≠iĤt/~

|qiÍ =
⁄

q(t)=qf

q(0)=qi

Dq e
i
~

s t

0 dtÕL(q,q̇)
, (2.27)
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donde Dq = ĺımNæŒ

Ò
Nm

it2fi~
rN≠1

n=1 dqn denota la medida funcional de la integral en
q, y L(q, q̇) = mq̇

2
/2m ≠ V (q) representa el lagrangiano clásico. Al final, con 2.27

podemos conseguir el propagador que evoluciona a través del tiempo de un estado
inicial qi a un estado final qf .

2.2.3. Enfoque Semiclásico desde la Integral de Trayectoria

El enfoque semiclásico que utiliza la integral de trayectoria combina elementos de
la mecánica clásica y cuántica, permitiéndonos establecer una conexión entre ambos
campos. Al aplicar esta integral, podemos recuperar los resultados clásicos en el
límite ~ æ 0, lo cual es esencial para comprender la naturaleza de los sistemas
físicos. En este contexto, las trayectorias clásicas emergen como soluciones a las
ecuaciones de movimiento del sistema, ofreciendo una interpretación intuitiva de los
fenómenos cuánticos a partir de comportamientos clásicos bien establecidos.

Este enfoque semiclásico también se utiliza en la mecánica estadística para anali-
zar sistemas térmicos y calcular propiedades termodinámicas, como la función de
partición y la energía libre, todo ello a través de las trayectorias clásicas. Dado que
las integrales de trayectoria son funcionales de la acción clásica, las configuraciones
extremales son soluciones a las ecuaciones clásicas de movimiento [110]. Las condi-
ciones de frontera, como q(0) = qi y q(t) = qf , son esenciales para garantizar una
evolución coherente del sistema desde un estado inicial hasta un estado final.

Un aspecto relevante del enfoque semiclásico es el análisis de fase estacionaria, que
nos permite identificar y comprender el comportamiento de los sistemas alrededor de
puntos críticos. Es crucial destacar que el cumplimiento de ciertas condiciones por
las configuraciones de fase estacionarias clásicas no implica que la mecánica cuántica
sea irrelevante. Por el contrario, el estudio del comportamiento local en torno a un
punto crítico es esencial para entender las fluctuaciones en su vecindad.

Este análisis implica investigar el entorno del punto de fase estacionaria, lo que
nos ayuda a discernir la naturaleza del sistema y a determinar si el punto crítico
representa un máximo, un mínimo o un punto de silla. El análisis de fase estacionaria
consta del siguiente procedimiento [110]:

1. Identificar los puntos de fase estacionaria, asegurando que la derivada funcional
sea igual a cero:

DFx = 0 ¡ ’ : ”F [x]
”x(t)

-----
x=x̄

= 0. (2.28)

2. Expandir la funcional en una serie de Taylor alrededor de x̄

F [x] = F [x̄ + y] = F [x̄] + 1
2

⁄
dt

⁄
dt

Õ
y(tÕ)A(t, t

Õ)y(t) + . . . , (2.29)
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donde A(tÕ
, t) = ”2F [x]

”x(t)”x(tÕ)

---
x=x̄

representa la segunda derivada funcional.

3. Verificar que el operador Â © {A(tÕ
, t)} sea positivo definido.

4. Cuando existen varias configuraciones de fase estacionaria, x̄i, la integral sobre
todas las trayectorias puede aproximarse de la siguiente manera:

⁄
Dxe

≠F [x]
ƒ

ÿ

i

e
≠F [x̄i]det

A
Âi

2fi

B≠1/2

. (2.30)

En esta expresión, cada término de la suma representa una contribución de las dife-
rentes configuraciones de fase estacionaria al valor total de la integral. La presencia
de la función ≠F [x̄i] indica que las configuraciones que minimizan la funcional F

son las más significativas en términos de su contribución al valor de la integral.

La aplicación del lagrangiano a la integral de trayectoria se realiza de manera di-
recta. En este contexto, el campo de configuración extremal q̄(t) se asocia con una
solución clásica del lagrangiano, lo que nos lleva a identificar q̄(t) © qcl(t). Consi-
deramos ahora la desviación r(t) = q(t) ≠ qcl(t), que representa la diferencia entre
la trayectoria general q(t) y la trayectoria clásica qcl(t). Utilizando esta notación, la
amplitud de transición puede ser expresada como:

Èqf |e
≠iĤt/~

|qiÍ ƒ e
iS[qcl]/~

⁄
Dre

i
2~

s t

0 dtÕ
s

dtÕÕr(tÕ) ”2S[q]
”q(tÕ)”q(tÕÕ)

-----
q=qclr(tÕÕ)

, (2.31)

que representa la aproximación gaussiana de la integral de trayectoria. En esta apro-
ximación, la integral sobre r captura las fluctuaciones alrededor de la trayectoria
clásica, y su forma gaussiana indica que las desviaciones pequeñas alrededor de la
solución clásica son las que contribuyen de manera significativa al resultado final de
la integral. Este análisis revela cómo las trayectorias que respetan la dinámica clási-
ca dominan el comportamiento del sistema, incluso cuando se consideran múltiples
configuraciones de fase estacionaria.

2.2.4. Integral de Trayectoria y Mecánica Estadística

En esta sección, exploraremos el concepto de la integral de trayectoria desde la
perspectiva de un modelo continuo unidimensional clásico, tomando como ejemplo
una cuerda flexible. Imaginemos que la cuerda está sometida a una tensión constante
y confinada dentro de un potencial, como se ilustra en la Fig. 2.1:
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Figura 2.1: Ilustración de una cuerda flexible en un potencial V (u). Recuperado de
Ref [110].

Supongamos que la densidad de masa de la cuerda es alta, lo que implica que las
fluctuaciones son asintóticamente lentas. Estas fluctuaciones transversales están in-
fluenciadas tanto por la tensión de la cuerda como por el potencial externo que la
rodea. Cuando el desplazamiento transversal u(x) es pequeño, la energía potencial
almacenada en la cuerda se puede descomponer en dos componentes: una correspon-
diente a la tensión de la cuerda y otra asociada al potencial externo.

Para analizar la fluctuación transversal dx y du en relación con la tensión de la
cuerda, consideremos la proyección de una porción específica de la cuerda en función
de su longitud:

”Vtensión = ‡

ËÔ
dx2 + du2 ≠ dx

È
= ‡

S

U
ı̂ıÙdx2

A

1 + du2

dx2

B

≠ dx

T

V ,

donde ‡ representa la tensión de la cuerda. Utilizando la aproximación en serie de
Taylor, podemos simplificar esta expresión:

”Vtensión = ‡dx
(ˆxu)2

2 . (2.32)

A continuación, integramos sobre la longitud de la cuerda para obtener la contribu-
ción total de la energía debida a la tensión:

Vtensión[ˆxu] ©

⁄
”Vtensión = 1

2

⁄ L

0
dx ‡ (ˆxu(x))2

. (2.33)

Ahora, consideremos el potencial externo, que se define como:

Vexterno[u] ©

⁄ L

0
dx V (u(x)). (2.34)
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La energía total del sistema se puede expresar como la suma de las energías de
tensión y externa:

V =
⁄ L

0
dx

5
‡

2 (ˆxu)2 + V (u)
6

. (2.35)

En mecánica estadística, las propiedades de equilibrio de un sistema pueden deter-
minarse a través de una función de partición en la distribución canónica, que se
expresa como:

Z = tr[e≠—V ],

donde tr denota la suma sobre todas las configuraciones posibles del sistema y V

es la energía potencial del funcional. Al aplicar la transformación tr æ
s

Du, reem-
plazamos la traza de los operadores por una integral funcional que recorre todas las
configuraciones posibles de la cuerda u(x) en el intervalo x œ [0, L]. Esto implica su-
mar sobre todas las trayectorias posibles de la cuerda, lo que da lugar a la siguiente
expresión para la función de partición de la cuerda:

Z =
⁄

Du e
≠—

s —

0 dx[ ‡
2 (ˆxu)2+V (u)]

. (2.36)

Es importante destacar que la función de partición del sistema clásico coincide con
la amplitud en mecánica cuántica, dada por:

Z =
⁄

dq Èq|e
≠itĤ/~

|qÍ

----~=1/—
t=≠iL

. (2.37)

La introducción de tiempos imaginarios en el contexto de la mecánica estadística
simplifica los cálculos. En particular, aplicaremos la aproximación de Wick, que
consiste en realizar una transformación de tiempos reales a tiempos imaginarios
mediante la relación t

Õ
æ ≠i·

Õ
œ [0, ≠i· ], donde · representa un tiempo imaginario.

Bajo esta transformación, la energía cinética se reescribe como:

(ˆt
Õ
q)2

æ ≠(ˆ·q)2
.

La adopción de tiempos imaginarios establece un puente entre la mecánica estadís-
tica clásica y cuántica, y es fundamental para entender fenómenos cuánticos. Por
ejemplo, en el contexto de la función de partición de una sola partícula en un sistema
cuántico, se puede expresar como:

Z = tr
Ë
e

≠—Ĥ
È

=
⁄

dq Èq|e
≠—Ĥ

|qÍ. (2.38)
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En este caso, la función de partición se interpreta como una traza sobre la amplitud
de transición, que es el promedio del operador de evolución Èq|e

≠iĤt/~
|qÍ, evalua-

do en tiempos imaginarios t = ≠i~—. Notamos que la traza suma sobre todas las
configuraciones posibles de los estados cuánticos, garantizando la conservación de
la probabilidad, ya que la suma de todas las probabilidades de los estados debe ser
igual a 1 [114].

Por otro lado, estudiar la función de partición de muchos cuerpos, nos proporciona
una descripción cuantitativa de cómo se distribuyen las partículas en los distintos es-
tados de un sistema, siendo clave para comprender las interacciones entre partículas
y el comportamiento del sistema en equilibrio térmico con su entorno. Hemos dis-
cutido previamente la consideración de una partícula con un solo grado de libertad,
representado por la coordenada q. Mediante la integral de trayectoria, integramos
sobre todas las configuraciones posibles dependientes del tiempo, q(t), lo que nos
lleva a la amplitud de transición entre estados cuánticos [4], es decir, la evolución
de la coordenada q.

En la teoría cuántica de campos, se consideran grados de libertad continuos „(x),
donde x parametriza alguna variedad base. En este contexto, la trayectoria implica
la integración sobre una copia única de estos objetos en cada instante de tiempo,
lo que se traduce en la integración sobre superficies generalizadas, mapeando el
espacio-tiempo (d + 1) hacia la variedad de campos, donde (x, t) ‘æ „(x, t) [110],
siendo d el número de dimensiones espaciales y t el tiempo.

Para calcular la traza del operador de evolución en una base adecuada, es conve-
niente expresar los estados del sistema en términos de los operadores de creación
y aniquilación. Los estados propios de estos operadores se conocen como estados
coherentes [115]. Este enfoque nos permite definir una base adecuada para realizar
la traza. En particular, al expresar la acción en términos de la segunda cuantización
y aplicar la aproximación de fase estacionaria, los estados coherentes emergen como
la base natural para el análisis.

2.3. Estados Coherentes

Los estados coherentes son un tipo especial de estados cuánticos que se encuentran
en la mecánica cuántica y en la teoría cuántica de campos. Se definen como los
estados que minimizan la relación de incertidumbre de Heisenberg y se caracterizan
por tener propiedades similares a las de las ondas clásicas. Matemáticamente, un
estado coherente se puede expresar como una superposición de estados del oscilador
armónico, lo que significa que su comportamiento se asemeja al de una partícula
clásica en movimiento.

La utilidad de los estados coherentes radica en su capacidad para describir siste-
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mas cuánticos en situaciones donde se requiere un tratamiento semiclasico, como
en la integral de trayectoria. En este contexto, los estados coherentes permiten re-
presentar trayectorias en el espacio de fases y facilitan el cálculo de amplitudes de
transición. Al considerar trayectorias que se asemejan a las trayectorias clásicas, los
estados coherentes simplifican los cálculos en la formulación de la mecánica cuántica,
especialmente cuando se analizan sistemas con muchos grados de libertad.

2.3.1. Estados Coherentes de Bosones

¿Cómo son los eigenestados bosónicos |„Í en la base de Fock generada por los ope-
radores â y â

†?

En el espacio de Fock, un eigenestado bosónico |„Í, se puede expandir de la siguiente
manera:

|„Í =
ÿ

n1,n2,...

Cn1,n2,...|n1,n2,...Í, (2.39)

donde

|n1, n2, . . . Í = (â†
1)n1(â†

2)n2
Ô

n1!
Ô

n2!
. . . |0Í. (2.40)

En esta expresión, â
†
i crea un bosón en un estado i, Cn1,n2,... son los coeficientes de ex-

pansión y |0Í representa el estado de vacío. El estado de muchos cuerpos |n1, n2, . . . Í,
está asociado al conjunto de números de ocupación: n1 partículas están en el estado
|1Í, n2 partículas en el estado |2Í, etc. En general, |„Í puede contener una super-
posición de estados base que tienen diferentes números de partículas. Si el número
de partículas mínimo en el estado |„Í es n0 en consecuencia al actuar â

†
i sobre ese

estado el número de partículas será n0 + 1.

Los estados coherentes se expresan como:

|„Í © exp
A

ÿ

i

„iâ
†
i

B

|0Í. (2.41)

Estos estados son eigenestados de la siguiente manera:

âi|„Í = „i|„Í. (2.42)

A continuación, se presentan algunas propiedades de los estados coherentes bosónicos
que son relevantes para la construcción de la integral de trayectoria:

A partir del Hermitiano conjugado de la ecuación anterior, se obtiene un con-
junto de operadores de creación:
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È„|â
†
i = È„|„̄i, (2.43)

siendo „̄i el complejo conjugado de „i.

La expansión de Taylor de la Ec.(2.41) muestra que el operador de creación
actuando sobre |„Í es:

â
†
i |„Í = ˆ„i|„Í. (2.44)

La superposición entre dos estados coherentes está dado por:

È◊|„Í = exp
A

ÿ

i

◊̄i„i

B

. (2.45)

Esto implica que la norma de un estado coherente se expresa como:

È„|„Í = exp
A

ÿ

i

„̄i„i

B

. (2.46)

Los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto en el espacio de
Fock, lo que significa que son más numerosos de lo necesario para describir
cualquier estado en dicho espacio:

⁄ Ÿ

i

d„̄id„i

fi
e

≠
q

i
„̄i„̄i|„ÍÈ„| = IF , (2.47)

siendo d„̄id„i = dRe„idIm„i y IF siendo una forma de representar el elemento
diferencial en términos de las partes real e imaginaria de los números complejos
y IF representa el operador unidad en el espacio de Fock.

Para más detalles sobre las propiedades de los estados coherentes bosónicos, ver
Apéndice A.

2.3.2. Estados Coherentes de Fermiones

En sistemas fermiónicos, los operadores de aniquilación están caracterizados por un
conjunto de estados coherentes que satisfacen la relación:

ai|÷Í = ÷i|÷Í, (2.48)

donde ÷i es el eigenvalor correspondiente. Aunque la estructura es similar a la ex-
presada en la Ec. (2.42), la principal distinción radica en la anticonmutación de los
operadores. Esto se manifiesta en la relación: [âi, âj]+ = 0, i ”= j, lo que implica
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que los valores propios ÷i también anticonmutan, siendo tratados como variables de
Grassmann, que son números complejos no conmutativos [110]:

÷i÷j = ≠÷j÷i. (2.49)

Para ello, construiremos un álgebra A considerando un conjunto de elementos u
operadores ÷i œ A, donde i = 1, . . . , N , y se imponen las siguientes reglas:

Los elementos ÷i pueden sumarse y multiplicarse por números complejos:

c0 + ci÷i + cj÷j œ A, c0, ci, cj œ C, (2.50)

donde A representa un vector en el espacio complejo.

El producto A ◊ A æ A es asociativo y anticonmutativo, además de obedecer
las reglas de anticonmutación dadas en la Ec. (2.49).

Utilizando estas propiedades, el conjunto de todas las combinaciones lineales de A:

c0 +
Œÿ

n=1

Nÿ

i1,...,in=1
ci1,...,in÷i1 · · · ÷in , c0, ci1,...,in œ C, (2.51)

completa un álgebra asociativa de dimensión finita, conocida como álgebra de Grass-
mann.

La función de los números de Grassmann se define mediante una expansión de
Taylor:

f(›1, . . . , ›k) =
Œÿ

n=0

kÿ

i1,...,in=1

1
n!

ˆ
n
f

ˆ›i1 · · · ˆ›in

-----
›=0

›in · · · ›i1 , ›1, · · · , ›k œ A,

(2.52)

donde f es una función analítica.

La integración sobre las variables de Grassmann se define como:
⁄

d÷i = 0,

⁄
d÷i÷i = I. (2.53)

Tomando en cuenta las propiedades del álgebra A, procederemos a la construcción
de los estados coherentes fermiónicos. Consideramos que los operadores fermiónicos
y los generadores de Grassmann anticonmutan, lo que se expresa como:
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[÷i, âj]+ = ÷iâj + âj÷i = 0. (2.54)

Los estados coherentes fermiónicos se definen de la siguiente manera:

|÷Í = exp
A

≠
ÿ

i

÷iâ
†
i

B

|0Í. (2.55)

En el contexto de las variables de Grassmann, el adjunto del estado coherente fer-
miónico está dado por:

È÷| = È0| exp
A

≠
ÿ

i

âi÷̄i

B

= È0| exp
A

ÿ

i

÷̄iâi

B

. (2.56)

En términos generales, al sintetizar los estados coherentes, se observa que, para los
bosones (’ = 1, Âi œ C) y los fermiones (’ = ≠1, Âi œ A), la medida de integración
se expresa como:

d(Â̄, Â) ©
Ÿ

i

dÂ̄idÂi

fi(1+’)/2 . (2.57)

Definición |ÂÍ = exp
1
’

q
i Âiâ

†
i

2
|0Í

Acción de âi âi|ÂÍ = Âi|ÂÍ, ÈÂ|âi = ˆiÈÂ|

Acción de â
†
i â

†
i |ÂÍ = ’ˆi|ÂÍ, ÈÂ|â

†
i = ÈÂ|Â̄i

Superposición ÈÂ
Õ
|ÂÍ = exp

1q
i Â̄iÂi

2

Completud
s

d(Â̄, Â)e≠
q

i
|ÂÍÈÂ| = IF .

2.3.3. Construcción de la Integral de Trayectoria para Z

Partiendo de la definición de los estados coherentes tanto bosónicos como fermióni-
cos, podemos llevar a cabo la construcción general de la integral de trayectoria.

En un sistema a temperatura finita, el promedio de la función de correlación se verá
ponderado por la distribución de Gibbs, que se define como

fl̂ ©
e

≠—(Ĥ≠µN̂)

Z
.
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Esta distribución caracteriza la función de partición cuántica:

Z = tre≠(Ĥ≠µN̂) =
ÿ

n

Èn|e
≠—(Ĥ≠µN̂)

|nÍ, (2.58)

donde — ©
1
T y µ denota el potencial químico, la suma se extiende sobre un conjunto

completo de estados {|nÍ} en el espacio de Fock.

Para expresar la función de partición en términos de los estados coherentes, incor-
poramos la identidad utilizada en la Ec. (2.47), utilizando Â̄ y Â como los estados
coherentes. Así, se obtiene la siguiente expresión para la función de partición:

Z =
⁄

d(Â̄, Â)e≠
q

i
Â̄iÂi

ÿ

n

Èn|ÂÍÈÂ|e
≠—(Ĥ≠µN̂)

|nÍ. (2.59)

Dado que q
n |nÍÈn| = IF , podemos conmutar el factor Èn|ÂÍ, respetando el signo

de la estructura fermiónica. Para bosones, se tiene que Èn|ÂÍÈÂ|nÍ = ÈÂ|nÍÈn|ÂÍ,
mientras que para fermiones se da que Èn|ÂÍÈÂ|nÍ = È≠Â|nÍÈn|ÂÍ. Considerando el
signo como ’, la función de partición se define como:

Z =
⁄

d(Â̄, Â)e≠
q

i
Â̄iÂi

ÿ

n

È’Â|e
≠—(Ĥ≠µN̂)

|nÍÈn|ÂÍ

=
⁄

d(Â̄, Â)e≠
q

i
Â̄iÂiÈ’Â|e

≠—(Ĥ≠µN̂)
|ÂÍ, (2.60)

con lo cual se ha establecido un esquema general para la integral de trayectoria.

2.4. Conclusiones

Con esto hemos ampliado la perspectiva sobre las herramientas que podemos uti-
lizar para realizar las aproximaciones semiclásicas en el modelo de Dicke y poder
identificar los modos de fase y amplitud cuando se considera la anisotropia y las in-
teracciones materiales. Al aplicar técnicas semiclásicas, podemos investigar no solo
los estados de equilibrio, sino que además, utilizando la integral de trayectoria nos
permite analizar las trayectorias y las fluctuaciones en el espacio de fases, lo que nos
brinda una visión más completa sobre el comportamiento del modelo de Dicke.
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Capítulo 3

Modelo de Dicke Anisotrópico In-
teractuante.

En este capítulo, analizaremos el modelo de Dicke anisotrópico con interacciones
materiales, utilizando la aproximación de estados coherentes en el límite clásico.
Este enfoque nos permite explorar la transición de fase superradiante través del
análisis de los puntos de estabilidad en las superficies de energía.

Además, caracterizaremos las densidades de estado para identificar las transiciones
de fase cuánticas de estados excitados. Estas transiciones emergen al estudiar los
estados excitados del sistema en el modelo de Dicke, proporcionando una visión más
detallada de la estructura y el comportamiento del sistema cuando se consideran las
interacciones materiales.

3.1. Hamiltoniano de Dicke Anisotrópico con In-
teracciones

En el Capítulo (1.2.4), se presentó de manera general el Hamiltoniano del modelo de
Dicke anisotrópico con interacciones materiales. En este capítulo, profundizaremos
en su análisis, desarrollando su aproximación semiclásica mediante estados coheren-
tes, y examinaremos con mayor detalle cada uno de sus componentes. Recordemos
el Hamiltoniano de Dicke anisotrópico con interacciones materiales Ec. 1.10:

ĤI = Êâ
†
â + Ê0Ĵz + “

Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + ›(âĴ≠ + â

†
Ĵ+)

È
+ 1

N

1
÷xĴ

2
x + ÷yĴ

2
y + ÷zĴ

2
z

2
.

(3.1)

El primer término, Êâ
†
â + Ê0Ĵz, representa la energía del sistema en ausencia de

interacción, correspondiente tanto al campo electromagnético como a los átomos.
Aquí, Ê es la frecuencia del modo de radiación electromagnética, â

†
, â es el operador

de número fótonico, Ê0 es la frecuencia característica de los átomos y Ĵz representa
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la diferencia entre el número de átomos en el estado base y estado excitado.

El segundo término, “Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + ›(âĴ≠ + â

†
Ĵ+)

È
, describe la interacción en-

tre el campo electromagnético y el colectivo de átomos. Aquí, “ representa el aco-
plamiento luz-materia y N es el número de partículas. Los términos âĴ+ y â

†
Ĵ≠

mantienen el número de excitaciones constante: âĴ+ excita el colectivo atómico al
emitir un fotón, mientras que â

†
Ĵ≠ desexcita el colectivo atómico al absorber un

fotón. Estos términos son conocidos como rotantes. El término › representa la mo-
dulación de los los términos âĴ≠ y â

†
Ĵ+ no conservan el número de excitaciones: âĴ≠

desexcita el colectivo atómico al emitir un fotón, y â
†
Ĵ+ lo excita al absorber uno.

Estos últimos se denominan términos no contrarrotantes. Modular los términos no
contrarotantes es lo que denominamos modelo de Dicke anisotrópico [37-39].

Los parámetros ÷x, ÷y y ÷z representan la intensidad de la interacción colectiva entre
los átomos, las cuales denominaremos interacciones materiales.

3.2. Correspondencia Clásica

Analizaremos la aproximación semiclasica utilizando estados coherentes al Hamilto-
niano del modelo de Dicke anisotrópico con interacciones materiales Ec. 3.1. Para
ello se calcula el valor esperado del Hamiltoniano respecto a estados coherentes. El
resultado es tener un Hamiltoniano en su correspondencia semiclásica.

Para ello se utiliza el producto tensorial de los estados coherentes de Glauber (ra-
diación electromagnética) |zÍ y Bloch |wÍ (atómica) [6, 95, 103, 116, 117]:

|zÍ ¢ |wÍ = e
≠|z|2/2

(1 + |w|2)j
e

zâ†
e

zúâ
e

wĴ+|0Í ¢ |j, ≠jÍ. (3.2)

siendo |0Í el estado vacío del bosón y |j, ≠jÍ los estados de pseudo-espín [118]. Utili-
zando las propiedades de los estados coherentes, el valor esperado del Hamiltoniano
es:

H
›
cl(z, w) = j

≠1
Èz, w|ĤD|z, wÍ = Ê|z|

2
≠

A
1 ≠ |w|

2

1 + |w|2

B C

Ê0 ≠
÷z

2

A
1 ≠ |w|

2

1 + |w|2

BD

+ 1
2(1 + |w|2)2

Ë
(÷x ≠ ÷y)

1
w

2 + w̄
2
2

+ (÷x + ÷y)2ww̄

È
+ “(z + z̄)(w + w̄)

Ô
2(1 + |w|2)

. (3.3)

Definimos las variables z =
Ò

j/2(q + ip) y w =
Ò

(1 + jz)/(1 ≠ jz)e≠i„, donde
z y w se expresan en términos de las variables canónicas clásicas (q, p) y (j, „),
respectivamente. En la descripción atómica, las componentes clásicas del momento
angular jx, jy y jz satisfacen la condición de normalización j

2 = j
2
x + j

2
y + j

2
z ,

con N = 2j. Esto nos permite definir las siguientes relaciones: jx =
Ò

1 ≠ j2
z cos „,

jy =
Ò

1 ≠ j2
z sin „ y jz = ≠ cos ◊, donde ◊ es el ángulo polar y „ el ángulo azimutal.
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De esta manera, obtenemos el Hamiltoniano del modelo de Dicke anisotrópico con
interacciones colectivas en su forma semiclasica:

H
›
cl = Ê

2 (q2 + p
2) + jz

3
Ê0 + ÷zjz

2

4
+ 1

2
1
1 ≠ j

2
z

2 1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2

+“

Ò
1 ≠ j2

z [(1 + ›)q cos „ ≠ (1 ≠ ›)p sin „] . (3.4)

Utilizando las ecuaciones de Hamilton de la Ec. 3.4, es posible determinar los puntos
de estabilidad, inestabilidad o puntos de silla de la energía asociada al sistema [119].
Tal como se mencionó en el Capítulo 1, la identificación de estos puntos es fun-
damental para diferenciar entre la fase normal y la fase superradiante, lo cual se
logra a través del rompimiento espontáneo de simetría en los puntos estables. Las
ecuaciones de Hamilton son, por tanto, las siguientes:

q̇ = ˆH
›
cl

ˆp
= Êp ≠ “

Ò
1 ≠ j2

z (1 ≠ ›) sin „, (3.5)

ṗ = ≠
ˆH

›
cl

ˆq
= ≠Êq ≠ “

Ò
1 ≠ j2

z (1 + ›) cos „, (3.6)

„̇ = ˆH
›
cl

ˆjz
= Ê0 + ÷zjz ≠ jz

1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2
≠

“jzÒ
1 ≠ j2

z

◊ [(1 + ›)q cos „ ≠ (1 ≠ ›)p sin „] , (3.7)

j̇z = ≠
ˆH

›
cl

ˆ„
=

1
1 ≠ j

2
z

2
(÷x ≠ ÷y) cos „ sin „ + “

Ò
1 ≠ j2

z

◊ [(1 + ›)q sin „ + (1 ≠ ›)p cos „] . (3.8)

3.3. Superficies de Energía y sus Extremos

A partir de las ecuaciones de movimiento, calculamos los puntos de equilibrio, que
pueden ser estables, inestables o de silla (también conocidos como puntos fijos o
estacionarios) (qs, ps, jzs, „s). Utilizando las ecuaciones (3.5) y (3.6), definimos estos
puntos a través de cuadraturas de la siguiente manera:

ps = “

Ê

Ò
1 ≠ j2

zs(1 ≠ ›) sin „s, y qs = ≠
“

Ê

Ò
1 ≠ j2

zs(1 + ›) cos „s. (3.9)

Sustituyendo la Ec. (3.9) en (3.7) y (3.8), obtenemos un par de ecuaciones que
relacionan el conjunto de variables atómicas (jz, „):

Ê0 + jzs

I

÷z ≠

1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„s

2
+ “

2

Ê

Ë
(1 + ›)2 cos2

„s + (1 ≠ ›)2 sin2
„s

ÈJ

= 0,

(3.10)

(1 ≠ j
2
zs)

I

(÷x ≠ ÷y) ≠
“

2

Ê

Ë
(1 + ›)2

≠ (1 ≠ ›)2
ÈJ

cos „s sin „s = 0. (3.11)
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Las Ecs. 3.10 y 3.11 nos permiten determinar los puntos fijos del sistema, lo que
facilita la representación gráfica de las superficies de energía (véase la Fig. 1.4). La
expresión para la energía es la siguiente:

‘(›, u, v) = sin2 Ô
u2 + v2 1

2(u2 + v2)

5
u

2
3

÷x

Ê0
≠ f›+

4
+ v

2
3

÷y

Ê0
≠ f›≠

46

≠ cos
Ô

u2 + v2
3

1 ≠
÷z

2Ê0
cos

Ô
u2 + v2

4
. (3.12)

Para más detalles sobre la determinación de los cambios de variable u y v, véase el
Apéndice. B.2.

3.3.1. Deformación de la Fase Normal

Uno de los puntos fijos que se pueden determinar a partir de la Ec. 3.11 ocurre
cuando jzs = ±1, lo cual define el tamaño de la esfera de Bloch. En este caso, la
Ec. 3.9 nos da que ps = qs = 0, mientras que „s permanece indeterminado, ya que
puede tomar cualquier valor dentro del intervalo [0, 2fi]. En resumen:

(ps, qs, jzs, „s) = (0, 0, ±1, indeterminado), (3.13)

Al sustituir la Ec. 3.13 en la Ec. 3.4, la energía del sistema queda expresada como:

‘± = ±1 + ÷z

2Ê0
, (3.14)

considerando la escala de energía ‘ = Hcl(qs, psjzs, „s)/Ê0.

La condición jzs = ±1 es fundamental, ya que delimita el dominio accesible en el
espacio de Bloch para las variables atómicas y determina la energía ‘ del sistema.

El punto estacionario jzs = ≠1 es estable, lo que significa que representa un mínimo
absoluto [6] y corresponde al nivel más bajo de energía del sistema. En este estado,
se cumple que qs = ps = 0, lo que indica la ausencia de fotones, por lo que lo
denominamos fase normal.

Por otro lado, jzs = +1 representa la energía más alta y se clasifica como un punto
fijo inestable [120]. Los puntos inestables suelen ser indicativos de cambios abruptos
en el espacio fase, los cuales se analizarán en detalle al calcular la aproximación
semiclásica de la densidad de estados.

Es importante señalar que la determinación de esta fase es invariante ante la pre-
sencia de interacciones materiales ÷x, ÷y y ÷z y en los límites de Tavis-Cummings,
Dicke estándar y Dicke anisotrópico.
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3.3.2. Límite Tavis-Cummings

Recordemos que en el modelo de Tavis-Cummings no se consideran los términos no
conservativos, es decir, aquellos que no preservan el número de excitaciones, lo que
implica que › = 0, Ec 1.6. Por lo tanto, el Hamiltoniano semiclásico correspondiente
al modelo de Tavis-Cummings es:

H
(0)
cl = Ê

2 (q2 + p
2) + jz

3
Ê0 + ÷zjz

2

4
+ 1

2
1
1 ≠ j

2
z

2 1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2

+“

Ò
1 ≠ j2

z (q cos „ ≠ p sin „). (3.15)

De acuerdo con las Ecs. 3.10 y 3.11, se transforman en:

Ê0 + jzs

A

÷z ≠

1
÷x cos2

„s + ÷y sin2
„s

2
+ “

2

Ê

B

= 0, (3.16)

(1 ≠ j
2
zs)(÷x ≠ ÷y) cos „s sin „s = 0. (3.17)

Encontramos cinco soluciones diferentes para los puntos estacionarios: cos „s =
0 (sin „s = ±1), sin „s = 0 (cos „s = ±1) y ÷x = ÷y (incluyendo jzs = ±1). En
consecuencia, analizaremos la dinámica de cada uno de estos puntos estacionarios.

Fase Simétrica Superradiante: Primero consideraremos el caso en el que las
interacciones sean ÷x = ÷y = ÷, donde ÷ es un nuevo parámetro que no incluye la
componente ÷z. La Ec. (3.16) se transforma en:

Ê0 + jzs(÷z ≠ ÷) + “
2

Ê
= 0. (3.18)

Las soluciones para jzs son:

jzs = ≠
Ê0

÷z ≠ ÷ + “2

Ê

= ≠
1
f0

, f0 = �÷zs

Ê0
+ f0+,

donde f0+ = “2

“2
0+

y “0+ = Ô
ÊÊ0, que corresponde al acoplamiento de transición

de la fase superradiante en el límite del modelo de Tavis-Cummings. Además, se
define �÷zs = ÷z ≠ ÷. Al sustituir jzs en la Ec. 3.9, obtenemos los siguientes puntos
estacionarios:

(ps, qs, jzs, „s) =
A

“

Ê

Û

1 ≠
1
f

2
0

sin „s, ≠
“

Ê

Û

1 ≠
1
f

2
0

cos „s, ≠
1
f0

, indeterminado
B

.

(3.19)
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Si jzs = 0, podemos determinar el acoplamiento de transición dado por:

“
c
0 = “0+

Û

1 ≠
�÷zs

Ê0
, (3.20)

Notamos que el acoplamiento de transición experimenta un corrimiento dependiente
de las interacciones materiales, a diferencia del modelo de Tavis-Cummings, donde
el acoplamiento de transición es “

c
TC = Ô

ÊÊ0. Este efecto ha sido observado antes
en trabajos previos para interacciones en las direcciones x≠ [59, 60] y z≠ [72, 73,
121, 122], y una combinación de las direcciones x≠ y y≠ [57]. Al sustituir los puntos
estacionarios en el Hamiltoniano 3.15, obtenemos la expresión para la energía:

‘s0„ = ≠
1
2

A

f0 + 1
f0

B

+ ÷z

2Ê0
, (3.21)

Fase Superradiante x≠: Cuando ÷x ”= ÷y (es decir, �÷zx ”= �÷zy), se pueden
obtener diferentes soluciones para el ángulo azimutal „. Por lo tanto, analicemos el
caso en el que cos „s = ±1, lo que implica que sin „s = 0. Como resultado de la
Ec. 3.9, tenemos que ps = 0, y la Ec. 3.16 es:

jzs = ≠

A
÷z ≠ ÷x

Ê0
+ “

2

ÊÊ0

B≠1

= ≠
1

f0x
, f0x = �÷zx

Ê0
+ f0+. (3.22)

Por lo tanto, los puntos fijos están dados por:

(ps, qs, jzs, „s) = ≠

A

0, ±
“

Ê

Û

1 ≠
1

f
2
0x

, ≠
1

f0x
, fi o 0

B

. (3.23)

En consecuencia, el acoplamiento de transición es:

“
c
0x = “0+

Û

1 ≠
�÷zx

Ê0
. (3.24)

Sustituyendo 3.23 en 3.15, la energía es:

‘s0x = ≠
1
2

A

f0x + 1
f0x

B

+ ÷z

2Ê0
. (3.25)

La transición de la fase normal a la superradiante está determinada por la interacción
en ÷x. Por esta razón, la denominamos transición de fase superradiante en la dirección
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x≠.

Fase Superradiante y≠: Tomando en cuenta ÷x ”= ÷y (�÷zx ”= �÷zy) pero usando
el caso cos „s = 0 (sin „s = ±1). La Ec. 3.9 es qs = 0 y la Ec. 3.16 es:

jzs = ≠

A
÷z ≠ ÷ ≠ y

Ê0
+ “

2

ÊÊ0

B≠1

= ≠
1

f0y
, donde f0y = �÷zy

Ê0
+ f0+. (3.26)

Los puntos fijos están dados por:

(ps, qs, jzs, „s) =
Q

a±
“

Ê

ı̂ıÙ1 ≠
1

f
2
0y

, 0, ≠
1

f0y
, ±

fi

2

R

b . (3.27)

El acoplamiento de transición está dado por:

“
c
0y = “0+

Û

1 ≠
÷z ≠ ÷y

Ê0
. (3.28)

Sustituyendo 3.27 en 3.15, la energía es:

‘s0y = ≠
1
2

A

f0y + 1
f0y

B

+ ÷z

2Ê0
. (3.29)

La transición de la fase normal a la superradiante está determinada por la interacción
en ÷y. Por esta razón, la denominamos transición de fase superradiante en la dirección
y≠.

Fases Cuánticas en el Límite de Tavis-Cummings: En la Fig. 3.1, se presen-
tan los diagramas de fase correspondientes a las transiciones de fase superradiante,
de acuerdo con los valores de los parámetros de interacción. Además, se ilustran
las transiciones entre las superficies de energía en las fases normal y superradiante,
considerando distintos valores de las interacciones atómicas.
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Figura 3.1: Las Figs. (a) y (b) muestran los diagramas de las transiciones de fase, donde
se grafican �÷zx/Ê0 vs. “/“0+ y �÷zx/Ê0 vs. �÷zy/Ê0, respectivamente. Por otro lado, las
Figs. (c-f) detallan la transición de las superficies de energía para distintos valores de las
interacciones materiales, donde ÷̄i = ÷i/Ê0
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En la Fig. 3.1 (a), se muestra el diagrama de fases de �÷zx/Ê0 vs. “/“0+ bajo la
condición ÷x < ÷y. La línea punteada roja indica la transición de la fase normal a la
fase superradiante x≠, marcada por “

c
0x, mientras que la línea punteada azul señala

la transición de la fase superradiante x≠ a la fase superradiante superpuesta, deter-
minada por “

c
0y. Llamamos a esta fase "superpuesta"porque combina características

de las fases superradiantes x≠ y y≠. La línea punteada negra marca el límite de
validez de la fase superradiante, definido por 1 < �÷zy/Ê0.

La Fig. 3.1 (b) muestra un diagrama de fases de �÷zy/Ê0 vs. �÷zx/Ê0, considerando
un valor fijo del acoplamiento luz-materia. Este diagrama revela que las transiciones
superradiantes dependen de las configuraciones de ÷x, ÷y y ÷z.

Las Figs. 3.1 (c-f) ilustran la transición de las superficies de energía desde la fase
normal a la superradiante para distintos valores de las interacciones materiales ÷x, ÷y

y ÷z. Las líneas verdes representan los puntos de mínima energía, que muestran una
ruptura espontánea de simetría al pasar entre fases. Los puntos rojos corresponden
a inestables, y los amarillos a puntos silla.

A modo de ejemplo, la Fig. 3.1 (c) se detalla para facilitar la comprensión de las
Figs. 3.1 (d-f). Las Figs. 3.1 (c1-c3) muestran la evolución cuando ÷x = 0,9, ÷y = 0
y ÷z = 0, lo que implica que “

c
0x < “

c
0y. La Fig. 3.1 (c1) representa la fase normal

deformada, con un único punto estable y una superficie de energía en forma de
pozo. La Fig. 3.1 (c2) muestra la fase superradiante x≠, donde aparecen dos puntos
estables y un punto silla, indicando una ruptura de simetría. La Fig. 3.1 (c3) ilustra
la fase superradiante superpuesta, donde aparecen dos puntos estables, dos puntos
silla y un punto inestable.

En las Figs. 3.1 (c4-c6), cuando ÷z = 0, ÷y = 0,9 y ÷x = 0, se tiene “
c
0y < “

c
0x. Las

transiciones de las superficies de energía son similares a las de las Figs. 3.1 (c1-c3),
pero con una rotación de fi/2 en los puntos estables y silla.

Finalmente, las Figs. 3.1 (c7-c9) corresponden al caso ÷x = 0, ÷y = 0 y ÷z = 0,9,
donde “

c
0x = “

c
0y, y la simetría de las superficies de energía es U(1). Aquí, la transición

de fase se da entre las Figs. 3.1 (c7) y (c8), pasando de un pozo esférico a un sombrero
mexicano. En la Fig. 3.1 (c9), el área sombreada representa el conjunto continuo de
puntos estables. La interacción en ÷x modifica el tamaño de la esfera de Bloch [62]

Por último, la energía del estado base (ground state, gs) del modelo de Tavis-
Cummings se puede resumir a partir de las Ecs. 3.21, 3.25 y 3.29:

‘
g.s
0 = ≠

1
2

1
F0 + F

≠1
0

2
+ ÷z

2Ê0
, (3.30)
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donde

F0 =

Y
______]

______[

f0 para ÷x = ÷z y “ ”= “
c
0,

f0x para ÷x ”= ÷z y “ ”= “
c
0x,

f0y para ÷y ”= ÷z y “ ”= “
c
0y,

1 de otra forma.

(3.31)

Observamos que la energía del estado base es continua para los valores críticos a
medida que aumentamos el acoplamiento luz-materia “. Sin embargo, las derivadas
son discontinuas. El orden de la discontinuidad nos permite clasificar al tipo de
transición de fase cuántica que el sistema describe de acuerdo con la clasificación de
Ehrenfest de las transiciones de fase [123]. Calculamos el gradiente de la energía del
estado base como función de las interacciones:

Ò‘
g.s
0 =

A
ˆ‘

g.s
0

ˆ“
,
ˆ‘

g.s
0

ˆ÷x
,
ˆ‘

g.s
0

ˆ÷y
,
ˆ‘

g.s
0

ˆ÷z

B

(3.32)

= 1
2Ê0

Y
____]

____[

1≠f2
0x

f2
0x

1
2Ê0
“ f0x, ≠1, 0, 1

2
+ (0, 0, 0, 1) para “ Æ “

c
0x,

1≠f2
0y

f2
0y

1
2Ê0
“0+

f0y, 0, ≠1, 1
2

+ (0, 0, 0, 1) para “ Æ “
c
0y,

(0, 0, 0, 1) de otra manera.

Evaluaremos las derivadas de tres combinaciones de parámetros específicos F0 =
1, �÷zx = Ê0 (�÷zy = Ê0) y �÷zx = �÷zy. Cuando F0 = 1, la energía (como
función de “) de la fase normal a la fase superradiante es continua, sin embargo, en
la segunda derivada de la energía con respecto al acoplamiento se hace discontinua,
por lo tanto, se observa que pasar de la fase normal a la fase superradiante es una
transición de segundo orden. En el caso �÷zx = �÷zy y �÷zx = Ê0 la energía del
estado base descrita por 3.25) y 3.29) es de primer orden. La transición de fase de
primer orden fue identificada en [70, 122].

3.3.3. Límite de Dicke.

El modelo de Dicke estándar considera los términos no conservativos, es decir, aque-
llos que no preservan el número de excitaciones, lo que implica que › = 1, ver Ec. 1.3.
Por lo tanto, el Hamiltoniano semiclásico correspondiente al modelo de Dicke están-
dar es:

H
(1)
cl = Ê

2
1
q

2 + p
2
2

+ jz

3
Ê0 + ÷zjz

2

4
+ 1

2
1
1 ≠ j

2
z

2 1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2
(3.33)

+2“

Ò
1 ≠ j2

z q cos „.
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De acuerdo con las Ecs. 3.10 y 3.11 se transforman en:

Ê0 + jzs

1
÷z ≠

1
÷x cos2

„s

22
= 0, (3.34)

1
1 ≠ j

2
zs

2 C

(÷x ≠ ÷y) ≠
4“

2

Ê

D

cos „s sin „s = 0. (3.35)

Encontramos cinco soluciones diferentes para los puntos estacionarios: cos „s =
0 (sin „s = ±1), sin „s = 0 (cos „s = ±1) y ÷x = ÷y (incluyendo jzs = ±1). En
consecuencia, analizaremos la dinámica de cada uno de estos puntos estacionarios.

Fase Superradiante-x: Cuando ÷x ”= ÷y (es decir, �÷zx ”= �÷zy), se pueden
obtener diferentes soluciones para el ángulo azimutal „. Por lo tanto, analicemos
el caso en el que cos „s = ±1, lo que implica que sin „s = 0. En consecuencia la
Ec. 3.16 es:

jzs = ≠
1

f1x
, donde f1x = �÷zx

Ê0
+ f1+, (3.36)

y f1x = “
2
/“

2
1+ y “1+ = Ô

ÊÊ0/2. Por lo tanto, los puntos fijos están dados por:

(ps, qs, jzs, „s) =
A

0, ±
2“

Ê

Û

1 ≠
1

f
2
1x

, ≠
1

f1x
, 0o fi

B

. (3.37)

En consecuencia, el acoplamiento de transición es:

“
c
1x = “1+

Û

1 ≠
�÷zx

Ê0
. (3.38)

Sustituyendo 3.37 en 3.32, la energía es:

‘s1x = ≠
1
2

A

f1x + 1
f1x

B

+ ÷z

2Ê0
. (3.39)

Fase Deformada: Tomando en cuenta ÷x ”= ÷y (�÷zx ”= �÷zy) pero usando el
caso cos „s = 0 (sin „s = ±1). En consecuencia, la Ec. 3.16 es:

jzs = ≠
Ê0

�÷zy
= ≠

1
f1y

. (3.40)

Los puntos fijos están dados por:

(ps, qs, jzs, „s) =
A

0, 0, ≠
1

f1y
, ±

fi

2

B

. (3.41)
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Sustituyendo 3.41 en 3.32, la energía es:

‘s1y = ≠
1
2

A

f1y + 1
f1y

B

+ ÷z

2Ê0
. (3.42)

Denominamos a esta fase como superradiante deformada porque no presenta un
acoplamiento de transición definido, y persiste para cualquier valor de �÷zy Æ Ê0.
En esta fase, el valor esperado del número de fotones es cero, ya que qs = ps = 0.
Por ello, no se clasifica estrictamente como una fase normal o superradiante, sino
como una fase deformada [1].

Fases Cuánticas en el Límite de Dicke: En la Fig. 3.2, se presentan los dia-
gramas de fase correspondientes a las transiciones de fase superradiante, de acuerdo
con los valores de los parámetros de interacción. Además, se ilustran las transiciones
entre las superficies de energía en las fases normal y superradiante, considerando
distintos valores de las interacciones atómicas.
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Figura 3.2: Las Figs. (a) y (b) muestran los diagramas de las transiciones de fase, donde
se grafican �÷zx/Ê0 vs. “/“1+ y �÷zx/Ê0 vs. �÷zy/Ê0, respectivamente. Por otro lado, las
Figs. (c-f) detallan la transición de las superficies de energía para distintos valores de las
interacciones materiales, donde ÷̄i = ÷i/Ê0
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En la Fig. 3.2 (a), se muestra el diagrama de fases de �÷zx/Ê0 vs. “/“0+ bajo la
condición ÷x < ÷y. La línea punteada roja indica la transición de la fase normal a la
fase superradiante x≠, marcada por “

c
0x, mientras que la línea punteada azul señala

la transición de la fase deformada.

La Fig. 3.2 (b) muestra un diagrama de fases de �÷zy/Ê0 vs. �÷zx/Ê0, considerando
un valor fijo del acoplamiento luz-materia. Este diagrama revela que las transiciones
superradiantes dependen de las configuraciones de ÷x, ÷y y ÷z.

Las Figs. 3.2 (c-f) ilustran la transición de las superficies de energía desde la fase
normal a la superradiante para distintos valores de las interacciones materiales ÷x, ÷y

y ÷z. Las líneas verdes representan los puntos de mínima energía, que muestran una
ruptura espontánea de simetría al pasar entre fases. Los puntos rojos corresponden
a inestables, y los amarillos a puntos silla.

A modo de ejemplo, la Fig. 3.2 (c) se detalla para facilitar la comprensión de las
Figs. 3.2 (d-f). Las Figs. 3.2 (c1-c3) muestran la evolución cuando ÷x = 0,9, ÷y = 0
y ÷z = 0, lo que implica que un acoplamiento de transición en “

c
0x. La Fig. 3.2 (c1)

representa la fase normal deformada, con un único punto estable y una superficie
de energía en forma de pozo. La Fig. 3.2 (c2-c3) muestra la fase superradiante x≠,
donde aparecen dos puntos estables y un punto silla, indicando una ruptura de
simetría. .

En las Figs. 3.2 (c4-c6), cuando ÷z = 0, ÷y = 0,9 y ÷x = 0, y se tiene un acoplamiento
de transición “

c
0y. Las transiciones de las superficies de energía son similares a las de

las Figs. 3.2 (c1-c3).

Finalmente, las Figs. 3.2 (c7-c9) corresponden al caso ÷x = 0, ÷y = 0 y ÷z = 0,9,
donde “

c
0x. Las transiciones de las superficies de energía son similares a las de las

Figs. 3.2 (c1-c3) y (c4-c5). Cabe resumir que las Figs. 3.2 (c) en la fase superradiante
mantienen simetría de paridad.

Por último, la energía del estado base del modelo de Dicke estándar se puede resumir
a partir de las Ecs 3.39 y 3.42:

‘
g.s
1 = ≠

1
2

1
F1 + F

≠1
1

2
+ ÷z

2Ê0
, (3.43)

siendo

F1 =

Y
___]

___[

f1x para “ Æ “
c
1x y �÷zx Æ Ê0

f1y para �÷zy Æ Ê0

1 de otra manera.
(3.44)

Calculamos el gradiente de la energía del estado base como función de las interac-
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ciones:

Ò
g.s
‘1 = 1

2Ê0

Y
_______]

_______[

1≠f2
1x

f2
1x

1
2Ê0
“ f1x, ≠1, 0, 1

2
(0, 0, 0, 1) para “ Æ “

c
1x

y �÷zx Æ Ê0,
1≠f2

1y

f1
1y

(0, 0, ≠1, ≠1) + (0, 0, 0, 1) para �÷zy Æ Ê0

(0, 0, 0, 1) De otra forma.
(3.45)

Evaluaremos las derivadas de tres combinaciones de parámetros específicos F1 =
1, �÷zx = Ê0 (�÷zy = Ê0) y �÷zx = �÷zy. Cuando F1 = 1, la energía (como función
de “) de la fase normal a la fase superradiante x≠ es continua, sin embargo, en la
segunda derivada de la energía con respecto al acoplamiento se hace discontinua,
por lo tanto, se observa que pasar de la fase normal a la fase superradiante es una
transición de segundo orden. En el caso �÷zx = �÷zy y �÷zx = Ê0 la energía del
estado base descrita por 3.39) y 3.42) es de primer orden.

3.3.4. Dicke Anisotrópico

El modelo de Dicke anisotrópico puede modular los términos no conservativos, aque-
llos que no preservan el número de excitaciones, lo que implica que › œ [0, 1], ver
Ec. 1.10. Por lo tanto, el Hamiltoniano semiclásico correspondiente al modelo de
Dicke anisotrópico es:

H
›
cl = Ê

2 (q2 + p
2) + jz

3
Ê0 + ÷zjz

2

4
+ 1

2
1
1 ≠ j

2
z

2 1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2

+“

Ò
1 ≠ j2

z [(1 + ›)q cos „ ≠ (1 ≠ ›)p sin „] . (3.46)

Consideramos las Ecs. 3.10 y 3.11, por lo tanto,

Encontramos cinco soluciones diferentes para los puntos estacionarios: cos „s =
0 (sin „s = ±1), sin „s = 0 (cos „s = ±1) y ÷x = ÷y (incluyendo jzs = ±1). En
consecuencia, analizaremos la dinámica de cada uno de estos puntos estacionarios.

Fase Superradiante x- y y-: Cuando ÷x ”= ÷y (es decir, �÷zx ”= �÷zy), se pueden
obtener diferentes soluciones para el ángulo azimutal „. Por lo tanto, analicemos el
caso en el que cos „s = ±1, lo que implica que sin „s = 0. Como resultado los puntos
fijos están dados por:

(ps, qs, jzs, „s) =
Q

a0, û
(1 + ›)“

Ê

ı̂ıÙ1 ≠
1

f
2
›x

, ≠
1

f›x

, 0 o fi

R

b , (3.47)
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donde

f›x = �÷zx

Ê0
+ f›+ . (3.48)

En consecuencia, el acoplamiento de transición es:

“
c
›x

= “›+

Û

1 ≠
�÷zx

Ê0
, (3.49)

Sustituyendo 3.47 en 3.46, la energía de la fase superradianten en x≠ es:

‘s›x = ≠
1
2

A

f›x + 1
f›x

B

+ ÷z

2Ê0
, (3.50)

Por otro lado, tomando en cuenta ÷x ”= ÷y (�÷zx ”= �÷zy) pero usando el caso
cos „s = 0 (sin „s = ±1). Los puntos fijos están dados por:

(ps, qs, jzs, „s) =
Q

a±
(1 ≠ ›)“

Ê

ı̂ıÙ1 ≠
1

f
2
›y

, 0, ≠
1

f›y
, ±

fi

2

R

b , (3.51)

donde

f›y = �÷zy

Ê0
+ f›≠. (3.52)

En consecuencia el acoplamiento de transición es:

“
c
›y = “›≠

Û

1 ≠
�÷zy

Ê0
, (3.53)

Sustituyendo 3.51 en 3.46, la energía de la fase superradiante en y≠ es:

‘s›y = ≠
1
2

A

f›y + 1
f›y

B

+ ÷z

2Ê0
. (3.54)

Estas fases corresponden a la generalización en › de la fase superradiante x≠ y y≠.

Fases Cuánticas en el Modelo Anisotrópico: En la Fig. 3.3, se presentan
los diagramas de fase correspondientes a las transiciones de fase superradiante, de
acuerdo con los valores de los parámetros de interacción. Además, se ilustran las
transiciones entre las superficies de energía en las fases normal y superradiante,
considerando distintos valores de las interacciones atómicas.
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Figura 3.3: Las Figs. (a) y (b) muestran los diagramas de las transiciones de fase, donde
se grafican �÷zx/Ê0 vs. “/“›± y �÷zx/Ê0 vs. �÷zy/Ê0, respectivamente. Por otro lado, las
Figs. (c-f) detallan la transición de las superficies de energía para distintos valores de las
interacciones materiales, donde ÷̄i = ÷i/Ê0
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En la Fig. 3.3 (a), se muestra el diagrama de fases de �÷zx/Ê0 vs. “/“›± bajo la
condición ÷x < ÷y. La línea punteada roja indica la transición de la fase normal a la
fase superradiante x≠, marcada por “

c
0x, mientras que la línea punteada azul indica

la transición de la fase normal a la fase superradiante y≠, marcada por “
c
0y. La linea

negra punteada marca el límite de válideaz de la fase superradiante, definido por
1 < �÷zy/Ê0.

La Fig. 3.3 (b) muestra un diagrama de fases de �÷zy/Ê0 vs. �÷zx/Ê0, considerando
un valor fijo del acoplamiento luz-materia. Este diagrama revela que las transiciones
superradiantes dependen de las configuraciones de ÷x, ÷y y ÷z.

Las Figs. 3.3 (c-f) ilustran la transición de las superficies de energía desde la fase
normal a la superradiante para distintos valores de las interacciones materiales ÷x, ÷y

y ÷z. Las líneas verdes representan los puntos de mínima energía, que muestran una
ruptura espontánea de simetría al pasar entre fases. Los puntos rojos corresponden
a inestables, y los amarillos a puntos silla.

A modo de ejemplo, la Fig. 3.3 (c) se detalla para facilitar la comprensión de las
Figs. 3.3 (d-f). Las Figs. 3.3 (c1-c3) muestran la evolución cuando ÷x = 0,9, ÷y = 0
y ÷z = 0, lo que implica que un acoplamiento de transición en “

c
0x. La Fig. 3.3 (c1)

representa la fase normal deformada, con un único punto estable y una superficie
de energía en forma de pozo. La Fig. 3.3 (c2-c3) muestra la fase superradiante x≠,
donde aparecen dos puntos estables y un punto silla o un punto inestable, indicando
una ruptura de simetría. .

En las Figs. 3.3 (c4-c6), cuando ÷z = 0, ÷y = 0,9 y ÷x = 0, y se tiene un acoplamiento
de transición “

c
0y. Las transiciones de las superficies de energía son similares a las de

las Figs. 3.3 (c1-c3).

Finalmente, las Figs. 3.3 (c7-c9) corresponden al caso ÷x = 0, ÷y = 0 y ÷z = 0,9,
donde “

c
0x. Las transiciones de las superficies de energía son similares a las de las

Figs. 3.3 (c1-c3) y (c4-c5). Cabe resumir que las Figs. 3.3 (c) en la fase superradiante
mantienen simetría de paridad similar a las fases superradiante en el límite de Dicke.

Por último, la energía del estado base del modelo de Dicke anisotrópico se puede
resumir a partir de las Ecs. 3.50 y 3.54:

‘
g.s.
1 = ≠

1
2

1
F› + F

≠1
›

2
+ ÷z

2Ê0
, (3.55)

con

F› =

Y
___]

___[

f›x para “ Ø “
c
›x, y �÷zx Æ Ê0,

f›y para “ Ø “
c
›y, y �÷zy Æ Ê0,

1 de otra manera.

(3.56)

Calculamos el gradiente de la energía del estado base como función de las interac-
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ciones:

Ò‘
g.s.
› = 1

2Ê0

Y
_____]

_____[

1≠f2
›x

f2
›x

3
2Ê0“
“2

›+
, ≠1, 0, 1

4
+ (0, 0, 0, 1) para “ Ø “

c
›x, y �÷zx Æ Ê0,

1≠f2
›y

f2
›y

3
2Ê0“
“2

›≠
, 0, ≠1, 1

4
+ (0, 0, 0, 1) para “ Ø “

c
›y, y �÷zy Æ Ê0,

(0, 0, 0, 1) de otra manera

,

(3.57)

Evaluaremos las derivadas de tres combinaciones de parámetros específicos F› =
1, �÷zx = Ê0 (�÷zy = Ê0) y �÷zx = �÷zy. Cuando F› = 1, la energía (como función
de “) de la fase normal a la fase superradiante x≠ es continua, sin embargo, en la
segunda derivada de la energía con respecto al acoplamiento se hace discontinua,
por lo tanto, se observa que pasar de la fase normal a la fase superradiante es una
transición de segundo orden. En el caso �÷zx = �÷zy y �÷zx = Ê0 la energía del
estado base descrita por 3.50) y 3.54) es de primer orden.

3.4. Densidad de Estados Semiclásicos

El estudio de la densidad de estados nos permite analizar la energía de excitación
del sistema para un valor específico del acoplamiento luz-materia. Esto facilita la
exploración de los dominios de energía que emergen de la fase normal o superra-
diante, los cuales se conocen como transiciones de fase de estados excitados. Para
realizar este análisis de los dominios de energía y sus singularidades, emplearemos
una aproximación semiclásica de la densidad de estados ‹›(‘), obtenida al calcular el
volumen del espacio de fase disponible mediante la ley de Weyl [124]. Así, podemos
aproximar la densidad de estados determinando el volumen accesible del espacio de
fase para una energía dada ‘Ê0 de la siguiente manera:

‹›(‘) = 1
(2fi)2

⁄
dq dp djz d„ ”

Ë
‘Ê0 ≠ H

›
cl(q, p, jz, „)

È
. (3.58)

Para integrar la ecuación 3.58, es necesario eliminar los grados de libertad p y q [6,
48]. Para ello, eliminamos q del Hamiltoniano H

›
cl(q, p, jz, „) = ›, expresándolo en

términos de p, jz y „ mediante el uso de las propiedades de la delta de Dirac.

‹›(‘Ê0) = 1
(2fi)2

⁄
djz d„ dp dq

A
”(q ≠ q+)

|ˆHcl/ˆq|q+

+ ”(q ≠ q≠)
|ˆHcl/ˆq|q≠

B

, (3.59)

donde q± son las soluciones cuadráticas de Hcl = E:

q›± = ≠
“

Ê

Ò
1 ≠ j2

z (1 + ›) cos „ ±

Ò
≠p2 + a›p + b›, (3.60)
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los coeficientes a› y b› son:

a› = 2“

Ê

Ò
1 ≠ j2

z (1 ≠ ›) sin „, (3.61)

b› = ≠
2
Ê

jz(Ê0 + ÷zjz

2 ) ≠
1
Ê

1
1 ≠ j

2
z

2 1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2
(3.62)

+2‘Ê0
Ê

+ “
2

Ê2 (1 ≠ j
2
z )(1 + ›)2 cos2

„.

Empleando las propiedades de la función delta de Dirac se tiene:

‹›(‘) = 1
(2fi)2

⁄
dq dp djz d„

S

WU”(q ≠ q›+)

------
ˆH

(›)
cl

ˆq

------

≠1

q›+

+ ”(q ≠ q›≠)

------
ˆH

(›)
cl

ˆq

------

≠1

q›≠

T

XV .

(3.63)

Evaluando las derivadas tenemos:
------
ˆH

(›)
cl

ˆq

------
q›±

=
----Ê

5
≠

“

Ê

Ò
1 ≠ j2

z (1 + ›) cos „ (3.64)

±

Ò
≠p2 + a›p + b›

6
+ “

Ò
1 ≠ j2

z (1 + ›) cos „

---- = Ê

Ò
≠p2 + a›p + b›.

Con esto, la integral respecto a q se simplifica:

‹›(‘) = 1
(2fi)2

2
Ê

⁄
djzd„

dp
Ò

≠p2 + a›p + b›

. (3.65)

Los límites en las variables jz, „ y p están determinadas por la condición ≠p
2 +a›p+

b› Ø 0. La integración en p está escrita por:

≠p
2 + a›p + b› = (p›+ ≠ p)(p ≠ p›≠), (3.66)

donde

p›± = 1
2

1
≠a› ±

Ò
a

2
› + 4b›

2
(3.67)

son las raíces (p›≠ Ø p›+) del polinómio cuadrático ≠Ê
2
p

2 + a›p + b› = 0. En
consecuencia,

‹›(‘) = 2
Ê(2fi)2

⁄
djz

⁄
d„

⁄ p›+

p›≠
dp

1
Ò

(p›+ ≠ p)(p ≠ p›≠)
= 1

2fiÊ

⁄
djz

⁄
d„ (3.68)

Este resultado es válido, siempre y cuando las raíces p›± sean reales, lo cual, el
discriminante

a
2
› + 4b› Ø 0 (3.69)
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Sustituyendo los valores a› y b› explicitamente

1
2

1
1 ≠ j

2
z

2 53
f›+ ≠

÷x

Ê0

4
cos2

„ +
3

f›≠ ≠
÷y

Ê0

4
sin2

„

6
Ø

÷z

2Ê0
j

2
z + jz ≠ ‘, (3.70)

cos2
„ Ø g›(jz, ‘), (3.71)

donde

g›(jz, ‘) =
I

2
1 ≠ j2

z

5
÷z

2Ê0
j

2
z + jz ≠ ‘

6
≠

3
f›≠ ≠

÷y

Ê0

4J 5
(f›+ ≠ f›≠) ≠

3
÷x

Ê0
≠

÷y

Ê0

46≠1
.

(3.72)

La Ec. 3.72 depende del volumen del espacio de fase disponible en la región de
la esfera de Bloch para una energía dada. Esto nos permite determinar los valores
límite para (jz, „) en la esfera de Bloch, considerando 0 Ø cos „0 Ø 1. Si f›(jz, ‘) < 0,
entonces la condición se puede satisfacer para todos los valores de „ œ [0, 2fi) en la
esfera de Bloch. Por otro lado, si f›(jz, ‘) > 1, la condición no se puede cumplir. Por
lo tanto, consideramos un intervalo para „:

„› = arc cos
Ò

g›(jz, ‘) = arc cos

Y
]

[

C
2

1 ≠ j2
z

5
÷z

2Ê0
j

2
z + jz ≠ ‘

6
≠

3
f›≠ ≠

÷y

Ê0

4D1/2

◊

5
(f›+ ≠ f›≠) ≠

3
÷x

Ê0
≠

÷y

Ê0

46≠1/2J

. (3.73)

En general, podemos obtener los valores límite para jz y ‘ donde la condición se
satisface tomando en cuenta los límites del cos „. Específicamente, consideramos los
intervalos [≠„›, „›] y [fi≠„›, fi+„›]. En este caso, se obtiene una ecuación cuadrática
en jz que puede tener soluciones reales o complejas.

j
2
z

;
÷z

2Ê0
+ 1

2

3
f›+ ≠

÷x

Ê0

4<
+ jz ≠

;
‘ + ÷z

2Ê0
+ 1

2

3
f›+ ≠

÷z ≠ ÷x

Ê0

4<
= 0, (3.74)

Añadimos y restamos ÷z/2Ê0 en 3.74. Observamos que los efectos de interacción en la
dirección ÷z se traducen en un corrimiento en la energía, mientras que en la dirección
÷z se reflejan en un corrimiento del acoplamiento crítico. Las raíces resultantes son:

j
(±)
z› (Á) = ≠

1
f›x

5
1 û

Ò
2f›x(‘ ≠ ‘s›x)

6
(3.75)

Obtenemos los límites dados por cos „1,2 = 0. De la misma manera, obtenemos una
ecuación cuadrática

j
2
z

5
÷z

2Ê0
+ 1

2

3
f›≠ ≠

÷y

Ê0

46
+ jz ≠

5
‘ + ÷z

2Ê0
+ 1

2

3
f›≠ ≠

÷z ≠ ÷y

Ê0

46
= 0. (3.76)
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donde también sumamos y restamos ÷z/2Ê0. Observamos que es análoga a la Ec.
(3.74), con la única diferencia de que ÷x es reemplazado por ÷y y f›≠ se sustituye
por f›+. En consecuencia, las soluciones son:

j
(1,2)
z› (Á) = ≠

1
f›y

5
1 û

Ò
2f›y(‘ ≠ ‘s›y)

6
. (3.77)

En las siguientes secciones estudiaremos los casos límite de TC y Dicke estándar
con interacciones materiales para entender los efectos de las interacciones en la
emergencia de dominios y energías críticas.

3.4.1. Dominio de Energías en el Límite Tavis-Cummings
con Interacciones

En el modelo de TC, las funciones clave para determinar la integral de la ecuación
(3.68), que representa el volumen del espacio de fase disponible, son las siguientes:

„0(jz, Á) = arc cos
IC

2
1 ≠ j2

z

3
÷z

2Ê0
j

2
z + jz ≠ Á

4
≠

3
f0+ ≠

÷y

Ê0

461/2 3
÷y

Ê0
≠

÷x

Ê0

4≠1/2J

,

(3.78)

j
(±)
z0 (Á) = ≠

1
f0x

5
1 û

Ò
2f0x(‘ ≠ ‘s0x)

6
, (3.79)

j
(1,2)
z0 (Á) = ≠

1
f0y

5
1 û

Ò
2f0y(‘ ≠ ‘s0y)

6
. (3.80)

donde jz0 representa los límites para cada energía ‘. Recordemos que la fase normal
en TC está representado por jz = ±1, con energía ‘± = ±1 + ÷z/2Ê0, si aumen-
tamos el valor del acoplamiento luz-materia emergen fases cuánticas como la fase
superradiante en x≠, y≠ y superpuestas con sus respectivas energías 3.50 y 3.54 .
Esto implica que cada fase esta asociada a diferentes comportamientos de g›(jz, ‘)
permitiendo identificar el volumen de espacio fase accesible en la esfera de Bloch
para cada fase cuántica. A manera de ejemplo y sin perder generalidad asumiremos
‘s0x < ‘s0y, en consecuencia:

Cuando ›+ < ›, la función g0(jz, ›) siempre es menor que uno, implicando que
el volumen del espacio fase atómico (esfera de pseudospín) esté totalmente
disponible, es decir, jz œ [≠1, 1] y „0 œ [0, 2fi).

En el intervalo ›≠ < › < ›+ implica que jz toma valores únicamente en el
intervalo [≠1, j

+
z0], donde |j

(+)
z0 Æ 1|. Este intervalo está presente para todos los

valores de parámetros y representa el volumen de espacio fase accesible desde
el punto mínimo en jz = ≠1 hasta el máximo en jz = +1.

El intervalo ‘0sy < ‘ Æ ‘≠ se encuentra la fase superradiante en y≠ .
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El intervalo que surge de la presencia de ambas fases superradiantes, x≠ y
y≠, es ‘0sx Æ ‘ Æ ‘0sy. El polo sur de la esfera de pseudospín (jz = ≠1) es
inaccesible, y la variable jz está restringida al intervalo j

(≠)
z0 Æ jz Æ j

+
z0. Dado

que ‘0sx < ‘0sy es la energía del estado base en la fase superradiante en x≠.

Identificamos tres energías críticas, representadas por ‘
(c1)
0 , ‘

(c2)
0 = ‘≠ y ‘

(c1)
0 = ‘+.

Cada una de estas energías corresponde a puntos estacionarios en la superficie de
energía. La aproximación semiclásica de la densidad de estados en el modelo de TC
con interacciones materiales se convierte en:

Ê

2
‹0(‘) =

Y
______]

______[

1
fi

s j
(+)
0

j
(≠)
z0

„0(jz , ‘)djz , ‘ œ [‘0sx, ‘0sy ] y “ œ [“c
0x, “c

0y ],

1
fi

5s j
(1)
z0

j
(≠)
z0

„0(jz , ‘)djz +
s j

(+)
z0

j
(2)
z0

„0(jz , ‘)djz

6
+ 1

2

1
j

(2)
z0 ≠ j

(1)
z0

2
, ‘ œ [‘s0y , ‘≠] y “ œ [“c

0y , Œ),

1
fi

s j+
z0

j
(1)
z0

„0(jz , ‘)djz + 1
2

1
j

(1)
z0 + 1

2
, ‘ œ [‘≠, ‘+], y “ œ [0, Œ),

1, ‘+ Æ ‘, y “ œ [0, Œ).
(3.81)

El rango de energía está determinado por los tres intervalos de “. La transición
entre cada dominio energético aun cuando es continua revela la presencia de una
ESQPT, ya que la densidad de estados experimenta un cambio crítico marcado por
una singularidad en su primera derivada derivada d‹0(‘)/d‘.

ˆ„0
ˆ‘

= 1
1 ≠ j2

z

;
[1 ≠ g0(jz, Á)] g0 (jz, Á)

3
÷y ≠ ÷x

Ê0

4<≠1/2
. (3.82)

Se puede demostrar que las derivadas ESQPT en ‘0sy exhiben una discontinuidad de
tipo logarítmico, mientras que en ‘≠ y ‘+, son discontinuas o de tipo salto. Existen
singularidades de tipo salto cuando ‘0sy = ‘0sx y en ‘+ [96, 102].

3.4.2. Dominio de Energías en el Límite Dicke con Interac-
ciones

Utilizando la metodología anteriormente presentada analizaremos el dominio de
energías de modelo de Dicke con interacciones. Para ello consideramos:

„1(jz, Á) = arc cos

Y
]

[

C
2

1 ≠ j2
z

5
÷z

2Ê0
j

2
z + jz ≠ ‘

6
+ ÷y

Ê0

D1/2 3
f1+ ≠

3
÷x

Ê0
≠

÷y

Ê0

46≠1/2
Z
^

\ ,

(3.83)

j
(±)
z1 (Á) = ≠

1
f1x

5
1 û

Ò
2f1x(‘ ≠ ‘s1x)

6
, (3.84)

j
(1,2)
z1 (Á) = ≠

1
f1y

5
1 û

Ò
2f1y(‘ ≠ ‘s1y)

6
. (3.85)
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donde j
(1)
z1 Æ j

(2)
z1 y f1y es independiente del acoplamiento luz-materia. Similar al

caso TC, jz toma los mismo valores, por lo tanto, los intervalos son los siguientes:

El intervalo ‘+ < ‘ corresponde al caso similar al modelo TC, donde la esfera
de pseudospín está completamente disponible con jz œ [≠1, 1], „1 œ [0, 2fi) y
‹1(‘) = 2/Ê.

El intervalo ‘≠ < ‘ < ‘+ presenta una restricción en la variable jz, limitada al
intervalo [≠1, j

(+)
z1 ]. Si jz œ [≠1, ‘], entonces „1 puede variar en [0, 2fi), pero si

‘ < jz Æ ‘1sy, entonces 0 < „1 < fi.

El intervalo ‘1sy < ‘ < ‘≠ está exclusivamente presente en la fase deformada.

En el intervalo más bajo ‘1sx Æ ‘ Æ ‘1sy, el polo sur de la esfera de Bloch (jzs =
≠1) es inaccesible y la variable jz se restringe en el intervalo jz œ [j(≠)

z1 , j
(+)
z1 ].

La expresión DoS semiclásica en el límite de Dicke se convierte

Ê

2
‹1(‘) =

Y
_______]

_______[

1
fi

s j
(+)
z1

j
(≠)
z1

„1(jz , ‘)djz , ‘ œ [‘s1x, ‘s1y ] y “ œ [“c
1x, Œ),

1
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5s j
(1)
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(≠)
z1

„1(jz , ‘)djz +
s j

(+)
z1

j
(2)
z1

„1(jz , ‘)djz

6
+ 1

2

1
j

(2)
z1 ≠ j

(1)
z1

2
, ‘ œ [‘s1y , ‘≠] y “ œ [“c

1x, Œ],

1
fi

s j
(+)
z1

j
(1)
z1

„1(jz , ‘)djz + 1
2

1
j

(1)
z1 + 1

2
, ‘ œ [‘≠, ‘+] y “ œ [0, Œ],

1, ‘+ Æ ‘ y “ œ [0, Œ].
(3.86)

A través de la primera derivada de las densidades de estados podemos caracterizar
el tipo de ESQPT:

ˆ„1
ˆ‘

= 1
1 ≠ j2

z

;
[1 ≠ g1(jz, Á)] g1(jz, Á)

3
f1+ ≠

÷x ≠ ÷y

Ê0

4<≠1/2
. (3.87)

3.4.3. Dominio de Energías en el Modelo Anisotrópico con
Interacciones

Finalmente, analizaremos el dominio de energía para el modelo anisotrópico con
interacciones materiales. Esto se logra obteniendo una expresión general que combina
las ecuaciones (3.73), (3.75) y (3.77). De esta manera,

Ê

2
‹›(‘) =

Y
________]

________[
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fi

s j
(+)
z›

j
(≠)
z›
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z›

„0(jz , ‘)djz +
s j

(+)
z›

j
(2)
z›

„0(jz , ‘)djz

6
+ 1

2

1
j

(2)
z› ≠ j

(1)
z›

2
, ‘s›y < ‘ Æ ‘≠, y “ œ [“c

›y , Œ],

1
fi

s j
(+)
z›

j
(1)
z›

„0(jz , ‘)djz + 1
2

1
j

(1)
z› + 1

2
, ‘≠ < ‘ Æ ‘+, y “ œ [0, Œ),

1, ‘+ < ‘ y “ œ [0, Œ).
(3.88)
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La fenomenología de este resultado es similar en el modelo de TC y Dicke estándar.
La principal diferencia radica en la modificación del acoplamiento crítico de la fase
superradiante dado por ÷x, el acoplamiento crítico dado por la fase en ÷y y el des-
plazamiento de la energía en jz en ÷z. Además, en este caso, obtenemos la expresión
general.

ˆ„›

ˆ‘
= 1

1 ≠ j2
z

{[1 ≠ g›(jz, Á)] g› (jz, Á)
5
(f›+ ≠ f›≠) ≠

÷x ≠ ÷y

Ê0

6<≠1/2
. (3.89)

Un resultado destacado de nuestra investigación es que las interacciones ÷x y ÷y de-
sempeñan roles similares para valores arbitrarios de › tanto en las propiedades del
estado base como en los estados excitados. ÷x modula la magnitud de “

c
›+, mientras

que ÷y corresponde a “
c
›≠. Del mismo modo, para un valor arbitrario de las inter-

acciones materiales y ›, ambas transiciones ESQPT, una correspondiente al punto
estacionario jzs = 1 y otra debido a la saturación de la esfera de Bloch (jzs = +1),
son similares a casos anteriores [6, 125, 126].

Esto aclara los resultados observados en los límites de TC y Dicke. En el primer caso,
la inclusión de interacciones hace que el modelo TC extendido ya no sea integrable.
En el caso de Dicke, incluso con un ÷x finito, se modifica la densidad de estados ,
aunque el acoplamiento crítico “

c
1≠ tienda a infinito.
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Figura 3.4: (a)-(i) muestran las regiones del volumen del espacio fase disponible
Ê‹(‘)/2j vs. ‘ para diferentes valores de las interacciones materiales. (a)-(c) corres-
ponden al límite de Tavis-Cummings, (d)-(f) al límite de Dicke estándar, y (g)-(i) al
modelo de Dicke anisotrópico. (j) presenta un diagrama de los dominios de energía
‘ vs. “/“0 en el límite de Tavis-Cummings, específicamente para las interacciones
÷x = ÷y = 1 y ÷z = 2.

En la Fig. 3.4 (a)-(i) se presenta el volumen del espacio fase disponible, Ê‹(‘)/2j,
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en función de la energía del sistema ‘. La Fig. 3.4 (j) muestra un diagrama de los
dominios de energía ‘ en función de “/“0+.

Las Figs. 3.4 (a)-(c) ilustran el volumen de espacio fase disponible en el límite
de Tavis-Cummings para distintas regiones del acoplamiento luz-materia. En (a),
correspondiente a la fase normal, se observa el pozo esférico de las superficies de
energía. La línea café representa el dominio de energía dentro del pozo, mientras
que la línea roja indica el borde del pozo, mostrando el volumen total de espacio
fase disponible. (b) muestra un comportamiento similar. En (c), correspondiente a
la fase superradiante, la línea azul denota el volumen disponible desde los puntos
estables hasta los puntos silla, la línea verde desde los puntos silla hasta el punto
inestable, la línea café desde el punto inestable hasta el borde del sistema, y la línea
roja representa el volumen total.

Las Figs. 3.4 (d)-(f) muestran el volumen de espacio fase disponible en el límite
de Dicke estándar para diferentes valores del acoplamiento luz-materia. En (d), se
presenta la fase normal con el volumen del pozo esférico. (e) corresponde a la fase
superradiante, donde la línea azul representa el volumen desde los puntos estables
hasta el punto silla, y la línea café abarca desde el punto silla hasta el volumen total.
(f) muestra un comportamiento similar al de (c).

Las Figs. 3.4 (g)-(i) representan el volumen de espacio fase disponible en el límite de
Dicke anisotrópico para distintas regiones del acoplamiento luz-materia, mostrando
un comportamiento similar a las Figs. 3.4 (d)-(f).

Finalmente, la Fig. 3.4 (j) muestra un diagrama de los dominios de energía ‘ en
función de “/“0+ en el límite de Tavis-Cummings, con las interacciones materiales
÷x = ÷y = 1 y ÷z = 2. Esta figura ilustra la ubicación de las diferentes líneas
representadas en (a)-(i) para distintos valores del acoplamiento luz-materia.

3.5. Conclusiones

En este capítulo, estudiamos las fases cuánticas emergentes en el modelo de Dic-
ke mediante una aproximación de estados coherentes, analizando las superficies de
energía en los límites de Tavis-Cummings, Dicke estándar y Dicke anisotrópico.
Observamos que el acoplamiento de transición provoca un desplazamiento en las
interacciones materiales, afectando las características de las fases cuánticas.

Identificamos que la aparición de una transición de fase se manifiesta en cambios
abruptos en las propiedades del estado base o en los puntos estables del sistema.
Las formas que adquieren las superficies de energía nos permiten inferir los tipos de
modos de excitación posibles, lo cual constituye el enfoque del siguiente capítulo.

Finalmente, estudiamos el comportamiento del volumen del espacio fase disponible
en los tres límites mencionados, destacando cómo las distintas interacciones afectan
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la estructura de estos volúmenes y su relación con la dinámica del sistema. Estos
resultados ofrecen una base sólida para entender los mecanismos subyacentes a las
transiciones de fase y sus implicaciones en la física de sistemas de interacción luz-
materia.
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Capítulo 4

Modos de Fase y Amplitud en el
Modelo de Dicke Interactuante

Utilizando técnicas de campo medio analizaremos el espectro de bajas energías del
modelo de Dicke anisotrópico incluyendo las interacciones materiales [41], con el
propósito de identificar los modos de amplitud y de fase generados a partir de la
ruptura espontánea de simetría.

Para ello, utilizaremos la aproximación de Holstein-Primako�[127]: Primero, se rea-
liza un mapeo de los operadores de pseudo-espín en términos de un bosón como una
serie infinita. Se construye un estado coherente mediante bosones para proporcionar
una descripción de campo medio al estado base y que se vuelve exacto en el límite
termodinámico [41]. Segundo, se construye una versión truncada del Hamiltoniano
cuadrático en términos de los operadores bosónicos proporcionando una descripción
del Hamiltoniano de Dicke como dos osciladores armónicos desacoplados [41].

4.1. Aproximación de Holstein-Primako�

Utilizar la aproximación de Holstein-Primako� [41, 128] nos proporciona soluciones
exactas en el límite termodinámico. Esto implica representar los operadores atómicos
en términos de operadores bosónicos, permitiendo construir un Hamiltoniano con
dos osciladores acoplados.

Ĵz = b̂
†
b̂ ≠ j, Ĵ+ = b̂

†
Ò

2j

ı̂ıÙ1 ≠
b̂†b̂

2j
y Ĵ≠ =

Ò
2j

ı̂ıÙ1 ≠
b̂†b̂

2j
b̂. (4.1)

Los operadores [b̂, b̂
†] respetan el álgebra SU(2):

[b̂, b̂
†] = 1.
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Recordemos que el modelo de Dicke con interacciones materiales es:

Ĥ = Êâ
†
â + Ê0Ĵz + “

Ô
N

Ë
(âĴ+ + â

†
Ĵ≠) + ›(â†

Ĵ+ + âĴ≠)
È

+ 1
N

Ë
÷xĴ

2
x + ÷yĴ

2
y + ÷zĴ

2
z

È
,

(4.2)

sustituyendo 4.1 en 4.2:

Ĥ = Êâ
†
â + Ê0

1
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†
b̂ ≠ j

2
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S
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Q

aâb̂
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Û
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Û
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Û
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b
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2j
+

Û

1 ≠
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2j
b̂

R
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2

≠ ÷y

Q

ab̂
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Û
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≠

Û

1 ≠
b̂†b̂
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b̂

R

b
2T

XV + ÷z

2j

1
b̂

†
b̂ ≠ j

22
.

La aproximación de Holstein-Primako� nos facilita expresar el Hamiltoniano de
Dicke en forma de dos osciladores representado por los operadores â, â

† y b̂, b̂
†. Nos es

posible desacoplar el Hamiltoniano aplicando una transformación de Bogoliubov[7,
113], gracias a esto, podemos establecer el espectro de energías tanto en la fase
normal como superradiante y es lo que se mostrará a continuación.

4.2. Campo Medio en el Modelo de Dicke Aniso-
trópico Interactuante

4.2.1. Fase Normal

Al considerar el límite termodinámico N æ Œ, el operador de número b̂
†
b̂, es rem-

plazado por su valor esperado Èb̂
†
b̂Í. Procediendo de la siguiente forma:

Èb̂
†
b̂Í

2j
<< 1 esto implica

ı̂ıÙ1 ≠
b̂†b̂

2j
¥ 1.

Por lo tanto, el Hamiltoniano aproximado es:

Ĥ = Êâ
†
â + Ê0

1
b̂

†
b̂ ≠ j

2
+ “

Ë1
âb̂

† + â
†
b̂

2
+ ›

1
â

†
b̂

† + âb̂

2È

+1
4

5
÷x

1
b̂

† + b̂

22
≠ ÷y

1
b̂

†
≠ b̂

226
+ ÷z

2j

1
b̂

†
b̂ ≠ j

22
. (4.4)

Ya que nos interesa desacoplar 4.4 emplearemos la transformación de Bogoliubov [41,
128]. Primero, transformaremos el Hamiltoniano a cuadraturas:

â =
Ú

Ê

2

3
x̂ + i

Ê
p̂x

4
, â

† =
Ú

Ê

2

3
x̂ ≠

i

Ê
p̂x

4
, (4.5)
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b̂ =
Ú

Ê0
2

3
ŷ + i

Ê0
p̂y

4
, b̂

† =
Ú

Ê0
2

3
ŷ ≠

i

Ê0
p̂y

4
. (4.6)

Sustituyendo 4.5 y 4.6 en 4.4 tenemos:

Ĥ = 1
2

3
Ê

2
x̂

2 + Ê
2
0

5
1 + ÷x

Ê0
≠

÷z

Ê0

6
ŷ

2 + p̂
2
x +

5
1 + ÷y

Ê0
≠

÷z

Ê0

6
p̂

2
y + 2“

Ô
ÊÊ0(1 + ›)x̂ŷ

+ 2“
Ô

ÊÊ0
(1 ≠ ›)p̂xp̂y ≠

5
Ê + Ê0

3
1 ≠

÷z

Ê0

4
+ Ê0

3
1 ≠

÷z

2Ê0

4
2j

6B

. (4.7)

Reducimos el Hamiltoniano tomando en cuenta los siguientes cambios de variable

Êzx = Ê0

Û

1 ≠
÷z ≠ ÷x

Ê0
= Ê0

C
“

c
›x

“›+

D

y Êzy =
5
1 ≠

÷z ≠ ÷y

Ê0

6
=

C
“

c
›y

“›≠

D

. (4.8)

“›x/“›+ y “›y/“›≠ están representados por (3.49) y (3.53), respectivamente. Reorde-
nando 4.7:

Ĥ = 1
2

A

Ê
2
x̂

2 + Ê
2
zxŷ

2 + p̂
2
x + Ê

2
zyp̂

2
y + 2“

Ô
ÊÊ0(1 + ›)x̂ŷ + 2“

Ô
ÊÊ0

(1 ≠ ›)p̂xp̂y

≠

5
Ê + Ê0

3
1 ≠

÷z

Ê0

4
+ Ê0

3
1 ≠

÷z

2Ê0

4
2j

64
. (4.9)

El siguiente paso implica eliminar los terminos cruzados: x̂ŷ y p̂xp̂y. Para ello, rea-
lizaremos rotaciones sobre los ángulos ◊1 y ◊2, respectivamente:

x̂ = q̂1 cos ◊1 + q̂2 sin ◊1, ŷ = ≠q̂1 sin ◊1 + q̂2 cos ◊1,

p̂x = p̂1 cos ◊2 + p̂2 sin ◊2, p̂y = ≠p̂1 sin ◊2 + p̂2 cos ◊2. (4.10)

Sustituyendo 4.10 en 4.9:

Ĥ = 1
2

Ë
q̂

2
1

Ó
Ê

2 cos2
◊1 + Ê

2
zx sin2

◊1 ≠ 2“
Ô

ÊÊ0(1 + ›) cos ◊1 sin ◊1
Ô

+q̂
2
2

Ó
Ê
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◊1 + Ê

2
zx cos2

◊1 + 2“
Ô
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Ô

+p̂
2
1

I
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◊2 + Ê

2
zy sin2

◊2 ≠ 2 “
Ô

ÊÊ0
(1 ≠ ›) cos ◊2 sin ◊2

J

+p̂
2
2

I

sin2
◊2 + Ê

2
zy cos2

◊2 + 2 “
Ô

ÊÊ0
(1 ≠ ›) cos ◊2 sin ◊2

J

+q̂1q̂2
Ó

2Ê
2 cos ◊1 sin ◊1 ≠ 2Ê

2
zx cos ◊1 sin ◊1 + 2“

Ô
ÊÊ0(1 + ›)

1
cos2

◊1 ≠ sin2
◊1

2Ô

+p̂1p̂2

I

2 cos ◊2 sin ◊2 ≠ 2Ê
2
zy cos ◊2 sin ◊2 + 2“

Ô
ÊÊ0

(1 ≠ ›)
1
cos2

◊2 ≠ sin2
◊2

2J

≠

5
Ê + Ê0

3
1 ≠

÷z

Ê0

4
+ Ê0

3
1 ≠

÷z

2Ê0

4
2j

66
. (4.11)

Finalmente, conseguimos los términos cruzados q1q2 y p1p2, sin embargo, podemos
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anularlos encontrando soluciones para ◊1 y ◊2:

tan 2◊1 = 2“
Ô

ÊÊ0(1 + ›)
Ê2

zx ≠ Ê2 y tan 2◊2 = 2“(1 ≠ ›)
Ô

ÊÊ0

1
Ê2

zy ≠ 1 . (4.12)

Sustituyendo ◊1 y ◊2 en 4.11 obtenemos las energías ‘
N
1± y ‘

N
2±:

Ĥ = 1
2

1
(‘N

1≠q̂1)2 + (‘N
1+q̂2)2 + (‘N

2≠p̂1)2 + (‘N
2+p̂2)2

≠ ‘0
2

. (4.13)

donde:

‘
N
1± =

Û
1
2

3
(Ê2 + Ê2

zx) ±

Ò
(Ê2

zx ≠ Ê2)2 + 4“2ÊÊ0(1 + ›)2
4

, (4.14)

‘
N
2± =

ı̂ııÙ
1
2

Q

a(1 + Êzy) ±

Û

(Êzy ≠ 1)2 + 4“2(1 ≠ ›)2

ÊÊ0

R

b, (4.15)

‘0 =
5
Ê + Ê0

3
1 ≠

÷z

Ê0

4
+ Ê0

3
1 ≠

÷z

2Ê0

4
2j

6
. (4.16)

Reescribimos (4.13) en segunda cuantización con el fin de obtener un Hamiltoniano
desacoplado generando nuevas excitaciones que respeten las reglas de conmutación:

q̂1 = (â†
1 + â1)Ò
2ÊN≠

, p̂1 = i

Ú
ÊN≠

2 (â†
1 ≠ â1),

q̂2 = (â†
2 + â2)Ò
2ÊN+

, p̂2 = i

Ú
ÊN+

2 (â†
2 ≠ â2),

donde ÊN≠ = ‘
N
1≠/‘

N
2≠ y ÊN+ = ‘

N
1+/‘

N
2+. De este modo, obtendremos los modos de

oscilación ‘
N
≠ y ‘

N
+ :

Ĥ = ‘
N
0 + ‘

N
≠ â

†
1â1 + ‘

N
+ â

†
2â2, (4.17)

siendo:

‘
N
≠ = ‘

N
2≠‘

N
1≠, ‘

N
+ = ‘

N
2+‘

N
1+ y ‘

N
0 = 1

2
Ë
‘

N
≠ + ‘

N
+ ≠ ‘0

È
. (4.18)

4.2.2. Fase superradiante

En la fase superradiante, seguiremos el mismo procedimiento que en la fase normal,
es decir, construiremos un Hamiltoniano con dos osciladores desacoplados. La prin-
cipal diferencia radica en que es necesario realizar un desplazamiento (–, —) en los
operadores bosónicos:

â
†

æ ĉ
† + –

Ò
2j, y b̂

†
æ d̂

†
≠ —

Ò
2j. (4.19)
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Tomar en cuenta los desplazamientos – y —, es tener presente el valor esperado
de las excitaciones bosónicas, además nos proporcionará información respecto al
acoplamiento crítico, acorde a lo visto en el Cap. 3. En la aproximación Holstein-
Primako� 4.1, el término que se ve afectado por estos desplazamientos es:

ı̂ıÙ1 ≠
b̂†b̂

2j
=

ı̂ıÙ1 ≠
d̂†d̂ ≠ —

Ô
2j(d̂† + d̂) + —22j

2j
=

Ô

k

ı̂ıÙ1 ≠
d̂†d̂ ≠ —

Ô
2j(d̂† + d̂)

2jk
,

(4.20)

donde k = 1 ≠ —
2 y consideramos ›0 = 1 ≠

d̂†d̂≠—
Ô

2j(d̂†+d̂)
2jk . El Hamiltoniano queda

expresado como:

Ĥ = Ê

Ë
ĉ

†
ĉ + –


2j(ĉ† + ĉ) + –

22j

È
+ Ê0

Ë
d̂

†
d̂ ≠ —


2j(d̂† + d̂) + —

22j ≠ j

È

+“

Ô

k

Ë
(ĉ + –


2j)(d̂†
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

2j)

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
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

2j)
È
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Ë
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
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
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
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
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

›0(d̂ ≠ —

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È
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4

5
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Ó
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

2j)

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

2j)
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≠÷y

Ó
(d̂†

≠ —


2j)


›0 ≠


›0(d̂ ≠ —


2j)
Ô26

+ ÷z

2j

Ë
d̂

†
d̂ ≠ —


2j(d̂† + d̂) + —

22j ≠ j

È2
.

(4.21)

Utilizar la aproximación de Holstein-Primako� es tener en cuenta el límite termo-
dinámico Èd

†
d/2jÍ << 1, por lo tanto, es indispensable aplicar una aproximación en

serie de Taylor a 4.20:

Ò
›0 =

ı̂ıÙ1 ≠
d̂†d̂ ≠ —

Ô
2j(d̂† + d̂)

2jk
¥

Q

a1 ≠
d̂

†
d̂ ≠ —

Ô
2j(d̂† + d̂)

4jk
≠

1
8

—
2(d̂† + d̂)2

2jk2

R

b .

(4.22)
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Sustituimos 4.22 en 4.21. Desarrollando, tendremos en cuenta únicamente los ope-
radores hasta orden cuadrático:

Ĥ = Êĉ
†
ĉ +

Ë
Ê– ≠ “

Ô

k—(1 + ›)
È 

2j(ĉ† + ĉ)

+
5
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Ô
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2
≠ 1) ≠ ÷x—

2
6
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†
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+
C
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A
k ≠ —

2
Ô

k

B
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A

1 ≠
—

2

k

B

≠ ÷z(2—
2

≠ 1)—
D


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+
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“
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4
Ô
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2)(1 + ›) + ÷x
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4
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1 ≠
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2

k

B
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2
D

(d̂† + d̂)2
≠ ÷k

k

4 (d̂†
≠ d̂)2

≠“

C
—

2

2
Ô

k
(1 + ›)

D

(ĉ† + ĉ)(d̂† + d̂) + “


›0
Ë
(ĉd

† + ĉ
†
d̂) + ›(ĉ†

d̂
† + ĉd̂)

È

+
C

Ê–
2 + Ê0—

2
≠

Ê0
2 ≠ “

Ô

k2–—(1 + ›) + ÷xk—
2 + ÷z

3
—

2
≠

1
2

42D
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≠“
–—

2
Ô

k
(1 + ›) ≠ ÷x

—
2

2 . (4.23)

Ya que el objetivo es conseguir un Hamiltoniano en orden cuadrático y desacoplado,
eliminaremos los términos lineales (ĉ† + ĉ) y (d̂† + d̂), en consecuencia, podremos
determinar los valores de – y —:

Ê– ≠ “

Ô

k—(1 + ›) = 0, (4.24)

≠Ê0— + “–

A
k ≠ —

2
Ô

k

B

(1 + ›) ≠ ÷xk—

A

1 ≠
—

2

k

B

≠ ÷z(2—
2

≠ 1)— = 0. (4.25)

Una solución es cuando – = 0 y — = 0, recuperando la información de la fase normal.
La segunda solución es resolviendo el sistema de ecuaciones:

– = “(1 + ›)
2Ê

ı̂ıÙ1 ≠
1

f
2
›x

y — =
ı̂ıÙ1

2

A

1 ≠
1

f›x

B

, (4.26)

donde f›x = �÷zx

Ê0
+f›+, f›+ = “2

“2
›+

, “›+ =
Ô

ÊÊ0
(1+›) y �÷zx = ÷z ≠÷x. Cuando 1/f›x = 1,

recuperamos la Ec. 3.49, esto es, el acoplamiento crítico de la fase superradiante
x≠ del modelo de Dicke Anisotrópico. Sustituimos (4.26) en (4.23) y consideramos
µx = 1/f›x:

Ĥ = Êĉ
†
ĉ + ÊAd̂

†
d̂ + ÊB(d̂† + d̂)2 + ÊC(d̂†

≠ d̂)2

+ÊD(ĉ† + ĉ)(d̂† + d̂) + ÊE

Ë
(cd

† + ĉ
†
d̂) + ›0(ĉ†

d̂
† + ĉd̂)

È
+ ÊF , (4.27)
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donde:

ÊA = 1
2

A
Ê0
µx

≠ ÷z

B

(1 + µx),

ÊB = Ê0
2

1 ≠ µx

4

C
1

1 + µx

3 + µx

µx
+ ÷z

Ê0

1 + 3µx

1 + µx
+ ÷x

Ê0

4µ
2
x
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x

D

,

ÊC = ≠
1
8÷y(1 + µx), ÊD = ≠

Ô
2

4 “(1 + ›) 1 ≠ µx
Ô

1 + µx
, ÊE = “

Û
1
2(1 + µx),

ÊF = ≠
Ê0
2

C
1 ≠ µ

2
x

2µx
+

3
µx ≠

÷z

2Ê0

4D

2j ≠
1
4

C
Ê0
µx

≠ ÷z

D

(1 ≠ µx).

Para desacoplar 4.27, realizaremos la transformación de Bogoliubov. Aplicamos una
transformación de cuadraturas:

ĉ =
Ú

Ê

2

3
x̂ + i

Ê
p̂x

4
, ĉ

† =
Ú

Ê

2

3
x̂ ≠

i

Ê
p̂x

4
,

d̂ =
Ú

ÊA

2

3
ŷ + i

ÊA
p̂y

4
, d̂

† =
Ú

ÊA

2

3
ŷ ≠

i

ÊA
p̂y

4
,

Ĥ = 1
2

A

Ê
2
x̂

2 + Ê
2
A‰+ŷ

2 + p̂
2
x + ‰≠p̂

2
y + Ô

ÊÊAŸ+x̂ŷ + Ÿ≠
Ô

ÊÊA
p̂xp̂y ≠ ‘1

B

. (4.28)

donde

Ê
2
A

3
1 + 4ÊB

ÊA

4
= Ê

2
A‰+,

Ô
ÊÊAŸ+ = Ô

ÊÊA(4ÊD + 2ÊE(1 + ›))
3

1 ≠ 4ÊC

ÊA

4
= ‰≠,

Ÿ≠
Ô

ÊÊA
= 2ÊE(1 ≠ ›)

Ô
ÊÊA

,

‘1 = Ê0

C
1 ≠ µ

2
x

2µx
+

3
µx ≠

÷z

2Ê0

4D

2j + Ê0

CA
1
µx

≠
÷z

Ê0

BD

+ Ê

Al tener términos cruzados x̂ŷ y p̂xp̂y realizamos las rotaciones en ◊1 y ◊2 al Hamil-
toniano 4.28:

x̂ = q̂1 cos ◊1 + q̂2 sin ◊1, ŷ = ≠q̂1 sin ◊1 + q̂2 cos ◊1,

q̂x = q̂1 cos ◊2 + q̂2 sin ◊2, q̂y = ≠q̂1 sin ◊2 + q̂2 cos ◊2.
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Cancelamos los términos cruzados q̂1q̂2 y p̂1p̂2 y conseguimos las soluciones para ◊1

y ◊2:

Ĥ = 1
2

1
q̂

2
1

Ë
Ê

2 cos2
◊1 + Ê

2
A‰+ sin2

◊1 ≠
Ô

ÊÊAŸ+ cos ◊1 sin ◊1
È

+q̂
2
2

Ë
Ê
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◊1 + Ê

2
A‰+ cos2

◊1 + Ô
ÊÊAŸ+ cos ◊1 sin ◊1

È

+q̂1q̂2
Ë
2Ê

2 cos ◊1 sin ◊1 ≠ 2Ê
2
A‰+ cos ◊1 sin ◊1 + Ô

ÊÊAŸ+(cos2
◊1 ≠ sin2

◊1)
È

+p̂
2
1

C
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◊2 + ‰≠ sin2

◊2 ≠
Ÿ≠

Ô
ÊÊA

cos ◊2 sin ◊2

D

+p̂
2
2

C
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◊2 + ‰≠ cos2

◊2 + Ÿ≠
Ô

ÊÊA
cos ◊2 sin ◊2

D

+p̂1p̂2

C

(2 ≠ 2‰≠) cos ◊2 sin ◊2 + Ÿ≠
Ô

ÊÊA
(cos2

◊2 ≠ sin2
◊2)

D

≠ ‘1

B

.

Eliminando los términos cruzados q̂1q̂2 y p̂1p̂2, se consigue las soluciones para los
ángulos ◊1 y ◊2:

tan 2◊1 =
Ô

ÊÊAŸ+
Ê

2
A‰+ ≠ Ê2 y tan 2◊2 = Ÿ≠

Ô
ÊÊA(‰≠ ≠ 1) . (4.29)

El Hamiltoniano se reduce a:

Ĥ = 1
2

1
(‘S

1≠q̂1)2 + (‘S
1+q̂2)2 + (‘S

2≠p̂1)2 + (‘S
2+p̂2)2

≠ ‘1
2

. (4.30)

Las energías son:

‘
S
1± =

Û
1
2

3
(Ê2 + Ê

2
A‰+) ±

Ò
(Ê2

A‰+ ≠ Ê2)2 + ÊÊAŸ
2
+

4
, (4.31)

‘
S
2± =

ı̂ııÙ
1
2

Q

a(1 + ‰≠) ±

Û

(‰≠ ≠ 1)2 + Ÿ
2
≠

ÊÊA

R

b. (4.32)

Para conseguir el Hamiltoniano desacoplado usamos cuadraturas o segunda cuanti-
zación:

q̂1 = (â†
1 + â1)Ò
2ÊS≠

, p̂1 = i

Ú
ÊS≠

2 (â†
1 ≠ â1),

q̂2 = (â†
2 + â2)Ò
2ÊS+

, p̂2 = i

Ú
ÊS+

2 (â†
2 ≠ â2),

donde ÊS≠ = ‘
S
1≠/‘

S
2≠ y ÊS+ = ‘

S
1+/‘

S
2+. De este modo obtendremos los modos de

oscilación ‘
S
≠ y ‘

S
+

H = ‘
S
≠â

†
1â1 + ‘

S
+â

†
2â2 + ‘

S
0 , (4.33)
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siendo:

‘
S
≠ = ‘

S
2≠‘

S
1≠, ‘

S
+ = ‘

S
2+‘

S
1+, ‘

S
0 = 1

2
1
‘

S
≠ + ‘

S
+ ≠ ‘1

2
. (4.34)

4.3. Análisis Espectro de Bajas Energías

La aproximación de Holstein-Primako� nos permite desacoplar el Hamiltoniano de
Dicke anisotrópico en la fase normal y superradiante cuando está en una representa-
ción bosónica. De acuerdo con 4.18 y 4.34 podemos analizar el espectro de energías
de los modos de fase y amplitud.

Es útil recordar las simetrías que existen en nuestro modelo ya que tendrán impor-
tancia en la emergencia de dichos modos, el modelo de Dicke estándar y anisotrópico
poseen simetría de paridad mientras que el modelo TC posee simetria U(1)
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(a1)

(b1)

(c1)

(a2)

(b2)

(c2)

(a3)

(b3)

(c3)

(a4)

(b4)

(c4)

Figura 4.1: Espectro de energías del modelo de Dicke sin interacciones colectivas
materiales. (a) límite de Tavis-Cummings (› = 0) (fila superior), (b) modelo aniso-
trópico (› = 0,5) (fila intermedia) y (c) límite de Dicke (› = 1) (fila inferior). La
línea negra ubicada en “/“

c
›x = 1 representa el acoplamiento crítico. La línea pun-

teada morada muestra el acoplamiento de las superficies de energía en el espectro de
energías (fases normales) (a2,b2,c2). La línea naranja indica el acoplamiento de las
superficies de energía en la fase superradiante (a3,b3,c3), mientras que la línea azul
representa los acoplamientos luz-materia con valores más altos (a4,b4,c4). Recorde-
mos que en las superficies de energía, los puntos verdes representan los mínimos, los
rojos indican los máximos

El espectro de energía de la Fig.4.1 (a) corresponde al límite de Tavis-Cummings sin
interacciones materiales. ‘

N
≠ representa el modo de fase en la fase normal, ‘

N
+ es el

modo de fase en la fase superradiante, ‘
N
+ es el modo de amplitud en la fase normal

y ‘
S
+ es el modo de amplitud en la fase superradiante.

Analizando las superficies de energía, Fig.4.1 (a2) representa la fase normal del límite
TC y adopta la forma de un pozo esférico con simetría U(1). Al transicionar a la
fase superradiante, la superficie de energía experimenta una ruptura espontánea de
simetría, tomando la forma de un sombrero mexicano Fig.4.1 (a3-a4). El espectro
de energías de TC se muestra en Fig. 4.1 (a1). El modo de fase ‘

S
≠ se hace cero

en la fase superradiante y representa los puntos mínimos degenerados del sombrero
mexicano. La línea ‘

S
+ es el modo de amplitud, esto quiere decir que se mantiene

constante la fase y se varia la amplitud. A medida que aumenta el parámetro de
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acoplamiento luz-materia la copa del sombrero mexicano aumenta, es decir, aumenta
el valor del punto máximo, significando que, los modos de amplitud requieran un
coste energético cada vez mayor en contraste con los modos de fase que tienen una
energía mínima.

Los espectros de energía mostrados en las Figs (4.1) (b)-(c) corresponden al caso
anisotrópico cuando › = 0,5 y al límite de Dicke estándar › = 1, respectivamente.
Ambos casos muestran un comportamiento bastante similar. Al incrementar el aco-
plamiento luz-materia, el modo de fase ‘

S
≠ superradiante converge a 1 en el límite

de Dicke, y es conocido como un modo rotónico [105]. En contraste con el modelo
TC, el valor de la energía es finito ya que la superficie de energía tiene dos mínimos
de energía, véase las Figs 4.1 (b4-c4). El modo rotónico posee un costo energético
para pasar entre los dos estados degenerados, pues sólo hay dos fases posibles: 0 a
fi. ‘

S
+ representa el modo de amplitud y tiene un comportamiento bastante similar

al de TC.

Ahora analizaremos los espectros de energía al considerar únicamente la interacción
material en el eje z, como se muestra en la Fig. 4.2:

(a1)

(b1)

(c1)

(a2)

(b2)

(c2)

(a3)

(b3)

(c3)

(a4)

(b4)

(c4)

Figura 4.2: Espectro de energías del modelo de Dicke con interacciones colectivas
materiales en ÷z = 0,9. (a) límite de Tavis Cummings (› = 0), (b) anisotrópico
(› = 0,5) y (c) límite de Dicke (› = 1).

Analizando el espectro de energías para TC, caso anisotrópico y Dicke estándar,
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en el acoplamiento crítico “/“
c
›x = 1, observamos que existen discontinuidades, sin

embargo, al aumentar el acoplamiento luz-materia observamos la emergencia de los
modos de fase y amplitud, por ejemplo, en el límite de TC, Fig. 4.2(a1), ya que en
la fase superradiante su correspondiente superficie de energía adopta la forma de
un sombrero mexicano. En el caso anisotrópico y de Dicke estándar, la dinámica es
similar al caso sin interacciones, es decir, en la superficie de energía se forman dos
puntos mínimos estables degenerados, Fig. 4.2 (b4-c4).

(a1)

(b1)

(c1)

(a2)

(b2)

(c2)

(a3)

(b3)

(c3)

(a4)

(b4)

(c4)

Figura 4.3: Espectro de energías del modelo de Dicke con interacciones colectivas
materiales en ÷y = 0,9. (a) límite de Tavis Cummings (› = 0), (b) anisotrópico
(› = 0,5) y (c) límite de Dicke (› = 1).

Por otro lado, en la Fig. 4.3 se considera la interacción en ÷y = 0,9. Se observa
una dinámica bastante similar para los modos de amplitud. En el límite de TC, el
modo ‘

S
≠, notamos que justo después del acoplamiento crítico tiene un valor finito,

representando la fase superradiante superpuesta estudiado en el Capítulo 3, a medida
que aumenta el valor del acoplamiento crítico, el modo se hace cero, esto significa
que en la superficie de energía recuperamos un sombrero mexicano y se encuentra
la emergencia del modo de fase. Notamos que dentro del espectro de energías, en el
acoplamiento crítico, los modos en la fase normal y superradiante son continuas a
diferencia del caso Fig. 4.2.
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(a1)

(b1)

(c1)

(a2)

(b2)

(c2)

(a3)

(b3)

(c3)

(a4)

(b4)

(c4)

Figura 4.4: Espectro de energías del modelo de Dicke con interacciones colectivas
materiales en ÷x = 0,9. (a) está en el límite de Tavis Cummings (› = 0), (b) es el
caso intermedio (› = 0,5) y (c) está en el límite de Dicke (› = 1).

Por último consideramos la interacción en ÷x = 0,9, Fig. (4.4). En el límite TC,
‘

N
≠ que representa el modo inferior en la fase normal llega a cero antes de llegar al

acoplamiento crítico. En la fase superradiante los puntos mínimos degenerados ya
no se encuentran en la posición 0 y fi, véase la Fig. 4.4 sino que ahora están en la
posición fi/2 y 3fi/2. Aún así, al seguir aumentando el acoplamiento luz-materia, la
superficie de energía toma la forma de sombrero mexicano, similar caso de interacción
en y≠

Resumiendo, considerar interacciones materiales en el modelo de Dicke anisotrópico
afecta donde emergerá el acoplamiento crítico y la estructura de la energía base.
Inicialmente no esperábamos encontrar modos rotonicos, sin embargo, explican los
dos puntos mínimos degenerados en el caso anisotrópico y Dicke estándar, ya que
presentan una energía finita y se mantienen estables al aumentar el acoplamiento
luz-materia. Podemos apreciar que los modos rotonicos aparecen en una simetría de
paridad, lo que requiere un costo energético para pasar entre ellos. Es interesante
notar que en la interacción ÷y, en el régimen de Tavis-Cummings, la evolución para-
métrica del acoplamiento dentro de la fase superradiante toma la forma de un modo
rotonico, que eventualmente se convierte en un modo de fase. Esto se refleja en las
superficies de energía, donde pasamos de tener dos puntos mínimos degenerados a
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tener un sombrero mexicano.

4.4. Conclusiones

La aproximación de Holstein-Primako� proporciona un marco teórico para analizar
el comportamiento de los modos de fase, amplitud y rotónicos en el modelo de Dicke
incluyendo interacciones materiales. Gracias al análisis del espectro de energías, po-
demos identificar estos modos, lo que nos permite comprender mejor las transiciones
de fase y los fenómenos emergentes en sistemas colectivos de qubits. Esta aproxi-
mación nos brinda una herramienta para estudiar cómo las interacciones materiales
afectan las propiedades del sistema y cómo surgen los modos característicos de fase
y amplitud en el contexto del rompimiento espontáneo de simetría.
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Conclusiones y perspectivas

El propósito de esta tesis fue explorar el modelo de Dicke anisotrópico con inter-
acciones materiales. Si bien los modos de fase y amplitud han sido estudiados en
modelos de interacción radiación y materia como Dicke y Tavis-Cummings, este tra-
bajo presenta por primera vez un análisis detallado de estos modos en un modelo
de Dicke anisotrópico con interacciones materiales.

La estructura principal de la tesis se dividió en varias etapas. En primer lugar, se
presentaron de manera general los conceptos necesarios y el panorama actual re-
lacionado con nuestro objeto de estudio. Luego, se introdujeron las herramientas
matemáticas necesarias para construir nuestro análisis en el modelo de Dicke. Una
vez establecido este marco teórico, se llevó a cabo un análisis exhaustivo del modelo
de Dicke, centrándose en una correspondencia semi-clásica para comprender cómo
las interacciones materiales afectan la fase superradiante. Por último, con una pers-
pectiva más completa de las características del sistema, se procedió a analizar el
espectro de energías para determinar la emergencia de los modos de fase y amplitud
en el modelo de Dicke al incluir las interacciones materiales.

La contribución de esta tesis se divide en dos partes principales. En primer lugar,
se observó que las interacciones materiales inducen desplazamientos en el acopla-
miento crítico y en la energía base del sistema. Mediante el estudio de las super-
ficies de energía, que permiten distinguir entre la fase normal y la superradiante
a través del acoplamiento luz-materia, en una correspondencia semi-clásica de es-
tados coherentes, se identificaron varios acoplamientos críticos dependientes de las
interacciones materiales, así como ciertas simetrías particulares para ambas fases.
Además, se examinaron las transiciones de fase cuántica de los estados excitados
para cada transición. En segundo lugar, utilizando la aproximación de bajas ener-
gías, Holstein-Primako�, se identificaron los modos de fase y amplitud, así como la
emergencia de modos rotónicos. Se observó que en ciertas configuraciones del mo-
delo de Dicke anisotrópico con interacciones, los modos rotónicos pueden surgir en
la fase superradiante y evolucionar hacia modos de fase a medida que aumenta el
acoplamiento luz-materia.

Como trabajo futuro, se propone analizar los modos de fase y amplitud en el modelo
de Dicke anisotrópico utilizando el enfoque de integral de trayectoria.
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Apéndice A

Estados Coherentes

A.1. Álgebra de Heisenberg-Weyl

Analizamos la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, la cual involucra
un Hamiltoniano que incluye un potencial armónico o la cuantización de un campo
electromagnético confinado dentro de una cavidad. [129]:

ĤÂ =
A

≠
~2

2m

d
2

dx2 + mÊ
2
x̂

2

2

B

Â = EÂ. (A.1)

Reescribimos el operador

ĤÂ = 1
2m

S

U
A
~
i

d

dx

B2

+ (mÊx̂)2

T

V Â = 1
2m

Ë
ˆ2m

2 + ˆ̄x2
È

= EÂ, (A.2)

donde ˆ̄x = mÊx̂. Intentamos representar esta ecuación en términos del cuadrado de
algún operador.

p̂
2 + ˆ̄x2 = (ˆ̄x + ip̂)(ˆ̄x ≠ ip̂) = p̂

2 + ˆ̄x2 + i(p̂ˆ̄x ≠ ˆ̄xp̂),

dado que ˆ̄x no conmuta con p̂, factorizamos el Hamiltoniano definiendo nuevos ope-
radores â y â

†, como:

â = 1
Ô

2mÊ~
(mÊx̂ + ip̂), Operador de aniquilación (A.3)

â
† = 1

Ô
2mÊ~

(mÊx̂ ≠ ip̂). Operador de creación (A.4)
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Estos operadores crean/aniquilan un cuanto de energía E = ~Ê. Podemos expresar
los operadores de posición y momento en:

x̂ =
Û

~
2mÊ

(â + â
†) y p̂ = ≠i

Û
mÊ~

2 (â ≠ â
†). (A.5)

Conmutamos los operadores de creación y aniquilación:

[â, â] = [â†
, â

†] = 0, (A.6)

y

ââ
† = 1

2mÊ~ [(mÊx̂)2 + imÊ[p̂, x̂] + p̂
2],

â
†
â = 1

2mÊ~ [(mÊx̂)2
≠ imÊ[p̂, x̂] + p̂

2],

siendo [p̂, x̂] = ≠i~,

[â, â
†] = 1. (A.7)

por lo tanto conseguimos

Ĥ = 1
2m

[p̂2 + (mÊx̂)2] = ~Ê

2 (â†
â + ââ

†),

Ĥ = ~Ê(â†
â + 1

2). (A.8)

A.1.1. Reglas de Conmutación y el Espacio de Fock

Definimos:

n̂ = â
†
â, Operador de número. (A.9)

Satisface las siguientes relaciones de conmutación:

[n̂, â
†] = â

†
, y [n̂, â] = ≠â, (A.10)

además

â|n̂Í =
Ô

n|n ≠ 1Í,
Ô

n + 1|n + 1Í. (A.11)
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Si aplicamos varias veces el operador de creación al estado base

|1Í = â
†
|0Í,

|2Í =
A

â
†

Ô
2

B

|1Í =
A

(â†)2
Ô

2

B

|0Í,

|3Í =
A

â
†

Ô
3

B

|2Í =
A

(â†)3
Ô

3

B

|0Í,

...

|nÍ =
C

(â†)n

Ô
n!

D

|0Í.

El espacio de Hilbert está conformado por eigenestados del operador de número, los
estados de Fock:

n̂|nÍ = n|nÍ. (A.12)

Los estados de Fock constituyen una base completa que satisface las condiciones de
ortogonalidad y completez

Œÿ

n=0
|nÍÈn| = 1 y |n

Õ
ÍÈn| = ”nÕ,n. (A.13)

A.1.2. Estados Coherentes de Glauber

Los estados coherentes pueden caracterizarse como una descripción cuántica de los
campos electromagnéticos clásicos, donde su espacio de Hilbert está compuesto por
estados de Fock. Podemos definir los estados coherentes como una traslación del
estado vacio (|0Í) de la base de Fock, a través de un operador |–Í = D(–)|0Í.
Definimos el operador de desplazamiento:

D(–) = e
≠i/~(’p≠÷q) = e

–â†≠–úâ
, (A.14)

– = 1
Ô

2~Êm
(Êm’ + i÷). (A.15)

Usando la regla de Baker-Haussdorf-Campbell [130]:

[[A, B], A] = [[A, B], B] = 0.

e
A+B = e

≠[A,B]
e

A
e

B
,

podemos reescribir el operador de desplazamiento:

D(–) = e
|–|2

2 e
–úâ

e
–â† = e

≠ |–|2
2 e

–â†
e

≠–úâ
. (A.16)
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Además, como el operador de desplazamiento es una transformación unitaria

D
†(–) = D(≠–) = D

≠1(–), (A.17)

obtenemos el estado coherente de Glauber con el operador de desplazamiento como
una transformación unitaria en el vació

|–Í = D(–)|0Í. (A.18)

La transformación sobre los operadores â y â
† es:

D(–)âD(–)≠1 = â ≠ –, (A.19)

D(–)â†
D(–)≠1 = â

†
≠ –

ú
, (A.20)

D(–)n̂D(–)≠1 = â ≠ – = n ≠ (–â
† + –

ú
â) + |–|

2
. (A.21)

y siendo

D(–)âD(–)|–Í = (a ≠ –)|–Í = 0. (A.22)

Siendo otra forma de definir los estados coherentes, como eigenestados del operador
de aniquilación

â|–Í = –|–Í. (A.23)

El estado coherente puede escribirse como

|–Í = e
≠ |–|2

2

Œÿ

n=1

–
n

Ô
n!

|nÍ. (A.24)

En particular, los estados coherentes son estados propios del operador de creación
del oscilador armónico cuántico, por lo tanto, tienen energía definida y finita.

Propiedades de los Estados Coherentes

Calculamos el producto interno entre estados de Glabuer, utilizando Ec. A.24

È—|–Í =
Œÿ

n=1
È—|nÍÈn|–Í =

Œÿ

n=1
e

≠ |–|2
2 e

≠ |—|2
2

3(–ú
—)n

n!

4
= exp

A
≠|–|

2 + 2–
ú
— ≠ |—|

2

2

B

.

(A.25)

Despejando el numerador del argumento de la exponencial, la norma cuadrada es:

|È–|—Í|
2 = e

≠|–≠—|2
. (A.26)
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La norma está normalizada pero no es ortogonal pero si normalizada. Utilizando la
completez:

⁄
d

2
–

fi
|–ÍÈ–| =

⁄
d

2
–

fi

ÿ

n

|nÍÈn|–ÍÈ–|

ÿ

nÕ
|n

Õ
ÍÈn

Õ
| =

ÿ

n

ÿ

nÕ

⁄
d

2
–

fi
|nÍÈn

Õ
|Èn|–ÍÈ–|n

Õ
Í

=
ÿ

n

ÿ

nÕ

⁄
d

2
–

fi
|nÍÈn

Õ
|e

≠ |–|2
2 e

≠ |–|2
2

–
n(–ú)nÕ

Ô
n!nÕ!

=
ÿ

n

ÿ

nÕ

⁄
d

2
–

fi
e

≠ –2
2

–
n(–ú)nÕ

Ô
n!nÕ!

|nÍÈn
Õ
|.

Reescribiendo parte de la integral

⁄
d

2
–

fi
e

≠|–|2
–

n(–ú)nÕ =
⁄ Œ

0
|–|

n+nÕ+1
e

≠|–|2
d|–|

⁄ 2fi

0
e

i(nÕ≠n)◊
d◊ = fin!”n,nÕ .

por lo tanto:

⁄
d

2
–

fi
|–ÍÈ–| = 1. (A.27)

Podemos calcular los elementos de matriz y el valor esperado del álgebra de Heisenberg-
Weyl en estados coherentes:

È—|â
†
|–Í = —

ú
e

≠ |–≠—|2
2 , È—|â|–Í = –e

≠ |–≠—|2
, 2 (A.28)

È–|â
†
|–Í = –

ú
, È–|â|–Í = –, (A.29)

y para el operador de número

È—|n|–Í = —
ú
– y È–|n|–Í = |–|

2
. (A.30)

A.2. Álgebra SU(2)

A.2.1. Estados Coherentes de Bloch

Similar a los estados coherentes de Glauber, definiremos el estado coherente atómi-
co [131]. Definimos el operador de desplazamiento

�(z) = e
zĴz≠zúĴ≠ (A.31)

y consideramos el parámetro del estado coherente

z = ◊

2e
≠i„

, z
ú = ◊

2e
i„

, (A.32)
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En términos de los operadores Ĵx y Ĵy, vemos que

zĴ+ ≠ z
ú
Ĵ≠ = z(Ĵx + iĴy) ≠ z

ú(Ĵx ≠ iĴy) = Ĵx
◊

2(e≠i„
≠ e

i„) + iĴy
◊

2(e≠i„ + e
i„)

= ≠i◊(Ĵx sin „ ≠ Ĵy cos „).

El operador del desplazamiento atómico es:

�(z) = e
≠i◊(Ĵx sin „≠Ĵy cos „)

. (A.33)

A diferencia de los estados coherentes de Glauber que representa una traslación, en
el caso atómico es una rotación

�†(z) = �(≠z) = �≠1(z). (A.34)

Utilizando Baker-Campbell-Hausdorf, expresamos el operador de desplazamiento

�(·) = e
· Ĵ+e

Ln(1+|· |2)Ĵze
≠·úĴ≠ = e

≠·úĴ≠e
Ln(1+|· |2)

e
· Ĵ+ ,

donde · = tan
1

◊
2

2
e

≠i„. El estado coherente atómico se define como la aplicación
del operador de desplazamiento sobre el estado extremal, es decir de j a ≠j:

|zÍ = �(z)|j, ≠jÍ. (A.35)

Nos interesa como se transforman los operadores de pseudo-espín colectivo bajo la
acción de �(z). Usando la regla Baker-Campbell-Hausdorf:

�(z)Ĵx�≠1(z) = Ĵx + Ĵz cos „

A

◊ ≠
◊

3

3! + . . .

B

+
1
Ĵy sin „ cos „ + Ĵx cos2

„

2

◊

A

≠
◊

2

2! + ◊
4

4! + . . .

B

= Ĵz cos „ sin „ + Ĵx[1 ≠ cos2
„(cos ◊ ≠ 1)] + Ĵy[sin „ cos „(cos ◊ ≠ 1)]

= Ĵz cos „ sin „ + Ĵx

5
1 ≠ 2 cos2

„ sin2
3

◊

2

46
≠ 2Ĵy

5
sin „ cos „ sin2

3
◊

2

46
, (A.36)

�(z)Ĵy�≠1(z) = Ĵy + Ĵz cos „

A

◊ ≠
◊

3

3! + . . .

B

+
1
Ĵx sin „ cos „ + Ĵy cos2

„

2

◊

A

≠
◊

2

2! + ◊
4

4! + . . .

B

= Ĵz sin „ sin „ + Ĵy

C

1 ≠ 2 cos2
„ sin2

A
◊

2

BD

≠ 2Ĵx

C

sin „ cos „ sin2
A

◊

2

BD

, (A.37)
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�(z)Ĵz�≠1(z) = Ĵz + (Ĵy sin „ + Ĵx cos „)
A

◊ + ◊
3

3!

B

+ Ĵz

A

≠
◊

2

2! + ◊
4

4! + . . .

B

= Ĵz cos „ ≠
1
2 sin ◊(e≠i„

Ĵ+ + e
i„

Ĵ≠), (A.38)

�(z)Ĵ+�≠1(z) = e
i„

I

Ĵz + Ĵ+e
≠i„

≠ sin2
A

◊

2[Ĵ+e
≠i„ + Ĵ+e

i„]
BJ

, (A.39)

�(z)Ĵ≠�≠1(z) = e
≠i„

I

Ĵz + Ĵ≠e
i„

≠ sin2
A

◊

2[Ĵ+e
≠i„ + Ĵ+e

i„]
BJ

. (A.40)

Por último, expresamos los estados coherentes atómicos en términos de los estados
de Dicke

e
Ln(1+|· |2)Ĵz |j, ≠jÍ = e

≠jLn(1+|· |2)
|j, ≠jÍ = 1

(1 + |· |2)j
|j, ≠jÍ, (A.41)

y

e
zĴ+|j, ≠jÍ =

jÿ

m=≠j

·
j+m

(j + m)! Ĵ
j+m
+ |j, ≠jÍ =

jÿ

m=≠j

A
2j

j + m

B1/2

·
j+m

|jmÍ. (A.42)

Los estados de Dicke podemos expresarlos como:

|zÍ =
jÿ

m=≠j

A
2j

j + m

B1/2
·

j+m

(1 + |· |2)j
|jmÍ. (A.43)

A.3. Propiedades de los Estados Coherentes de
Bloch

Podemos obtener los valores esperados de Ĵz, Ĵ+ y Ĵ≠ a partir de las transformaciones
de los operadores con el operador de desplazamiento:

Èz|Ĵz|zÍ = ≠j cos ◊, (A.44)

Èz|Ĵx|zÍ = ≠j sin ◊ cos „, (A.45)

Èz|Ĵy|zÍ = ≠j sin ◊ sin „, (A.46)

Èz|Ĵ+|zÍ = ≠j sin ◊e
i„

, (A.47)

Èz|Ĵ≠|zÍ = ≠j sin ◊e
≠i„

. (A.48)
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Apéndice B

Suplemento sobre Transiciones de
Fase Superradiante

B.1. Ecuaciones de Hamilton para los Límites de
Dicke y Tavis-Cummings

Evaluando las Ecs. de Hamilton (3.5)-(3.8) en el límite de Tavis-Cummings (› = 0):

q̇ = Êp ≠ “

Ò
1 ≠ j2

z sin „, (B.1)

ṗ ≠ Êq ≠ “

Ò
1 ≠ j2

z cos „, (B.2)

„̇ = Ê0 + ÷zjz ≠ jz(÷x cos2
„ + ÷y sin2

„) ≠
“jzÒ
1 ≠ j2

z

(q cos „ ≠ p sin „) , (B.3)

j̇z =
1
1 ≠ j

2
z

2
(÷x ≠ ÷y) cos „ sin „ + “

Ò
1 ≠ j2

z (q sin „ + p cos „) . (B.4)

De la misma forma evaluando las ecuaciones de Hamilton en el límite de Dicke
(› = 1):

q̇ = Êp, (B.5)

ṗ = ≠Êq ≠ 2“

Ò
1 ≠ j2

z cos „, (B.6)

„̇ = Ê0 + ÷zjz ≠ jz(÷x cos2
„ + ÷y sin2

„) ≠
2“jzÒ
1 ≠ j2

z

q cos „, (B.7)

j̇z =
1
1 ≠ j

2
z

2
(÷x ≠ ÷y) cos „ sin „ + 2“

Ò
1 ≠ j2

z q sin „. (B.8)

93



B.2. Variables para Visualizar las Superficies de
Energía

Empleamos un nuevo conjunto de variables u y v asociados al espacio del qubit para
visualizar mejor las superficies de energía, como se muestran en las Figs. 3.1, 3.2 y
3.3:

u = arc cos (jz) cos „ y v = arc cos (≠jz) sin „. (B.9)

siendo la transformación inversa

jz = ≠ cos
Ô

u2 + v2, jx = u
Ô

u2 + v2 sin
Ô

u2 + v2, jy = v
Ô

u2 + v2 sin
Ô

u2 + v2.

(B.10)

Las variables u y v corresponden a los ángulos „ y ◊ =
Ô

u2 + v2, es decir, el ángulo
zenital medido con respecto al polo. Entonces, eliminamos las variables bosónicas
q y p empleando las ecuaciones de Hamilton 3.5 y 3.6. Por lo tanto, obtenemos las
superficies de energía (‘ = E/Ê0) únicamente como función de las nuevas variables
(u, v)

‘(›, u, v) = sin2 Ô
u2 + v2 1

2(u2 + v2)

5
u

2
3

÷x

Ê0
≠ f›+

4
+ v

2
3

÷y

Ê0
≠ f›≠

46

≠ cos
Ô

u2 + v2
3

1 ≠
÷z

2Ê0
cos

Ô
u2 + v2

4
. (B.11)

con f›± = “
2
/“

c
›±.

B.3. Matriz Hessiana

Mostramos expresiones generales de la matriz Hessiana del modelo de Dicke con
interacciones colectivas qubit-qubit, ya que nos permiten identificar y estudiar los
puntos estables y la dinámica de las transiciones de fase cuánticas.

D
(›)(q, p, jz, „) =

Q

cccccccca

ˆ2H
(›)
cl

ˆ2p

ˆ2H
(›)
cl

ˆqˆp

ˆ2H
(›)
cl

ˆjzˆp

ˆ2H
(›)
cl

ˆ„ˆp
ˆ2H

(›)
cl

ˆpˆq

ˆ2H
(›)
cl

ˆ2q

ˆ2H
(›)
cl

ˆjzˆq

ˆ2H
(›)
cl

ˆ„ˆq
ˆ2H

(›)
cl

ˆpˆjz

ˆ2H
(›)
cl

ˆqˆjz

ˆ2H
(›)
cl

ˆ2jz

ˆ2H
(›)
cl

ˆ„ˆjz

ˆ2H
(›)
cl

ˆpˆ„

ˆ2H
(›)
cl

ˆqˆ„

ˆ2H
(›)
cl

ˆjzˆ„

ˆ2H
(›)
cl

ˆ„2

R

ddddddddb

. (B.12)
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Las segundas derivadas del Hamiltoniano clásico son:

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆp2 = ˆ
2
H

(›)
cl

ˆq2 = Ê,
ˆ

2
H

(›)
cl

ˆqˆp
= ˆ

2
H

(›)
cl

ˆpˆq
= 0, (B.13)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆjzˆp
= ˆ

2
H

(›)
cl

ˆpˆjz
= “jzÒ

1 ≠ j2
z

(1 ≠ ›) sin „, (B.14)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆjzˆq
= ˆ

2
H

(›)
cl

ˆqˆjz
= ≠

“jzÒ
1 ≠ j2

z

(1 + ›) cos „, (B.15)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆ„ˆp
= ˆ

2
H

(›)
cl

ˆpˆ„
= ≠“

Ò
1 ≠ j2

z (1 ≠ ›) cos „, (B.16)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆ„ˆq
= ˆ

2
H

(›)
cl

ˆqˆ„
= ≠“

Ò
1 ≠ j2

z (1 + ›) sin „, (B.17)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆ„ˆjz
= ˆ

2
H

(›)
cl

ˆjzˆ„
= jz (÷x ≠ ÷y) 2 cos „ sin „ + “jzÒ

1 ≠ j2
z

[(1 + ›)q sin „ + (1 ≠ ›)p cos „] ,

(B.18)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆj2
z

=
Ë
÷z ≠

1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2È
≠

“

(1 ≠ j2
z )3/2 [(1 + ›)q cos „ ≠ (1 ≠ ›)p sin „] ,

(B.19)

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆ„2 =
1
1 ≠ j

2
z

2
(÷x ≠ ÷y)

1
sin2

„ ≠ cos2
„

2
≠ “

Ò
1 ≠ j2

z [(1 + ›)q cos „ ≠ (1 ≠ ›)p sin „] .

(B.20)

El determinante de la matriz Hessiana es:

D
(›)(q, p, jz, „) = Ê

2

S

Uˆ
2
H

(›)
cl

ˆj2
z

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆ„2 ≠

A
ˆ

2
H

(›)
cl

ˆjzˆ„

B2T

V ≠ “
2
jz (1 ≠ ›) (1 + ›) + (B.21)

≠Ê“
2

I1
1 ≠ j

2
z

2 Ë
(1 ≠ ›)2 cos2

„ + (1 + ›)2 sin2
„

È
ˆ

2
H

(›)
cl

ˆj2
z

+ j
2
z

1 ≠ j2
z

Ë
(1 ≠ ›)2 sin2

„ + (1 + ›)2 cos2
„

È
ˆ

2
H

(›)
cl

ˆ„2

+2jz cos „ sin „

Ë
(1 ≠ ›)2

≠ (1 + ›)2
È

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆjzˆ„

J

.

Como ejemplo, considerando los puntos jzs = ±1, y qs = ps = 0, el Hessiano toma
la siguiente forma:

D
(›)(0, 0, ±1, „s) = ≠Ê

2(÷x ≠ ÷y)2 sin2 2„s+

Ê“
2(÷x ≠ ÷y)

Ë1
(1 + ›)2 cos2

„s + (1 ≠ ›)2 sin2
„s

2
cos 2„s

≠4› sin2 2„s

È
+ “

4(1 ≠ ›)2(1 + ›)2
,
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Si consideramos el caso simétrico › = 0 con ÷x = ÷y donde se consigue la simetría
rotacional, uno consigue D

0
÷x=÷y

(0, 0, ±1, „s) = “
4. Por consiguiente jzs = ±1 deben

ser un máximo o un mínimo. De hecho analizando las superficies de energía muestra
su naturaleza la cuál se confirma si uno calcula el espectro de la matriz Hessiana.

B.3.1. Determinante del Hessiano en el Límite de Tavis-
Cummings

En el límite de Tavis-Cummings (› = 0), el determinante del Hessiano toma la
forma:

D
(0)(q, p, jz, „) = Ê

2

S

WU
ˆ

2
H

(0)
cl

ˆj2
z

ˆ
2
H

(0)
cl

ˆ„2 ≠

Q

aˆ
2
H

(0)
cl

ˆjzˆ„

R

b
2T

XV (B.22)

≠“
2
jz ≠ Ê“

2

S

U
1
1 ≠ j

2
z

2 ˆ
2
H

(0)
cl

ˆj2
z

+ j
2
z

1 ≠ j2
z

ˆ
2
H

(0)
cl

ˆ„2

T

V .

with

ˆ
2
H

(0)
cl

ˆjzˆ„
= jz (÷x ≠ ÷y) 2 cos „ sin „ (B.23)

+ “jzÒ
1 ≠ j2

z

(q sin „ + p cos „) ,

ˆ
2
H

(›)
cl

ˆj2
z

=
Ë
÷z ≠

1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2È
(B.24)

≠
“

(1 ≠ j2
z )3/2 (q cos „ ≠ p sin „) ,

ˆ
2
H

(0)
cl

ˆ„2 =
1
1 ≠ j

2
z

2
(÷x ≠ ÷y)

1
sin2

„ ≠ cos2
„

2
(B.25)

≠“

Ò
1 ≠ j2

z (q cos „ ≠ p sin „) .
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B.3.2. Determinante del Hessiano en el Límite de Dicke

De forma análoga calculamos en el límite de Dicke (› = 1), el determinante del
Hessiano:

D
(1)(q, p, jz, „) = Ê

2

S

WU
ˆ

2
H

(1)
cl

ˆj2
z

ˆ
2
H

(1)
cl

ˆ„2 ≠

Q

aˆ
2
H

(1)
cl

ˆjzˆ„

R

b
2T

XV + (B.26)

≠Ê“
2

Y
]

[

1
1 ≠ j

2
z

2
4 sin2

„
ˆ

2
H

(1)
cl

ˆj2
z

+ j
2
z

1 ≠ j2
z

4 cos2
„

ˆ
2
H

(1)
cl

ˆ„2 ≠ 8jz cos „ sin „
ˆ

2
H

(1)
cl

ˆjzˆ„

Z
^

\ .

con

ˆ
2
H

(1)
cl

ˆjzˆ„
= jz (÷x ≠ ÷y) 2 cos „ sin „ + 2“jzÒ

1 ≠ j2
z

q sin „, (B.27)

ˆ
2
H

(1)
cl

ˆj2
z

=
Ë
÷z ≠

1
÷x cos2

„ + ÷y sin2
„

2È
≠

2“q cos „

(1 ≠ j2
z )3/2 , (B.28)

ˆ
2
H

(1)
cl

ˆ„2 =
1
1 ≠ j

2
z

2
(÷x ≠ ÷y)

1
sin2

„ ≠ cos2
„

2
≠ 2“

Ò
1 ≠ j2

z q cos „. (B.29)
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Apéndice C

Integral de Trayectoria en el Mode-
lo de Dicke Anisotrópico

Después de revisar el Cap.2.2, exploraremos las propiedades a temperatura finita del
modelo de Dicke anisotrópico sin interacciones utilizando el enfoque de integral de
trayectoria y métodos funcionales. Nuestro objetivo es determinar los modos de fase
y amplitud del sistema. Analizaremos el comportamiento asintótico de la función
de partición en el límite termodinámico, así como el espectro colectivo del sistema
en las fases normal y superradiante. Este apéndice sigue la dirección establecida
en la Ref.[38], que sirve como referencia para futuros estudios sobre la integral de
trayectoria en el modelo de Dicke, incluyendo las interacciones materiales.

El método de la integral de trayectoria ha sido empleado para abordar problemas
de espín-bosón, lo que ha permitido determinar su temperatura crítica y la energía
libre [50, 132]. V.N Popov y S. Fedotov llevaron a cabo cálculos de la función de
partición y el espectro colectivo para el modelo de Dicke en las fases normal y
superradiante [133, 134]. En estudios centrados en el comportamiento asintótico de
la función de partición y el espectro colectivo en la fase normal del modelo de Dicke,
también se ha recurrido al método de la integral de trayectoria [37, 135]. El objetivo
de este apéndice es analizar el enfoque de la integral de trayectoria y comparar sus
resultados con los obtenidos mediante la aproximación de Holstein-Primako� a bajas
energías.

C.1. Modelo de Dicke Fermiónico.

Exploraremos la representación fermiónica del modelo de Dicke, ya que nos interesa
estudiar el comportamiento asintótico de la función de partición en un cierto régimen
de temperatura. La representación fermiónica nos facilita considerar las condiciones
de frontera temporales del sistema. En esta representación, consideramos los ope-
radores de creación y aniquilación –̂

†
i , –̂i, —̂

†
i y —̂i, que satisfacen las relaciones de
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anticonmutación –̂i–̂
†
j + –̂

†
j–̂i = ”ij y —̂i—̂

†
j + —̂

†
j —̂i = ”ij. Para las combinaciones bili-

neales de estos operadores de Fermi, utilizamos la representación de los operadores
de espín de Pauli Ĵz

i, Ĵ+(i) y Ĵ
(i)
≠ . La correspondencia entre ellos es:

Ĵ
(i)
z æ –̂i–̂i ≠ —̂

†
i —̂i, (C.1)

Ĵ
(i)
+ æ –̂

†
i —̂i, y Ĵ

(i)
≠ æ —̂i–̂i. (C.2)

Tomando en cuenta los operadores de pseudospín Ĵp = 1/2 qN
i Ĵ

(i)
p (matriz de espín

de Pauli), se tiene que:

Ĵz =
ÿ

i

1
2

1
–̂

†
i –̂i ≠ —̂

†
i —̂i

2
, (C.3)

Ĵ+ =
ÿ

i

–̂
†
i —̂i y Ĵ≠ =

ÿ

i

—̂
†
i –̂i, (C.4)

Ĵx = 1
2

ÿ

i

1
–̂

†
i —̂i + —̂i–̂i

2
y Ĵy = 1

2i

ÿ

i

1
–̂

†
i —̂i ≠ —̂

†
i –̂i

2
. (C.5)

De acuerdo con las ecuaciones (C.1) y (C.2), definimos el Hamiltoniano fermiónico
de Dicke como ĤF :

ĤF = Êâ
†
â + Ê0

2

Nÿ

i=1

1
–̂i–̂i ≠ —̂

†
i —̂i

2
+ “

Ô
N

Ë1
â–̂

†
i —̂i + â

†
—̂

†
i –̂i

2
+ ›

1
â

†
–̂

†
i —̂i + â—̂

†
i –̂i

2È
.

(C.6)

Al estar interesados en las propiedades termodinámicas del sistema, consideramos
una función de partición Z en la distribución canónica, ya que nos interesa el factor
de Boltzmann-Gibbs. Es importante notar que cada Hamiltoniano Ĥ y ĤF actúan
en espacios diferentes. Cada operador que aparece en el Hamiltoniano Ĥ y actúa en
un espacio de Hilbert de dos dimensiones, mientras que los operadores de Fermi –̂

†
i ,

–̂i, —̂
†
i y —̂i están en el Hamiltoniano ĤF , que actúa en un espacio de Fock de cuatro

dimensiones. Podemos relacionar la función de partición del modelo de Dicke con la
función de partición del modelo de Dicke fermiónico [37, 38]

Z = Tr e
≠—Ĥ = i

N̂Tr e
≠—ĤF ≠ ifi

2 N̂F (C.7)

El operador N̂F se define como:

N̂F =
Nÿ

i=1

1
–̂

†
i –̂i + —̂

†
i —̂i

2
. (C.8)

De acuerdo con (C.7), el segundo término introduce una fase asociada con el número
total de fermiones N̂F . Calculando la función de partición a dicha fase se obtiene un
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factor 2N ,

i
NTr

Ë
e

≠ ifi
2 NF

È

= i
NTr

5
e

≠ ifi
2

qN

i=1(–†
i –i+—†

i +—i)
6

= i
N

NŸ

i=1
Tr

5
e

≠ ifi
2 (–†

i –i+—†
i —i)

6

= i
N

ÿ

n–,n—

C
NŸ

i=1
Èn—i| ¢ Èn–i|

D

e
≠ ifi

2 (–†
i –i+—†

i —i)
C

NŸ

i=1
|n–iÍ ¢ |n—iÍ

D

= i
N

S

U
ÿ

n–,n—

Èn—| ¢ Èn–|e
≠ ifi

2 (–†–+—†—)
|n–Í ¢ |n—Í

T

V
N

= i
N

C
ÿ

n–

Èn–|e
≠ ifi

2 –†–
|n–Í

DN
S

U
ÿ

n—

Èn—|e
≠ ifi

2 —†—
|n—Í

T

V
N

= i
N

Ë
È0|e

≠ ifi
2 –†–

|0Í + È1|e
≠ ifi

2 –†–
|1Í

ÈN Ë
È0|e

≠ ifi
2 —†—

|0Í + È1|e
≠ ifi

2 —†—
|1Í

ÈN

=
Ë
i (1 ≠ i)2ÈN

= 2N
.

C.2. Función de Partición e Integral de Trayecto-
ria.

Tomaremos la aproximación N æ Œ, por tal razón, debemos tomar la expresión
asintótica de la función de partición Z. Definimos la acción Euclideana S para el
modelo de Dicke:

S =
⁄ —

0
d·

C

â
ú(·)ˆ· â(·) +

Nÿ

i=1

1
–̂

ú
i (·)ˆ· –̂i(·) + —̂

ú
i (·)ˆ· —̂i(·)

2D

≠

⁄ —

0
d·ĤF (·),

(C.9)

siendo ĤF :

HF (·) = Êâ
ú(·)â(·) + Ê0

2

Nÿ

i=1

Ë
–̂

ú
i (·)–̂i(·) ≠ —̂

ú
i (·)—̂i(·)

È

+ “
Ô

N

Nÿ

i=1

Ë1
–̂

ú
i (·)—̂i(·)â(·) + —̂

ú
i (·)–̂i(·)âú(·)

2
+ ›

1
—̂

ú
i (·)–̂i(·)â(·) + –̂

ú
i (·)—̂i(·)âú(·)

2È
.

(C.10)

Definimos el cociente de la función de partición del modelo de Dicke y la función
de partición del modelo de Dicke no interactuante:

Z

Z0
=

s
[d÷]eS≠ ifi

2—

s —

0 n̂(·)d·

s
[d÷]eS0≠ ifi

2—

s —

0 n̂(·)d·
, (C.11)
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la función n̂(·) es:

n̂(·) =
Nÿ

i=1

Ë
–̂

ú
i (·)–̂i(·) + —̂

ú
i (·)—̂i(·)

È
, (C.12)

donde [d÷] es la medida funcional, S0 = S0(â, â
ú
, –̂, –̂

†
, —̂, —̂

†) es la acción Euclideana
libre para el modo bosónico y atómico. Las integrales funcionales de (C.11) considera
las funciones complejas â

ú(·) y â(·) y los campos fermiónicos –̂
ú
i (·), –̂i(·), —̂

ú
i (·), —̂i(·).

Utilizando las condiciones a la frontera del equilibrio térmico, en el formalismo del
tiempo imaginario, las variables de integración de (C.11) obedecen las siguientes
condiciones periódicas del campo bosónico â(—) = â(0) y antiperiódicas del campo
fermiónico –̂i(—) = ≠–̂i(0) y —̂i(—) = ≠—̂i(0).
Gracias a las condiciones de frontera podemos indagar sobre la simetría continua
y discreta del modelo. Analicemos la invarianza de la acción dado por (C.9) bajo
transformaciones simétricas. Consideramos la transformación de campo:

â(·) æ e
i“

â(·), –̂(·) æ e
i◊

–̂(·), —̂(·) æ e
i„

—̂(·),
â

ú(·) æ e
≠i“

â
ú(·), –̂

ú(·) æ e
≠i◊

–̂
ú(·), —̂

ú(·) æ e
≠i„

—̂
ú(·).

(C.13)

De acuerdo con la acción:

S =
⁄ —

0
d·

I

e
≠i“

â
ú(·)ˆ· e

i“
â(·) +

Nÿ

i=1

Ë
e

≠i◊
–̂

ú
i (·)ˆ· e

i◊
–̂i(·) + e

≠i„
—̂

ú
i (·)ˆ· e

i„
—̂i(·)

È

≠Ê e
≠i“

b
ú(·)ei“

b(·) ≠
Ê0
2

Nÿ

i=1

Ë
e

≠i◊
–̂

ú
i (·)ei◊

–̂i(·) ≠ e
≠i„

—̂
ú
i (·)ei„

—̂i(·)
È

≠
“

Ô
N

Nÿ

i=1

Ë1
e

≠i◊
–̂

ú
i (·)ei„

—̂i(·)ei“
â(·) + e

≠i„
—̂

ú
i (·)ei◊

–̂i(·)e≠i“
â

ú(·)
2

+›

1
e

≠i„
—̂

ú
i (·)ei◊

–̂i(·)ei“
â(·) + e

≠i◊
–̂

ú
i (·)ei„

—̂i(·)e≠i“
â

ú(·)
2ÈÔ

. (C.14)

Observamos que al aplicar la transformación a la acción euclidiana, los únicos
términos que no se anulan son los relacionados con la interacción luz-materia. En el
límite de Tavis-Cummings (› = 0), la transformación es invariante cuando “ = ◊≠„.
Se dice que la acción es invariante bajo transformaciones continuas U(1) del campo
bosónico â(·). En el caso límite de Dicke (› = 1), la acción es invariante bajo
transformaciones cuando “ = ◊ ≠ „ = 0 o “ = ◊ ≠ „ = fi. Por lo tanto, se dice
que la acción es invariante bajo transformaciones discretas del campo bosónico, es
decir, â(·) æ â(·) y â(·) æ ≠â(·), lo cual coincide con los resultados obtenidos
en las superficies de energía en el Capítulo 3 para TC y Dicke estándar, véase la
Fig. 3.1, 3.2 y 3.3.
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Para calcular el cociente Z
Z0

utilizamos la siguiente transformación:

–̂i(·) æ e
ifi
2— t

–̂i(·), –̂
ú
i (·) æ e

≠ ifi
2— t

–̂
ú
i (·),

—̂i(·) æ e
ifi
2— t

—̂i(·), —̂
ú
i (·) æ e

≠ ifi
2— t

—̂
ú
i (·).

(C.15)

Aplicando (C.15) a los argumentos del cociente (C.11):

S ≠
ifi

2—

⁄ —

0
n̂(·)d· =

⁄ —

0
d·

I

â
ú(·)ˆ· â(·) +

Nÿ

i=1

Ë
e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)ˆ·

Ó
e

ifi
2— –̂i(·)

Ô
+ e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)ˆ·

Ó
e

ifi
2— —̂i(·)

ÔÈ

≠Ê b
ú(·)b(·) ≠

Ê0
2

Nÿ

i=1

Ë
e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·) ≠ e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)

È

≠
“

Ô
N

Nÿ

i=1

Ë1
e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)â(·) + e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·)âú(·)

2

+›

1
e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·)â(·) + e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)âú(·)

2ÈÔ
≠

ifi

2—

⁄ —

0
n̂(·)d·,

=
⁄ —

0
d·

I

âú(·)ˆ· â(·) +
Nÿ

i=1

C

e
≠ ifi

2— –̂
ú
i (·)

I
ifi

2—
e

ifi
2— –̂i(·) + e

ifi
2— t

ˆ· –̂i(·)
J

+e
≠ ifi

2— —̂
ú
i (·)

I
ifi

2—
e

ifi
2— —̂i(·) + e

ifi
2— t

ˆ· —̂i(·)
JD

≠Ê âú(·)â(·) ≠
Ê0
2

Nÿ

i=1

Ë
e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·) ≠ e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)

È

≠
“

Ô
N

Nÿ

i=1

Ë1
e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)â(·) + e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·)âú(·)

2

›

1
e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·)â(·) + e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)âú(·)

2ÈÔ

≠
ifi

2—

⁄ —

0
d·

Ó
e

≠ ifi
2— –̂

ú
i (·)e

ifi
2— –̂i(·) + e

≠ ifi
2— —̂

ú
i (·)e

ifi
2— —̂i(·)

Ô
= S

Dada la transformación, el argumento ÷̂(·) se cancela, de tal forma que el cociente
(C.11) es:

Z

Z0
=

s
[d÷]eS

s
[d÷]eS0

. (C.16)

Evaluando la frontera de la transformación (C.15):

–̂i(—) = ≠–̂i(0) y —̂i(—) = ≠—̂i(0), Condición Frontera Fermiónica.

103



Bosónico Fermiónico
–̂i(—) = i–̂i(0), —̂i(—) = i—̂i(0)

b̂(—) = b̂(0) –̂
ú
i (—) = i–̂

ú
i (0), —̂

ú
i (—) = i—̂

ú
i (0).

(C.17)

La acción libre para el modo bosónico libre SB0(b) esta dado por:

SB0(b) =
⁄ —

0
d· [âú(·) (ˆ· ≠ Ê) â(·)] . (C.18)

Reescribimos la acción S dada por la Ec. (C.9), así pues, el modelo de Dicke Fer-
miónico quedará expresado por la acción libre más una matriz que involucra los
términos de interacción. La acción total de S es:

S = SB0(b) +
⁄ —

0
d·

C
Nÿ

i

fl̂
†
iM(â, â

ú)fl̂i(·)
D

, (C.19)

fl̂i(·) son los operadores de campo fermiónicos (espinores de Nambu): [38, 110, 136]

fl̂i(·) =
Q

a —̂i(·)
–̂i(·)

R

b , fl̂
†
i (·) =

1
—̂

ú
i –̂

ú
i (·)

2
, (C.20)

y la matriz M(âú
, â) está dada por:

M(âú
, â) =

Q

a L ≠
1Ô
N

(âú(·) + ›â(·))
≠

1Ô
N

(â(·) + ›â
ú(·)) Lú

R

b , (C.21)

siendo L = ˆ· + �
2 y Lú = ˆ· + �

2 . Sustituyendo (C.19) en (C.16), observamos que la
integral funcional de la función de partición es Gaussiana en los campos fermiónicos.
Integrando respecto a los campos fermiónicos tenemos:

Z =
⁄

[d÷(a)]eSB0 (det M(â, â
ú))N

. (C.22)

Utilizando propiedades de los determinantes, tenemos que:

det M(â, â
ú) = det (LLú) det

3
1 ≠

1
N

1
Lú

(â + ›â
ú) 1

L
(âú + ›â)

4
. (C.23)

Para justificar la ecuación C.23, veamos las propiedades de las matrices por bloques.
Al desarrollar la función de partición (ecuación C.23), es esencial considerar la matriz
por bloques según se describe en [137]

S

U A B

C D

T

V . (C.24)

Donde sus elementos A, B, C y D son matrices y deben cumplir:
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A y B tienen el mismo número de filas.

C y D tienen el mismo número de filas.

A y C tienen el mismo número de columnas.

B y D tienen el mismo número de columnas.

Se considera la multiplicación de las matrices de bloque como si sus bloques fuesen
escalares:

S

U A B

C D

T

V

S

U E F

G H

T

V =
S

U AE + BG AF + BH

CE + DG CF + DH

T

V . (C.25)

El caso general del determinante de la matriz de block es el siguiente:
Sea la matriz

� =
Q

a A B

C D

R

b , (C.26)

A y D son matrices cuadradas y invertibles, de acuerdo al complemento de Schur [118],
podemos factorizar la matriz �:

� =
S

U 1 0
CA

≠1 1

T

V

S

U A 0
0 D ≠ CA

≠1
B

T

V

S

U 1 0
D

≠1
C 1

T

V , (C.27)

� =
S

U 1 0
CA

≠1 1

T

V

S

U A 0
0 D(1 ≠ D

≠1
CA

≠1
B)

T

V

S

U 1 0
D

≠1
C 1

T

V . (C.28)

Aplicando el determinante a la matriz �:

det(�) = 1 · det(A)det[D(1 ≠ D
≠1

CA
≠1

B)] · 1, (C.29)

det(�) = det(A)det(D)det(1 ≠ D
≠1

CA
≠1

B), (C.30)

det(�) = det(AD)det(1 ≠ D
≠1

CA
≠1

B). (C.31)

Sustituyendo C.22 y C.23:

Z

Z0
=

s
[d÷(a)]eSB0+N Tr{ln[1≠ 1

N
1

Lú (â+›âú) 1
Lú (âú+›â)]}

s
[d÷(a)]eSB0

= ZAs
[d÷(a)]eSB0

. (C.32)

Estamos interesados en conocer el comportamiento asintótico del cociente Z
Z0

en
el límite termodinámico N æ Œ. Analizamos la expresión ZA para ver observar
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dicho comportamiento. Primero escalamos el campo bosónico como â æ
Ô

Nâ y
â

ú
æ

Ô
Nâ

ú:

ZA = A(N)
⁄

[d÷(a)]e�(âú,â)
, (C.33)

donde

�(âú
, â) = SBO + Tr ln

3
1 ≠

1
Lú

(â + ›â
ú) 1

L
(âú + ›â)

4
. (C.34)

El término A(N) en (C.33) proviene de transformar la medida funcional [d÷(a)] bajo
un reescalamiento â æ

Ô
Nâ y â

ú
æ

Ô
Nâ

ú. El comportamiento asintótico (cuando
N æ Œ) de la integral funcional (C.33) puede obtenerse a través del método del
descenso gradiente [138]. En este método, expandimos la función �(âú

, â) alrededor
del punto â(·) = â0(·) y â

ú(·) = â
ú
0(·), el cual puede ser de dos tipos: uno que

hace que Re �(âú
, â) sea un máximo y otro que sea un punto de silla. En el método,

consideramos los primeros términos de la expansión de la integral funcional, ya
que son los términos dominantes. Podemos encontrar los máximos o puntos de silla
al hallar los puntos estacionarios. Estos son solución de las siguientes ecuaciones:
”�(âú,â)

”â(·) = 0 y ”�(âú,â)
”âú(·) = 0, donde la contribución a la integral de trayectoria es

máxima o mínima, representando los extremos de la acción y correspondiendo a
las trayectorias más probables en el espacio de configuración del sistema. Para el
modelo de Dicke, los puntos estacionarios son funciones constantes â(·) = a0 y
â

ú(·) = a
ú
0. No es difícil mostrar que para — Æ —c el punto estacionario está dado

por a0 = a
ú
0 = 0, el cual es un máximo. El valor crítico —c se obtiene resolviendo la

siguiente ecuación:

ÊÊ0
“2(1 + ›)2 = tanh

A
—cÊ0

2

B

. (C.35)

La Ec. C.35 es la condición para la temperatura crítica en la que sucede la transición
de fase térmica en el modelo de Dicke anisotrópico [48]. Es posible encontrar alguna
solución para —c, en el caso de (1 + ›)2

< ÊÊ0. Con esta condición el sistema pasa
a una transición de fase. Cuando el sistema tiene — < —c decimos que el sistema
esta en la fase normal. Para — > —c los puntos estacionarios â(·) = a0 y â

ú(·) = a
ú
0

satisface la siguiente ecuación

ÊÊ0
“2(1 + ›)2 = tanh

A
—Ê0�

2

B

, (C.36)

con Ê0� definido por:

Ê0� =
Ò

Ê
2
0 + 4“2(1 + ›)2|a0|2. (C.37)
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Es posible encontrar transiciones de fase encontrando alguna solución real a0 = 0. En
el caso límite de Tavis-Cummings existe un conjunto de puntos máximos dados por
las expresiones a0 = fle

i„ y a
ú
0 = fle

≠i„ con „ = [0, 2fi) y fl = |a0|. En el caso límite
de Dicke se tienen dos puntos máximos dados por a

ú
0 = a0 = ±|a0|. Analizamos el

comportamiento asintótico de la integral funcional C.33 en el límite termodinámico
N æ Œ. Encontramos un punto máximo definido a0 = a

ú
0 debido al comportamiento

asintótico y será útil tanto para la fase normal y la fase superradiante en el límite
de Dicke

�(â†
, â) = �(aú

0, a0) = 1
2

⁄ —

0
d·1d·2 [âú(·1) ≠ a

ú
0, â(·1) ≠ a0] M�

S

U â
ú(·2) ≠ a

ú
0

â(·2) ≠ a0

T

V .

(C.38)

La matriz M� está dado por:

M� =
Q

a
”2�(âú,â)

”âú(·1)”âú(·2)
”2�(âú,â)

”âú(·1)”â(·2)
”2�(âú,â)

”â(·1)”âú(·2)
”2�(âú,â)

”â(·1)”â(·2)

R

b . (C.39)

Sustituyendo la expansión en C.38 y C.33 se tiene

ZA = e
N�(aú

0,a0)
⁄

d÷(a)exp

Y
]

[
1
2

⁄ —

0
d·1d·2 [âú(·1)â(·1)] M„

S

U â
ú(·2)

â(·2)

T

V

Z
^

\ . (C.40)

Aplicamos la transformación â(·) æ (â(·) + a0)/
Ô

N y â
ú(·) æ (âú(·) + a

ú
0)/

Ô
N .

Para hacer más fácil la integral funcional dado por C.33 consideramos

ĉ(·) = – (âú(·) + ›â(·)) ,

ĉ
ú(·) = – (â(·) + ›â

ú(·)) , (C.41)

– está definido por –
2 = (›2

≠ 1)≠1. Aplicando esta transformación a C.33

ZA = A(N)
⁄

[d÷[c]] exp{N�I(ĉú
, ĉ)}. (C.42)

La función �I está dado por

�I(ĉ†
, ĉ) = –

2
⁄ —

0
d· (ĉ(·) ≠ ›ĉ

ú(·)) (ˆ· ≠ Ê) (ĉú
≠ ›ĉ(·)) + tr Ln

1
1 ≠ –

≠2
L

≠1
ú ĉ

ú
L

≠1
ĉ

2
.

(C.43)

Los puntos máximos corresponden a c
ú
0 = c0 = –(1 + ›)a0, el punto a

ú
0 = a0

corresponde al máximo de la función Re(�(aú
, a)). Usando esta expansión en C.38
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para �I(cú
, c) y sustituyendo en C.42, se tiene:

ZA = e
N�(aú

0,a0)
⁄

d÷[c]exp

Y
]

[
1
2

⁄ —

0
d·1d·2(ĉú(·1), ĉ(·1))M�I

Q

a ĉ
ú(·2)
ĉ(·2)

R

b

Z
^

\ , (C.44)

usamos la identidad �I(cú
0, c0) = �(aú

0, a0) y la matriz M� está definida

M�I =
Q

a
”2�(ĉú,ĉ)

”ĉú(·1)”ĉú(·2)
”2�(ĉú,ĉ)

”ĉú(·1)”ĉ(·2)
”2�(ĉú,ĉ)

”ĉ(·1)”ĉú(·2)
”2�(ĉú,ĉ)

”ĉ(·1)”ĉ(·2)

R

b . (C.45)

La Ec. C.45 es, de hecho, el propagador, el que nos permitirá explorar el comporta-
miento de las excitaciones por encima de los modos de amplitud y de fase. Resulta
apropiado emplear la transformación de Fourier para los campos ĉ(·) mediante la
integral funcional C.44. Al considerar las condiciones periódicas de los campos bo-
sónicos â(·) y C.2, se infiere que tanto ĉ(·) como ĉ(·) cumplen con condiciones
periódicas c(—) = c(0) y c(—) = c

ú(0). La representación de Fourier se expone a
continuación:

ĉ(·) = 1
Ô

—

ÿ

f

ĉ(f)eif·
,

ĉ
ú(·) = 1

Ô
—

ÿ

fa

ĉ
ú(f)e≠if·

, (C.46)

Donde f representa la frecuencia y toma los valores 2fin/—, con n como números
enteros. Estos valores constituyen las frecuencias de Matsubara asociadas a campos
bosónicos. Al sustituir la expresión C.46 en la ecuación C.44, obtenemos:

ZA = e
N�(aú

0,a0)
⁄

d÷[c] exp
S

U1
2

ÿ

f1,f2
(ĉú(f1), ĉ(f2)) ”

2�(f1, f2)
Q

a ĉ
ú(f2)
ĉ(f2)

R

b

T

V , (C.47)

con ”
2�(f1, f2)

”
2�(f1, f2) =

Q

a ”
2�11(f1, f2) ”

2�12(f1, f2)
”

2�21(f1, f2) ”
2�22(f1, f2)

R

b . (C.48)

Cada componente de la matriz satisface

”
2�11(f1, f2) = 1

—

⁄ —

0
d·1d·2e

≠if1·1 ”
2�I(ĉú

, ĉ)
”ĉú(·1)”ĉú(·2)

e
≠if2·2 ,

”
2�12(f1, f2) = 1

—

⁄ —

0
d·1d·2e

≠if1·1 ”
2�I(ĉú

, ĉ)
”ĉú(·1)”ĉ(·2)

e
if2·2 ,

”
2�21(f1, f2) = 1

—

⁄ —

0
d·1d·2e

if1·1 ”
2�I(ĉú

, ĉ)
”ĉ(·1)”ĉú(·2)

e
≠if2·2 ,

”
2�22(f1, f2) = 1

—

⁄ —

0
d·1d·2e

if1·1 ”
2�I(ĉú

, ĉ)
”ĉú(·1)”ĉú(·2)

e
if2·2 . (C.49)
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Al evaluar la integral de Fourier en la integral funcional descrita por C.47, el dife-
rencial d÷[c] adopta la forma r

f dc
ú(f)dc

f . Mediante la utilización de la expresión
�I(cú

, c) proporcionada en C.43, procedemos a calcular la matriz ”
2�(f1, f2) cuyas

componentes se encuentran en C.49. El desarrollo detallado de estos cálculos es el
siguiente:

”
2�11(f1, f2) = ”

2�12(f1, f2) = df1,≠f2R(f1),

”
2�21(f1, f2) = ”

2�22(f1, f2) = df1,f2S(f1), (C.50)

Con ”f1,f2 siendo la delta de Kronecker y las funciones R(f) y S(f) están dadas por

R(f) = 2Ê›–
2

≠

!
Ê

2
0� ≠ Ê0

"
–

≠2

2Ê0�(f2 + Ê
2
0�) tanh —Ê0�

2 ,

S(f) = if

A

1 ≠
Ê0–

≠2

Ê0�
tanh

3
—Ê0�

2

4B

≠ Ê0“
2

1
1 + ›

2
2

–
2 + Ê

2
0� + Ê

2
0–

≠2

2Ê0�(f2 + Ê
2
0�) tanh

3
—Ê0�

2

4
.

(C.51)

La expresión para Ê0� está dada por C.37. Sustituyendo C.50 en la integral funcio-
nal C.47 obtenemos

ZA = e
N�(aú

0,a0)
⁄

d÷[c]exp
ÿ

f

S(f)c(f)cú(f) + 1
2R(f) [ĉ(f)ĉ(≠f) + ĉ

ú(f)ĉú(≠f)] .

(C.52)

Desarrollando la integral funcional gaussiana

ZA = e
N�(aú

0,a0) 2fii
Ò

S2(0) ≠ R2(0)

Ÿ

fÆ1

(2fii)2

S(f)S(≠f) ≠ R2(f) . (C.53)

Para determinar el comportamiento asintótico de Z/Z0 a medida que N æ Œ,
evaluamos la expresión

s
[d÷(a)]eSB0 en C.32. Al emplear la acción bosónica libre

dada en C.18, obtenemos:
⁄

[d÷(a)]eSB0 =
Ÿ

f

2fii

f0 ≠ if
. (C.54)

Sustituyendo C.53 y C.54 en C.32:

Z

Z0
= e

N�(aú
0,a0)

. (C.55)

La función Hf es:

H(f) = S(f)S(≠f) ≠ R
2(f)

f 2 ≠ f
2
0

. (C.56)
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Utilizando C.51 y sustituyendo en C.56

H(f) = 1 + “
2(1 ≠ ›)2

Ê
2
0

Ê
2
0�(f 2 + Ê

2
0�)(f 2 + Ê2) tanh2

A
—Ê0�

2

B

,

+2“
2(1 ≠ ›

2)Ê0f
2

≠ “
2(1 + ›

2)(Ê2
0 + Ê

2
0�)Ê

Ê0�(f 2 + Ê
2
0�)(f 2 + Ê2) tanh

A
—Ê0�

2

B

. (C.57)

La expresión dada por C.55 con H(f) está dado por C.57 nos da una expresión
valida para el cociente Z/Z0 en la fase normal y la fase superradiante en el límite
de Dicke a temperatura finita.

C.3. Fase Normal — < —c

En la fase normal, que corresponde a — < —c, a partir de (C.36), se obtiene a0 =
a

ú
0 = 0 (dado que el valor esperado de los operadores bosónicos que representan las

excitaciones fotónicas promedian cero). Por consiguiente, Ê0� = Ê0. Sustituyendo
(C.55) y (C.56):

Z

Z0
= 1

Ò
HI(0)

Ÿ

fÆ1

1
HI(f) , (C.58)

donde:

HI(f) = 1 + “
2(1 ≠ ›

2)2

(f 2 + Ê
2
0)(f 2 + Ê2) tanh

A
—Ê0

2

B

+2“
2(1 ≠ ›

2)2
f

2
≠ 2“

2(1 + ›
2)ÊÊ0

(f 2 + Ê
2
0)(f 2 + Ê2) tanh

A
—Ê0

2

B

. (C.59)

Haciendo la continuidad analítica if æ E en HI(f) resolvemos HI(≠iE) = 0, lo
cual corresponde a las ecuaciones de espectro colectivas. Resolviendo tenemos:

2E
2 = Ê

2 + Ê
2
0 + 2“

2(1 ≠ ›
2) tanh

A
—Ê0

2

B

±

ı̂ıÙ(Ê2 ≠ Ê
2
0)2 + 4

A

“2(Ê0 + Ê)2 ≠ “2›2(Ê ≠ Ê0)2 tanh
A

—Ê0
2

BB

. (C.60)

Si — = —c

E1 = 0 y E2 =
ı̂ıÙ“(Ê + Ê0)2 + “›(Ê0 ≠ Ê)2

“(1 + ›) . (C.61)
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A partir de C.60 conseguimos un espectro continuo. El primer caso es en el límite
de Tavis-Cummings

2E = Ê + Ê0 ±

ı̂ıÙ(Ê ≠ Ê0)2 + 4“2 tanh
A

—Ê0
2

B

, (C.62)

El segundo corresponde al límite de Dicke

2E
2 = Ê

2 + Ê
2
0 ±

ı̂ıÙ(Ê2 ≠ Ê
2
0)2 + 16“2ÊÊ0 tanh

A
—Ê0

2

B

. (C.63)

Al considerar — æ Œ, recuperamos la expresión del capítulo de campo medio em-
pleando la aproximación de Holstein-Primako� 4 Ec. 4.14.

C.4. Fase Superradiante — > —c

Caso Límite Dicke

En la fase superradiante (— > —c), al considerar el caso límite de Dicke (› = 1), se
observan dos puntos máximos. Ambos máximos contribuyen a la función de parti-
ción, lo que implica que en Z/Z0, como se indica en la ecuación C.55, se multiplica
por un factor de 2. En este escenario, donde a0 ”= 0, se infiere que �� ”= �. La
expresión para Z/Z0 es la siguiente

Z

Z0
= 2e

N„ 1
Ò

HII(0)

Ÿ

fØ1

1
HII(f) , (C.64)

donde el factor „, está definidio por:

„ = ≠
Ê—(Ê2

0� ≠ Ê
2
0)

4(1 + ›)2 + ln
Q

a
cosh

1
—Ê0�

2

2

cosh
1

—Ê0
2

2

R

b . (C.65)

La función HII(f) tiene la forma:

HII(f) = 1
(f 2 + Ê

2
0�)(f 2 + Ê2)

C

f
4 +

A

Ê
2 + Ê

2
0� + 2“

2(1 ≠ ›
2)

“2(1 + ›)2 ÊÊ0

B

f
2 (C.66)

+ 4›

“2(1 + ›)2 Ê
2(Ê2

0� ≠ Ê
2
0)

D

,

y f = 0 en C.66 se tiene la expresión para HII(0) de tal forma que

HII(0) = 4“
2
›(Ê2

0� ≠ Ê
2
0)

“2(1 + ›)2Ê2
0�

. (C.67)
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Haciendo analítico (if æ E) en HII(f) dado por C.66 resolvemos la ecuación
HII(≠iE) = 0. El conjunto de soluciones E son el espectro colectivo en la fase
superradiante para el límite de Dicke. Por lo tanto, resolviendo

2E
2 = Ê

2 + Ê
2
0� + 2“

2(1 ≠ ›
2)

“2(1 + ›)2 ÊÊ0 (C.68)

±

ı̂ıÙ
A

Ê2 + Ê
2
0 + 2“2(1 ≠ ›2)

“2(1 + ›)2 ÊÊ0

B2

≠ 16 “2›

“2(1 + ›)2 Ê(Ê2
0� ≠ Ê

2
0), (C.69)

siendo › = 1, el espectro colectivo de energías toma la forma particular

2E
2 = Ê

2 + Ê
2
0� ±

Ò
(Ê2 ≠ Ê

2
0�)2 + 4Ê2Ê2

0. (C.70)

Considerando — æ Œ o temperatura cero conseguimos

2E
2 = Ê

2 + 16 “
4

Ê2 ±

ı̂ıÙ
A

Ê2 ≠ 16 “4

Ê2

B2

+ Ê2Ê2
0. (C.71)

Se recupera la expresión obtenida en el capítulo de campo medio empleando la
aproximación de Holstein-Primako� 4. Ec. 4.31.

C.4.1. Caso Límite Tavis-Cummings

Estudiaremos el caso TC en la fase superradiante. Aquí la expresión Z/Z0 se consi-
dera en › = 0. Usando C.33 y C.34

ZA = A(N)
⁄

[d÷(a)]eN�g1(âú,â)
. (C.72)

La función �g1(âú
, â), se define como:

�g1(âú
, â) =

⁄ —

0
d· â(·)(ˆ· ≠ Ê)â(·) + trLn

1
1 ≠ L

≠1
ú âL

≠1
â

ú
2

. (C.73)

De acuerdo con C.73 podemos ver la función �g1(âú
, â) es invariante ante la trans-

formación a(·) æ e
i◊

a(·) y a
ú(·) æ e

≠i◊
a

ú(·), donde ◊ es un factor arbitrario de
· . Esta invarianza es responsable de la emergencia del modo de fase en el sistema.
Para desarrollar la integral funcional dado por C.72 separamos la función a(·) de la
siguiente forma:

â(·) = âc + â
Õ(·), (C.74)

â
ú(·) = â

ú
c + â

Õú(·). (C.75)

Donde ac es una función constante, los campos a
Õ(·) y a

Õú(·) satisface las condiciones
de frontera a

Õ(0) = a
Õ(—) = 0 y a

Õú(0) = a
Õú(—) = 0. Usando la representación
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ac = fle
i„ y a

ú
c = fle

≠i„ en la funcional integral dado por C.72 y C.73 y después de
aplicar la transformación a

Õ(·) æ e
i„

a
Õ(·) y a

Õú(·) æ e
≠i„

a
Õú(·) se tiene

ZA = 2fiiA(N)
⁄ Œ

0
dfl

2
⁄

[d÷(aÕ)]eN�g1(fl̂,âÕú,â)
. (C.76)

La función �g1(fl, a
Õú

, a
Õ) est’a dada por:

�g1(fl̂, â
Õú

, â) =
⁄ —

0
d·(fl̂ + â

Õú(·))(ˆ· ≠ Ê)(fl̂ + â
Õ(·)) (C.77)

trLn
1
1 ≠ L

≠1
ú (fl̂Õ + â

Õ)L≠1(fl̂ + â
Õú)

2
. (C.78)

La integral funcional en C.76, la variable de integración es fl
2. Utilizamos el método

de paso descendente para analizar N æ Œ, encontramos un punto estacionario con
respecto a fl

2 [48]. El punto estacionario satisface ”�g1/”(fl2)|fl=fl0
con a

Õú = a
Õ(·) = 0.

El valor de fl0 es el mismo como en a0 en C.36. Considerando los primeros dos
términos en la integral funcional en C.76 provenientes de la expansión �g1(fl, a

Õú
, a

Õ)
alrededor del punto a0 y a

Õú(·) = a
Õ(·) = 0 dando el máximo para Re�g1(fl, a

Õú
, a

Õ).
Esta expansión está dada por:

�g1(fl̂, â
Õú

, â
Õ) = �g1(fl0, 0, 0) + 1

2
”

2�g1
”(fl̂2)2

-----
fl̂=fl0,âÕú=âÕ=0

(C.79)

+1
2

⁄ —

0
d·1d·2 [âÕú(·1), â

Õ(·1)] M�g1
â

Õú(·2)
â

Õ(·2)
. (C.80)

Aquí la matriz M�g1 está dada por:

Q

a
”2�g1

”âÕú(·1)”âÕú(·2)
”2�g1

”âÕú(·1)”âÕ(·2)
”2�g1

”âÕ(·1)”âÕú(·2)
”2�g1

”âÕ(·1)”âÕ(·2)

R

b . (C.81)

Usando esta expresión por C.79, la funcional integral dada por C.76 tenemos que:

ZA = 2fii

Ô

Ne
N�g1

⁄ Œ

≠
Ô

Nfl2
0

dyexp

Y
]

[
1
2

”
2�g1

”(fl2)2

-----
fl̂=fl0,âÕú=âÕ=0

y
2

Z
^

\ (C.82)

+
⁄

[d÷(aÕ)]exp

Y
]

[
1
2

⁄ —

0
d·1d·2(âÕú

, â
Õ)M�g1

Q

a â
Õú(·2)

â
Õ(·2)

R

b

Z
^

\ . (C.83)

La expresión �g1 corresponde a la expresión de „ en C.65. El factor de
Ô

N en C.82
proviene de fl

2
æ fl

2
/
Ô

N para N æ Œ. Presentaremos a
Õ(·) y a

Õ(·) en series de
Fourier el cual no posee el modo cero. Desarrollando la integral funcional en C.79
tenemos que:

Z

Z0
=

Ô

Ne
N�g1 1

A0

Ÿ

fÆ1

1
HII(f) , (C.84)
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„g1 y HII son de C.65 y C.66 y A0 está dado por

A0 = “

Ê0�
Ô

fi—Ê

Û

1 ≠
—Ê0�

sinh —Ê0�
. (C.85)

Haciendo la continuación analítica if æ E en HII(Ê) dado por C.66 el espacio
colectivo se obtiene de resolver HII(≠iE) = 0 y el espectro de energías es:

E1 = 0 (C.86)

donde C.86 corresponde al modo de fase, por último

E
2
2 = Ê

2 + Ê
2
0� + 2ÊÊ0. (C.87)

Se recupera la expresión obtenida en el capítulo de campo medio empleando la
aproximación de Holstein-Primako� 4. Ec. 4.31.
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