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RESUMEN

L a difusion sobre cimulos de percolacién, tanto en dos como en tres dimensiones,

ha sido de interés desde hace varias décadas atras. Puesto que la manera en
que difunden particulas o especies quimicas en un sistema material, como podria ser el
interior de un sélido poroso o sobre una superficie heterogénea, se vincula directamente
con su estructura y comportamiento, son utilizados como modelo estandar de sistemas
desordenados. Sus aplicaciones abarcan desde el transporte en medios amorfos y poro-
sos y materiales compuestos hasta las propiedades de polimeros ramificados, geles y

conductores idnicos complejos.

Dichos cumulos se distinguen por contener huecos o espacio vacio en su interior, por
lo que también nos referimos a esta region como conjunto fractal o medio poroso, la cual
se caracterizo por sus propiedades estaticas y dinamicas. Las propiedades estaticas aqui
consideradas fueron la dimension fractal (dy) y la lagunaridad (L). La primera representa
la dependencia de la “masa” con la longitud de escala (longitud de medida), mientras
que la lagunaridad esta relacionada con el grado de homogeneidad de un fractal; esta
altima puede concebirse como una medida de qué tan hueca es un estructura geométrica
o de cuanto se aleja un objeto geométrico de la invarianza ante dilatacion. Rutinas en
Mathematica version 10 fueron creadas para dicha caracterizacion; en estas se explora el
entorno de distintos puntos elegidos al azar, pero a diferencia del “box counting method”,
en el caso de la dimension fractal, el cubrimiento y exploracion del medio se lleva a cabo
con regiones irregulares a las que llamamos cubrimientos, cuyo tamafio queda definido
por la cantidad de elementos del conjunto fractal dentro de estos. Un procedimiento

similar se aplicé en el caso de la lagunaridad.

Por otra parte, las propiedades dinamicas como la dimension del caminante (d,,) y
la dimension espectral (d;), las cuales surgen de los modelos fisicos de los procesos de
difusion, ayudan a comprender por qué la manera en que se conectan los elementos de un
sistema desordenado afecta directamente las propiedades de transporte del mismo. Asi,
una particula que difunde en un medio con longitud de correlacion espacial (¢) casi nula,
se caracteriza por una trayectoria con d,, ~ 2.8 y el medio por una d; = 4/3, y a medida
que ¢ crece, tanto d,, como d; tienden a 2, lo cual indica que las dificultades de transporte

de materia en el medio disminuyen; tal como lo demuestran los resultados obtenidos en
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nuestras simulaciones, en las que se utilizé el modelo del caminante aleatorio clasico

como particula que difunde.

De esta manera, dado que las propiedades fractales de un cimulo de percolacion estan
determinadas por la geometria del mismo y sus propiedades de transporte gobiernan la
dinamica de especies en su interior, resulta necesario abordar ambos aspectos de manera
conjunta para dar respuesta a preguntas diversas de interés quimico, lo que contribuira
a una comprension mas profunda de procesos cinéticos en medios desordenados y asi
avanzar hacia una teoria cinética quimica mas general. Por consiguiente, nos hemos

planteado los objetivos siguientes:

“ CONSTRUIR REDES BIDIMENSIONALES DE CONECTIVIDAD CUATRO CON DISTINTOS GRADOS

DE CORRELACION ESPACIAL.

u OBTENER CUMULOS DE PERCOLACION INFINITOS A PARTIR DE REDES BIDIMENSIONALES
DE CONECTIVIDAD CUATRO CON CORRELACION ESPACIAL Y CARACTERIZARLOS POR SUS

PROPIEDADES FRACTALES (O ESTATICAS) Y DE TRANSPORTE (O DINAMICAS).

u EVALUAR LA EVOLUCION TEMPORAL DE REACCIONES QUl/MICAS DE ORDEN 2 Y 3 SOBRE

cUMULOS DE PERCOLACION INFINITOS CORRELACIONADOS.

&I ESTABLECER UN MODELO CINETICO PARA UNA REACCION QUIMICA QUE EVOLUCIONA EN
EL SENO DE UN CUMULO DE PERCOLACION INFINITO CORRELACIONADO, EN EL CUAL SE

INCLUYAN LAS PROPIEDADES FRACTALES Y DE TRANSPORTE DEL MISMO.

Para el desarrollo de estos objetivos se estructura la tesis como sigue. En el capitulo 1
se presentan los fundamentos tedricos sobre los que se apoyan los conceptos que definen
las caracteristicas de los cimulos de percolacion infinitos y de los procesos dinamicos
que sobre ellos pueden llevarse a cabo. En el capitulo 2, se describen los procedimientos
para obtener y caracterizar dichos cimulos por sus propiedades estaticas y dinamicas.
Se utilizaron redes cuadradas isotropicas de 1000 X 1000 sitios con diferentes grados de
correlacion espacial y conectividad cuatro, construidas en base al Modelo Dual de Sitios
y Enlaces, sobre las cuales se aplicé una rutina de percolacion clasica a fin de obtener
cumulos de percolacion correlacionados. En el capitulo 3, dichos ciimulos son utilizados
como los medios de reaccion en los que, mediante simulaciones Montecarlo, se llevaron a

cabo las reacciones bimoleculares de aniquilacion de una y dos especies, A+A—0yA+B

X




RESUMEN

— 0, respectivamente, en las que el producto representa una especie quimicamente inerte,
la cual una vez que se forma no interfiere en el desarrollo subsecuente de la reaccion.
También se analiz6 la reaccion de tercer orden 2A + B — 2C. En todas las simulaciones
las especies reaccionantes son consideradas particulas puntuales, sin ningun tipo de
interaccion entre ellas, que se mueven de acuerdo al modelo del caminante aleatorio
clasico. En el caso de la reaccion de una sola especie se establecio y se resolvio el modelo

fractal propuesto por Kopelman [55], en el cual se sustituyen las constantes de velocidad
ds

?.
Dicha aproximacion se resuelve para tres valores de dj: 1) a partir de S(t) ~ t%/2, en donde

de la cinética quimica clasica por funciones del tiempo del tipo kf - t™h conh=1-

S(t), como se sabe, es el nimero de sitios distintos que visita un caminante aleatorio,
2) a partirde d; =2 - dy/dy y 3) ds = 4/3, que establece como super-universalidad la
conjetura de Alexander-Orbach, la cual resulté no ser la mejor aproximacion, sobre todo
cuando el medio adopta una clara correlacion espacial. En los casos de las reacciones
heteromoleculares se presentan las cinéticas de cada especie. Los resultados obtenidos
nos permitieron establecer, de forma cuantitativa parcial, que la estequiometria y la
diferencia de concentraciones iniciales de los reactivos introducen escalas adicionales que
rompen la invarianza de escala simple que postula la aproximacion fractal de Kopelman.

Por altimo, en el capitulo 4 se presenta el trabajo a futuro y las conclusiones.
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El hombre que realiza sus funciones de nutricién, crecimiento y reproduccion, se realiza sélo en
calidad de vegetal y se frustra en su integralidad, mientras la moral lo impulsa a realizarse
como hombre. EL que desarrolla sus percepciones sensibles y sus sentimientos pasionales, se
realiza solo en cuanto a animal frustrandose en su integralidad, mientras la ética lo impulsa a

realizarse en todas las dimensiones humanas.

RESUMEN: Es presentada una descripcién concisa de los inicios del anélisis de sistemas
quimicos en los cuales las caracteristicas del medio afectan directamente a la forma
en la que se mueven las especies involucradas. Se detalla la importancia del modelo
del caminante aleatorio el cual conecta el movimiento cadtico microscopico con el
transporte macroscépico descrito por la segunda ley de Fick. Al simplificar la difusién a
una suma de pasos aleatorios independientes, permite cuantificar la propagacién espacial
de materia mediante el desplazamiento cuadratico medio, el cual escala linealmente
con el tiempo Unica y exclusivamente en la difusién normal. Se incluye, también, una
descripcién sucinta de la teoria de la percolaciéon y de la geometria fractal. La primera
describe las propiedades emergentes relacionadas a la forma en que se conectan un gran
nimero de objetos; por su parte, la geometria fractal permite cuantificar la complejidad
estructural de dichos objetos y establecer las leyes de escala que vinculan esa estructura
con sus propiedades dinamicas, tales como la difusion.
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§1.1

INTRODUCCION

S in duda alguna hablar de movimiento y cambio es crucial para describir todo lo
que nos rodea. Las moléculas se mueven, colisionan y reaccionan para formar
nuevas especies, los organismos se congregan y realizan tareas de interés colectivo, y
no podemos mirar al cielo sin ser testigos del movimiento de los cuerpos celestes. Lo
anterior deja claro que el mundo que nos rodea se manifiesta como lo observamos debido
al movimiento de sus componentes elementales a cualquier escala. Todo cambio implica

movimiento de algo y a menudo lo percibimos e identificamos por medio de patrones

Figura 1.1. Representacion de los ani-
llos de Liesegang. Una pequeiia gota de
AgNO3, region en color rojo, es coloca-
da sobre una pelicula delgada de gelati-

complejos tanto espaciales como temporales.

El estudio formal de tales patrones tuvo
su origen en la quimica. La quimica como
disciplina cientifica siempre se ha encargado
de los efectos que se producen por los mo-
vimientos moleculares, lo que permitié que
hacia finales del siglo XIX se establecieran

las leyes basicas que describen la cinética de

las reacciones quimicas, asi como la manera
en la cual las moléculas migran a través de
diferentes medios. A partir de entonces, el

trabajo del quimico involucraba una tarea

mas: pensar en como adaptar un sistema de
reaccion a los movimientos de las especies

involucradas.

Para 1896, el quimico aleman Rafael Lie-

na que contiene K;Cr,0;. Conforme el
AgNOj; difunde al interior de la pelicula
y se aleja del punto de origen, reaccio-
na con el K;Cr,0; que encuentra a su
paso para formar anillos concéntricos

periodicos de Ag,Cr,0; insoluble. Los
anillos concéntricos llegan a ser mas
delgados que un cabello humano.

segang observd que cuando ciertos pares de
sales inorganicas se mueven y reaccionan en
una matriz de gel, se producen bandas perio-
dicas de un precipitado [44, 59]. Este sorprendente hallazgo dejo ver que el mecanismo
de la reaccion no contemplaba, ni por asomo, dicho patrén espacial observado (ver Figura
1.1). Liesegang no pudo dar una explicacién a la formacion de las bandas, pero recono-
ci6 que dichos patrones estaban asociados a la manera en que se mueven las especies
involucradas en la reaccion, de modo que el hallazgo quedé como una simple curiosidad
cientifica. A inicios del siglo XX, sistemas de reaccion en los que se presentaban patrones
espaciales complejos, como en la reaccion de Liesegang, se volvieron algo muy frecuente.

En 1910 el casi olvidado biofisico francés Stéphane Leduc escribe un libro en el que hace
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una descripcion de dichos sistemas, y en él también menciona que tales estructuras
tenian que ser las responsables de muchos procesos bioldgicos [58]. De sus experimentos
con sales acuosas y sus precipitados, los cuales también presentaban la formacion de
patrones espaciales complejos, hizo analogias entre estos y la formacion de husos mitoé-
ticos (estructuras complejas que coordinan la segregacion precisa de los cromosomas
durante la division celular en eucariontes) y la formacion de células confluentes (células
que se mueven como un fluido), y aunque para la época esto parecia muy improbable,

varias décadas después se comprobé que la analogia hecha por Leduc fue correcta.

La capacidad de recrear comportamientos similares a los de la vida real en un tubo
de ensayo estimul6 el interés en los sistemas de migracion-reaccion. Asi, el trabajo
conjunto de quimicos y otros profesionales como bi6logos o fisicos permitio explorar este
nuevo universo de reacciones en movimiento. El constante avance de la teoria facilitd
la creacion de nuevas ramas de la ciencia, en particular la cinética quimica no lineal y
la teoria de sistemas dinamicos [29, 85]. Se desarrollaron herramientas matematicas
y recursos computacionales con los cuales modelar y profundizar en una amplia gama
de fendmenos anteriormente desconcertantes, incluyendo la formacion de patrones de
piel en ciertos animales o el funcionamiento del esqueleto celular. A dia de hoy, los
sistemas de migracion-reaccion siguen siendo de mucho interés, ya que a partir de
ellos se descubren una gran variedad de fendmenos nuevos que estan permitiendo la
creacion de tecnologias a escalas que antes tan solo eran un suefio, como es el caso de

los desarrollos en nanotecnologia.

El crecimiento de poblaciones, la regeneracion de tejidos o la formacion de tumores
son solo algunos ejemplos de fendmenos que involucran la dispersion y la interaccion
de individuos o de especies quimicas dentro de una regién determinada. Como se men-
ciono, un sistema de reaccion-difusion puede estudiarse observando la evolucion de
la distribucion de las especies en el dominio, o lo que es lo mismo, de sus patrones
espacio-temporales [65]. Dichos patrones pueden presentar comportamientos estables o
inestables en el tiempo y en el espacio, dependiendo de las caracteristicas del sistema
[97]. La evidencia rigurosa que relaciona una reaccioén-difusion con sistemas vivos es
relativamente reciente y se remonta sélo a los descubrimientos de Alan Turing en la
década de 1940 [96] y Boris Belousov en la década de 1950 [109]. Turing demostrd
tedricamente que debido a las [lamadas inestabilidades por difusion o inestabilidades
de Turing, un sistema de reaccion-difusion puede generar espontaneamente patrones
heterogéneos en el espacio desde un estado uniforme, en respuesta a perturbaciones

infinitesimales [102].

Gracias a los trabajos de Turing, los sistemas con inestabilidades por difusion se
pueden asociar con los procesos fisicos y quimicos que generan la formacion de patrones
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espacio-temporales dentro de organismos vivos y que controlan procesos biolégicos
complejos como la formacion de extremidades [23] o la aparicion de patrones de pig-
mentacion en la piel de algunos animales [66]. En la Tabla 1.1 se describen algunos casos

mas que son debidos a la presencia de sistemas de reaccion-difusion.

Tabla 1.1. Algunos ejemplos en los que se presentan sistemas reaccion-dif

Proceso Ejemplo y descripcion

Algunos mecanismos que causan el control de la
concentracién de iones Ca?* dentro de la célula
ayudan a aumentar la eficiencia del control de la

» expresion génica [25]. Gradientes de concentra-
Regulacion de la

., ) cion transitorios de Ca®* interactian con varios
concentracion de iones

, tipos de sitios de union del mismo y dan lugar a
dentro de la célula

complejos sistemas que sincronizan eventos den-
tro y fuera de la célula tales como la secrecion
pancreatica, los movimientos ciliares de las bac-

terias y la cicatrizacion de heridas [30].

Oscilaciones inducidas por glucosa ayudan a

. , coordinar el procesos de la glicélisis (romper los
Metabolismo y energia , . )

lul azucares para producir moléculas de ATP de alta
celular

energia), inducir ondas de NADH y protones y
pueden regular otras vias metabdlicas [68].

Si las ondas de excitacion eléctrica (ondas de

. Ca”") en el tejido muscular del corazén se pro-
Control del ritmo

, pagan en forma de espirales pueden provocar
cardiaco

arritmias cardiacas, como taquicardia ventricular

y fibrilacion, que pueden llevar a la muerte [38].
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DIFUSION

L as moléculas son entidades altamente dinamicas, y sus movimientos pueden llegar

a ser tan complejos al igual que sus efectos. Modelar matematicamente dichos
movimientos, sobre todo en sistemas biologicos, se vuelve una tarea bastante dificil;
aunque, como suele hacerse en ciencia, es preferible partir de modelos simples y después
modificarlos de modo que se adapten a situaciones mas complejas. Por ejemplo, es bien
sabido que si analizamos una pequena porcion de un fluido en movimiento partiendo de
la segunda ley de Newton y sélo consideramos las fuerzas en la superficie y las debidas
al campo gravitacional, llegamos hasta la expresion del gradiente de presion hidrostatica;
pero si, ademas, consideramos las fuerzas de deformacion, obtenemos las ecuaciones de
Navier-Stokes, que son las ecuaciones que gobiernan la mecanica de fluidos en donde

no exista turbulencia.

A nivel macroscdpico la teoria clasica de la difusion contempla dos cantidades fisicas
[41, pags. 1-10]:

n La densidad molecular p(r, t), la cual mide el nimero promedio de moléculas de

soluto por unidad de volumen en la posicion r en el momento ¢

El flujo molecular del soluto J(r, t), definido como el vector cuya componente f-J(r, t)
en la direccion de cualquier vector unitario fi da el nimero promedio de moléculas
de soluto por unidad de tiempo que atraviesan una unidad de area normal a fi, en

la direccion de i, en la posicion r al momento .

La relacion empirica entre p y J, llamada primera ley de Fick, conduce a una ecuacion
diferencial parcial Ilamada ecuacion de difusion, piedra angular de la teoria clasica de la

difusion. La primera ley de Fick en una dimension se expresa como:

dp(x, 1)

J(x’ t) =-D Ox

(1.1)
donde D es el coeficiente de difusion. El signo negativo del lado derecho indica que la
sustancia que fluye se dirige hacia la region de menor concentracion. Esta ley no toma
en cuenta que el gradiente y la concentracion local de la sustancia decrece conforme
avanza el tiempo. El flujo de sustancia entrando en una region, en la que existe un
gradiente de concentracion, es diferente del flujo saliendo de la misma region. De la

ley de conservacion de la materia, la diferencia entre los dos flujos debe dar lugar a

7
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un cambio en la concentracion de la sustancia dentro de la region considerada. Esta es
precisamente la segunda ley de Fick, que establece que el cambio en la concentracion
de la sustancia a lo largo del tiempo es igual al cambio en el flujo de difusion local. En
términos matematicos la segunda ley de Fick es:

ap(x,t)  0)(x,1)
or  ox

(1.2)

combinando la ecuacion (1.1) y (1.2), y sabiendo que la masa por unidad de volumen se

puede convertir en una cantidad relacionada con la concentracion C obtenemos:

0C(x, 1) _ DGZC(x, t)

1.3
ot 0x? (1:3)
La solucion a la ecuacion (1.3) tiene la forma:
M x?
C(x,t) = —— exp[— ] (1.4)

donde M es la masa total de sustancia que atraviesa una unidad de area transversal.

La difusion es axiomaticamente un fenémeno estadistico emergente de no equilibrio,
cuya causa dinamica principal, entre otras, son las colisiones microscopicas entre enti-
dades moleculares constituyentes dentro del sistema. Es una manifestacion, no trivial,
de la correlacion entre la dinamica microscépica de cada especie y su comportamiento
estadistico observado a escala macroscopica [43, 67, 76]. Para alcanzar este ultimo
estado, en la mayoria de los casos, el medio en el que se desarrolla dicho proceso juega
un papel crucial, y las propiedades del mismo estan relacionadas con el tipo de difusion
que llevara a las especies de un estado al otro. Por ejemplo, las reacciones quimicas en
solucidn facilitan el encuentro entre especies, ya que incluso es posible agitar el medio;
no asi si nos fijamos en una reaccion entre las moléculas de un fluido y las moléculas

que estan tanto en la superficie como al interior de un material poroso [51].

Como proceso aleatorio o estocastico, que se caracteriza por el movimiento irregular
e impredecible de particulas suspendidas en algun fluido liquido o gaseoso, la difusion es
la responsable de que dichas particulas se desplacen desde zonas de alta concentracion
a zonas de menor concentracién, como lo expresan las leyes de Fick. Al movimiento
irregular e impredecible de dichas particulas se le conoce cominmente como movimiento
browniano. Fue Einstein, quien en 1905 publica su trabajo titulado: On the movement
of small particles suspended in stationary liquids required by the molecular-kinetic theory

of heat [28], en el que con la ayuda de la hipdtesis atomica y la teoria de caminatas
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aleatorias logra encontrar la relacion entre dicho movimiento y la ecuacion de difusion
(ver Apéndice A).

Es precisamente en este trabajo donde Einstein establece que el desplazamiento
cuadratico medio (DCM) de las particulas crece de forma lineal con el tiempo, es decir,
(r?) ~ t (ver Figura 1.2 para una mayor comprensién del concepto de desplazamiento
cuadratico medio). Este resultado es caracteristico de la difusion normal o gaussiana, y
es, fundamentalmente, una consecuencia del teorema del limite central (TLC), el cual se
utiliza para simplificar, mediante una aproximacion, el calculo de algunas probabilidades
o la forma en que se distribuyen ciertas variables aleatorias utilizando la distribucion
normal.

Por otro lado, casi a inicios del siglo pasado se encontré, que para muchos sistemas
fisicos, dicho desplazamiento cuadratico medio no escala linealmente con el tiempo, sino
que lo hace como una ley de potencias, es decir, (r?) ~ t". De este modo se puede hablar
de régimen de difusion de acuerdo al valor de y. Asi, para y < 1 se habla de subdifusion,
y v > 1 se habla de superdifusion. Ambos casos son clasificados como difusion anémala
la cual se discutira en 1.2.1.2.

12

Figura 1.2. Representacion esquematica de una paseo aleatorio en el plano. En

se muestra la trayectoria (linea punteada) que describe el caminante después
de tres unidades de tiempo con posicion inicial el punto rojo. En se muestran
los vectores desplazamiento para cada tiempo del recorrido. El desplazamiento
cuadratico medio implica realizar una cantidad grande de trayectorias y promediar
el valor del médulo al cuadrado de cada vector de desplazamiento para cada
instante de tiempo.
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CAMINATA ALEATORIA

Una trayectoria formada por pasos discretos sucesivos aleatorios es lo que se conoce

matematicamente como una caminata aleatoria, aunque también pueden describirse en
el limite continuo. En su version mas simple trata con desplazamientos espaciales AX;
que se realizan en tiempos discretos f;. Si Xy = 0 corresponde a la posicion inicial del
caminante en el tiempo #y = 0, entonces la posicion después de k pasos esta dada por la

variable aleatoria
k
X(t) = Z AX; (1.5)
i=1

donde cada desplazamiento AX; es una variable aleatoria extraida de una distribucion de
probabilidad f(Ax), y se supone que las extracciones son estadisticamente independien-
tes. Esta f(Ax) puede usarse para determinar la funcion de densidad de probabilidad,
P(x, t) para que el proceso esté en la posicion x en el tiempo t que caracteriza completa-
mente la naturaleza de la caminata y las medidas espaciales y temporales relacionadas.

Por ejemplo el n-ésimo momento de la variable aleatoria X(¢) se obtiene de

(X)) = [oox"P(x, t)dx (1.6)

(0]

El DCM es, entonce, el segundo momento (no centrado) del desplazamiento de una
particula, y coincide con la varianza cuando el desplazamiento tiene media cero. En el
estudio del movimiento aleatorio, ya sea en caminatas aleatorias o transporte en medios
desordenados, es una de las cantidades mas utilizadas. Su definicion probabilistica es

como sigue:

Sea X (t) la posicion aleatoria de una particula en el tiempo t > 0, y sea X(0) su

posicion inicial. Definimos el desplazamiento como:
AX(t) = X(r) — X(0)
El desplazamiento cuadratico medio en el tiempo ¢ se define como:

DCM(r) = E[(AX(0))?] = E[(X(2) - X(0))?]

Comienza una adaptacion al espafol y reorganizacion del contenido presentado en [6, pags. 38-40].
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Esta expresion es, por definicion, el segundo momento no centrado de la varia-
ble aleatoria AX(¢). Recordemos que, para cualquier variable aleatoria Y, su segundo

momento no centrado se descompone como:

E[V?] = (E[Y])? + Var(Y)

Haciendo la sustitucion Y = AX(t), obtenemos:
DCM(z) = (E[AX(2)])* + Var(AX (1)) (1.7)
Entonces,

= Si el proceso es no sesgado (es decir, E[AX(¢)] = 0), entonces
DCM(¢) = Var(AX(z))

y el DCM coincide con el segundo momento central (la varianza) del desplaza-

miento.

= Si el proceso tiene deriva o tendencia (por ejemplo, un campo externo que empuja la
particula, lo que implica un movimiento con una direccion preferencial), entonces el

DCM incluye tanto la varianza como el cuadrado de la media del desplazamiento.

Como ejemplo, la forma mas basica de una caminata aleatoria es la caminata aleatoria
simétrica discreta sobre la recta real, para la cual AX; = £1 con igual probabilidad. En
este caso, después de un tiempo transcurrido t = k (donde k es el numero total de pasos
que realiza el caminante), los dos primeros momentos son (Xy) =0y (X,f) = k; es decir,
el desplazamiento cuadratico medio escala linealmente con el tiempo como se mencion6

en el apartado anterior.

Los modelos de caminante aleatorio se han utilizado para estudiar otros fenémenos
complejos, permitiendo un entendimiento mayor de los mismos. Por ejemplo, se utilizan
en el estudio de fluctuaciones del precio de acciones en mercados financieros [103]; en
secuencias nucleotidicas de ADN las cuales pueden convertirse en caminatas aleatorias
[78], y también se ha encontrado que el azar esta incluido en los niumeros primos: cuando
se estudia la distribucion de los tamanos de salto entre primos sucesivos (qué tan lejos
se encuentran dos primos consecutivos) se observa que sus propiedades estadisticas
coinciden con las de procesos aleatorios [94], lo que justifica la imposibilidad de establecer

una formula general para obtener toda la secuencia de nimeros primos.
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De este modo, la caminata aleatoria se convierte en una especie de patron de medida,
pues sus propiedades se puede utilizar para comparar otros procesos y hacer prondsticos

de los mismos, por ejemplo.

IWANE MOVIMIENTO BROWNIANO

El movimiento browniano es una clase de caminata aleatoria, que como se mencioné
en el apartado anterior fue desarrollada para describir el movimiento de una particula
suspendida en un fluido (liquido o gas). Matematicamente, un movimiento browniano
unidimensional es una caminata aleatoria en el espacio de los nimeros reales R con
incrementos independientes y distribuidos normalmente donde la probabilidad de ob-
servar un desplazamiento de magnitud X desde la ubicacioén de origen después de un

tiempo ¢ tiene distribucion gaussiana con media cero y varianza proporcional a ¢.

Este puede definirse como un limite de la caminata aleatoria simétrica discreta.
Supongamos que la particula puede dar pasos de longitud 1/Vk hacia su izquierda o
derecha con igual probabilidad, y que después del tiempo ¢ la particula ha realizado
N =tk pasos. Para una k dada, el desplazamiento de la particula en el tiempo ¢ esta
dado por

-
X =— AX; .
k(1) i ; (1.8)

y tomar el limite k — oo conduce al movimiento browniano como consecuencia del TLC.
De hecho, en el limite de k grande Xy (t) tiende a X(¢), cuya FDP es

P(x,t) =

(- )’ ] (1.9)

1
—  ex
V2nto? p[ 2to?

donde u = (AX) y 6% = (AX?) son la media y la varianza de los desplazamientos de la
caminata aleatoria. Para este caso, el primer momento es cero y 02 = 1, por lo que el
DCM es directamente proporcional a t y la raiz cuadrada del desplazamiento cuadratico
medio, RCDCM, escala con el tiempo de la forma R(t) ~ /2 caracteristico de la difusién

ordinaria o gaussiana.

Usando un limite similar, se puede demostrar que una caminata aleatoria d-dimensional
converge a un movimiento browniano d-dimensional, para el cual la probabilidad de que

el caminante se encuentre a una distancia x de la posicion inicial es
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_ —dj2 -2
P(x,t) = (4nt) e = (1.10)

y el RCDCM siempre escala como la raiz cuadrada de ¢, R(t) ~ /2,

WA WA DIFUSION ANOMALA

Desde el punto de vista matematico, la difusion andémala es una consecuencia directa del
colapso de la hipotesis del TLC, que puede atribuirse bien a las distribuciones amplias de
pasos elementales independientes, por ejemplo, los vuelos de Lévy, que se caracterizan
por tener varianza infinita [91], o bien a la aparicion de correlaciones de largo alcance,

espaciales o temporales, entre dichos pasos.

En fendmenos de transporte, pueden surgir correlaciones espaciales si existe un
fuerte confinamiento geométrico y una falta de homogeneidad debido a la presencia de
desorden, obstaculos, compartimentos y sitios de captura que se pueden encontrar en
materiales amorfos [87, 93] y porosos [9, 54]. También, puede suceder que en espacios
muy confinados, como en el citoplasma celular y en tejidos organicos [15, 48,57, 106], el
movimiento de ciertas moléculas esté fuertemente correlacionado. Las correlaciones entre
desplazamientos consecutivos también pueden surgir de forma dinamica [37], como en
el caso de la dinamica caodtica [40, 53, 101], o si las particulas son impulsadas por los
movimientos del medio subyacente, como sucede cuando particulas difunden en un fluido
turbulento, en el que la dispersion espacial de las particulas sigue un comportamiento
superdifusivo [11, 35].

Situaciones similares se observan cuando los paseos aleatorios se restringen a es-
tructuras topolodgicas tales como fractales y redes [46, 104, 105], donde las restricciones
geométricas no permiten una pérdida de memoria rapida entre una serie de despla-
zamientos consecutivos [16]. En particular, se afirma que la transicién dinamica del
régimen de difusion normal al anémalo puede considerarse de forma fructifera como
analoga al fenémeno de transicion de fase continua en materiales magnéticos y sistemas
liquido-gas [67].

Es importante senalar que, debido al tamafio finito de los entornos, es comtn observar
que tanto en sistemas fisicos como biolégicos reales [36], la difusién anémala puede
manifestarse como un fenémeno transitorio que, aunque de larga duracion, tarde o

temprano se convierte en uno estandar o incluso se detiene [16].

A diferencia del movimiento browniano, existe una clase de caminatas aleatorias

[lamadas vuelos de Lévy, para las cuales no se puede usar el TLC [81]. Un vuelo de Lévy
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esta compuesto por una serie de pequefos desplazamientos, intercalados ocasionalmente
por un desplazamiento muy grande. Se define formalmente como la suma de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas cuya FDP para un solo salto tiene
un segundo momento divergente debido a una distribucion de cola larga de la forma

1
Ax1+a

f(Ax) ~ (1.11)
con 0 < @ < 2. Si el desplazamiento después de k pasos de tamafio 1/k'/® se define como
Xi(t), entonces la variable aleatoria Zy definida como la suma reescalada de N = tk
variables aleatorias independientes distribuidas como la ecuacion (1.11), toma la forma

1
(tk)l/a

tk
1
Zn = Z AX; = 7 Xi(r) (1.12)
i=1

La variable reescalada satisface una generalizacion del TLC, conocida como el teorema de
Lévy-Khintchin que establece que la FDP de Zy en el limite N — oo es una distribucién
a-estable (Lévy). Estas distribuciones no tienen una forma cerrada en el espacio real; en
cambio, la funcién caracteristica puede escribirse en el espacio de Fourier, y para este
ejemplo particular, la cola mostraria el mismo comportamiento de ley de potencia que

la ecuacion (1.11) (ver por ejemplo [90]). Cambiando variables de Zy a X via la (1.12)

obtenemos
o . x 1 b
v F@: X0 = o f (o (1.13)
El DCM es igual al segundo momento
2 © o1 X 2/a ®
X@)~ [ x=f dx =t v f(y)dy (1.14)
0 tl/a tl/a’ 0

y por lo tanto la RCDCM para un vuelo de Lévy escala con el tiempo de la forma

R(t) ~ tY®, que corresponde a la superdifusién.

Los saltos en los vuelos de Lévy pueden ser considerables, pero ocurren dentro del
mismo lapso de tiempo que uno corto (lo cual es poco realista), y por lo tanto los vuelos
de Lévy pueden verse solo como una aproximacion burda a las trayectorias humanas

reales'"” (ver apéndice B).

Finaliza la adaptacion al esparfiol y reorganizacion del contenido presentado en [6].
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PERCOLACION

8 xiste un modelo para el estudio de materiales desordenados, el cual permite una
descripcion de los mismos, caracterizado por su simplicidad: el modelo de la
percolacion. En este modelo se intenta describir un sistema desordenado, como podria
ser un material poroso, a través del cual ciertas particulas pueden difundir (o percolar) si
existen rutas o conexiones continuas entre los poros. La teoria de la percolacion permite
una descripcion geométrica de la manera en que se distribuyen espacialmente dichos
poros, en especial si son generados de forma aleatoria. En su forma mas general un
proceso percolativo involucra un flujo determinista en un medio aleatorio, mientras que

un proceso difusivo esta referido a un flujo aleatorio en un medio determinista [45].

La teoria de la percolacion describe las
propiedades emergentes relacionadas a la
conectividad de un gran nimero de objetos
(por ejemplo particulas, sitios o enlaces). Ta-
les objetos poseen una extension espacial, y
sus relaciones espaciales son de relevancia y
estadisticamente evidenciadas. De esta ma-
nera la teoria de la percolacion esta relacio-
nada a las teorias de graficas (de acuerdo a

la terminologia matematica [14]) y de redes.

A grandes rasgos, la transicion de percola-

Figura 1.3. Unared cuadradade 10x10  cion, o umbral, del sistema es el punto en
sitios con siete camulos ilustrados en
distintos colores, siendo el negro espa-
cio vacio. En rojo se muestra el caimulo
percolante. La teoria de la percolacion  ricion de conectividad de largo alcance (ver

explica, entre otras cosas, cual es lapro-  Figura 1.3, donde se puede ver que el cimu-
babilidad de que dados dos sitios, sepa-
rados una distancia r, pertenezcan al
mismo camulo.

el que un camulo se extiende por primera

vez por el sistema, es decir, la primera apa-

lo percolante, en color rojo, se extiende de
un extremo al otro del sistema). En el limite
termodinamico, el umbral de percolacion es
el punto en el que un ciimulo alcanza un tamano infinito. En redes de conectividad cuatro
dicho umbral corresponde a una fracciéon de aproximadamente 0.59 de sitios ocupados
en la red. La transicion de percolacion es un magnifico ejemplo de transicion de fase de

segundo orden y de fenémeno critico [83, 95].

Fendmenos de transporte y percolativos relacionados con una gran variedad de

problemas fisicos, que tienen lugar en la superficie y en el interior de la materia, se
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simulan con la ayuda de un espacio discreto representado por un arreglo regular de
sitios o enlaces, o por una combinacion de ambos, en cuyo caso hablamos de una red de

simulacién [60].

Muchos problemas fisicos pueden abordarse asociando cada elemento de la red
(sitios y enlaces) con alguna propiedad del sistema bajo estudio; por ejemplo, un sélido
poroso puede ser representado por una red tridimensional de poros (sitios) conectados por
canales (enlaces), donde la propiedad relevante, en este caso, es el tamano caracteristico
del poro o del canal. Una superficie adsortiva heterogénea puede ser representada por
una red bidimensional de pozos adsorbentes (sitios) conectados por barreras de potencial
(enlaces) a través de los cuales las particulas adsorbidas podran migrar de un sitio a
otro, en este caso la propiedad relevante de cada elemento es la energia. La propiedad
asociada con cada elemento tiene una distribucion de probabilidad [20]. En la Figura 1.4
se muestran redes con distintas conectividades en el plano y en el espacio. La conectividad,
z, se refiere a la cantidad de enlaces que convergen en cada sitio; esto es, al numero de

vecinos con los que interacciona cada sitio en la red.

En la Tabla 1.2 se muestra el efecto de la conectividad de los sitios sobre el umbral de
percolacion en algunas redes en el plano y en el espacio [7, 86]. Para una visualizacion

mas detallada de la conectividad en redes ctbicas puede verse por ejemplo [108].

i

Red con z = 3, conocida como Red con z = 4, conocida como
panal de abeja. cuadrada.

Red con z = 6, conocida como Red con z = 6, conocida como
triangular. cubica.

Figura 1.4. Ejemplos de redes en el plano y en el espacio. Los puntos representan
sitios y las lineas enlaces. En cualquier caso un sitio dado interacciona o se rodea
de un namero fijo de vecinos al que se le [lama conectividad, simbolizado con la
letra z.
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Tabla 1.2. Umbrales de percolacion de sitios para algunas redes en el plano y en el
espacio.

Umbral de
percolacion
Triangular 6 0.5
Cuadrada 4 0.5927
Panal de abeja 3 0.6970
Cubica centrada en la cara 12 0.198
Cubica centrada en el cuerpo 8 0.254
Cubica simple @7, 127, 68 0.3116, 0.137, 0.097

2Primeros vecinos mas cercanos; bSegundos vecinos mas cercanos; ‘Terceros vecinos mas cercanos

En las Figuras 1.5 y 1.6 se muestran cimulos infinitos de percolaciéon con z =3y
Z = 6, respectivamente. Se observa un efecto de “densificacion” del cimulo en los casos
de mayor correlacion espacial ¢, tal como sucede en el caso z = 4 (ver Figura 2.5).

(a) & = 0.087 (b) & = 22.59

Figura 1.5. Camulos infinitos de percolacion con z = 3 a distintos valores de
longitud de correlacion ¢.
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&=0.087 & =22.59

Figura 1.6. Camulos infinitos de percolacion con z = 6 a distintos valores de
longitud de correlacion ¢.

§1.4 GEOMETRIA FRACTAL

/C a geometria fractal provee una aproximacion cuantitativa muy poderosa para el
estudio de sistemas desordenados, incluyendo los procesos que conducen a la
formacion de dichos sistemas y su comportamiento fisico. El término fractal fue acufiado
en 1975 por Benito Mandelbrot para describir, intuitivamente, objetos tan complicados
en apariencia como las nubes, las rutas de los rios o los limites de paises o islas [70].

Aunque tales objetos son distintos en apariencia, comparten propiedades en comun.
Por ejemplo, todos ellos se pueden representar como un conjunto de puntos en el plano,

muchos de los cuales tendran detras un proceso matematico para su generacion [31].
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Pero mas importante aun, es el hecho de que todos ellos tienen estructura detallada
a infinitos niveles de amplificacion (caracteristica que no poseen los objetos basicos
de la geometria euclidiana), la cual es la idea central en la geometria fractal desde la
perspectiva de Mandelbrot.

Asi, los fractales tratan el desorden como un fenémeno intrinseco, que se describe en
términos de dimensiones no enteras con un grado de irregularidad que es independiente
de la escala. En la naturaleza existe una gran nimero de sistemas fisicoquimicos que
por su complejidad requieren ser descritos de forma cuantitativa, motivo por el cual
son candidatos perfectos para ser caracterizados por medio del uso de dimensiones
fractales, lo que se traduce en una mejor cuantificacion y comprension de muchas de
sus propiedades fisicas y quimicas. Por lo que la dimension fractal puede verse como
una medida cuantitativa de la forma en que los elementos de la estructura, o sistema,

bajo consideracion se conectan espacialmente [89, pag. xiii].

Las estructuras fractales pueden dividirse en dos grupos: regulares e irregulares.
Todas ellas exhiben una propiedad destacable: una autosimilitud o invarianza cuando
se cambia la escala a la que se observa la estructura fractal. La autosimilitud, entonces,
significa que si tomamos una region de la estructura bajo analisis y la amplificamos,
el nuevo objeto amplificado es idéntico al inicial. En la Figura 1.7 puede observarse la

propiedad de autosimilitud para los dos grupos de estructuras fractales.

Objeto fractal regular o determinista.

Objeto fractal irregular o aleatorio.

Figura 1.7. La propiedad de autosimilitud en algunos objetos fractales. En
amplificaciones sucesivas de porciones del objeto fractal dan como resultado la
figura original, lo cual verifica la propiedad de invarianza ante escala. En la
autosimilitud solo es valida como una propiedad promedio.
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Los fractales regulares son peculiares por la manera en que se conectan sus elementos,
por lo que pueden ser generados mediante reglas deterministas e iterativas, de modo que
su propiedad de invarianza ante escala es fija (ver Figura 1.7(a) donde se muestra una
version modificada de la alfombra de Sierpinski). Por el otro lado, los fractales irregulares
presentan cierta aleatoriedad en la forma en la que se conectan sus elementos, lo que
provoca que su propiedad de invarianza ante escala sea valida solo en promedio (ver
Figura 1.7(b)).

1.4.1 PROPIEDADES FRACTALES EN CUMULOS INFINITOS DE
£ PERCOLACION

El modelado matematico del transporte de materia en medio poroso hace uso de modelos
de red en los que queda bien representada la morfologia del espacio vacio. Tales graficas
permiten que gran parte de la complejidad estructural de dicho espacio vacio esté incluida
en el modelo, al mismo tiempo que conserva una tratabilidad matematica adecuada
[71]. En este modelo los tamarios de poro se distribuyen de acuerdo a una funcién de

densidad de probabilidad y se asocian de manera aleatoria a los elementos de la red.

Sin embargo, correlacion espacial y direccionalidad se observan en medios porosos
reales [26, 99], y existen evidencias de que tales variables provocan efectos significativos
sobre la forma y la cinética de los fendmenos que ocurren dentro de estos medios [32, 61].
Por ejemplo, la dimension fractal, df, de un cimulo de percolacion invasiva no es una

cantidad universal, sino que varia con la correlacion espacial [63].

La mayoria de los sistemas pueden representarse como redes en las cuales los elemen-
tos del sistema conforman nodos, y tales nodos son considerados como conectados en el
caso de que exista algun tipo de interaccion entre ellos. La ventaja de visualizar sistemas
como redes es que la mayor parte de su comportamiento dinamico esta determinado por

el patron o la topologia de la red.

Esta sorprendente representacion ha demostrado su eficacia indiscutible en la des-
cripcion de una gran variedad de fendmenos en los que los procesos aleatorios dinamicos
se ven afectados por la topologia del medio en el que se desarrollan [14], de modo que el
comportamiento de un sistema se puede deducir en gran medida a partir de la topologia
de la red que lo representa, i.e., la secuencia precisa y estadisticamente expresada de la
forma en que se distribuyen los valores numéricos que identifican a cada elemento de la
red. En la naturaleza la mayoria de los sistemas observados son mas desordenados que

una red regular pero mas organizados que una red aleatoria [33].
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Existe un modelo, llamado Modelo Dual de Sitios y Enlaces (MDSE), el cual
proporciona una manera elegante de representar la estructura de un sistema desordenado
[18, 71]. Con él se pueden construir redes con diversos grados de correlacion entre los
elementos de la red. Un medio poroso, por ejemplo, puede modelarse mediante un camulo
de percolacion infinita sobre redes generadas con el MDSE. Los objetos percolantes tienen
la ventaja de representar adecuadamente a los sistemas reales y son una herramienta
basica para entender la difusion a través materiales fractales o desordenados. Como ya
se ha mencionado, la estructura de un cimulo de percolacion es funcién de la correlacion
de la red (ver Figura 1.8). En este sentido, se puede analizar por medio de la difusion de
una particula dentro del cimulo de percolacion, i.e por medio de un caminante aleatorio,

coémo las propiedades de transporte del medio son afectadas [13, 52].

& =0.087 &=0.57 & =22.59

Figura 1.8. Camulos de percolacion obtenidos a partir de redes correlacionadas
construidas con el MDSE. Un claro efecto sobre la topologia del cimulo se observa
a medida que la longitud de correlaciéon de la red { aumenta.

Debido a que los objetos fractales pueden presentar huecos, cuellos de botella o
“callejones sin salida” (una parte de la estructura fractal que esta conectada al resto por
un solo camino), una particula difundiendo dentro de estos puede tornarse lenta en su
movimiento, lo que trae como consecuencia que las leyes de Fick pierdan validez. Bajo
este escenario, el desplazamiento cuadratico medio queda expresado por una ley de

potencia mas general [47]:
(x?y ~ P (1.15)

donde d,, es la dimension del caminante o la dimension de la ruta que describe un
caminante aleatorio cuando difunde en el objeto fractal. Se relaciona con el exponente
de difusion anémala y via d,, = 2/y, y puede interpretarse como el exponente de

escalamiento del tiempo con respecto a la longitud lineal I, t ~ %,
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Los procesos difusivos y el flujo de corriente a través de una red de resistencias
adecuada estan fuertemente relacionados. Incluso en el caso de que el objeto donde
ocurra la difusion y la correspondiente red de resistencias sean fractales autosimilares,
la ya conocida relacion de Einstein entre la constante de difusion y la conductividad es

ampliamente utilizada y se expresa como una relacién entre exponentes de escalamiento:
dy=dr+{ (1.16)

donde ( es el exponente de escalamiento de la resistencia R con la longitud lineal [ de la
red, R ~ 1¢. Ademas, dyr en la ecuacion (1.16) es la dimensién fractal del objeto, y es el
exponente de escalamiento que describe como escala la masa del mismo con la longitud

lineal.

Por otro lado, se pueden establecer probabilidades de retorno al punto de partida del
caminante aleatorio que difunde en un objeto fractal. Tal cantidad es conocida como
dimension espectral, d, y se relaciona con las dimensiones anteriormente descritas en
la forma [88]:

dy = —7L (1.17)

Tanto d,, como d; surgen de los modelos fisicos de los procesos difusivos y forman
parte de las propiedades dinamicas que caracterizan a los objetos fractales. Ambas son

dependientes de las propiedades de conectividad de los sistemas.

Cabe mencionar que existen objetos fractales que tienen la misma dimension fractal
pero diferente textura, entendiéndose esta ultima como una medida cuantitativa de
patrones observados en objetos diferentes, como podrian ser los tamafios de huecos
presentes en estos. Para este fin, la lagunaridad (L) complementa a la dimension fractal
al ser matematicamente una funcioén que analiza las fluctuaciones de una distribucion
de frecuencias de masa asociado a un tamaro de escala s, tanto en fractales aleatorios
como deterministas. Se utiliza el método de la “ventana deslizante” (gliding box) en su
determinacion y sus aplicaciones abarcan desde la ciencia de materiales (por ejemplo
las superficies poliméricas sufren cambios cuando se dispersa oro sobre estas) hasta la

biologia celular (ayuda a discriminar con éxito las lineas celulares cancerosas) [1, 12, 56].
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La ley periodica ha permitido ver lo que antes era invisible.

Dictnt Tucduouich Wendeliqen

RESUMEN: Con el apoyo del Modelo Dual de Sitios y Enlaces se construyeron redes
cuadradas isotrépicas de conectividad cuatro y distintos grados de correlacién espacial.
Estas redes se caracterizaron por su longitud de correlacién (&), la cual comienza a
crecer rapidamente cuando su valor es mayor a una unidad de red. A partir de estas
redes se obtuvieron los cumulos infinitos de percolacién clasica los que, junto con
sus huecos, representan los conjuntos fractales cuyas propiedades estaticas y dinamicas
fueron determinadas. Se encontré que el aumento de la longitud de correlacién de la red
a partir de la cual se obtienen dichos conjuntos provoca un aumento de la dimension
fractal (df) y una disminucién de la lagunaridad (L) de los mismos. Por otro lado,
la dimensién del caminante (d,,) tiende a dos desde valores mayores y la dimensién
espectral (ds) hace lo mismo pero a partir de valores menores que dos. Este dltimo
resultado dejé ver que la conjetura de Alexander-Orbach, que establece ds = 4/3 como
una super-universalidad, no siempre se cumple si el conjunto fractal se caracteriza por
una dimension fractal elevada y una lagunaridad baja.
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§ 2.1 EL MODELO DUAL DE SITIOS Y ENLACES

j:) ara entender los procesos de transporte que pudieran llevarse a cabo en el interior
de un medio poroso o sobre una superficie heterogénea, sin atender a su naturaleza
quimica, se puede recurrir a una representacion numérica del mismo lo mas adecuada
posible. El modelo utilizado debera tomar en cuenta el tipo de medio que intenta des-
cribir y las limitaciones matematicas y computacionales a enfrentar. De modo que se
hace necesario que el modelo sea lo suficientemente simplificado para una eficiencia
computacional y que al mismo tiempo contemple las caracteristicas mas sobresalientes

del sistema de interés.

Para modelar el flujo de materia en conjuntos fractales como los medios porosos

pueden identificarse tres modelos como sigue [100]:

n Modelos continuos. Se basan en la idea de representar al medio poroso como un
continuo en el que se hace uso del concepto de volumen elemental representativo
(VER), el cual es considerado como el volumen mas pequeno en el cual los campos
de saturacion y presion (junto con otras caracteristicas) son funciones bien compor-
tadas; de modo que con esas caracteristicas se obtiene informacion representativa
del sistema completo. Ningun valor representativo del sistema puede definirse para
volimenes menores al VER. En este contexto, las cantidades fisicas claves (satura-
cion y presion capilar) son considerados campos escalares bien comportados que

varian en tiempo y espacio continuos.

Teoria de la percolacion. Hace una abstraccion del espacio poroso representandolo
como una red (en la que no necesariamente se sigue un patron regular) de nodos
y enlaces. Aqui, todas las cantidades fisicas (saturacion, presion y tiempo) son
normalmente consideradas como discretas: la saturacion es ya sea un uno (poro

lleno) o un cero (poro vacio) y la infiltracion evoluciona en pasos de tiempo discretos.

Modelos semicontinuos. En estos el medio poroso se representa por medio de
una cuadricula (ninguna deformacion del medio es considerada) de bloques no
infinitesimales los cuales mantienen el caracter de un medio poroso. Las presiones de
saturacion y capilaridad se asumen continuas respecto al tiempo pero se mantienen
constantes dentro de cada bloque (i.e. una constante definida por intervalos en el

espacio); el tiempo puede ser continuo o discreto.
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Estas clases de modelos son muy utiles cuando en el sistema juega un papel central
la interconectividad y cuando hay presente correlaciones (ver Figura 2.1). La idea original
de representar un medio poroso a través de una red discreta tuvo su origen en la década
del 50, pero recién a principios de los 80 fue cuando se desarrollaron procedimientos
rigurosos que permitieron mapear, en principio, cualquier medio poroso desordenado en
una red equivalente. Una vez realizado el mapeo uno puede estudiar un fenémeno dado

en forma completa.

Caso aleatorio o sin correlacion es- Caso con correlacion espacial de
pacial de tamanos de poro (¢ = 0). tamanos de poro (¢ # 0).

Figura 2.1. Ejemplificacion de la correlacion espacial de tamanos de poro en redes
cuadradas discretas con z = 4. Los circulos en color rojo denotan los sitios o poros
y las lineas oscuras los enlaces que los conectan. En (a) la correlacion espacial nula
implica que sitios grandes conviven con sitios pequefos. En son caracteristicas
zonas amplias de sitios de tamano similar, la red se caracteriza por una longitud
de correlacion espacial no nula.

El MDSE pertenece al grupo de los modelos discretos y es una herramienta versatil
para representar medios porosos. Algunas de las caracteristicas mas importantes de

dicho modelo se resumen a continuacion [18].

n El sistema se descompone en dos tipos de elementos que lo caracterizan, los sitios
y los enlaces, y cada uno de estos juega un papel claramente definido en la red.
Cada sitio y enlace se colocan de tal modo que forman una configuracion particular
dentro de la red; en nuestro caso trabajamos con redes cuadradas en las que los
sitios se colocan en los nodos y un enlace entre dos sitios adyacentes, i.e. dos sitios
cualesquiera comparten un enlace en comun y cada sitio tiene asociados cuatro

enlaces.
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Para identificar una propiedad R, como por ejemplo la energia de adsorcion en el
caso de una superficie solida [73] o el tamafo de poro en el caso de un medio poroso
[27], se les asocia un valor a cada tipo de elemento que cumple con una distribucion
establecida, i.e. una distribucién de tamarios de sitios (S(R)) y otra para los enlaces
(B(R)), de este modo cada elemento de la red tiene asociado un valor que representa
la propiedad en cuestion. Asi, para comparar dicha propiedad entre los dos tipos de
elementos se definen dos funciones que estaran asociadas a estos. Estas funciones
son Fs(Rs) y Fp(Rp) definidas como las funciones de densidad de probabilidad,
asociadas a la propiedad Rs y Rp de sitios y enlaces, respectivamente; de este modo,
se tiene que Fs(Rs) dR y Fg(Rg) dR representan la probabilidad de encontrar un
sitio o un enlace de tamano comprendido entre Ry R + dR, respectivamente. Las

funciones de distribucion de sitios y enlaces son entonces:

R R
S(R):/0 Fs(R)dR vy B(R):/O Fg(R)dR

y representan la probabilida de encontrar un sitio o un enlace no mayor a R.

Establece un principio de construccién: una constante relacion colindante entre la
propiedad de cada sitio y la propiedad de cualquiera de sus enlaces correspondientes.
La manera en la que sitios y enlaces se interconectan para formar una configuracion
espacial dada se expresa por una funcién de densidad de probabilidad conjunta,
F(Rs, Rg), de encontrar un sitio con la condiciéon Rg conectado a un enlace con la
condicion Rp. Este principio de construccion se asegura mediante las dos ecuaciones

siguientes:

B(R)-S(R)>0 (2.1)

F(Rs,RB) =0, si Rs < Rp (2.2)

La primera ley, ecuacion (2.1), establece que sélo podran conectarse en una red
todos los sitios de una dada distribucion si existe un niimero suficiente de enlaces
de tamano adecuado, por lo que la distribucién de enlaces estara siempre a la
izquierda de la distribucidn de sitios. Mientras que la segunda, llamada Principio
de Construccion, ecuacion (2.2), es de naturaleza local y expresa el hecho de que
el tamafo Rs de un sitio debe ser mayor que o al menos igual al tamafio Rp de
sus enlaces vecinos. Ahora, para proporcionar una nocion clara de la correlacion
introducida en la red por medio de la ecuacién (2.2), se establece la funcion de

probabilidad conjunta en términos de la funcion de correlacion entre tamanos de
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sitios y de enlaces, ®(Rg, Rp):
F(Rs, Rp) = Fs(Rs) Fp(Rp) ®(Rs, Rp) (2.3)

En la ecuacién (2.3) la funcién de correlacion ®(Rs, Rg) engloba el proceso de
asignacion de sitios y enlaces dentro de la red. Esta, integrada sobre todo el espacio

debe de cumplir la expresion siguiente:

RS (S
D(Rs, Rs) Fa(Ry) dRj = / ®(Rs, Rg) Fs(Rs)dRs =1 (2.4)
0 Rp

El lado izquierdo de la ecuacion (2.4) expresa la certeza de hallar, para un sitio dado
de tamano Rg, un enlace de tamafio menor o igual a Rg, mientras que la igualdad
inmediata a la derecha expresa la certeza de hallar, para un enlace dado de tamafio
Rp, un sitio de tamano mayor o igual a Rp.

Por otro lado, la funcién ®(Rgs, Rp) restringe a la funcién de probabilidad conjunta
F(Rs, Rp), expresada en la ecuacion (2.3), de encontrar un sitio de tamafio Rg €
(Rs, Rs + dRs) conectado a cualquiera de sus cuatro enlaces de tamafio Rg €
(R, R + dRg) en la forma:

F(Rs, Rp) = Fs(Rs) Fg(Rp) ®(Rs, Rg) dRs dRp (2.5)

de modo que la ecuacién (2.5) es cero cuando Rg > Rg. La expresion de @(Rs, Rp)
que satisface esta ultima condicion es [72]:

Rs __ ds
exp (_ fRB B(R)—S(R))

P(Rs Re) = —pRe) = S(Rs)

(2.6)

A fin de examinar la manera en la que los elementos de la red se interconectan, se
define al drea de traslape, entre las funciones de densidad de probabilidad de sitios

y enlaces, como Q, con las propiedades siguientes:

®q0(Rs,Rg) =1, VRs, Rp (2.7)

lo que significa que en esta situacion tanto sitios como enlaces se distribuyen
totalmente al azar, y

qDQ—)l(RS, RB) oC 5(RS — RB)’ VRs, RB (2.8)
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indicando que sitios y enlaces de tamano R se agrupan en extensiones amplias;
es decir, existe correlacion perfecta entre el tamafio de un sitio y el enlace que lo
conecta con otro, Rg ~ Rp, ya que 6(Rs — Rg) = 1 cuando Rs = R y 0 en otro caso.
De este modo el parametro Q es el que describe la topologia de la red en este modelo
y es una medida natural de la correlacion sitio-enlace [64, 82, 98]. Cuando Q — 1
se produce un efecto de segregacion como consecuencia de una estructuracion de la
red, efecto que puede cuantificarse con la longitud de correlacion, ¢'". Esta longitud
representa la extension promedio de las regiones en las que coexisten elementos de
propiedades similares. En la literatura existen propuestas que relacionan ¢ con Q
obtenidas de forma empirica, las cuales se utilizan en la construccion de redes [62].
El método de construccion empleado aqui no contempla ninguna relacion entre ¢ y

Q. La forma en que se calcul6 ¢ fue por medio de la ecuacion:
C(r)=et (2.9)

donde C(r) es el coeficiente de correlacién que existe entre dos sitios cualesquiera
de la red, separados por una distancia r y ¢ es la longitud de correlacion tipica de la

red. C(r) se calcula a partir de:

((Rs,(73) = Rs)(Rs,(7}) — Rs))

2
Og

C(r) = (2.10)

donde Rs; y Rg; son los tamarfios de cualquier par de sitios separados una dis-
tancia r, cuyos vectores de posicion son 7; y 7j, respectivamente; Rs y 0s son
el tamano medio y la desviacion estandar de la distribucion de tamanos de sitio,
respectivamente [82].

No confundir con la longitud de correlacion caracteristica de la percolacién, la cual diverge en el
momento en que aparece el cimulo infinito [4].
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Fp FS

R

Figura 2.2. Representacion de las distribuciones de probabilidad de sitios (Fs) y
enlaces (Fp) de acuerdo al MDSE para la construccion de redes correlacionadas
con z = 4. El area sombreada Q) representa el traslape geométrico entre ambas
distribuciones. Cuando Q) = 0 tanto sitios como enlaces se distribuyen al azar. A
medida que Q2 — 1 sitios y enlaces de tamafio R se agrupan en extensiones amplias,
lo que provoca un efecto de segregacion en la red.

m CUMULOS INFINITOS DE PERCOLACION CLASICA

! : os cumulos infinitos de percolacion clasica son objetos fractales cuya propiedad de

autosimilitud solo es valida como una propiedad promedio (ver el apartado 1.4.1).
También, como se senal6 en el apartado anterior, el MDSE es la herramienta que nos
sirve para representar de manera elegante la estructura de un sistema desordenado. Por
si solo nos genera una red bidimensional de sitios y enlaces interconectados en los que la
correlacion espacial entra en juego, pero para una representacion lo mas fidedigna posible
a un conjunto fractal como un medio poroso o una superficie heterogénea, trabajamos
sobre la red de sitios y en ella aplicamos una rutina de percolacién clasica, lo que permite
obtener los cimulos infinitos de percolacion, en los que, con la ayuda del modelo del
caminante aleatorio, se pudieron simular fenémenos dinamicos como algunas reacciones
quimicas elementales. Estos cimulos junto con sus huecos interiores representan los
conjuntos fractales que caracterizaremos por sus propiedades estaticas y dinamicas. La

primer tarea es, entonces, generar dichos ciimulos como se describe a continuacion.

En primer lugar, con la ayuda del MDSE implementado en una rutina en lenguaje C,
se cre6 un banco de redes de tamano 1000 x 1000 con distintos grados de correlacion, lo
que se logra variando el valor del parametro Q en la rutina. Un total de catorce valores
de Q fueron considerados (Q € {0.0, 0.104, 0.208, 0.292, 0.396, 0.50, 0.604, 0.708, 0.792,
0.833, 0.875, 0.885, 0.892, 0.896}) y se generaron cien redes por cada uno de estos valores,
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de modo que se puedan obtener promedios estadisticamente representativos de las
cantidades con las que se van a caracterizar las redes y los medios porosos o conjuntos
fractales (los cimulos infinitos de percolacion clasica son un subconjunto de estos), como
la longitud de correlacion en el caso de las redes y propiedades estaticas y dinamicas en
el caso de los medios porosos.

Se utilizaron las ecuaciones (2.9) y (2.10) para calcular la longitud de correlacion
de las redes. Los cimulos infinitos de percolacion clasica se obtuvieron utilizando la
metodologia reportada en [19, 20], de modo que también fue posible determinar los
umbrales de percolacion (p.) en todos los casos. En la Tabla 2.1 se muestran los resultados

obtenidos. La longitud de correlacion ¢ esta dada en unidades de red (u.r.).

Tabla 2.1. Longitud de correlacion de las redes construidas con el MDSE vy los
umbrales de percolacion de los cimulos infinitos obtenidos a partir de estas para

los distintos valores de () considerados. Cada valor de ¢ y de p. es el promedio de
cien valores.

0.0 0.087 + 0.061 0.591 + 2.32 X103
0.104 0.133 + 0.051 0.591 + 2.69 x 1073
0.208 0.217 + 7.21 x 103 0.591 + 2.28 X 1073
0.292 0.283 + 3.66 x 1073 0.590 + 2.78 x 1073
0.396 0.392 +3.12x 103 0.586 + 3.08 x 1073
0.500 0.571 + 4.01 x 1073 0.579 + 3.43 x 1073
0.604 0.926 + 1.50 X 1072 0.562 + 5.84 x 1073
0.708 1.760 + 4.98 x 107 0.544 + 8.88 x 1073
0.792 3.320 + 0.120 0.521 + 1.33 X 1072
0.833 5.070 + 0.201 0.513 + 1.60 X 1072
0.875 10.080 + 0.964 0.502 + 2.57 X 1072
0.885 14.030 + 1.316 0.499 + 4.07 x 1072
0.892 18.730 + 2.599 0.495 + 3.20 X 1072
0.896 22.590 + 2.581 0.488 + 4.32 X 1072

En el caso de la longitud de correlacion se puede observar que ¢ € (0, 23), con
pequenas variaciones hasta Q0 < 0.5, lo que en una representacion grafica de los puntos
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(Q, é(Q)) puede apreciarse como una zona de estabilidad aparente (ver Figura 2.3). Para
Q > 0.5 el valor de { comienza a crecer rapidamente hasta alcanzar las 22.59 unidades
de red cuando Q2 = 0.896 (el caso mas correlacionado). Podemos decir entonces que
¢ — oo cuando Q — 1 para redes creadas con el MDSE.

El umbral de percolaciéon también se mostroé sensible a la longitud de correlacion
de las redes, reflejado en un abatimiento del mismo (comportamiento que ya se habia
observado en redes anisotropicas [19]). En el caso menos correlacionado (2 ~ 0) se
obtuvo p, = 0.591, el cual esta en perfecta concordancia con el valor 0.597 reportado en
la literatura para este tipo de redes. Este valor se mantiene hasta Q = 0.208, después del
cual p. comienza a descender hasta terminar en 0.488 cuando Q = 0.896 (ver Tabla 2.1y
Figura 2.4), lo que puede atribuirse a la existencia de zonas amplias de sitios de tamafio
similar a medida que la correlacion espacial de la red crece, tal como asegura el método

de construccidn utilizado.

25.00 { ,,,,,,,,,,,,,,,, ,,,,,,,,,,,,,,,, —
20.00 -

15.00 -

£ (ur)

10.00 -

5.00 -

0.00 -

Figura 2.3. Comportamiento de la longitud de correlacién respecto al area de
traslape del MDSE de acuerdo a los datos de la Tabla 2.1. Se puede observar que
pequeios cambios en ) provocan incrementos significativos en { a medida que
Q- 1.




2.2. CUMULOS INFINITOS DE PERCOLACION CLASICA
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Figura 2.4. Elumbral de percolacion (p.:) como funcion de la longitud de correlacion
(¢) de acuerdo alos datos de la Tabla 2.1. Se observa un claro abatimiento del umbral
de percolacion cuando la longitud de correlacion crece.

En la Figura 2.5 se muestra un cumulo de percolacién infinito por cada caso de
longitud de correlacion de las redes. En cada imagen podemos distinguir dos regiones

como se describe a continuacion:

n El camulo de percolacion correlacionado. Constituido por su masa y su espacio
vacio o huecos. La masa la conforman todos los elementos del cimulo infinito de
percolacion clasica (en color negro), y se han diferenciado aquellos que pertenecen
a su perimetro interno (en color azul). Es la region que se caracterizé por sus propie-
dades estaticas y dinamicas y en la que se simularon algunas reacciones quimicas

elementales.

Espacio exterior del caimulo de percolacion correlacionado. Identificado en
color dorado. Esta region no es considerada para ningun calculo realizado en la
caracterizacion del medio. Conocerla es de suma importancia para identificar el
espacio vacio real perteneciente al medio, el cual entra en juego en el calculo de su

dimension fractal y de su lagunaridad.

Asi, se logra observar que para los casos en los que 0 < ¢ < 3.32 la mayor fraccion de
elementos del medio poroso la conforma el perimetro interno, destacandose las zonas con
masa por su tamafo reducido y una distribucion de tamanos de hueco no uniforme. Por

otro lado, cuando se tiene que 3.32 < ¢ < 22.59 la mayoria de los elementos del medio
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se encuentran en su interior, reduciéndose drasticamente los elementos en el perimetro
interno para destacarse ahora zonas amplias de masa, sobre todo en los dos ultimos
casos (¢ € {18.73, 22.59}). En todos los casos se puede hablar de una distribucion de

tamanos de hueco no uniforme.

La determinacion del perimetro interno se logré con la implementacién de una
programa en el que una especie de caminante aleatorio, que inicia en una posicion fuera
de cualquier elemento sefalado del medio poroso, explora todo su entorno (los ocho
sitios en total que lo rodean) al mismo tiempo que va identificando y etiquetando con
nuevos numeros a los elementos de la periferia y a los de la zona exterior. Estos elementos
del exterior, encontrados en su exploracion, son seleccionados como nuevos caminantes
aleatorios que se suman a la tarea del caminante inicial. En todo momento se eliminan
elementos repetidos y los que pertenecen a la periferia del medio ya no vuelven a ser
considerados en la rutina como caminantes aleatorios, con lo que se evita ir mas alla de
la misma. Por estas caracteristicas a nuestro método lo hemos denominado como “el

método del virus costero”.

Teniendo bien identificados los elementos de nuestros medios porosos y los de su
exterior nos fue posible la creacion de programas propios para la cuantificacion de
propiedades estaticas del mismo, como la dimension fractal y la lagunaridad, cuyos
métodos de medicion tradicionales se basan en explorar o cubrir porciones del mismo
con cuadrados de distintos tamanos, “ventana deslizante” (gliding box) y “conteo de
cuadros” (box counting method), respectivamente [1; 84, cap. 8]. Nuestra propuesta
se basa en el mismo principio que los métodos mencionados pero ahora cubrimos y
exploramos el medio con regiones irregulares, a las que llamaremos cubrimientos, cuyo
tamano queda definido por la cantidad de elementos del medio (masa y/o huecos) dentro
de estas. La relacion entre la masa y el radio de giro de dichos cubrimientos se utilizd
para calcular la dimension fractal de los medios porosos como se vera en el apartado

siguiente.
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¢=18.73 ¢ =22.59

Figura 2.5. Efecto de la longitud de correlacion (¢) de la red a partir de la cual
se obtiene el camulo infinito (en negro) sobre la morfologia del mismo, el cual
representa la masa de nuestros medios porosos. En azul y blanco se han represen-
tado el perimetro interno y el espacio vacio o huecos, respectivamente. Se observa
un efecto claro sobre el tamano de las regiones con masa y del espacio vacio del
medio, el cual crece con ¢. En todos los casos se puede hablar de una distribucion

de tamanos de hueco no uniforme.
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2% B LA DIMENSION FRACTAL

El radio de giro, Rg, como una medida geométrica de la distribucion espacial de masa,
es una cantidad uatil para la descripcion de patrones fractales. Se define como el radio
en el que habria que colocar un punto de masa igual al de todo el patrén para tener el
mismo momento de inercia. Stauffer y Aharony [92, cap. 3] sugieren que en el umbral
de percolacién se cumple una relacién entre Ry y el tamafio, I, del ciimulo infinito de la

siguiente manera:
Rgp ~ IM%4 (2.11)

donde dy es la dimension fractal del cimulo. La ecuacién (2.11) es valida también para

una region finita de tamano s del cimulo [8].

Como se vio en el apartado anterior, nuestros medios porosos estan constituidos
por todos los elementos del cimulo infinito, los que representan su masa, y sus huecos
o espacio vacio, por lo que aplicaremos (2.11) a regiones finitas de tamafo s y supon-
dremos que la dimension fractal involucrada es la del medio poroso tal como lo hemos
definido, pues ese es nuestro conjunto fractal de interés. Dichas regiones finitas estaran
constituidas de masa y huecos, y s sera el total de estos elementos en dichas regiones. De
esta manera la dimension fractal asi calculada incluye la informacion del espacio vacio
del medio poroso. Entonces, para poder utilizar la ecuacion (2.11) aprovecharemos la

dependencia de Ré,s con el centro de masa, r¢,, como se describe a continuacion [8, 69].

Denotemos como r; a la posicion del i-ésimo sitio con masa en el conjunto fractal de

tamano s, su centro de masa esta dado por:

1
Fem = — Z ri (2.12)

2

g,s> Se define como:

El radio de giro al cuadrado de un conjunto fractal de tamano s, R

<|ri - rcm|2>

1 N
=2 Iri = renl?
i=1

La primera igualdad en la ecuacion (2.13) representa la distancia cuadratica media al

2
R,

(2.13)

37
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centro de masa, y a partir de la segunda igualdad de la misma ecuacion se pueden obtener
puntos (s, Rg ) que se utilizaran para un ajuste de regresion lineal con la ecuacion (2.11)
expresada en la forma log(Rg,s) = log(k) + %Iog(s), de modo que el inverso de la
pendiente de ajuste nos da la dimension fractal del medio poroso. Para la obtencion de
los puntos (s, Rg ) se cred una rutina que selecciona sitios del medio poroso y explora

el entorno de cada uno como sigue:

n Seleccion de la muestra. Se elige una muestra aleatoria uniformemente distribuida
de tamano equivalente al 70 % de los elementos con masa del medio poroso. Se
consideraron 10 medios porosos por cada valor de ¢ para promediar el valor de la

dimension fractal.

Exploracion del entorno y cubrimientos. Cada punto elegido en el paso 1 explora
su entorno completo desplazandose, a partir de éste, tantas unidades de red se
necesiten hasta que dentro del 4rea abarcada se encuentren por lo menos s elementos
fijados, en los que habra masa y espacio vacio o huecos del medio poroso pero nunca
elementos del exterior. En caso de que en el area explorada se tenga una cantidad
de elementos mayor a s se procede a una seleccion aleatoria que los contenga. Cada
una de estas regiones sera un cubrimiento de tamafo s sobre el medio poroso al
que se aplican las ecuaciones (2.12) y (2.13). El cuadrado del radio de giro a un

determinado valor de s sera el promedio de todos los calculados en la muestra.

Se consideraron ocho valores para el tamario de los cubrimientos, s € {10, 20, 60, 120,
200, 400, 500, 900}. Por la manera en que nuestro algoritmo realiza las exploraciones del
entorno de los sitios para obtener dichos cubrimientos, lo hemos llamado “el algoritmo
del radar cuadrado” (ver Figura 2.6). En la Tabla 2.2 se muestran los resultados obtenidos,
y en la Figura 2.7 la gréfica correspondiente de los puntos (¢, dy). En todos los casos los

coeficientes de correlacion de la recta de ajuste fueron mayores a 0.9.

Como se puede observar en la Figura 2.7 la dimension fractal de los medios porosos
presenta pequenas variaciones desde ¢ = 0.09 hasta ¢ = 0.39 para posteriormente llegar
a un minimo en el punto (3.32, 1.812), a partir del cual comienza a crecer de forma
continua, alcanzando el punto maximo (22.59, 1.973). La tendencia a crecer de esta
cantidad, desde ¢ = 5.07 hasta { = 22.59, puede entenderse por la presencia de zonas
amplias con masa en el medio poroso (llena mejor el espacio en el que subsiste), no
asi el descenso observado desde ¢ = 0.39 hasta ¢ = 3.32 para el cual no se tiene una

explicacion.

En la Figura 2.8 se muestran los porcentajes promedio de masa, 71, a los distintos

valores de s para cada valor de dimension fractal obtenido. Asi, por ejemplo, si nos
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paramos sobre un punto de los medios porosos con dy = 1.828 y nos desplazamos lo
suficiente para analizar una region de 10 elementos, en promedio dicha region contendra
91.46 % de masa, mientras que si exploramos una region en la que se encuentren 900
elementos, en promedio contendra 79.41 % de masa, lo que representa una disminucion
del 12.05 % (curva con cuadrados en color café), la maxima disminucién de todos los

casos.

A la izquierda se ilustra la forma en que se explora el entorno del
sitio marcado con un circulo azul para obtener un subconjunto fractal
de diez elementos, donde fue necesario moverse tres unidades de red en
las cuatro direcciones (arriba, abajo, izquierda y derecha) para tal fin.
A la derecha, en color azul, una posible configuraciéon del subconjunto
fractal del tamafo indicado.

A la izquierda se ilustra la forma en que se explora el entorno del
sitio marcado con un circulo rojo para obtener un subconjunto fractal
de diez elementos, donde fue necesario moverse dos unidades de red en
las cuatro direcciones (arriba, abajo, izquierda y derecha) para tal fin.
A la derecha, en color rojo, una posible configuraciéon del subconjunto
fractal del tamafo indicado.

Figura 2.6. Manera en que opera el algoritmo del radar cuadrado sobre un elemento
de un conjunto fractal para el calculo de su dimensidn fractal. La masa, los huecos
y el espacio exterior del conjunto se han representado en negro, amarillo y gris,
respectivamente. En ambos casos el total de elementos del subconjunto fractal
dentro de la altima exploracion excede al naumero de elementos buscado, en cuyo
caso se procede a una seleccion aleatoria que los contenga.
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En contraste, los medios con dyf = 1.973 en regiones con s = 10 presentan una masa
promedio del 97.87 %, y para s = 900 la masa promedio es del 94.81 %, una reduccion de
apenas el 3.06 % (curva con circulos rellenos en color purpura), la minima disminucion
de todos los casos, lo que corrobora que llenan mejor el espacio y quede justificada
su dimension fractal mayor. Por otro lado, los medios porosos con dy = 1.812 (curva
con circulos en color rojo) presentan porcentajes promedio de masa similares a los de
los medios con dy = 1.867 (curva con triangulos en color morado), pero resultaron ser
mas masivos que los medios con dy € {1.866, 1.874, 1.871, 1.857, 1.844, 1.828}, lo que
indica que una dimension fractal mas baja no necesariamente se traduce en una menor

presencia de masa al explorar regiones de distinto tamafo en el medio poroso.

Tabla 2.2. Dimension fractal de los medios porosos a las distintas longitudes de corre-
lacion de la red de la que se obtienen. Cada valor es el promedio de diez junto con su

desviacion estandar.

0.09 1.866 + 2.230 x1073 1.76 1.828 + 4.850 x1073
0.13 1.874 + 1.023 x1072 3.32 1.812 + 1.570 x1072
0.22 1.871 + 7.850 x1073 5.07 1.867 + 1.631 x107?
0.28 1.871 + 4.367 x10™* 10.08 1.917 + 2.182 X102
0.39 1.867 + 1.872 x1072 14.03 1.950 + 4.980 x1073
0.57 1.857 + 8.886 x1073 18.73 1.962 + 2.130 x1073

0.93 1.844 + 1.326 x1072 22.59 1.973 + 1.110 x1072
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Figura 2.7. La dimension fractal de los medios porosos como funcién de la longitud
correlacion de acuerdo a los datos de la Tabla 2.2. El minimo corresponde al punto
(3.32, 1.812).
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Figura 2.8. Porcentaje promedio en masa 711 de los medios porosos a los distintos
valores de s. En todos los casos la presencia de huecos provoca una disminucién
en el porcentaje promedio de masa a medida que se exploran regiones de mayor
tamano en los medios. Una dimension fractal mas baja no necesariamente se
traduce en una menor cantidad de masa promedio al variar el tamaiio de la region
explorada.
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LA LAGUNARIDAD

Los resultados del apartado anterior nos muestran que la dimension fractal por si sola
no es una medida suficiente para una descripcion geométrica satisfactoria cuando en
el conjunto fractal estan presentes huecos o lagunas [89, pag. 37], pues se presentaron
situaciones en las que la dimension fractal resulté mayor en conjuntos fractales menos
masivos, principalmente en los casos en los que la longitud de correlacion de la red de la

cual se obtienen es menor a 5.07.

El mismo Mandelbrot sefal6 la necesidad de un cantidad que tomara en cuenta la
distribucion de huecos en conjuntos fractales donde estos estén presentes, cantidad a
la que definié como “lagunaridad” [70]. La lagunaridad, a diferencia de la dimensién
fractal, mejora la descripcion “textural” del conjunto fractal y esta relacionada con la
distribucion de los tamanos de hueco o espacio vacio en el conjunto. Para conjuntos
fractales, tales como un medio poroso, en los que la geometria de sus poros y enlaces
influye en muchas de sus propiedades, como podrian ser sus propiedades dieléctricas
o de transporte, la dimension fractal falla si se intenta relacionarla directamente con

dichas propiedades, a menos que se tome en cuenta la lagunaridad [89, pag. 37].

Objetos o conjuntos fractales se dicen mas lagunares si los tamanos de sus huecos
o espacio vacio se distribuyen en intervalos amplios. Una definicion mas precisa de
lagunaridad se introduce en [39], en donde describen a la lagunaridad de un conjunto
fractal como una medida de la desviacion de su invarianza bajo traslacion. En conjuntos
con lagunaridad baja, en los que los tamanos de huecos son relativamente homogéneos,
diferentes regiones del conjunto tienden a ser similares unas a otras (son casi invariantes
bajo traslacion), mientras que en conjuntos con lagunaridad alta regiones distintas no se
asemejan entre siy no se logra que coincidan por una simple traslacion. Esta caracteristica
de la invarianza bajo traslacion de objetos geométricos es altamente dependiente de la
escala: objetos que son heterogéneos a escalas pequenas pueden ser homogéneos si se

les observa a escalas grandes o viceversa [39; 89, pag. 37].

Para calcular la lagunaridad utilizaremos una version modificada del método “ven-
tana deslizante” el cual se basa en una exploracion del conjunto fractal por medio de
ventanas de distintos tamanos que se van desplazando hasta cubrir todo el conjunto,
al mismo tiempo que registran la masa contenida en ellas [1]. Los registros de masa
los realizamos de la misma manera que se hizo para la dimensioén fractal, utilizando el
método del radar cuadrado. Las distribuciones de frecuencia de masa y sus distribuciones

de probabilidad asociadas, necesaraias para calcular la lagunaridad, se obtienen como
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sigue:

Un cubrimiento de tamano s sobre el medio poroso contendra una cantidad m
de elementos con masa, lo que permite establecer una funcion de distribucion de
frecuencias de masa n(s, m), la que nos indica cuantos cubrimientos de tamario s

contienen m elementos con masa.

Dividiendo la distribucion de frecuencias por la cantidad total de cubrimientos de
tamarno s, N(s), se obtiene la distribucion de probabilidad P(s, m), que nos da la
probabilidad de encontrar un cubrimiento de tamafo s con m elementos de masa.

El primer y segundo momento de esta distribucion de probabilidad son:

M (s) = f m P(s, m) (2.14)
m=1

Ms(s) = f m? P(s, m) (2.15)
m=1

La lagunaridad para un cubrimiento de tamario s, L(s), queda definida como:

L(s) = M;(s)

= ML0)P 216

Por el caracter estadistico de L(s), su expresion se puede reducir considerando que
el primer momento es igual a la media, u, de P(s, m), y el segundo momento es
igual a la suma de la varianza, o2, y el cuadrado de la media de P(s, m). Asi, se

obtiene:

L(s)

(3)2 +1 (2.17)

La lagunaridad de los medios porosos se determiné utilizando la ecuacion (2.17),

pues incluye la desviacion estandar y la media de los conteos de masa a un determinado

tamano de cubrimiento s. La cantidad maxima de masa en cada cubrimiento es equiva-
lente al tamano de este ultimo, por lo que my,, =s € {1, 2, 4, 8, 12, 20, 30, 50, 70, 100,
150, 250, 500, 1000, 1550, 2000, 3000, 3500, 4000}, fueron los tamafios de cubrimiento

considerados.
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Figura 2.9. Comportamiento de la lagunaridad L(s) como funcién del tamaiio de
cubrimiento s en escala logaritmica. Cada punto es el promedio de cincuenta
valores. Una lagunaridad mayor indica que los tamanos de hueco del medio se
distribuyen en intervalos mas amplios.

0.4 b
0.201-

dp  dy

+1.973 - 1.844 0.15F
-+ 1.962 . 1.857

1.950 = 1.867 -
+ 1917 - 1.871 N o
*1.867 = 1.871 =
51812 + 1874

0.3
dp  df b
+1.973 4 1.917

= 1.962 ¥ 1.867
1.950 - 1.812

0.1 0.05

0.0(- ) R 0.00(- R

Curvas de lagunaridad para los casos con Las seis curvas con lagunaridad mas baja
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evolucionan de forma monétona en todo el  ta respecto a las demas.
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Figura 2.10. Comportamiento de la lagunaridad L(s) como funcién del tamaiio de
cubrimiento s en escala logaritmica para valores de d; # 1.866. En (a) se observa
que las siete curvas de mayor lagunaridad mantienen una concavidad hacia arriba
en todo el intervalo; mientras que en (b) se pueden apreciar puntos de inflexion en
los casos dy € {1.812, 1.867} cuando In(s) > 3. Las curvas con la menor lagunaridad
su muestran concavas hacia abajo en todo el intervalo.
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m LA DIMENSION DEL CAMINANTE

Un caminante aleatorio clasico se utilizé como una particula que difunde sobre los medios

porosos a fin de conocer algunas propiedades de difusion de los mismos. El proceso de
difusion lo caracterizamos mediante la evolucion temporal del desplazamiento cuadratico
medio, (r?(t)), donde r es la distancia que ha recorrido el caminante desde su punto de
partida al tiempo #. La trayectoria descrita por el recorrido del caminante tiene asociada
una cantidad llamada “dimension del caminante”, representada como d,,, la cual se
relaciona con el desplazamiento cuadratico medio de la siguiente manera [7]:

(r()) ~ 2% (2.18)

Para calcular d,, se simul6 en 50 medios diferentes el recorrido de 2100 caminantes
aleatorios de 1500 pasos cada uno, registrando el desplazamiento cuadratico en cada
paso, eligiendo el punto inicial de forma aleatoria. En la Tabla 2.3 y en la Figura 2.11
se muestran los resultados obtenidos via la ecuacion (2.18), cada punto es el promedio
de cincuenta valores. En ella se puede ver que la correlacion del medio favorece el
desplazamiento del caminante, ya que la disminucion de d,, que se observa, indica que el
caminante aleatorio encuentra menos “obstaculos” para moverse. A valores de correlacion
bajos la trayectoria del caminante se podria comparar a la forma de una nube, mientras
que a valores altos, dicha trayectoria se asemeja a la de una linea quebrada.

Tabla 2.3. Dimension del caminante de los medios porosos a las distintas longitudes

de correlacion de la red de la que se obtienen. Cada valor es el promedio de cincuenta
junto con su desviacion estandar.

I TR N T

0.09 2.826 + 9.282 x102 1.76 2.745 + 8.511 X102
0.13 2.820 + 7.357 X102 3.32 2.694 + 6.748 X102
0.22 2.787 + 8.970 X102 5.07 2.642 + 8.394 X102
0.28 2.813 + 6.905 X102 10.08 2.548 + 8.616 X102
0.39 2.782 + 6.720 X102 14.03 2.443 + 6.560 X102
0.57 2.790 + 8.773 X102 18.73 2.392 + 7.221 X102

0.93 2.770 + 5.962 X107 22.59 2.322 + 6.250 X102
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Otras cantidades asociadas con la trayectoria o recorrido del caminante aleatorio
son: el ndmero de sitios distintos que visita el caminante, S(t), y el nimero de sitios de
crecimiento, G(t). Esta ultima, es la cantidad de sitios sobre los que todavia se puede
mover el caminante y que colindan con el perimetro de la trayectoria que describe en
cada instante.

Para conocer la evolucion temporal de S(t) y G(¢) se simularon 2000 trayectorias de
1500 pasos de Montecarlo cada una de un caminante aleatorio clasico como particula
que difunde sobre el medio poroso; se consideraron sélo 50 cimulos por cada valor de ¢.

3.0f
2.9F
2.8
2.7f
d,, 2.6
2.5F
2.4f
2.3
2.2

Figura2.11. La dimension del caminante como funcién de lalongitud de correlacion.
Cada punto es el promedio de 50 valores en los que se evaltan 2100 trayectorias
de 1500 pasos de montecarlo cada una de un caminante aleatorio clasico como
particula que difunde sobre los medios porosos.

En la Figura 2.12(a) se observa que para ¢ < 0.57 el caminante aleatorio s6lo ha
visitado alrededor de 150 sitios distintos después de 1500 pasos, mientras que para
¢ > 0.57 esta cantidad comienza a crecer hasta alcanzar mas de 400 sitios distintos
cuando & = 22.59; es decir, visita alrededor de 3 veces mas sitios distintos en este ultimo
caso. En la Figura 2.12(b) podemos ver que la correlacion del medio favorece mas a los
sitios de crecimiento. Cuando ¢ < 0.57 el caminante aleatorio dispone de menos de 25
sitios para acceder a ellos en 1500 pasos realizados; mientras que cuando ¢ = 22.59, los

sitios disponibles se elevan a casi 200, al rededor de 10 veces mas que en el caso aleatorio.
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Figura 2.12. Evolucion temporal de los sitios distintos que visita el caminante y de
los sitios de crecimiento. En ambos casos cada curva es el promedio de diez y el
efecto de la correlacion es mas evidente cuando ¢ > 0.571.

LA DIMENSION ESPECTRAL

Como es sabido, los cimulos de percolacion son objetos fractales, y su dimension fractal,
dy, puede expresarse en términos de la dimension euclidea, d, y de los exponentes criticos,
By v, de la transicién a la percolacién: df = d — 8/ v. De este modo, la dimension fractal
aparece como una primera medida de la geometria fractal. En décadas pasadas se mostré

47
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que problemas de la fisica lineal sobre fractales (como la difusion clasica, la localizacion

cuantica, etc.), son gobernadas por otra cantidad: la dimensién espectral, d; [77, 79].

En términos matematicos la dimension espectral se define como la probabilidad de
que el caminante aleatorio se encuentre en su posicion de partida después de haber dado
t pasos. Denotando por P(0, t) a la probabilidad de estar en la posicion inicial al tiempo
t, la dimension espectral define el comportamiento asintético de esta probabilidad para

tiempos largos:
P, t) ~t7%/2 parat — oo (2.19)

Una manera directa de medir la dimension espectral es por medio de un caminante
aleatorio, ya que, en particular, se ha demostrado que en el umbral de percolacion el
promedio del nimero de sitios distintos que visita, S(¢), durante ¢ pasos se comporta
como [7, 79]:

S(t) ~ %2 (t>1) (2.20)

que se cumple para d; < 2, lo cual caracteriza a medios fractales de baja dimensionalidad
y la difusion en ellos es llamada “difusion anémala”. En el caso d; = 2 la ecuacion (2.20)

se transforma en S(¢t) ~ t, lo que conduce al caso de difusion clasica.

La difusion llevada a cabo con el modelo del caminante aleatorio esta también
relacionada a la densidad de estados para excitaciones armonicas del medio p(€) [7], a

través de la probabilidad de que el caminante retorne a su posicion inicial. Asi, se tiene:
p(€) ~ €W/l = ds/2-1 (2.21)

donde la energia y la densidad vibracional de estados se relacionan a través de p(€) de =
g(w)dw. La ecuacion (2.21) es similar a la bien conocida densidad de estados en espacios

euclideos, con la excepcion que la dimension d se remplaza por la ecuacion (1.17).

En medios fractales los modos de vibracion son llamados fractones en lugar de
fonones, de ahi que a la dimension espectral también se le conoce como dimension
fractéon. En la Tabla 2.4 se reportan los resultados obtenidos de la dimension espectral
obtenida via las ecuaciones (2.20) y (1.17). En el primer caso se observa que para ¢ < 0.93
la dimension espectral presenta pequenas variaciones alrededor de 1.250, y para ¢ > 0.93
esta comienza a crecer hasta alcanzar un valor maximo de 1.682. En el segundo caso
la dimension espectral presenta pequefas variaciones alrededor de 1.3 para ¢ < 5.07,

mientras que para ¢ > 5.07 crece hasta alcanzar el valor maximo de 1.699. Asi, cuando la
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longitud de correlacion de la red, de la cual se obtienen los medios porosos, se incrementa,
se tiene que ds — 2, es decir, la particula que difunde encuentra menos obstaculos para
desplazarse.

Tabla 2.4. Dimension espectral de los medios porosos a las distintas longitudes de
correlacion de la red de la que se obtienen. Cada valor es el promedio de cincuenta.

En la segunda columna el error corresponde a la desviacion estandar y en la tercer
columna se reporta la propagacion del error proveniente de los valores dy y d,.

0.09 1.247 + 1.501 x1072 1.321 + 4.496 X102
0.13 1.250 + 1.258 x1072 1.329 + 4.194 x1072
0.22 1.254 + 1.121 X102 1.343 + 4.885 X102
0.28 1.248 + 1.112 X107 1.330 + 3.296 x1072
0.39 1.256 + 1.748 x1072 1.342 + 4.589 X102
0.57 1.250 + 1.502 x1072 1.331 = 4.822 X102
0.93 1.273 + 1.131 x1072 1.331 + 3.823 x1072
1.76 1.316 + 1.500 x1072 1.332 + 4.482 X102
3.32 1.395 + 7.433 x1073 1.345 + 4.536 X107
5.07 1.469 + 9.694 x1073 1.413 + 5.724 X102
10.08 1.586 + 9.174 x1073 1.505 + 6.802 X102
14.03 1.637 + 9.761 x1073 1.597 + 4.696 X102
18.73 1.668 + 1.109 x1072 1.640 + 5.128 X102
22.59 1.682 + 1.238 x1072 1.699 + 6.453 X107

(@Obtenido a partir de la ecuacion (2.20).

(b)Obtenido a partir de la ecuacion (1.17).
" ——

En redes aleatorias ha existido un gran interés por conocer el valor exacto de d;.
Algunos autores reportan que este valor es de 2% - 3% menor al 4/3 que propusieron
Alexander y Orbach para 1 < d < 6 [5], esto es, su valor en la aproximacién de campo
medio [4, 74]. Nuestros resultados muestran acordes con esta variacion del 2% - 3%
en los casos en los que ds se obtienen a partir de la ecuacién (2.20) y la longitud de
correlacion es menor a 0.93; mientras que cuando el d; se obtiene a partir de la ecuacion
(1.17) la conjetura se cumple en los casos en los que la longitud de correlacion es menor
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a 3.32 (ver Tabla 2.4 y Figura 2.13).

Un interesante intento por justificar el valor 4/3 de Alexander y Orbach fue hecho

por Rammal y Toulouse [7, 80], quienes propusieron la ecuacion:

d S(t) N G(t)
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Figura 2.13. La dimension espectral de los medios porosos como funcion de la
longitud de correlacion de la red a partir de la cual se obtienen. Los puntos verdes
se obtienen a partir de la ecuacion (2.20) y los cuadrados rojos a partir de la
ecuacion (1.17). En este altimo caso la conjetura de Alexander y Orbach se cumple
para ¢ < 5.07. El incremento en d; se traduce en un transporte de materia mas
eficiente.

La ecuacion (2.22) establece que la velocidad de crecimiento del niimero de sitios
distintos que visita un caminante aleatorio es proporcional a la fraccion de elementos
con masa en el perimetro externo de la trayectoria del caminante aleatorio a cualquier
momento, es decir, los sitios que rodean la trayectoria del caminante al instante ¢ y le
permitirian incrementar el valor de S(t). Para verificar esta relacion realizamos un ajuste
Log-Log a las curvas de la Figura 2.12(a). La funcién obtenida se derivd y se comparé el
comportamiento de dicha derivada con el cociente G(¢)/S(¢) de nuestras simulaciones,

el cual representa el lado derecho de la ecuacion (2.22).

Como se observa en la Figura 2.14 |la condicién de Ramal y Toulouse no se ve afectada
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por la correlacion de la red a partir de la cual se obtienen los medios porosos: la velocidad

de crecimiento de S(t) cumple la condicion que establece la ecuacion (2.22) en todos los

casos.
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Figura 2.14. Condicion de Ramal y Toulouse a distintos grados de correlacion de
la red a partir de la cual se obtienen los medios porosos. La curva de color azul
representa el lado izquierdo de la ecuacion (2.22); los puntos son el cociente de las
simulaciones mostradas en la Figura 2.12. En todos los casos S'(t) ~ G(¢)/S(¢).







Capitulo

CINETICA QUIMICA ANOMALA EN
CUMULOS DE PERCOLACION
CORRELACIONADOS

Vecente Lediero

Soy hombre de infinito amor propio, de lucha, de agallas, y precisamente por eso

soy buen perdedor.

RESUMEN: Mediante simulaciones Montecarlo, en las que miltiples caminantes aleato-
rios clasicos se utilizan para representar especies quimicas que difunden en el interior de
los cimulos de percolacién correlacionados sin ningin tipo de interaccién entre ellas, se
obtienen las cinéticas de reacciones del tipo A+A — 0, A+B — 0y 2A+B — 2C. En el
caso de la reaccién unimolecular se establece y se resuelve el modelo fractal propuesto
por Kopelman [55], en el cual se sustituyen las constantes de velocidad por funciones
del tiempo del tipo ky - t™" conh=1- %. Dicha aproximacion se resuelve para tres
valores de ds: 1) a partir de S(¢) ~ t%/2, en donde S(t), como se sabe, es el niimero
de sitios distintos que visita un caminante aleatorio, 2) a partir de dy = 2 - dy/dy y
3) ds = 4/3. En el caso de las reacciones bimoleculares se presentan las cinéticas de
cada especie. Los resultados obtenidos nos permitieron establecer de forma cuantitativa
parcial que la estequiometria y la diferencia de concentraciones iniciales de los reactivos
introducen escalas adicionales que rompen la invarianza de escala simple que postula
la aproximacion fractal de Kopelman.
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§3.1 REACCIONES QUIMICAS EN CUMULOS DE PERCOLACION
v CORRELACIONADOS

L a cinética de reacciones en sistemas de reaccion-difusion en fase heterogénea

es, en general, diferente a la que se observa en sistemas bien agitados y en fase
homogénea. La concentracion de las especies presenta fluctuaciones espaciales, en fase
solida, que junto con la difusion superficial y el proceso de reaccion quimica impactan de
manera dramatica a la cinética global de la reaccion. Estas limitaciones en el transporte
de masa pueden conducir a una reduccién de la reactividad del sistema de reaccion.
La cuantificacion sistematica de la dinamica que conduce a dicho comportamiento es
de importancia tanto cientifica como tecnolégica en todas aquellas situaciones que
involucren transformacion de materia en ambientes heterogéneos [3]. En general, en
todo sistema natural heterogéneo la distribucion espacial de las especies reaccionantes
es no homogénea debido a las caracteristicas geométricas del medio, lo que implica que
el mecanismo por el cual se llevan a cabo reacciones quimicas en tales condiciones es

una consecuencia directa de dicha geometria.

La aleatoriedad del medio en reacciones heterogéneas controladas por difusion es
de suma importancia. Nuevos métodos analiticos y el incremento en la capacidad de
computo, han permitido, desde hace ya varias décadas, el descubrimiento de nuevos
comportamientos no esperados, entre los que se pueden mencionar las desviaciones
cualitativas a las leyes de decaimiento propuestas por Smoluchowski para reacciones en

geometrias confinadas, como podria ser un medio poroso [55].

Las reacciones en superficie en dos dimensiones muestran una variedad de com-
portamientos interesantes. Cualitativamente, la diferencia entre dos y tres dimensiones
es que la mezcla difusiva es menos eficaz (transporte de masa y cinética de la reaccion
quimica) en dos (y una) dimensiones. Con menos grados de libertad espacial, las limi-
taciones de transporte se hacen mas significativas, y esto conduce a una ruptura de la
ley de accion de masas en dos dimensiones. Formalmente, el espacio que describe una
superficie heterogénea posee una geometria no euclidiana. De este modo, una dimension
espacial igual a dos corresponderia a la dimension critica superior para las reacciones
superficiales bimoleculares. La ley de accion de masas, o cinética quimica local, es la
teoria mas sencilla con la que se puede predecir la concentraciéon de un reactivo en
una reaccion quimica, pero falla en una superficie heterogénea, porque la tortuosidad
dificulta el encuentro espacial de los reactivos; de este modo la reaccion esta limitada

por la difusion superficial a tiempos largos.

El planteamiento de la ley de acciéon de masas no tiene en cuenta las limitaciones
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de difusion, por lo que su poder predictivo es limitado. Si, ademas, la reaccion ocurre
en un medio desordenado, habra una interaccion entre los efectos del desorden y las
limitaciones de difusion, y la simple ley de accion de masas no puede describir la cinética
resultante. Por dltimo, la ley clasica de accion de masas no puede describir ningiin
agrupamiento espacial u otro comportamiento colectivo de los reactivos, ya que supone

de hecho que estos estan perfectamente bien mezclados [10, 17, 55].

En las subsecciones siguientes se presentan las cinéticas de las reacciones de aniqui-
lacion de una y dos especies, A+ A — 0y A + B — 0, respectivamente, y la reaccion de
tercer orden con dos reactantes 2A + B — 2C, llevadas a cabo en los conjuntos fractales,
en las que, como ya se menciond, la difusion es el mecanismo de transporte. En cada una
de ellas nuevamente se utilizé el modelo del caminante aleatorio clasico para modelar
a las especies quimicas que difunden en el medio. La reaccion se da en el momento en
que dos particulas reaccionantes se encuentran en la misma posicion, esto es, todos los
encuentros son efectivos y cualquier cantidad de particulas pueden ocupar la misma

posicion en nuestras simulaciones.

En el caso de la reaccion de aniquilacion unimolecular se establecen las ecuaciones
de velocidad de acuerdo a la ley de accién de masas pero ahora se considera que las
constantes de reaccion son funciones del tiempo de la forma k ~ t™h conh=1- ds/2,
con lo que se estaria tomando en cuenta una propiedad de transporte del medio y efectos
de memoria'"’ en dichos procesos dinamicos [24, 55], nunca considerados en la cinética

quimica clasica.

En los dos casos restantes, en los que se consideraron Cg = 20000y Cg = 15000, se
observan cambios de regimen en las especies que quedan como mayoritarias después
de alcanzarse concentraciones iguales de reactivos, reflejados como puntos de inflexion
en sus curvas cinéticas, por lo que la aplicacion de la aproximacion fractal ya no es
valida, pues la evolucion cinética de la especie deja de estar gobernada solo por las res-
tricciones geométricas del medio. Seis conjuntos fractales con longitudes de correlacion
¢ € {0.09, 3.32, 10.08, 14.03, 18.73, 22.59} se utilizaron como medios de reaccion.

La velocidad de reaccion en un instante dado depende de la distribucion espacial previa de los reactivos,
por lo que tanto el estado actual del sistema como su historia pasada afectan su evolucion subsecuente.
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LA REACCION DE ANIQUILACION UNIMOLECULAR:
A+A—-0

3.1.1

La ecuacion de velocidad asociada a esta reaccion de segundo orden de acuerdo a la

aproximacion fractal es:

dC!
_d—tA =kpt " (C? (t=1) (3.1)

donde C} es la cantidad de particulas de la especie A al tiempo ¢ y kf es la constante

fractal, equivalente al coeficiente de velocidad instantaneo a t = 1. La ecuacion (3.1) se

puede expresar como:

dcC!
- (c/g)Az =ket™"dt (3.2)

Integrando ambos lados de la ecuacion (3.2) se obtiene:

1 1 t(_h+1)
E_E:kf (—h+1> (3.3)

Para efectos de contraste, el quivalente de la ecuacion (3.3), resuelta de manera clasica

(no fractal), esta dada por la ecuacion siguiente:

1 1
_t - —0 = k t (34)
CA CA

En la Figura 3.1 se muestran los resultados de la simulaciéon Montecarlo para la reaccion
de aniquilacion unimolecular. En todos los casos se tiene una poblacion inicial de 15000
particulas, distribuidas aleatoriamente sobre el cimulo de percolacion. Las particulas
difunden de acuerdo al modelo del caminante aleatorio clasico hasta un total de 2500
pasos de Montecarlo y en el momento en el que dos de ellas ocupan la misma posicion
se considera que la reaccion se lleva a cabo, es decir, todos los encuentros son efectivos y
cualquier cantidad de particulas pueden ocupar la misma posicion, lo que equivale a que

no hay ningun tipo de fuerza de interaccion entre ellas ni exclusién por volumen.

Se puede observar que la reaccion evoluciona casi hasta su totalidad en el caso
maés correlacionado (¢ = 22.59), con algunas diferencias apreciables en los primeros

instantes de la reaccion. En la Figura 3.2 se muestra la comparacién entre la simulacion
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(circulos negros) y el modelo fractal representado por la ecuacion (3.3) para tres valores
de d;. Los dos primeros reportados en la Tabla 2.4 (curvas amarilla y azul), d§“) y dgb),
respectivamente; y el tercero, dﬁo, es el 4/3 de la conjetura de Alexander-Orbach (curva
anaranjada). La curva verde representan la prediccion de la cinética clasica de acuerdo a
la ecuacion (3.4).

10%F S !“émg

5000}

Longitud de correlacion
mé =0.09
mé =176
mé =332
mé = 10.08
1000 mé = 14.03

mé = 18.73

500_ mé = 22.59

log C,

1 10 100 1000

log t

Figura 3.1. Cinética de la reaccion de aniquilacion unimolecular sobre los caimulos
de percolacion en esclalog-log a distintos valores de ¢. La simulacion se lleva a cabo
con CR = 15000 distribuidas aleatoriamente, las cuales se mueven de acuerdo al
modelo del caminante aleatorio clasico hasta un total de 2500 pasos de Montecarlo.
Todos los encuentros son efectivos y dos especies se anulan cuando ocupan la misma
posicion, en la que puede haber cualquier cantidad de particulas. Se observa que
la reaccion se ve favorecida en los casos mas correlacionados.
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En la Tabla 3.1 se muestra la raiz cuadrada del error cuadratico medio (VECM),
la constante fractal k¢ y su desviacion estandar ok, de los ajustes del modelo fractal
resuelto para los 3 valores de ds mostrados en la Figura 3.2. Se ha omitido el modelo de la
cinética quimica fractal. En suma, resolviendo el modelo fractal con ds = 4/3 solo resulta
ser la mejor estimacion en el caso & = 0.09, por lo que la conjetura de Alexander-Orbach

no se cumple cuando el medio adopta una clara correlacion espacial.

Tabla 3.1. Raiz cuadrada del error cuadratico medio (VECM), la constante fractal kr y
su desviacion estandar o, de los ajustes del modelo fractal resuelto para los 3 valores

de d; mostrados en la Figura 3.2. En morado se resaltan los mejores ajustes.

& =0.09 =332

d d
1.247 1.321 4/3 1.395 1.345 4/3
ECM  118.52 41.17 31.22 VECM  119.971 162.101 172.256

kp  4.34x107% 3.69x10°° 3.59x107°° kg 5.42x107%  5.99x10° 6.14x10°°

ok, 588x107°  1.76x107° 13x107? o,  1.04x107°% 1.54x107% 1.68x107°

& =10.08 & =14.03

ds ds
1.586 1.505 4/3 1.637 1.597 4/3
ECM 87.34 156.64 313.95 VECM 62.94 93.59 314.39

kp  3.17x107% 3.76x107° 5.39x107° kg 35x107% 3.79x10°° 6.46x107°

or,  4.27x107°  8.92x107? 248x107®  op,  3.82x107° 6.11x107°? 3.32x107°

& =18.73 & =22.59

dj ds
1.668 1.640 4/3 1.682 1.699 4/3
VECM  12.60 31.56 267.56  VECM 6.67 12.53 250.93
kp  4.09x107% 4.31x10°® 7.81x107®  kr  4.68x10°° 4.53x107® 8.96x107°

6.74 X

10-10 1.23x1079  4.52x1078

or,  1.02x107°  2.67x107° 3.85x107% o,
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Figura 3.2. Comparacion entre la simulacién de la reaccion de aniquilaciéon unimo-
lecular (circulos negros), sobre los caimulos de percolacion, con el modelo fractal
resuelto para tres valores de d; (curvas amarilla, azul y anaranjada) y el modelo de
la cinética quimica clasica (curva verde), ecuaciones (3.3) y (3.4), respectivamente.

Los valores dﬁ“) y dﬁb) se reportan en la Tabla 2.4 y d© es el valor de d; de la conje-
tura de Alexander-Orbach.
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LA REACCION DE ANIQUILACIéN BIMOLECULAR:
A+B—0

En la Figura 3.3 se muestra la cinética de la reaccidon de aniquilacion bimolecular, en
escala log-log, sobre los ciimulos de percolacion para los casos ¢ € {0.09, 3.32, 10.08,
14.03, 18.73, 22.59}. La simulacion se lleva a cabo con C} = 20000 y C = 15000
particulas, distribuidas aleatoriamente, las cuales se mueven de acuerdo al modelo del
caminante aleatorio clasico hasta un total de 2500 pasos de Montecarlo. Las especies se
anulan cuando ocupan la misma posicion. En esta, puede existir cualquier cantidad de
particulas, por lo que estamos en un escenario en el que no hay fuerzas de interaccion

entre particulas.

Se puede observar que en todos los casos la evolucion temporal de la especie B, al
ser el reactivo limitante, disminuye de forma monoétona en todo el tiempo de reaccion,
lo que provoca que la evolucion temporal del reactivo A se desacelere, manifestandose
por el punto de inflexion observado en todos los casos analizados. Es decir, el reactivo
A enfrenta tanto las restricciones geométricas del medio como los pocos encuentros
con la especie B, lo que disminuye su poblacion. Por las condiciones de la simulacion
este cambio de régimen para la especie A sera unicamente debido a la dispersion de las

particulas por lo que se descartan efectos de segregacion de las mismas.

De este modo no es posible aplicar la aproximacion fractal a esta reaccion pues
esta pensada para reacciones gobernadas totalmente por los efectos geométricos del
medio a través de d;. Asi, hemos mostrado, de forma parcialmente cuantitativa, las
limitaciones de la aproximacion fractal de Kopelman, la cual, podemos decir, resulta ser
un caso especial de una teoria cinética mas general que debe considerar los efectos de

concentracion y cantidad de especies reactivas involucradas en la reaccion.
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Figura 3.3. Cinética de la reaccion de aniquilacion bimolecular sobre los cimulos
de percolacion. La simulacion se lleva a cabo con CR = 20000y Cg = 15000 particu-
las, distribuidas aleatoriamente, las cuales se mueven de acuerdo al modelo del
caminante aleatorio clasico hasta un total de 2500 pasos de Montecarlo. En (a) la
evolucion temporal de la especie A presenta una desaceleracion debida a los pocos
encuentros con la especie B la cual disminuye su cantidad de forma monédtona en
todo el tiempo de reaccion, como se observa en
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LA REACCION DE TERCER ORDEN CON DOS REACTANTES:
2A + B — 2C

En la Figura 3.4 se muestran los resultados de la simulacion Montecarlo de la cinética de
reaccion de tercer orden sobre los cimulos de percolacion. Las lineas azul, anaranjada y
verde representan la evolucion temporal de las especies A, B y C, respectivamente. La
simulacion se lleva a cabo con C/g = 20000, Cg = 15000 y Cg = 0 particulas, distribuidas
aleatoriamente, las cuales se mueven de acuerdo al modelo del caminante aleatorio
clasico hasta un total de 2500 pasos de Montecarlo. Todos los encuentros son efectivos y
la reaccion se produce cuando cantidades estequiométricas de las especies reaccionan-
tes se encuentren en la misma posicion, ignorando efectos de exclusiéon por volumen.

Nuevamente se asume que no existen fuerzas de interaccion entre las particulas.

En todos los casos los inicios de la reaccion provocan una taza constante de pro-
duccion de la especie C, pero a medida que la reaccion avanza, la especie A comienza a
disminuir de forma monoétona hasta el término de la reaccion, lo que provoca igualmente

una disminucion en la taza de reaccion de la especie B y en la produccion de C.

En el grafico log-log de la evolucion temporal de la especie A, Figura 3.5, se puede
apreciar claramente la disminucion mondtona de esta durante todo el transcurso de la
reaccion. También se puede observar que los casos con ¢ = 3.32 y £ = 14.03 evolucionan
de forma muy similar. Cabe destacar que el caso { = 10.08 es el que mas favorece esta
reaccion y en el caso ¢ = 18.73 se obtiene la menor interaccion entre los reactivos. El
caso con la mayor longitud de correlacion, ¢ = 22.59, quedé como un caso intermedio

entre los dos anteriores.

En la Figura 3.6 se muestra la evolucion temporal de la especie B, también en escala
log-log, en la que se aprecian cambios de concavidad, los cuales se pueden asociar a
la transicion entre regimenes cinéticos relacionados a la disminucion progresiva de la
especie A y a la separacion entre las especies reactivas conforme el tiempo avanza, lo
que provoca una disminucion en la taza de reaccion de esta especie. De este modo,
la disminucidn progresiva de la especie A y la transicion entre regimenes cinéticos
experimentado por la especie B, provocan una disminucién en la taza de produccion
de C como se muestra en la Figura 3.6. Nuevamente, por las condiciones en las que se

realizé la simulacion se descarta la segregacion de reactivos.

Lo anterior demuestra que las exigencias estequiométricas de esta reaccion requieren
un medio en el que las particulas no tengan tantas dificultades de movimiento, como en
los medios con ¢ = 0.09, ni tampoco tanta libertad para moverse como sucede en los casos

con ¢ = 22.59, pues en el primer caso el medio es muy tortuoso, lo que provocara que al
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principio de la reaccion la probabilidad de que 2 particulas de A se encuentren con una de
B sea alta, pero a medida que el tiempo transcurra, las particulas restantes se encontraran
distantes unas de las otras, lo que disminuye la probabilidad de encuentros efectivos
para la reaccion. En el segundo caso, los inicios de la reaccion seran similares al primero,
pero a medida que el tiempo transcurra las especies se encontraran distantes unas de las
otras, pero por las mejores propiedades de transporte del medio, la probabilidad de que
se produzcan encuentros efectivos es mayor que en el primer caso, s6lo habra que esperar
un cierto tiempo para que se produzcan los encuentros exigidos por la estequiometria de

la reaccion.

Asi, nuevamente hemos constatado que debido a la cantidad de especies involucradas
en la reaccion y a la estequiometria de la misma, la cinética deja de estar controlada
Unicamente por las restricciones geométricas del medio contenidas en dj, lo que ahade
escalas adicionales que rompen la invarianza de escala simple que postula la aproximacion

fractal de Kopelman.
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Figura 3.4. Cinética de la reaccion de tercer orden sobre los cimulos de percolacion
en escala log-log. La simulacion se lleva a cabo con Cj = 20000, C3 = 15000 y
Cg = 0 distribuidas aleatoriamente, las cuales se mueven de acuerdo al modelo del
caminante aleatorio clasico hasta un total de 2500 pasos de Montecarlo. En todos
los casos los inicios de la reaccion provocan una taza constante de produccion de la
especie C, pero a medida que la reaccion avanza, la especie A comienza a disminuir
de forma monoétona en su taza de reaccion, provocando un efecto similar en las
tazas de reaccion y produccion de las especies B y C, respectivamente.
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Figura 3.5. Evolucion temporal de la especie A en la reaccion 2A + B — 2C para
distintos valores de ¢. En todos los casos la poblacion de A disminuye de forma
monotona hasta el término de la reaccion. El caso ¢ = 10.08 es el que mas favorece
esta reaccion y en el caso ¢ = 18.73 se logra la menor interaccion entre los reactivos.

1 8 X 104 T T T T T rrrrr T T T T Trrrrr T T T T T T T T T =
1.5x10% $ T E S Y W ule— T
1.2x104%¢ =
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Figura 3.6. Evolucion temporal de la especie B en la reaccion 2A + B — 2C para
distintos valores de ¢. Los cambios de concavidad reflejan la transicion entre
regimenes cinéticos, debidos a la disminucion progresiva de la especie Ay a la
separacion entre las especies reactivas.
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Figura 3.7. Evolucion temporal de la especie C en la reaccion 2A + B — 2C para
distintos valores de ¢. Al principio los encuentros efectivos entre A y B mantienen
una taza de produccion de C constante, pero a medida que la especie A se agota
progresivamente, dicha taza de produccion también disminuye.
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RESUMEN: Se propone la creacion y caracterizacion de redes triangulares y hexagonales
como una linea de investigacion a futuro para analizar procesos dindmicos que se adap-
ten mejor a esas geometrias, como pueden ser algunas reacciones quimicas o procesos
de liberaciéon controlada de farmacos, por ejemplo. Ademas, herramientas matematicas
como las ecuaciones diferenciales con retardo temporal o el calculo de orden no entero
se encuentran en la literatura actual como las mejores opciones para modelar dichos
procesos, entre otras razones por su caracter no local. Finalmente, en las conclusiones
se resalta la manera en que la correlacién espacial de las redes cuadradas isotrdpicas
de conectividad 4, a partir de las cuales se obtuvieron los cimulos de percolacién corre-
lacionados, afecta las propiedades fractales y de transporte de estos ultimos: a mayor
correlacion espacial del medio la dimensién fractal aumenta y la lagunaridad disminuye,
al mismo tiempo que el transporte de materia se vuelve mas eficiente.




4.1. TRABAJO A FUTURO

§4.1 TRABAJO A FUTURO

Realizar simulaciones encaminadas a establecer modelos cinéticos, como el de
Kopelman, en los que se tomen en cuenta los efectos de la estequiometria y la
concentracion de reactivos para superar las limitaciones de invarianza de escala

simple que incorporé en su aproximacion fractal.

Aplicar técnicas de Montecarlo cinético para abordar los efectos de la temperatura
y propiedades fisicoquimicas del medio que impactan directamente a las reacciones

para lograr simulaciones mas realistas.

Construccion y caracterizacion redes cuadradas isotropicas con correlacion espacial
de conectividades 3 y 6 para el estudio de procesos dinamicos que se adapten mejor

a este tipo de geometrias.

Explorar las propiedades fractales del perimetro interno de los cimulos infinitos de
percolacion obtenidos a partir de redes isotropicas de conectividad z € {3, 4, 6}.

Siendo los soportes poliméricos estructuras fractales en los que se incorporan princi-
pios activos para liberacion controlada, los cimulos de percolacion con correlacion
espacial, como los considerados aqui, se vuelven un modelo adecuado para utilizarlos

como una aproximacion a tales soportes en dicho proceso dinamico.

Simular reacciones enzimaticas sobre los cimulos de percolacion correlacionados
y utilizar herramientas como las ecuaciones diferenciales con retardo temporal y
el calculo de orden no entero, las cuales se han mostrado utiles para abordar los
problemas de mezclado, y asi establecer modelos matematicos que describan mejor

la evolucion temporal de dichos procesos.

Extrapolar este estudio a redes en tres dimensiones.
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Con el MDSE se lograron construir redes isotropicas cuadradas de 1000 x 1000 sitios, de

conectividad cuatro y diferentes grados de correlacion espacial, las cuales se caracteriza-
ron por su longitud de correlacion ¢. El maximo valor de ¢ logrado con el MDSE fue de
22.59 unidades de red (Figura 2.3). A partir de estas redes se obtuvieron cimulos infinitos
de percolacion clasica los cuales presentaron topologias diferentes conforme la longitud
de la red aumenta (Figura 2.5). La longitud de correlacion provocé un abatimiento de
los umbrales de percolacion (Figura 2.4). Los cimulos infinitos, junto con sus huecos
interiores, representaron los conjuntos fractales, que se caracterizaron por sus propieda-
des estaticas y dinamicas. Estos sirvieron como un modelo de medio poroso en donde se
[levaron a cabo procesos dinamicos como reacciones quimicas de orden dos y tres. Tanto
propiedades estaticas como dinamicas presentaron solo pequenas variaciones cuando
0.09 < ¢ < 0.93, mientras que las variaciones mas significativas se dieron siempre que
&> 0.93.

Las propiedades estaticas como la dimensién fractal (dy) y la lagunaridad (L), fueron
medidas analizando regiones irregulares del conjunto fractal (regiones continuas del
conjunto con un total de s elementos) y no de la forma tradicional como se hace con los
métodos “conteo de cuadros” (box counting) y “ventana deslizante” (gliding box) en los
que se analizan los elementos del conjunto fractal dentro de regiones cuadradas. De la
relacion Rg s ~ s1/4f se determiné la dimension fractal, donde Rg s es el radio de giro
de una region del conjunto fractal en la que hay s elementos. La dimensién fractal asi
calculada disminuye cuando 0.09 < ¢ < 3.32, hasta llegar a un valor minimo de 1.812,
mientras que crece mondétonamente cuando ¢ > 3.32, alcanzando el valor maximo de
1.973 (Figura 2.7). Las curvas de lagunaridad decrecen de forma monétona a medida que
aumenta el tamano de cubrimiento analizado. Lo anterior permiti6 establecer que los
conjuntos fractales con longitud de correlacion espacial y dimension fractal elevadas son
menos lagunares y viceversa; es decir, en conjuntos fractales con longitud de correlacion
espacial y dimension fractal elevadas, los tamafos de hueco se distribuyen en intervalos
mas reducidos, en comparacion con los intervalos en los que se distribuyen los tamafios
de hueco para conjuntos fractales con longitud de correlaciéon espacial y dimensién
fractal bajas (Figura 2.9).

Las propiedades dinamicas como dimension del caminante (d,,) se determind a partir
del desplazamiento cuadratico medio que escala con el tiempo de la forma (r?(t)) = t?/%.
Por su parte la dimension espectral (d;) se determiné por dos vias: 1) a partir de S(t) ~

t%/2 en donde S(t) es el nimero de sitios distintos que visita un caminante aleatorio, y

4l
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2) a partirde ds; = 2 - df/dy,. En ambos casos se utiliz el modelo del caminante aleatorio
clasico como particula que difunde. La dimension del caminante disminuy6 desde 2.826 a
2.322 a medida que la longitud de correlacion del medio aumenta (Figura 2.11). En el caso
de la dimension espectral se encontré que por la via 1 aumenta desde 1.247 hasta 1.682,
a medida que la longitud de correlacion del medio aumenta; mientras que por la via 2 se
observé el mismo comportamiento pero esta vez aumentando desde 1.321 hasta 1.699
(Figura 2.13). Tanto la disminucién de la dimension del caminante como el aumento de
la dimensién espectral indican que la longitud de correlaciéon afecta directamente las
propiedades de transporte del medio: el transporte de materia se vuelve mas eficiente a
medida que la correlacion espacial del medio aumenta. Estos resultados demuestran que
ds = 4/3 de la conjetura de Alexander-Orbach no es valida cuando el medio adopta una

clara correlacion espacial.

En reacciones quimicas de segundo orden del tipo A + A — 0 llevadas a cabo
en medios fractales, la aproximacion fractal propuesta por Kopelman, a la que se le
incorporan los valores de ds propios del medio, es el modelo que explica mejor la cinética
quimica de dichas reacciones, sobre todo en los casos en los que el medio adopta una

clara correlacion espacial (Figura 3.1).

Las cinéticas de las reacciones A + B — 0y 2A + B — 2C nos permitieron establecer,
de forma cuantitativa parcial, que la estequiometria y la diferencia de concentraciones
iniciales de los reactivos introducen escalas adicionales que rompen la invarianza de

escala simple que postula la aproximacion fractal de Kopelman (Figuras 3.3 y 3.6).
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DEL CAMINANTE ALEATORIO A LA ECUACION DE

DIFUSION

j lustraremos esta equivalencia matematica con el modelo mas sencillo del caminante

aleatorio, que corresponde al modelo en una dimension [21].

Sobre la recta numérica realizamos divisiones igualmente espaciadas de longitud
Ax. Elegimos el origen como punto de partida y en el colocamos una particula, la cual
representa nuestro caminante aleatorio, y cada movimiento que esta realice lo hara en
un intervalo de tiempo At. Los movimientos de la particula se llevan a cabo conforme a
las siguientes reglas:

» 30 % de probabilidad de moverse a la derecha.
» 30 % de probabilidad de moverse a la izquierda.
= 40 % de probabilidad de quedarse en el mismo lugar.
En la Figura A.1 se muestra una representacion grafica del espacio discreto unidimensio-

nal sobre el cual el caminante aleatorio, representado por el circulo en color naranja, se

movera en intervalos de tiempo también discretos.

30% 30%

Figura A.1. Espacio discreto unidimensional en el que se puede realizar una cami-
nata aleatoria. Cada vez que el caminante realice un movimiento, que le tomara un
tiempo At, tendra un 40 % de probabilidad de quedarse en el mismo sitio y 35 % de
probabilidad de moverse a laizquierda o a la derecha. Repeticiones consecutivas de
este proceso, y sobre todo a tiempos largos, quedaran descritas por las ecuaciones
de la difusion unidimensional.

De este modo podemos definir una funcion, p[nAx, mAt] donde n y m son enteros,
que represente la probabilidad de encontrar a la particula en el intervalo nAx al tiempo

mAt. Después del tiempo mAt = 0 la funcion p esta expresada como:
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plnAx, mAt] = 0.4 p[nAx,(m - 1)At]
+ 0.3 p[(n-1)Ax, (m - 1)At] (A1)
+ 0.3 p[(n+ 1)Ax, (m — 1)At]

Como se puede observar en la ecuacion (A.1), para conocer la probabilidad de encontrar
a la particula en una posicion e instante dados es necesario conocer la informacion del
instante anterior. El intervalo (n — 1)Ax se ubica a la izquierda de nAx, y la probabilidad
que incluye dicho intervalo en la ecuacion (A.1) se multiplica por la probabilidad de que
la particula se mueva a la derecha. Por otro lado, el intervalo (n + 1)Ax se ubica a la
derecha de nAx, y la probabilidad que incluye dicho intervalo en la ecuacion (A.1) se
multiplica por la probabilidad de que la particula se mueva a la izquierda. El primer

término de la ecuacion (A.1) se explica de forma similar a los anteriores.

Si al inicio la posicion de la particula se conoce haciendo n = 0, la solucion de la

ecuacion (A.1) se obtiene por iteraciones partiendo de:
p(0,0) =1, p(nAx,0)=0 paran+0

La conexion con la ecuacién de difusion se logra cuando hacemos que Ax y At tiendan a
cero. Para tal fin se expande p[(n + 1)Ax, (m — 1)At] y p[nAx, mAt] como una serie de
Taylor alrededor de (x, t) considerando x = nAx y t = (m — 1)At como se muestra a
continuacion:

op d%p

1
p[nAx,(m - 1)At] + Ax— + —Ax*—5

pl(n £ 1)Ax, (m — 1)At] 3z 5 322

1. 30 4
+ EAX @ + O(AX) (A2)
0
plnAx, mAt] = p[nAx,(m—1)At] + Ata_l; + O(At?) (A.3)
De este modo la ecuacion (A.1) se transforma en:
op 2y _
plx,t) + Ata + O(At?) = 04 p(x,t)
op 1, ,0% 1 30
+0.3 [p(x, t) - AXa + EA.X' @ - an @

0 1. ,0°
+ O(Ax4)] + 03 [p(x, 1) + Ax£ + EAXZG_x’Z
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1 30°p 4
+ EAX @ + O(Ax ) (A4)

Tras reducir términos semejantes y dividir ambos miembros entre At la ecuacion

anterior se puede expresar como::

op 0%p Ax?
— =D — O | At,— A5
ot oxz " ( At (A5)

donde el coeficiente de difusion, D, queda definido como

D = .= (A.6)

Para que este coeficiente sea finito en el limite cuando Ax y At tienden a cero se requiere
que At tienda a cero a la par con Ax? (o lo que es lo mismo At ~ Ax?). Por otro lado, si
Ax? /At se mantiene finito, Ax*/At = (Ax?)(Ax?/At) tiende a cero en el limite. De este

modo, la ecuacion (A.5) se transforma en:

2
w _ 0

or = Poxz (A7)

Asi, la ecuacién para la funcién de distribucion de probabilidad continua p(x, t) es
equivalente a la ecuacion de difusion, ecuacion (1.3). En otras palabras, los procesos de
difusion y el caminante aleatorio (en el limite continuo) comparten la misma expresion
matematica. De esta manera, un problema que se aborde y solucione con un modelo

puede servir para comprender o predecir el comportamiento del otro.

COMPARACION NUMERICA ENTRE LOS MODELOS

La Tabla A.1 presenta la evolucién numérica de la funcion de probabilidad p(n, m), de
acuerdo a la ecuacion (A1), con{n € Z|-5<n <5}y{me Z|0 < m < 6}. Se
observa claramente que cuando n = m = 0 se tiene toda la certeza de encontrar a la
particula en el origen. A medida que el tiempo avanza, la probabilidad se distribuye hacia
las posiciones adyacentes conforme a las reglas de movimiento definidas. Se evidencia la
simetria caracteristica del proceso difusivo, donde p(—n, m) = p(n, m), consecuencia de

la igualdad entre las probabilidades de moverse hacia la izquierda o hacia la derecha.
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Ademas, se verifica que la suma de los valores en cada fila es igual a la unidad, por lo

que p(n, m) representa una densidad de probabilidad.

Tabla A.1. Comportamiento de la funcién de probabilidad p(n, m) para algunos ins-

tantes de tiempo de acuerdo a la ecuacion (A.1). Por simplicidad se consideraAx =1y
At =1.

o | s afs 2o fz]3]|a]5s]
m=0

1.000
m=1 0.300 0.400 0.300
m=2 0.090 0.240 0.340 0.240 0.090
m=3 0.027 0.108 0.225 0.280 0.225 0.108 0.027
m=4 0.008 0.043 0.119 0.206 0.247 0.206 0.119 0.043 0.008
m=5 0.002 0.016 0.055 0.122 0.192 0.223 0.192 0.122 0.055 0.016 0.002

m=6 0.006 0024 0.064 0.123 0.180 0.204 0.180 0.123 0.064 0.024 0.006

Para comparar con el modelo continuo (ecuacion (1.4)) expresamos p de la forma:

w n? (A8)
—— €X - .
Vanr Dm P\ "4Dm

p(n’ m) =

en donde se ha definido Ax =1y At = 1. Para conocer el valor de w se escoge el valor de
pparan =0y m =6 de la Tabla A.1, los cuales se sustituyen en la ecuacién (A.8) (con
D =0.3), lo que arroja w ~ 0.972296. La proximidad de w a la unidad"”’ se reflejara en
una convergencia casi inmediata del modelo discreto al modelo de difusion continua, tal
como se observa en la Figura A.2; por lo que la ecuacion de difusion se convierte en una

muy buena aproximacion para describir el transporte en un sistema discreto y viceversa.

El ancho caracteristico de esta distribuciones esta determinado por su desviacion
estandar, o, y como sabemos (n?) = 2Dm. Dado que para una distribucién normal la
varianza es 02 = (n?) — (n)?, y considerando que el sistema es simétrico ({(n) = 0),
obtenemos o = V2Dm, lo que indica que o escala con Vm.

(1) Como p(n, m) es una funcién de densidad de probabilidad, el valor de A debe ser 1 para garantizar
normalizacion.
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0.30 -

Figura A.2. Comparacion de la densidad de probabilidad entre el modelo del
caminante aleatorio discreto (puntos) y la forma analitica de la ecuacion de difusion
(lineas continuas), ecuaciones (A.1) y (A.8), respectivamente. Se puede observar
una convergencia casi inmediata al régimen de difusion continua.

Geométricamente, el area de una curva tipo campana es aproximadamente su altura
(A) multiplicada por su ancho (o). Para mantener el area constante mientras el ancho

crece como \m, la altura debe disminuir inversamente:

1

1
A(m) =p(0, m) = iaDm oc Ne

(A.9)

Podemos verificar este comportamiento analizando los datos presentados en la Tabla
A.1vyen la Figura A.2. Para m =3, p(0, 3) =~ 0.28. Asi, de acuerdo a la ecuacion (A.9)

A(5) _1/V5 > ~0.845

AB) 143 V7

Lo que indica que la altura en m = 5 es un 15% menor a la altura en m = 3. Asi,
multiplicando este factor por la altura en m = 3 se obtiene A(5) = 0.28 x 0.845 ~ 0.237,
valor muy cercano al 0.223 correspondiente a la altura en m =5 de acuerdo al modelo

discreto.
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§ B.1 DISTRIBUCIONES a-ESTABLES

La familia de distribuciones estables, también conocidas como distribuciones a-estables
de Lévy, se caracterizan no solo por tener segundos momentos infinitos sino por propie-
dades como la estabilidad, es decir, son distribuciones autosimilares y por tener funciones
de densidad con un comportamiento asintético que obedece a una ley de potencia. Si se
realiza la suma de dos o mas variables extraidas de esta distribucion, la distribucion de
la suma conservara la misma forma, es decir, sera idéntica salvo por un posible despla-
zamiento y escalado, por algunos factores atn indeterminados. Si la suma de un gran
nimero de variables extraidas de cualquier distribucion converge a una distribucion con

una forma bien definida, debe tratarse de una distribucién estable [2, 75].

La mayoria de las distribuciones estables no tienen una FDP explicita en forma
cerrada'’, pero si tienen una funcidn caracteristica (FC) bien definida. La funcién de
densidad de este tipo de funciones puede aproximarse por:

na
f(x) ~ # ['(a +1) sen <7> (con @ > 0 para asegurar normalizacion)

lo que nos dice que los procesos estables de Lévy tienen varianza infinita para a < 2.

Por otro lado, la funcién de densidad de probabilidad S(x; «, ,5, {1, &) de una variable
aleatoria X que sigue una distribucion estable se define con su funcion caracteristica
¢(t) como:

R 1 +00 .
St o, 0)= 5= [ 90 ax

A

Los parametros a, B3, 1, 0 son constantes reales que tienen el significado siguiente [75,
90]:

» « es el indice de estabilidad o exponente caracteristico. Toma valores en el inter-
valo (0, 2]. Cuando a = 2 obtenemos la distribucién normal. Nos da una idea del

decaimiento de la funcion para valores de x muy grandes.

= [ es el parametro de asimetria e indica cuan sesgada es la funcion de densidad.

Toma valores en el intervalo [—1, 1]. Si la funcién de densidad esta sesgada a la

Significa que no existe una formula matematica simple y finita que utilice funciones elementales
estandar (como polinomios, exponenciales, logaritmos, funciones trigonométricas, etc.) para expresar su

densidad.
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derecha corresponde al caso B = 1y sesgada a la izquierda cuando f = —1. La

funcion de densidad es simétrica si f = 0.

» 0 es el parametro de escala y no debe interpretarse como la desviacién estandar
dado que esta solo existe cuando a = 2. Sin embargo, a mayor valor de &, mas

ancha es la funcion de densidad.

= (i es el parametro de localizacion o posicion, y solo en el caso de que los primeros

momentos de la distribucion existan se cumple {1 = E(X).

Mathematica (Wolfram Language) version 14.1 implementa estas distribuciones a través
de su funcion integrada StableDistribution[tipo, @, ,3, i, 6], la cual representa una
distribucion estadistica continua que pertenece a uno de dos tipos y esta parametrizada
por el niimero real positivo & y por los nimeros reales i, a (con 0 < a < 2) y f (con
—1 < B < 1). Estos parametros determinan conjuntamente el comportamiento general

de su FDP (para una revision mas detallada de la teoria puede verse [75, 90]).

Existen multiples parametrizaciones para este tipo de funciones, dependiendo del tipo
de problema que se quiere analizar. En especifico, la funcion integrada StableDistribution
de Mathematica permite dos parametrizaciones diferentes, designadas como Tipo 1y
Tipo 2 [107], y se describen a continuacion.

1. Distribucion Estable Tipo 1 (Parametrizacion Estandar). El Tipo 1 (especificado
como StableDistribution[1, ...]) es la parametrizacion estandar, a menudo denomi-
nada parametrizacion (S0) o (Z). Es la utilizada por defecto si se omite el argumento
tipo en Mathematica. Su funcién caracteristica ¢(t; «, ,5, (i, G) es continuaen a y

esta dada por:

exp {—67"‘|t|“ [1 - if(tan %)(sign(t))} + iﬁt} sia#1

(1) = E[e"] = .
exp {—6|t| [1 + iﬁ%(sign(t)) ln(|t|)} + iﬂt} sia=1
donde sign(t) es la funcidn signo de ¢. Esta parametrizacion es generalmente reco-

mendada para trabajos numéricos y teoricos.

2. Distribucion Estable Tipo 2 (Parametrizacion Alternativa). El Tipo 2 (especificado
como StableDistribution[0, ...]) es una parametrizacion alternativa, a veces referida
como (S1) o (M). Se usa particularmente en contextos donde @ < 1. Su funcidn

caracteristica es discontinua en a = 1 y esta dada por:

o(t) = E[e"¥]
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exp {—6%[¢|* [1 + if(tan Z¢)(sign(2))(|6¢]"% = 1)] +ipt} sia # 1
exp {—6|t| [1 + iﬁ%(sign(t)) ln(|6t|)} + iﬂt} sia=1

La eleccion entre Tipo 1 y Tipo 2 afecta a la forma en que los parametros §, i y ¢
interactdan en la funcion caracteristica. Para @ = 2 (distribucion normal), el parametro

P no tiene efecto y ambas parametrizaciones resultan en la misma distribucion normal.

En general, la FDP de una distribucion estable es unimodal, con un tnico “pico” (es
decir, un maximo global). No obstante, su forma global —su altura, su dispersion y la posi-
cion horizontal de su maximo— esta determinada tanto por su tipo como por los valores
de los parametros a, f, fi y 6. Ademas, las colas de la FDP pueden ser gruesas (es decir,
la FDP decrece de forma no exponencial cuando |x| — o0) o delgadas (es decir, la FDP
decrece exponencialmente cuando |x| — o0), dependiendo de los valores de tipo, a, ,3, I
y 6. (Este comportamiento puede hacerse cuantitativamente preciso mediante el analisis
de la funcién de supervivencia de la distribucion). Las versiones con cuatro, dos y un para-
metro, denotadas como StableDistribution|a, ,3, {1, 6], StableDistribution|a,
,3] y StableDistribution[a], son equivalentes a StableDistribution[1, a, ﬁ, i,
0], StableDistribution|[l, a, ,3, 0,1] y StableDistribution[l, a, 0, 0, 1], respec-

tivamente.

La distribucion normal y de Lévy son ejemplos de distribuciones estables de Tipo
1, en el sentido de que la FDP de NormalDistribution[fl, 6] es equivalente a la de
StableDistribution[l, 2, ,3, L, 6/\/5] (version abreviada StableDistribution[2,
,5, i, 6/V2)), y la FDP de LevyDistribution[fl, 6] es precisamente la misma que
StableDistribution[l, 1/2, 1, i, 6] (version abreviada StableDistribution[1/2,
1, g, 6]).

TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL CLASICO

Comenzaremos enunciando el teorema del limite central clasico como se muestra en el

recuadro siguiente:
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Teorema del limite central

Si las variables aleatorias independientes Xj, ..., X, constituyen una muestra alea-

toria de tamafo 1 con media u y varianza 02, y ademas 0 < g2 < o, el teorema
del limite central clasico establece que la media muestral X,, = (X; +--- + X;;)/n

satisface

Xp—p d
sl Z ~N(0,1) cuandon — oo

o/\n
lo que puede reescribirse como

an(X;+---+X,)—by, LA Z ~N(0,1) cuandon — o

donde a, =1/(oVn)y by = Vnu/o

La notacion Y;, — Y significa que la sucesion de variables aleatorias Y;, converge en
distribucion, es decir, las distribuciones correspondientes satisfacen F,(y) — F(y) en
todos los puntos de continuidad de F.

Lo que expresa el teorema es que si seleccionamos una muestra aleatoria suficiente-

mente grande de cualquier distribuciéon con media u y varianza o2

, sin importar si esta
es discreta o continua, se cumple que la distribucién de la variable n'/2(X,, — u)/o se
aproxima a una distribucién normal. Por tanto, la distribucién de X, es aproximadamen-
te una distribucion normal con media p y varianza o2, de igual forma, la distribucién
de la suma )7, X;, sera aproximadamente una distribucién normal con media ny y
varianza no? [22, 42, 50]. Este teorema constituye una inmensidad de resultados muy
organizada y sutil que se originé a partir de un concepto basico sencillo, y que representa
un punto de referencia unico en la teoria de la probabilidad y la fisica estadistica debido

a su amplia aplicabilidad.

Una vision cronoldgica de los distintos enfoques utilizados para derivar los teoremas
del limite y las propiedades de convergencia de las sumas de variables aleatorias pueden
verse en [34]. El teorema del limite central y la apariciéon de distribuciones normales
dan lugar a una encrucijada paradigmatica entre las matematicas vy la fisica, pues los
matematicos piensan que es una ley de la naturaleza, mientras que los fisicos estan

convencidos de que es un teorema matematico [49].
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TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL GENERALIZADO

Pero ;qué sucede si la distribucion de las variables aleatorias no tiene media o

varianza finitas como lo exige el TLC clasico? En tales casos, el teorema del limite central
generalizado (TLCG) nos dice que la distribucion limite pertenece a una familia particular
de distribuciones conocidas como distribuciones a-estables (como se discutié en la
seccion principal) o de Lévy [2], dentro de las cuales la distribucion normal o gaussiana
es un caso particular. Por otra parte, el ya presentado escalamiento de la forma vn en el
teorema del limite central no se cumple en general, de modo que se sustituye por uno
que depende fuertemente de la forma de la cola de la distribucion. El teorema dice lo
siguiente [75]:

Teorema del limite central generalizado

Una variable aleatoria no degenerada Z es a-estable para algin 0 < a < 2siy
solo si existe una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas Xj, Xo, X3, ... y constantes a, > 0, b, € R con

d
an(X1+"'+Xn)_bn_)Z

donde Xj, X5, X3, ... son copias independientes e idénticamente distribuidas de X.

Para analizar la convergencia de sumas normalizadas es necesario definir el dominio
de atraccion de Z (distribucion estable), el cual consiste en el conjunto de todas las
funciones de distribucion de probabilidad (de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas) tales que, al sumar un namero suficientemente grande de
estas variables y aplicarles las constantes de normalizacion y centrado adecuadas, la

suma converge en distribucion a esa distribucion limite especifica.

Ahora, supongamos que X es una variable aleatoria cuyas probabilidades de cola
satisfacen

x*P(X > x) > cy, x*P(X <—-x) > c. cuandox — oo

concy +c- >0y 1 < a< 2. Entonces, i = E[X] es finita, y el teorema de la forma
explicita del TLCG muestra que el analogo del TLC es:
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d .
an(Xi+---+X,)-b,— Z,~8(1,a,6,0,1) cuandon — oo

donde

-1/«
n(cy +c-) ey

2T(a)sin(Z2) cy +C

a, =

En este caso, la tasa de decaimiento de las probabilidades de cola de X determina el
indice de estabilidad a, y los pesos relativos de las colas derecha e izquierda determinan

el parametro de asimetria f [75, 90].

Una aproximacion a Z, se obtiene de la superposicion Z,, = (X3 + ... + Xn)/nl/“
[90]. Utilizando una distribucion de Pareto (distribuciéon a-estable) con parametros
{kp, ap} = {1, 1.5} para generar un numero grande de trayectorias aleatorias hasta
un total de n pasos, entonces Z,, = (X + ... + X,,)/n'? Enla Figura B.1 se muestra
el histograma semilogaritmico de las sumas normalizadas de 600 mil trayectorias y un
total de n = 100 variables de la distribucion de Pareto, con los parametros mencionados,
simuladas en Mathematica. Claramente se observa que la distribucion de los datos
exhibe colas pesadas tal como es caracteristico de una distribucion a-estable de Lévy. Al
comparar con la distribucion gaussiana (linea roja) con la misma varianza que los datos
truncados se hace evidente que los datos reales tienen muchas mas ocurrencias en los

extremos, caracteristica no observada en el caso gaussiano.
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Figura B.1. Histograma semilogaritmico de las sumas normalizadas de 600 mil
trayectorias y un total de cien variables de la distribucion de Pareto con parametros
{kp, ap} = {1, 1.5}. La distribuciéon exhibe colas pesadas caracteristicas de una
distribucion a-estable de Lévy. La linea roja muestra la forma esperada de una
gaussiana con la misma varianza que los datos truncados; se observa claramente
que los datos reales tienen muchas mas ocurrencias en los extremos, caracteristica
no observada en el caso gaussiano.
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m APLICACIONES A PROCESOS DIFUSIVOS

En la Figura B.2 se muestran simulaciones para los distintos escenarios de difusion en el

plano utilizando la funcién integrada StableDistribution de Mathematica con la que
se obtienen los desplazamientos en cada instante de las simulaciones. Cada columna esta
identificada con el régimen difusivo correspondiente. En el primer renglon se presentan
las caminatas aleatorias después de 20 mil pasos; los histogramas de frecuencia de las
longitudes de desplazamiento en escala normal y log-log se presentan en los renglones 2 y
3, respectivamente. La difusion normal y la superdifusion se realizaron con probabilidades
de longitud de desplazamiento determinadas por la distribucion de probabilidad a-estable
con parametros {«, ,3, a, 6} ={2,0,0, 1} y {a, ﬁ, i, 6}y ={0.5, 1, 0, 1} (densidad
de Lévy-Smirnov), respectivamente. Para la subdifusion se utiliz6 la distribucion de
probabilidad de Pareto con parametros {t;;in, ap} = {0.1, 2.6}. La superdifusion se
realizé considerando una distribucion de tiempos de espera 7 en la que un valor de la
distribucion de probabilidad de Pareto menor a 0.3 implicaba una seleccion aleatoria
de T con 1 < 7 < 5, de otro modo la seleccion aleatoria de 7 era para 6 < 7 < 10, lo
que equivale a que de los 20 mil pasos de la simulacion en el régimen superdifusivo,
aproximandamente en el 30 % de ellos el caminante realizé un desplazamiento, con una

mayor frecuencia de tiempos de espera paral < 7 < 5.
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Figura B.2. Simulaciones de los distintos escenarios de difusion en el plano. En el
primer renglon se presentan las caminatas aleatorias después de 20 mil pasos. La
difusion normal y la superdifusion se realizaron con probabilidades de longitud
de desplazamiento determinadas por la distribucion de probabilidad a-estable
con parametros {a, ,3, a, 6} =4{2,0,0 1}y {a, ,5, i, 6} ={0.5, 1, 0, 1}, respectiva-
mente. Para la subdifusion se utilizé la distribucion de probabilidad de Pareto con
parametros {t;,i,, ap} = {0.1, 2.6}. La superdifusion se realiz6 considerando una
distribucion de tiempos de espera 7 € [0, 10] tipo Pareto ajustada de tal manera
que de los 20 mil pasos de la simulacién, aproximandamente en el 30 % de ellos el
caminante realiz6 un desplazamiento.
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