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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Un medio poroso es una red tridimensional interconectada de poros, de cuyo
grado de interconexidn, tamafio y forma dependen las propiedades del material [1]. Estas
propiedades influirdn en los procesos en los cuales intervengan dichos materiales y por lo
tanto, es importante conocer aquellos pardmetros relacionados con su estructura fisica
como pueden ser la porosidad, permeabilidad y area superficial. En el flujo de fluidos
particularmente son importantes la porosidad y la permeabilidad. La porosidad es la
fraccién de volumen total del material que esta ocupada por espacios vacios y su valor
variard entre 0 y 1; en lechos empacados con esferas varia en un rango de 0.3-0.5
dependiendo del acomodo de las esferas y materiales consistentes de fibras generalmente
tienen una elevada porosidad (aproximadamente 0.95) [2]. La permeabilidad indica la
capacidad del medio poroso de permitir el flujo de fluidos y es una propiedad que
depende Gnicamente de la estructura fisica del material. En algunos casos los poros
pueden estar cerrados por un extremo y poco interconectados o completamente aislados,

por lo cual pueden contribuir poco o nada en los procesos de transferencia.

Son muchas las dreas cientificas y tecnolégicas en las que los materiales porosos
son importantes: medicina, bioquimica (transporte de bacterias y virus [3]), ingenieria
civil y electroquimica. Entre otras funciones propias de los seres vivos, la respiracién, la
transpiracion y la digestién dependen de este tipo de medios. Casi cualquier material que
nos rodea es poroso, textiles, piel, concreto, madera, papel, etc., y para la inmensa
mayoria de ellos es imposible dar una descripcién geométrica correcta debido a que son

demasiado irregulares.

Los materiales porosos estdn presentes en una gran cantidad de procesos dentro de
la ingenieria quimica: catélisis heterogénea, procesos de separacién, secado, filtrado,

transferencia de calor, etc.. En los tltimos afios se han desarrollado investigaciones sobre



reactores de membrana [4]; estas membranas porosas pueden ser de vidrio o cerdmica en
las cuales se deposita algiin metal como paladio. En este tipo de reactores el rendimiento
estd limitado por el transporte de productos a través de la membrana y en general se
obtienen bajos rendimientos, entonces es necesario desarrollar membranas que sean

altamente selectivas, que admitan flujos altos y que no sean tan costosas

La extraccion de petréleo del subsuelo es otra aplicacién importante del flujo de
fluidos a través de medios porosos. En este tipo de procesos se pueden tener dos tipos de
porosidades, una debido a la propia matriz del subsuelo y otra debido a fracturamientos
del mismo. En algunos casos se inyecta un fluido para extraer el petrdleo, entonces es
importante determinar el flujo y la presién a la que debe ser inyectado el fluido para

lograr el mdximo grado de extraccién [5-9].

Algunas investigaciones sobre descontaminacién del subsuelo han demostrado
que estos procesos a nivel macroscépico estan influenciados por los fendmenos que se
dan a nivel microscOpico y se ha determinado como la distribucién y transporte de
contaminantes dependen de la geometria del poro, los procesos de transporte y las tasas
de reaccién en la escala microscopica [10]. La heterogeneidad fisica y quimica de la
matriz porosa influyen en las tasas de migracién y dilucién de las mezclas de
contaminantes en formaciones naturales y esto ha sido tomado en cuenta para determinar

funcionalidades para la permeabilidad [11-13].

En algunos procesos no es importante el estudio de los fendmenos que ocurren a
nivel de tamafio de poro y se aborda el sistema como si no existiera el medio poroso. En
estos procesos se utilizan ecuaciones que involucran pardmetros llamados efectivos en los
cuales estan incluidos los efectos a nivel microscépicos. El tratamiento de los procesos
que dependen de los fendmenos a nivel microscépico generalmente no es sencillo, debido
a que, como ya se menciond anteriormente es dificil obtener una descripcién geométrica
exacta de los materiales y a la irregularidad de las interfaces en las que se deben acoplar
estos procesos; ademds se pueden presentar problemas por la disparidad de longitudes de

escala. Con el método del promedio volumétrico se pueden obtener ecuaciones de medio




efectivo y métodos para predecir los coeficientes efectivos a partir de ecuaciones

puntuales con las cuales se puedan abordar estos problemas [14].

Debido a la importancia que tienen los procesos de transferencia en medios
porosos, un gran numero de investigadores han abordado el problema desde muchos
puntos de vista: transporte de cantidad de movimiento y de calor en cavidades con
diversas geometrias, influencia de los cambios de propiedades del medio poroso cerca de
las fronteras que los contienen y se ha puesto especial interés en el planteamiento de las
condiciones de frontera para acoplar los procesos entre el fluido y el medio poroso.
Cuando un fluido fluye paralelo a la superficie de un material permeable existe un
arrastre de liquido al interior del material y se presenta un efecto de capa limite debido a
la penetraci6én de los esfuerzos cortantes tangenciales hacia el interior del medio poroso.
Este proceso se verd influenciado basicamente por las propiedades del medio poroso y la
localizacién de la interface fluido-medio poroso. Para tratar este problema se han
propuesto diversos modelos, muchos de los cuales no toman en cuenta efectos inerciales,
pero cuando se trabaja con materiales altamente porosos, los efectos debidos a la
resistencia por la presencia de s6lidos pueden ser iguales a los debidos al arrastre viscoso

y en ese caso se deben tomar en cuenta los efectos inerciales [2].

Precisamente en este proyecto se aborda el flujo de fluidos entre una pared porosa
y una impermeable. Particularmente se trabaja con un modelo planteado por Ochoa y
Whitaker [15,16,17] para el problema de transferencia de cantidad de movimiento entre
un fluido y un medio poroso. Este modelo incluye una ecuacién para describir la
transferencia de cantidad de movimiento a través de una region interfacial de espesor den
la cual los cambios de las propiedades del material poroso son importantes. Para incluir
estos cambios de las propiedades, esta ecuacién contiene funcionalidades de la porosidad
y la permeabilidad en la region interfacial dependientes de la posicién y se soluciona
numéricamente mediante el método de diferencias finitas. Esta solucién se acopla a la
solucién analitica de la ecuacion de Stokes para el fluido y a la solucién analitica de la

ecuacion de Darcy con la primera correccidén de Brinkman para el medio poroso fuera de



la region interfacial. Los resultados obtenidos se comparan con datos experimentales
[18,19,20].

El modelo original de Ochoa y Whitaker [16,17] no toma en cuenta los efectos
inerciales, pero ya ha sido incluido mediante la adicién de lo que se conoce como
correccion de Forchheimer [21,22]. Este nuevo modelo contiene los siguientes
pardmetros ajustables: espesor de la regién de porosidad variable, nimero de Reynolds y
las funcionalidades para la porosidad y la permeabilidad. Ochoa y Whitaker [15,17] no
lograron el ajuste de los datos de Beavers y Joseph, pero el cambio en el valor de la
porosidad y la inclusion de efectos inerciales arrojé mejores resultados. Estos resultados
indican que es necesario conocer valores precisos de las propiedades del material

principalmente cerca de la interface.

Como se mencioné anteriormente, en este trabajo se logré el ajuste de todos los
datos experimentales disponibles en la literatura para este problema pero una plena
comprobacién de los resultados numéricos sélo serd posible mediante un trabajo
experimental en el cual se determinen precisamente las propiedades del medio poroso y
las condiciones de flujo. En este trabajo se presenta el disefio de un equipo experimental
semejante al utilizado por Beavers y colaboradores [18-20,23] en el cual se podrian

llevar a cabo dichos experimentos.



OBJETIVOS

OBJETIVO GENERAL

Aumentar la comprension del problema de transferencia de momentum entre una
regién fluida adyacente a un medio poroso, mediante el estudio de los fendmenos que
ocurren en la regién entre ellos. Es decir, en la zona en donde la fraccién volumétrica de

fluido cambia desde la del fluido homogéneo a la del medio poroso homogéneo.

OBJETIVOS PARTICULARES

© Resolver mediante el método de diferencias finitas el modelo de porosidad variable
propuesto por Ochoa y Whitaker[20] para el problema de transferencia de momentum
en la interface entre un fluido y un medio poroso, que considera variaciones de la
porosidad y la permeabilidad en la region interfacial, pero ahora incorporando la
correccién de Forchheimer para tomar en cuenta efectos inerciales. Comparar estos

resultados con datos experimentales [2, 4, 7].

© Estudiar la influencia en el problema de transferencia de momentum de los siguientes
pardmetros: propiedades del medio poroso, profundidad del canal, tipo de flujo,

efectos inerciales.

© Construccién de un equipo experimental en el cual se puedan efectuar experimentos
para obtener informacién sobre el proceso de transferencia de momentum entre un

fluido y un medio poroso.
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CAPITULO 2

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Se va a considerar el problema de transporte de momentum en la frontera entre un
medio poroso (regién w) y un fluido (regién 7). El sistema fluido-medio poroso se ilustra
en la Figura 2.1. En este sistema se identifica al fluido como la fase Sy la fase sélida rigida
serd designada como o, ademds se denomina como regiones homogéneas a aquellas
porciones de @ y 17 que no estér; influenciadas por los cambios bruscos en la estructura
como ocurre en la zona interregi_onal [16.21]. En la region homogénea @ el medio poroso

tiene porosidad (&g,) y permeabilidad (Kj,) constantes.

.

Figura 2.1. Flujo en un sistema compuesto por un fluido y un medio poroso.



Las ecuaciones puntuales que serdn vélidas en cualquier parte del sistema con la

fase fluida S incompresible (p, es constante), estédn dadas por

V.v,=0  enlafase 2.0
v,
Ps —é~t—-+vﬂ-Vvﬂ =p,8+V-T, enlafasef (2.2)
C.F.1: ' V= 0, en la interface #-o (2.3)

Sin embargo, la solucién de las ecuaciones anteriores no es sencillo debido, entre *
otras cosas, a la dificultad de tener una descripcidn geométrica exacta del sistema y
particularmente de la interface f~o, en la que se acopla el proceso de transferencia de
momentum. El problema puede ser resuelto utilizando ecuaciones promedio (de medio
etecuvo) que involucran variables promedio, coeficientes de medio efectivo (en los que se
incluyen los efectos a nivel microscépico) y que estan sujetas a restricciones de longitudes
de escala. Mediante el método del promedio volumétrico [14] se pueden obtener dichas

ecuaciones promediadas a partir de las ecuaciones puntuales.

Figura 2.2. Volumen promedio (V)




El procedimiento consiste basicamente en integrar las ecuaciones sobre un volumen

promedio V como el que se muestra en la Figura 2.2, aplicando la siguiente ecuacién

= ——Jvﬂ(x)‘l’ﬂ(x+ yﬂ)dV}. (2.4

en donde Wg es una propiedad de la fase fy V,(x) es el volumen de la fase § en el

volumen promedio V. El vector de posicién x localiza el centroide del volumen promedio y
¥y representa un vector de posicién que localiza puntos en la fase £ relativos al centroide.
De acuerdo con la ecuacién (2.4) los promedios son asociados al volumen promedio y la
integracién es llevada con respecto a los componentes de yg En la figura 2.3 estdn .

representados los vectores de posicién.

Figura 2.3 Vectores de posicién asociados al volumen promedio.

El promedio dado por la ecuacién (2.4) se denomina promedio de fase .y representa
cantidades denominadas superficiales. Se puede definir el promedio intrinseco de la

siguiente manera



s 1 |
(¥,)" = 7. jvﬁ ¥, dV 2.5)
y « 1bos promedios estardn relacionados mediante la siguiente expresién
, .
(®,)=¢,(¥,) (2.6)

en donde la fraccién volumétrica estd dada por

! (2.7
Eg=-> .
5=y )

Una teorema Util en el desarrollo del promedio volumétrico lo constituye el teorema

del promedio espacial [14]

(V)= V(‘Pﬂ>+% ., o ¥ dA (2.8)

Al aplicar la ecuacién (2.4) a la ecuacidn de continuidad (2.1) se obtiene

-;—jv (V-v A =(V-v;)=0 (2.9)

g

para intercambiar los operadores de diferenciacion e integracion en la ecuacién anterior se

emplea la ecuacién (2.8)

1
(V-vﬂ)=v-(vﬂ>+7j%nﬁa~vﬂdA=0 (2.10)
y tomando en cuenta la ecuacién (2.3) finalmente se obtiene

V(v,)=0  enlafase (2.11)

10




Si ahora se integra la ecuacién (2.2) sobre el volumen promedio V, considerando pg

y g como constantes se obtiene la siguiente ecuacién promediada [24]:

pﬂ<a;—tﬂ> pﬁ<vﬂ-Vvﬂ>=sﬂpﬂg+<V-Tﬂ> (2.12)

Debido a que el volumen de la fase fluida es independiente del tiempo, entonces el

término de acumulacidn se puede expresar como

1, (0v a(1 v
A p-Sa) S en

El término convectivo se puede reescribir de la siguiente forma
<vﬁ-Vvl,>=(v-v/,vﬁ> (2.14)

para lo cual se utilizé la ecuacién (2.1). Empleando el teorema del promediado espacial se

obtiene

1
<vﬁ ~Vvﬂ> =V'<vl,vﬂ>+-‘7Lﬂdnﬁa "V, dA = V-<vﬂvﬂ> (2.15)
en donde se ha utilizado la ecuacién (2.3). Haciendo uso de la siguiente ecuacién
5o .
vy=(v,) +¥, (2.16)

en donde V, representa desviaciones espaciales alrededor del valor promedio de la variable

local v, [14], el término <v A ﬁ> se puede expresar como [21]

11



(vyv,)= a/}(vﬂ)ﬁ(vﬂ)"ﬂ (¥,9,) 2.17)
AN

- —~
Flujo Esfuerzos
convectivo inerciales

El segundo término del lado derecho de la ecuacién anterior ha sido denominado
por Ochoa y Whitaker [21] como esfuerzos inerciales en analogia con los esfuerzos de
Reynolds que aparecen cuando las ecuaciones de Navier-Stokes se promedian en el tiempo
[25]. Sin embargo, la ecuacién (2.17) implica la imposicién de restricciones en las escalas

de longitud (£, <<r, << L; en donde ¢, es una longitud caracteristica para la fase 4 r, es

el radio del volumen promedio y L es una longitud macroscdpica caracteristica). Para evitar

estas restricciones Ochoa y Whitaker [21] definen el siguiente término de exceso

(Vi =(Va¥s)= () (V) = (7074) \ (2.18)

Al introducir esta expresion en la ecuacidn (2.15), rearreglando términos y con ayuda de la

ecuacion (2.7) se puede llegar al siguiente resultado

(vy9v,)= 5ﬂ[v'(552<"ﬂ><vﬁ> + 65 (9,9,)+ "’"/3]<Vﬂ"ﬁ>exc)]+

(2.19)
+ g,,[g;;wﬁ -(6,;2<vﬂ><vﬂ> + g;,‘<v,,v,,>+ 5;,‘<vﬁvﬂ>m ]

Nuevamente haciendo uso del teorema del promediado espacial se obtiene la

siguiente ecuacién para el término de esfuerzos viscosos
1
(V-T,)=V-(T,)+ VL&, n,, T,dA (2.20)

En la ecuacién anterior, el primer término del lado derecho representa la fuerza por

unidad de volumen ejercida en todo el volumen promedio mientras que el segundo término

12
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representa la fuerza por unidad de volumen ejercida por el fluido en el medio poroso a

través de el drea interfacial Ay = Aaﬁ. Con las ecuaciones (2.13), (2.19) y (2.20), la

ecuacion (2.12) se reescribe de la siguiente manera:

o(v
o 0L o [5(3 ) 0,5 ) e )
+ gﬂ[g;,’Vgﬂ .(g;2 <vﬂ><vﬂ> + s;,’<?ﬂVﬂ> + 6/‘,' <vﬂvﬁ>m )] = (2.21)

gﬁpﬂg+V-<Tﬂ>+$Lhnﬂa -T,dA

Tomando en cuenta que

T,=-p,l+1, _ (2.22)
en donde j:,, = yﬂ[Vv/, + Vvﬁr] _ (2.23)
Por lo tanto Ty = —pyl+ p,[ Vv, + Vv, ' (2.24)

Al promediaf la ecuacién (2.24) se obtiene

(T, =~(p,l)+u /,[V<v )+ V(v ,,)T] (2.25)

Para obtener la ecuacién (2.25) se han utilizado el teorema del promediado

volumétrico (2.8) y la ecuacién (2.3). Entonces, el término V- <T/,> se puede expresar como
B ' :
V(T,)==V(e5(ps) )+ 1,9%(v,) (2.26)
en donde se ha utilizado la ecuacién (2.6) aplicada al término de presién y ademas

13



v-9(v,) =v(v-(vﬂ>)%o (2.27)

Desarrollando el primer término del lado derecho de la ecuacién (2.26) se obtiene 1a

siguiente expresion

V(T,)=-£,9(p,) ~Ve,(p,) +1,7*(v,) (2.28)

Sustituyendo la ecuacion (2.24) en la integral sobre el drea interfacial de la ecuacién
(2.21) se obtiene

1 1 / .
oo me Tda =] my, [-pole (V7 + v, )|aa (2.29)

. sustituyen las ecuaciones (2.28) y (2.29) en la ecuacién (2.21) se obtiene la siguiente

“expresion:

aﬁ;ﬁ +pﬂ€ﬂ[V-(g};2<vﬁ><vﬂ>+ 8;’]<vﬁvﬁ>+5;<vﬂvl,>mﬂ+

vey£7V e, (3 (V) )+ 65 (7,9,) + 55 (va¥a)..)]=

EsP 8+ —gﬁV<pﬂ>ﬁ'x - Vgﬁ<pﬁ>ﬂL-+ yﬂV2<vﬁ>

o

Pp

(2.30)

+ Vv
X+y v A

+$—J‘A&711r,kr -[—Ip/, +yﬂ(VVﬂ

X+y
En la ecuacién anterior se hace notar que las cantidades promedio estan evaluadas
con respecto al centroide y que la integracién sobre e] 4rea interfacial se lleva e cabo con

respecto a los elementos de yz. El gradiente de la fraccién volumen puede ser expresada de

la siguiente manera

1 _
Ve == n, dA | (2.31)

ﬂ_‘ Aﬂo

¢l resultado anterior se obtiene a partir de la ecuacién (2.8) tomando a'¥; como constante.

14




En la ecuacién (2.31) se puede introducir el término < pﬂ>ﬁ} de tal forma que se

tiene la siguiente ecuacion:

¥ 1 \ Al
Vey(p,)| =], dA 232
opa) | =5 [, maclpa) |, 232)
expresiones semejantes se pueden escribir para V ’ y V >p 4
A 1 s ‘
Ve, V(v,) ‘ == Aﬂdnpa-v<vﬂ) ‘di (2.33)

TdA (2.34)

1
Vgﬁ-V<vl,> ) —VJ-Aﬁanﬂa~V<vﬁ>ﬂx

Si se sustituye la ecuacién (2.32) en la ecuacién (2.30) y se suman y restan las

ecuaciones (2.33) y (2.34) a la misma ecuacién, se obtiene la siguiente ecuacién
.a<v/7> A2 /e =~ ~1
pﬂ-—é?—+pﬂgﬂ[v (aﬁ <vﬂ><vﬂ>+g/, <v/,vl,>+ Ep <vﬂv./}> )]+
+gﬁ[g;,lvgﬂ-(5;2<v/,><vﬁ>+g;,’<vﬂv +£ﬂ > )]
gﬂpﬂg—gﬂv<pli>ﬁ+'uﬂv < > Hp Vfﬁ ( < ﬂ>) Hg V“’ﬂ ( ﬁ1<"ﬂ>\'r

vl nﬂ“[ 7 ”**y—p”lx)+“”[(vvﬂ|x+y JHil.,, ‘VVﬂLT)HdA

(2.35)

.. . B
En la ecuacién anterior se ha tomando en cuenta que <v p> =g ﬁ<v ﬂ> . Por otro lado,

cada uno de los términos en la integral sobre el drea interfacial de la ecuacién anterior

pueden simplificarse de la siguiente manera:

15



Pslyey ~(ps)’ =P (2.36)
Vo, ~V(v,) =W, (2.37)
Vvl = V(v,) | T =V, (2.38)

en donde p,y ¥, son las desviaciones espaciales para la presién y la velocidad. Con estas

ecuaciones y rearreglando términos finalmente se obtiene la siguiente ecuacién:

, Az (v,))

+Pﬂ[v ( ﬁ2<vﬂ>< ﬂ/+5ﬂ< VgV ﬂ>+gﬂ< ﬂvﬂ>exc)]+
+pﬂ[g;,"7:9/, (e, X >+5/, <vﬂ p>+5ﬁ <v vﬁ>m)]=
= o8 =V(ps) +85 1,9 (V) ~ 11,67 V5, [V(e5 (v,))] -

- ﬂ;eg,—elvgﬂ '[V(‘E}i <Vﬁ>)r} — Py

(2.39)

en donde el dltimo término del lado derecho de la ecuacidn anterior estd definido de la

siguiente manera

j B o [ 1(7l,., J*W[(V"ﬂ e VY)YV, xr)ﬂd“‘
(2.40)

que para la regién homogénea, @ se puede reducir a [14,21,22]
1,®, =~ (K i + K By ) (v,) 241)

16



en donde K, es el tensor de permeabilidad de la ley de Darcy y F,, es el tensor de la

correccidon de Forchheimer.

La ecuacién (3.39) es semejante a la obtenida por Ochoa y Whitaker [17], pero esta
contiene un término adicional relacionado con la transpuesta del gradiente de la velocidad
que la hace mas completa ya que dicho término es importante cuando se toma en cuenta el
componente en la direccién x de la velocidad como se verd mds adelante. En principio la
ecuacion (2.39) no estd sujeta a ninguna restriccién sobre las longitudes de escala, por lo
que se puede aplicar en cualquier parte del sistema considerado en la Figura 1, aunque para

la regidén 7 se requiere que

i

V15 e

' <<1 ‘enla regién homogénea 7 (2.42)

En esta ecuacion Ly, y Ly son longitudes de escala caracteristicos para la velocidad y
el gradiente de la velocidad para asegurar que la velocidad puntual es igual a la véldcidad
promedio en la region 7 .[16]. Considerando que no existe flujo convectivo en las regiones
ny o .y que el proceso se lleva a cabo en estado estacionario, entonces la ecuacion de

transporte de momentum valida en cualquier parte del sistema de la Figura 2.1 serd

0=p,g- V<pﬂ>ﬁ + yﬂg;V2<vﬂ> — 1, Ve, -[V(a;‘(vﬂ»]—

. (2.43)
=~ HgEs VE -liv(g;; <Vﬂ>) ]‘ Hs®Pp

Tomando el componente en x de la velocidad <vﬂ>=<vxﬂ>=i-<v /,> suponiendo

flujo unidimensional {<v ﬂ>=(<vx ﬁ>, 0, O)} con las variaciones de la porosidad con x

(i-lVg ﬂ‘ ), se obtiene la siguiente ecuacién
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(p,Y (v :
0=p,5. - <§;}> v, _B%/Q +28;ﬂﬂ(algx«9ﬂJ (v,)- yl,<1>ﬁ|nﬁd.i (2.44)

en donde el cuarto término es una correccién para el término de Darcy y ha sido obtenido a

. P . - - T .
partir  del  término yﬂeﬂ'V8ﬁ-[(Vgﬂ1<vﬂ>) ;l Por otra parte, si se toma

<V ﬁ> = <vxﬁ> = i-<v ﬂ> como en el caso anterior, pero ahora se consideran las variaciones de

la porosidad en la direccién y ( j- iVs ﬂ,) entonces se obtiene:

p -
0= Pp8c J’C—"+E'B Hg
) (2.45)

y en las regiones homogéneas (\Vs ﬂ| =0) la ecuacién (2.43) se puede reducir a la ecuaciéh

de Stokes para el fluido homogéneo y a la ecuacién de Darcy con la correccién de

Brinkman para el medio poroso [14,16]. Esto es:

0=pyg=V(ps)y + 1, (vs),  enlatasern @2.46)

0=p,8-V(p,) +epmu,V2(v,) —1,Kp{v,) enlafase o (2.47)

La ecuacién (2.43) se aplica a cualquier region del sistema, las ecuaciones (2.46) y
(2.47) implican restricciones para las longitudes de escala que hacen que no sean validas

para la regién interfacial y por lo tanto las predicciones de las ecuaciones anteriores en

18



dicha regién deben tomarse como extrapolaciones [16]; esto en el sentido de que el uso de

las ecuaciones se extrapola a regiones donde no son vélidas

Regresando al problema original de la Figura 2.1 sobre la transferencia de
momentum entre el fluido libre y el medio poroso, a partir del método del promedio
volumétrico se han obtenido ecuaciones que son vdalidas para cada una de las regiones
[ecuaciones (2.46) y (2.47)] y de esta manera se han evitado las dificultades que implica la
solucién de las ecuaciones (2.1)-(2.3). Sin embargo, ahora surge la necesidad de plantear
condiciones de frontera adecuadas para acoplar los procesos de transferencia de momentum
representados por la ecuacién de Stokes y la ecuacién de Darcy con la correccién de
Brinkman; para esto se debe tomar en cuenta que ambas ecuaciones promediadas no son
vélidas en la regién interfacial. El proceso de pasar del problema representado por las‘
ecuaciones (2.1)-(2.3) a obtener ecuaciones vélidas para cada una de las regiones (77 'y )

estd representado en la Figura 2.4 [26].

—_—t
Fase 3 <«— Ecuaci6n de Stokes——>» )
T .
l Interface S

Fase o

A 1y

Ecuacién de Stokes

Figura 2.4. Problema del planteamiento de condiciones de frontera entre un fluido y un

medio poroso.
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En el planteamiento anterior sigue siendo valida la ecuacién de Stokes para el fluido
libre y se ha utilizado la ecuacién de Darcy con la primera correccién de Brinkman para
abordar el proceso de transferencia de momentum en la regién porosa. Existen otras
ecuaciones reportadas en la literatura [22,27] que también , eden ser derivadas con el
método del promedio volumétrico imponiendo las restricciones adecuadas para las
longitudes de escala. En la eleccidn de estas ecuaciones para un problema en parﬁcular se
debe tomar en cuenta las condiciones de frontera que se empleardn para acoplar los
procesos de transferencia entre la fase fluida y la fase sélida y el tipo de fenémenos que se
quieran apalizar. A continuacién se presentan estas ecuaciones mencionando sus

principales caracteristicas.

2.1 Ecuaciones para la t .uisferencia de momentum en el medio poroso.

La ley de Darcy proporciona una relacién entre la velocidad y el gradiente de la
presion [27]. Esta ecuacién no toma en cuenta efectos inerciales y de frontera pero es
adecuada para tratar flujos con un Re, (nimero de Reynolds basada en el didmetro de
particula) més bien bajo (Re,<1) [2]. Sin embargo, no contiene términos macroscopicos
para los esfuerzos cortantes y por lo tanto no es adecuada para tratar el problema de capa

limite.

(v,) =-—L29(p,Y (2.48)

En la ecuacién anterior Kg, es el tensor de permeabilidad [14,27]. Esta ecuacién
presenta problemas para poder acoplarla a la ecuacién de Stokes que se emplea en la fase

fluida.

La ecuacién de Darcy con al primera correccién de Brinkman [16,14] si contiene

términos macroscépicos para los esfuerzos cortantes que la hacen adecuada para abordar el
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problema de capa limite y permite manejar la continuidad de la velocidad y de los esfuerzos

cortantes en la interface.
O=—V<pﬁ>z +yﬁ5;,;V2<vﬁ>w -1 K73, -<vﬂ>w (2.49)

algunos reportes [2] indican que no es adecuada para abordar problemas con medios

~ porosos poco permeables, pero es aplicable para materiales altamente porosos (&g, 2 0.8).

La ecuacién de Brinkman con la correccién de Forchheimer [21,22] toma en cuenta

los efectos inerciales:
0= -V<pﬂ>i + yﬂ£;;V2<vﬂ>w - ,u,,K;}w '<vﬂ>,,, - yﬂK'ﬁ’.w ‘Fo, -<vﬂ>w (2.50)

En la ecuacién anterior, en el dltimo término se incluye la no linealidad en la
velocidad que empieza a ser notable en un rango de Re, de 1-10. Esta desviacién de la
linealidad se presenta cuando el arrastre debido a la presencia de sélidos es comparable al
arrastre por fuerzas viscosas, lo que sucede en materiales altamente porosos [2]. Fpg,
depende de la estructura del material poroso y puede ser un valor constante para materiales

con estructuras semejantes.

2.2 Condiciones de Frontera

Una vez que se han planteado las ecuaciones de transferencia de momentum para
cada una de las regiones, se deben plantear las condiciones de frontera para acoplar los
procesos. Este tipo de condiciones han sido estudiadas por muchos investigadores desde
diversos puntos de vista. A continuacién se presentan algunas de las condiciones de

frontera que se han planteado.
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2.2.1. Condicion de frontera de Beavers y Joseph

Beavers y Joseph [18] propusieron una condicién de frontera empirica para acoplar
la transferencia de momentum entre el fluido homogéneo (ecuacidén de Si kes) y el medio

poroso (Ley de Darcy).

d<Vﬂ>r7 __a (<vﬂ>’7 _<vﬂ>”’), eny=0 (2.51)

La ecuacidn anterior establece que el esfuerzo cortante es proporcional a la
diferencia entre la velocidad inmediatamente fuera del medio poroso y la velocidad del
fluido medida a una cierta distancia de la interface hacia el interior del material; esto
implica entonces una region interfacial en donde la penetracién de los esfuerzos cortantes
serd importante. Fisicamente es incorrecta, pues establece una discontinuidad en la
velocidad tangencial que en realidad no se presenta. Beavers y Joseph comprueban su
condicién experimentalmente y concluyen que el pardmetro ajustable o depende de las

p-ropiedades de la estructura porosa en la interregion.

A esta relacién empirica Saffman [28] le dio un soporte tedrico y numerosos
investigadores se han dedicado a estudiar la naturaleza del pardmetro . Neale y Neader
[29], obtuvieron los mismos resultados de Beavers y Joseph, pero a partir de la ecuacién

Darcy con la primera correccion de Brinkman, y encuentran que a = g, / ¢ en donde s

es la viscosidad efectiva y u es la viscosidad del fluido homogéneo. Sahraoui y Kaviany
[30] resolvieron las ecuaciones de Navier-Stokes para un medio poroso ideal constituido
por cilindros y establecieron que el comportamiento de  ademads de la estructura del medio
poroso depende de pardmetros como Re,, profundidad del canal (h), estructura superficial
del medio poroso, localizacién de la interface y del régimen de flujo. El trabajo de Beavers
y Joseph, aunque puede ser un modelo til para ciertos estudios hidrodindmicos, aderﬁés de
" ser fisicamente incorrecto no puede proporcionar informacién sobre que es lo que

realmente estd sucediendo en la regién de capa limite. En la literatura sobre el tema existen
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coincidencias sobre algunos factores que influyen de manera determinante en los procesos
de transferencia, por ejemplo, las variaciones de la permeabilidad y la porosidad cerca de
las interfaces, la localizacién de la interface, el espesor de capa limite y los efectos

. inerciales.
2.2.2 Condicion de salto

Ochoa y Whitaker [16,21] han desarrollado dos condiciones de salto para la
transferencia de momentum en la frontera entre el fluido y el medio poroso. La primera de
estas condiciones la desarrollaron a partir de las ecuaciones (2.43), (2.46) y (247) y

contiene una parametro ajustable de orden uno.

Para iniciar con el desarrollo de esa condicién de salto es necesario rearreglar el

tercer y cuarto término del lado izquierdo de la ecuacién (2.43) , de la siguiente Yorma:

V(e (vp)) =7 Ves(vy)+ 5 V(v,) (2.52)

T s : _ T
V(e; (vs) =-&7(v,)Ve,+5,V(v,) (2.53)
con estas expresiones la ecuacién (2.43) se reescribe como:

0= ppg—V<p/,>'B +yﬂa;,'V2<vﬂ>—yﬂ£;2Vaﬂ -V(v,,)—,uﬁa;fvgﬂ -V<v/,>r +

(2.54)
+p 5V E - e;,2Vgﬂ<vﬂ> +ppERVE,: s;f(vﬂ}Vgﬂ — 10,
Para simplificar la ecuacidn anterior se utilizan las siguientes ecuaciones:
v.(g;’v<v )=V (v ) -7 Ve, V(v,) (2.55)
V. (£;‘V<vﬁ>r) =—£,Ve, V<vﬂ>r +£,V- V<vﬂ>T =&, V¢, -V(v,,) (2.56)
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y entonces la ecuacion (2.47) se reescribe como

0=,V (53 o)) ¥ (550, )

‘ (2 <7)
+yﬁg;(VIngﬂ)~<vﬂ>+uﬁg;}'VIngﬂ-<v[,>Vln £y— 10,
en la ecuacidn anterior se han utilizado las siguientes igualdades:
£,Ve,=Ving, (2.58)
2
Vlngﬂ-Vlngpz(Vlngﬂ) (2.59)

Siguiendo el procedimiento de Ochoa y Whital -~ [16] se integra la ecuacion (2.57)

- “sobre el volumen V., que se muestra en la Figura 2.5 y las ecuaciones (2.46) y (2.47) se

integran sobre V,;’y V,, que son los voliimenes de las regiones 77y o contenidas en V.. para

llegar a las siguientes expresiones

Regidon
f 3
' : Frontera
>
»
- -
= NP
el Regién
£ s .
-
_:!E Saple
b "

Figura 2.5. Promedio volumétrico: V=V, +V,; A.es el drea total de este volumen

promedio y A,, es el drea interfacial.
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0=V - [, Vipa) aV + sf, V(a9 (v )V + ], 9-(e59(v,) v

+ ], wp53Ving, [Ving,(v,) + (v, )Ving,Jav - | 0 ,av =0
O=pﬂngV51V—J;,” V<pﬁ>jdV+J‘vq VA (v,) dv | (2.61)
0=psefdv-|, V<pﬂ>ﬁdV +f sV (V) AV = [ w Ko (vy) av @62
posteriormente se aplica el teorema de la divergencia tomando en cuenta que
A=A +A, @.63)

en donde A, es el drea superficial del volumen promedio V y que el 4rea superficial de los
volimenes contenidos de las regiones 7y w en el volumen promedio serd igual a la suma
de las porciones de A, contenidos en dichos volimenes mdis el érea interfacial

A, =4, ,ademds para los vectores normales en esta interface se tiene que n,, =-n,, .

Los resultados obtenidos de las ecuaciones (2.61) y (2.62) se restan del obtenido de la

ecuacién (2.60) y rearreglando términos se obtiene la siguiente ecuacién

[, o [P = (02 9w, V() Jaa =
=Lﬂ“q'[—l(<l’>ﬂ— (P))+ (€59 (v ) + 5 V(v >T“V<Vﬂ>q)}d‘4+
o[ m o) ) sl i) i (n,) - v(e), s
ALY [viney(v,)+ H(vy)Vine,Jdv +
+jvmg,,yﬂvmgﬂ-[v1naﬂ( Vy)+{(v)Vine,|av -

—jvnyﬂcbﬁdv-jm #a| @K (v,)]av
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se debe notar que los integrandos sobre V, y V,, de la ecuacién anterior tienden a cero en las

regiones homogéneas ya que para esas regiones:

Po

-1 .« . »
O - K <Vﬂ>m en la regién homogénea w (2.65)
4 0 en la regién homogéna 7

y a partir de este hecho Ochoa y Whitaker [16] definen funciones exceso para representar

estos términos de tal forma que se obtiene la siguiente condicién de salto

| (e~ (pal)) ¢ malen®(v), -5, )] = ena,

=V, ‘(5<T>S ) -n,, .(<T>B) +n,, ((B))

Esta ecuacion tiene la misrr, “orma que la ecuacion obtenida por Ochoa y Whitaker
[16]. Los términos del lado derecho de la ecuacién anterior denominados esfuerzos de
exceso superficiales, esfuerzos de exceso en el seno del fluido y esfuerzos de exceso de

Brinkman respectivamente, han sido definidos de la siguiente forma

§Cns..5<T>Sd0' = L” n, -[—-I((p)ﬁ - (p)f:) + uﬂ(g;v<vﬂ> + 8},‘V<vﬂ>r - V<vﬂ>q)}lA+
+ Lm n, -|:—-I(<p>ﬂ - <p>5)+ ,uﬁ(s,;'V<vﬂ>+ e;V<vﬂ>T - g;},V(vﬂ>m )}IA

J, na,-(B))da= va &) uVIne, (Vingy(v,)+(v,)Vine, Jav (2.68)

wn

J

n

n,, (T)dA =, 1,44V - J, 1ol @K (v A% (2.69)
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La ecuacién (2.69) se ha mantenido como la definieron Ochoa y Whitaker [16],

pero las ecuaciones (2.67) y (2.68) contienen términos extras derivados de la
T
descomposicién del término yﬂg;Vgﬁ-I:(Va;,'<v [,>) :l de la ecuacién (2.43). Otra forma

de presentar esta condicién de salto es no descomponer el término anterior y entonces al
final del procedimiento efectuado anteriormente aparecerd otro término de exceso definido

de la siguiente manera

[ on, (B)aa=]_'uve, .{(Vg;; (v ,,))T}dv (2.70)

wn

mientras los demds términos quedaran definidos de acuerdo con Ochoa y Whitaker [16]. La
condicién de salto finalmente tomard la misma forma que presentan Ochoa y Whitaker
[16],'que incluye un pardmetro ajustable f en cuya definicién quedaridn incluidas las

funciones exceso y que serd del ordc!: de | ya sea positivo o negativo. -

1»a’<vﬁ>w d<vﬁ>,, B <vﬂ> eny=0 )

€ pur dy dy m

La otra condicién de salto desarrollada por los autores anteriores [21] si incluye
efectos inerciales, para lo cual se rearregla la ecuacién (2.39) con ayuda de las ecuaciones

(2.52), (2.53), (2.55) y (2.56).

ol p,e; (v 1

_(%UEL_ V-[pﬂ(g;f<vﬁ><vﬂ> +&, <.VﬂVﬂ> +&, <v/,vﬂ>m)] +
+ Pﬂ["’"}lvgﬂ (&5 (valva) + &3 (%) + €5/ (vava),., )] - (2.72)
= pﬁg+V~[—<pﬂ>ﬁI+yﬁg;(V<v/,>—V<v/,>Tﬂ—- '

—yﬂVIneﬁ[Vlngﬂ<v/,>+<vﬂ>\71ngﬂ]—-,uﬂd>ﬁ
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Siguiendo el procedimiento de Ochoa y Whitaker [21], se simplifica la

nomenclatura de la ecuacién (2.72) con las siguientes definiciones:

v=e,{(v,) (2.73)
U=c,(%,9,)+6,(vsv,) (2.74)

u=e;Ve, (5 (V) )+ 65 (9,9, + 25 (Vov,) ) (2.75)
b=p,6,Ving, (Vin gﬁ<v,,>+(v,,>v Iné,) (276) .
T=1(p, + e [(v,) +9(w,) | @)

y por lo tanto la ecuacién (2.72) queda de la siguiente manera:

a(pﬁv)
ot

Py +V-(ppvv)+V-(pﬂU)+pﬂu= VAT)+pyg+pub—pu,d, (2.71)

La ecuacién anterior tiene la misma forma que la ecuacién (A3) de Ochoa y
Whitaker [21] y ademas el procedimiento para obtener la condicién de salto incluyendo los
efectos inerciales es el mismo que se ha seguido para obtener la condicién de salto anterior,
por lo que tnicamente se presenta el resultado final, es decir, la condicién de salto para la
transferencia de momentum entre un medio poroso y un fluido incluyendo efectos

inerciales.

o 5<Vﬂ>a, B a<vﬂ>,, __b <vﬂ>+& /32(<v,,>)2 en w-7 (2.79)

ey KW o
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en donde los coeficientes £ y £ son pardmetros ajustables de orden uno. El primer
coeficiente estard asociado con los esfuerzos de exceso de Brinkman y del seno del fluido y

el segundo coeficiente estd asociado con los esfuerzos de exceso inerciales.

2. 3 Modelo de porosidad variable.

Para abordar el problema fisico en forma mds estricta, Ochoa y Whitaker proponen
un modelo que incluye funcionalidades para la porosidad y la permeabilidad dependientes
de la posiciéon [17]. Con el modelo de porosidad variable se pretende considerar una
transicion de la region en donde es vilida la ecuacién de Stokes a la region en donde es
-vélida la ecuacién de Darcy con la la. correccion de Brinkman, a través de una regién
interfacial de espesor 6. Este modelo es el que se ha trabajado en este proyecto, aplicandolo
particularmiente al problema de transporte de momentum ilustrado en la Figura 2.6. Un
fluido fluye a través de un canal formado por una pared impermeable y una porosa. El flujo
es paralelo a la superficie permeable y se presenta un arrastre de liquido hacia el interior del
material poroso, entonces, debido a los efectos de los esfuerzos cortantes tangenciales
existird una region en la cual habra un efecto de capa limite en el interior del medio poroso.
El modelo de porosidad variable estd basado en la ecuacidn (2.39), la cual se puede escribir

de la siguiente manera una vez que se sustituye la ecuacién (2.41)

0=p,8=V(p,) + 1555 V()= 11,55 Ve, [V(e5 (v, ))] -

] (2.80)
—1ye5 Vg '[V(%l(%)) ]"”ﬂK; (Vo) = 15(K5 - Fp)(v,5)

Para el problema unidireccional de la Figura 2.6 se toma el componente en x de la
velocidad <v /,> = <pr> = i-<v ﬂ> y las variaciones de la permeabilidad y la porosidad en la .

direccion y, de modo que se obtienen la siguiente ecuacién
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0=

dx £,y dy’ Ce,00 dy | dyle,(n
[ —

Primera correcci6n de Segunda correccién de
Brinkman Brinkman

H Fy(y)
_ Kﬂfy)<vﬁ>_ﬂﬂ—_K/;()’)<vﬂ> fﬁ

1

d<pﬂ>ﬂ+ Hp d2<vﬂ> Hy de,Md( 1 <V>
s

IA
b2

AN

o

Término de  Correccién de
Darcy Forchheimer

(2.81)

y:
Regién 7

Fluido
homogéneo

Vﬂ ‘ - >

Figura 2.6. Flujo de un fluido paralelo a una superficie porosa.
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La ecuacién anterior describird el transporte de momentum en una regién de espesor
determinado en la cual la porosidad y la permeabilidad del medio poroso variardn con la
posicion. El transporte de momentum en las regiones homogéneas serd descrito mediante la
ecuacion < Stokes para la regidn fluida y la ecuacién de Darcy con la primera correccién
de Brinkman para el medio poroso homogéneo. Como se ha mencionado anteriormente,
estas ecuaciones se pueden obtener a partir de la ecuacién (2.39) imponiendo ciertas
restricciones para las longitudes de escala. Por lo tanto, el problema de transferencia de
momentum en la frontera entre un medio porosos y un fluido representado en la Figura 2.6

sera modelado mediante las siguientes ecuaciones y condiciones de frontera:

CF.1 <v,,>” =0 eny=h (2.82)

Ecuacién de Stokes:

dp,). &y,

0=y, e 0sysh (2.83)
| J |
CF2 (va), ={va) <;; ) - dgvy”> . eny=0 (2.84)

Ley de Darcy con la la. y 2a. correcciones de Brinkman y la correcciéon de Forchheimer

S QLS R e, |

dc  £,(0) g, dy |dy g, (2.85)
/,lﬂ Fﬁ(y)
_ Y —5<y<0
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C.F3 (vs)=(vs). . = . eny=-5§ (2.86)

Ley de Darcy con la la. correccién de Brinkman

d{p,Y d>
0=- <Z>w+:z i;”>w—;<’; (vp), -0<y<-w (2.87)
CF4 <v ﬁ>w acotada conforme y — - (2.88)

Se estd empleando la ecuacién de Stokes (2.83) pafa el fluido homogéneo y la V

ecuacion de Darcy con la la. correccion de Brinkman (2.87) para el medio pbroso. Para la
regién interfacial, la ecuacién (2.85) incluye la la. y 2a. correcciones de Brinkman que
contienen variaciones para la porosidad y la permeabilidad dependientes de la posicién, lo
cual es importante para abordar el problema de los cambios de estas propiedades cerca de la
interface y la correccidon de Forchheimer para incluir los efectos inerciales en la region
interfacial. De acuerdo con Ochoa y Whitaker [16] la 2a. correccién de Brinkman es del
mismo orden de magnitud que la la. correccién de Brinkman en la regién interfacial. Como
condiciones de frontera para acoplar los procesos de transferencia entre el fluido, la
interregioén y el medio poroso se utilizan la continuidad en la velocidad y en el esfuerzo
cortante. Las funcionalidades para la permeabilidad y la porosidad que se utilizaron en este

modelo son las siguientes:

K _[1=2 (y)]zg;“; (2.89)
Ko e0[1-e]
en donde
2 3
gﬁ(y)=1+3(£ﬂm-—l)(%) +2(gﬂa,—1)(-;-) ,  -6<y<0  (290)
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La ecuacion (2.89) estd basada en la ecuacién de Blake-Kozeny que es vilida para
flujo laminar y para £3,<0.5 [8] y su utilidad puede disminuir conforme las particulas que
conforman el medio poroso pierden esfericidad [1]. Debido a que la permeabilidad depende
- de la estructura del material poroso es dificil obtener una ecuacion general, por lo que en la
literatura se pueden encontrar una gran variedad de ecuaciones para evaluar esta propiedad,
muchas de las cuales estdn basadas en medios porosos ideales, es decir, que estdn
constituidos por particulas de forma bien definida como esferas o cilindros y algunas otras

incluyen pardmetros que son particulares de cada material [1].

Los datos experimentales con los que se comparan los resultados numéricos en este
trabajo fueron obtenidos por Beavers y Joseph [18] trabajando con dos tipos de materiales
muy diferentes estructuralmente; uno estaba constituido por particulas granﬁlares unidas
con ceramica y el otro de fibras metalicas. Con respecto al primer material, suponiendo
grénulos con cierto grado de esfericidad y se toma en cuenta que su porosiddd estd en el
rango de 0.4-0.6, entonces es razonable pensar que la ecuacién (2.89) es aplicable; por otra
parte existen reportes que validan la utilidad de la ecuacién de Blake-Kozeny para medios
porosos constituidos por fibras [1]. Sahraoui y Kaviany [30] establécen que dicha relacién
no es adecuada para predecir las variaciones de la porosidad y la permeabilidad en la
interregién. Algunos investigadores que reportan haber trabajado con modelos que incluyen
variaciones de la permeabilidad, no lo hicieron con una funcionalidad dependiente de la
posicion directamente, sino variando el nimero de Darcy que se define como D2/pr en

donde D es alguna longitud caracteristica del sistema que trabajan.

Las comparaciones entre los resultados numéricos de Ochoa y Whitaker y datos
experimentales no fueron satisfactorios [15,17]. Entre las posibles causas que estos autores

consideran que estén influyendo en esos resultados estan las siguientes:
1. La definicién de el término u4D4 de la ecuacién (2.40) es mucho mas complejo

que la definicion dada en la ecuacién (2.41), tomando en cuenta que esta

ecuacidn implica la imposicién de restricciones de escala.

33



2. Las tuncionalidades para la porosidad y la permeabilidad son funciones de la

posicién mucho mas complejas que las que se utilizaron.

3. No se conocian valores exactos para la porosidad de los materiales empleados

en la obtencidn de los datos experimentales.

El modelo de porosidad variable es retomado en este proyecto y se ha trabajado en
forma similar a como lo hicieron Ochoa y Whitaker [16]; sin embargo, ahora si se ha
contado con valores para la porosidad de los materiales porosos. Esta circunstancia dio paso

a examinar factores que influyen en el problema como son:

e Variaciones de las propiedades (porosidad y permeabilidad) en la regién-
interfacial. ‘
e Profundidad del canal

e Efectos inerciales.
2.5 Efectos inerciales: Correccion de Forchheimer.

Como se mencioné anteriormente, los efectos inerciales se vuelven importantes para

Re, >1.El término de Forchheimer Fp,(y) tiene la siguiente forma [21,22]

1 d, <"/3>pﬂ

Fy(y) = (2.91)
/ 00{1-,(y)]  #s
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CAPITULO 3

SOLUCION NUMERICA DEL MODELO DE POROSIDAD
VARIABLE

En este capitulo se presenta la solucién del modelo de porosidad variable planteado
en el capitulo anterior. Inicialmente se presenta la solucion de la ecuacién (2.85) pero sin
tomar en cuenta efectos inerciales, es decir, sin incluir la correccién de Forchheimer. La
solucién de esta ecuacién se lleva a cabo mediante el método de diferencias finitas y se
acopla con las soluciones analiticas de las ecuaciones (2.83) y (2.87). Posteriormente se

presenta la solucién de la ecuacién (2.85) incluyendo la correccidn de Forchheimer.

Como se ha mencionado anteriormente, el sistema fisico estd constituido por un
canal formado por una pared impermeable y un medio poroso; a través de este canal fluye
un fluido paralelamente a la superficie porosa y debido a la penetracion de los esfuerzos
cortantes tangenciales en el medio poroso, existird una regién de espesor determinado en la
cual se presentard un efecto de capa limite; ademds, en esta region las propiedades del

medio poroso (porosidad y permeabilidad) variaran con la posicion.

Para modelar el proceso de transferencia de momentum en la frontera entre el fluido
y el medio poroso se empleardn la ecuacién de Stokes para el fluido homogéneo y la
ecuaciéon de Darcy con la primera correccion de Brinkman para el medio poroso
homogéneo; la transferencia de momentum en la regidn interfacial con propiedades fisicas
variables serd descrita mediante la ecuacién de Darcy con la primera y segunda
correcciones de Brinkman y para tomar en cuenta efectos inerciales se agrega la correccion
de Forchheimer. Los resultados numéricos se comparan con datos experimentales para

determinar la eficiencia del modelo matematico planteado.
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Las ecuaciones (2.82)-(2.88) constituyen el modelo matemético para este problema

y se adimensionalizan de acuerdo con las siguientes variables:

Y =2 U =
VKo ' V), 3.1
U, = <vﬂ>:) U= <",02
(), s
en donde <v ﬁ>: estd dada por la ley de Darcy en la region homogénea @:
(v,)" = K do) — | (3.2)

o My o dx

y por lo tanto el modelo matemdtico sin incluir la correccién de Forchheimer en forma

adimensional queda de la siguiente forma:

CFE.l U,=0 enY=0c 3.3
d*U
T=-1, 0<Y<o (3.4)
dy
dU dU
F. U =U, 7 =22, enY=0 (3.5a,b)
C.F2 7 dy dy

1 dU_ 1 deg,(Mydf 1
g,(Y) dY?  £,(Y) dY |dY\| eu(Y)
K

P =1, -y<Y<0
K, (Y)

(3.6)
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CF3 U=U dv _du

— R _— = @ s en Y = - 3.7 ,b
a, v dy /4 (3.7a,b)
1 d*U
—— =-U, =-1, ~o0<Y <L~y (3.8)
€ g dy
CF4 u,—1, enyY — - 3.9

y las funcionalidades para la porosidad y la permeabilidad quedaran escritas de la siguiente
manera:

Kp _[-6,0] e

K,(Y) - g;(Y)[] _ gﬁw]z

(3.10)

2 3
gﬂ(Y)=1+3(gﬂw—1)(Z] +2(g,,w—1)(zj, -y <Y <0 (3.11)

o= (3.12)
N

en donde 4 es la profundidad del canal (ver Figura 2.5) y para simplificar el manejo de la

nomenclatura se ha escrito el espesor de la regién de porosidad variable como:

<
I

(3.13)
Pw

Para obtener la distribucién de velocidades tanto en el regién interfacial como en

las regiones homogéneas es necesario acoplar la solucién numérica de la ecuacién (3.6) que
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se obtendrd mediante el método de diferencias finitas con las soluciones analiticas de las
ecuaciones (3.4) y (3.8). Cada una de estas soluciones contiene una constante de
integracion que se determinard mediante un procedimiento iterativo. En este proceso de
solucién del modelo matemético las condiciones de continuidad en la velocidad (3.5a) y
(3.7a) se empleardan para acoplar las soluciones analiticas con la solucién numérica,
mientras que las que las condiciones de continuidad en los esfuerzos (3.5b) y (3.7b) se

empleardn como un criterio de convergencia. A continuacién se describe este proceso de

calculo.

3.1 Procedimiento de solucion.

Las ecuaciones (3.4) y (3.8) tienen las siguientes soluciones analiticas:

2
U :—140'2 (X ~-C|1- Y , 0<Y<eo (3.14)
T2 o : c

U, =Cyexp(Yyfeg, ) +1,  -o<¥<y (3.15)

Para obtener las ecuaciones anteriores se resolvieron las ecuaciones de Stokes (3.4)
y de Darcy con la primera correcciéon de Brinkman (3.8) junto con las condiciones de
frontera representadas por las ecuaciones (3.3) y (3.9). Las constantes C; y C; se
determinan mediante el método de Newton-Raphson; de hecho, el calculo de estas

constantes representa la parte més importante del proceso de solucion.

La ecuacién (3.6) se puede reescribir para obtener una expresién de la siguiente
forma:

d’U

dy?

+P(Y)%+Q(Y)U = R(Y) (3.16)
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la cual representa una ecuacién diferencial ordinaria homogénea de segundo orden en la

que los coeficientes estan dados por las siguientes expresiones:

1 dey(Y)
= - 3.17
PO £,(Y) dY G17
1 (de;(DY Ky
= - Y 3.1
oY) g;(Y)( 77 J Kﬁ(y)gﬁ() (3.18)
R(Y)=—£4(Y) (3.19)

El método de diferencias finitas consiste en reemplazar los operadores diferenciales

de una ecuacién especifica por aproximaciones de la siguiente forma:

AU U, -2U,+U,_,

(3.20)
dy* (ar)’
au - Ui+1 -U, (3.21)
dy 2AY

en donde AY es la distancia entre nodos y el subindice 7 indica el nodo en el cual se evalda
la velocidad. Las ecuaciones anteriores se denominan diferencias centradas y se obtienen al
expandir U en un polinomio de Taylor de tercer grado alrededor de Y; y evaluando en Y., y
Y, ;. Para aplicar el método el intervalo -y<Y<0 se divide en una serie de nodos (i=/,...,N), y

la ecuacién (3.16) se discretiza aplicando las aproximaciones anteriores [31] Entonces,

rearreglando términos se obtiene:

[1 + ézz P(Y, )}U,H +[(AY)2 o) - 2]Ui + [1 —~ ézz P(Y,.)]U,._l =(AYYR(Y) (322
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Para i=2 y para i=N-1:

[1 +921P<Y2>}U3 +[(av)? o) -2y, +[l ——A}Pafz)}ul =(AY)R®T,)  (323)

[I+—AEY—P(YN—I)}UN +[(AY)2Q(YN—1)"2]UN—1 +l:1'—A~2Y~P(YN~1 ):'UN—Z = (AY)ZR(YN—I)

(3.24)

Si el nodo para i=/ corresponde a la frontera en Y=0, entonces de acuerdo con la
condicién de continuidad en la velocidad (3.5a) y la ecuacién (3.14) evaluada en Y=0, se
tiene la siguiente igualdad:

1
U, :502 -Co, enY=0 : (3.25)

y con un procedimiento similar, identificando =N como la frontera en Y=-y y utilizando la

condicion de continuidad en la velocidad (3.7a) y la ecuacién (3.15) evaluada en Y=-y
U, =¢C, exp(—y € po )+ 1 enY=-y (3.26)

Sustituyendo las ecuaciones (3.25) y (3.26) en (3.23) y (3.24) y aplicando la
ecuacion (3.22) para i=3,...,N-2, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones en un arreglo
tridiagonal de N-2xN-2. Para solucionar este sistema se ecuaciones se emplea el método de
Crout [31] que tiene como base la factorizacién de matrices que se simplifica cuando se

trata de matrices tridiagonales como en este caso.

Una vez que se tienen las soluciones analiticas para las regiones homogéneas y el

sistema de ecuaciones para la regién interfacial el procedimiento de solucién del modelo se
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lleva a cabo de la siguiente forma: se suponen valores para las constantes C; y C, y para el
espesor de la regién de porosidad variable () y se resuelve el sistema de ecuaciones. Con
esta solucion se pueden calcular las derivadas de la velocidad en Y=0 y Y=-y que no
necesariamente tienen que ser iguales a las calculadas a partir de las ecuaciones (3.14) y

(3.15)

du
2=C, enY=0 3.27
dy
du,
o7 =C,4/&4, exp(—ngﬂw) enY=-y (3.28)

Si las condiciones de continuidad de los esfuerzos cortantes en Y=0 (ecuacidn
(3.5b)) y en Y=-y (ecuacién (3.7b)) son satisfechas entonces termina el proceso de calculo;
en caso contrario se deben calcular nuevas constantes. Estas condiciones de frontera se
utilizan como criterios de convergencia para lo cual es necesario reescribir las ecuaciones

(3.5b) y (3.7b) de la siguiente manera

dU

y _dU _ (3.29)

day dyY
d—U— v, =0 (3.30)

dy dY

y a partir de las ecuaciones anteriores se pueden obtener las siguientes expresiones

M =U,-U,-AYC, (3.3D)
M,=U,~U,_ ~AYC, [e,, exp(~7:[24, ) (3.32)

en las cuales se han combinando la discretizacién mediante diferencias finitas y las

derivadas dadas por las ecuaciones (3.27) y (3.28). Cuando M, y M, son menores o iguales
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a 1x107 para los valores de C; y C, supuestos entonces termina el proceso de cilculo; en
caso contrario se calculan nuevos valores para estas constantes mediante el método de
Newton-Raphson. Este método se implementa a partir de las ecuaciones (3.31)'y (3.32) y se

puede representar mediante la siguiente ecuacién
c® = ¢t - g(c1)  M(ct) (3.33)

en donde C**’ representa el vector de las nuevas constantes calculadas en la iteracién (k) y

Cc* representa el vector de las constantes en una iteracion anterior (k-71); M(C(H)) es el

vector de las funciones M; y M, de las ecuaciones (3.31) y (3.32) que dependen de las

constantes de la iteracion (k-1) y J (C(H)) es la matriz jacobiana que se obtiene a partir de

las ecuaciones (3.31) y (3.32) y que tendrd los siguientes componentes

0
J(C)= 3.34
(© (asz (azm} (39
i oC, o oG, G |
Las derivadas parciales son aproximadas mediante la siguiente ecuacion
oM M (C+e AC)-M (C-eAC
o) Mi(Crenl)-M;(C-eAl) (3.35)

J
oC, (©) 2AC

en donde AC tendré un valor de 1x10” y e, es un vector cuyo dnico elemento diferente de

cero es un uno en la z-iésima coordenada. Entonces la evaluacién de estas derivadas
parciales requiere de resolver tres veces el sistema de ecuaciones lineales, para C, para

C+e,ACy para C—e AC. De acuerdo con la ecuacion (3.33) seria necesario calcular la
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inversa de la matriz jacobiana en cada iteracion; para evitar eso, esa misma ecuacién se

reescribe de la siguiente forma
J(€*)A = -m(c*) (3.36)

en donde A =C¥ D (3.37)

por lo tanto ahora se resuelve el sistema de ecuaciones representado por la ecuacién (3.36)

. -1 . 2
para A y posteriormente a este vector se suma el vector C. Como se menciond

anteriormente, con las constantes calculadas se debe satisfacer el siguiente criterio:
M(C) <1x107| (3.38)

Una vez determinadas las constantes C; y C,, ademds de los perfiles de velocidad,
se puede calcular el incremento fraccional del flujo mésico en el canal debido a la presencia
del medio poroso, en relacién con el flujo en el canal si no existiera tal material y entonces

la pared inferior (Y=0) fuese impermeable:

D= flujo mésico real B
- flujo masico con pared impermeable en ¥ =0

(3.39)

Ambos flujos se calculan a partir de la solucién analitica para la ecuacién de Stokes

(3.14) de acuerdo con

py(U) == _U,dY (3.40)

tomando en cuenta que cuando se tiene la pared inferior impermeable se tiene como

condicién de frontera U , =0 en Y=0. El resultado final para la ecuacién (3.39) es
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®=3-6—+ (3.41)

los valores calculados con la ecuacién anterior se comparardn con datos experimentales
[18-20]. Otros resultados numéricos que se obtienen una vez que se ha solucionado el
modelo matematico son los gradientes de velocidad que para las regiones homogéneas se
calculan a partir de las derivadas de las ecuaciones (3.14) y (3.15) y para la regién
interfacial estos gradientes se aproximan mediante la ecuacién (3.21). Con ayuda de las
ecuaciones (3.20) y (3.21) también se calculan cada uno de los términos de la ecuacién

(3.6).

3.2. Correccion de Forchheimer: Efectos inerciales

Para manejar los efectos inerciales se incluye la correccién de Forchheimer y

entonces se obtiene la siguiente ecuacién adimensional

1odfu 1 Mg UJ
- - 4 _
eg() dr? gy dY | dr|epn)

(3.42)
K K
__po ,  Po Fa(NU, Ly <Y <0
K,B(Y) Kﬂ(}’)
la cual se puede reescribir en la siguiente manera
d’U dU )
+PY)—+ F()YU"+Q(Y)U = R(Y) ‘ (3.43)
17 (¥) 17 (¥) 0

que corresponde a una ecuacién diferencial de segundo orden no homogénea y no lineal, en

donde
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[1—gﬂ(Y)]gj,a,

F(Y)= 3
100(1-£4,) £5(Y)

Re, (3.44)

la ecuacidn anterior se obtiene a partir de la siguiente relacion

F(Y)=—L"-F,(Y) (3.45)

Los otros coeficientes de la ecuaciones (3.43) estdn dados por las ecuaciones (3.17)-(3.17)

Para la solucionar la ecuacién (3.43) se reescribe en la siguiente forma:

2
d l2]+®(Y,U,d—U)=O (3.46)
dy dy
en donde:
dUu dU )
®YU,—|=PY)—+0NYU+FXY)U"-RY 3.47
( dY) ()dYQ() ) ) (3.47)

y al aplicar el método de diferencias finitas [31] a la ecuacién (3.46) se obtiene

Yer = Usy ) =0 (3.49)
2AY

Um - 2Ui + Ui-l + (AY)2 G(Yi’Ui ’
Siguiendo un procedimiento similar al descrito para la solucién de la ecuacion (3.6)
se divide el intervalo -y <Y <0 en una serie de nodos (i=1,..,N) para los cuales se aplica la

ecuacién (3.48). Al aplicar la ecuacién (3.48) para i=2 y para i=N-1, se obtienen las

siguientes ecuaciones

U,-2U,+U, +(AY)2®(Y2,U2, U;;;J‘ j =0 (3.49)
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UN—2UM4+UN4+(AYY®(nFPUM“9ﬁLiﬁkAJ:0 (3.50)
2AY

Estas ecuaciones junto con las que se obtienen al aplicar la ecuacién (3.48) para i=3,..,N-2
constituiran un sistema no lineal de ecuaciones en un arreglo tridiagonal de N-2xN-2, cuya
solucion se aproxima utilizando el método de Newton-Raphson; de hecho, en este caso el
sistema de ecuaciones que se soluciona es el que resulta de la aplicacién de dicho método

que puede ser representado de la siguiente forma:
AN (k~1)
J(U“Y) B =T ) (3.51)

en donde U es el vector de la velocidad, T es el vector para el sistema de ecuaciones no
lineal obtenido, J es la matriz jacobiana obtenida a partir del sistema de ecuaciones anterior

y B es el siguiente vector

B=U*_U%*? (3.52)

el significado de los superindices (k) y (k-1) es el mismo que se ha explicado para el célculo
de las constantes C; y C;. Nuevamente el sistema de ecuaciones se resuelve para B y a este
resultado se le suma U %% para obtener U*. De acuerdo con la ecuacién (3.51), para cada
ecuacion del sistema no lineal se tendrdn que calcular las derivadas parciales con respecto a
U., U,, yU,, para formar el jacobiano. La forma tridiagonal del sistema de ecuaciones
permite que en lugar de derivar cada una de las ecuaciones en su totalidad, solo se derive la

funcién ® de la ecuacién (3.47) que se puede reescribir de [a siguiente manera

U, -U, U, -U, )
O\ Y, U, 2 it | = py) ="l oYU, + F(Y,)U” - R(Y, 3.53)
( PToAY ) () AT oY) (¥) ¥) (

las derivadas parciales se calculan empleando una expresién semejante a la ecuacion (3.35).

El sistema de ecuaciones representado por la ecuacion (3.51) también se resuelve con el
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método de Crout. El célculo de las constantes C; y C; se lleva a cabo en la forma como se
ha descrito anteriormente. Cuando en el término de Forchheimer utilizamos Re,=0,
entonces F(Y)=0 y la ecuacién (3.43) se reduce a la ecuacién (3.16), esto permitié manejar
la solucién de ambas ecuaciones en un sélo programa de computadora que tiene como base
a la ecuacién (3.43). En la figura 3.1 se presenta en forma muy simple el proceso de

solucion del modelo matematico.

Dar valor para y y
suponer C; y C,

y

Resolver el sistema
de ecuaciones lineales

A

A

Evaluar M; y M,

Evaluar nuevas
constantes

Calcular los perfiles
de velocidad

A
Terminar

Figura 3.1. Diagrama de bloques que resume el procedimiento de solucién del modelo

matemadtico representado por las ecuaciones (3.4)-(3.9).
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El programa que se utiliz6 consta de las siguientes partes:

I. Programa principal.

Rutina que calcula las constantes C; y C, con el método de Newton-Raphson.

Rutina que resuelve el sistema de ecuaciones.
Rutina que calcula la funcién © de la ecuacién (3.53).

Rutina que calcula las derivadas parciales del Jacobiano de la ecuacion (3.51)

A e

Rutina que calcula los coeficientes dados por las ecuaciones (3.17)-(3.19).

Del programa principal se leerdn los siguientes datos de entrada:

% — Espesor adimensional de la regién interfacial

C;, C;  — Valores iniciales para las constantes.

o — Profundidad adimensional del canal.

Re, — Numero de Reynolds basado en el didmetro de particula.

Ebw — Porosidad de la regién homogénea w.

N — Numero de nodos en los que se dividird el intervalo —y <Y <0 al aplicar el

método de diferencias finitas

Con respecto al niimero de nodos en los que se discretizé el intervalo —y <Y <0, los

resultados indican que estos son independientes de N cuando se utilizan 200 puntos 0 mds.
En el programa principal ademds se encuentran las opciones para elegir el tipo de
resultados que se desean: incremento fraccional del flujo en el canal, perfiles de velocidad o
los términos de la ecuacién (3.42). Para no incluir la correccién de Forchheimer Re, debe

valer 0.

La rutina constante inicia calculando las derivadas de la matriz jacobiana (3.35) y una

vez que se han calculado se evaliian las nuevas constantes. Debido a lo sencillo del sistema
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que se debe resolver (ecuacién (3.51)) pueden obtener expresiones explicitas para cada una
de las constantes:

w oMYy oM

M1 o)
con 0T ol

= 3.54
o MP amP am® om® 559
ac™ act  ac® ac™)
am ™)
Py 0l
(k1) _ a1y G M
) = ¢f FYEREYD (3.55)
oc® ot

Una vez que se han calculado las constantes y se cumple la condicién de la
desigualdad (3.38) esta rutina calcular4 el incremento fraccional del flujo (ecuacién (3.41)),
los perfiles de velocidad en el fluido homogéneo (ecuacién (3.14)) y en el medio poroso
homogéneo (ecuacion (3.15)), los gradientes de velocidad que para la regién interfacial se
aproximarén con diferencias finitas y para las regiones homogéneas se calcularan con las

derivadas de las ecuaciones (3.20) y (3.21).

U’?
A=Y+ 0<Y<o (3.56)
dg; = Cy\[e5 exp(Y,/gﬂw) —w<Y<—y (3.57)

La rutina que resuelve el sistema de ecuaciones inicia calculando las
aproximaciones iniciales que requiere el método de Newton-Raphson de acuerdo con la

siguiente ecuacion:
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U, :U1+i(—UL_—q‘—)AY, parai=2,.,N -1 (3.58)
4

en donde U, y Uy estén dados por las ecuaciones (3.25) y (3.26). Después de esto se calcula
cada uno de los elementos de la matriz tridiagonal, para lo cual se hace uso de las
subrutinas que calculan los valores para la funcién @ definida en la ecuacién (3.47) y las
derivadas parciales de esta funcién con respecto a U,, U,y U, ,. Posteriormente se
resuelve el sistema de ecuaciones para B definido en la ecuacién (3.52) y como criterio de

convergencia se utiliza la siguiente expresién
B| < 1x107 (3.59)

Finalmente, los términos de la ecuacién (127) también se aproximardn con ayuda
de diferencias finitas. Los coeficientes P(Y), Q(Y), R(Y) y F(Y) se calculan a partir de las

ecuaciones (3.10) y (3.11) y de la siguiente expresion.

de (Y Yy v?
8515 ) B 6(% B 1)7—2+ 6(% - 1)7 (3.60)
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CAPITULO 4

ANALISIS DE RESULTADOS

Una vez que se obtuvo la solucién para el modelo de porosidad variable, se

procedi6 a comparar los resultados obtenidos con datos experimentales y analizar los

efecfos de los pardmetros como la porosidad gAY) y la permeabilidad K«Y) dependientes

de la posicién en la regién interfacial, el espesor de la regién interfacial (6/x/Kﬂw), la

profundidad del canal (o) y el nimero de Reynolds (Re,). Primero se trabajé con el modelo .

‘de porosidad variable sin tomar en cuenta los efectos inerciales y posteriormente se -

incluyeron.
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Figura 4.1. Datos experimentales de Beavers y colaboradores para foametal con diferentes

permeabilidades [18-20]

51



4.1 Espesor de la region de porosidad variable

Para iniciar este andlisis en la Figura 4.1 se presentan los datos experimentales
obtenidos por Beavers y colaboradores sobre el incremento fraccional del flujo mdsico en el
canal debido al efecto de capa limite [18-20]. Estos datos fueron obtenidos utilizando un
mismo tipo de material poroso denominado foametal, que es un material constituido de
fibras metalicas y la diferencia entre cada una de las muestras es su permeabilidad (Kpg,),
cuyo valor oscila dentro de un rango muy amplio ( 0.0079x107°-12.7x10” in®). Se observa
entonces que entre menos permeable es el material, el incremento del flujo en el canal
aumenta, lo que indicarfa que el efecto de capa limite esta siendo mayor. Esto puede
deberse, entre otras cosas, a fuertes variaciones de las propiedades del medio poroso en la

interregién que podrian estar influyendo en la penetracién e los esfuerzos cortantes.

1.4

1.2 B

08

0.6 ~—
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0 | { ! 1 l {
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Figura 4.2. Incremento fraccional del flujo en el canal para diferentes espesores de la .

regioén interfacial, calculado con la ecuacion (3.41).

52

S S AR b



En la Figura 4.2 se presentan diferentes curvas calculadas con la ecuabién 3.41)
para £3,=0.4, sin tomar en cuenta efectos inerciales y para diferentes valores del espesor de
la regién interfacial (y). Como puede observarse, a un menor espesor de la regién de
porosidad variable le corresponde un menor incremento en el flujo mésico en el canal. El
espesor de la interregion y para ajustar los datos experimentales se ha determinado de

acuerdo con el criterio que presentan Ochoa y Whitaker [17]:

o

K,,

~
~

1
— 4.n
a

en donde a es al pardmetro de ajuste de Beavers y Joseph [18]. Diversos investigadores
[30,32], han establecido que la dimension de dicha interregion es del orden del didmetro de -

poro o de particula o del orden de VKjp,, entonces, partiendo de la ecuacién de Blake-

Kozeny {25}, se obtiene la siguiente relacion:

4.2)

En la ecuacién anterior aparece la dependencia del espesor & de las propiedades del
material poroso ( Kge, €80 dp)- En la Figura 4.3 se tienen diferentes ajustes para los datos
experimentales [18-20]; cada una de las curvas estd asociada a la permeabilidad de los
materiales y se observa que @ disminuye conforme la permeabilidad del medio es mayor.
Las variaciones de las propiedades del medio en la interregién son importantes para que se
presente el comportamiento anterior, pero existen otros factores importantes. Sahraoui y
Kaviany [30] reportan que el pardmetro « de Beavers y Joseph [18] tiene la siguiente

dependencia:

a= a(s 4 Re,,0,direccién de flujo, estructura superﬁcial) 4.3)
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Figura 4.3. Incremento fraccional del flujo en el canal calcu’ » con la ecuacién (3.41). »

Curvas que ajustan los datos experimentales de Beavers y colaboradores [18-20]

Entonces, de acuerdo con la ecuacién (4.1), &6 debe tener la misma dependencia de

a. En la Figura 4.3 se observa que los resultados son independientes del tipo de fluido.

4.2 Variaciones de la permeabilidad y la porosidad en la interregion.

En los ajustes de todos los datos experimentales se emplearon los valores de a de
Beavers y Joseph [18-20] para calcular los valores de y de acuerdo con la ecuacién (4.1).
En las figuras 4.4 y 4.5 se presentan estos ajustes para dos tipos diferentes de materiales,
foametal y aloxita respectivamente [18]. En estos ajustes se utilizé £3,=0.4 como lo hacen
Ochoa y Whitaker [17] y al igual que ellos dnicamente se logré un buen ajuste para los
datos correspondientes a aloxita y el valor de 2 para el espesor de la regién interfacial
utilizado para ajustar los datos de la Figura 4.4, es el valor mds pequefio que se puede

emplear, ya que valores menores producen un incremento de ® o valores negativos.
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Fig. 4.4. Comparacién entre el modelo de porosidad variable y datos experimentales

para foametal (£4,~0.4 ) ® K5,=1.5x10” in®, BK5,=6.5x10” in*, ©K,=12.7x10” in’
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Fig. 4.5 Comparacién entre el modelo de porosidad variable y datos experimentaleé para

“aloxita (£5,=0.4) 00 K 5,=0.1x10” in?, ® K5,=0.248x10°% in?
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Ochoa y Whitaker {17] utilizaron un valor para la porosidad de 0.4 en forma
arbitraria al no contar con un valor real de la porosidad de los materiales, ya que Beavers y
Joseph no reportaron estos valores [18]; sin embargo, en la: literatura se reportan datos
experimentales segiin los cuales la porosidad de la aloxita estaria en el rango de 0.4-0.5
[33] y para foametal seria de 0.95 aproximadamente [1,19,20]. Con estos valores el orden
para el valor de la regién interfacial para aloxita seria de 30 y de 1.5 para foametal, lo cual
se cumple para todos los casos, excepto para el foametal con la mas baja permeabilidad
[20]. En las figuras 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 se presentan los ajustes hechos a los datos
experimentales para foametal empleando £3,=0.9. Con el cambio en el valor de la
porosidad se pueden emplear valores de y menores de 2, sin embargo a partir de 0.25 no
habrd mas cambios en el incremento fraccional del flujo y como puede observarse en las

graficas solo se alcanzan a ajustar algunos datos.

1.4
e =09
1.2 - P
\ <« y=0.8333 Ec. (3.41)
l -
08 k <—— y=0.6986
o \
0.6 \
=025 —>
04 - 77 ~
\
02 - i\
0 | | | | 1
0 4 8 12 16 20 24

Figura 4.6. Comparacién entre el modelo de porosidad variable y datos experimentales para

foametal (£43,=0.9) © Kﬁa,=1.1x10'5 in?
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“ Figura 4.7. Comparacién entre el modelo de porosidad variable y datos experimentales para

- foametal (£3,=0.9) ® K,=1.5x10" in®, H K43,=6.5x10” in%, © K4,=12.7x10° in?
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Figura 4.8. Comparaci6n entre el modelo de porosidad variable y datos experimentales para

foametal (£5,=0.9) © Kz,=0.0079x10 in’
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Figura 4.9. Comparacién entre el modelo de porosidad variable y datos experimentales para

foametal (£3,=0.9) © K3,=0.0103x107 in®, ® K5,=0.0119x107 in’

En la gréfica 4.10 se presentan dos curvas correspondientes a los calculos para
aloxita (g,=0.4, K;;a,=0.248x10'5 inz) y para foametal (£3,<0.9, K ﬂa,=12.7x10'5 -inz). Beavers
y Joseph atribuyen este comportamiento a la diferencia de la estructura fisica en la.regién
interfacial y mientras el foametal tiene una estructura més uniforme, la aloxita que es un
material granular compactado, probablemente tiene una porosidad mayor en los lados que

en el cuerpo principal [18].

Lo anterior se puede verificar calculando los cambios de la porosidad y la
penneabi_lidad en la regi6n interfacial para ambos materiales como se muestra en la Figura
4.11. En esta grdfica también se comparan los espesores de las regiones de porosidad
variable para los materiales reportados en la Figura 4.10; para aloxita este espesor es

aproximadamente 10 veces mayor que para foametal.
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Figura 4.10. Comparacién del incre. =2nto fraccional del flujo en el canal para aloxita y para

foametal. Curvas calculadas con la ecuacidn (3.41).

Como puéde observarse en la Figura 4.11 la porosidad de la aloxita es mayor que la
de foametal en una regién cercana a la interface y lo mismo sucede con la permeabilidad en
la misma regién, lo cual confirma la hip6tesis de Beavers y Joseph acerca de las variaciones

de las propiedades de los materiales en la interface.

4.3 Profundidad del canal (o)

El comportamiento de las propiedades de los materiales en la interfase también se
refleja en los perfiles de velocidad como se observa en la Figura 4.12 que han sido
calculados para un valor de o=10; en esta gréfica se tiene la velocidad adimensional y la

coordenada espacial dimensional y=(Y* \/Kﬂ@). Tomando en cuenté que o ha sido definido
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como h/\/K/;a,,, entonces para este valor de o se tienen diferentes valores para la
profundidad del canal ya que los material_es tienen diferentes Kp,, Esto permite analizar el

efecto de la profundidad del canal (o)

1 510°
Foametal s
Aloxita = 410
4 310°
o CEORT TR LT R E R e L e LR Porosidad
:, Ec. 3.1 | 5105 L
_ K
Permeabilidad ~ ------» 110° A
' Ec. (3.10)
05 0
0.4 : ' ' ' -110°
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 0
y

Figura 4.11. Comparacién de las variaciones de la permeabilidad y la porosidad en la

region interfacial.
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Figuré 4.12. Perfiles de velocidad para aloxita y foametai. Los calculos se hicieron para

0=10 en ambos casos (£3,=0.9).
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Figura 4.13.- Perfiles de velocidad en funcién de la profundidad del canal.
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La profundidad del canal (h) influye en el tipo de flujo que se tenga, asi, para
valores de pequefios de £ se tiene un flujo con un perfil de velocidad lineal y conforme va
aumentando la profundidad se empieza a tener un perfil parabélico, y consecuentemente la
velocidad interfacial también aumenta. Esto puede observarse en la Figura 4.13, en donde
se han calculado los perfiles de velocidad para y=1. Este comportamiento también fue
observado por Sahraoui y Kaviany [25] quienes reportan que esto es debido a los efectos
inerciales en la interface que se van haciendo cada vez mds importantes y que esto es un
fenémeno similar al que se tiene cuando se aumenta el nimero de Reynolds. En la Figura
4.14 se presentan :0s gradientes de velocidad en la region interfacial para los mismos casos
de aloxita y foametal de la Figura 4.10 y se puede observar que dicho gradiente es lineal en
el canal, pero no lo es en la regi6n interfacial y fuera de la regi6n de porosidad variable el
gradiente es constante. Ademads, el gradiente en la interface es mayor para foametal que
para aloxita, para la cual es lineal inclusive en una cierta distancia por debajo de esa

interface.

0.02

: 0.015 = —&— foametal
—o— aloxita

0.01
0.005

-0.005
-0.01
-0.015

-0.02

Figura 4.14. Comparacién entre los gradientes de velocidad para aloxita y foametal en la

regién interfacial.
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4.4. Efectos inerciales

Se ha visto la importancia que tiene el conocer las propiedades de los materiales
porosos para ajustar los datos experimentales, pero como se observa en las Figuras 4.6 y 4.7
aun asi no se logrd el ajuste de todos los datos experimentales. También se ha visto que en
un material mas poroso e impermeable que otro no necesariamente se dard un mayor
incremento del flujo en el canal. En esto influyen las variaciones de la porosidad y la
permeabilidad en la region interfacial y el incremento de los efectos inerciales. Cuando los
efectos inerciales son importantes se introduce no linealidad en la velocidad, lo cual ocurre
para un rango del nimero de Re, (basado en el didmetro de particula) de 1-10. Con esto no
se quiere decir que se este pasando a un régimen de flujo turbulento, pues en esos valores
del ndmero de Re, no es posible, méds bien que el arrastre debido a los obstdculos sélidos es
-comparable al arrastre superficial debido a la friccién [18]. De acuerdo con Sahraoui y
Kaviany [25] el incremento de los 2fectos inerciales se manifiesta en una menor veloéidad
interfacial y la formacidn de remolinos que hardn que el incremento del flujo en el canal sea
menor que si dichos efectos no fueran importantes. Para tomar en cuenta los efectos
inerciales se emplea la ecuacién la co’rrecciéni de Forchheimer (3.47). Whitaker establece
que [33]

5=0(4,) Re, <<1 (4.4)

5=0(L,/Re,) Re, >>1 (4.5)

en donde /5 es una longitud caracteristica para la fase §. En la Tabla 4.1 se muestran los
valores para el espesor de la regidn de porosidad variable adimensional () éstimados a
partir de las ecuaciones (4.4) y (4.5) y los valores que se utilizaron para el ajuste de los
datos experimentales; como longitudes caracteristica se tomaron los didmetros de particula
( tal como los sugieren Larson y Higdon [14] y Sahraoui y Kéviany [25] ) que reportan
Beavers y Joseph para algunos materiales [2]. Puede observarse la concordancia entre los

valores estimados y los utilizados.

63



Diametro Valor estimado | Valor usédo
Material | Permeabilidad | promedio de para y en el ajuste | Re,
[in*] particula [in] Ec. (4.5). (numérico)
Foametal 1.5x10” 0.016 1.85 1.28 5
Foametal 6.5x107 0.034 0.94 0.6986 20
Foametal 12.7x10” 0.045 0.23 0.25 300
Aloxita 0.1x10” 0.013 13 13 -
Aloxita 0.248x10° 0.027 17 13 -

Tabla 4.1. Comparacién entre los valores estimados y los valores utilizados del espesor de

la regi6n de porosidad variable, utilizados para el ajuste de los datos experimentales.

Figura 4.15. Comparacién del modelo de porosidad variable con la correccion de
Forchheimer con datos experimentales para foametal (£5,~0.9)@® Kﬁa,=1.5x10'5 in?,

BK 3,=6.5x10” in*, ©K,=12.7x10” in®
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Figura 4.16. Comparacion del modelo de porosidad variable con la correccién de

Forchheimer con datos experimentales para foametal (£3,=0.9). K ﬂw=1.1X10-5 in?

Sahraoui y Kaviany [25] encontraron que ¢, el pardmetro de Beavers y Joseph
aumenta con Re,, por lo que de acuerdo con la ecuacién (4.1) el espesor de la region de
porosidad variable disminuye coh el aumento de Re,. En las Figuras 4.15 y 4.16 se
presentan los ajustes para los datos experimentales de Beavers y Joseph [2] incluyendo, en
la ecuacién de transferencia de momentum para la regién de porosidad variable la

correccién de Forchheimer y como puede observarse se logra un buen ajuste.

Anteriormente se analizaron las diferencias en las propiedades de dos materiales con
diferente porosidad ( aloxita y foametal ) y se vio como influyen en la transferencia de
momentum; esta misma situacién se presenta para los datos experimentales de la Figura
4.15, en donde todos los materiales tienen el mismo valor de £5,~0.9. En la Figuras 417y
'4.18 se observan las variaciones de la porctidad y la permeabilidad en la regién interfacial.

El material que es mds permeable (3=0.25, Kﬁa,=12.7x10'5in2) presentan la
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Figura 4.17. Variaciones de la porosidad en la interregion, £5,=0.9 (Ec. 3.11).
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Figura 4.18. Variaciones de la permeabilidad en la interregion, £5,=0.9 (Ec. 3.10).

66




menor porosidad, aunque no la menor permeabilidad. El material para el cual se presenta el
mayor incremento de flujo (3=1.28, Kﬁ[,,=1.5x10'5 in®) tiene también la mayor
permeabilidad pero no sucede lo mismo con la porosidad. Finalmente el material con mayor
porosidad en la region interfacial (=0.6986, Kj,=6.5x10-5) tiene la permeabilidad menor.
De acuerdo con lo anterior no es tan clara la razén por la cual entre més permeable es el

material se tiene un menor incremento en el flujo.

En la Figura 4.19 se presentan los perfiles de velocidad calculados para o=10 y
como se ha explicado anteriormente, de acuerdo a la definicién de o, a este valor
corresponden diferentes valores para la profundidad del canal (4), dependiendo del
material. Se observa que esta profundidad aumenta con la permeabilidad del material,
entonces se debe tomar en cuenta que entre més grande es A, los efectos inerciales se hacen
" cada vez més importantes, ademas para Re,>1 se pierde la no linealidad en la velocidad. Un
incremento en los efectos inerciales, como ya se ha mencionado anteriormente se
manifiesta entre otras cosas en una disminucién en el incremento del flujo en el canal. En la
Figura 4.20 se muestran los gradientes de velocidad en la regién de porosidad variable para
los tres materiales que se analizan; estos gradientes pueden aportar informacién sobre la
magnitud de los efectos inerciales, ya que entre mas grandes sean estos gradientes mayor
serd la importancia de los efectos inerciales [25]. Se observa que en la interface este
gradiente se incrementa para el material que presenta el menor incremento fraccional en el
flujo del canal, aunque no presenta la mayor permeabilidad en esa regién como se ha visto
en la Figura 4.18. Cuando no se toman en cuenta los efectos inerciales, ya no hay diferencia
en los resultados para »20.25. En las Figuras 4.21 y 4.22 se presentan los términos de la
ecuaciones (3.6) y (3.42) en donde se observa que en el caso en que no se toman en cuenta
los efectos inerciales, el término de Darcy es del mismo orden de magnitud que la primera
correccion de Brinkman, mientras que cuando se toman en cuenta dichos efectos el término
de Darcy y la segunda correcciéon de Brinkman son pequefios en comparacién con el
término de Forchheimer y la primera correccién de Brinkman que a su vez son del mismo

orden de magnitud.
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F* wra 4.19. Perfiles de velocidad para tres diferentes tipos de foametal. Los célculos se

" hicieron para 0=10 (£3,=0.9).
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Figura 4.20. Gradiente de velocidad para tres tipos diferentes de foametal. Los célculos se

hicieron para =10 (£5,~0.9).
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Figura 4.21. Términos viscosos de la ecuacién (3.6). Los célculos se hicieron par o=10 y

#=0.25 (£5,=0.9).
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Figura 4.22. Términos viscosos ¢ inerciales de la ecuacién (3.42). Los cédlculos se hicieron

para =10y y=0.25 (£5,=0.9).
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4.5. Segunda correccion de Brinkman

Se menciond anteriormente que con una porosidad de 0.4 Gnicamente se lograron
ajustar los datos experimentales para aloxita (igura 4.5) y ademas no fue posible trabajar
con valores para el espesor de la regién de porosidad variable (») menores de 2. Para
£3,=0.9 se pudieron manejar valores menores de 2, aunque para valores menores de 0.25 no
hay mayor variacién en los resultados. Independientemente del tipo de medio poroso, en las
Figuras 4.23 y 4.24 se presenta el comportamiento de cada uno de los términos de la
ecuacién (3.6) en la regién de porosidad variable para ¢5,~0.4 y £3,=0.9. Una primera
interpretacién de estas graficas podrla ser que de acuerdo con la Figura 4.23 los términos de
la la y 2a correcciones de Brmkman se anulan y por lo tanto el término de Darcy cobra
importancia, pero este términe no es adecuado para abordar el problema de capa limite, lo
cual explicaria el mal comportarhiento. En la Figura 4.24 los términos que se anulan son la

correccién de Brinkman con el térn: ..o de Darcy, entonces la 2a correccidén de Brinkman es

importante,
200 +— £M=0.4
100
@ 0
-100
———#—— la. Brinkman
200 e 2 Brinkman
—— Darcy
-300 | | | A . ‘
0 -0.2 -0.4 -0.6 -0.8 -1
o

Figura 4.23. Variacién de los términos de la ecuacién (72) en la interregion.
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~ ‘Figura 4.24. Variacion de los términos de la ecuacién (3.6) enla interregion

El anterior criterio fue utilizado por Ochoa y Whitaker '[21] para establecer la
importancia de la segunda correccién de Brinkman a partir de los términos graficados en la
Figura 4.25. De acuerdo con los autores la primera correccion de Brinkman y el término de
Darcy tienden a anularse y entonces la segunda correccién de Brinkman vendria a ser
importante. Sin embargo, en la Figura 4.26 en la que se tienen los mismos términos de la
Figura 4.25 pero tomando el valor absoluto de esos valores para poder comparar los
ordenes de magnitud de cada uno de los términos; se observa que la primera correccion de
Brinkman y el término de Darcy no tienden a anularse; cerca de la interface y hasta
aproximadamente la mitad de la region interfacial la primera correcciéon de Brinkman
domina, mientras el término de Darcy y la segunda correccion de Brinkman son muy
pequefios en comparacion con el primer término e inclusive en alguna zona de la region
interfacial son estos términos los que tienden a anularse. Después la primera correccién de
Brinkman decrece y el término de Darcy crece mientras que la segundé correccion
practicamente permanece constante. Cerca de la zona en donde inicia la region homogénea

®, la primera correccién de Brinkman y el término de Darcy crecen y ahi si tienden a
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‘Figura 4.25. Variacion de los térininos viscosos de la ecuacion (3.6) en la region interfacial.

Los calculos se hicieron ara }=3.
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Figura 4.25. Variacion de los términos viscosos de la ecuacién (3.6) en la regién interfacial.

Los célculos se hicieron para j=3.
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anularse, pero no se podria decir que entonces la segunda correccién de Brinkman es
importante porque se estd presentando en una zona cercana a donde se tienen propiedades
constantes, en donde es vélida la ley de Darcy con la correccion de Brinkman. Ademds, de
acuerdo con la Figura 4.22 no se podria decir que la primera correccién de Brinkman y el
término se Forchheimer se anulan y que la segunda correccién de Brinkman viene a ser el
termino importante pues no es adecuado para tomar en cuenta los efectos inerciales. La
situacién anterior se presenta en préicticamente todos los casos e inclusive en algunos el

término de Darcy es mayor al la primera correccién de Brinkman.

Por otra parte, un seguimiento del comportamiiento de los términos de la ecuacién
(3.6) (sin incluir la correccion de Forchheimer ) para £3,=0.4, 0=10 y diferentes valores del
espesor de la regién de porosidad variable indica que para valores grandes de y la la.
correccién de Brinkman y el término de Darcy son del mismo orden de mégnitud mientras
que 2a correccion de Brinkman es mucho menor qhe esos dos términos. A medida que el
espesor de la region interfacial va disminuyendo, la 1a correccion de Brinkman y el término
de Darcy mantienen un comportamiento uniforme pero la 2a correccién de Brinkman varia
su comportamiento y cada vez se hace mds grande hasta igualar a la la correccién de
Brinkman y el término de Darcy va siendo cada vez mas pequefio comparado con los dos

términos anteriores, es entonces cuando se presenta el mal comportamiento, esto se observa

en la Figuras 4.23, 4.27 y 4.28.

Cuando se efectia el cambio de porosidad para trabajar con £3,=0.9, o=10 y
§=1/Kﬂa, (3=1), entonces el comportamiento antes mencionado desaparece y se vuelven a
presentar la la correccion de Brinkman y el término de Darcy del mismo orden de
magnitud y la 2a. correccién de Brinkman mucho menor que esos dos términos (Figuras
4.24 y 4.28). Pero de igual manera al ir disminuyendo el espesor de la regién de porosidad
variable la 2a. correccién de Brinkman varia su comportamiento y va haciéndose cada vez
mas grande hasta igualar a la 1a. correccion de Brinkman, mientras el término de Darcy se
va haciendo cada vez menor y nuevamente se vuelve a presentar un comportamiento

anémalo como se observa en la Figura 4.29
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Figura 4.27. Variaciones de los términos viscosos de la ecuacion (3.6) en funcién del
espesor de la interregion. Los cdlculos se hicieron para (£3,=0.4, o=10).M la. de
Brinkman, ®e2a. de Brinkman, [ Término de Darcy
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Figura 4.28. Incremento fraccional del flujo en el canal para diferentes_valores de &g, Sin

tomar en cuenta efectos inerciales Los célculos se hicieron para y=1.

Este comportamiento ligado a la 2a correccién de Brinkman ya habia sido reportado
por Ochoa [19], quien elimindé este término de la ecuacién (3.6) y entonces el
comportamiento descrito anteriormente desaparece. Procediendo de igual manera,
eliminado la segunda correccién de Brinkman se calculé el incremento fraccional del flujo
para &£5,=0.4 y ahora si fue posible utilizar valores de y menores de 2 sin que se presentara
algdn comportamiento andémalo. En la Figura 4.30 se comparan los resultados obtenidos sin
incluir la 2a. correccién de Brinkman e incluyéndola y como puede observarse, los
resultados son mejores cuando no se incluye la correccién. También se realizaron los
cdlculos para £3,=0.9 (Figura 4.31) y en este caso los resultados también se mejoraron
cuando no se incluye la 2a. correccién de Brinkman. Para »=0.25 y 7=0.6986 no existe gran
diferencia entre los resultados ( el error es de aproximadamente 0.015% ) y no se presenta

mal comportamiento para »=0.01.
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Figura 4.29. Incremento fraccional del flujo e1 ¢t canal (eé. (3.41)), sin incluir efectos .
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‘Figura 4.30. Comparacién de los resultados obtenidos con y sin incluir la 2a. correccién de

Brinkman (£5,=0.9) (ec. 3.41), con datos experimentales. No se incluyen efectos inerciales.

76



0.8

—— Con la correccion
------ Sin lacorreccién  — 0.7

60

000
<
1]

.&

[y

40

JPE SR Srr s b

20

Figura 4.31 Comparacion de los resultados obtenidos con y sin incluir la 2a. correccién de

Brinkman (£3,=0.9) (ec. 3.41), con datos experimentales. No se incluyen efectos inerciales.
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Figura 4.32. Comparacion de los resultados obtenidos con y sin incluir la 2a. correccién de

Brinkman (&3,=0.9) (ec. 3.41), con datos experimentales. Se incluyen efectos inerciales.
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Cuando se emplea la ecuacién con la correccién de Forchheimer sucede lo mismo.
En la Figura 4.32 se observa las curvas para ajustar los datos experimentales calculadas con
y sin incluir la 2a. correccidén de Brinkman; como puede observarse los resultados son
préacticamente los mismos (existe un error de maximo de 2% para el rango manejado en las
gréficas). En todos los casos analizados ( como ejemplos véanse las Figuras 4.21, 4.24 y
4.25 ) los otros términos son de un orden de magnitud mayor que la segunda correccion de
Brinkman. Los resultados antes expuestos sobre la segunda correccién de Brinkman
indicarfan que tiene muy poca influencia en la ecuacién de transporte de momentum y
como se ha visto el no incluirla, elimina los comportamientos anémalos ya descritos y

ademas mejora los resultados.

" 6.6. Comparacion del modelo de porosidad variavle con la condiciéon de

salto.

En la Figura 4.33 se presenta la comparacion entre los datos experimentales para el
material denominado foametal y los resultados obtenidos al aplicar el modelo que utiliza la
condicién de saito (2.71). Los valores para el pardmetro ajustable # utilizados en esos
ajustes son diferentes de los empleados por Ochoa y Whitaker [21] ya que ellos utilizaron
£5,~0.4 y en este trabajo se utilizé €,=0.9 que corresponde al valor reportado para la
porosidad de foametal [4]; de cualquier manera el pardmetro sigue siendo del ordén de 1
positivo o negativo. En la Figura 4.34 se presenta la comparacion entre los resultados
obtenidos con el modelo de porosidad variable (incluyendo y sin incluir la 2a. correccién de
Brinkman) en el cual se incluye la correccién de Forchheimer y los datos obtenidos con el
modelo de la condicién de salto. En general existe una buena concordancia entre los datos
principalmente en el canal y en la interface en donde la diferencia entre las velocidades
para ¥=0 no es mayor al 2% en todos los casos. Se puede pensar que las diferencias en la
regién de porosidad variable se pueden deber a los efectos inerciales que son tomados en

cuenta en le modelo de porosidad variable.
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Figura 4.33. Incremento fraccional del flujo. Comparacion entre datos experimentales y el

modelo que utiliza la condicién de salto.
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Figura 4.34. Perfiles de velocidad. Comparacién entre los resultados obtenidos con el

modelo de porosidad variable y el modelo que utiliza la condicién de salto (£3,=0.9)
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Figura 4.35. Comparacién entre los resultados obtenidos con el moaclo de porosidad

variable y el modelo que utiliza la ¢ .:dicién de salto (gz,=0.4)

En la Figura 435 se presenta la comparacién entre los resultados obtenid(;s con el
modelo de porosidad variable (en donde no se toma en cuenta la correccién de
Forchheimer) y el modelo de la condicién de salto con los datos experimentales para
aloxita. Se observa que en este caso aproximadamente para 0<40 existen ciertas diferencias
entre el modelo de porosidad variable y el modelo de la condicién de salto; estas
diferencias se observan también en los perfiles de velocidad de la gréfica 4.36. Para >40
ya no existen mayores diferencias entre los perfiles de velocidad en el canal, pero si en la
regién de porosidad variable, esto se observa en la Figura 4.36 en donde se tienen los

perfiles de velocidad para o=350.

En la grafica 4.37 se observa que mientras los perfiles de velocidad en el canal son
muy semejantes, en la regin de porosidad variable existen diferencias con el modelo de la
condicién de salto. Esto es contrario a lo que se esperaria ya que ambos modelos estdn

basados en las mismas ecuaciones
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Figura 4.36. Perfiles de velocidad Comparacién entre los resultados obtenidos con el

- modelo de porosidad variable y el de la condicién de salto (£3,=0.4)
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Figura 4.37. Perfiles de velocidad. Comparacién entre los datos obtenidos con el modelo de

porosidad variable y el de la condicién de salto (£,=0.4, 0=50)
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CAPITULO 5

SISTEMA EXPERIMENTAL

En el capitulo anterior sc hu comparado los datos experimentales de Beavers y
Joseph [2, 4, 7] con los resultados numéricos. encontrdndose una bucna concordancia entre
ambos. Se ha visto que es necesario conocer las propiedades fisicas (porosidad y
permeabilidad particularmente) de los materiales porosos debido a la importancia que
tienen en el proceso de transferencia e nementum. De igual mancra. la profundidad del
canal (h) puede influir en el tipo de {iujo quc se lenga y para Re, > | los efectos inerciales
en la interregion se vuelven importantes principalmente en materiales altamente
permeables. Por otru parte. el modelo de norosidad variable puede permitir un estudio mdas
profundo de los fenomenos que ocuricn on ia interface entre un medio poroso y un fluido,
pero se lograrian mcjores resultados + ine mejor comprension del problema si junto con las
simulaciones numéricas se efectuar: tribajo cxperimental. En cstos experimentos se
podrian determinar las propiedades (o niedio poroso y se podrian controlar tanto A como
Re,. Entonces se obiendria informacicii g.:c complementaria los modelos matemdticos y en
este sentido se podria conocer mis acerca de pardmetros como el espesor de la regién de
porosidad variable () y los pardmetros aiustables de las condiciones de salto de Ochoa y
Whitaker f, i y f-. representadus 1o las ccuaciones (2.71) y (2.79). Como parte de este
proyecto se presenta a continuacion cf disefio de un sistema experimental similar al
utilizado por Beavers y Joseph [2.3.4.7] ¢ ¢l que se podrian efectuar dichos experimentos.
Este disefio que se presenta constituye un prototipo en el cual se pueden realizar algunos
experimentos, pero que se podrd ir icjorando conforme la complejidad de los mismos lo

requiera y para haccrlo mads practico » urncional.
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5.1 Descripcion general del sistema

En la Figura 5.1 se observa ¢l esquema del sistema y en general su funcionamiento
es el siguiente: del tanque A un liquido fluye a través de una ducto de seccién transversal
rectangular B en el cual se encuentra el medio poroso C. Entre la parte superior de este
medio y la pared superior del ducto existe un espacio de dimensién h, libre de
obstrucciones, de tal forma que el fluido fluya paralelo a la superficie permeable y al final
del medio poroso, en su extremo superior hay una placa que separara el flujo que pasa
sobre el medio poroso del que pasa a través del medio poroso y ambos flujos llegardn al
tanque D dividido en dos secciones para recibir ambos flujos; en cada seccion existe un
sistema de tubos concéntricos que permitirdn controlar la altura del liquido. Del tanque D
salen dos lineas, una para cada seccidn, en las cuales se han montado valvulas de solenoide
controladas por timers. Cuando las vdlvulas se encuentran cerradas el fluido serd dirigido a
un tercer tanque F de donde se recirculard al tanque A y cuando las valvulas se abren el
flujo se dirigird a dos recipientes pequefios E, entonces determinando la masa del contenido
de los recipientes y con el tiempo programado en los timers se puede conocer el flujo
masico de las dos corrientes. Todos los componentes del sistema fueron hechos en acrilico
con un espesor de 1.9 cm, a excepcidén de la placa colocada al final del medio poroso y las

placas que dividen el tanque D que son de acrilico de un espesor de 0.6 cm.

En la Figura 5.2 se presenta un dibujo del tanque A. Este tanque mide interiormente
30x30x40 cm de largo, ancho y alto respectivamente y las caras estdn pegadas
alternadamente. En la parte superior de una de las caras, 2 cm debajo de la parte superior
del tanque hay una abertura de 2 cm de alto que permitird mantener el nivel del liquido en
una altura constante de 36 cm. Entonces, al llegar el liquido a una altura de 36 cm, se
desbordara hacia una especie de tolva que lo dirigird al tanque F. En otra de las caras del
tanque, en la parte inferior tiene una abertura rectangular de 10 cm de ancho y 6 cm de alto,
(estas medidas corresponden también a las medidas interiores del ducto rectangular B) y
alrededor de esta abertura tiene distribuidos 12 orificios que permitirdn unir el tanque con

una brida rectangular mediante tornillos allen de 0.6 cm de didmetro; en la Figura 5.3 se
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Figura 5.2. Diferentes vistas del tanque A

puede ver como estdn colocados estos tornillos. De estos tornillos 8 ( 4 superiores y 4
laterales) son de cabeza rectangular y atraviesan la pared del tanque totalmente; los 4
tornillos restantes son de cabeza plana y han quedado fijos entre la base y la pared del

tanque debido a que estos estdn pegados. En la Figura 5.3 se muestra un detalle de la forma

en que estan unidos el tanque y la brida.
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Figura 5.3. Detalle de la unién entre el tanque A y la brida.

El ducto rectangular en donde va el medio poroso fue ideado originalmente para
estar constituido por dos piezas. La primera de estas piezas era un ducto con medidas
interiores de 64x10x6 cm de largo, ancho y alto respectivamente, y con una tapa de 64 x
13.8 cm de largo y ancho; se utilizé acrilico de 1.9cm de espesor y todas las piezas se
unieron con tornillos allen. En la pieza anterior se inserté un canal de 44x10x6 cm de largo,
ancho y alto en el cual se colocaria el medio poroso que deberia medir 40x10x5 cm. Esta
parte fue hecha de acrilico de 0.8 cm de espesor y todas las caras fueron unidas con
tornillos allen. El objetivo de armar asi esta parte del sistema era permitir libertad para
cambiar el medio poroso sin muchos problemas; sin embargo esto demostrd ser impractico
debido entre otras cosas a la gran cantidad de tornillos empleados, para los cuales algunas
cuerdas se barrieron y ya no cerraron correctamente lo cual trajo como consecuencia
problemas de fugas. Por otra parte, para insertar el canal pequefio se rebajaron las paredes
interiores del canal grande, pero debido a que el espesor del acrilico no es el mismo en todo
el material quedaron protuberancias que impidieron que ambos canales se acoplaran de

manera adecuada.
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Partiendo de la idea de que es importante poder cambiar el medio poroso de forma
practica y que no deberan existir protuberancias que alteren el flujo, se opté por una tnica
pieza de 64x10x6 cm de largo ancho y alto en acrilico de 1.9 cm de espesor con una tapa de
64x13.8 cm de largo y ancho. La base y las paredes laterales de esta canal se pegaron y la
tapa se unid con tornillos de 0.4 cm de didmetro que se encasquillaron para evitar que las

cuerdas se barrieran. La Figura 5.4 se muestra un dibujo de este canal.
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n | DF
jom] jon ] 0o jan] fun] = \ o |
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| |
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B) Vista frontal

Figura 5.4. Vistas lateral y frontal de la seccién de prueba.
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En la Figura anterior se observa que se colocaron mallas de acero inoxidable en los
extremos del medio poroso, esto se hizo pensando en lechos porosos hechos con particulas
que no estuvieran unidas como esferas o pequefios cilindros. También se observa la placa
que se ha colocado en el extremo superior final del medio poroso; estd placa estd enrasada
con el borde de la malla de acero inoxidable. Esta seccién del sistema ird unida a bridas por
medio de tornillos allen de cabeza plana de 0.6 cm de didmetro; las bridas a su vez se
unirdn a los tanque A y D. En la Figura 5.4 también se observan los orificios para los

tornillos y en la Figura 5.5 se observa en detalle como es que se unen la seccién de prueba y

la brida.
| : : Brida

‘ N A
Paredes del 5 : | <—Tapa
tanque A ‘
| ;
‘ Canal
? {
| ! —
777777777777777777777777777777 ] :ZWWM”%W/M <«—Base

Figura 5.5. Unién de la brida y el canal rectangular en el extremo del tanque A.

La unién del canal rectangular con la brida que va unida al tanque D es en la misma
forma que para el tanque A. Como se mencioné anteriormente las paredes laterales y la
base del canal rectangular han sido pegadas y la placa que dividird las flujos y que va
enrasada con la malla de acero inoxidable también ha sido pegada a las paredes laterales.
Beavers y Joseph manejaron diferentes alturas del espacio entre la parte superior del medio

poroso y la tapa del canal cambiando empaques de diferentes espesores. En este primer
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disefio debido a que la placa que divide los flujos ha quedado pegada a las paredes laterales
solo se podrd trabajar una altura fija de 1 cm, por lo tanto, los medios porosos que se
utilicen deberdn medir 40x 10x5 cm de largo ancho y alto respectivamente. El tanque D que
recibird el liquido de la seccién anterior ha sido dividido en dos secciones con acrilico de 6
mm de espesor; una placa vertical divide verticalmente al tanque y se une a una placa
horizontal que viene a la altura de la placa que divide los flujos en el canal rectangular
(Figura 5.6).
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Figura 5.6. Tanque D
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Las caras laterales y la base del tanque D estin unidas en forma alternada con

tornillos allen de 0.79 cm de didmetro. Las corrientes de salida son de 1atén de 1.27 cm de

didmetro interno. La unién de el tanque con la brida correspondiente es similar a la del

tanque A con la diferencia de que se han eliminado los tornillos que coinciden con la placa

horizontal que divide al tanque; esto se ve en mas detalle en la Figura 5.7.

Brida
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__________________________________

\% [&\\\\\\\&“\\ \&'\\,\wm:m
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i Tornillos allen d
Placa homomau‘ [&\\WN\\\\ \\W&\\\K@ caboa ;’:c"t‘alfgm:r
A

flujos

Base del tanque
1.9 cm de espesor

@\\\\\\\\\\\ SN\

Tornillo allen de cabeza plana

Figura 5.7. Unidn entre la brida y el tanque D

Como puede notarse, las bridas estdn unidas tanto a los tanques como al ducto

rectangular, por lo que estas bridas tiene 2 lineas concéntricas de orificios alrededor de una

abertura rectangular de 10x6 cm de ancho y alto. La linea interior de orificios sirve para

unir la brida con el ducto rectangular y la linea externa sirve para unir la brida con los

respectivos tanques. Alrededor de la linea interna de orificios se ha colocado un empaque

en ambas caras de la brida, esto con el fin de sellar esas uniones y evitar fugas. Las bridas

también fueron hechas en acrilico de 1.9 cm de espesor (Figura 50).
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Figura 5.8. Brida

El tanque F tiene 40x40x60 cm de largo, ancho y alto respectivamente como
medidas interiores; esta hecho de acrilico de 1.75 cm de espesor y todas las caras estdn

pegadas. La tuberia auxiliar es de PVC industrial de 1.75 cm de diametro interno

Un elemento importante en este sistema experimental es una bomba dosificadora
que permita manejar un amplio rango de flujos. El rango que estd bomba debe manejar
debe extenderse minimamente hasta 150 1t/hrs; este cdlculo estd hecho para un nimero de
Reynolds basado en el didmetro equivalente del ducto rectangular (4 veces el radio
hidraulico) de 2100 y sin tomar en cuenta el medio poroso. Con este flujo se lograria un Re,
suficientemente grande, lo que permitiria que los efectos inerciales interfaciales fuesen
importantes. Actualmente se cuenta con una bomba dosificadora que maneja como maximo

18 It/hr, lo cual es insuficiente para lograr un amplio rango de flujos.

Las vélvulas de solenoide estdn controladas por timers. Colocdndolas en la forma
como se muestra en la Figura 5.1 no se tiene el flujo que se esperaba cuando estas véilvulas
se abrieran, sino que se sigue recirculando el agua al tanque C. Por otra parte, actualmente
estas valvulas operan independientemente, es decir, cada una tiene un timer que las

controla, pero esto ocasiona que no se coordinen ambas valvulas y aunque se encendieran
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al mismo tiempo, posteriormente se presenta un desfasamiento. Para evitar esto se deben

controlar por un sélo timer.

Ya que se han descrito los componentes del sistema es importante mencionar que el
armado del sistema, particularmente en lo que se refiere a el ducto rectangular y su unién
con las bridas y a los tanques debe seguir un orden. Se coloca el medio poroso en el lugar
adecuado y se atornillan las bridas y el canal sin colocar la tapa, entonces se une este canal
a los tanques por medio de las bridas. Se unen, la placa que divide los flujos en el canal y

placa que divide el tanque D, una vez hecho esto se coloca la tapa.

5.2 Operacion

Una vez que se ha armado el sistema, al accionar la bomba empezard a llenarse el
tanque A con el liquido del tanque F por medio de la bomba, el flujo pasara a través del
canal rectangular, llenard el tanque D y cuando el nivel del liquido alcance el nivel de las
lineas de salida el liquido abandonari el tanque y empezard a ser recirculando cuando las
vélvulas estén cerradas o a pasar a los recipientes E, si las véalvulas estan abiertas. Aunque
la operacién parece simple, sin embargo existen varios factores que deben considerarse

antes de hacer cualquier tipo de medicién.

e El gradiente de presién debe mantenerse constante. Esto es importante ya que en el
modelo matemdtico de porosidad variable asi se ha establecido. Si el gradiente de
presién no permanece constante entonces el modelo no serd vélido para aplicarlo a los
experimentos que se efectiien. Este gradiente serd ajustado mediante el control de nivel

de liquido en el tanque D a través del sistema de tubos concéntricos.

e Efectos iniciales y finales. Tedricamente se necesitarfa un ducto rectangular con una
longitud aproximada de 2.5 m para despreciar efectos iniciales y finales; sin embargo,
podrian ser problemdtico controlar la caida de presion en esa distancia. En el sistema

que se presenta si existirdn efectos iniciales y finales, pero si se colocan una serie de
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mallas en la entrada del ducto se puede lograr uniformidad en el flujo que llega a el
medio poroso. Por otra parte se tendrian que cuantificar los efectos de las paredes
laterales y de la base del ducto en el flujo. Con respecto a las paredes laterales existen
reportes que indican que la diferencia entre la velocidad cerca de las paredes y en la
seccidn central puede se de apenas 1.8% [26]. Con ayuda del modelo de porosidad
variable se ha inspeccionado el efecto de la base del ducto. Para esto se han tomado las
dimensiones reales del ducto y las propiedades de un lecho poroso de esferas de vidrio

de 1.2 cm de didmetro para el cual se tiene £5,=0.35 y Kg,=1.02x10-3 cm?, ademis se
ha impuesto la condicién de no deslizamiento (<v ﬂ> = O) en y=H, en donde H es el

espesor del lecho poroso (ver Figura 2.6). De esta simulacién se obtiene que una
diferencia apreciable del perfil de velocidades constante que existe en la region
homogénea del medio poroso se presenta aproximadamente 4.5 cm por debajo de la
superficie permeable, por lo que se puede considerar que las efectos de la base del ducto

no afectaran en la regién interfacial.

La paredes del ducto tendrdn un efecto sobre la porosidad del lecho poroso, pero no

sobre la permeabilidad [5].

Las mediciones de flujo serdn promedio y se trabajard en estado estacionario.

5.3 Propiedades fisicas de los medios porosos.

La porosidad de un medio poroso se puede determinar cuantificando el volumen

desplazado por el medio poroso cuando se sumerge en un liquido. Se determina cual es el

volumen total ocupado por el medio (sélido mds poros) y a este volumen se le resta el

volumen de liquido desplazado, este resultado se divide entre el volumen total del medio

poroso y entonces se obtendrd la porosidad. De esta manera se determinaron las

porosidades de dos lechos formados con esferas de 1.2 cm de didmetro y cilindros de 0.3
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cm de largo, encontrdndose valores de 0.345 y 0.65 respectivamente, los cuales coinciden

con los reportados en la literatura [5,12,18].

Para estimar la permeabilidad de los lechos se podria emplear la ecuacién de
Carman-Kozeny [8] para particulas de forma esférica, y para otro tipo de particulas se
pueden emplear relaciones reportadas en la literatura o también se podria utilizar el sistema
experimental ya descrito, con la ayuda de la ley de Darcy, para lo cual es necesario conocer
el gradiente de presion. Esto lleva a la necesidad de colocar medidores de presién a lo largo
del ducto rectangular; estos medidores ademés ayudarian a saber si se tiene un flujo
paralelo, unidireccional y completamente desarrollado. Las condiciones necesarias para
tener estas caracteristicas de flujo, de acuerdo con Beavers y colaboradores [4] son ausencia
de gradientes de presion transversales y un gradiente de presién axial uniforme en tanto en
el medio poroso como en el canal y esto serd cierto si la presi6n estitica medida por arriba

del canal y la presién estatica por debajo del canal estdn en balance.

Con el gradiente de presion conocido se puede despejar K, de la ley de Darcy. Otra
manera de determinar la permeabilidad del medio poroso es a partir de la siguiente

ecuacion [5]

(5.1)

que tiene la forma de la ecuacién de una linea recta en donde la intercepcién al eje de las
ordenadas el inverso de la permeabilidad. Entonces a partir de mediciones del gradiente de

la presion en el sistema experimental se puede graficar el lado izquierdo de la ecuacién

anterior en el eje de las ordenadas y el grupo p,(v,) /u, serd graficado en el eje de las
POLs\Vs), T Hp ]

abscisas. La ecuacién (5.1) representa la ley de Darcy con la correccién de Forchheimer en

donde b es el coeficiente de Forchheimer.
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Un aspecto importante en este sistema lo constituirdn los instrumentos de medicién;
particularmente en el sistema que se tiene actualmente montado haria falta un instrumento
para determinar la masa de liquido colectado en los recipientes E y para determinar la

presion a lo largo del ducto rectangular harfan falta manémetros.

No se han efectuado experimentos; pero se espera efectuarlos en un futuro préximo;
por el momento se ha logrado tener una idea mds clara de los problemas que dichos
experimentos conllevan y de las posibles formas de resolverlos. Este primer disefio del
equipo experimental ayudard a determinar las condiciones 6ptimas de construccion y
operacidn para posteriormente lograr un mejor disefio. La idea central de este disefio serd
lograr un equipo versitil en el cual se puedan trabajar cualquier tipo de medios porosos, que
se pueda armar sin mayores problemas y en el que se puedan efectuar las mediciones
necesarias evitando al maximo los errores. Por lo tanto el trabajo futuro sobre el disefio del

equipo debe centrarse en las siguientes partes:

e Ducto rectangular. Es necesario construirlo de tal forma que se puedan colocar medios
porosos diversos y que se puedan manejar distintos valores para la profundidad del
canal (k) formado por la tapa impermeable y la superficie porosa.. Esto ultimo
forzosamente debe hacerse cambiando la posicion de la tapa, ya que si se manejaran
medios porosos con diferentes alturas, se tendria una superficie permeable distinta cada

VCZ.

e Sistema de tubos concéntricos para manejar el nivel de liquido en el tanque D.
Actualmente este sistema es un poco rudimentario y poco préctico en el que estd
restringida tanto la libertad para maniobrar como el rango de alturas que se pueden

manejar.
e Vilvulas de solenoide. Como se menciond anteriormente, no se han obtenido buenos

resultados con las vélvulas colocadas como se muestra en la Figura 5.1. En esta parte

del sistema se pueden generar algunos errores que pueden llevar a una sobreestimacion
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de los flujos mésico. Esto puede generarse debido a que existird cierta cantidad de
liquido en la linea cuando la vélvula se abra y por otro lado cuando esto suceda cierta
cantidad de liquido de la linea de recirculacién puede regresar y pasar por la vélvula.
Una forma prictica de abordar las situaciones descritas anteriormente seria colocar
vélvulas de solenoide de tres vias con las cuales se evitaria el regreso de la linea de
recirculacion y no se tendrian més problemas de paso de liquido a través de las valvulas
hacia los recipientes E; aunque se debe estimar la carga que permanecerd en la zona

entre la linea de recirculacion y la vélvula para no sobrestimar las mediciones.

e Mallas metdlicas. Para lograr una uniformidad en el flujo a la entrada del ducto
rectangular se pueden colocara mallas metélicas. Beavers y colaboradores [2,3,4,5],
colocan una serie de mallas metélicas en el tanque A en el extremo en donde estd la

abertura que controla el nivel del liquido en ese tanque.

¢ Sistema de vaciado del sistema. Es necesario colocar en un tanque una linea de salida

del iiquido para vaciar el equipo.
Algunas de las modificaciones anteriores pueden realizarse en el equipo con el que se

cuenta actualmente, pero la modificacion del ducto rectangular llevara necesariamente a la

construccién de un nuevo equipo experimental.
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CONCLUSIONES

La mayor parte del trabajo se ha concentrado en la solucién numérica del modelo de
porosidad variable y los resultados obtenidos son importantes. Se han logrado ajustar todos
los datos experimentales reportados en la literatura y se ha comprobado la importancia de
conocer perfectamente las propiedades fisicas (porosidad y permeabilidad) de los
materiales que se trabajen. Un material altamente poroso no necesariamente es también
altamente permeable, pues los poros pueden tener un bajo grado de interconexién, lo que
impedird el flujo de fluidos a través de la matriz sélida. Estas variaciones de las
propiedades de los materiales porosos se vuelven ain mdés importantes en la regién

interfacial, por lo que es importante conocerlas.

También se ha visto la importancia que tienen los efectos inerciales para Re, 21,

mas ain en materiales altamente porosos, en los cuales el arrastre debido a los esfuerzos
viscosos es comparable con el arrastre debido a la presencia de los sélidos, lo cual se puede
observar en la Figura 4.22 en donde la primera correccién de Brinkman es del mismo orden

que la correccién de Forchheimer.

Por otra parte el analisis del comportamiento de los términos de la ecuacion de
transporte de momentum para la region interfacial indica que la principal contribucién, en
el caso de trabajar con la ecuacién (3.6) se debe a la primera correcciéon de Brinkman y al
término de Darcy, si se trabaja con la ecuacién (3.42) los términos importantes son la
primera correccién de Brinkman y la correccion de Forchheimer. En algunos casos el
término de Darcy es mayor que la primera correccién de Brinkman, lo que podria ser
contradictorio si tomamos en cuenta que no es apropiado para abordar el problema de capa
limite, esto puede deberse a que contiene las variaciones de la permeabilidad en la regién
interfacial, que como ya se vio son muy importantes. En cambio la segunda correcciéon de

Brinkman puede producir resultados no esperados y en general es de un orden de magnitud
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menor que los otros términos y su eliminacién de la ecuacidn de transporte no altera los
resultados e inclusive puede mejorarlos, por lo que la ecuacién para el transporie de

momentum en la regién interfacial podria quedar en la siguiente forma:

Ara) 1 2ly)  a, E,(»)

H - V)= p,——=(v ara -6 <y<0
ox () P Kﬁ(y)< ﬁ> ﬂﬁKﬁ(y)<ﬂ> b y

0=-

que es la ley de Darcy con la primera correccién de Brinkman a la cual se le agregaria la

correccidn de Forchheimer para tomar en cuenta los efectos inerciales.

Con los resultados obtenidos de la simulacién numérica y al buscar los pardmetros
que ajustaran los datos, se ha notado que ciertos pardmetros son bésicos para este problema,
concretamente el espesor de la region interfacial, del cual serfa importante contar con datos
experimentales, pues en el modelo matematico influye las variaciones de la permeabilidad
y la porosidad y no al contrario. Ademés se necesitan resultados experimentales mas
detallados que los que se encuentran en la literatura para poder corroborar algunos de los
resultados numéricos obtenidos y entonces poder determinar con més detalle las
dependencias de algunos pardmetros como los involucrados en las condiciones de salto de
Ochoa y Whitaker [16,,17,21]. Lo anterior se podria hacer en el equipo experimental que se
ha proyectado, en donde también se podrian determinar porosidades y permeabilidades de

los medios porosos.

Se cuenta con un sistema experimental en el que se puede empezar a trabajar para
determinar las condiciones bajo las cuales se tendrda un flujo unidireccional, laminar y
completamente desarrollado; en el que se pueden detectar posibles causas que pueden
alterar el tipo de flujo y partir del cual se pueda obtener un mejor disefio. Las principales
modificaciones tendran que hacerse en el ducto rectangular en donde se inserta el medio
poros, sin embargo, esto podria traer como consecuencia que se tenga que reconstruir

practicamente todo el sistema.
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NOMENCLATURA

Apo area de la interface S-o contenida en el volumen promedio
Aw drea total del volumen promedio

Ayp porcién de A, contenida en la regién w

Ay porcién de A, contenida en la regién 7

Ay area de la interface w-7 contenidaen A,

<B> esfuerzo de Brinkman de exceso

Fg tensor de la correccién de Forchheimer

g vector gravedad

H profundidad del medio poroso

h profundidad del canal

1 tensor unitario

i, vectores unitarios base en la direccion x y en la direccién y
Ks tensor permeabilidad de la ley de Darcy

Ko permeabilidad de la regién homogénea

K /,( y) permeabilidad del medio poroso en la interregién como funcién de la posicién

L, longitud caracteristica asociada con la longitud

L longitud caracteristica asociada con el gradiente de la velocidad
> longitud caracteristica asociada con la fase fen la regién o

2, longitud caracteristica asociada con la fase oen la regién o

ng, vector normal dirigido de la fase fa la fase o

n,, vector normal dirigido de la regién o hacia la regién 7

Py presion en la fase

B o D
< P ﬂ> presién promedio intrinseco
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< pﬁ>: presion promedio intrinseco en la regién »
g ‘. C e .2
< p ‘B>a) presion promedio intrinseco en la regién @
< p ﬂ> presién promedio superficial
Ty radio del volumen promedio esférico
Re, Numero de Reynolds basado en el didmetro de particula

(T),  esfuerzo superficial de exceso
(T) R esfuerzo en el seno del fluido de exceso
vector velocidad en la fase

v desviaciones espaciales de la velocidad
velocidad promedio intrinseco

(v)
< > velocidad promedio superficial

<v ',3> velocidad promedio superficial en la regién 7
(vs)

velocidad promedio superficial en la regién @

Pleo
X,y coordenadas rectangulares
Vv volumen promedio
V., volumen promedio a gran escala.
v, volumen de la regién 7 contenidaen V
v, volumen de la regién w contenidaen V,

Simbolos griegos

o coeficiente ajustable en la condicién de salto de Beavers y Joseph
p coeficiente ajustable en la condicién de salto de Ochoa y Whitaker, sin efectos
inerciales
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B, B2 coeficientes ajustables en la condicién de salto de Ochoa y Whitaker con efectos

&p

inerciales.
espesor adimensional de la regioén de porosidad variable
espesor de la regién de porosidad variable

porosidad de la fase

£ ﬂ( y) porosidad del medio poroso en la interregion como funcién de la posicién

€4, Dorosidad de la fase Sen la region homogénea @
o profundidad adimensional del canal
Hp viscosidad de la fase g
pp  densidad de la fase g
Subindices
B identifica una cantidad asociada a la fase g
n identifica una cantidad asociada a la regién 7
o identifica una cantidad asociada con la fase o
@ identifica una cantidad asociada a la regién w
of  indica una cantidad asociada a la frontera o—f3
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APENDICE A

PROGRAMA PARA RESOLVER EL MODELO MATEMATICO DE
POROSIDAD VARIABLE

Este programa esta estructurado de la siguiente manera: en el bloque principal se

encuentran los datos que son comunes a todas las subrutinas

COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA RE,N

COMMON/PROPIEDADES/EB
COMMON/DELTA/TOL,DXY
en donde

ALFA espesor de la regién interfacial.

OMEGA localizacién de la interface fluido medio poroso.

SIG profundidad adimensional del canal (o)

RE nimero de Reynolds (Rep)

EB porosidad de la regién homogénea @ (&4,)

N nimero de nodos de la malla de diferencias finitas.

y ademds también se encuentran las suposiciones iniciales para las constantes C;y C,y H
que es la distancia entre nodos de la malla de diferencias finitas. En este bloque llama
inmediatamente a la subrutina CONSTANTES que mediante el método de Newton-
Raphson calculard nuevos valores para C, y C,. Para este cdlculo se llama a la subrutina
DIFERENCIAS en cuatro ocasiones para obtener valores para M; y M, de las ecuaciones
(3.31) y (3.32) y poder calcular las derivadas parciales de estas ecuaciones de acuerdo con
la ecuacion (3.35). Estas derivadas se requieren para calcular los nuevos valores de las

constantes de acuerdo con las ecuaciones (3.54) y (3.55).
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En la subrutina DIFERENCIAS resolvera el sistema de ecuaciones no lineales.
Esta subrutina a su vez utiliza las subrutinas FUNCION y DERIVADAS que calculan la
ecuacién (3.53) y sus derivadas. Estas dos subrutinas emplean la subrutina

COEFICIENTES que calcula las ecuaciones (3.17)-(3.19) y la ecuacidn (3.44).

Si el criterio de convergencia de la ecuacién (3.38) se satisface, entonces se
pueden calcular los perfiles de velocidad, los gradientes de velocidad o el incremento del
flujo en el canal. En caso de no converger, se calculardn nuevas constantes a partir de las
calculadas recientemente. En la figura Al se muestra un diagrama de bloques para este

programa:

PROGRAM PROYECTO

El siguiente programa resuelve la ecuacién (3.42) para la regién de porosidad variable (y<¥<0) mediante el
método de diferencias finitas.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
REAL*8 INCREMENTO
LOGICAL HI

PARAMETER(NN=500)
DIMENSION FO(2), V(NN)

COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA,RE,N
COMMON/PROPIEDADES/EB
COMMON/DELTA/TOL,DXY

OPEN(1, FILE='RESULTADOS'.DAT")

ALFA=-13
OMEGA=0.0
SIG=50
RE=0
EB=04

N=200
TERMINAR=50
INCREMENTO=0.5
I1I=.TRUE.

TOL=1.0E-09
DXY=0.0001
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A1=0.5
A2=0.5

WRITE(*,*)'1. INCREMENTO FRACCIONAL DEL FLUJQ'
WRITE(*,*)2. PERFIL DE VELOCIDADES'

WRITE(*,*)'3. TERMINOS VISCOSOS E INERCIALES'
WRITE(*,*)'4. GRADIENTES DE VELOCIDAD'

WRITE(*,*)OPCION'
READ(*,*)OPCION
H=(OMEGA-ALFA)/(FLOAT(N))

C1=3.0*(1.0/ALFA)*(1.0/ALFA)*(EB-1.0)
C2=2.0%(-1.0/ALFA)*(-1.0/ALFA)*(-1.0/ALFA)*(EB-1.0)
C3=(EB*EB*EB)/((1.0-EB)*(1.0-EB))

DO 135 WHILE (III)

CK1=Al
CK2=A2

CALL CONSTANTE(A1,A2,0PCION,C1,C2,C3,SIG,H,F1,F2,III)

IF (SIG.EQ. TERMINAR.OR.SIG.GT.TERMINAR) THEN
III=.FALSE.

ELSE
SIG=SIG+INCREMENTO

ENDIF

135 CONTINUE
CLOSE(1)

1006 END

SUBROUTINE CONSTANTE(A1,A2,0PCION,C1,C2,C3,SIG,H,F1,F2.1II)
C EMPLEANDO EL METODO DE NEWTON-RAPHSON PARA EVALUAR
C NUEVAS CONSTANTES: C, Y C,.

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
INTEGER*4 BANDERA1,BANDERAZ,FIN
LOGICAL ILIII

PARAMETER(NN=500)
DIMENSION FA(4), FB(4), FC(4), FD(4), FO(2), DP(4), CT4), TC(2)
DIMENSION V(NN),VN(21),VW(21),GV(NN)

COMMON/DELTA/TOL,DXY

COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA ,RE,N
COMMON/PROPIEDADES/EB
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450 FORMAT(1X,F15.5,1X,5(F15.5))
454 FORMAT(1X,F6.2,2X,F10.5)
455 FORMAT(1X,F10.5,1X,F10.5)

FIN=500
BANDERA2=1
[I=.TRUE.

DO 125 WHILE (II)

CT(1)=A1+DXY
CT(2)=A1-DXY
CT(3)=A2+DXY
CT(4)=A2-DXY
TC(1)=Al
TC(2)=A2

DO 900 K=1,4

IF (K.EQ.1.0R K.EQ.2) THEN
BANDERA=2

ELSE
BANDERA1=1

ENDIF

IF (K.EQ.1.OR.K.EQ.2) THEN
CK1=CT(K)
CK2=TC(BANDERA1)

ELSE
CKI1=TC(BANDERAI)
CK2=CT(K)

ENDIF

CALL DIFERENCIAS(CK1,CK2,C1,C2,C3,SIG,H,V)

FO(1)=V(N+1)-V(N)-H*CK
FO(2)=V(2)-V(1)-H*CK2*SQRT(EB)*EXP(SQRT(EB)*ALFA)

IF (K.EQ.1.0R.K.EQ.2) THEN
FA(K)=FO(1)
FB(K)=FO(2)

ELSE
FC(K-2)=FO(1)
FD(K-2)=FO(2)

ENDIF

IF (K.EQ.2) THEN
DP(1)=(FA(1)-FA(2))/(2*DXY)
DP(3)=(FB(1)-FB(2))/(2*DXY)

ENDIF

IF (K.EQ.4) THEN

DP(2)=(FC(1)-FC(2))/(2*DXY)
DP(4)=(FD(1)-FD(2))/(2*DXY)
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ENDIF

900 CONTINUE

oXeoNe!

aan

Y2=(F1*DP(3)-F2*DP(1))/(DP(1)*DP(4)-DP(2)*DP(3))
Y 1=-Y2XDP(2)/DP(1))-(F1/DP(1))

AINUEVA=AT1+Y1
A2NUEVA=A2+Y2

AI=AINUEVA
A2=A2NUEVA

CK1=Al
CK2=A2

CALL DIFERENCIAS(CK1,CK2,C1,C2,C3,S1G,H,V)

FO(1)=V(N+1)-V(N)-H*CK 1
FO(2)=V(2)-V(1)-H*CK2*SQRT(EB)*EXP(SQRT(EB)*ALFA)

F1=FO(1)
F2=FO(2)

E1=ABS(FO(1))
E2=ABS(FO(2))

IF (E1.LT.TOL.AND.E2.LT.TOL) THEN

24 2k e ke sk 3de ok s sk >k e e e Sk ok sk Sk sk ke ok sk e ok ok 3k ok ke sk vk sk 33k sk sk ok 3k 3k ke sk sk sk 3k skook sk sk e sk sk ok sk sk ke ks sfe sk ok sk skoskeodkeosk ke sk ks

* INCREMENTO FRACCIONAL DEL FLUJO
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IF (OPCION.EQ.1) THEN
PSI=3-6*(A1/SIG)
WRITE(1,454)SIG,PSI

ENDIF
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* CALCULO DEL PERFIL DE VELOCIDADES
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IF (OPCION.EQ.2) THEN

DELTAY=SIG/20

DO 460 KJ=21,1, -1
YN=DELTAY*(KJ-1)
VN1=0.5*SIG*SIG*(1-(YN/SIGY*(YN/SIG))
VN2=A1*SIG*(1-(YN/SIG))
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460

480

470

nnon

500

oNoNe!

VN(KJ)=VN1-VN2
WRITE(1,455)YN,VN(KJ)
CONTINUE

Y=0

DO 480 KJ=N+1,1, -1
WRITE(1,455)Y,V(KJ)
Y=Y-H

CONTINUE

YW=ALFA

DO 470 KJ=1,20
VW(KJ)=A2*EXP(YW*SQRT(EB))+1
WRITE(1,455)YW,VW(KJ)
YW=YW-0.5

CONTINUE

ENDIF
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* TERMINOS VISCOSOS E INERCIALES
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IF (OPCION.EQ.3) THEN

Y=ALFA+H
DO 500 KJ=2,N
X1=Y

CALL COEFICIENTES(X1,C1,C2,C3,P,Q,R,E,FH)

PB=(V(KI+1)-2*V(KN+V(KJ-1))/{(H*H)
SB=P*((V(KJ+1)-V(KJ-1))/(2*H))+(-P)*(-P)*V(KI)
ED=C3*(((1-E)*(1-E) )/(E*E))*V(KI)
CF=FH*V(KD)*V(KI)
G1=PB/E
G2=SB/E
G3=-ED/E
G4=CF/E
SUMA=G1+G2+G3+G4
FF=(1/(100*(1-E)))*RE
PER=(1+G1+G2)/(V(KI)+FF*V(KI)*V(KI))
WRITE(1,450)Y,G1,G2,G3,G4,SUMA
Y=Y+H

CONTINUE

ENDIF
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* CALCULO DE GRADIENTES DE VELOCIDAD
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IF (OPCION.EQ.4) THEN
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DELTAY=SIG/20
DO 1060 KJ=21,1, -1
YN=DELTAY*(KJ-1)
VN(KF)=-YN*YN+A1
1060 CONTINUE

Y=0
GV(N+1)=(V(N+1)-V(N)/H
WRITE(1,455)Y,GV(N+1)
Y=H
DO 1080 KJ=N,1, -1

GV(KJ)=-(V(KJ)-V(KJ+1))H
WRITE(1,455)Y,GV(KJ)
Y=Y-H

1080 CONTINUE

YW=ALFA
DO 1070 KJ=1,20
VW(KI)=SQRT(EB)*A2*EXP(YW*SQRT(EB))
WRITE(1,455)YW,VW(KJ)
YW=YW-0.5
1070  CONTINUE

ENDIF

I1=.FALSE.
ENDIF

IF (BANDERA2.GT FIN.OR.BANDERA2.EQ.FIN)THEN

WRITE (*,*)NO CONVERGENCIA. PROGRAMA TERMINADO'
II=.FALSE.

III=FALSE.
ENDIF

BANDERA2=BANDERAZ+1
125 CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINE DIFERENCIAS(CK1,CK2,C1,C2,C3,S1IG,H,V)

C RESUELVE UN SISTEMA DE ECUACIONES NO LINEALES MEDIANTE EL METODO DE

NEWTON-RAPHSON. EL SISTEMA ECUACIONES QUE SE GENERA AL APLICAR DICHO
METODO SE SOLUCIONA CON EL METODO DE CROUT (31}

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

REAL*8 L

PARAMETER(NN=500)

DIMENSION V(NN), Z(NN), X(NN), L(NN,NN), UNN,NN), A(NN,NN)
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COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA RE,N
COMMON/PROPIEDADES/EB
COMMON/DELTA/TOL,DXY

M=100

CF1=CK2*EXP(SQRT(EB)*ALFA)+1
CF2=0.5*SIG*SIG-CK1*SIG

V(1)=CF1
V(N+1)=CF2

DO 101=2,N
V(DH=CF1+FLOAT(D)*((CF2-CF1)/(OMEGA-ALFA))*H
10 CONTINUE

I=1
DO 20 WHILE (I.LE.M)
Y=ALFA+H
I=1
X1=Y
X2=V(2)
X3=V(3)
X4=CF1

CALL FUNCION(X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,F)

CALL DERIVADAS(J,X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,DF1,DF2,DF3)

A(1,1)=-2+H*H*DF1
A(1,2)=1+H*H*DF2
A(1,N)=-(V(3)-2*V(2)+CF1+H*H*F)

Y=Y+H

DO 30 J=2,N-2
X1=Y
X2=V({J+1)
X3=V(J+2)
X4=V({D)

CALL FUNCION(X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,F)

CALL DERIVADAS(J,X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,DF1,DF2,DF3)

A(,J)=-2+H*H*DF1
A(J,J-1)=1+H*H*DF3
A(J,J+1)=1+H*H*DF2

A N)=-(V{I+2)-2*VJ+ D)+ V(D +H*H*F)
Y=Y+H

30 CONTINUE
J=N-1

X1=Y
X2=V(N)
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40

50

60

70

80

X3=CF2
X4=V(N-1)

CALL FUNCION(X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,F)

CALL DERIVADAS(J,X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,DF1,DF2,DF3)

A D)=-2+H*H*DF1
A(JJ-1)=1+H*H*DF3
A N)=(CF2-2*V(N)+V(I)+H*H*F)

KI=N-1

L{L,D=A.1)
U(1,2)=A(1,2)/L(1,1)

DO 40 J=2,KI-1
LJJ-1)=A{J.J-1)
L{J.DH=AJ.N-LAI-H*UJ-1.D
U J+D)=AJJ+ /L))
CONTINUE

L(KLKI-1)=A(KLKI-1)
L(KLKI)=A(KIKI)-L(KILKI-1)*U(KI-1,KI)

Z{1)=A(1,KI+1)/L(1,1)

DO 50 J=2,KI
Z(H=(1/LEIN*AJKI+1)-LAJ-1)*Z(J-1))

CONTINUE

X(KDH=Z(KI)

DO 60 J=KI-1,1, -1
XM=ZD)-Ud I+ 1)*XJ+1)

CONTINUE

DO 70 J=2,N
VI)=V(H+X{J-1)

CONTINUE

SUMA=0

DO 80J=2,N
SUMA=SUMA+X(J)*X()

CONTINUE

VECTOR=SQRT(SUMA)

IF (VECTOR.LE.TOL) THEN

GO TO 2000
ENDIF

I=I+1
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20 CONTINUE
WRITE(*,*)NUMERO DE ITERACIONES EXCEDIDO'
RETURN

2000 END

SUBROUTINE FUNCION(X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,F)
C CALCULA LA FUNCION © DEFINIDA EN LA ECUACION (3.53)
$DEBUG

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA RE.N
CALL COEFICIENTES(X1,C1,C2,C3,P,Q,R,E,FH)
F=P*((X3-X4)/(2*H))+Q*X2+FH*X2*X2-R

RETURN
END

SUBROUTINE DERIVADAS(J,X1,X2,X3,X4,H,C1,C2,C3,DF1,DF2,DF3)
C CALCULA LAS DERIVADAS DE LA ECUACION (3.53)

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)

COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA,RE,N
COMMON/DELTA/TOL,DXY

XA1=X2+DXY
XA2=X2-DXY

IF(J.EQ.N-1) THEN
XB1=X3
XB2=X3
ELSE
XB1=X3+DXY
XB2=X3-DXY
ENDIF

IF (J.EQ.1) THEN
XC1=X4
XC2=X4
ELSE
XC1=X4+DXY
XC2=X4-DXY
ENDIF
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ann

CALL COEFICIENTES(X1,C1,C2,C3,P,Q,R,E,FH)

B1=P*((X3-X4)/(2*E))+Q*XA1+FH*XA1*XA1-R
B2=P*((X3-X4)/(2*H))}+Q*XA2+FH*XA2*XA2-R
D1=P*((XB1-X4)/(2*H))+Q*X2+FH*X2*X2-R
D2=P*((XB2-X4)/(2*H))+Q*X2+FH*X2*X2-R
E1=P*((X3-XC1)/(2*H))+Q*X2+FH*X2*X2-R
E2=P*((X3-XC2)/(2*H)+Q*X2+FH*X2*X2-R

DF1=(B1-B2)/(2*DXY)
DF2=(D1-D2)/(2*DXY)
DF3=(E1-E2)/(2*DXY)

RETURN
END

SUBROUTINE COEFICIENTES(X1,C1,C2,C3,P,Q,R,E,FH)

COEFICIENTES P(Y), Q(Y), R(Y) DE LA ECUACION DIFERENCIAL Y CALCULO DE VALORES
DE E(Y).

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
COMMON/PARAMETROS/ALFA,OMEGA RE,N

PD=3*C2*X1*X1+2*C1*X1
C5=C2*X1*X1*X1+C1*X1*X1
E=1+C1*X1*X1+C2*X1*X1*¥X1
P=-PD/E
Q=(1/(E*E))*(PD*PD-C3*C5*C5)
R=-E
FH=-(RE/100)*({1-E)/(E*¥E))*C3

RETURN
END
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