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Introduccion

Las ecuaciones de movimiento de la interaccion de vértices puntuales fueron intro-
ducidas por Helmholtz (1858). En este trabajo, Helmholtz fue el primero en hacer
explicitas propiedades clave de aquellas porciones de un fluido en las cuales ocurre
la vorticidad. Aunque su investigacion estaba motivada en parte por su interés
en el efecto de la friccién dentro de un fluido, la teoria desarrollada se restringe a
la dinamica de un fluido perfecto incompresible con vorticidad. Hacia el final de
su articulo, introduce el concepto de filamentos verticales paralelos infinitamente
delgados de vértices, cada uno de los cuales contiene una cantidad invariante de
circulacién. En forma equivalente, podemos considerar la traza de esta familia de
filamentos, intersectandolos con un plano perpendicular a todos ellos, estos puntos
de interseccién se conocen como vértices puntuales, y podemos pensar que juegan
un papel andlogo al de las masas puntuales en mecanica celeste.

El modelo de vértices puntuales se ha aplicado también a la descripcion de vértices
en helio liquido, el cual se comporta como superfluido. También ha sido aplicado
a superconductores.

Los campos de velocidades de fluidos incompresibles no viscosos en el plano se des-
criben como el campo vectorial gradiente antisimétrico del Hamiltoniano de una
funcién cuya derivada es holomorfa (funcién derivable en todo punto de un abierto
con respecto de la variable compleja), como el logaritmo natural. Comenzaremos
con los campos de un vértice y de un vértice puntual en términos del logaritmo,
describiendo como se extiende a casos mas generales. Esta es una consecuencia
al uso de las ecuaciones de Euler que describen la dindmica de fluidos incompre-
sibles, que conducen a una ecuacion de Laplace o de Poisson. Extendiendo a la
interaccién de N vortices para un fluido en el plano, aparece asi un Hamiltoniano
de tipo logaritmico.

Comenzaremos describiendo la dindmica de un fluido perfecto incompresible para
asi llegar a las ecuaciones de movimiento de la interaccién de vértices puntuales.

Dado un campo con fluido incompresible y velocidad de distribucién v = (v, vy, v,)
€ R3, el campo de vorticidad asociado es

w=VXxv. (1)
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Observemos que si v = (z, %) entonces w es un escalar, mientras que si v € R?, w
es un vector.

La condicién de incompresibilidad (o conservacion de masa) es dada por
V.v=0. (2)

Tomando el rotacional y la divergencia de (1) y (2) (ver Apéndice A.1) tenemos
las relaciones

V-w = 0,
Vv = V(V-v) =V x(VxVv)=-V Xw.

Si la divergencia de la velocidad es integrable sobre un volumen finito V' € R3, el
teorema de la divergencia nos dice que (ver Apéndice A.2)

/V-de:/w-ndS:O, (3)
v s

donde S es la superficie que acota el volumen V' con unidad normal externa n.
Esto es, el flujo de vorticidad a través de una superficie cerrada es cero. El mismo
razonamiento se tiene para el flujo del campo de velocidades.

El flujo es irrotacional si V x v = 0, es decir, si la vorticidad es cero. En este caso
existe una funcion escalar ¢ llamada potencial de velocidad, tal que v = V¢
siempre y cuando el flujo esté en todo R3. De la ecuacién (2) se tiene que ¢ satisface
la ecuacién de Laplace V2¢ = 0 y escribimos v = v, para el flujo del potencial. En
general, el campo de velocidades puede ser descompuesto en términos del potencial
de velocidad mas un vector potencial solenoidal ¥, donde V - ¢ =0y

Vv=uvs+u,=Vo+V X (4)

El segundo término es generado de la distribucién de vorticidad.
De la ecuacién (1) tenemos que

Vi) = —w. (5)
Por lo tanto, el vector potencial satisface la ecuacién de Poisson con vorticidad

sobre el lado derecho. Podemos escribir la solucién de esta ecuacion de Poisson en
términos de la funcién de Green para el Laplaciano (ver Apéndice A.4):

= / Glx — 2)w(2)dz, (6)

donde
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—s-log |zl (en R?),

G(x) = { 1 5 (7)
Em (en R ),

V2G(x) + 6(x) = 0, 8)

donde §(x) es la distribucién de Dirac. Luego, como v, = V X 1, tenemos
vu(x) = Vx /G(x — 2)w(z) dz
= /V X G(x — 2)w(z) dz.

Si x € R?
V xGlx) = —%(DxGy _D,G.)
- SR
SixeR3
VX Gx) = o (DG~ DG+ (~DeCe + D.G)j + (DG, — DyGK)
1 1 0 z -y
CwRP\ ), o )

donde 1i,j,k son los vectores canénicos. Por lo tanto,

00) = [ Kix = 2)u(e) ds

donde K es el nucleo singular de Biot-Savart definido como

2 T (9 2) (en RY)

0 =z -y
K=91 . -z 0 =z (en R3)
A [|[]® :

y —x 0

Para un fluido incompresible no viscoso en tres dimensiones las ecuaciones de

Euler son dadas por
Dv  Ov
E_E_}—V.VV__VP’ (9)

donde p es la presion.
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Una cantidad escalar fundamental asociada con la vorticidad es la circulacién
['(C) = §,v-ds del fluido alrededor de una curva cerrada. El resultado principal
concerniente a la circulacion es el Teorema de circulacién de Kelvin, el cual
dice que en un fluido incompresible, regido por fuerzas conservativas, la circulacion
I'(t) alrededor de una curva cerrada C(t) moviéndose con el fluido es constante,
es decir, dI'/dt = 0.

Figura 1: Teorema de Circulacién de Kelvin

Lema 0.1 Sea u el campo de velocidades de un flujo y Cy un anillo cerrado, con
C = (Cy) el anillo transportado por el flujo (Fig. 1). Entonces

Demostracién. Sea x(s) una parametrizacion del lazo Cy, 0 < s < 1. Entonces
una parametrizacién de C' es ¢(x(s),t), 0 < s < 1. Esto es, por definicién de la
integral de lina y la derivada material,

d

G [veas= 5 [ w0 otxds) s
' Dv

0
= [ Botxo)0.0) - 5-otx(s) s
# [ V666,00 5 2 o(x(), .

Como 0v¢ /0t = v. el segundo término es igual a

1 1 [
| ¥(6x9).0.0)- Govotxts). s = 5 [t w6, s =0
(ya que C' es cerrada). El primer término es igual a
Dv
- Ftds,

asi queda probado el Lema. O
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Teorema 0.1 (Teorema de Circulacion de Kelvin).

d
—I'(C) =0.
-1(C)
Demostracién. Utilizando el Lema anterior y el hecho que Dv/Dt = —Vp,
tenemos que
d d Dv
—I(C)=— cds= | —d
it (©) dt/cv = ). Dt

= —/ Vp-ds=0 (yaque C es cerrada). O
c

El teorema de Stokes nos dice que

Fz}(V-dSz/w-ndS, (10)
c A

donde A es una superficie abierta acotada por la curva cerrada C. Esta féormula
nos muestra que la circulacién es el flujo de la vorticidad a través de una superficie
abierta A acotada por la curva.

Tomando el rotacional de la ecuacién de Euler (9) y la identidad,

1
V-VV:§VV2—VX(U,

obtenemos la ecuacion general de evolucién para la vorticidad
wi+v-Vwo=w-Vv—-—wV. -v+Vpx Vp.

En un fluido barotrépico la presion depende solo de la densidad y si esta es
constante tenemos que Vp x Vp = 0, dando en este caso la ecuaciéon de Helmholtz

w+v-Vwo=w-Vv

llegando asi a las ecuaciones de evolucion de los vértices,

D
Fc; =w- Vv, (11)

la evolucién de la vorticidad depende solamente de los valores locales de la velo-
cidad y de la vorticidad del fluido.

En dos dimensiones la vorticidad es un escalar. Ya que la vorticidad es perpendi-
cular a la direccién en la cual el flujo cambia w - Vv = 0 la ecuacién de evoluciéon
es

Dw
=0 12
Dt ’ (12)
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v Ou
donde w = (8_ — 8_) Ademas el vector potencial 1 se vuelve una funcion
Z Y

== (4 0 ) (5 ) et

La ecuacién para una particula de fluido se convierte en

2 =v=(¢y, —,).

escalar

Sea v = Ham(y) = (g—f, —g—f) el campo de velocidades de un fluido y la funcién
f(z) = —=I'In z en la rama principal C\{0} donde I" € R es diferente de cero. Si z =
re? entonces f(z) = —I'Inr—T4%6. Si tomamos H(¢)) = —T'lnr = —(I'/2) In(2? +
y?), entonces Ham(y)) = L (—y, ) es un campo de velocidades definido en R? \
{(0,0)} que en cada punto es tangencial a la circunferencia correspondiente con
centro en el origen, de aqui tenemos que las ecuaciones canénicas de Hamilton

Son:

: aH( 0 : (9H( 9
X = —\ X : = ——I\Z N
ay 7y7 ) y 8]) 7y’
Yy T
- I—7 -
x? 4 y? 22 4y

Las particulas estan recorriendo las circunferencias con velocidad angular T%, lo
cual significa que la orientacion estd determinada por el signo de I'. Ademas, la
integral de linea tiene valor constante, es decir

T 2m
]{ﬁ(—ydx + zdy) = F/ (sin?(t) + cos(t))dt = 2nT.
ety 0

Finalmente, mediante la identificacién de R? con C, el campo de velocidades de
los vortices se puede escribir en forma compleja como

r r
1z = i—. (13)

Ham = Tl —

2] z

El sistema (13) de ecuaciones diferenciales para el vértice puntual se escribe en
forma compleja como

. T

ZzZ=1—.

z
El sistema de N voértices sobre el plano puede ser descrito de la siguiente forma.
Sean z, = xp + 1y, € C las coordenadas del k-ésimo vortice con vorticidad I'y, k =
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., N. De tal forma que el espacio de configuracién es C" = R?". Las ecuaciones
de movimiento estan dadas por la siguiente expresion

N
2k — 2 . I
— T = E——— 14
Zk ZZ l|2k_21|2 Zng_gl ( )
I#k I#k

Este problema presenta muchas analogias, pero también muchas diferencias con el
problema de N cuerpos en mecanica celeste. Una de las principales diferencias es
que se trata de un campo vectorial de velocidades y no de aceleraciones como en
mecanica celeste. En mecanica celeste las masas son positivas por lo que el centro
de masas siempre esta definido, en el problema de N vértices, la vorticidad total
puede ser cero, en este caso el centro de vorticidad no esté definido. Otra diferencia
es el factor ¢ el cual me dice que la configuracién esta rotando, al contrario de la
mecanica celeste que el movimiento es atractivo. Debido a que el denominador es
de grado 2 hay muchos calculos que podemos simplificar.

Las soluciones mas simples de describir para problemas de vértices puntuales son
las que corresponden a configuraciones de vértices puntuales que puedan moverse
sin cambiar de forma, es decir las soluciones de equilibrio relativo. En este
caso el movimiento del sistema de vértices consiste de una rotacién uniforme
respecto de un centro fijo, o de una traslacién uniforme. Los equilibrios relativos
mas simples son aquellos donde la configuracién de N vértices forma un poligono
regular de NV lados con las vorticidades iguales.

Estamos interesados en los equilibrios relativos en el plano formados por 2 poligo-
nos regulares concéntricos. Los poligonos tienen el mismo nimero de voértices
N = 2,3,4. Escribimos z; 4 = sqp*, donde 0 <k < N —1y1<d <2, es la posi-
cion del k vortice del d-ésimo poligono, s4 es un nimero complejo distinto de cero
y los p = ™™ son las raices de la unidad. También queremos estudiar los equi-
librios relativos en configuracion de paralelogramo para determinar cémo pueden
ser los valores de las vorticidades y finalmente estudiar la estabilidad espectral de
dichos equilibrios relativos para N + 1 vértices.

Un ejemplo de estas configuraciones se puede ver en los huracanes, la formacién de
poligonos ocurre frecuentemente en las paredes de nubes y relampagos de huraca-
nes fuertes. Ellos aparecen frecuentemente a causa de configuraciones repentinas
de cimulos de células. La interferencia de modelos producida por un espectro de
ondas gravitacionales que se propagan horizontalmente pueden ser una explica-
cién para la formacion de poligonos en la pared del ojo (nubes que rodean el ojo,
es la parte més fuerte de la tormenta que se compone de los vientos mas fuertes).
En la pared del ojo de los huracanes a menudo se observa que se forman comple-
ta o parcialmente hexdagonos, pentagonos, cuadrados 6 triangulos. Estas formas
geométricas usualmente rotan ciclénicamente con la circulacion de la tormenta.

e Un pentagono se formé en el ojo del huracan Anita en 1977.
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e Otro ejemplo fue el modelo pentagonal que tenia la apariencia de una estrella de
mar observado en el ojo del huracan Isabel el 12 de septiembre de 2003; el modelo
fue debido a 6 distintos mesovértices, uno de ellos localizado en el centro y los
otros 5 organizados simétricamente alrededor del centro y permanecié fijo unas
cuantas horas mientras rotaba ciclénicamente dentro del ojo. El 13 de Septiembre
se observé un modelo distinto de cuatro mesovértices formando un cuadrado [11].

Figura 2: Hexdgono formado en el ojo de un huracan (izquierda), huracdn Isabel 12 de
Septiembre (derecha,).

Configuraciones con dos poligonos de vortices fueron estudiadas por muchos au-
tores. Més recientemente, Celli, Lacomba y Pérez-Chavela [5], encontraron las
configuraciones de equilibrio relativo para dos poligonos regulares concéntricos
suponiendo que las vorticidades sobre cada poligono son iguales.

Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos. En el capitulo 1, desarrollamos
los antecedentes sobre la teoria de vortices, los resultados encontrados para un
poligono regular y estudiaremos algunos ejemplos de configuraciones en equilibrio
relativo, el cdlculo de la velocidad angular para un poligono regular y las condicio-
nes que deben tener las vorticidades para que la configuracion de poligono regular
sea un equilibrio relativo.

En el capitulo 2, estudiamos la teoria para dos poligonos regulares concéntricos
y calculamos el nimero exacto de equilibrios relativos cuando los poligonos estan
formados por 2,3 y 4 vértices.

En el capitulo 3, estudiamos la configuracion de paralelogramo en equilibrio rela-
tivo con la condicion de que las vorticidades G y g ubicadas en la diagonal deben
ser iguales, la idea es encontrar las posiciones de los vértices para saber exacta-
mente cuales son las configuraciones que podemos tener, buscar la relacién entre
las vorticidades G y ¢ y asi encontrar el valor de la velocidad angular. Ademas
enunciaremos y demostraremos un teorema el cual nos dice que cuando w = 0
las vorticidades ubicadas en la diagonal deben ser iguales y con signo contrario,
y cuando w # 0 las vorticidades ubicadas en la diagonal deben ser iguales.

En el capitulo 4 estudiamos la estabilidad de los equilibrios relativos en el problema
de N + 1 vortices, es decir, N vértices ubicados en los vértices de un poligono
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regular y otro vértice ubicado en el centro. En esta parte seguiremos el trabajo de
Cabral y Schmidt ([4]). Cabe mencionar que en la segunda parte de este trabajo
encontramos un error, por lo cual nuestros resultados no coinciden.



Capitulo 1

Antecedentes

El objetivo de este capitulo es presentar los fundamentos del problema de N-
vortices en el plano que son necesarios para comprender el contenido de este
trabajo. Sélo se incluiran los resultados mas relevantes de dicha teoria con la
finalidad de que el trabajo sea autocontenido.

1.1. Descripcion del Problema

Asumiremos que la configuracion de los vértices se mueve como un cuerpo rigido,
es decir, la distancia entre los vortices permanece invariable.

Definicién 1.1 Un movimiento de N vortices es un equilibrio relativo si y sola-
mente si existe 0, tal que, para todo k,l y para todo t:

26(t) = 21(t) = €D (2,(0) — 2(0)),

es decir, el movimiento es de cuerpo rigido, donde el vortice gira un dngulo 6.

Proposicion 1.1 Si un movimiento de N wortices es un equilibrio relativo en-
tonces, en cierto tiempo, existe un numero real w tal que, para todo k,l : vy —v; =

iw(2z,(0) — 2/(0)).

Entonces una de las siguientes relaciones se satisface:

(a) v(0) =0 para todo k, es decir, el vortice estd en reposo.

(b) ve(0) = v(0) # 0, es decir, el vortice se translada.

(¢) Siw #0, existe un centro de rotacion § tal que para todo k :

v (0) = iw(2(0) — Q).

12
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Demostracion. Por definicion si el movimiento es un equilibrio relativo, entonces
para todo t

2e(t) — 21(t) = € (t)(2(0) — 2(0)),

derivando para t = 0 tenemos que:

0r(0) = vi(0) = iw(zx(0) — 2(0)).
Si w = 0 tenemos vy (0) — v;(0) = 0 asi

vk (0) = v;(0), para todo kI,

con lo cual obtenemos (a) o (b).

Si w # 0, existe Q = 2,(0) — Uk,m), veamos que la eleccién de €2 es independiente
iw
del subindice k:
(0 (0 ,
2(0) — ’;y = 2(0) — ’ZEU) & vp(0) — v(0) = iw(2,(0) — 2/(0)).

Con esto tenemos (c).

Proposicion 1.2 Si, en cierto tiempo, existe un niumero real w tal que, para todo
k,l: v, —v =iw(z,—2) entonces el movimiento de los N vdrtices es un equilibrio
relativo.

(a) Si ent =0, tenemos que para todo k : vi(0) = 0 (de nuevo w=0) entonces
la posicion del k-ésimo vdrtice es zx(t) = z(0). Esta condicion se satisface
en todo tiempo.

(b) Siexistev # 0, tal que para todo k : v(0) = v (en este caso w =0), entonces
2k(t) = zx(0) + tv. Entonces esta condicion se satisface en todo tiempo y v
es la velocidad de translacion.

(c) Siparat =0, existe Q tal que para todo k : v (0) = iw(zx(t) — ), donde
es el centro de rotacion entonces z(t) = Q + e“!(2;,(0) — Q).

Demostracién. Debemos ver que en cada uno de los tres casos zx(t) es solucién
a las ecuaciones de Helmholtz con condicién inicial zj(0) = z, esto lo haremos
invocando el Teorema de Unicidad de las soluciones.

(a) Siwvg =0, definiendo a z(t) por zx(t) = 2,(0) tenemos que

0) — —
sy =0=i S 1, 20 == —erl S

|2(0) — (0 = la—al

21 (t) satisface las ecuaciones de Helmholtz y la condicién inicial, por lo tanto el
movimiento de equilibrio absoluto es un equilibrio relativo.
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(b) Siwv, = v veamos que 2;(t) = 2;(0) +tv satisface las ecuaciones de Helmholtz
con condicién inicial z(0) = 2,

|Zk —Zl |Zk—Zz\

k£l k£

Por lo tanto una translacién rigida es un equilibrio relativo con velocidad angular
w=0.

(c) Siwv(0) =iw(z(0) — Q), veamos que z(t) = Q + “(z,(0) — Q) es solucién
al problema de valor inicial,

Z(t) = emiw(zk(O) Q):emiw(zk Q),

zwt Zk<0 - Zl zwt Zk - Zl
I = Ir———
kzyél ‘Zk 0)—21 kZ;él |Zk—21|2

cancelando e tenemos que zx(t) es solucién para todo ¢ y por lo tanto el movi-
miento es un equilibrio relativo con centro de rotacion €2. O

El sistema (14) es Hamiltoniano, y tiene la siguiente forma simpléctica §2: Sea
2k, = (Z, yx) definimos las nuevas variables

qk =/ |Tk|sgnlyzy,
e =V [Tklsgnlzys.

entonces

Q= quk A dpy = Zdeivk A dyg,
k k

por lo tanto las ecuaciones de Hamilton toman la forma

O0H

szk —i— k:O,...,N—l, (11)
OZk
donde
N
Z FkPl In |Zk — Zl|. (12)
k=1,I>k

Definicién 1.2 Las siguientes cantidades son definidas:

Vorticidad total r=>T,
Momento angular L =75,_, Ty
Momento lineal M=>Tz
Centro de vorticidad C = M/I' (cuando I' #0)
Momento de inercia S =Y T]z/?
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La energia H es una cantidad conservada ya que depende tinicamente de las dis-
tancias entre los vértices y de las vorticidades, el sistema tiene otras integrales
primeras independientes: el momento lineal y el momento de inercia. Estas inte-
grales primeras corresponden a la invariancia de las ecuaciones diferenciales (14)
bajo traslaciones o rotaciones de coordenadas. Por otro lado, el virial o momento

angular
N
L= Zf‘kzk X Zk = ZFkFl,
k=1

k<l

es una invariante del sistema, es decir, una constante que depende solo de las
vorticidades.

De las ecuaciones (14) es posible derivar ecuaciones de movimiento para las dis-

tancias mutuas de los vértices, sin referirnos a las posiciones absolutas de los
A1t — s e |2 i mi

vortices. Sea w;; = z; — z; y bjj = |w;;|*. De las ecuaciones de movimiento (14)

obtenemos
w EY Z Fk _ & + Fj + Fi
N Py Wik, Wik Wi Wy

bij = Wiy + Wiy
: Iy Ty ry iy . Iy Ty Iy T
=i (Z (w, —w—,> + == ﬂ;,..) Wy = (Z (w. vl R el K
kti ik ik ij i ki ik ik i 1J
— -2 rum (4 1),
A Wi Wi
Como w;; = —(wi, + wjy),
; (wir + wjk)2> (wik wjk:)
bi; =2 I'elm | —— ) =2 I'yIm +
’ Z ; < Wik Wik Z ‘ Wik Wik
1 1
=23 INuIm(wgw; - :
2 Telm(@uwy) (|wu<:|2 |wjk|2)

En consecuencia,

donde

w; w; w; U 1 1
Im( L ]k) = ]m( ik _]k) = Im(Wpw;y) ( S - 2) .
Wi Wik Wi, Wi jwir* |wjxl
Sea A;ji, el area orientada de el tridngulo formado por los vértices localizados en
2i, 25, 2, € C. Por la férmula de Herén, podemos calcular la superficie del tridngulo
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en términos de las longitudes de sus lados,

0 bij bjk 1
Awe=7 |57 4, 0 0 4\/b b2, 4 b, — 2(by; + by + i)
1 1 1 0
1
= Z(sz — bk — bi),
como w;; = —(wi, + wjk), Aijr = Im(w;pw;i)/2. Entonces,
= 4 Z FkUZJkA'ij ( 1 — i) X (13)
ki, bzk bkj

la cantidad o;;;, es la orientacion del tridngulo comprendido por los vértices ijk,
definida como +1 si ijk esta en el sentido contrario a las manecillas del reloj, y
como —1 si 17k aparece en sentido a las manecillas.

1.2. Resultados para un poligono

A continuacién veremos los resultados obtenidos para el caso de un poligono re-
gular y las condiciones para que en el caso de N > 4 vortices tengamos una
configuracion de equilibrio relativo, las cuales se tienen siguiendo las técnicas usa-
das por Celli, Lacomba y Pérez-Chavela [5] quienes a su vez siguieron las técnicas
usadas por Perko y Walter (1985) [19] y Elmabsout (1988) [7]. Finalmente veremos
las configuraciones de equilibrio relativo que se tienen para 2 y 3 vortices.

Podemos expresar la velocidad angular de un poligono regular de la siguiente
manera:

Proposicién 1.3 Para un equilibrio relativo, tenemos que los vortices se mueven

con una velocidad angular
N-1
N —1
= — Iy .
st (2

Demostracién. Supongamos w # 0, entonces para cierto ) y todo
ke{0,.,N—1}

r
w(sp® — Q) = Z __k—l_7

— -l
1€{0, ,N—1}\k 5P 5P
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dividiendo entre p* y sumando sobre k ambos lados de la igualdad obtenemos

RIREE VNS o) g L A=
k=0 =0 k=0 °
N1 627T’iN/N -1
por las propiedades de las raices de la unidad tenemos que >, ok = N 1 =
0, asi que
I
nlsPw=23_ > 1=
1=0 k'=1

donde k' =k — 1

(59 (7 T

vaque {p*F 1 <k<N-1}={p51<k<N-1}

(=) (e775)

por lo tanto:

O

Proposicion 1.4 El campo de velocidades generado por un poligono reqular cuan-
do las vorticidades son iguales a 1 tiene la siguiente expresion:
( ) iNzZN-1 ZN;P
v Z) = =
° N —sN 1 (9N

Demostracion. Usamos las ecuaciones de movimiento para s = 1:

N-—1
Z klz =iy V(n|z—p*) =iVIn|P(z)],
k=0

donde P(z) = I} '(z — p*). Los z — p* son primos relativos y dividen zV — 1,
asi P(z) divide a z¥ — 1. Ahora P(z) y 2%V — 1 tienen el mismo grado por lo que
P(z) = 2N — 1. Luego v;(z) =iV In |2 — 1]. Suponiendo z # 0:

d 2N —1 A\
LN — = F T NN N-1 a
2 = e Ve iz B N1

N-1 2| Mo
= Nl z N 1)
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luego

|Z|N71 1 B - sN—1

ZN-1 zN -1 ZN—1°

v1(2) = iN|z|V 1

Generalizando para todo s tenemos:

entonces

O

Proposicion 1.5 Un equilibrio relativo de p poligonos requlares concéntricos de
N lados con las mismas vorticidades sobre cada poligono no es una traslacion
rigida.

Demostracién. Debemos probar que vy 4 = twzy, 4, para todo poligono
de{1,...,p}y todo vortice k € {0,..., N — 1} del poligono. Sea d # dy

N—-1 N—-1 —
DA S Z Sy = S0
1~k |2
S — S
1=0 | k=0 —0 | dy — SdP |

SdoP* — sap'|?

—-1N-1 N-1

Ado, ZZ Rk,do — ~l,d _ kz

kozo|zkd0_zld|2 0
= 0.

N—-1N-—

Zk,do — 2l,d
Bdozg E 0 O — ().

= = o — 2a? -

—

N-1 N-1 N-1

Pkdo — Ald Rk,do — Al,do
D Ukdo = ) ir D DR
k=0

_ 2
k=0 \de{1,...p)\{do} 1=0 ’Z’“’O 214l 1€{0,... N—1}\{k}

N-1
> ) il4Aga+iT4,Ba, = 0.

def{1,...pH\{do} 1=0

Entonces para todo kg € {0,...., N — 1},dp € {1, ...,p}:

N—-1 1 N— .w N—
Vkoudo = Vko,do — E Vkdo = 77 E (Vko,do —Vhidy) = =N E (Zko,do = Zk,do) = TW 2k do -
k=0 k=0

O

Ahora veamos que para N > 4, las tnicas soluciones de equilibrio relativo po-
ligonal ocurren cuando todas las vorticidades son iguales, para demostrar esto
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necesitamos la teoria de matrices circulantes, donde una matriz circulante es
una matriz nxn donde cada renglén es un desplazamiento ciclico del renglon an-
terior (ver Apéndice B).

Usamos las matrices C'y Cy cuyo primer renglon es

N-—-1 1 +N—1 1 +N—1 9 1 +N—1 N—1
ON "1—p 1 oN P12 oN P e T o
Yy
0 1 1 1
71_p71’1_p727"'71_p7(N71)
respectivamente.

Ademas utilizamos los siguientes lemas:

Lema 1.1 Las matrices C' y Cy son diagonalizables. Los vectores propios de C

y sus correspondientes valores propios son dados por v, = (1, pk, p%, . p(N_l)k)
Yy A\ = — 2, Ay_1 = 0. Los vectores propios de Cy y
sus correspondientes valores propios son dados por v, = (1, p*, p**, . .. ,p(N_l)k) Y
A= & 1)—/~cpam0§k§N—l.

Demostracion. Por las propiedades de las matrices circulantes, la matriz C' es

diagonalizable con vectores propios v, = (1, p*, p?*, ..., p¥=Vk). Ademds tenemos
que:
N-1 N-1 gy N | N1
N = Kkl _ P (k+1)1
k ap 1— pl IN Z P
1=0 1=1 1=0
! N-1 pk +N*1 pHl . N — 15

cuando {p,1 <I< N -1} ={p,1 <I<N-1} (d,, es la funcién delta de
Kronecker)

B 12/ pth . P . N — 15 - 1 NZL el N N _ 15
721:1 pd—1"1-p 92 kNl*ZZ p—l 5 OkN-1,
N-1 k k
1 1 . . N-—1 1 . N-—
=52 7 2 P =) v =5 D Zp L ShN—1,
= P m=—k m=—Fk =1
k
1 N -1 N -1 N -1
9 Z f(m) + 5 Ok,N-1 = 5 —k+ Ok, N—1,
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donde f(m) =—1sim # 0y f(0) = N — 1. El mismo razonamiento se tiene para
Co, solo que en este caso no tenemos el término:

N-1
N-1 iy _ V=1

N 3 Ok
1=0
en la expresiéon de ;. Asi que obtenemos
N —1
Ak — T - ]{?,
en lugar de
N -1 N -1
M =——k O N_1-
k 5 + 5 OkN-1

O

Lema 1.2 Si avy_; € RY para algin a € C distinto de cero, entonces N = 2.
Si N es impar y avy_y + buy-1)/2 € R para algin a,b € C no simultaneamente
cero, entonces N = 3.

Demostracién. De la forma del vector propio vy_1 = (1,p7 %, p72,..., p~ V=),
vemos que avy_1 solo es real para los casos en que N =2 6 a = 0.

Para N impar, haciendo j = (N — 1)/2, reescribimos los vectores en términos
de j como vy_y = (1,p%,p%, ... pPN=UI) y vy gy = (1,07, p%, ..., p D),
Vamos a demostrar que avy_i + bv(y_1)2 € RY tiene solamente la solucién
trivial a = b = 0si 7 > 2. Esto es equivalente a decir que las ecuaciones escalares
—ap**i —bp" + ap2kj 4+ bp™ =0 para k =0,..., N — 1 tienen una tinica solucién
complejaa =b=0sij > 2. Asi tenemos un sistema de N = 25+ 1 ecuaciones y 4
variables. Consideremos el subsistema que consiste de las primeras 4 ecuaciones:

—a—b+a+b=0,
—ap® —bp’ +ap¥ +bp’ =0,
—ap" —bp™ + ap¥ +bp¥ =0,
—ap"” —bp* 4 ap¥ 4 bp* = 0.
Utilizando la identidad 2j +1 = N, podemos escribir la matriz de este sistema en
las variables —a, —b, a, b como:

1 1 1 1
p p?l o pt o

p2 p—2] p—2 p2]
3 3 35

P> p™ p7 p
Esta es una matriz de Vandermonde la cual es degenerada si y solamente si, dos

términos del segundo renglén son iguales, lo cual es imposible. Por lo tanto hay
una unica solucion N = 3. O
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Teorema 1.1 Para un poligono reqular con vorticidades no todas iguales existen
soluciones de equilibrio relativo solo en los casos de N = 2 y N = 3. En particular,
para un equilibrio relativo con N > 4, la vorticidad total y por consiguiente la
velocidad angular no se anulan.

Demostracién. Sea p* las posiciones de las vorticidades. Si la vorticidad total
no desaparece, tenemos que para todo k:

. . I
iw(pt —Q) =i Z P
1€{0,...n—1}\{k} P P
donde el centro de rotacién 2 es el centro de vorticidad:
N-1
1=0 L'
- N—1 :
=0 L1
Esto es equivalente a:

r
wpt = Z — w0
1€{0,... N—1}\{k}

1€{0,....N—1}\{k}
sustituyendo el valor de w:

3 I, +N—1N_1F L N1 N‘lr
1€{0,....N—1}\{k} 1=0

Dividiendo entre p*, obtenemos:

5 I, +N—1N*1F s N-1 N*F
1— 1" 9N T 9N e
1€{0,...N—1}\{k} 1=0

Como consecuencia de esto tenemos el siguiente sistema:

I'y 1 1
Fl N1 N-—1 1 1 N—-1
col = (Z hl L[ =w(2m)e
. =0 : =0
Iy 1 1

por el Lema 1.2. Ast (I'o, ..., I'y—1) — (1/N)( ;\51 I'))vo pertenece al kernel de
C. Este vector distinto de cero, cuyas componentes son reales, es colineal a v_;
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si N es par, y es una combinacion lineal de vy_1 y v(y—1)/2 si N es impar. Por el
Lema 1.3, esto solo ocurre para N =2 6 3.

Supongamos ahora que la vorticidad total es cero y que las vorticidades son ar-
bitrarias, es decir, que el movimiento es una traslacién rigida, por definicién para

todo k I
U = Z —k _l - =Y
et nong P TP

dividimos entre p* y sumamos sobre k para obtener

Iy p~! —2v
Co : =0 : :CO<N_1VN—1)>
FN—l p—(N—l)

por el Lema (1.1). Asi que (I'y,...,T'ny_1)+ (2v/(N —1))vy_; esta en el nicleo de
Cy. Es decir que (I'g, ..., I'y_1) es colineal a vyy_; si n es par, y es una combinacién
lineal de vy_1 y vn—1)/2 si N es impar. Luego por el Lema (B.1), solo existen
soluciones para N = 2 6 3. O

1.3. Algunos ejemplos

Veamos algunos ejemplos de configuraciones de equilibrio relativo para 2 y 3
vortices:

Ejemplo 1 Para N=2 cualquier configuracion es un equilibrio relativo.

d
Demostracién. Lo que debemos demostrar es que %(|z1 — 2o|) = 0, es decir, que

|21(t) — 22(t)| =cte, para esto necesitamos las ecuaciones de movimiento

L (j21(8) = 22(0) = (1) = 22(0) (A1) — 2(0) + (21(8) — 2O)E (D) - 5(0)

dt
:Z(F2+F1—F2—F1) :0

Por lo tanto |z1(t) — z2(t)| es constante a lo largo de cualquier solucién.

Ahora con este resultado, resolveremos el problema de los 2 vértices.
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Sea |z1(t) — z2(t)| = R, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
lineales para las ecuaciones de movimiento:

4(0) = iza(alt) - 5(1) (1.4)
5 = igh(alt) - 2 (1) (1.5)

que lo podemos ver de la forma

(20) - (T ) (20

R2 (I +Te) y Ki = (1,1), Ky =

los valores y vectores propios son: Ay = 0, Ay =
(—=T'y/T'1, 1) respectivamente.

Cuando I'y + I's # 0, los vectores propios no son colineales, asi que podemos
escribir a 21 (t), 29(t) en términos de la base K, Ko,

( 21 (t) ) — a(t)K, + Bt K = ( Zgglig“) )

a(t) =0 entonces «(t) = ¢,

B(t) = %(Fl +1'9)B(%) entonces f(t) = cpe/ 112}t

Por lo tanto, las soluciones al problema de dos vortices son:

21(t) Iy i/ R*(D1+T2)t i/R2(D1+T2)t

= —cy—e y  2(t) = + e
Iy

esto quiere decir que los dos vértices rotan sobre circulos concéntricos alrededor
de ¢; (centro de vorticidad).

Cuando I'y + T’y = 0 (no hay centro de vorticidad), z;(t) = Z(t) = v = constante,
integrando tenemos que las posiciones de los vortices son

21(t) = 21(0) +tv y  2(t) = 22(0) + tw.

Ejemplo 2 Para N=38 la configuracion colineal y la de tridngulo equildtero son
los unicos equilibrios relativos.
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Demostracién. Sea j; = 2z, — 2z, b; = |ji|%, donde (i, j, k) es una permutacién
ciclica de (1,2, 3). De las ecuaciones de movimiento (1.3) tenemos

b by

donde A es el area del triangulo. Esta ecuacion se satisface cuando uno de los dos

productos es cero, es decir, cuando A = 0 6 cuando <bl — i) =0.
J

Si A = 0 estamos en el caso de las configuraciones colineales. Si A # 0 tenemos que
bj = by, es decir estamos en el caso de las configuraciones de tridngulo equilatero.

Por lo tanto para el problema de 3 vortices, las configuraciones de equilibrio
relativo son las colineales y las de triangulo equilatero, estas pueden ocurrir para
valores arbitrarios de las vorticidades. Para I'y + I's + I's # 0 el triangulo rota
con respecto al centro de vorticidad del sistema con velocidad angular ¢(T'; +T's +
[3)/R? SiTy + Ty + T3 =0, el tridngulo se traslada uniformemente.

Con esto vemos que para 2 y 3 vértices tenemos un equilibrio relativo para cual-
quier eleccién de las vorticidades.



Capitulo 2

Dos poligonos regulares
concéntricos

En este capitulo deduciremos las ecuaciones que deberemos resolver para calcular
el nimero exacto de equilibrios relativos para el caso de 2, 3 y 4 vértices iguales
sobre cada uno de los poligonos regulares, las cuales resolveremos con ayuda de
la resultante de dos polinomios.

Definicién 2.1 (Resultante) Sean p y q dos polinomios, donde
p(z) = H(ZU —o) y qlz)= H(l" — Bi).
=1 =1
La resultante de dos polinomios sobre un campo K = R ¢ C se define como el

producto
n m

res(p,q) = [ [ ] ] (e = 8,
i=1 j=1
de las diferencias de sus raices.

En las siguientes 3 secciones consideraremos dos poligonos regulares concéntricos,
con un vortice en cada vértice en equilibrio relativo. El niimero total de vértices
sera N = 2n, ademds, asumiremos que los vortices de el mismo poligono tienen

. . . . S2 .
la misma vorticidad distinta de cero I'y o I's. Sea = —, si el argumento de x
S1
es 2K /n, es decir el angulo de desfase es 0, donde K es un entero, tenemos una

configuracion simétrica, es decir, los vortices del segundo poligono estan alineados
con los vértices del primer poligono; si el argumento de z es 2(K + 1/2)7/n, los
vortices del segundo poligono estan ubicados sobre los rayos que pasan por los
puntos medios de los lados del primer poligono, en este caso el angulo de desfase
en 7/n y tenemos una configuracién antisimétrica como se muestra en la gréfica
2.1.

25
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Figura 2.1: Configuracién simétrica (derecha) y configuracién antisimétrica (izquierda)

2.1. n=2

Para todo k € {0, 1}, usando la Proposicién 1.4, tenemos:

% -T USQ(Zk,l) X r 7 . QZFQ i ZFl
PP PIETE 52 2|51’
, , g2 (1_ (2) )
S1
y

v Vg, (2 1 2 il
ﬁzrl 1( k,2>+r2 - = 1 4 2
22 22 2|2k 2

Asi, para todo k,l € {0,1}, tenemos:

Vk,1 Vi1 Vk,2 V1,2

9
Zk,1 21,1 Zk,2 21,2

Por la Proposicién 1.5, la configuracién es un equilibrio relativo si y solamente si:

Vo,1 Vo2 .
— = — ¢ R.

20,1 20,2

(% . . . -y T /
Que =% € 4R implica (s2/s1)* € R. Si la configuracién es simétrica el dngulo de
20,1

desfase es 0, entonces so/s; tiene argumento K, la identidad vg1/201 = 02/ 20,2
multiplicada por |ss|? es equivalente a:

2F2[E2 F1[E2 2F1$2 FQ
+ = + =,
1 — a2 2 -1 2

multiplicando ambos lados de esta ecuacién por —(1 — %) obtenemos:

Ia? -T2t [y — Doa?
Dio? —Tia' _ yp 2 To—Tea®

) .
2t 2 2
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r
x4—5<—2+1>$2+—2 = 0,
Iy

factorizando obtenemos la ecuacion:

(- -9 (- () ().

Si la configuracién es antisimétrica el angulo de desfase es 7/2, asi sy/s; tiene
argumento (K + 1/2)r la identidad wvo1/20,1 = vo2/%0,2 €s equivalente a:

(- (o) () ()5

con lo anterior obtenemos la siguiente Proposicion:

Proposicion 2.1 Consideremos las configuracion de dos poligonos requlares concéntri-
cos con las mismas vorticidades sobre cada poligono. La configuracion es un equi-
librio relativo si, y solamente si, una de las siguientes condiciones se satisface:

» La razon sy/sy tiene argumento K7 y la siguiente identidad se satisface:

(- (o) - () -+ (() o)

» La razdn so/sy tiene argumento (K + 1/2)m y la siguiente identidad se sa-
tisface:

(:::2— (?—f+4>) (x2+ (4%+1)> =4 ((%>2+4£—j+1> . (2.2

Ahora podemos calcular el nimero exacto de equilibrios relativos exactos de dos
poligonos regulares concéntricos con las mismas vorticidades sobre cada poligono.

Teorema 2.1 Consideremos la configuracion de dos poligonos regulares concéntri-
cos con las mismas vorticidades sobre cada poligono.

s Supongamos que I'y y 'y tienen el mismo signo. Entonces existen exacta-
mente dos equilibrios relativos con argumento Km. Y existe exactamente un
equilibrio relativo con argumento (K + 1/2)m.
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» Supongamos I'y y Ty de signo opuesto. Entonces existe exactamente un equi-
librio relativo con argumento K. Y existen exactamente dos equilibrios re-
lativos con argumento (K + 1/2)r.

Demostracién. La ecuacién es de la forma (2% — a)(z? — ) — v = 0, que es
un polinomio de grado 4, es decir, que lo podemos resolver como un polinomio
cuadratico, cuyo discriminante es de la forma A = (a + 8)* — 4(af — 7) =
(B—a)?+4y,donde o = [y /T +4, B =4y /T1+1y v = 4((Ty/T1)?+4Ty /T +1).

» SiIA<0,y< —M entonces no hay solucién x > 0.
s SiA=0,v= (5 Dk y a + 3 < 0 entonces no hay soluciéon x > 0.

» SiIA=0,y= —@ y a+ [ > 0 entonces hay exactamente una solucién

(at+B)
=

x > 0, cuya expresio’n es T =
» SiA>0,— <7<aﬁya+ﬂ<06ntonces hay una solucién x > 0.
. SiA>0yo¢+B=Oov>aﬂ hay una solucién x > 0.
s SiA>(Q, B ) <y <afya+ >0 entonces hay dos soluciones x > 0.

Para la ecuacién (2.1) , si las vorticidades tienen el mismo signo A > 0y a+£ > 0,
por lo tanto hay dos soluciones de equilibrio relativo:

2

Si las vorticidades tienen signos contrarios A > 0,a+ [ < 0, hay una solucién de
equilibrio relativo:

. \/5(F2/F1 + 1) + 1/25(02/T1)2 + 460y /Ty + 25
- 5 '

Sil'i+Ty=0,A >0y a+ =0, por lo tanto tenemos un equilibrio relativo
r =1

_ \/ 5(Io/Ty + 1) £ /25(T'5/T1)? 4+ 4615 /Ty + 25

Para la ecuacién (2.2), si I'y/T; > 1,A > 0y a — 8 < 0, hay una solucién de
equilibrio:

. \/3(—F2/F1 +1) + 1/9(T2/T1)? — 1415 /T +9
= ; .

SiTy/T1 =1,A >0y a— =0, una solucién de equilibrio relativo z = 1.
Sily/Ty <1,A >0y a—p >0, dos soluciones de equilibrio relativo:

T = \/3(_F2/F1 + 1) + \/9(F2/F1)2 — 14F2/F1 +9
= 5 '
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2.2. n=3

Proposicion 2.2 Consideremos la configuracion de dos tridngulos equildteros
concéntricos con las mismas vorticidades sobre cada poligono. La configuracion
es un equilibrio relativo si, y solamente si, una de las siguientes condiciones se
cumplen:

» La razon s9/sy tiene argumento 2K /3 y la siguiente identidad se satisface:

(- (o) - () -+ {() o) e

» La razon sq/sy tiene argumento 2(K + 1/2)w/3 y la siguiente identidad se
satisface:

(:,:2— (E—?+3>) (:1:3+ (3%+1)) = -3 ((%)2%?—?“) . (24)

Demostracién. Para todo k € {0, 1,2}, usando la Proposicién 1.4, tenemos:

) 3l I
Vg1 :FQUSQ(zk,l) vr, - il L N
2k 21 |2k.1 5 53 |51
|81| 1-— 5
1
y . . .
Uk2 _ r, Vs, (21.2) L i 3 Iy
Zk,2 Zk,2 |Zk,2

2 N3 So]2°
(1= (2)") ™

Vg1 Uil Vg2 U2

= , =
Zk,1 211 Rk,2 21,2

Asi, para todo k,l € {0, 1,2}, tenemos:

Por la Proposicién 1.5, la configuracién es un equilibrio relativo si y solamente si:

Vo,1 Vo2 .
— = —= ¢ R.

20,1 20,2

Que Dl R implica (s2/s1)% € R. Si s5/s; tiene argumento 2K /3, la identidad
20,1

v0.1/20.1 = Vo,2/%02 multiplicada por |ss|® es equivalente a:

3F2Q32 3F1133
Ia? =
1—2a3 T 3 —1

+F27

multiplicando ambos lados de esta ecuacién por —(1 — %) obtenemos:

2% — (30 +Ty)a® — (30, +T1)2* + Ty = 0,
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r T T
5 2 3 2 2 2
—(3+2) - (3241 2 = 0.
! <+F1)$ (F1+)$+F1
Si s9/s1 tiene argumento 2(K + 1/2)mw/3 la identidad vg1/201 = vo2/202 €s equi-

valente a: r . .
5 2 3 2 2 2

— 34+ = 3—+1 ——==0.
! <+F1) +(F1+>I Iy

El nimero de equilibrios relativos los calculamos con el siguiente resultado.

Teorema 2.2 Consideremos la configuracion de dos tridngulos equildteros concéntri-
cos con las mismas vorticidades sobre cada poligono.

w Si Ty y Iy tienen el mismo signo. Entonces existen exactamente dos equi-
librios relativos con argumento 2K /3. Y existen exactamente 3 equilibrios

r r
relativos si — € (0,0.02012752805) y F—2 € (49.68317522, +00), 2 equilibrios
1

I
r r
relativos si F_2 = 0.02012752805 y F_2 = 49.68317522 y 1 equilibrio relativo
1 1

r
st F_2 € (0.02012752805, 49.68317522) con argumento 2(K + 1/2)7/3.
1

Definimos:

3 V5 3 V5
=4 — 1 2 _ XYY
s 2+ 5 /13 5 5

w Si—1/u3 <T'9/Ty <0 . Entonces existe exactamente un equilibrio relativo
con argumento 2K /3. Y existen exactamente dos equilibrios relativos con
argumento 2(K +1/2)7/3.

w Sily/T'y = —ps 6 —1/us. Entonces eziste exactamente un equilibrio relativo
con arqgumento 2K7 /3. Y existen exactamente dos equilibrios relativos con
argumento 2(K +1/2)7/3.

w Si—py <T'o/Ty < —1/us. Entonces existe exactamente un equilibrio relativo
con argumento 2K7/3. Y existen exactamente dos equilibrios relativos con
argumento 2(K + 1/2)mw /3.

w SiT9 /Ty < —ps. Entonces existe un equilibrio relativo con argumento 2K /3.
Y ezisten exactamente dos equilibrios relativos con argumento 2(K+1/2)m/3.

» SiTy +T9 = 0. No existen equilibrios relativos con argumento 2K /3. Y
existen exzactamente dos equilibrios relativos con argumento 2(K +1/2)w/3.

Demostracién. Tenemos el polinomio G3 = (2? — a)(z* — §) — v, donde

2
a = %4_375 — 3%4_1 y v = 3((%) —1-3%4—1), la derivada de G5 es
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Fy = (523 — 3ax — 23).

Para la configuracién simétrica tenemos que si I's/T'y > 0: a > 0,8 > 0,7 >
0,af > =, debemos estudiar el signo del discriminante de F3, el cual es A =
B2 + a?/5, pero este siempre es positivo, por lo cual F3 tiene una unica rafz real,
la cual al evaluarla en el polinomio da negativa, el limite en 0 es aff —~v > 0y el
limite en +00 es 4+00. Por lo tanto (G5 tiene dos equilibrios relativos, que se ven
como 2 tridngulos equilateros encajados, donde la razén entre los radios es mayor
que 1 y menor que 1, en cada caso.

Figura 2.2: Ty /T; = 1,z = 0.4220824404 y 2.369205407

Si 'y /Ty < 0 tenemos los siguientes casos:

w Si—1/pu3 </ <0, >0,6<0,v7>0,a8 <. Tenemos:
{z e R: 22 > ana® > B} = (Va,+00) V (B3, +00). La funcién Gy es
estrictamente creciente, en este intervalo, su limite en 0 es aff — v < 0, su
limite en /o es —y < 0 y su limite en +oo es +00. Asf{ que solo hay una
configuracion de equilibrio relativo.

Figura 2.3: 'y /Ty = —0.1495916631, x = 1.870296023

» SiTy/Ty = —puz 6 —1/ps,a > 0,5 < 0,7 = 0. El polinomio tiene dos
posibles soluciones x = /o, z = /2 pero como 3 < 0, solo hay una solucién
positiva. Asi que tenemos un solo equilibrio relativo.
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Figura 2.4: I'y /Ty = —p3,z = 0.6180339880

w Si—pg < /T < —1/pg,a > 0,8 < 0,7 < 0,a8 < . Debemos analizar
el signo de A = 3> — a3/5. Solo hay 1 valor para el cual A = 0 que es
Iy /Ty = —0.814854, evaluando este valor en GG, tenemos un solo equilibrio
relativo = 1.478223934. Para I'y/T'y € (—pus3, —0.814854), A > 0, existe
una Unica raiz real la cual es negativa, por lo tanto G5 tiene un solo equilibrio
relativo. Para ['y/T'y € (—0.814854, —1/u3), A < 0, asi que hay 3 raices
reales, no pueden haber 1 6 3 positivas porque (3 se ira para —oo, si 2 son
positivas podrian haber 1,2, 3 equilibrios relativos, para esto calculamos

res[Gs, F3, 1] = —g(—(324/3125)¢° + (16119/3125)g° — (486/3125)g"
— (5859/625)g> — (486/3125)g” + (16119/3125)g — 324/3125),

asi nos queda un polinomio en términos de g = I's/I"; y lo igualamos a 0 para
encontrar los valores de las vorticidades donde el polinomio y su derivada
tienen una rafz comun obteniendo los valores I';/T'; = 0.02012752805 A
49.68317522 vemos que no tienen raices comunes para vorticidades de signo
opuesto, por lo tanto no podemos tener 2 equilibrios relativos, analizamos
como es (3 en los valores donde el discriminante es menor que 0, y vemos
que Gz < 0 en los dos puntos criticos, finalmente puede que no hayan
raices positivas para lo cual tenemos 1 equilibrio relativo. Por lo tanto para
—u3 < T'9/T'y < —1/pus tenemos 1 solo equilibrio relativo.

Figura 2.5: I'y/T'y = —0,4, 2 = 1.603825813

w SiTy/Ty < —pg,a < 0,8 <0,y >0,a8 < . Solo tenemos 1 cambio de
signo, asi que G3 tiene 1 equilibrio relativo.
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Figura 2.6: I'y /T = =3,z = 0.6041050488

= Sil'; + T =0, evaluamos esto en el polinomio y vemos que hay 1 solucién
x = 1, pero esto quiere decir que los triangulos tienen radios iguales, por lo
tanto no tenemos una configuracion de equilibrio relativo.

Para la ecuacion (2.4), tenemos que si I';/T'1 >0:a > 0,8 < 0,7 < 0,a8 < 7. El
limite de G3 en 0 es aff — v < 0, y el limite en +00 es +00. Estudiamos el signo
del discriminante de F3 y tenemos lo siguiente:

A=0<« % = 36.0663 6 0.748586, para estos dos valores tenemos 2 equilibrios
relativos.

A>0< % € (0.748586, 36.0063), pero esta raiz es negativa, por lo tanto tenemos
1 equilibrio relativo.

A<0& % < 0.748586 y % > 36.0063, aqui existen 3 raices reales, no puede
ser 1 6 3 positivas porque el polinomio tenderia a —oo, si no tuviéramos raices
positivas ya tenemos 1 equilibrio relativo, si tenemos 2 positivas, podemos tener
1,2 6 3 equilibrios relativos, para esto calculamos la resultante del polinomio y su
derivada eliminando la variable z, es decir, obteniendo un polinomio en I'y/I";

r
Res|G3, F3] =0 & F_2 = 0.02012752805 A 49.68317522
1
para estos valores tenemos 2 equilibrios relativos, si % € (0.02012752805, 49.68317522)

tenemos 1 equilibrio relativo, y para 2 < 0.02012752805 y 2 > 49.68317522 te-
nemos 3 equilibrios relativos.

Por lo tanto en (0,0.02012752805) hay 3 configuraciones de equilibrio relativo,
en 0.02012752805 y 49.68317522 tenemos 2 configuraciones de equilibrio relativo,
en (0.02012752805,49.68317522) 1 equilibrio relativo y en (49.68317522, 4+-00) 3
configuraciones de equilibrio relativo.

Si 'y /T"; < 0 tenemos los siguientes casos:

» Si—1/pu3 <T9/T1 <0,a>0,8>0,7v<0,af > ~. Tenemos 2 equilibrios
relativos.
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-1.04 \\ “‘

Fg/Fl € (0, 0.02012752805)

[y /Ty € (0.02012752805, 49.68317522)

UJ& o8 11

U

Iy /T'1=0.02012752805

Iy /T'1=49.68317522

/; . 1 /,‘ 5
1L

[y /T € (0.02012752805, 49.68317522)

Fg/Fl € (4968317522,—1'00)

Figura 2.7: Comportamiento de G3 para T'y/T'1 > 0

Figura 2.8: I'y/I'1 = —0,3,x = 0.2470066076 y 1.260262104

w S5i /Iy = —pg 6 —1/pus,a > 0,8 > 0,7 = 0. El polinomio tiene dos
soluciones x = v/a, x = /3. Por lo tanto tenemos 2 equilibrios relativos.

w Si—pz <To/Ty < —1/u3,a>0,8>0,7>0,a8 >+, estamos en el caso
simétrico cuando las vorticidades tienen el mismo signo, el razonamiento es
similar y tenemos 2 configuraciones de equilibrio relativo.

w SiTy/Ty < —pg,a < 0,8 >0,y < 0,08 <. Aqui tenemos que A > 0,
asi que hay una sola raiz positiva que al evaluarla en el polinomio toma valor
negativo. Por lo tanto tenemos 2 equilibrios relativos.

= Sil'y + 15 =0 el polinomio nos queda de la forma

=22 —2224+1=0
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Figura 2.9: T'y /Ty = —pus

esta ecuacion tiene dos soluciones reales positivas x = 0.580692, x = 1.72208.

O

2.3. n=4

Proposicién 2.3 Consideremos la configuracion de dos cuadrados concéntricos
con las mismas vorticidades sobre cada poligono. La configuracion es un equilibrio
relativo si, y solamente si, una de las siguientes condiciones se cumplen:

» La razon sy/sy tiene argumento K7 /2 y la siguiente identidad se satisface:

(Iz_(;_j+;))(m4_(§§_3+1))zg((;;)Zgg_jH). 25)

» La razon sg/sy tiene argumento (K + 1/2)w/2 y la siguiente identidad se

satisface:
r 8
2 2 4 2
- = - - 1) =0. 2.6
(x F1> (x 3% + ) (2.6)

Demostracién. Para todo k € {0,1, 2,3}, usando las Proposicién 1.4, tenemos:

Ukt _p V(1) o 30 4iTy 3iTy
2 2 - e 5\ +2|81’27
’ ’ e (1= (2))
y
) 3i 4iT 3il
U2 _p Unlk2) p 31 i il

2k 2k 2|2k 2 592 (1 B (ﬂ>4) 2|s5]?
S2
Asi, para todo k,l € {0,1,2,3}, tenemos:

Vg1 U1 Vg2 U2

)
Zk,1 211 Rk,2 21,2
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Por la Proposicién 1.5, la configuracién es un equilibrio relativo si y solamente si:

Vo,1 Vo2 .
—= = —= ¢ iR.

20,1 20,2

Que Nl e 4R implica (so/s1)* € R. Si sy/s; tiene argumento K /2, la identidad
20,1

)

v0.1/20.1 = Vo,2/ %02 multiplicada por |ss|* es equivalente a:

4F21’2 3F1[E2 4P1{L‘4 3F2
+ = + =,
1—at 2 x4t —1 2

multiplicando ambos lados de esta ecuacién por —(1 — z*) obtenemos:
8§ T 8T r
6 2 4 2 2 2
—|{=+= —[==+1 — = 0.
v (3+F1)x (3r1+)‘”+r1

Si s9/s1 tiene argumento (K + 1/2)7/2 la identidad vg1/201 = vo2/20,2 €8 equi-

valente a:
8 I T r
6 2 4 2 2 2
_ (2422 N | _ -2 _
o (3 Fl) o (3F1 )x Iy

8 I 8 T
2 4 9 2\ 2 4 9 2 2 12 _
T (x 395) T, (a; 3x>+x T,

O

Teorema 2.3 Consideremos la configuracion de dos cuadrados concéntricos con
las mismas vorticidades sobre cada poligono.

» 511y y 'y tienen el mismo signo. Entonces existen exactamente dos equi-
librios relativos con argumento Km/2. Y existen exactamente 3 equilibrios
relativos con argumento (K + 1/2)mw/2.

= Para cualquier otro valor de las vorticidades existen evactamente 2 equili-
brios relativos con argumento (K + 1/2)w/2

Definimos:

4 7 4 7
pa=gt 5 m=g-=

w Si—1/py <T9/T'y < 0. Entonces existen exactamente un equilibrio relativo
con argumento K /2.

w Sily /Ty = —pg 6 —1/p4. Entonces existe exactamente un equilibrio relativo
con argumento K /2.
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w Si—pug < T9/Ty < —1/py. Entonces existe exactamente un equilibrio relativo
con argumento Km/2.

w 519 /Ty < —py. Entonces existe un equilibrio relativo con argumento K /2.

» Sil'y + Ty =0. No ezisten equilibrios relativos con argumento K /2.

Demostracién. Tenemos el polinomio G4 = (2% — a)(z* — ) — v, donde

2
o= E—f%—%, B = §%+1 y Y= % <<&> + %E—f + 1), la derivada de (G4 haciendo

Iy
a4 v a?+3p6

3 3 :

t=2a%es Fy =12 — %at — g donde las soluciones son de la forma

Para la configuracién simétrica tenemos que si I's/T'y > 0: a > 0,8 > 0,7 >
0, a8 > =, debemos estudiar el signo del discriminante de Fy, A = o? + 33, pero
este siempre es positivo, por lo cual F} tiene una raiz real positiva, el limite en 0 es

af—v >0, el limite en § + ~ a?w es < 0, y el limite en +00 es +00. Por lo tanto

(G4 tiene dos equilibrios relativos, que se ven como dos cuadrados concéntricos.

400

300 4

-100

-200

-300

-400

-500

Figura 2.10: T'y/T'1=10

Si 'y /T’y < 0 tenemos los siguientes casos:

w Si—1/py <T9/Ty <0, >0,6<0,v>0,a8 <. Tenemos:
{z eR: 1 2? > ana™ > B} = (Va,+o0) V (BY4, +00). Asi que solo hay
una configuracion de equilibrio relativo.

w Sily/Ty = —py 6 —1/py,0 > 0,5 < 0,7 = 0. El polinomio tiene dos
posibles soluciones x = y/a, z = /4 pero como 3 < 0, solo hay una solucién
positiva. Asi que tenemos un solo equilibrio relativo.

w Si—py < Dy/Ty < =1/pg, 0 > 0,8 < 0,7 < 0,a8 < ~. Tenemos 1 solo
equilibrio relativo.

w Sily/T) < —pg,a < 0,8 < 0,7 > 0,08 < 7. Solo tenemos 1 cambio de
signo, asi que G4 tiene 1 equilibrio relativo.
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T T T T T T T
02 04 06 08 1 12 14
x

Figura 2.12: Ty /Ty = —1/p4

» Sil; + 15 =0, evaluamos esto en el polinomio y vemos que hay 1 solucién
x = 1, pero esto quiere decir que los cuadrilateros tienen radios iguales, por
lo tanto no tenemos una configuracion de equilibrio relativo.

Para el caso antisimétrico tenemos que las soluciones positivas de la ecuacion (2.6)

son
Ty 47
xr = _— Tr =
Ve, Y 3
r 4447
Si las vorticidades son del mismo signo y 2 =+ VT tenemos 3 soluciones reales

Iy 3
positivas, si estas cantidades son iguales tenemos 2 soluciones (una la inversa de
la otra) y si las vorticidades son de signo contrario tenemos 2 soluciones reales
positivas

447

r = .

3




Capitulo 3

Configuracion de paralelogramo

En este capitulo presentaremos un teorema que nos muestra, como las configura-
ciones de paralelogramo en equilibrio relativo deben tener las vorticidades iguales
cuando la suma de estas es distinta de cero. Cuando la suma de las vorticidades
es cero, las vorticidades ubicadas en los vértices opuestos deben ser iguales en
valor absoluto pero con signos opuestos. También calcularemos las posiciones de
los vértices para tener dicha configuracion de paralelogramo en equilibrio relativo.

Una de las preguntas que nos podemos hacer es que si tenemos un equilibrio
relativo de 4 vortices en configuracién de paralelogramo, ;las vorticidades pueden
ser distintas?, la respuesta la tenemos en el siguiente Teorema:

Teorema 3.1 Supongamos que tenemos una configuracion de paralelogramo en
equilibrio relativo:

1. las vorticidades localizadas en los vortices opuestos son iquales cuando

I 40,

1. las vorticidades localizadas en los vortices opuestos son iguales en valor ab-
soluto pero con signos opuestos cuando I' = 0.

Demostracién. i. Sea by; = |z; — 2;|* con boa = bis, bos = b2 entonces
bo2 = b13, boz = b1a.

r [

39
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En general por la Ec. (1.3),

1
=4 'y A,
Z Rk (bkj bm)

k#i,j5

En el caso del paralelogramo

by = T1Amm <b b10> + 3 A023 < L) =0,

b3z b3o
bis = ToAs <b03 b01> + [ A139 <b23 é) =0,

Ccomo 602 = 613 y A021 = Algo = A023 = A132 = A tenemos

1 1 1 1 1 1 1 1
AT ([ ——— )+ ——— )| =4[ —— — )+ [ —— — |,
{ 1(503 b(n) 3<b23 521)] [ 0(503 501) 2 <b23 bmﬂ

luego
SR G ) RS () R
Ahora,
bos = I'1Ag31 <ﬁ - ﬁ) + ' Ags2 (é - b;o) =0,
b =Todno (7 = ) + Tadias (5 = %) =0,

como 602 = 613 y A031 = A120 = A032 = A123 = A tenemos

1 1 1 1 1 1 1 1
PG a) Gl AP a) 2]
{1(%2 bm) *\bas  boo "\bos  boy *\bas  bo

luego ) {(rl . (é ) bim) (T (i B b_;)} -~ (3.2)

Las soluciones para las ecuaciones (3.1) y (3.2) son:
e A =0 que es el caso colineal,

e siA#0tenemos 'y =17y Iy =TI},

® bo1 = bo2 = boz = bos,

o boy = bor = baz, bog = bo1 = baz, I'o = I's y I'y =T’y con by; = bas, —I'yp =1T'y y
Fl = —Fg con b01 = b23.

Ahora vamos a analizar cuales de estas soluciones son soluciones de equilibrio
relativo en configuracién de paralelogramo:
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1. A = 0 caso colineal, para el cual existen 12 configuraciones en equilibrio
relativo (ver Hampton y Moeckel [9]).

2. 'y =Ty y I'y = I's, vorticidades opuestas iguales, satisface la Proposicion
1.1 y sigo teniendo una configuraciéon de paralelogramo.

3. bor = bp2 = bpz = bez no se tiene ya que contradice nuestra hipotesis de
tener una configuracion en paralelogramo al no satisfacer la desigualdad del
triangulo.

4. boz = bo1 = bag, I'o = '3 y I't =Ty con bg1 = bag, —I'o = T2y I't = —1I3
con by; = bz son configuraciones de paralelogramo pero no satisfacen la
hipétesis de estar en equilibrio relativo.

Ahora analicemos las distancias mutuas entre los vortices ubicados en las diago-
nales tenemos:

. 1 1 1 1 1 1
b= Ao [ — - — )4y —— )| =A|{@-To) (— - —) | =033
o1 [2<bo3 boz>+ 3<b02 603)] [(Ts =T (boz b03>] 33)

by = A[T, (b—; - b—i) Ty (b—; _ zTL)] = Al - 1y) (é - é)} — 0(3.4)

la solucién para estas ecuaciones son I'g = I'1, 'y = I's v by = bo3, es decir el caso
del rombo.

Veamos ahora como deben ser las vorticidades para la configuraciéon romboidal en
equilibrio relativo.

Para esta configuracion en equilibrio relativo obtengo las ecuaciones

1 1 1 1
I's —T — — — ] =0 I',—T — — — ] =0
(2 =1) (502 bm) o (La=Ty) (b23 b02) ’

las soluciones a estas ecuaciones son:
a. I'y =Ty y I's = 'y no satisface la Proposicion 1.1,

b. bps = bag = by; no cumple con la hipdtesis de tener una configuracion en
paralelogramo,

c. 'y =T9yboa =boz yI's =14y bga = by, pero estas soluciones no satisfacen
las ecuaciones en equilibrio relativo.

Por lo tanto la configuraciéon romboidal no es una solucién de equilibrio relativo,
la tnica solucion de equilibrio relativo en configuracion de paralelogramo para
A # 0 la tenemos en el inciso 2.

1. Si ' = 0, el movimiento es una traslacién rigida, los vértices se mueven con
una velocidad comun v.
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Sea |20—22|* = a, |20— 23] = b, |20—21|> = ¢, 22— 23]? = d, como se trata de una
configuracion de paralelogramo tenemos que 2o — 2o = 23 — 21y 20 — 23 = 22 — 21.
Asi nuestras ecuaciones de equilibrio son de la forma:

20 — 23 20 — 22 20 — 21

(FO + Fg) —|— (FQ — F1> —|— Fl — FQ d = 0, (35)
Dy T Ay — Ty ; SCRNNG IS (e I (N ; 2 0, (36)
(To +T1) (_20;21 + g) — (4T == = 0.(37)

Igualamos (3.5) y (3.6) obteniendo:

—z — 2 oz —
(Fo—l-rl)zoc 1+(F2+F3)<Zoa ? + 0()23):07

Con esta ecuacion y la ecuacién (3.7) tenemos un sistema de dos ecuaciones, las

soluciones a este sistema son: I'y = —I'; y 'y = —TI's.

R0 — R _ R0 — %3 R0 —R2 A3 X0 ,
= 20 =21, 29 =23y = pero con esto tendriamos

que los vortices estan en colision, lo cual no es cierto en este caso.

Por lo tanto para la configuracion de paralelogramo en equilibrio relativo cuando
la suma de las vorticidades es cero, las vorticidades ubicadas en la diagonal son
iguales con signo contrario. U

Proposicion 3.1 Supongamos que tenemos una configuracion de paralelogramo
en equilibrio relativo donde las vorticidades sobre cada diagonal son iguales, es
decir, I'oc =T's y I'y =I's entonces los vortices tienen posiciones:

414 (—1,388597577)i

: . 1 3
Z()::l:lyzlzlzl:l,zozj:§y21:§021:§720

2 y
1+ (—1,388597577)i 3 4 (—1,388597577)i V2 242
21 = 021 = 720::|:_?/21: )
2 2 2 2
—3+5V3 5(14+3) ~1+5V3
Z()::t—yzlz—ozlz—,
2 2 2
G ++/9G? — 14Gg + 942 1 G ++/9G? — 14Gg + 942 1
ZO:g—{— v g+ gi_iyz1:1+g+ Vv g+ A
A9 — G) 2 A9 - G) 2
g+G+4/9G? - 14Gg + 99> V2. g+G++/9G? - 14Gg+9¢ | 1
20 = +—1yz =1+ =
Alg - G) 2 A9 - G) 2

donde zo =1 y 23 = 0 son posiciones fijas para todas las configuraciones.
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z5=(a,b) z,=(1+a,b)

Z3=(0,0) ZZ=(1rO)

Demostracién. Lo que queremos buscar es déonde deben estar ubicadas zy =
(a,b) y z1 = (1 + a,b) de tal forma que se tenga una configuracién de equilibrio
relativo, es decir, encontrar los valores de a y b, donde estos son niimeros reales.
De la Proposicién 1.1 utilizamos la definicion de equilibrio relativo para cualquier
valor de w y las ecuaciones de movimiento para 4 vortices, vemos que tenemos 6
ecuaciones, pero 3 de ellas son Combinacién lineal de las otras, asi que realmente
nos quedan 3 ecuaciones v; — vy, ¢ = 1,2, 3.

v =w= Do+ D) + T (E5 + ftehn) + 1 (st — 45

vy —vg  =w(l—a—ib)=(o+Ty) (%) + (I'1 + T'3) (1 — ;51152) )

vg— vy = —w(a+ib) = —(To+Ta) () + Ty (1 - st ) + o (gele — 1)
Multiplicando por los denominadores obtenemos:

w(a® +0*)[(1+a)* +b%[(1—a)?+b*] = (Do+T1)(a®+bH)[(1+a)* +b][(1—a)* +b]
+To[(1 4+ a)? + 0] [(a +ib)[(1 — a)® + b*] + (1 — a — ib)(a® + b?)]
+ 031 = a)” + 0)[[(1 + a)® +ib](a® + ) — (a +b)[(1 + a)* + V7],

w(l —a —ib)(a* + b*)[(1 — a)® + b°] = (T + Ty)(a® + b*)(1 — a — ib)
+ (I +T5)[(1 = a)” +][a® +b° — (a+ b)),

—w(a+ib)(a*+b%)[(1+a)*+b%)[(1—a)’+b?] = —(To+T3)(a+ib)[(14+a)*+°] [(1—a)*+b?]
+ T (a® +03)[(1 —a)* + b[(1 + a)? +b* — (1 4 a +ib)]
+To(a® +03)[(1 +a)* + b*][1 —a —ib— (1 — a)® — V7).

A los términos que estan a la derecha del igual en las tres ecuaciones anteriores
los llamaremos G1, Gy y G5 respectivamente. De la iltima ecuacion despejamos w
—Gs
(a+ib)(a® + b?)[(1 — a)? + V?][(1 + a)? + b?]

W =
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y sustituimos su valor en las dos primeras ecuaciones obteniendo:

G5 (I -a—i)Gs
a+ib (a4 ib)[(1 + a)? + b?]

= G27

despejamos el valor de —G3 de cada ecuacién y las igualamos para obtener:
(1—a—1ib)Gy = [(14 a)* + b*]Gs, (3.8)

para resolverla igualamos las partes reales y las partes imaginarias, ademas su-
ponemos que las vorticidades de las diagonales son iguales, es decir, I'y = 'y =
G, I'y =T's = g obteniendo el siguiente sistema de polinomios en términos de a y

b:
Pi(a,b) = G(a — a* — 5a® + 5a° + a® — a” + b* — ab® — 6a*b* + 2a°b* + 3a*b?
— 3a°b? + 2b* — 3ab* + 3a®b* — 3a®b* + b° — ab®) + g(a + a® — 5a® + 5a”
—a®—a" = b — ab® + 6a°b* + 2a°b° + 3a’b® — 3a°b* — 20" — 3ab* — 3a’b*
—3a’h* — b — ab®)
=0,

Py(a,b) = G(b — 2ab — 3a®b + 6a*b + 7a*b — a®b + b* — 2ab® + 6a*b* — 3a'b® — b°
—3a®V” — b") + g(b + 2ab — 3a®b — 6a°b + Ta'b — a®b + b* + 2ab* + 6a°b
—3a’V® — b° — 3a%® — ")
pu— O’

ahora calculamos la resultante de Py, P, dejando constante a b

res[Py, Py, b](a) = —65536a”(a — 1)(1 4+ a)(2a — 1)*(1 + 2a)*G?*¢*(2a(G — g) — G — g)*
(2a*(G — g) + a(G + g) — G+ g)(¢* + 4Gg + G*)?,

obtenemos un polinomio en términos de a y lo igualamos a 0 para obtener los
valores reales de a, los cuales son

G+yg G+ 9T/ — 14Gg + 9G?
0,41, +1/2. 0= ——9 _ 4— _
/0= G (970

; ahora sustituimos estos valores en los polinomios anteriores para hallar los valores
comunes de b.

= Para a = 0 los posible valores de b son +1 y G = ¢, o sea que tenemos la
configuracion del cuadrado con todas las vorticidades iguales.

1,210000668
= Sia = —1 obtenemos b = £1,210000668 y G = :I:’#g —q
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1,210000668

= Sia =1 entonces b = +1,210000668 y g = + 5 G—-G.
1
» Sia=—1/2entonces b=0,G = (9/11)gy b= iw,
G +1,388597577 B §
- 4 4
» Sia=1/2entonces b=0,G = (11/9)gy
_  LBSSOTSTT (_i1,388597577 - 1_3)
2 4 4
. G+yg
» Sia= =G entonces b =0y G = 39,G = g/3,G = —g,G = (3£2V2)g,
13 +44/3
“= 11
1 G — \/9G? — 14G 9¢? 1
-Sia:—g+ v 9+°29 entonces b = —— y G = (=2++/3)g,
4 g—G 2
1
b=y G = (2539, b=23yG=(-2+£V3)gb=11/2y
G=—g.
1 2—-14 2 1
. Sia:—g+G+\/9G G + 99 entonces b = ——yG = (=2 +/3)g,
4 g—G 2
1
b= Sy G=(22VA)g b= 2By G = (243 b= /2y
G=—g.

Tenemos un conjunto de posibles valores solucién de configuraciones de equili-
brio relativo, debemos verificar cuales de estos valores son realmente equilibrios
relativos:

e Paraa=0y b=1 con G = g las ecuaciones son de la forma:

vl—vozi(G—l—Gz’—l—g%%—g—kG%—gi) :i(g(G+g)> =13G = iw,
1
v2—vozi(2GTl—2gi+2g) =1((G+2¢9)(1 —1)) =1i3g(1 — i) = iw(1 — 1),
141 1—1

con w = 3@.

Hacemos el mismo analisis para b = —1 asi la configuracion del cuadrado esta en
equilibrio relativo cuando las vorticidades son iguales.
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e Paraa=—1/2y b=0 con G =9/11g las ecuaciones son:

v — vy = i(—G/3 + bg) =1i(52/11g) = iw
ve — vy = i(4/3G + 6g) = i(78/11g) = iw(3/2),
vs —vg = 1(5/3G + g) = i(26/11g) = 1w(1/2),

donde w = 52/11 y tenemos la configuracion colineal en equilibrio relativo cuando
las vorticidades de la diagonal son iguales.

1,388597577 —1,388597577 3
— vy G =T g las

5 _Z

Si a = —1/2 entonces b = —
e Sia /2 entonces 1 1

ecuaciones son:

v — v = 1(2,366025404g + 0,8660254041G) = i(1,415866157g) =
vg — vg = 1((1,098076211 + ,50826198861)G + (3,366025404 + 1,8968595657)¢)
. 1,388597577
i((2, T ;
((
((

2,161271755 + 1,339220232i)g) = iw <3/2

v3 — vo = i((1 + 1,896859565i)g + (0,2320508071 + 1,202560777i)G)

1 388597577>

=1((2,670,9065181918 + 1,412407228i)g) = —iw ( 1/2 — 5

donde w = —1,415866157g.

1,388597577 1,388597577 3 .
i S— yG = — 1 1 g obteniendo

un paralelogramo en equilibrio relativo girando en el sentido de las manecillas del
reloj.

Hacemos lo mismo para

e Paraa=1/2yb=0 con G =11/9g las ecuaciones son:

vy — vy = (4G — 2g9) = i(26/9g) = 1w(1/2),
vy — vy = i(—G —5/3¢g) = —i(26/9¢g) = —iw(1/2),

donde w = 52/9 y tenemos la configuracién colineal en equilibrio relativo cuando
las vorticidades de la diagonal son iguales.

1,388597577 —1,388597577 13
— v G = —— g las

= 1/2 ent b = —
e a /2 entonces 5 1 T
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ecuaciones son:

vy — vy = (2,366025404G + 0,8660254041g) = i(—6,002192871g) = iw,
vy — vy = i((1,366025403 + 1,8968595651)G + (0,6339745970 + 1,896859565i)9)
(

1,388597577
i((—3,331393071 — 3,6094403717)g) = iw (1/2 + z’#) ,
vg — v = 1((—1 4 1,8968595657)G + (—,2320508071 + 1,2025607777)g)
: 1,388597577)
2 )

(
(
(
i((2,670799798 — 4,303739159i)g) = —iw (1 /2 —i

donde w = —6,002192871g.

Hacemos el mismo analisis para b =

1,388597577 v G = (_ 1,388597577 E)

2 4 4
obteniendo paralelogramos en equilibrio relativo cuando las vorticidades son igua-

les y el poligono gira en el sentido de las manecillas del reloj.

(G +g)
2(9 - G)

e Sia= y b=0con G = (34 2v/2)g entonces a = —/2/2:

vy —vo = i((3 = 2V2)G + (3 +2v2)g) = i(2(2 + V2)g) = iw,
vy — o = i((4 — 2V2)G + (24 2V2)g) = i(6 + 4V2)g = iw(2 + V2/2),
vy —vo = i(—2(1 + V2)g) = —iw(V2/2),

donde w = 2(2 4 v/2)g. Igual procedimiento para G = (3 — 2v/2)g.

13 + 43 —1
—;—1\/_)9’ a = 7(—3 + 5\/3) tenemos:

Si G = (
vy — v = §(4028/2035 + (1664/6105)v/3)g = iw,
vy — vy = §(910/407 + (700/1221)v/3)g = iwl/2(—1 + 5V/3),

vg — vy = i(—4112/2035 + (752/2035)v/3)g = iw(—3 + 5v/2/2),

donde w = (40282035 + (1664/6105)v/3)g.

Igual procedimiento para G' = (13 —4+/3)/11g estas son configuraciones colineales
en equilibrio relativo con las vorticidades de la diagonal iguales.

SiG =3¢,9/3y —g,a = —1,1y 0 respectivamente, pero en estos casos tendremos
colisién de dos vortices, por lo tanto no podemos tener estas configuraciones.

1 — 2_ 14 2 1
1g+G—/9G Gg+9g conb= Lty @ (24 VA

e Ahora para a = 1 -G 5
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tenemos:

vy — v = i(—1,414213562)g = iw,
v — vy = 1(3,676244986 — 1,933234267i)g = iw(0,2928932190 — 0,70710678104),
vz — v = 1(0,8383900287 — 1,672623376i)g = —iw(—0,4896680294 + 0,57).

Para concluir analicemos b = \/§/ 2y G = —g, con esta restriccién obtenemos
a = +/2/2 y las ecuaciones serian:

v1 — vy = i(—1,414213562)g = iw,
vy — vy = i(—0,414213562 + i)g = iw(0,2928932190 — 0,70710678107),
v3 —vo = i(1 + i)g = —iw(0,707106781 + 0,7071067811),

. 1g+ G+ +/9G2 — 14Gg + 9¢>
eSia=-

4 g—G
a= —\/5/2:
v — vg = 1(1,414213562)g = 1w,
vy — vg = 1(2,414213562 — i)g = w(1,707106781 — 0,70710678107),
vg — vy = i(1 —i)g = —iw(—0,707106781 + 0,707106781%),

y b=+/2/2 con G = —g tenemos

estos ultimos valores forman configuraciones de paralelogramo en equilibrio rela-
tivo cuando las vorticidades de las diagonales son iguales.

En conclusién las posiciones para configuracion de paralelogramo en equilibrio
relativo con las vorticidades de la diagonal iguales que estabamos buscando son:

l.a=0conb=+1y G = —g,
2.a==%1/2conb=0y G = (11/9)g, (9/11)g,

1,388597577 +1,388597577 13
3.a==+1/2conb=4+—"—"———yG= (i’f—z)g,

2
4. :%yb:OconG:(3:&2\/§)gyG:(13:|:4\/§)/11g,
1 + 2-14 2 1
5.a:—g+G \/QG Gg+gg,conb::t—yGZ(—Qi\/g)gyb:
4 g—G 2
V1/2 con G = —g.



Capitulo 4

Estabilidad de equilibrios
relativos en el problema de N +1
vortices

En este capitulo seguiremos el método utilizado por Cabral y Schmidt [4] para
estudiar la estabilidad de una configuracién de poligono regular de N vértices y la
de un poligono regular de N vértices con un vértice central. Para la configuracion
de N vortices tenemos estabilidad espectral para valores de N < 7, en el caso de
N + 1 vortices, cuando la fuerza del vértice central tiene un valor en cierto inter-
valo, la configuracién es espectralmente estable. Para esto se siguen las técnicas
usadas en mecanica celeste ([20]). También analizaremos para que valores de las
vorticidades los equilibrios relativos formados por un poligono regular de vértices
son degenerados.

4.1. Equilibrios relativos

Sean N + 1 vértices con posiciones 2, = (z,yx) € R?*M y vorticidades 'y con
k=0,...,N. En la Seccién 1.1 definimos las ecuaciones de Hamilton (1.1)

OH
T3 = —iae.
R T s,

Ademds llamaremos a H = — > o6 Tkl In |z, — 2| la funcién potencial lo-
garftmica. Sean el vector columna z = (2g, 21, ..., 2,)7, la matriz diagonal M =
diag(Ty, Ty, ..., [y, Ty), v la matriz simpléctica

(0 Iy
(%)

49



4.1. Equilibrios relativos 50

la ecuacién anterior puede ser escrita también como
Mz =JVH,
donde, V = (0., , 0., ) es el operador gradiente sobre R*.

0 1 cos(wt)  sin(wt
Sea Jo = ( -1 0 —sirg(wi) cosiwt))
un nuevo vector coordenado € RV, el cual rota uniformemente con velocidad
angular w alrededor del origen, asi que la tranformacién es dada por z = ez,
Cambiando al sistema de coordenadas rotatorias

) de manera que e*J2! = ( ) Definamos

VMM (wlr + 3) = eV IVH(z),
las ecuaciones de movimiento son
Mi = J(—wMx + VH(x)). (4.1)
Una solucién estacionaria z satisface
0=—-wMz+ VH(Z). (4.2)

Proposicién 4.1 Una configuracion @ € R*V es un equilibrio relativo del
problema de N—udrtices si y solamente si satisface la ecuacion algebraica (4.2)
para algin valor de w.

Demostracién. La i—ésima componente en (4.2) es dada por

wFliz = Zrlrk'(;rl _i(:k)Za
. [
i#£k

lo que es igual al inciso (c.) de la Proposicién 1.1 cuando el centro de rotacién
esta ubicado en el origen, asi la configuracién es un equilibrio relativo.

Ahora, si la configuracion es un equilibrio relativo, es decir, si para todo k, i:
v; — v = 1w(z; — 2k),

por la Proposicién 1.2 tenemos que se satisface (c.), pero como estamos supo-
niendo que el centro de rotacion esta fijo en el origen, tenemos que v; = iwz;,
multiplicando ambos lados de esta ecuacion por I'; tenemos que

Z Firku = wlyz,
i#k ‘

que es la i-ésima componente de la ecuacién (4.2). a
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Con esto concluimos que la Proposicién 4.1 puede ser tomada como una nueva
definicion de equilibrio relativo ya que es equivalente con la Definicién 1.1 dada
en el Capitulo 1.

Ahora, hacemos producto escalar de la ecuacién anterior con & = (1,p,...,pV 1)
para encontrar el valor de w
~T ~
' VH(z
P Mzx

Como
H(Ar) = —InA> T.Ty+ H(z), A>0,

derivando con respecto a A y fijando A = 1, obtenemos

o' VH(z) = — ZFiFk,

i<k

la cual nos da una expresién mas simple para el numerador en (4.3). Sea S() el
momento de inercia,

N
S@) = =3 Tellall? = 237 M7
2 PR 2 '

k=0

Entonces la velocidad angular para el sistema coordenado rotando uniformemente
se puede escribir como
_ Zi<k LT

w= 25(7) (4.4)

4.2. Estabilidad espectral

La linealizacién del sistema (4.1) alrededor del punto de equilibrio & con z = T+¢
es:
ME = J(—wM + D*Hy)E. (4.5)

Supongamos que & = eMZ es solucién de la ecuacién (4.5)
MMeMZ = J(—wM + D*Hy)eM Z,
(A —wI+ M 'D*Hy)Z = 0.

Soluciones de la forma ¢ = e*Z existen cuando

det[J(—w + M *D?Hy) — M| = det[A\J — wI + M~'D?Hy| = 0.

Llamamos a un nimero complejo A un valor propio del equilibrio relativo T si:

det[\J —wl + M~'D*Hy) = 0, (4.6)
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con
H() = —5(&+OTM(@+&)+H(@+¢),
VH(0) = —wMi+VH(%)=0,
D?*H(0) = —wM + D*H,,

donde D?H, es la Hessiana de H en 7.

Definicién 4.1 Un equilibrio relativo & de (4.1) es espectralmente estable si
los valores propios del polinomio caracteristico son todos cero o 1maginarios puros.

El problema a ser considerado es un poligono regular de N vortices iguales con un
vortice adicional en el origen. Como habiamos definido al principio p es la N-ésima
raiz de la unidad. La posicién del k-ésimo vértice es p* y su vorticidad es I'y. La
vorticidad del vortice en el origen es I'y. La funcién potencial (1.2) se escribe

H= Fng + 'y I'nHo,

donde las dos funciones son dadas por

| NoIN-
H = — Z In|z; — x| = ~3 Z Z In|z; — ikl (4.7)
0<i<k<N =0 k=1
consideramos i + k (méd N) y
N-1
Hy = — Z In|z; —zn|. (4.8)
k=0

Sin perdida de generalidad podemos tomar I'y = 1 y escribir I' = 'y, con esto
tenemos que la funcién potencial a ser considerada es H = H; + I'Hs.

El momento de inercia es entonces S(Z) = N/2 y la velocidad angular es

N-1
w=-——-T. (4.9)

4.3. Calculo de la matriz Hessiana D?*H,

Las raices n-ésimas de la unidad se pueden usar para formar una matriz 2N x 2N
_1/2 _ ..
cuyo elemento Wjj es VN ' e 2mik/N

wo— | . ' (4.10)
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Las columnas de esta matriz son ortogonales y por tanto la matriz es unitaria y por
consiguiente define una transformacién simpléctica en R*V. Esto es débido a que se
puede interpretar cada complejo p* como una submatriz 2 x 2 con nimeros reales
como entradas que rotan los puntos del plano. Cada una de estas submatrices
tiene la forma

cos2rk/N —sin2nk/N
sin2rk/N  cos2rk/N ]’

con entradas reales. Ademas cada entrada de la primera columna y primer reglén
de W lo podemos identificar con la submatriz identidad 2 x 2

(07)

Hacemos el cambio de coordenadas { = Wq éx = 2+Wgq, donde x = (29, 1, ...,ZN)
es el vector posicién y los vértices estan localizados en & = (1, p,..., pN 7).

Como M es la matriz identidad, y W es una matriz unitaria (WTW = WWT =
Ioyxon) la ecuacién (4.5) en las nuevas coordenadas es

= (—wI +IW'D?*H W)q,

para obtener la Hessiana en & calcularemos las derivadas parciales de Hy(zo+Wgq)
en el origen ¢ = 0.

Primero consideraremos una funcién f(q) = log¢(q) donde ¢ es una funcién
auxiliar que definiremos més adelante, con la variable compleja ¢ = a+1ib, sabemos
que log es una funcién analitica multivaluada que se escribe como

log ¢ = log|¢| + iarg ¢. (4.11)

De la definiciéon de x tenemos que:

asi

1 N-1
=/ <1 —h =D (T - p’”““”)) 4,
=0
1 N—-1
=p (dk +—= dkgpz(j_1)> >
N =



4.3. Calculo de la matriz Hessiana D?H, 54

con dj, = 1 — pk. Como |p| = 1 para ¢ en (4.11) usamos

1 »
¢ = (r; — ziyr)p” " = di + (\/N > dkjpz(]_1)> >

asi que

00 _ dij i
70 TH G, 4.12
9~ IN" (4.12)

Para f = log ¢, tenemos
of dlogp 1 0¢
9qy dg. ¢ 0q.’
0% f —10¢ 9¢
dq,0q;  ¢* dg, Iqs’

Cuando ¢ = 0,¢(0) = di y las derivadas parciales son

of _ L jic-nder
g, \/N dy, ’
32f _ —1 dkr ’L(T‘ 1 dks 1(5_1) _ __1pi(r+s_2) dk‘?“dks
o0, &VN' N N &
Sea g = log|¢|, entonces
— —R i(r+s—2) Rk — ] i(r+s—2) “krtks
da,0a;, N e( & ) o0, NS &
y
g I

ob,0b,  da,0a,’
Como p es la N-ésima raiz de la unidad

P

N-1 . {N para r+s=2 (méd N),
1=0

0 otro caso,

asi que

O?H, 1SR 9% 1= [ didas
=32 - 1Re< & )

sir4+s=2 (mdéd N) y cero en cualquier otro caso. Ademds

N-1 N-1

dkr dks

o h o -y N\ (1=ph) (1—0h)




4.4. Estabilidad para un poligono regular. 55

sir =06 s =0 lasuma es cero, mientras que en los otros casos es igual a

(L4 p" 4 4 D)1 4 pF 4o 4 pFEY) Z <Z P SZpkg)

k=1 k=1

N-1

donde p(m) es el nimero de pares (7,0) con 0 <7<r—1y0<o0 <s—1 tales

que 7+0=m =0 (méd N), como
pm_ JN—1 para m=0 (méd N),
— P —1 otro caso,
obtenemos que
r+s—2 N—-1 r+s—2 r+s—2
dowm) > = (N=1) Y plm) = D plm)
m=0 k=1 m=0 m=0

N|m Ntm

=(N-1)I(r,s) = (rs =I'(r,s)) = N I'(r,s) —rs.
r+s—2
donde Z p(m) = T'(r, s). Esta igualdad se tiene solo en dos casos: uno es cuando

m=0
r=s=1conl(l,1)=1yelotroesr+s=N+2cuando r o s son mas grandes

que 1, lo cual nos da I'(r, s) = 2.

Asi que,
O°H, 0’H, N-1
da? - on? T2 (4.13)
parar + s =2 (méd N) con rs # 0,
82["[1 82H1 2N —rs
= — = 4.14
da,0ag 0b,.0b, 2 7 ( )

mientras que para r + s # 2 (mdéd N) las derivadas parciales de segundo orden
son cero.

4.4. Estabilidad para un poligono regular.

Analicemos primero el caso de N vértices formando un poligono regular, por lo
estudiado en la seccién anterior en este caso tenemos I' = 0 y consideraremos el
problema en R2V.
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En esta seccién estudiaremos los casos en los cuales los equilibrios relativos de la
configuracion de poligono regular son espectralmente estables. Para esto analiza-
remos la ecuacion (4.14) la cual llamaremos de aqui en adelante ¢, = (2N —rs),
como esto lo tenemos cuando r +s =2+ N

1 1
e = —(2N—r(2+N—7‘)):§(r2—rN—2r—|—2N)

2
1
= =2 -7), (4.15)

para r =2,3,..., para r = 1 tenemos el valor de (4.13), asi que (4.15) se cumple
en todos los casos.

Ci G C3 (4 Cs Ce Cr

1 0

1.5 0 -05

2 0 -1 -1

25 0 -15 -2 -15

3 0 -2 -3 -3 -2

35 0 -25 4 -45 -4 -25
4 0 -3 -5 -6 -6 -5
1045 0 -35 -6 -75 -8 -75
15 o0 -4 -7 -9 -10 -10
12155 0 -45 -8 -105 -12 -12.5

@oo\]cnmypcoz

Cuadro 4.1: Valores de ¢, para N vértices

Asi que la matriz Hessiana es

0000 0 0 0
00 ¢ 00 0 0 0
0000 0 0 0
o (O 0000 0 0 ¢
—(&was)— 0000 0 ci 0
0000 ¢ ... 00
00 0¢cG 0 ... 00

La matriz del determinante (4.6) tiene la forma
0 M n —wl 0 n C 0 [ —wI+C AL
I 0 0 —uwl 0o -C ) - —wI-C
(4.16)

donde la matriz identidad I es N x N. El determinante de la matriz (4.16) lo
podemos calcular por bloques para los distintos valores de r.
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Blogque r =0 y r = 2: En estos casos ya vimos que la Hessiana se anula asi que el
determinante es

—w A
-\ —w

por lo tanto las soluciones son las triviales, A = +iw.

=N 4+w?=0

Bloque r = 1: Aqui tenemos que la Hessiana es igual a ¢;

=N +w—cf=)\=0.

—w+C A
—A —Ww—0C

Bloquer >2, s=N+2—r, yc. = cs:
—w ¢ A 0

—w 0 A Cy 0 A
¢ —w 0 A
=—w|l 0 —w —¢|—¢| A —w —c¢
A 0w e -\ —¢ —w 0 —¢ —w
0 - —¢ —w " "
cr w A
+ Al =X 0 —c
0 -\ —w

=M+ 2A(w? = &) + (W —¢,)?

= (AN +w-cA)? =0,

hay dos raices dobles A = +/¢2 — w?.

Blogque r = s = % Lo tenemos solo cuando N es par
—w+tc A 2, 2 2 2, 2 2
_)\T e =N4w - =N4+w —c =0,

hay dos raices A = £/c2 — w?.

Con esto ya tenemos calculadas todas las raices del sistema (4.6), donde las raices
para r = 0,1 y 2 no tienen problema para la estabilidad espectral pues son ceros
o imaginarios puros, los valores propios que se deben analizar son para r > 2.

Como w? = ¢2, del Cuadro 4.1 podemos calcular el valor de las diferentes raices,

observando que para 3 < N < 6 las tnicas raices cero las tenemos para el valor
de r = 1 las cuales son dados por la configuracién del sistema rotando y de los
escalamientos hechos anteriormente, las deméas son raices imaginarias.

Para N = 7 tenemos 6 raices cero, dos de r = 1 y cuatro mas de r = 4 y 5, el
hecho de romper el esquema obteniendo cuatro ceros més hace que el caso del
heptégono sea especial (ver [4] y [?]).
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Para N > 8 vemos que las tnicas raices cero se obtienen del bloque r = 1, las
imaginarias se tienen de los bloques r = 0,2,3 y r = N — 1 para estos valores de
N vemos que hay valores de ¢, mayores a ¢y, por lo cual tenemos raices positivas
y negativas, esto sucede para 4 < r < N — 2, por lo tanto para N > 8 tenemos

N —5 raices positivas y negativas. El nimero de raices esta calculado en el Cuadro
4.2.

N | Negativas | Positivas | Cero | Imaginarias
3 0 0 2 4
4 0 0 2 6
5 0 0 2 8
6 0 0 2 10
7 0 0 6 8
> 8 N-5 N-5 2 8

Cuadro 4.2: Numero de raices para la estabilidad polinomial de un poligono con N
vortices

Podemos concluir los resultados de esta seccion con el siguiente Teorema:

Teorema 4.1 Para N < 7 los equilibrios relativos formados por un poligono re-
gular de vortices son espectralmente estables y para N > 8 los equilibrios relativos
son inestables ya que los valores propios toman al menos un valor real positivo, lo
que 1mplica que las soluciones se escapan del sistema y tendriamos una configu-
racion inestable.

4.5. Estabilidad de un poligono regular con un
vortice en el centro.

Para esta seccién usaremos la funcion H = H; + I'H,, es decir utilizaremos los
resultados de la seccion anterior mas la contribucion del potencial

Hy=— Zj.v:_ol In |x;, — zn|. Para esto debemos calcular las derivadas parciales de
f(q) =logo(q) en g =0, donde g es la variable compleja ¢ = a + b.

De la definicién de z = (Z + Wq) tenemos que:

N-1

1 .
k k
m—an = P —av+ =Y Mg
N 2
N-1
= < Zp’“ —p qN>,
Jj=

%\H
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con la nueva coordenada xny = qy.

Sea ¢ = (z, —xn)p F —1+\ﬁ2§volpl‘” Vg — p*qn,

99 _ | grtY, 0<r<N-1,

oq, —p* r=N,
Para f = log ¢, tenemos

af  10¢
9y ¢ 0q,’
0 f . —10¢ 99
9¢:0qs  ¢? 0gr Igs’

Cuando g = 0,¢(0) = 1 asi que las derivadas parciales de primer y segundo orden
son

of \ﬁp(Tl), 0<r<N-1,

86]7’ _pik7 r= N7

(1 k(rd+s—
a2f _Npk((+) 2)7 OST,SSN—L
= ¢ =phr2 0<r<N-1,s=N
e R
=0, r=s=N.
Sumando sobre k tenemos
N1 (1, r+s=2 (méd N),
8a6’2 —V/N, r=2ys=N 6 r=Nys=2,
k=0 TS 0 otro caso.

\

La matriz del determinante dado en (4.6) tiene nuevamente la forma dada en

(4.16) con la matriz identidad I, (N + 1)

ahora de la forma

X (N+1)yw=—c — T, ademds C es

0 0 r 0 0 0
0 ¢+ 0 0 0 0
r o0 0 0 0 —-TVN

c—| o o 0 0 s+ 0
0 0 0 e+ ... 0 0
o 0 -TVN 0 ... 0 0

En el articulo de Cabral y Schmidt ([4]) hay un error ya que toda matriz Hessiana
es simétrica ellos obviaron en la entrada ay- el valor I', el cual nos cambia el valor
del valor propio no trivial para el caso r = 0,2, N.
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Igual que en la seccién anterior podemos calcular el determinante de la matriz
(4.16) por bloques para los distintos valores que puede tomar 7.

s Para r=0,2 y N obtenemos el subdeterminante

—w r 0 A 0 0
r —-w -TVN 0 ) 0
0 -IvN —w 0 0 A 0
—A 0 0 —w I 0 ’
0 = 0 -I' —w TVN
0 0 -2 0 TVN —w
que lo podemos ver como matrices por bloques
A2 4 w? -T2 0 2v/N
A AL o _ 2 2 2 2
‘_/\IB‘—|/\I+AB|— 0 AN +w —I1"—1"N 0
N 0 A2+ w?—-T2N

=N+ -THN +w? —T2N)(\* +w* —T? —T?N)
—I*N(A? +w? —T? —T2N)
= (M +w)(N+w’ -T?-T?N)* =0,

las soluciones son A = +iw, A\ = j:\/F2N —-I'(N-1) - (%)2 de multiplicidad
algebraica 2. Un cambio de estabilidad ocurre cuando

1+vVN+1
F—e¢ <¥) , (4.17)
N
sil' > ¢ (H— V]\],V“> la configuracion se vuelve inestable.
s Para r = 1 tenemos un determinante de la forma
—2w A
ISRl
tenemos valores propios iguales 0 dobles.
s Para r > 2 con w= —c; — I nos da la submatriz 4 x 4
cag+I ¢ +7T A 0
e +I' g +7T 0 A
—A 0 ag+I' —¢ -T (4.18)
0 A — -1 +T

Para calcular el determinante utilizamos la transformacién adicional

) )0

A0 #05
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la cual es simpléctica (ver Apéndice A.3), ya que
11 -1\ [0 1\(1 -1\ _
2\1 1 -1 0 1 1 a

Asi las matriz (4.5) nos queda de la forma

1 — ¢ 0 A 0
0 ¢ +c +2I 0 A
—A 0 ¢ +c +2I 0
0 —A 0 c1 — ¢

cuyo determinante es (A\? + (¢; — ¢,)(c1 + ¢, + 2I0))? = 0.

Ast que A = £+/(¢; — c1)(2T + ¢, + ¢1) con multiplicidad algebraica 2. Tenemos
un cambio de estabilidad cuando
Cr + C1

L(r,N)=— 5

(4.19)

. cr+c
sil < —= L

la configuracion se vuelve inestable.

» Por ultimo consideramos el caso N par y r = s = (N + 2)/2, tenemos un
subdeterminante 2 x 2

1+ ¢ + 20 A _0
—A 1 — ¢

los valores propios son los mismos que en el caso anterior solo que ahora son

simples.

Con el analisis hecho anteriormente podemos concluir que un cambio en la estabi-
lidad de la configuracién ocurre en los valores de I" dados en (4.17) y (4.19), para
r=2y2<r<(N+2)/2 respectivamente, esto es

_cr+cl
2
I(r,N)= 2<r<(N+1)/2, Nimpar  (4.20)
<1 + VN + 1)
C1 T

para 2 <r < (N +2)/2, N par

para 1 = 2.

Si el sistema tiene velocidad angular 0 tenemos que el valor de I' es —c;, estos
valores junto con los valores de I'(r, N) se muestran en el Cuadro 4.3. A partir de
este Cuadro vemos que el orden de los valores de I'(r, N) es



4.5. Estabilidad de un poligono regular con un vértice en el centro. 62

N [Tuo |[T(3,N) T(4,N) I'(5,N) L(6,N) I(7,N) [L(2,N)
3 -1 1

4]-15| -05 1.2135...
5] -2 | -05 1.3798...
6 | -25| -05  -0.25 1.5191...
71 -3 | -05 0 1.6408...
8 |-35| -05 0.25 0.5 1.75
9 4 | -05 0.5 1 1.8499...
10| -45 | -0.5 0.75 1.5 1.75 1.9425...
11| -5 | -05 1 2 2.5 2.5291...
12| 55 | -0.5 1.25 2.5 3.25 35  3.5500...

Cuadro 4.3: Valores criticos de T'(r, N) para un poligono con un vértice en el centro.

—-05=T3,N)<TI'(4,N) <... <F<{M} ,N) <TI'(2,N) :cl(

1+\/N+1>
5 .

N

La ecuacién (4.20) nos muestra que la configuracién es espectralmente estable
cuando I' es mayor que el valor de I'(r, N) (segin el N que se tome) para r > 2,
ya que ¢, — ¢; < 0. Por otro lado (4.18) muestra que no hay estabilidad cuando
' > T(2,N). En conclusién tenemos que para la configuracién de N + 1 vértices,
la estabilidad espectral ocurre inicamente para valores del vértice central en el in-

tervalo T'([(N+2)/2], N) < T < T(2, N), donde T([(N+2)/2], N) = _ CN+2/2 + ¢

) (LT 2

Resumiendo, tenemos que para la configuracién de N+1 vértices, los valores pro-

pios de la ecuacion '
M¢ = J(—wM + D*Uy)¢

son:
= A=0parar =1,

= )\ = +iw para r = 0,

N —1)\?
A\ = j:\/FQN —I(N-1) - (T) con multiplicidad algebraica 2 para

r=2,

A= i\/(cr —¢1)(2T' + ¢, 4 ¢1) con multiplicidad algebraica 2 para r > 2y
N impar y por tdltimo tenemos

A==+\/(c, —c1)(2T + ¢, + 1) para Npary r = s = (N + 2)/2.
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Del Cuadro 4.3 podemos calcular el valor de las diferentes raices, observando que
las rafces cero las tenemos para el casor = 1y r > 2 cuando I' = I'([(N+2) /2], N)
6T =T([(N+2)/2], N)yI' =T'(2, N), las demads son raices imaginarias. El niumero
de raices esta calculado en el Cuadro 4.4.

N +1 | Cero | Imaginarias
4 4 4
5 4 6
6 4 8
7 4 10
8 4 12
9 4 14
10 4 16
11 4 18
12 4 20
13 4 22

Cuadro 4.4: Numero de raices para la estabilidad espectral de un poligono con N + 1
vortices.

Tomando casos particulares para N podemos comparar los valores que puede
tomar el vértice central I', con los resultados obtenidos por Cabral y Schmidt
([4]) con los que obtuvimos en este trabajo.

Por ejemplo para N=4 los valores que puede tomar r son 0,1,2,3. Para r = 0

tenemos \ = +wi.

Para r» = 1 tenemos A = 0 doble.

Para r = 2 tenemos I' = I'(2,4), entonces A = 0.

Para I' < T'(2,4) tomemos por ejemplo I' = 1, entonces A = +5/4i.
Para r = 3 tenemos I' = I'(3, 4), entonces A = 0.

Para I' > T'(3,4), tomemos por ejemplo I' = —0,25, entonces A\ = =i.

Si tomamos por ejemplo I' = 2, tenemos que A = £4/7,5, es decir ya no te-
nemos estabilidad pero en el resultado obtenido en [5] para este valor de I' la
configuracion de los N + 1 vértices los autores mencionan que es espectralmente
estable.

Para N=5 los valores que puede tomar r son 0,1,2,3. Para r = 0 tenemos \ = +wi.

Para r = 1 tenemos A = 0 doble.

Para r = 2 tenemos I' = I'(2, 5), entonces A = 0.

Para T' < T'(2,5) tomemos por ejemplo I' = 1, entonces A = +3i.

Para r = 3 tenemos I' = I'(3, 4), entonces A = 0.

Para I' > I'(3,4), tomemos por ejemplo I' = —0,25, entonces A\ = £3/2i.
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Si tomamos por ejemplo I' = 3, tenemos que A = £1/29, es decir ya no tenemos
estabilidad pero en el resultado obtenido en [5] para este valor de I la configuracién
de los N + 1 vértices los autores mencionan que es espectralmente estable.

En conclusion el nimero de raices cero e imaginarias es el mismo en ambos casos,
lo tinico que cambia es el rango de valores que puede tomar I' ya que nuestro
intervalo de valores para I' es més pequeno que el dado en [4].

4.6. Equilibrios relativos degenerados

En esta secciéon estudiaremos los valores criticos de la matriz Hessiana de la funcion
potencial para los cuales esta matriz es singular. Comenzaremos definiendo que
es un equilibrio relativo degenerado.

Definicién 4.2 Un equilibrio relativo es llamado degenerado si la matriz Hes-
siana es singular al evaluarla en los puntos criticos.

Dejando fijo el centro de vorticidades en el origen en las coordenadas descritas en
el Capitulo 4, tenemos que

N—1 N—1 L r
kaxkzzrk<0k+—]v ﬂ]qu):CIO‘i‘ﬁCJN:O,

asi que

Para remover la rotacién necesitamos que ¢; sea real, es decir, que b; = 0. Dejando
fijo el momento de inercia tenemos que

S =

N | =

n—1

r
Z x| + §||qNH2,
k=0

N-—1
1 r
= 3 (2\/Na1 +al+ > (ap+07)+ W+ ) (a% + b%)) ,
k=2

queremos ver si a; se puede expresar como una funcién de las variables restantes
en una vecindad del (0yy_1,0) € RV,
Veamos si se cumplen las hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita:
1. S:R?*" — R tal que
S(0,0,...,0) =2V Nay +a? + 31, (a3 +b3) + L(N + ) (a% + a%) = 0.

9. DS(O,O,...,O):[WN 0 ... 0000 ... 00

1x(2N—-1)
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oS
3. Como 0. en (On_1,0) es igual a 2¢/ N # 0 podemos aplicar el teorema
ay

de la funcién implicita (ver Apéndice A.5) para a;, como funcién de las
variables restantes.

Sea ay = ay(ag,as, . ..,an,ba, b3, ..., by) dicha solucién y H la restriccién de H,

H(ay, ... ,by) :H(_ﬁ7a1,a2,...,aN,_\/_N,O,bQ,...,CN>.

Palmore (1976) mostré que la Hessiana, D?H (), tiene la forma

22 ([ B+C 0
pi= (0,0 )

donde By C son matrices (N +1)x(N+1), B es la matriz diagonal estandar, y C
tiene entradas distintas de cero solo sobre la diagonal que corre desde el nordeste.

by N
bs
B= ., O=C"= ’
C3
by 2
N —-1+2T
br: 2+ ’ 7”:2,37- ’N_l’
I /[T+N
bN:E( + >(2F+N—1),
1
Cr :é((T—Q)(N—T) _2F)a 7’:3,4, ’N_ 1’
r
C'r__\/_N<N+F>7 T:27N’
asi
0 a+I ... C3+F 0
B+C = : : 5 |
0 s+l ... ¢ +T 0
~L(N+T) 0 ... 0 Le+DWw+D)

Como B — C tiene la misma forma, es suficiente con estudiar cuando la matriz
anterior es singular y con esto la Hessiana de H. El determinante se descompone
en subdeterminantes 2 x 2 més un término simple en el caso de las dos diagonales
de By C cuando N es par. Sea D(r,N) (D~ (r, N) respectivamente), 2 < r <
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N/2 la submatriz de B + C' (B-C respectivamente) formada por las entradas
(r,r), ", N+2—r), ( N+2—r,r)y (N+2—7r,N+2—7r). En el caso de N par
las dos diagonales tienen una tinica entrada en la posicién ((N +2)/2, (N +2)/2).
Estos subdeterminantes son cero exactamente en los valores de I' dados en (4.20)
donde la estabilidad cambia, estos valores se muestran en el Cuadro 4.5 denotados
por d(r, N).

d(3,N) d(4,N) d(5,N) d(6,N) d(7,N)

N

3

4 2

) 12

6 16 1

7 20 0

8 24 -15 -2

9 28 -36 -8

10 32 -63 -144 -7
11 36 -96 -224 -300
12 40 -135 -320 -455 -14

Cuadro 4.5: Subdeterminantes.

Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.2 La Hessiana de la funcidn potencial reducida H es degenerada
cuando la estabilidad espectral del poligono regular con un vortice en el centro
cambia, esto es, para I' = T'(r, N) con 2 < r < (N + 2)/2. El orden de estos
valores criticos es

—0,5=T(3,N) <T'(4,N) < ... <r({¥} ,N) <T(2,N)=¢ (%)

A pesar de las similitudes entre el potencial Newtoniano y el logaritmico, los resul-
tados concernientes a estabilidad y bifurcacién de una configuracién de poligono
regular son diferentes. En el caso Newtoniano el cambio de estabilidad y la bi-
furcaciéon ocurren para diferentes valores de la masa central. Para los vértices
rotando, este fenémeno sucede para el mismo valor del vortice central, lo que hace
el problema atin més degenerado.



Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo analizamos las soluciones mas simples de describir para problemas
de vortices puntuales que son las que corresponden a configuraciones de vortices
que puedan moverse sin cambiar de forma, es decir las soluciones de equilibrio re-
lativo. En este caso el movimiento del sistema de vortices consiste de una rotacion
uniforme respecto del centro de vorticidad o de una traslacion uniforme.

Los equilibrios relativos estudiados aqui son aquellos donde la configuracion de
N vortices forma un poligono regular de N lados. Si todas las vorticidades son
iguales y colocamos los vortices en tal configuracion, la solucién correspondiente
es de equilibrio relativo en rotacion uniforme. La reciproca de este resultado, es
véalida so6lo si N > 4.

En el caso N = 2 todas las soluciones son de equilibrio relativo. Si N = 3 las
Unicas soluciones de equilibrio relativo son la colineal y la de tridngulo equilatero.

En el caso de dos poligonos regulares concéntricos con la misma vorticidad para los
vértices de cada uno de ellos encontramos equilibrios relativos con o sin simetrias,
dependiendo del dngulo de desfase entre cada poligono: 0, si la configuracion es
simétricay 7/N sila configuracién es no-simétrica. El nimero exacto de equilibrios
relativos depende del signo de las vorticidades y de si la configuracién es simétrica
0 no.

Si tomamos 4 vortices distintos en configuracion de paralelogramo formando un
equilibrio relativo, las vorticidades localizadas en los vértices opuestos son iguales
si la suma de las vorticidades es distinta de cero, y son iguales en valor absoluto
si la suma de las vorticidades es cero.

Acerca de la estabilidad de los equilibrios relativos vemos que en el caso en que
la configuraciéon de N vortices forma un poligono regular los equilibrios relativos
son espectralmente estables para valores de N < 7 y si a la configuracion anterior
le ubicamos ademés un vortice en el centro del poligono, la estabilidad espectral
de los equilibrios relativos depende del valor del vortice central; es mas, especifi-
camente los equilibrios relativos son espectralmente estables si la vorticidad del
vortice central toma valores en el intervalo [['(N +2/2, N),T'(2, N)]. Finalmente
vimos que los equilibrios relativos son degenerados ya que la matriz Hessiana de

67
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la funcién potencial H es singular al evaluarla en los valores del vértice central
donde la estabilidad espectral cambia.

Como futuros trabajos podriamos generalizar los resultados obtenidos para la
configuracion de dos poligonos regulares concéntricos y ver qué sucede en el caso
de tres poligonos regulares concéntricos.

También podemos estudiar si existe algin tipo de estabilidad mas fuerte para
la configuracién de (N+1) vértices y finalmente estudiar si existe una linea de
simetria en el problema de 4 vortices convexo.

Finalmente nos gustaria estudiar equilibrios relativos poligonales en espacios de
curvatura constante.



Apéndice A
Analisis vectorial

Definiciéon A.1 (Coordenadas cartesianas.) El plano cartesiano es un sis-
tema de referencia respecto ya sea a un solo eje (linea recta), respecto a dos ejes
(un plano) o respecto a tres ejes (en el espacio), perpendiculares entre si, que se
cortan en un punto llamado origen de coordenadas. En el plano, las coordenadas
cartesianas x y y se denominan abscisa y ordenada respectivamente.

Definicién A.2 Supongamos que E es un conjunto abierto de R". Una k-forma
en E es una funcion w, representada simbolicamente por la suma

w = Z Ay (T) dgy A -+ A day,

A.1. Campos Vectoriales

Sea v = v1e; + vaes + v3e3 un mapeo continuo de un conjunto abierto £ C R? en
R3. A v se le llama algunas veces campo vectorial, especialmente en Fisica, porque
a cada punto de E, v asocia un vector. Con cada v tal, se asocia una 1-forma

Av = v1dx + v dy + v3dz,

y una 2-forma
wy =v1dy Ndz+vodz Ndx + Fydx N dy.

Supongamos ahora que v es un campo vectorial en E; de clase €’. Su rotacional
V X v es el campo vectorial definido en E por

V x v = (0yv, — 0,vy)e1 + (0,v; — 0yv;)ea + (Opvy — Oyvy)es,
y su divergencia es la funcion real V - v definida en E por

Vv = 0,v, + 0yv, + 0,0,.

69
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A continuacion se tienen algunas relaciones entre el gradiente, el rotacional y la
divergencia.

Teorema A.1 Supongamos que E es un conjunto abierto de R3, v € €"(E) y v
es un campo vectorial en E, de clase C".

(a) Si ' = Vu, entonces V. x I' = 0.
(b) SiT' =V x v, entonces V-T' = 0.

Demostracién. (a) Como las derivadas parciales mixtas son continuas en R3
tenemos que

VxID = VxVu:Vx(au Ou au),

_ Pu  Pu Pu Pu Pu Pu
 \Oydz 020y’ 0z0x  0x0dz Oxdy Oydxr )

(b)

oy 0z 0z Ox Ox 0Oy

_ 0%v, B *v, N 9%v, B 0%v, N d*v, B v, \
 \Oxdy  Oxdxr  Oydz Oydxr 0z20x 0z0y)

A.2. El teorema de la divergencia

Teorema A.2 Sil es un campo vectorial de clase €' en un conjunto abierto E C
R3, y si V es un subconjunto cerrado de E con frontera orientada positivamente

S, entonces
/(V-F)dV:/(F-n)dS’.
1% S

A.3. Formas Simplécticas

Definicién A.3 Sea V' espacio vectorial sobre R. Una forma simpléctica en V'
es una funcion bilineal w : V x V — R que

» FEs antisimétrica o sea w(v,w) = —w(w,v).
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= No es degenerada o sea que
w(v,w) =0, paratodow € V — v =0.

Definicién A.4 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre R y sea
w: VxV = R una forma bilineal antisimétrica no degenerada. A la pareja (V,w)
se le llama un espacio vectorial simpléctico sobre R.

Definicién A.5 La 2-forma diferencial

wo =Y dp; Adg;,

se denomina la forma simpléctica canonica del espacio vectorial V.

Visto como un producto interno, la forma simpléctica canénica se puede escribir
de la siguiente manera

wo(v, w) = (v, Jw), v,w eV,

donde J es la matriz simpléctica candnica de dimension 2n definida por

0, Iy
J”_(—In On)'

Definicién A.6 Sea = : O — R* : (t,z) — ¢ = E(t,2) una funcion suave
donde O es un conjunto abierto en R*"*': = es llamada una transformacion
stmpléctica si el Jacobiano de = con respecto a z, Dy=(t,z) = 02/0z, es una
matriz simpléctica en todo punto de (t,z) € O.

Es decir, = es simpléctica si y solamente si
o= _o=T
J

02 0z =

A.4. Funcion de Green y Ecuacion de Poisson

El termino funcién de Green se usa para designar a un operador lineal K que tiene
forma de integral, siendo el ntcleo de este operador integral la funcién de Green
propiamente dicha. Para explicar que es la funciéon de Green consideremos un
operador diferencial lineal L que actia sobre cierto espacio de funciones definidas
sobre una variedad diferenciable M, y pongamos que pretendemos resolver la
ecuaciéon diferencial:

Liu(z)] = f(x),x € C C M. (A.1)
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La idea del método basado en la funcién de Green es encontrar una funcién de
dos variables G(z, z) continua y diferenciable en el sentido de la teoria de distri-
buciones que cumpla:

LIG(z,z)] = d(z — 2). (A.2)

Donde 6(z — z) es la distribucién delta de Dirac. Si se puede hallar una funcién
G que cumpla la ecuacién (A.2) entonces la solucién de la ecuacién (A.1) sea cual
sea la funcion f puede escribirse en la forma:

La solucién asi calculada es solucién de la ecuacion (A.1) ya que:

Liu(e)) = [ LiGle, 1) dz = [ 8 = 250 dz = (o)

Ecuacion de Poisson

En matemaética y fisica, la ecuacién de Poisson es una ecuacién en derivadas
parciales. Se define como:

A= (V- V) = V2 = f

donde A es el operador lapaciano, y f y v son funciones reales o complejas. En
un sistema de coordenadas cartesianas bidimensional toma la forma:

02 02
(5 + 303 ) Vo) = Sa)

Si f =0, la ecuacién se convierte en la ecuacién de Laplace
Ay = 0.

El problema de Poisson es el problema de encontrar una funcién definida sobre el
dominio C' que satisfaga:

Vi)(r) = —w(xr) z€CCR®
W(z)=0 z € 0C.

Este tipo de problema puede ser resuelto de manera sencilla, mediante el método
de la funcién de Green, para n > 2:

e,
o= 5 | e
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A.5. Teorema de la funcién implicita

Teorema A.3 Sea f un mapeo C' de un conjunto abierto E C R™™™ en R™, tal
que f(a,b) = 0 para algin punto (a,b) € E. Sea A = f'(a,b) y supongamos que
A, es invertible. Entonces existen conjuntos abiertos U C R™™™ y W C R™, con
(a,b) € U y b e W, que tienen la siguiente propiedad:

A caday € W le corresponde un x unico, tal que

(x,y)eU y f(x,y)=0.

Si esta x se define como g(y), entonces g es un mapeo €' de W en R", g(b) = a,

flg(y),y)=0 (yeW), (A.3)

g (b) = —(A;) 7' Ay. (A.4)



Apéndice B
Matrices circulantes

Dado un vector N-dimensional

Cc= [607617 T 7CN71]7

la matriz circulante asociada al vector tiene la forma

Co C1 Cy ... CN-1
CN-1 Co cCit ... CN-—2
C= CN—2 CN-1 Cp ... CN-3
C1 Co C3 ... Co
Los autovalores A\, y los vectores propios vy de C,k = 0,--- ;N — 1, son las
soluciones de
Cv = )\v,

o, de forma equivalente, de las N ecuaciones a diferencias

m—1 N-1
E CmeJrnvn + E Cn—mUn = )\Um7
n=0 n=m

dondem =0,---,N—1, y v, es la m-ésima componente del vector v. Cambiando
el indice de la sumatoria, se tiene que
N-1-m N-1

Z CnUntm + Z CnVn—(N—m) == Am- (B.1)
n=0 n=N-m
La ecuacion a diferencia (B.1) lineal y con coeficientes constantes tiene una solu-
cién de la forma y; = p’. Sustituyendo en (B.1) y cancelando p™ resulta

N—

m

N-1
cnp” +p N Z et = A (B.2)
=N—

1—
n=0 n m

4



I0)

Asi el autovalor A\ se expresa como
N-1
A= E Cnp
n=0

El vector propio asociado es

V:(lapa"'ap

n

N—1>‘
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